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Aufgabe 1 * 10.12.08
Zu Lemma 2.2.2 der Vorlesung.

1. Sei (V, p) eine endlich-dimensionale Darstellung einer Lie-Algebra g. Zeige: Ist a ein
Ideal von g und V ein nilpotenter a-Modul, dann ist a C g (wobei das orthogonale
Komplement bzgl. k, gebildet wird).

2. Folgere: Ist g endlich-dimensional und a ein nilpotentes Ideal von g, so gilt fiir die
Cartan-Killing-Form &, dass x(a,g) = 0.

Aufgabe 2 * 10.12.08

Berechne das Casimir-Element Cjp , der Lie-Algebra g zur nicht-ausgearteten Bilinearform
(G auf g und den Lie-Algebren-Homomorphismus p : g — A, A eine assoziative Algebra,
(Notationen wie in der Vorlesung) fiir:

1. g =s50(3, K) (siehe erste Vorlesung) als Teilmenge der 3 x 3-Matrizen iiber K (also
p(x) =z fiir alle z € g) und f(x,y) = tr(zy).

2. g=5l(2,K), p=ad und § = k (Cartan-Killing-Form).

3. g die Oszillatoralgebra (siehe Vorlesung vom 3. Dezember) als Teilmenge der Endo-
morphismen von C* (R, R) (also p(z) = z fiir alle z € g) und  wie in der Vorlesung
angegeben.

Aufgabe 3

Zeige: Ist g endlich-dimensionale, halbeinfache Lie-Algebra, so sind alle Derivationen von
g innere, d.h. Der(g) = ad,.

Hinweis: Eine Moglichkeit, dies zu beweisen ist: Zeigen Sie zunichst, dass die Cartan-
Killing-Form £,q, von adg nicht ausgeartet ist. Zeigen Sie dann, dass k.q, die Einschrénkung
der Cartan-Killing-Form « von Der(g) auf adgx adg ist. Zeigen Sie dann, dass das orthogo-
nale Komplement (bzgl. k) von ady in Der(g) gleich 0 ist und folgern Sie die Behauptung.



