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Ergénzung: Tensorprodukte von g-Moduln

Definition 1 [Tensorprodukt von Vektorridumen] Seien V, U Vektorrdume. Ein Ten-
sorprodukt von V und U ist ein Vektorraum W, und eine bilineare Abbildung ¢q : V xU —
Wy mit folgender universeller Eigenschaft: Zu jeder bilinearen Abbildung ¢ : V xU — W
in einen Vektorraum W gibt es eine eindeutige lineare Abbildung ¢ : Wy — W mit

¢ owy=p.

Lemma 2 [Eindeutigkeit des Tensorprodukts] Sind (Wy, ¢g) und (W, ¢f) Tensor-
produkte zweier Vektorrdaume V' und U, dann sind sie kanonisch isomorph zueinander,
das heifit es gibt einen eindeutigen Isomorphismus ¢ : Wy — W] mit @[ = ¢ o .

Beweis: Wie iiblich iiber die universelle Eigenschaft: Wegen der universellen Eigenschaft
von Wy gibt es eine eindeutige Abbildung ¢ : Wy — W mit ¢ o ¢y = ¢[. Ebenso gibt es
eine eindeutige Abbildung ¢ : W/ — Wy mit ¢ o ¢ = ¢y (univ. Eigenschaft von W{). Es
ist nun @, = ¢ ooy und @y =1 o poyy und wegen der univ. Eigenschaft von W bzw.
Wy folgt ¢ o ¢ = idw, und ¢ o ¢ = idyy; also die Behauptung.

Satz 3 [Existenz des Tensorprodukts] Fiir je zwei Vektorrdume V' und U gibt es ein
Tensorprodukt von V und U.

Beweis: Betrachte den Vektorraum
F(VxU) :={f:VxU — K Abbildung | f(v,u) # 0 nur fiir endlich viele (v,u) € VxU}

wobei die Vektorraumstruktur auf F(V x U) wie tiblich fiir Abbildungen gegeben ist durch
(f+9)(v,u) = f(v,u)+g(v,u) und (Af)(v,u) = X f(v,u) fiir A € K. Falls Sie dies kennen:
vgl. mit der Definition des freien Vektorraums iiber V' x U.

Betrachte zu (v,u) € V x U die Abbildung 6,y € F(V x U) mit ¢ (v,u) = 1 und
0 sonst. Man sieht sofort, dass diese Abbildungen ein Erzeugendensystem von F(V x U)
bilden, wobei fir alle f € F(V x U) gilt f = >"" | Xi0(uup) mit {(v;,4;) | 1 <0 <n} =
{(v,u) e VxU| f(v,u) # 0} und \; = f(v;, u;).

Betrachte nun den Unterraum G C F(V x U), der von allen §(xutpwu)y — A(w,u) — 10(w,u)
und Oy autpy) — M(wu) — MO(vy) Mit A\, u € K, v,w € V, u,y € U erzeugt wird. Dann ist
die Abbildung

wo:VxU—FVxU)/G @o(v,u) == dwu + G

automatisch bilinear.

Man zeigt nun: F'(V x U)/G mit ¢ ist ein Tensorprodukt von V und U.

Sei also W ein Vektorraum und ¢ : V' x U — W eine bilineare Abbildung. Definiere nun
eine lineare Abbildung ¢ : F(V x U) — W, ¢(f) = > wuevxv J (v, u) p(v,u). Beachte
hierzu: nur endlich viele Summanden sind ungleich 0, da f € F(V x U).

Es gilt offensichtlich &(5(1}#)) = ¢(v,u) und da ¢ nach Voraussetzung bilinear ist, folgt
hieraus, dass ¢(G) = 0 ist. Also induziert ¢ eine Abbildung ¢ : F(V x U)/G — W mit
O(f +G) = o(f) fir alle f € F(V x U). Es folgt inshesondere ¢(3y ) + G) = ¢(8(pu)) =
(v, u). Also gilt: ¢ o g = ¢ und wir haben nur noch die Eindeutigkeit von ¢ zu zeigen.
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Diese ergibt sich jedoch direkt aus der Tatsache, dass {du + G | (v,u) € V x U} ein
Erzeugendensystem von F(V x U)/G ist und ¢ als lineare Abbildung durch seine Werte
auf dem Erzeugendensystem eindeutig festgelegt wird.

Notation Fiir ein Tensorprodukt (W, ¢o) zweier Vektorrdume V und U schreiben wir
Wo =V ®U und po(v,u) = v ® u. Da das Tensorprodukt bis auf kanonische Isomorphie
eindeutig bestimmt ist, spricht man auch von ,,dem* Tensorprodukt.

Lemma 4 [Basis] Ist {v; | i € I} eine Basis von V', {u; | j € J} eine Basis von U, so ist
{vi®u; |i€lje J} eine Basis von V ® U.

Beweis: Wende die Konstruktion aus dem Beweis von Satz 3 auf Tupel (v;,u;) von
Basisvektoren an.

Bemerkung Hieraus folgt fiir endlich-dimensionale Vektorrdume sofort: dimV @ U =
dimV -dim U.

Definition 5 Sind V7,...,V,, Vektorrdume, n > 3, so definiert man rekursiv V; ® - -+ ®
Vo=V @@V, 1)®V,.

Satz 6 Seien Vi, ..., V, Moduln der Lie-Algebra g. Dann ist V} ® --- ® V,, ein g-Modul
vermoge

(M ® Qv =(x0]) R QU+ R (TV) R QU+ -+ @ R (T.0,)

fir x € g.

Beweis: Man muss vor allem zeigen, dass durch diese Abbildung ein Endomorphismus
von V) ® -+ ® V,, definiert wird. Dazu geniigt es, sich zu iiberlegen, dass die Abbildung
(U1, ey 0n) = (20]) @ QU + 11 ® (V) @+ RUp+ -+ 1] ® -+ ® (z.v,) n-linear
(also in jedem Argument linear) ist. Denn aufgrund der Konstruktion des Tensorprodukts
gehort zu jeder m-linearen Abbildung ¢ : Vi X --- XV, —» V] ® --- ® V,, eine eindeutig
bestimmte lineare Abbildung ¢ : Vi ® - - ®@V,, = V1 ® --- ® V,,, so dass ¢ 0 ¢y = ¢ mit
wo(v1, ..., 0,) =01 @ -+ - ® v, (das zeigt man per Induktion iiber n).

Alles weitere zeigt man durch Nachrechnen.

Bemerkung Durch (mehrfache) Tensorproduktbildung kann man also aus bereits be-
kannten Darstellungen einer Lie-Algebra neue Darstellungen konstruieren.

Bemerkung Seien speziell (V, py), (U, pr) zwei endlich-dimensionale einfache Darstellun-
gen einer halbeinfachen Lie-Algebra. Bildet man das Tensorprodukt U ® V' und versieht
es mit der g-Modul-Struktur aus Satz 6, so kann man die entstehende Darstellung nach
dem Satz von Weyl in eine direkte Summe einfacher Darstellungen zerlegen.

Aus Physik-Vorlesungen kennen Sie eine solche Konstruktion zum Beispiel bei der Kopp-
lung von Drehimpulsen in der Quantenmechanik. Hier betrachtet man zwei einfache
endlich-dimensionale Darstellungen (iiber C) der Drehimpulsalgebra su(2), bildet ihr Ten-
sorprodukt (dessen Elemente , ungekoppelte Zustédnde“ heiflen) und zerlegt dieses in eine
direkte Summe einfacher Darstellungen. Konkret ist diese Zerlegung durch die sogenannte
Clebsch-Gordan-Reihe

min(a,b)

V,2V, = @ Vatb—2k
k=0



gegeben, wobei fiir V; jeweils gilt dimV; = 25 + 1. In physikalischer Notation ist das
Subskript die Drehimpulsquantenzahl. Die Tatsache, dass die Summe auf der rechten
Seite nur iiber Darstellungen V' mit Drehimpulsquantenzahlen zwischen |a — b| und a + b
lauft, bezeichnet man in der physikalischen Literatur als Dreiecksungleichung (Kopplung
von Drehimpulsen).

Fiir einen Beweis der Clebsch-Gordan-Zerlegung siche zum Beispiel T. Broker und T. tom
Dieck, Representations of Compact Lie Groups, Grad. Texts in Math. No. 98, Spring-
Verlag, New York (1985) [fiir die zugehorige Lie-Gruppe)].

Wihlt man die in der Physik iibliche Basis fiir eine Darstellung V; (Notation mithilfe der
magnetischen Quantenzahl m), so heiflen die Koeffizienten vor den Basisvektoren auf der
rechten Seite Clebsch-Gordan-Koeffizienten. Zu ihrer Berechnung (ohne Zuhilfenahme von
Gruppentheorie) siche zum Beispiel W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik, Band
5, Teil 2, Quantenmechanik: Methoden und Anwendungen, Springer 2003.



