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Ergéinzung: Lineare Lie-Gruppen und die Exponentialfunktion

Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, versehen mit einer Norm || - ||y. Bezeichne
|| - || die Operatornorm auf End(V),

Al = sup lAv v, A€ End(V) .
ve
llvlly <1

Beachte: Die Operatornorm ist eine submultiplikative Norm, d.h. fir alle A, B € End(V)

gilt |[AB|| < [|A] [|B]].
Betrachte nun fir A € End(V') die Exponentialreihe

o0
et = LoAn
mn.

n=0

Lemma 1 Auf jeder beschrinkten Teilmenge K C End(V) konvergiert die Exponen-
tialreihe gleichméiBig. Durch exp(A) := e fiir A € End(V) wird eine stetige Funktion
exp : End(V) — End(V') definiert, die sogenannte Exponentialfunktion.

Beweis: Sei ¢ € R so dass [|A]| < ¢ fiir alle A € K. Dann ist e <3~ L ||A||" < ¢, wobei
wir fiir die erste Ungleichheit die Submultiplikativitat der Operatornorm verwenden. Also
konvergiert die Exponentialreihe gleichméflig auf K. Da jede Partialsumme eine stetige
Funktion definiert, folgt die Stetigkeit der Exponentialfunktion.

Lemma 2 [Rechenregeln] Es gilt
i) el =1
ii) eAtB = e el fiir alle A, B € End(V) mit AB = BA.

iii) Bezeichne GL(V') die allgemeine lineare Gruppe (Gruppe der invertierbaren Endo-
morphismen von V). Fiir jeden Endomorphismus A € End(A) ist die Abbildung
Ya: R — GL(V), va(t) := €™ ein beliebig oft differenzierbarer Gruppenhomomor-
phismus.
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iv) Fiir alle g € GL(V) ist getg™t = 9497,

v) dete? = e fiir alle A € End(A).

Beweis: i) klar.

ii) Folgt aus der binomischen Formel und der Cauchyschen Produkt-Formel.

iii) Es ist e € GL(V) fiir alle A € End(V), da wegen ii) und i) e~ invers zu e ist, und
es folgt auch direkt die Homomorphismus-Eigenschaft, v4(t + s) = va(t)va(s). Die n-te
Ableitung von 74 ist y4(t) A", denn

Va(t) = limy Lyalt +s) = yalt)) = va(t) lim et —1) =ya(t) A



iv) Folgt wegen (gAg—!)" = gA"g~! und der Stetigkeit der Abbildung End(V) — End(V),
A gAg™L.

v) Sei A € End(V) fest gewéhlt. Bezeichne p : (R,+) — (R,-) den differenzierbaren
Gruppen-Homomorphismus p(t) := det(ya(t)), mit v4(t) = e wie in iii). Wir zeigen
zunéchst p'(0) = trA. Mit n = dim V' ist némlich

p,(0> - Z Sgl’l(ﬂ') Z /7A<0)1,7r(1) e 71,4(0>z,7r(z) e IYA(O>n,7r(n)
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Also ist p(t) = et# 0 = ¢4 da p die eindeutige Losung von p/(t) = trA p(t) zum
Anfangswert p(0) = 1 ist.

Definition 3 Wir versehen End(V') und somit die allgemeine lineare Gruppe GL(V') mit
der Metrik d(A, B) := ||A — BJ| und definieren:

i) Eine (bezgl. d) abgeschlossene Untergruppe von GL(V') heifit lineare Lie-Gruppe.
ii) Fiir eine Untergruppe H C GL(V') bezeichne L(H) die Menge

L(H):={A€End(V) | " € H fiir alle t € R} .

Lemma 4 Ist H eine lineare Lie-Gruppe, so ist L(H) eine Lie-Unteralgebra von End (V).
Sie wird als Lie-Algebra der linearen Lie-Gruppe H bezeichnet.

zum Beweis: Um zu zeigen, dass L(H) Untervektorraum ist, benétigt man die Trotter-

Produkt-Formel L
eMB = lim (en? enB)"

Dann folgt die Behauptung direkt aus der Abgeschlossenheit von H. Fiir den Nachweis,

dass L(H) abgeschlossen unter Klammerbildung ist, benétigt man die sogenannte Kom-

mutatorformel

L tx lp ta 1poo
B = Jim (en? enB end enB)n
n—oo

Wiederum folgt dann die Behauptung direkt aus der Abgeschlossenheit von H.
Den Beweis von Trotter- und Kommutatorformel fithrt man mithilfe des folgenden Hilfs-
satzes: Auf jeder beschrinkten Teilmenge in End(V') konvergiert die Funktionenfolge e,

mit e,(A) := (id + £ A)" gleichm#Big gegen die Exponentialfunktion. Insbesondere ist fiir
eine Folge A, — A in End(V) der Grenzwert lim,,_(id + £ 4,)" = e

Beispiele

1. Fir H = GL(V) ist L(H) = gl(V) = End(V). Speziell fiir V' = R" erhilt man
L(GL(n,R)) = gl(n,R).

2. Betrachte die spezielle lineare Gruppe SL(n,R) := {g € GL(n,R) | det(g) =1 }.
Dies ist eine lineare Lie-Gruppe (da Urbild einer abgeschlossenen Menge unter der
stetigen Abbildung det). Wegen Lemma 2 v) ist

L(SL(n,R)) =sl(n,R) ={A € End(V) | trA=0}.



Lemma 5 Seien V, W reelle endlichdimensionale Vektorrdume, 5 : V x V — W eine
bilineare Abbildung. Sei A € End(V'), B € End(W). Dann ist

B(Awy, vo) + vy, Awy) = B.B(v1, vy) fiir alle v1,v9 € V
& plet g, ety = BB, vy) fir alle v, €V, t€R

Beweis: “=": Per Induktion folgt B™.5(vi, v2) = > 1. (1) B(Alvi, A" L) und dar-
aus

eB B(vy, vy) = ZZ B(& Ay, ﬁ A wy) = Blet vy, etuy) .
n=0 (=0

“<”: Die Behauptung folgt durch Ableiten nach ¢ in ¢ = 0 mit Lemma 2 iii).
Weitere Beispiele

3. Betrachte V' = C" mit dem Skalarprodukt (v, u) := > | v;ti; und zugehoriger Norm
|| - ||. Die Gruppe der Isometrien von C" ist die sogenannte unitire Gruppe

Un) = {g€ GL(n,C)||guv| =|v| fir alle v e C"}
|

= {9€GL(n,C) | (g.v,gu) = (v,u) fir alle v,u € C"}

U(n) ist lineare Lie-Gruppe (sogar kompakt, da abgeschlossen und beschrénkt). Ihre
Lie-Algebra ist die Menge der schiefhermiteschen Matrizen,

u(n) == L({U(n)) = {A € gl(n,C) | A* = —A}

wobei A* = A!, denn nach Lemma 5 (mit V = C" und W = C) ist A € L(U(n))
genau dann, wenn (A.v,u) + (v, A.u) = 0 fiir alle u,v € C".

4. Ebenso findet man fiir die orthogonale Gruppe
O(n,R) = {g€ GL(n,R) | |g.v| = || fir alle v € R" }

(mit der Norm || - || zum kanonischen Skalarprodukt (v,u) := >, v;u;) die Lie-
Algebra
sa(n) i= L(O(n,R)) = {A € gl(n,R) | A = A} .

Die Bezeichnungsweise so(n) anstelle von o(n) ist gerechtfertigt, da die Spur von
schiefsymmetrischen Matrizen iiber beliebigen Kérpern der Charakteristik # 2 stets
0 ist.

Bemerkung [nicht-linearer Fall] Allgemeiner sind Lie-Gruppen Mannigfaltigkeiten,
die zusétzlich auf spezifische Art mit einer Gruppenstruktur versehen sind; die zugehorige
Lie-Algebra ist der Tangentialraum an die Gruppen-Eins. Siehe zum Beispiel Jean-Pierre
Serre, Lie Algebras and Lie Groups, Lecture Notes in Mathematics 1500, Springer 1992.



