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Kapitel 7

Topologische Raume

7.1 Grundlegende Begriffe

Bei topologischen Betrachtungen geht es um die Lage von Punkten zueinander
im Raum, ohne dass dabei Groflenverhiltnisse (Lingen, Winkel,...) eine Rolle
spielen. Das heifit insbesondere, dass topologische Eigenschaften sich bei ,steti-
gen Deformationen nicht dndern (Gummibandgeometrie).

Definition 7.1. Ein topologischer Raum (X,U) ist eine Menge X und eine
Menge U von Teilmengen von X mit folgenden Eigenschaften:

(i) 0,X €U,
(ii) U ist abgeschlossen unter endlichen Durchschnitten,
(iii) U ist abgeschlossen unter beliebigen Vereinigungen.

Im Allgemeinen schreiben wir X statt (X,U), wenn aus dem Kontext klar ist,
was die Menge U ist. Die Elemente von U heiflen die offenen Mengen von X.
Die Komplemente in X der Elemente von U heiflen die abgeschlossenen Mengen
von X. U heilt auch eine Topologie auf X.

Lemma 7.2. Die Mengen (), X sind abgeschlossen. Endliche Vereinigungen und
beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen von X sind abgeschlossen.

Beispiel 7.3. 1. Diskrete Topologie: U besteht aus allen Teilmengen von X.
Triviale Topologie: U = {0, X }.

2. X = {a,b}, U = {0, {a}, {a,b}}.

3. X =R, U besteht aus allen offenen Teilmengen von R (wie im vergangenen
Semester eingefiihrt). (Vergleiche Satz 2.56.)

4. Teilmengen von R™ beziiglich der induzierten Topologie (siehe unten).

5. Metrische Réaume (siche das néchste Kapitel).

7



8 KAPITEL 7. TOPOLOGISCHE RAUME

Lemma 7.4. Sei (X,U) ein topologischer Raum, A C X. Dann gibt es eine
gropte offene Menge A°, die in A enthalten ist, und eine kleinste abgeschlossene
Menge A, die A enthdlt.

Beweis. A°= |J U, A= N F. O
U offen, F' abgeschlossen,
UCA FDA

Definition 7.5. A° heifit das Innere, A der Abschluss von A. Dariiber hinaus
heifit 04 = A\ A° der Rand von A.

Lemma 7.6. (i) Eine Menge A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn A
alle ihre Randpunkte enthdlt.

(ii) Sei x € X. Dann ist x genau dann ein Randpunkt von A, wenn fir alle
UelU mitzeclU
UNA#D, UN(X\A) #£0

gilt.
Beweis. (i) A abgeschlossen heifit gerade A = A (= AU JA).
(ii) Wir haben eine disjunkte Vereinigung
X =A°U(X\A4)°uoA

(weshalb?).

7.2 Stetigkeit und Hom6omorphie

Seien (X,U), (Y, V) topologische Réume, f: X — Y eine Abbildung.

Definition 7.7. f heifit stetig von X nach Y, falls fiir alle V€ V die Menge
')y ={zeX | flz) eV}

zu U gehort (d. h. falls die Urbilder offener Mengen offen sind).

Beispiel 7.8. Sei I C R ein Intervall, f: I — R. Dann ist f genau dann im Sinne
obiger Definition stetig, wenn f im bisherigen Sinne stetig ist.

Wie in Satz 2.57 beweist man:
Satz 7.9. Sei f: X — Y. Dann sind dquivalent:
(i) f ist stetig.
(ii) f~YQ) C X ist abgeschlossen fiir alle abgeschlossenen Mengen G CY .

(iii) Fiir alle A C X gilt: f(A) C f(A).

Satz 7.10. Die Komposition stetiger Abbildungen ist stetig.
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Beweis. Seien f: X — Y und g: Y — Z stetig. Dann ist go f: X — Z stetig,
da fiir alle offenen Mengen W C Z

(g0 /)7 (W) =FHg™ (W)
ist offen in X gilt. O
Die folgende Definition fithrt den Begriff der topologischen Aquivalenz ein:

Definition 7.11. Zwei topologische Rdume X, Y heilen homéomorph (topolo-
gisch dquivalent, topologisch nicht unterscheidbar), falls es eine stetige Bijektion
f: X — Y gibt, so dass f~!: Y — X ebenfalls stetig ist. Ein derartiges f (im
Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt) heifit eine Homdomorphie.

Bemerkung. Homdomorphie ist eine Aquivalenzrelation in dem Sinne, dass
(i) id: X — X ist eine Homdomorphie fiir alle X (Reflexivitét).
(ii) Ist f: X — Y eine Homdomorphie, so auch f~1: Y — X (Symmetrie).

(iii) Sind f: X — Y, g: Y — Z Homdomorphien, so auch go f: X — Z
(Transitivitét).

Anmerkung: Die hier fehlenden Zeichnungen (die Stellen, an denen ... steht),
werden nachgeliefert.

Beispiel 7.12. Sind die folgenden topologischen Rdume homéomorph?

) -
b

(c
(a
(b

(a
(b) .
) -
) Nein, ... ist kompakt, ... ist es nicht.

) Nein. Wenn wir einen Punkt entfernen, dann zerféllt ... in zwei zusammen-
hingende Mengen (...), ... jedoch nicht (...).

(¢) Ja. ... habe die Linge 1, der verschlungene Knoten die Linge lo. Wir wihlen
auf beiden Kurven einen beliebigen Punkt P bzw. ) und einen Umlaufsinn.
Der Homéomorphismus f ordnet dann dem Punkt auf ..., der sich in Ent-
fernung 61, fir 6 € [0,1) von P befindet, den Punkt auf ... zu, der sich in
Entfernung 6l; von @ befindet.

7.3 Konstruktion topologischer Riume

7.3.1 Die Unterraumtopologie
Sei (X,U) ein topologischer Raum, A C X. Wir setzen

Us = {UNA|UeU}.
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Lemma 7.13. U, ist eine Topologie auf A.
Beweis. Selbst. O

Definition 7.14. U4 heifit die von U auf A induzierte Unterraumtopologie.

7.3.2 Die koinduzierte Topologie

Sei X eine Menge, U, V seien zwei Topologien auf X. Dann heifit U feiner oder
starker als V (bzw. V heiit grober oder schwdicher als U), falls jede Menge in
V auch zu U gehort (d. h. wenn U mehr offene Mengen als V hat). Die diskrete
Topologie ist die feinste Topologie auf X, die triviale Topologie die grobste.

Bemerkung. Fiir jede Teilmenge A der Potenzmenge von X gibt es eine schwch-
ste Topologie auf X, die A enthilt (ndmlich der Durchschnitt aller Topologien,
die A enthalten). Diese heifit die von A erzeugte Topologie auf X.

Definition 7.15. Sei (X, i) ein topologischer Raum, Y eine Menge und f: X —
Y eine Abbildung. Dann heift die stérkste Topologie Vy auf Y, beziiglich der f
stetig ist, die von f auf Y koinduzierte Topologie.

Lemma 7.16.
Vi ={V CY | f (V) ist offen in X}.

Beweis. Es geniigt zu verifizieren, dass Vy in der Tat eine Topologie ist. O

Proposition 7.17. X, Y, Z seien topologische Rdume, wobei Y die durch
f: X =Y koinduzierte Topologie trage. Dann ist g: Y — Z genau dann stetig,
wenn go f: X — Z stetig ist.

Beweis. (=) Offensichtlich.

(<) Sei go f: X — Z stetig. Fiir W C Z offen ist f~!(g7*(W)) offen in X,
d.h. g71(W) ist offen in Y. Somit ist g: Y — Z stetig.
O

7.3.3 Produktraume
Sei X;, i € I, eine Familie topologischer Riume.

Definition 7.18. Die Produkttopologie auf X = [] X; ist die von allen Mengen
iel
der Form [] U; erzeugte Topologie, wobei U; C X; fiir alle ¢ offen ist und
i€l
U, = X, fiir fast alle (d.h. mit Ausnahme von hochstens endlich vielen) ¢ gilt.

Die Produkttopologie auf X = ] X; ist offenbar die schwichste Topologie auf
iel
X, beziiglich der alle kanonischen Projektionen m;: X — X stetig sind.

Satz 7.19. Sei Z ein topologischer Raum und f: Z — ] X; eine Abbildung.
il

Dann ist f genau dann stetig, wenn alle Abbildungen m; o f: Z — X; stetig

sind.
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Beweis. (=) Klar.

(<) Sei U; C X fiir i € I offen, U; = X fiir fast alle i. Dann ist

! (H Ui) = (mio )~ (1)

i€l i€l

offen in Z.

Beispiel 7.20. (a) R™ trigt die Topologie des Produkts R x R x --- x R.
—_——

n—mal

(b) Der Zylinder trigt die Topologie des Produkts I x St, I =[0,1], S! ist die
Kreislinie.

7.4 Zusammenhingende topologische Riaume

7.4.1 Definition und erste Eigenschaften

Definition 7.21. Ein topologischer Raum X heifit zusammenhdngend, falls er
nicht in der Form X = U UV mit U,V C X offen, nichtleer und disjunkt
geschrieben werden kann.

Beispiel 7.22. (a) Das Intervall I = ..., die Kreislinie S' = ... und der Zylinder
...sind zusammenhéngend.

(b) Die disjunkte Vereinigung ... zweier Intervalle ist es nicht.

Allgemeiner gilt, dass die zusammenhéngenden Teilmengen von R gerade die
leere Menge sowie die Intervalle sind.

Lemma 7.23. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:
(i) X ist zusammenhdingend.

(ii) Die einzigen Teilmengen von X, die sowohl offen als auch abgeschlossen
sind, sind O und X.

(iii) Jede stetige Abbildung f: X — Y, wobei Y die diskrete Topologie trigt,
ist konstant.

Beweis. (1) = (ii). Sei U C X offen und abgeschlossen. Dann ist X \ U ebenfalls
offen und abgeschlossen. Wegen X = U U (X \U), UN(X\U)=0gilt U =10
oder X\U=0,d.h.U=X.

(if) = (iii). Sei f: X — (Y,Uqiskret) stetig. Sei y* = f(z*) fiir ein 2* € X. Dann
ist f~1(y*) offen, abgeschlossen und nichtleer. Also f~1(y*) = X und f(z) = y*
fir alle x € X, d.h. f ist konstant.
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(iii) = (i). Sei X = UUV mit UNV = (. Dann ist die Funktion f: X —

({07 1}audiskret) mit
0, zeU,
flz) = {17 vev

stetig, also konstant. Damit ist U = () oder V = 0. O

Bemerkung. Der Beweis zeigt, dass wir in (iii) ein allgemeines Y durch die
zweielementige Menge {0, 1} ersetzen kénnen.

Satz 7.24 (Vgl. Satz 2.49). Stetige Bilder zusammenhdingender Mengen sind
zusammenhdngend.

Beweis. Sei f: X — Y stetig. Weiterhin seien V, Vi € Y zwei offene Mengen
mit f(X) Q VO @] Vlv f(X) N VO N V1 = (Z)

Sei Uy = f_l(VvQ)7 U, = f_la/l) Dann ist X = Uy u Uy, Uy NU; = @, Uy, Uq
sind offen. Es folgt Uy = 0 oder Uy = 0, also f(X)NVy =0 oder f(X)NV; = 0.
Damit ist f(X) zusammenhéngend. O

Satz 7.25. Sei X; zusammenhingend fir alle i. Dann ist || X; zusammenhdin-
il
gend.

7.4.2 Zusammenhangskomponenten

Satz 7.26. Sei X ein topologischer Raum. Dann ist X = | | X; disjunkte Ver-

K3
einigung seiner (eindeutig bestimmten) Zusammenhangskomponenten X; (d. h.
jedes X; ist zusammenhingend und zudem mazimal mit dieser Eigenschaft).

Beweis. Wir fithren eine Aquivalenzrelation ~ auf X ein: 2 ~ y, falls es eine
zusammenhéngende Teilmenge von X gibt, die z und y enthélt. Um zu sehen,
dass diese Relation transitiv ist, zeigen wir:

Lemma 7.27. Seien U, V C X zusammenhingend mit U NV # 0. Dann ist
U UV zusammenhdngend.

Beweis. Sei f: UUV — {0, 1} stetig, wobei {0, 1} die diskrete Topologie trigt.
Dann ist f’U: U — {0,1} stetig, also konstant, und auch f!V: V — {0,1} ist
stetig, also ebenfalls konstant. Wegen U NV # () ist die Konstante dieselbe, also
ist f: UUV — {0, 1} konstant. O

Die Aquivalenzklassen von X beziiglich ~ sind gerade die Zusammenhangs-
komponenten X; von X. Offenbar gilt X = | | X; und die X; sind paarweise
disjunkt. Weiterhin ist jedes X; zusammenhiingend (Beweis?), wihrend aus Y
zusammenhiingend und X; C Y folgt, dass X; =Y gilt (Beweis?). O
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Bemerkung. Die Anzahl der Zusammenhangskomponenten eines topologischen
Raumes X ist offenbar eine topologische Invariante (d.h. diese Anzahl ist die
gleiche fiir alle topologischen Rdume, die homdomorph zu X sind).
Insbesondere ist ein nichtleerer topologischer Raum genau dann zusammenhén-
gend, wenn diese Anzahl gleich 1 ist. (Aber nicht alle nichtleeren zusammen-
héngenden topologischen Rdume sind homéomorph, z.B. ..... N

Beispiel 7.28. Q C R mit der induzierten Metrik.

7.4.3 Wegzusammenhingende Riaume

Definition 7.29. Eine (stetige) Kurve in X ist eine stetige Abbildung «: [0,1] —
X. 7(0) heifit der Anfangs-, v(1) der Endpunkt der Kurve ~.

Definition 7.30. Ein topologischer Raum heifit wegzusammenhdngend, wenn
es fiir je zwei Punkte z, y € X eine Kurve v gibt, die diese beiden Punkte
verbindet (d.h. y(0) =z, v(1) = y).

Beispiel 7.31. Die wegzusammenhéingenden Teilmengen von R sind die leere
Menge und die Intervalle.

Satz 7.32. Das stetige Bild eines wegzusammenhdngenden Raumes ist wegzu-
sammenhdngend.

Beweis. Sei f: X — Y stetig, yo, y1 € f(X). Wir wihlen zg, 1 € X mit
f(zo) = yo, f(x1) = y1. Dann gibt es eine Kurve v: [0,1] — X mit v(0) = zo,
v(1) = z1. fon:[0,1] — f(X) ist dann eine Kurve in f(X), die yo und y;
verbindet. O

Wie im Fall des Zusammenhangs lassen sich jetzt die Wegzusammenhangskom-
ponenten eines topologischen Raumes X definieren. Obiger Satz zeigt uns, dass
deren Anzahl wiederum eine topologische Invariante ist.

Satz 7.33. Jeder wegzusammenhdngende topologische Raum ist zusammenhdn-
gend.

Beweis. Sei X wegzusammenhingend und f: X — {0,1} stetig, wobei {0,1}
mit der diskreten Topologie versehen ist. Sei 0. B.d. A. f(z*) = 0 fiir ein 2* € X.
Fiir einen beliebigen Punkt z € X wihlen wir einen Weg +: [0,1] — X von z*
nach z, d.h. y(0) = z*, v(1) = x. Dann ist f ov:[0,1] — {0,1} stetig. Da
das Intervall [0, 1] zusammenhéngend ist, ist f o konstant Null, also f(z) =
f(v(1)) = 0. Damit ist f konstant. O

Etwas iiberraschend ist sicherlich, dass die Umkehrung nicht gilt:

Beispiel 7.34. Sei X C R?,
T > 0},

X={0y) [y <1} U{<x’smi)

versehen mit der induzierten Topologie. Dann ist X zusammenhéngend, aber
nicht wegzusammenhéngend.
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7.5 Kompakte topologische Riaume

Sei X ein topologischer Raum. Eine offene Uberdeckung von X ist eine Familie
{Ui}ier offener Teilmengen von X, so dass X = |J Us.

i€l
Definition 7.35. Ein topologischer Raum X heifit kompakt, falls jede offene
Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Bemerkung. Insbesondere in der algebraischen Geometrie heiflen derartige Riau-
me auch quasikompakt. Kompaktheit ist dann Quasikompaktheit plus die Haus-
dorfl-Eigenschaft (siche den néchsten Abschnitt).

Beispiel 7.36. Die kompakten Teilmengen der reellen Geraden R sind gerade die
abgeschlossenen und beschrinkten Teilmengen (Uberdeckungssatz von Heine—
Borel). Selbiges gilt im R™, n > 2, ist jedoch in allgemeinen metrischen Riumen
im Allgemeinen falsch.

Satz 7.37. FEine abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes ist kom-
pakt.

Beweis. Sei X kompakt, A C X abgeschlossen. Seien U;, i € I, offene Mengen
in X mit A C |JU;. Dann ist X \ A offen in X und X = (X \A) U U U..

i€l icl

Folglich existiert eine endliche Teilmegne J C I mit X = (X \ A)U U U;.
JET

Dann AC | Uj. O

jeJ
Satz 7.38. Das stetige Bild eines kompakten Raumes ist kompakt.

Beuweis. Siehe den Beweis mittels Uberdeckungskompaktheit zur Aufgabe 6 der
Klausur vom 31.01.2008. O

Dieses Resultat zeigt, dass Kompaktheit eine topologische Eigenschaft ist.

Das folgende Ergebnis ist einer der wichtigsten Sétze der allgemeinen Topologie.

Satz 7.39 (Tychonoff). Das topologische Produkt einer beliebigen Anzahl kom-
pakter topologischer Rdume ist kompakt.

Beweis (fiir den Fall endlich vieler Faktoren). Es geniigt, den Beweis fiir zwei
Faktoren zu fiihren; die allgemeine Behauptung folgt dann per Induktion.
Seien also X, Y kompakte topologische Riume, sei X x Y = |J(U; x V;) fiir

offene Mengen U; C X, V; C Y (wieso geniigt es, sich auf offene Mengen der
Form U; x V; zu beschriinken?).

Fiir y € YV ist die Menge X x {y} € X x Y kompakt als homdomorphes Bild
des Raumes X (wieso das?). Wir finden also fiir jedes y € Y eine endliche
Uberdeckung

Xx fyyc Juy vy,

r=1
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wobei die UY x V¥ aus den U; x V; gewidhlt sind. Wir betrachten nun die Menge
VY = ﬂy VY. Diese Menge ist offen in Y, y € VY. Es gibt also endlich viele

r=1
Y1y, Yn € Y, so dass die V¥ ... V¥ den Raum Y iiberdecken, d. h. ¥ =
J V¥:. Dann gilt

s=1
n Myg

Xxvy=JJuy xvpy.
s=1r=1
Um letztere Beziehung einzusehen, withlen wir einen Punkt (z*,34*) € X x Y.
Dann gibt es ein s € {1,...,n} mit y* € V¥. Wegen (z*,y°) € X x {y°} gibt es
ein r € {1,...,mys} mit (z*,y°) € UY* x VY. Dann jedoch gilt z* € UY* und
y* e V¥ C V¥ also (z*,y*) € UYs x V¥s. O

7.6 Hausdorfiraume

Nach Zusammenhangs— und Kompaktheitsbegriffen diskutieren wir jetzt eine
sogenannte Trennungseigenschaft, ndmlich die Hausdorff-Eigenschaft oder T5.

Definition 7.40. Ein topologischer Raum X heift Hausdorffsch, falls es fiir
alle z,y € X mit z # y offene Mengen U, V mit r e U,y € Vund UNV = ()
gibt.

Beispiel 7.41. (i) Metrische Rdume sind Hausdorffsch, insbesondere sind R,
R™ fiir n > 2 Hausdorffsch.

(ii) Unterrdume von Hausdorffraumen sind Hausdorffsch.

(iii) Der Raum X = {a,b} mit der Topologie {,{a},{a,b}} aus Beispiel 7.3
ist nicht Hausdorffsch. Die einzige offene Menge, die b enthélt, ist {a,b},
und diese Menge enthélt auch a.

Satz 7.42. Einelementige (und damit endliche) Mengen in Hausdorff-Rdiumen
sind abgeschlossen.

Beweis. Gemif Definition ist X \ {x} fiir x € X offen. O

Satz 7.43. Sei X ein Hausdorff-Raum, A C X kompakt. Dann ist A abge-
schlossen.

Beweis. Wir zeigen, dass X \ A offen ist. Sei also z € X \ A. Fiir jedes y € A
wihlen wir offene Mengen Uy, V,, mit z € Uy, y € V,, und U, NV, = (). Dann
ist {Vy}y cy €ine offene Uberdeckung von A. Da A kompakt ist, existiert eine
endliche Teiliiberdeckung, d.h. es existieren y1,...,%m € Amit AC V,,, U---U
Vy,.- Wir setzen U = Uy, N---NU,, . Dann ist U offen, x € U und UN A =0,
d.h. U C X\ A. Da z € X \ A beliebig gewiihlt war, ist X \ A offen. O

Folgerung. Sei f: X — Y bijektiv, stetig, X kompakt, Y Hausdorffsch. Dann
ist f eine Homdomorphie.
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Beweis. Wir miissen zeigen, dass f~': Y — X stetig ist. Sei also A C X ab-
geschlossen. Dann ist (f~')~*(4) = f(A) abgeschlossen in Y, da A als ab-
geschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes nach Satz 7.37 kompakt und
somit nach dem vorigen Resultat in Y abgeschlossen ist. O

Satz 7.44. Sei X Hausdorffsch, A, B C X kompakte Teilmengen mit ANB = ().
Dann gibt es offene Mengen U,V mit ACU, BCV und UNV = {.

Beweis. (i) Wir behandeln zuerst den Fall, dass A eine einelementige Menge
ist, d.h. A = {z}. Fiir jedes y € B wihlen wir offene Mengen U,;, V,, mit
z € Uy,y € V, und U,NV, = 0. Dann'ist {V, } _ eine offene Uberdeckung
von B. Wir wahlen eine endliche Teiliiberdeckung, also B C V,,, U---UV,, .
Dannsind U =Uy, N---NU,, , V=V, U---UV, offen,zcU,BCV
und UNV =.

(ii) Sei nun A beliebig. Fiir jedes x € A wihlen wir gemé8 (i) offene Mengen
U,, Vo mit x € U,, B C V, und U, NV, = 0. Dann ist {UI}IGA eine
offene Uberdeckung von A. Wir wihlen eine endliche Teiliiberdeckung,
also A C Uy, U---UU,,, . Dann sind die Mengen U = U,, U---UU,, ,
V=V,Nn---NV, offen, ACU,BCV undUNV =1§.

O

Neben dem Satz von Tychonoff ist der Satz von Urysohn einer der wichtigsten
Satze der allgemeinen Topologie.

Satz 7.45 (Urysohn). Sei X ein kompakter Hausdorffraum, A, B C X abge-
schlossen, AN B = (). Dann existiert eine stetige Funktion F: X — [0,1] mit
F(z) =0 fiir alle x € A und F(x) =1 fir alle z € B.

Beweis. Sei I die Menge aller rationalen Zahlen der Form k/27, wobei j, k € N,
1<k < 2. Fiir r € I konstruieren wir induktiv offene Mengen U, C X mit

e ACU, U,CX\B,
o U, CU, firr < s.

Fiir 5 = 1 wéhlen wir unter Benutzung des vorigen Satzes eine offene Menge
U1/2 mit A C U1/2 - Ul/g C X\B

Fir j = 2 wéhlen wir wiederum unter Benutzung des vorigen Satzes offene
Mengen U1/4, U3/4 mit

ACUyyy CU1ys CU s CUyys CU3pu CU3p4 C X\ B,

USW.
Wir definieren dann

Fla) = inf{r el } T e Ur} fir x € U,¢; Ur,
1 andernfalls.
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Dann ist offenbar F'(z) =0 fir z € A und F(z) =1 fir z € B.
Es bleibt zu zeigen, dass F’ stetig ist. Dazu bemerken wir, dass fir 0 <r < s <1

Fl)>r< FI'>rio¢lU, =z¢ ﬂﬁw,
r'>r
Flz)<s<= Js' <s:xely <=uz€ UUS"

s'<s

Also sind die Mengen
(@) F (s = (U Ue)\ (N Tn),

s'<s r'>r

(b) F71([0,5)) = U Uy,

s'<s

(© FH (1) =x\ (N Tr)

r'>r

samtlich offen in X. O
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Kapitel 8

Metrische Raume

8.1 Definition

Definition 8.1. Ein metrischer Raum (X, d) ist eine Menge X zusammen mit
einer Funktion d: X xX — [0, co) mit folgenden Eigenschaften: Fiir alle x,y, z €
X gilt

(i) d(z,y) =0z =y,
(i) d(z,y) = d(y, »),
(iii) (Dreiecksungleichung) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).
Die Funktion d heifit auch Metrik (oder Abstandsfunktion).
Beispiel 8.2. 1. Die durch
s
auf einer beliebigen Menge X gegebene diskrete Metrik.
2. X=R", 1 <p<oo,

1/p
(lez*yz‘p) ) 1§p<OO,

_1nax ‘xi_yi‘7 b = o0,
i=1,...,n

dp(xvy) =

furx: (x17"'7x7l)7 y: (yl""7y7l) ERR

3. Fiir einen topologischen Raum Y sei X die Menge aller stetigen Funktionen
f:Y —[0,1] mit der Metrik

d(f,g9) = sup If(y) —9(y)]-

19
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8.2 Die metrische Topologie

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Definition 8.3. Wir nennen eine Teilmenge U C X offen, falls es fiir jedes
x € U ein r > 0 gibt, so dass

B.(z) = {y eX ’ d(z,y) < r}
in U enthalten ist.
Satz 8.4. Mit diesem Begriff von Offenheit erhalten wir eine Topologie auf X .

Beweis. Wir miissen iiberpriifen, dass der Durchschnitt zweier offener Mengen
U, V wieder offen ist. (Allen anderen Axiome einer Topologie sind offensichtlich

erfiillt.)
Sei also x € UNV und B,(x) C U, By (z) € V mit gewissen r > 0, ' > 0.
Dann ist Bmin{m/}(x) - unv. O

Die so definierte Topologie heifit die durch d auf X induzierte Topologie.
Lemma 8.5. Jede offene Kugel B,.(z) ist offen im Sinne obiger Definition.

Beweis. Sei y € B, (), d.h. d(z,y) < r. Dann gilt B,_g(;,)(y) € Br(x), denn
d(y, z) <r —d(z,y) impliziert

d(z,z) < d(x,y) +d(y,2) < d(z,y) + (r —d(z,y)) =
O

Bemerkung. Die offenen Kugeln B,(x), wobel x ganz X und r alle positiven
reellen Zahlen durchlduft, bilden eine Basis der durch d auf X induzierten To-
pologie. Das heifit, dass die offenen Mengen in X gerade die Vereinigungen
offener Kugeln sind.

Wir kénnen die metrische Topologie mit Hilfe der Konvergenz von Folgen cha-
rakterisieren.

Definition 8.6. (i) Eine Folge {x,}, cy ist eine Abbildung N — X, n — z,,.

(ii) Eine Folge {z,},y in X heifit konvergent gegen eine Stelle 2* € X, falls
fiir jedes r > 0 ein ng = ng(z*,r) € N gibt, so dass z,, € B,.(z*) fiir alle n > ng
gilt. Wir schreiben dann z,, — z* fiir n — oo.

Lemma 8.7. FEine Folge {x,} hat hochstens einen Grenzwert.

neN
Beweis. Angenommen, wir hitten x,, — x* fiir n — oo und z,, — y* fiir n — oo
mit z* # y*. Dann gilt fiir 0 < r < d(z*,y*)/2, dass B.(z*) N B,(y*) = 0, was
der Definition der Folgenkonvergenz widerspricht. O

Satz 8.8. Fine Menge A in einem metrischen Raum (X,d) ist dann und nur
dann abgeschlossen, wenn die Grenzwerte aller Folgen in A, die konvergieren,
in A liegen.
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Beweis. Wir zeigen tatséchlich fiir eine beliebige Menge B C X:
z* € B <= 3 Folge {#n}, ey in B mit x,, — 2™ fiir n — oo.

(=) Fiir jedes n € N wihlen wir ein z,, € By, (2*) N B. Dann ist offenbar
z, — x* fir n — oo.

(<) Gilt fiir eine Folge {z,} in B, dass x,, — z* fiir n — 00, so hat jede
offene Kugel B,.(z*) mit r > 0 einen nichtleeren Durchschnitt mit B, d. h.
T* € B.

O

Satz 8.9. Eine Menge A C (X, d) ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlos-
sen ist und jede Folge in A eine konvergente Teilfolge besitzt. (Aquivalent dazu
ist, dass wir aus jeder Folge in A eine in A konvergente Teilfolge auswdihlen
konnen.)

Beweis. (=) Sei A C X kompakt. Dann ist A abgeschlossen, da X Haus-
dorffsch ist.

Sei weiterhin {z,} C A eine beliebige Folge. Angenommen, {z,,} enthilt
keine konvergente Teilfolge. Insbesondere kann dann kein Folgenglied un-
endlich oft vorkommen, so dass wir x,, # z,, fiir m # n annehmen diirfen.
Jeder Punkt z,, ist ein isolierter Punkt (d.h. kein Hiufungspunkt) der
Menge {asn | ne N}. Dann gibt es eine offene Kugel U,,, = B(xy,, 7y, ) mit
ZTpn & Uy, fiir alle n # m. Man sieht leicht, dass die Menge {zn } n e N}
abgeschlossen und somit die Menge Uy = X \ {azn | n € N} offen in X ist.

Die Mengen U, fiir n € N zusammen mit Uy bilden eine offene Uber-
deckung von A, die keine endliche Teiliiberdeckung enthélt.

(<) Nun habe jede Folge in A eine in A konvergente Teilfolge. Wir zeigen
zuerst:

Lemma 8.10. Sei {Ui}ie[ eine offene Uberdeckung von A. Dann gibt es ein
r >0, so dass es fir allea € A eini € I gibt mit

B(a,r) CU;.

Beweis. Angenommen, dies wére nicht der Fall. Wir wihlen dann eine Folge
{zn} C A mit B(z,,1/n) € U; fiir alle i. Sodann wihlen wir eine Teilfolge
{Zn, } von {z,} mit x,, — z* fir & — oo, wobei z* € A. Es gilt * € U;~ fiir
ein ¢* und somit B(z*,r*) C U;« fiir ein r* > 0, da U;« offen ist.

Wir wihlen nun ein & so grof}, dass d(z*, z,,, ) < r*/2und 1/k < r*/2 gilt. Dann
haben wir fur y € B(zy,,1/ny), dass

d(a*.y) < (" 20,) +d(an, . y) < G+ =17,

also y € B(z*,r*) C U;«. Somit ist B(zp,,1/n;) C U; im Widerspruch zu
B(xp,,1/n) € U; fir alle i. O
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Hat nun jede Folge in A eine in A konvergente Teilfolge, so gibt es fiir jedes
r > 0 endlich viele z1, ..., z,, € A mit

A C B(z1,r)U---UB(zm,r).

Andernfalls konnten wir ein 1 € A beliebig wihlen, dann ein x2 € A\ B(z1,7),
dann ein x3 € A\ (B(z1,7) U B(z2,r)), usw., und wiirden auf diese Weise eine
Folge {z,} C A mit d(z,,x,) > r fir alle m # n erhalten, also eine Folge, aus
der wir keine konvergente Teilfolge auswéhlen konnten.

Sei nun also {Uz}7 o €ine offene Uberdeckung von A. Wir wihlen r > 0 wie
in Lemma 8.10 und wéhlen x1,...,x, € A mit A C B(zy,7)U---U B(zp,r).
Dann existiert fiir jedes k = 1,...,m ein i, € I mit B(zg,r) C U;, . {Uik};nzl
ist eine endliche Teiliiberdeckung von A. O
Satz 8.11. Seien X, Y metrische Riume, f: X — Y eine Abbildung. Dann ist
f genau dann stetig, wenn fir alle Folgen {z,} C X aus x, — x fiir n — oo

F(a) = f(x) fiir n — o folgt.

Beweis. (=) Sei zuerst f stetig und {x,} eine Folge in X mit z,, — = fir
n — oo. Fiir jedes € > 0 gibt es wegen der Stetigkeit von f ein § > 0 mit

f(B(x,0)) € B(f(x),¢€).

Wir wéhlen ein ng, so dass z,, € B(z,d) fiir alle n > ng. Dann ist f(z,) €
B(f(x),¢) fir alle n > ng. Es folgt, dass f(z,) — f(z) fiir n — oo.

(<) Nun habe f umgekehrt die in der Formulierung des Satzes genannte Eigen-
schaft. Sei B C Y abgeschlossen. Wir wollen zeigen, dass A = f~1(B)
ebenfalls abgeschlossen ist. Sei also {z,} C A eine konvergente Folge mit
Tp — x flir n — oo. Zu zeigen ist, dass z € A gilt.

Aus x, — z fiir n — oo folgt, dass f(z,) — f(x) fir n — oco. Wegen
{f(zn)} C B und da B abgeschlossen ist, gilt f(z) € B. Damit ist jedoch
x e f~YB) = A
O
8.3 Vollstindige metrische Riume
Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Definition 8.12. (i) Eine Folge {z,,} in X heifit Cauchyfolge, falls

Ve > 0 Ing = ng(e) Vm,n > ng: d(xm, x,) < €.

(ii) X heiit vollstindig, falls jede Cauchyfolge konvergiert.

Beispiel 8.13. (a) R, [a,b] sind vollsténdig.
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(b) Vollsténdigkeit ist keine topologische Eigenschaft. So ist beispielsweise das
offene Intervall (0, 1) homéomorph zu R, aber nicht vollsténdig. ({1/n} N
ist eine Cauchyfolge in (0,1), die in (0, 1) nicht konvergiert.)

Definition 8.14. Ein metrischer Raum (X,d) heifit Vervollstindigung von
(X,d), falls es eine isometrische (d.h. metrikerhaltende) Abbildung

it (X,d) — (X,d)
gibt, so dass i(X) in X dicht ist (d.h. der Abschluss von i(X) ist X).

Theorem 8.15. Fiir jeden metrischen Raum gibt es bis auf Isometrie genau
eine Vervollstindigung.

Beispiel 8.16. (i) Q ist nicht vollstindig, seine Vervollstindigung ist R.
(ii) Die Vervollstéandigung von (0,1) ist [0, 1].

Beweis von Theorem 8.15. (a) (Eindeutigkeit) Seien X, X’ zwei Vervollstin-
digungen. Wir kénnen X sowohl als Unterraum von X als auch als Unter-
raum von X’ betrachten. Dann setzt sich die identische Abbildung X — X,
x +— x, in eindeutiger Weise zu einer Isometrie f: X — X' fort.

(b) (Existenz) Sei X der Raum aller Cauchyfolgen in X. Auf X betrachten wir
die folgende Relation:

{20} ~ {yn} = {d(z,,yn)} ist Nullfolge in R.

~ ist eine Aquivalenzrelation auf X': ~ ist offenbar reflexiv und symmetrisch.
Die Transitivitét ergibt sich wie folgt:

Sei {zn} ~ {yn} und {yn} ~ {2}, d.h. {d(z,,y,)} und {d(yn,z,)} sind
Nullfolgen. Dann ist wegen

0 < d(n,2n) < d(@n,Yn) + d(Yn, 2n) — 0 fiir n — 00

auch {d(zn,z,)} eine Nullfolge.

Sei X der Raum der Aquivalenzklassen von X beziiglich ~. Auf X definieren
wir die Metrik

A([{al] [ }) = lim d(, ).

(i) Zeigen zuerst: d ist wohldefiniert.

(a) Seien {z,}, {yn} Cauchyfolgen in X. Dann ist {d(z,,y,)} wegen

) - d($n7 yn)|
<|d(@m, Ym) — AT, yn)| + [d(Tm, Ym) — d(Tn, Yn)|
< d(xnul'n) + d(ymayn) -0

fiir m,n — oo eine Cauchyfolge in R. Also existiert lim d(zy, yn).

n—oo
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(b) (Reprisentantenunabhéngigkeit). Sei {«],} ein weiterer Reprisen-
tant der Klasse [{z,}], d.h. {z,} ~ {2},}. Dann gilt

|d(znayn) - d(x/nayn” < d(gjnyxln) —0

fiir n — oo, d.h. die Folgen {d(y,yn)} und {d(z'n,y,)} haben
denselben Grenzwert.

ii ir zeigen als nichstes, dass der Raum X vollstandig ist. Dazu wir
ii) Wir zei 1 h dass der Raum X vollstdnd D
wihlen eine Cauchyfolge {¢F} reny in X. Wir repréisentieren jedes Glied
¢k dieser Folge durch eine Cauchyfolge {z%},  in X, d.h. ¢ =
[{%)].
Dann withlen wir eine Folge {y*} in X, von der wir zeigen werden:
(a) {y*} ist eine Cauchyfolge,
(b) {y*} reprisentiert den Grenzwert der Folge {¢¥}.

Wir setzen y* = xﬁk, wobei ny so gewihlt ist, dass d(xF,,z%) < 1/k
fir m,n > ny gilt.

Zu (a): Sei e > 0. Wir finden dann ein ko > 1/e, so dass

lim d(z%, 2!) < e fiir k,1 > k.

n—oo

Dann gilt fiir k,1 > ko

d(y*,y') < d(ay,,ap) + d(zy, 23,) + d(a,, 27,,)

n»ng

<1+2—|—1<4
S € l_e

fiir ein hinreichend grofes n. Also ist {y*} Cauchyfolge in X.

Zu (b): Sei € > 0. Indem wir ko wie in (a) wihlen, erhalten wir fiir & > ko,
dass

dy™,zF) < d(z] ant) + d(x) ) £ d(ak k)

n n n? m

1
+ 2¢ + % < 4e
fiir m > ko und n hinreichend grof3. Insbesondere
lim d(ym,xfn) < 4e fiir k > kg.
m—0o0
Folglich gilt klim ¢F = [{y™}] in X.
(iii) Die isometrische Abbildung von X nach X ergibt sich, indem jedes
z € X auf die Klasse abgebildet wird, die durch die Folge konstant
x représentiert ist. Indem wir X mit seinem Bild in X unter dieser
Einbettung identifizieren, sehen wir, dass X in X dicht ist: Es gilt

in X fiir jede Cauchyfolge {z,} in X.
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Beispiel 8.17 (Beispiel eines vollstindigen metrischen Raumes).
X =C([0,1,R) = {f: [0,1] = R | f ist stetig}
mit der Metrik
d(f,9) = max |f(z) —g(z)].

z€[0,1]

Behauptung. X ist vollsténdig.

Beweis. Sei dazu {f"} eine Cauchyfolge. Dann ist fiir jedes = € [0, 1] die Folge
{f™(x)} eine Cauchyfolge in R. Somit konvergiert die Folge {f™} punktweise
gegen eine Grenzfunktion f, d.h. nlg%o f™"(z) = f(x) fir alle z € [0, 1]. Diese

Konvergenz ist tatséchlich gleichméfig, da aus

i |17 () — (@) <

fiir ein gegebenes € > 0 und m, n > ng bei geeeignetem ng durch Grenziibergang
m — oo folgt, dass

sup [f(z) — /™ ()] < e

z€[0,1]

fiir n > ng. Damit ist die Funktion f gem&fl Satz 6.7 stetig, gehort als zu X.

8.4 Der Banachsche Fixpunktsatz

Sei (X,d) ein vollstdndiger metrischer Raum (z.B. X kompakt). Sei ferner
T: X — X eine Abbildung mit

d(Tz,Ty) < ad(z,y), Va,ye X,
firein 0 <a< 1.
Satz 8.18 (Banach). Die Abbildung T: X — X besitzt genau einen Fizpunkt.
Beweis. (a) (Eindeutigkeit) Seien z, y € X Fixpunkte von T. Dann gilt
d(z,y) = d(Tx,Ty) < ad(z,y),
also (1 —a)d(z,y) <0, d(z,y) =0 und z = y.
(b) (Existenz) Zuerst erhalten wir induktiv, dass
d(T"z,T"y) < a™d(z,y), Vz,ye X.
Sei nun zg € X beliebig und x,, = T"x( fiir n € N. Dann gilt

A(Xpt1,2n) =d (T2, T x0) < a™d(x1,20),
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also fiir n, k € N

d(xn-i-kn xn-i—k—l) +--- 4+ d($n+2, -Tn-i-l) + d($n+17 xn)

d(.Tn-i-kyxn) S
< (@"F 1 4o g o™ o) d(ay, 3)

1—ak a™
PN ($17$0)_1_a

d(x1,x0)-
Wegen % — 0 fiir n — oo ist {z,} eine Cauchyfolge in X. Wegen der
Vollsténdigkeit von X konvergiert {x, } gegen ein 2* € X. Indem wir in

d (T$n+15 xn-‘rl) <a d (Tl‘ny an)
zum Grenzwert fiir n — oo tibergehen, erhalten wir
d(Tz*,z*) < ad(Tz*,z"),

also d(Tx*,x*) = 0 und Ta* = x*. Folglich ist z* der gesuchte Fixpunkt.
O

Bemerkung. In Anwendungen ist es oft wichtig, dass dieser Beweis ein konstruk-
tives Verfahren zur Approximation des gesuchten Fixpunktes x* liefert: Fiir ein
beliebiges xp in X gilt lim T"xy = z*, wobei wir die Fehlerabschitzung

n—oo

an

d(x*, Trxy) < 1 d(Txo,x0)

haben.

Beispiel 8.19. Sei X = C([0,1],R) und k: [0,1] x [0,1] x R — R stetig. Wir
betrachten den Integraloperator K: X — X,

1
(KD2) = 1@+ [ k@ f) dy. 2 0.1)
Unter der Voraussetzung
|k(m7y,u) - k(fE,y,'U)| < a|u - ’U|

fir z,y € [0,1], u,v € R und ein o < 1 wollen wir zeigen, dass der Opera-
tor K: X — X bijektiv ist. Dazu wéhlen wir ein A € X und formulieren die
Gleichung K f = h fiir das gesuchte f als Fixpunktgleichung f =T'f,

1
Tf(z) = h(z) - / k(e f() dy, z € [0,1].

Wegen
1
ITf(x) — Tg(x)| < / ke (@, F(9)) — k (2,9, 9(v))] dy

<a / F) — 9w)ldy < & max |f(z) — g(2)|
0

z€[0,1]
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gilt
d(Tf,Tg) < ad(z,y)

fiir alle f, g € X. Damit hat der Operator T' genau einen Fixpunkt, d.h. bei
gegebenem h € X hat die Gleichung K f = h genau eine Losung f € X.
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Kapitel 9

Differentiation von
Funktionen mehrerer
Veranderlicher

Im folgenden bezeichnet R™ den n-dimensionalen Euklidischen Raum mit seiner

Standardtopologie. Stellen im R™ bezeichnen wir mit = (2, 22,...,2,)7,
1
T2

d.h. x ist der Spaltenvektor .| . Benotigen wir einen Abstandsbegriff im
1’.71

R™, so arbeiten wir mit der Fuklidischen Metrik

n 1/2
2
v —yl = (Zm—yk )
k=1

fir + = (z1,...,2,)7, ¥y = (y1,...,yn)T € R™. Insbesondere bezeichnet

n 1/2

|x| = (Z xﬁ) den Betrag von z.
k=1

Mit den beiden vorangegangenen Kapiteln sind die Begriffe Stetigkeit einer

Funktion f: U — R™ fiir U C R", Folgenstetigkeit, Kompaktheit, usw. klar.

Insbesondere gilt im R™ der Satz von Heine-Borel, wonach eine Teilmenge von

R"™ genau dann kompakt ist, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist.

9.1 Partielle Ableitungen

Sei U C R™ offen, f: U — R.
Definition 9.1. (i) Die partielle Ableitung der Funktion f nach der Ver-

dnderlichen xj, an der Stelle 2° = (29,...,29) € U (falls existent) ist
die Ableitung der Funktion
gt)=f (x(l), . ,x%_l,t,x2+1,...,xg)

29
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an der Stelle 2. Man schreibt af —(z 9) oder auch f,, (x°).

(ii) Die Funktion f heifit in U partiell nach der Verdnderlichen xj, differenzier-
bar, falls % an jeder Stelle in U existiert.

Die Differentiationsregeln fiir Summen, Differenzen, Produkte, Quotienten und
zusammengesetzte Funktionen iibertragen sich direkt vom eindimensionalen auf
den mehrdimensionalen Fall.

Beispiel 9.2. Tm R? schreiben wir auch (z,y) = (21, x2). Die Funktion f(z,y) =
tan(z? + y) ist in allen Stellen (x,y) mit 2> +y ¢ 5 + Z sowohl nach z als auch
nach y partiell differenzierbar mit

of (z.9) 2z of (2.9) 1

—(z,y) = —S—5—— —(z,y) = ————.

oz Y T cos2 (22 +y)’ oy YT os? (2 +y)
Aus der Tatsache, dass alle partiellen Ableitungen an der Stelle 20 existieren,
folgt nicht, dass f an z stetig ist.
Beispiel 9.3. Die Funktion

o) = Ve @) £ (0,
f(z,y) {07 (£.1) = (0,
0,

besitzt partielle Ableitungen auf ganz R?, ist an (0,0) aber nicht stetig: Wir
haben f(z,0) = f(0,y) = 0, also %(0,0) =4 (0,0) =0, jedoch f(z,z) = 1,
f(.l‘, _x) = _%'

9.2 Die totale Ableitung
Sei U C R" offen, f: U — R™. In Komponenten schreiben wir dann auch
f=0f1, s fm)", wobei f;: U - Rfiir j=1,...,m
Definition 9.4. (i) f heiBt an der Stelle 20 differenzierbar, falls es eine Ma-
trix A € M(m,n;R) gibt, so dass
f@® +h) = f(z°) + Ah + p(h)

fiir alle h € R™ mit 2% + h € U, wobei hm |(hh‘) =0.

(ii) f heiBt in U differenzierbar, falls f an jeder Stelle von U differenzierbar
ist.
Lemma 9.5. Die Matriz A in (i) ist eindeutig bestimmd.

Beweis. Sei f(z° + h) = f(2°) + Bh + p/(h) fiir alle h € R™ mit 2° + h € U,
)

wobei }ILi L % 0. Dann gilt (A — B)h = —p(h) + p'(h), also

h
lim (A — B .
Him ( i =0

Daraus folgt A — B =0 bzw. A = B. O
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Definition 9.6. Die Matrix A in (i) (falls ex1stent) heift die (totale) Ableitung
von f an der Stelle z°. Man schreibt A = D f(x?).

Satz 9.7. Ist f an der Stelle 2° differenzierbar, so ist f an der Stelle 29 stetig.
Beweis. Folgt direkt aus der Gleichung

f@® +h) = f(2°) + Df(@®)h + p(h),
siehe auch Satz 3.3. O

Satz 9.8. Ist f an der Stelle 20 differenzierbar, so existieren die partiellen
Ableztungena (2°) firj=1,...,m, k=1,...,n und

gﬁ gﬁ
of of o o
DI=\Gayom )= 0 7 ]
! n fm ... Ofm
8.”1:1 8.’1:7,,
3 3 afm \©
jeweils an der Stelle z°, wobei % der Spaltenvektor (%, ceey af’") ist.
k T T

Beweis. Ist A= Df(2°) und e;, = (0,...,0,1,0,..., O)T mit der 1 an der k-ten
Stelle, so ist Aey die k-te Spalte von A. Wir erhalten

OF (o) F@H5e) = S [A ) <s8ek>}: e,

81’k s—»O S s—0
]
o9f1 ... Oof1
ET) dzn
Definition 9.9. Die Matrix T an der Stelle z° heifit auch die

CER dzn
Jacobi-Matriz oder Jacobische von f an der Stelle zV.

Umgekehrt zum vorigen Satz gilt:

Satz 9.10. Die partiellen Ableitungen ngi firj=1....m,k=1,...,n mdgen

0

in einer kleinen Umgebung von z existieren und an 29 stetig sein. Dann ist f

an der Stelle z° differenzierbar.

Beweis. O.B.d. A. sei m =1, f; = f. Wir definieren

o) = 4 1) — ) =3 A oy
k—1
fir h = (hq, ..., hn)T € R™ mit 2°+h € U. Wir setzen weiterhin 2 = 2%+ hye;,
22 =2t + hoeg, ..., 2" = 2" + hpe, = 2° + h. Dann gilt
o(h) = ; 760 = 1 = L]
= ; |:86xj;€ (.23 +3khkek) — 887'];( O)] hk
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fiir gewisse s € (0,1) nach dem Mittelwertsatz. Also gilt hm ‘( ‘) 0, da

21 4+ sphper — 20 fir h — 0. O

Bemerkung. Im Fall m = 1 nennt man Vf(z°) = Df(2°) auch den Gradienten
von f an der Stelle 2°. Geometrisch zeigt der Gradient in die Richtung des
steilsten Anstiegs von f an der Stelle z°.

Unter der Benutzung der Matrizenschreibweise formuliert sich die Kettenregel
sehr iibersichtlich.

Satz 9.11. Seien U CR™, V. C R™ offen, f: U — V an z° € U differenzierbar

und g: V — RP an y° = f(2°) € V differenzierbar. Dann ist go f: U — RP an
20 differenzierbar und

D(go f)(z°) = Dg(y°)Df(z").
Beweis. Wir schreiben

f(@+h) = f(2°) + Df(x")h + p(h),
9(° + k) =g(°) + Dg(y°)k + o (k)

it lim 2% — 0. 1im 2 — i
mit }1113}) ] =0, 1113}) il = 0. Dann gilt

(9o f) (@ +h) =g (f(z°) + Df(a")h+ p(h))
= (go f) (a°) + Dg(y°) (Df(@°)h + p(h)) + p (Df(z°)h + p(h))
= (g0 f) (") + Dg(y”)Df(z")h + (Dg(y°)p(h) + o (D f(a°)h + p(h)))

Beriicksichtigen wir, dass es fiir jedes A € M (m,n;R) eine Konstante C' > 0 mit

|Ah| < C'|h| fir alle h € R™ gibt (die kleinstmogliche Wahl fiir C' ist sup |Ah|),
|h|=1

so erhalten wir mit geeigneten Konstanten C, dass

[Dg” e _ Mo e
|h| — nl |

und

|0 (Df(@)h+p(h)| _ |o (Df@@)h+p(h)| |[Df(a)h+ p(h)]

A ~DFEO)R+p()] 1l
|0 (Df(xo)h + p(h))} @ M — 0 fiir h —
= [Df(a%)h + p(h)] (Clhl+ Ihl> Pk
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9.3 Hohere Ableitungen

Sei U C R™ offen, f: U — R.

Definition 9.12. Sei f in U nach der Verdnderlichen x; partiell differenzierbar,
%: U — R. Ist dann % an der Stelle 2° € U nach z; differenzierbar, d.h.

%{Ijxk)(ﬁ) existiert, so schreiben wir dafiir ag‘gzk (2°) oder auch f; 4, (2°).
2

Im Fall 5 = k schreiben wir ST];‘

k

o f

_ZJ (0 i
3xk1...8ka (.1? )7 wobei

Induktiv  definieren wir hohere Ableitungen
kr€{1,2...,n} fir r=1,...,m.

8% f

Jznd; m ewmer

Satz 9.13 (Schwarz). FEs mdgen die Ableitungen 8z?_28fwk und

O existieren und an x° stetig sein. Dann gilt

2 2
of 2%) = of (z%).
O0x;0xy, O0x0x;

Umgebung von x

Beweis. Indem man die Veréinderlichen z; mit i # j, k als Parameter betrachtet,
geniigt es den Fall n = 2 zu betrachten, (z,y) = (z;, zx). Wir behaupten, dass

Pf o o
axay(x Y)
b f(@ 4+ h,y°+h) — f(@° +h,y°) — (2% 9" + h) + f(2°,4°)
RS0 h2
_ 82f (.’EO 0)
© Oyox Y

In der Tat ergibt eine Anwendung des Mittelwertsatzes auf die Funktion y +—
f(@+ h,y) — f(2¥,y) fiir b # 0, |h| klein, dass

fF(@ 4+ h,y® +h) — f(2° + h,y°) — (2% y° + h) + F(2°,y°)
h

= fy(2° + h,y° + tnh) — f,(2°,4° + thh)

fiir ein ¢, € (0,1). Nochmalige Anwendung des Mittelwertsatzes, diesmal auf
z — fy(x,y° + tnh), liefert

f@® +h,y° +h)— f(a®4+h,y°) — f(2°, 4+ h) + f(2°,4°)
h2

= fuy(2® 4 sph, y° + tph)

fiir ein sy, € (0,1). Im Grenziibergang h — 0 folgt, dass der Grenzwert der linken

Seite gleich aajafy (20, 90) ist.
*f

Genauso berechnet sich dieser Grenzwert zu 75— (2°,4°), indem man zuerst den
Mittelwertsatz auf z — f(z,y° +h) — f(x,4°) fiir b # 0, |h| klein anwendet. [
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Bemerkung. Ganz analoge Resultate gelten fiir hohere partielle Ableitungen,
vorausgesetzt, dass diese stetig sind, z. B.

S L) )
0x0ydx Cox2oy T

Analog definiert man hohere Ableitungen im Fall der totalen Ableitung. Sei
dazu U C R" offen, f: U — R™. Ist f in U differenzierbar, so ist Df: U —
L(R™,R™), wobei wir mit L(R™,R™) den Raum der linearen Abbildungen von
R™ nach R™ bezeichnen, den wir mit M (m, n;R) identifizieren.

Definition 9.14. Ist Df in 2° € U differenzierbar, so bezeichnen wir die Ab-
leitung mit D?f(x°). Analog definieren wir hohere Ableitungen D°f(2°) fiir
b>3.

Bemerkung. Gemif Definition ist DYf(2°) eine b-multilineare Abbildung!
R" x -+ x R" — R™, wobei wir beispielsweise im Fall b = 2 den Raum
(S —

b—mal
L(R™, L(R™,R™)) mit dem Raum der bilinearen Abbildungen R x R™ — R™
identifizieren?. Genau gilt

Db f(z® + k) (h1,. .., hp)
= DPf(2%)(hq,..., hy) + DL F(2O) (R, ..., by, k) 4 o(|E])

fiir k — 0, wobei o(|k|) eine (nicht weiter spezifizierte) Funktion o(k) mit der

Eigenschaft %irr%) % = 0 bezeichnet.

Lemma 9.15. Die b-multilineare Abbildung
Df(z%): R" x --- x R® — R™
b—mal
ist total-symmetrisch, d. h.
D f (@) (ho(1)s - howy) = D F(2°)(ha, ..., he)
fiir alle Permutationen o von {1,...,b}.
Beweis. Wie im Beweis des Satzes von Schwarz zeigt man, dass

F(@0 4 sh+ sk) — f(a° + sh) — f(a° + sk) + f(z°)
2

D?f(20)(h, k) = lim

S
= D?f(a")(k, D).
Analog fiir hohere Ableitungen. O
IEine Abbildung B: R™ X --- x R® — R™ heifit multilinear, wenn B linear in jedem

Argument ist.
2We identifizieren die Abbildung D € L(R",L(R™,R™)) mit der bilinearen Abbildung
B: R™ x R® — R™ vermoége
B(h,k) = D(h)k, Vh, k€ R",
wobei wir den Umstand D(h) € L(R™, R™) ausnutzen.
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Satz 9.16. Ist f: U — R™ an der Stelle 2° € U b-mal differenzierbar, so ist f
an der Stelle x° b-mal partiell differenzierbar, und es gilt

ovf

oo, @)= (D7) @) e en,).

wobei ey, den k-ten Einheitsvektor bezeichnet.

Beweis. Der Fall b = 1 wurde in Satz 9.8 erledigt. Fiir b = 2 gilt

1
n [f(2° + sej + tey) — f(2° + sej) — f(2° + tex) + f(2)]
Of 0oy 9f 0
- 8xk( +se]) 8$k(x)
fir t — 0 und
110f o, oy 9f o Pf o
s axk(x + s¢) 89%(33 - Oz 0z, :c

fiir s — 0. Damit folgt das Ergebnis mittels der Formel im Beweis des vorange-
gangenen Satzes.
Hohere Ableitungen behandelt man analog. O

Bemerkung. Im Fall m = 1 heit die symmetrische Matrix?

ory o ... _9%
0x3 dx10xo 0x10x,
D?f(2°) = : : . ; (z°)
_orr  _or 9’ f
O0x10x, O0x20xy, ox2

die Hesse-Matriz von f an der Stelle z°.

Umgekehrt gilt:

Satz 9.17. Ist f b-mal partiell differenzierbar in einer Umgebung von 20 € U
und sind die b-ten partiellen Ableitungen von f an x° stetig, so existiert D° f(z°).

Beweis. Mittels Induktion nach b unter Benutzung des Satzes 9.10. O

3Eine Matrix A € M (n,n;R) heiit symmetrisch, falls A = AT gilt.
Wir identifizieren den Raum der symmetrischen Bilinearformen a: R™ x R™ — R mit
dem Raum symmetrischen Matrizen A vermége der Abbildung a — A = (Ajk)?kzl’ wobei

Ajr = a(ej, e), und wir die Bilinearform a aus A durch

a(h, k) = Y Ajphjihy
k=1

fiir h = (h1,...,hn)T, k= (k1,...,kn)T € R™ zuriickgewinnen.
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9.4 Die Taylorformel
Sei U C R" offen f: U — R.

Satz 9.18. Sei f (b+1)-mal differenzierbar. Liegt dann die Strecke von x° nach
20 + h vollstindig in U, so gilt

4 DY f(20 4 0h)

a0 my =3 2@ gy (oo )
P a! —_———— (b—‘r 1)' —_——
a—mal (b+1)—mal

fiir ein 6 € (0,1).

Beweis. Die Funktion g: [0,1] — R, +— f(2°+th) ist (b+1)-mal differenzierbar,
wobei
gD (t) = Df(z° + th) (h,...,h)
a—mal
fiir a < b+ 1. Die Behauptung ergibt sich aus der Taylorformel mit Lagrange-
schem Restglied gemafl Satz 6.31:

b g@ () g
o) =3 ° a!( )+g(b+1()!)

a=0
fiir ein 6 € (0,1). O

Bemerkung. Mochte man vektorwertig arbeiten, also f: U — R™ mit mogli-
chem m > 1, so kann man unter der Voraussetzung, dass f (b + 1)-mal stetig
differenzierbar ist, den Satz 6.28 benutzen:

b

fa®+n)=> =~

a=0

1 1

+ — / (1 =)’ DOV f(2° +th)dt| (h,..., h).
(b+1)—mal

Dabei ist {fol e dt} eine (b + 1)-multilineare Abbildung.

Benotigt man das Restglied nicht explizit, so kann man letzteres auch als

b

fa®+n)=>"

a=0

D f(2°)

() + o (|h|")

fiir h — 0 schreiben.

Die Formel im vorigen Satz wird typischerweise anders notiert. Dazu einige
Bezeichnungen: Statt aank bzw. f,, schreiben wir auch 9, f (bzw. Jx f). Ist dann
a = (aq,...,0p) € Njj ein sogenannter Multiindez, so bezeichnet 0% f (bzw.
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Hled
0% f) die partielle Ableitung nga"’ wobei || = a1 + - - - 4 ay, die Linge
1. 0xn
des Multiindex « ist. An weiteren Bezeichnungen benétigen wir h® = h{* - - - hin
fiir h = (hq,..., hn)T € R" sowie a! = aq!-- - !

Satz 9.19. Sei f: U — R (b + 1)-mal stetig (partiell) differenzierbar®. Die
Strecke von 20 nach 2° + h mége ganz in U liegen. Dann gilt

e} SCO lo% IEO
f(xO‘Fh):Za];(' )ha+ Z af(a'+0h’)

la|<b ’ |a|=b+1

ha

fir ein 6 € (0,1).
Beweis. Es bleibt lediglich festzustellen, dass fiir x € U und a < b+ 1

D*f(z) (h,...,h) = > (% % f(x)h™

a—mal laf=a

gilt. Dies ergibt sich fiir h = (hq,..., hn)T € R™ wie folgt:

Df(x)(h,...,h) = D f(x) (Z Ry €hys ooy D hkaeka>
ki1=1 ko=1

= Z hkl ~--hkaDo‘f(x)(ekl,...,eka)

ki, ka=1
n 8‘1f
= he o hy — 2
D b, oon 0w Y

k1yeoke=1
al ., o
=D S0 f@)ne,
|a|=a

wobei die numerische Konstante g—', sich kombinatorisch® ergibt. O

9.5 Extremwertbestimmung

Im Weiteren sei U C R™ offen, f: U — R. Wir mochten lokale Extrema von f
bestimmen.

Definition 9.20. f nimmt an der Stelle 2° € U ein lokales Mazimum (Mini-
mum) an, falls es ein § > 0 gibt, so dass f(z°) > f(z) (f(z") < f(x)) fiir alle
z € U mit |x fx0| < 0 gilt.

Im Folgenden beweisen wir die Resultate fiir lokale Maxima, die Resultate fiir
lokale Minima erhilt man entsprechend (indem man z.B. f durch — f ersetzt).

4Aus den Sitzen 9.16 und 9.17 folgt, dass fiir f die b-malige stetige Differenzierbarkeit in

U und die b-malige stetige partielle Differenzierbarkeit in U dquivalent sind.
5 a!

al...ap!

ai, ..., an gleichen Elementen eingeteilt sind.

ist die Anzahl der Permutationen von a Elementen, die in n Gruppen zu jeweils
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9.5.1 Erste Ableitungen

Satz 9.21. Ist f an der Stelle x° € U differenzierbar und hat f an x2° ein
lokales Mazimum (Minimum), so gilt V f(z%) = 0.

Beweis. Es gilt
f@®+h) = f(2") + V(@ )h + o(h)
fiir 2| Klein mit lim 2% = 0. Ist Vf(2°) # 0, so gibt es ein hy € R, |ho| = 1

h—0 |h]
mit Vf(2°)ho > 0. Wir finden dann ein Ay > 0 mit M

0 < A< Ag. Es folgt

< Vf(a%)ho fiir

F(@® 4+ Mho) > f(2°) + AV F(@")ho — |o(Aho)| > f(a)
fiir 0 < A < Ag. Somit hat f an 2° kein lokales Maximum. O

Beispiel 9.22. Sei n = 2 und

flz,y) =2° +y* +ay’.

Dann ist

fo(,y) =20+ 97, fylz,y) =201+ 2)y.
Folglich liegen lokale Extrema hochstens an den Stellen x =y =0 und z = —1,
y = +1/2 vor. Ob an einer dieser Stellen tatsichlich ein lokales Extremum

vorliegt, werden wir im néchsten Abschnitt entscheiden.

9.5.2 Zweite Ableitungen

Sei jetzt f in U differenzierbar und Vf(z°) = 0. Zuerst behandeln wir eine
weitere notwendige Bedingung fiir das Vorliegen einer Extremstelle.

Fiir reelle symmetrische Matrizen A, B € M (n;R) schreiben wir A > 0, falls A
nur nichtnegative Eigenwerte hat, und A > B, falls A — B > 0.5

Definition 9.23. Sei A eine reelle symmetrische Matrix. Dann:
o A heifit positiv (negativ) semidefinit, falls A >0 (A <0).

o A heifit positiv (negativ) definit, falls A > c¢I (A < —cl) fiir ein ¢ > 0.
Man schreibt A > 0 (A < 0).

o A heiit indefinit, falls A weder positiv noch negativ semidefinit ist.”

SEine reelle symmetrische Matrix A € M (n;R) hat halbeinfache reelle Eigenwerte und ist

mittels einer orthogonalen Matrix U € O(n;R) diagonalisierbar. Das heifit, es gibt eine Matrix
A 0
1 N
U mit UUT =T und UAUT = , wobei die \; € R die Eigenwerte von A sind.
0 An

7 Aquivalente Bedingungen sind:
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Satz 9.24. Ist f an der Stelle 2° zweimal differenzierbar und hat f an xz° ein
lokales Mazimum (Minimum), so ist die Hesse-Matriz D? f (2%) negativ (positiv)
semidefinit.

Beweis. Dieser Beweis ist dhnlich dem Beweis des vorigen Satzes.
Es gilt

F 4 h) = Fa®) + 5 D2F) () + o(h)

fiir |h| klein, wobei lim oh) — 0, Ist D?f(2%) £ 0, so gibt es ein hg € R",

h—0 Ihl2 o
lho| = 1 mit D2 f(2°)(ho,ho) > 0. Es gibt dann ein Ao > 0 mit |50 | <
2 D2 f(2%)(ho, ho) fiir 0 < A < Ag. Wir erhalten
/\2
F(@" + Mho) = f(a?) + 5 D*£(2°)(ho, ho) — le(Aho)| > f(x?)
fiir 0 < A < \g. Folglich hat f kein lokales Maximum an x°. O

Folgerung. Ist Df(2°) = 0, jedoch D?f(z") indefinit, so nimmt f an 2° keinen
lokalen Extremwert an. Man sagt, dass an einer solchen Stelle ein Sattelpunkt
vorliegt.

Beispiel 9.25. In unserem obigen Beispiel gilt
D f(ey)=2(. 7

Ar =2+ £+ /a2 + 4y2.

Folglich ist die Hesse-Matrix an = —1, y = ++/2 indefinit (die Eigenwerte sind
—2, 4). Somit liegt an diesen Stellen ein Sattelpunkt vor.

Die Eigenwerte sind

Ein hinreichendes Kriterium fiir das Vorliegen einer Extremstelle ist die Definit-
heit der Hesse-Matrix.

Satz 9.26. Ist f an der Stelle 2° zweimal differenzierbar, ist V f(2°) = 0 und
ist D? f(z°) negativ definit (positiv definit), so hat f an der Stelle x° ein lokales
Mazimum (Minimum).

Beweis. Sei D2f(x°)(h, h) < —c|h|* fiir ein ¢ > 0. Wir wiihlen ein § > 0, so dass

lo(h)| < § |h|? fiir |h| < &, wobei o(h) den Rest in der Taylorformel bezeichnet,
d.h.

P+ B) = Fa) + 5 D2F0) () + ofh).

e A ist positiv (negativ) semidefinit, falls (Ah, h) > 0 ((Ah, h) < 0) fiir alle h € R™.

e A ist positiv (negativ) definit, falls (Ah, h) > c|h|? ((Ah,h) < —c|h|?) fiir alle h € R™
und ein ¢ > 0.

e A ist indefinit, falls es h1, ho € R™ mit (Ah1,h1) > 0 und (Ahg, ha) < 0 gibt.

Hierbei ist (, ): R” x R — R das durch (z,y) = 27y definierte Buklidische Skalarprodukt in
R™. Insbesondere gilt (z,z) = |z|? fiir alle z € R™.
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fiir || hinreichend klein. Fiir |h| < § erhalten wir dann
Fa +h) < () = 5 B + |o(h)] < £(a”).

Folglich ist f(2°) lokales Maximum an der Stelle z°. O

Beispiel 9.27. In unserem Beispiel ist die Hesse-Matrix an x = y = 0 positiv
definit (beide Eigenwerte sind 2), also haben wir an dieser Stelle ein lokales
Minimum.

9.5.3 Extremwertbestimmung unter Nebenbedingungen

Sei jetzt zusétzlich eine stetig differenzierbare Abbildung ¢g: U — R” fiir ein
r < n gegeben. Wir wollen Extrema der Funktion f unter der Nebenbedingung
g(x) = 0 bestimmen.

Definition 9.28. Sei 2° € U mit g(z°) = 08. Dann hat f an der Stelle z°
ein lokales Maximum (Minimum) unter der Nebenbedingung g = 0, falls es ein
d > 0 gibt, so dass f(z%) > f(x) (f(2°) < f(z)) fiir alle x € U mit g(x) = 0
und |x — x0| <4 gilt.

Wir schreiben g = (g1, . .. ,gr)T

Satz 9.29. Sei f an 2° € U differenzierbar, g(x°) = 0. Weiter habe f an 2° € U
ein lokales Maximum (Minimum) unter der Nebenbedingung g = 0. Die lineare
Abbildung Dg(z") € L(R™,R") habe vollen Rang®. Dann gibt es Ai,..., A\, € R
mat

Vf(xo) = Z )\ngk(xo),
k=1

d. h. der Gradient von f an der Stelle x° ist Linearkombination der Gradienten
der gi, an der Stelle x°.

Die Ay, ..., A\, heiBlen Lagrange- Multiplikatoren.
Beispiel 9.30. Wir betrachten die durch die Gleichung

g(@) =2’ —1=af+ +ap+al, —1=0
gegebene n-Sphdre S” C R"™! und die Hohenfunktion

f(z) =2nt1.

8Das heifit, 20 erfiillt die Nebenbedingung.
9Wegen r < n heiBt das, dass die lineare Abbildung Dg(z°): R® — R" surjektiv ist bzw.

die zugehorige (r x n)-Matrix (g% (a:o)) den maximal méglichen Rang r hat. Das
j :

k=1,..., T
Jj=1,..., n
wiederum heiflt, dass die r Zeilen Vg (xo) fir k = 1,...,r dieser Matrix linear unabhingig

sind.
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Es gilt

Vfi(x)=(0,...,0,1), Vg(z)=(2x1,2x2,...,22T,11) = 2z.
——

n—mal
Die Bedingung Vf(z) = AVg(z) fiir ein A € R, d. h.
0,...,0,1) = 2\z,

impliziert 1 = -+ = x, = 0 und damit z,41 = +1 wegen |z| = 1 (dann
A = £1/2). Somit liegen mogliche Extrema der Héhenfunktion an den Stellen
(0,...,0,1) (Nordpol) und (0,...,0,—1) (Siidpol) vor.

Tatséchlich nimmt f auf S” an (0,...,0,1) ein Maximum und an (0,...,0,—1)
ein Minimum an.

Wir beginnen den Beweis des Satzes mit folgendem Lemma:

Lemma 9.31. Es gibt einen Koordinatenwechsel x — y = y(z) nahe x°, so
dass y(2°) = 0 und gi(z) = yn—rsk(x) firk=1,...,r

Wir werden dieses Ergebnis im tibernéchsten Abschnitt 9.7 beweisen. Dort wer-
den wir auch sehen, dass die im Satz genannten Bedingungen invariant unter
Koordinatenwechseln sind.

mit 2’ = (zq,. .. ,xn_T)T, ' =

(mn,rﬂ,...,mn)T. Obiges Lemma bedeutet, dass wir 0.B.d.A. 2° = 0 und
g(x) = 2" annehmen diirfen.

Wir fragen uns, ob die Funktion h(x’)
hat. Notwendig dafiir ist V, f(0,0) =

Beuweis des Satzes. Wir schreiben z = (2/,2")T

= f(«',0) an ' = 0 ein lokales Extremum
V. h(0) =0, also

~ 0
DL£(0.0) = 0.5, 0.0) = 3 52— 0.0) 0
e n—r

- Z Akvmgk (07 O)v
k=1

wobei A\ = =—2L—(0,0).1° O

6zn—T+k

Beispiel 9.32. Extremstellen der Funktion f(z,y) = x? + ﬁ auf der Ellipse
2 + Zb/; . 1’

a2

el . ¥ =1,a>0,b > 0. Die Nebenbedingung ist g = 0 mit g(:z: y) =
also wegen

2z 2y
Vf(a:,y) = (233,2;1/3), Vg(xay) = <a27b2)
ist z y
3y _
(@) =2 (G- )
fiir ein A € R eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen einer Extremstelle.
Wir unterscheiden die Fille x = 0, dann y = 0 und schliellich « # 0, y # 0:

10Dje Formeln zur Berechung der Werte der A sind nicht invariant unter Koordinaten-
transformationen.
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o — : — — _ v
Fall 1: 2 = 0. Dann ist A = b*, y = £bund f(0,+b) = &%.

Fall 2: y = 0. Dann ist A = a2, x = +a und f(+a,0) = a?.

Fall 3: x # 0, y # 0. Dann ist A = a2, 2 = £a,/1 — ‘;—z, y = £¢ (mit voneinan-
der unabhiingig gewihlten Vorzeichen) und

[, a® a 9 a?

Dieser Fall ist nur fiir b* > a? moglich.

(i)
()

wobei im zweiten Fall Gleichheit genau fiir > = b* eintritt. Damit ergibt sich
folgende Tabelle:

Es gilt

’ \ Minimalstellen \ Maximalstellen ‘
bt < a? (0,+d) (£a,0)
U< a? < bt (ia,/l—‘;i,ig) (+a,0)
2=t (+%+%) | (20,05
a® < b <ia,/1 b4,ﬁ:“> (0, +b)

9.6 Der Satz iiber die implizite Funktion

Wir beginnen mit dem Satz {iber die lokale Umkehrfunktion.

Satz 9.33 (iiber die inverse Funktion). Sei U C R" offen, f: U — R"™ stetig
differenzierbar. Sei weiterhin z° € U, Df(z°) € L(R™,R™) invertierbar. Dann
gibt es offene Umgebungen U’ C U von 2° und V' = f(U’) von f(x°), so dass f
eingeschrinkt auf U’ i gt U= V= f(U') ist bijektiv.

Die Umkehrabbildung g = (f U,)_l: V' — U’ ist stetig differenzierbar und

(Dg) (y) = Df(x)~", yeV"
wobei x = g(y).

Beweis. Indem wir f durch Df(z°)7! (f(2° + z) — f(2°)) ersetzen, diirfen wir
2% =0, f(z°) =0 und Df(2°) = I annehmen.
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1. Wir zeigen zuerst, dass f lokal invertierbar ist. Dazu wéhlen wir ein r > 0
mit B(0,2r) = {x € R" | || < 2r} C U und |(I — Df(x))h| < |h| /2 fiir
|z| < 2r und h € R™.

Sei nun y € R™, |y| < r. Wir zeigen, dass die Gleichung f(z) = y eine
eindeutige Losung = € R™ mit || < 27 besitzt. Dazu benutzen wir den
Banachschen Fixpunktsatz und betrachten

Tyr=x— f(z)+y.
Es gilt T,: B(0,2r) — B(0,2r) wegen

||

1
o= f@) < [ (I~ Df(se))alds < 5,
0
also
Ty < |z — fz)] + |yl < 2r.
Weiterhin ist T}, eine Kontraktion auf B(0,2r) wegen

|z — 2]

Ty~ T < [ 0= DIG st — ) e~ )l ds < 2
0

Wegen der Vollstindigkeit von B(0,2r) folgt die Behauptung.

2. Wir setzen nun V/ = B(0,7) und U’ = f~1(B(0,r)) C B(0,2r). U’ ist
eine offene Umgebung der 0 wegen der Stetigkeit von f und f|,: U =V
ist bijektiv nach Konstruktion.

3. SchlieBllich zeigen wir, dass g = ( f U,)_lz V' — U’ stetig differenzierbar
ist und Dg(y) = Df(x)”" fiir 2 = g(y) gilt.
Angenommen, wir wissen bereits, dass g differenzierbar ist. Dann folgt aus
g(f(x)) = x fir z € U’ und der Kettenregel, dass Dg (f(x)) Df(x) = I
gilt, also Dg(f(z)) = Df(z)"". Da Df: U — L(R",R") stetig und,
wie wir gerade gezeigt haben, auch iiberall invertierbar ist, folgt, dass
Dg: V! — L(R™,R™) ebenfalls stetig ist.

Somit bleibt zu zeigen, dass g differenzierbar ist. Da die Stelle 2 = 0 in
keiner Weise ausgezeichnet ist, geniigt es zu zeigen, dass g an 0 differen-
zierbar ist. Dazu schreiben wir mit f(0) =0 und Df(0) = I

f(x) =z +o(|z|)
fiir # — 0, folglich mit = = g(y)

y=g(y) +o(lg))

beziehungsweise
9(y) =y + o(ly])
fiir y — 0. Es folgt, dass g an 0 differenzierbar ist und Dg(0) = I gilt.
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O

Wir schreiben jetzt (z, y)T mit x € R", y € R fiir Stellen in R™*%.

Satz 9.34 (iiber die implizite Funktion). Sei U C R"** offen, f: U — RF stetig
differenzierbar, (z°,y°)T € U mit f(2°,y°) = 0 und D, f(2°,4°) € L(R*,RF)
invertierbar. Dann gibt es offene Umgebungen V- C R™ von 2° und W C R* von
y® mit V. x W C U und eine stetig differenzierbare Funktion g: V. — W mit
g(2%) = 9°, so dass

flz,y) =0 fiir (z,9)7 €V W = y=g(x).
Insbesondere gilt f (x,g(x)) =0 fiir alle x € V.

Beweis. Wir betrachten die Funktion F: U — R F(z,y) = (z, f(z,y))".
Dann ist

DF(z,y) = <Dmf€w, y) Dyf(()x, y)>

an der Stelle (2°,9%)7 als lineare Abbildung von R™ x R¥ nach R™ x R¥ in-
vertierbar. Folglich existieren nach dem Satz {iber die inverse Funktion offene
Umgebungen U C U von (z°,%°)7 und V' C R*** von (2°,0)7 sowie die Um-
kehrabbildung G': V — U zu F}f]: U—V.
G hat notwendigerweise die Gestalt G(z,y) = (z, h(x,y))” fiir eine Funktion
h: V — R* und es gilt

f (Z‘, h(xvy)) =Y
fiir (z,y)7 € V.
Nach Konstruktion gilt f(z,y) = 0 fiir (z,y)” € U genau dann, wenn (z,0)” €
V und y = h(z,0). Damit kénnen wir jetzt V C {z e R | (z,0)" € ‘7},
W = {h(z,0) | z € V} und g(z) = h(z,0) fiir z € V setzen, wobei wir die
Umgebung V von 2° so klein wihlen, dass V x W C U gilt. O

Bemerkung. Mit
wobei y = g(x), berechnet sich die Ableitung von g zu

Dg(x) = _Dyf(xay)_lef(xay)'

9.7 Differentiation in krummlinigen Koordina-
ten

Sei U C R" offen. Eine Funktion f: U — R heiit von der Klasse C!, wobei
1 € NgU{oo}, falls f in U l-mal stetig differenzierbar ist'!. Eine Vektorfunktion
heifit von der Klasse C!, falls jede ihrer Komponenten von der Klasse C? ist.

HFir I =0 ist f: U — R stetig.
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Definition 9.35. Ein C'-Koordinatensystem in U, wobei | > 1, sind n skalare
Funktionen y;: U — R fiir k = 1,...,n der Klasse C*, so dass die Abbildung

Y= (yla“-ayn)T: U—R"
injektiv und Dy(z) € L(R™,R™) fiir alle € U invertierbar ist.

Dann ist die Abbildung y: U — R™ bijektiv auf ihr Bild V = y(U), V C R™ ist
offen und die Umkehrabbildung V' — U, y — z, ist ebenfalls von der Klasse C'.
Man nimmt die Werte der Funktionen yi,...,y, an einer Stelle z € U als
Koordinaten von x, d.h. um die Stelle z zu adressieren.

Beispiel 9.36. 1. FEuklidische Koordinaten: Die Koordinatenfunktionen sind
T1y---,Tn-

2. Polarkoordinaten im R?: Euklidische Koordinaten sind z, 3, als U nehmen
wir den R? ohne einen vom Ursprung ausgehenden Strahl, z. B.

U=R*\{(z,0) € R? |z <0}
Wir fithren neue Koordinaten (r, ¢) € Ry X (—m, 7) vermoge
T =rcosp, Y=rsiny

ein.

(z,y)

Abbildung 9.1: Polarkoordinaten

Die Abbildung
Ry x (—=m,m) — R?\ {(z,0) | z <0},
(r,9) = (z,y),
ist bijektiv. Zudem gilt

9z gz cos —rsin
det g;’ ‘ggj :det< N <'0>=7“>0.
o e sing rcosy

Tatséichlich ist 72 = 22 + 2 und cot ¢ = Gl = fiiry #0, also
x
r =22+ 92, » = arccot — fiiry >0
Y

x
bzw. ¢ = —m + arccot — firy <0
Y

sowie ¢ =0 fir x > 0, y = 0.
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3. Zylinderkoordinaten im R?: Euklidische Koordinaten sind z, 3, z, wir neh-
men U = R3\ {(2,0,2) | # < 0}. Wir fithren neue Koordinaten (r, ¢, z) €
R4 x (—m,m) x R vermoge

x=rcosp, y=rsing, z==z
ein.
4. Kugelkoordinaten im R3® Wir nehmen U wie unter 3), die Koordinaten
sind (g, ¢,0) € Ry X (—m,m) x (0,7) mit
x =pcospsinf, y=psinpsinf, z= pgcosh.

Den Ubergang von einem Koordinatensystem zu einem anderen bezeichnet man
als Koordinatenwechsel (oder auch als Koordinatentransformation).

Beispiel 9.37. Koordinatenwechsel im R2, (z,y) — (u,v)

Abbildung 9.2: Ubergang zu krummlinige Koordinaten

Lemma 9.38. Sei y: U — R" von der Klasse C', 2° € U und Dy(2°) €

L(R™,R™) invertierbar. Dann kann man dieyy, . . . , y, nahe z° als C'-Koordiriaten
nehmen.
Beweis. Man benutze den Satz iiber die inverse Funktion. O

Lemma 9.39. Seien y1,...,y,: U — R fir r < n C'-Funktionen, | > 1, so
dass Dy(z°) € L(R™,R") mazimalen Rang hat (d. h. die Vektoren Vy(z°),. ..,
Vy, (2°) sind linear unabhingig). Dann gibt es Funktionen

Yr41y- -3 Yn' U— R7
so0 dass (y1,...,yn) ein C'-Koordinatensystem nahe x° ist.
Beweis. Es gibt n — r Indizes i mit 1 <41 < i < -++ < 1y < n, so dass

det (Vy(xO)T, €irs-vey ein_r) # 0.

Wir kénnen dann (y1, ..., Y, T4y, - - -, T4, _, ) als C'-Koordinatensystem nahe x°
wiéhlen. ]
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Lemma 9.40. Seien x und y zwei Koordinatensysteme nahe z° mit Koordina-
tenwechseln x — y = y(z) bzw. y — x = x(y). Weiter sei [ eine Funktion, die
in 20 differenzierbar ist. Dann gilt

V) = Vo) 5 ),

wobei g—i die Jacobi-Matriz des Koordinatenwechsels y — x bezeichnet.

Beweis. Wir schreiben f als Funktion von z, d.h. f = f(z), und « als Funktion
von y, d.h. = ¢(y). Dann schreibt sich f als Funktion von y als ¢g(y) =
f (¢(y)). Wir erhalten mit 2° = ¢(y°)

Va(y®) = V(") Dp(y").

Das ist die Behauptung. O

Lemma 9.41. Unter den Voraussetzungen des vorigen Lemmas sei f nahe x°
stetig differenzierbar, V f(x°) = 0 (diese Bedingung ist unabhdingig vom gewdhl-
ten Koordinatensystem) und f sei an x° zweimal differenzierbar. Dann gilt

ox

D2 (20 D2 0T
J@) =3, @ ) D;f(z ) 9y = (2)

Insbesondere sind Definitheitsbedingungen an die Hesse-Matrixz koordinatenin-

variant (unter der Bedingung, dass der Gradient verschwindet).

Beweis. Unter den Bezeichnungen des Beweises des vorigen Lemmas gilt

&Pz o 995, o
Z 8331856] )5 @) 5 W,

3yk3yz
und daraus folgt die Behauptung. O

Wir studieren schliefllich das Verhalten von Differentialausdriicken unter Koor-
dinatentransformation.

Definition 9.42. Sei z ein C'-Koordinatensystem in U. Ein Differentialaus-

druck der Ordnung m in den Koordinaten z1, ..., x, ist ein Ausdruck der Form
Z aa(z)0y,
laf<m
glel
wobei 05 = 95T g0 wie zuvor und die a,(z) fiir || < m Funktionen auf U
o1 e

sind.
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Es sei jetzt ein weiteres C'-Koordinatensystem y1,...,y, in U gegeben. Unter
der Voraussetzung m < [ kénnen wir dann einen gegebenen Differentialausdruck
> aq(x)0S auch als

la|<m

> bs(y)oy

|Bl<m

mit gewissen resultierenden Funktionen bg(y) auf U schreiben. Die Frage ist,
wie sich die bg aus den a, berechnen.

Wir betrachten dazu einige Beispiele.

Beispiel 9.43. 1. Wie sich Ableitungen erster Ordnung transformieren, ha-
ben wir bereits gesehen:

o oy 0 dyn O

oz, 0w, 0y T 0z, oy

2. Einer der wichtigsten Differentialoperatoren der mathematischen Physik
0? 0? 0?

ist der Laplace-O tor A= —+—5+ - +-—=
1st der Laplace-Operator 8;1:% + 81% + + 022

n = 2 diesen Operator in Polarkoordinaten schreiben.

. Wir wollen im Fall

Aus & = rcosp, y = rsiny folgt

9 929 @Q—COS — +sinp —
or  Or Oz Or oy ‘Oax ‘pay
9 0z 0 Oy 9

g _%%+5¢ ay :—rsmgpa—l—rcosnpa—y

bzw.
(@ @)_(@ @) COSs @ —TSin(p
r ¢ ) " \0z 9y ) \sing rcosp
(@ i) cos @ sin 7(@ @)
ar Oy —% sin % cosp)  \9x 9y
oder

2—cos 2—lsin i
ar  ¥%r 7 So&p

88y:sin¢%+% cosgo%.
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Es folgt

0? o 1 0 o 1 . 0
@ = (COSQOar —; Sll’l(paso> (COS(,OaT—T Slngﬁa@>
, 0% 1 1 d
= CoS gpﬁ—;sm@coswm—t—r—zsm@coscp%
1. 02 1., 0
—;sm(pcoswm—k;sm @E
1 ., 02 1. 3}
—&-T—Qsm apa—w—kr—?smgpcosga%

0? . 0o 1 0 . 0 1 0
a—yQ = (smcpar + - COS@&p> <smgoar + - cosgo&p>
:sin2g08—2 —|—1 Singpcosgoai2 1 singocos<,0i
or2 r ordp  r? Op

82

+ 1 sin ¢ cos + 1 2 —a
- — cos
r peosy orde r Y or
H?

—i—icos2 —— — — sinpcos i
72 7 dp? 12 posy oo’

also ist
B H? 10 1 0?2

“aEt i TRz

der Ausdruck des Laplace-Operators in Polarkoordinaten.
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Kapitel 10

Weitere Kapitel

10.1 Komplexe Zahlen

10.1.1 Definition und Eigenschaften
Auf R? definieren wir ein Produkt vermoge
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).

Versehen mit diesem Produkt und der iiblichen (komponentenweisen) Addition
bezeichnen wir R? als C.

Satz 10.1. (i) C ist ein Kirper, wobei Addition und Multiplikation stetig be-
ziiglich der Standardtopologie des R? sind.

(ii) Der Koérper R bettet in C vermdge der Abbildung a — (a,0) ein, wobei C
auf R die Standardtopologie induziert.

Beweis. (i) Nachrechnen. Insbesondere ist (1,0) die Einheit beziiglich der
Multiplikation und (a,b)”! = (ﬁ, - (ﬂ—ibz) fiir (a,b) # (0,0).

(ii) Ebenfalls nachrechnen.

O

Mit Hilfe des Ergebnisses in (ii) identifizieren wir Elemente a aus R mit Ele-
menten (a,0) aus C. Fithren wir fiir (0,1) die Bezeichnung i als sogenannte
imagindre Finheit ein, so schreibt sich jedes z € C in eindeutiger Weise als

z=a-+bi mita, beR
(wegen (a,b) = (a,0) + (b,0)(0,1)). Diese Darstellung heiit die arithmetische

Form einer komplexen Zahl. C heifit der Korper der komplexen Zahlen, die
Elemente von C komplexe Zahlen.

51
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Definition 10.2. Sei z = a + bi, a,b € R. Dann heiflen
e |z| = VaZ + b2 — Betrag von z,
e Rez = a — Realteil von z,
e Imz = b — Imagindrteil von z,
e Z = a — bi — konjugiert-komplexe Zahl.
Lemma 10.3. Fir z,w € C gilt

|[zw] = |z]|w], |z + w] < |2] + [w],

Geometrisch stellt man komplexe Zahlen in der komplexen oder Gaussschen
Zahlenebene dar:

bi

Abbildung 10.1: Die Gausssche Zahlenebene

Addition ist dann einfach Vektoraddition:

Abbildung 10.2: Addition komplexer Zahlen

Die geometrische Bedeutung der Multiplikation werden wir behandeln, nachdem
wir die Exponentialform einer komplexen Zahl eingefiihrt haben.
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Der Hauptsatz der Algebra besagt:

Theorem 10.4. Jedes nicht-konstante komplexre Polynom
p(z) =aoz™ +a12" 4 a1z +am (a0 #0,m > 1)

besitzt wenigstens eine komplexe Nullstelle. Damit zerfillt p(z) dber C vollstin-
dig in Linearfaktoren, d. h. es gilt

p(2) =ao(z —a1)(z —az) -+ (2 — am),

wobei die a; € C die (nicht notwendig verschiedenen) Nullstellen von p(z) sind.
Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

Beweis. In der Vorlesung ,,Funktionentheorie®. O

Beispielsweise gilt i2 = —1, somit sind i, —i die beiden Nullstellen des Polynoms
22+1=(2—1)(z+1).

10.1.2 Potenzreihen im Komplexen

Die Konvergenz von Folgen und Reihen ist wie im Reellen definiert (bzw. indem
man C mit R? identifiziert). Besonders interessant sind Potenzreihen:

Definition 10.5. Eine Potenzreihe im Komplexen ist eine Reihe der Form

. k
Z ap(z — 2°)",
k=0

wobei a;, € C fir k = 0,1,2,..., 2° € C der Entwicklungspunkt und z die
unabhéngige Variable ist.

Wie im Reellen zeigt man:

o0

Satz 10.6. (i) Die Reihe ) ax(z — zo)k hat den Konvergenzradius
k=0

r

1
 limsup &/Jag|’

k—oo
d. h. die Reihe konvergiert fiir |z — zo| < r und divergiert fir |z — zo| > r.
(Fiir |z — zO| = r ist keine allgemeine Aussage mdaglich.)
(ii) Im Inneren |z — ZO‘ < r thres Konvergenzbereiches konvergiert die Reihe
io: ag(z — zo)k absolut und lokal gleichmadfig gegen eine Grenzfunktion

k=0
f(2). Die Funktion f(z) ist fiir ’z — ZO| < 1 beliebig oft differenzierbar.t

ITatséchlich ist die Funktion f(z) fiir }z - zo‘ < r beliebig oft komplex differenzierbar, was
eine wesentlich stiarkere Eigenschaft als die bislang behandelte Differenzierbarkeit im Reellen
ist. Das wird ebenfalls Thema der Vorlesung , Funktionentheorie* sein.
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10.1.3 Die Exponential- und trigonometrische Funktionen

Definition 10.7. Fiir z € C setzen wir

<k 22 53
eZ:esz:Zk| —1+z+f+§+
oo 2k 2 4
- kA2 2 2
cosz—Z(—l) oh) 1 51 + i
k=0
s 2k+1 3 5
. . k< z z
smsz(fl) 7(2k+1)! 37 JrgZF
k=0

Die in dieser Definition vorkommenden Reihen konvergieren auf ganz C (der
Konvergenzradius ist jeweils 0o), so gilt z. B.

1/(k+1)! : 1
li V1/k! = 1 — =1
tsup VAR = i S = T T
Satz 10.8. Fir x € R definieren €*, cosx und sinx die iblichen Ezponential-,
Kosinus- und Sinusfunktionen.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir die Exponentialfunktion, die anderen beiden
Fille sind analog.

Fir z € R und n € Ny schreiben wir unter Benutzung der Taylorformel und
wegen (e?) =e%, 0 =1

n+1

" ok
;/? n—|—1)!

fiir ein 9 € (0,1). Somit gilt

n n+1
Zg max{m,O} |J)| "
= k!

Folglich gilt
->5
- m
— k!
fiir alle z € R. U

Satz 10.9. FEs gelten die iiblichen Additionstheoreme, d. h. fir z, w € C gilt

ez+w — ez . ew7

cos(z £ w) = cos z cosw F sin z sinw,
sin(z = w) = sin z cosw = cos z sin w.
Zudem ist die Kosinusfunktion gerade und die Sinusfunktion ungerade, d. h. fiir

z € C gilt
cos(—z) =cosz, sin(—z)= —sinz.
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Beweis. Wir zeigen lediglich e*t¥ = e7 - e*, der Rest des Beweises ist analog.
Unter Benutzung des Cauchyproduktes gilt

= (z —|— w) %) 2. 2k
z4+w _ - - — o? . W
ey oSy s () (S ) e
1=0 1=0 j+k=l j=0 k=0
O
Folgerung. e verschwindet nirgends auf C.
Beweis. e*-e % =e0 = 1. O
Als Néchstes erhalten wir die wichtige Fulerformel:
Satz 10.10. Fir z € C gilt
e'” = cos z + isin z.
Beweis. Fiir z € C gilt
0 i Nk © 2k 2k O i2k+1,2k+1
. iz i#fz i z
ew:z&? :z iy
k=0 " k=0 ’
52k+1
B Z 2k Qk 2k +1)!
=cosz+isinz.
O

Folgerung. In der Formel
e = —1

sind vier der wichtigsten Konstanten der Mathematik, ndmlich 1, i, e, 7, verei-
nigt.

Folgerung. Die Exponentialfunktion ist 2wi-periodisch, Kosinus und Sinus sind
2m-periodisch.

Beweis. Es gilt e*T2™ = % . 2™ = 7.1 = e*. Weiterhin gilt e!* = cos z +isin z,
e ¥ = cosz —isin z, also

eiz + efiz ) eiz _ efiz

cosz = ——, sinzg=———
2 ’ 2i

Es folgt

eiz+27ri +efiz727ri eiz +efiz

cos(z + 2m) = 5 = 5 = cos 2,

analog fiir sin(z 4 27) = sin z. O
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Lemma 10.11. Es gilt cos?z + sin?z = 1.

Beweis.

2
eQiz + 2+ e—2iz eQiz -2+ e—2iz 4

— — :7:1

4 4 4

eiz +e—iz 2 eiz _ e—iz 2
cos?z + sin’z = + -

Bemerkung. Die Eulerformel zusammen mit e*t% = e* - e¥ gibt eine weitere
Moglichkeit, die Additionstheoreme fiir Kosinus und Sinus zu beweisen:

cos(z £ w) +isin(z £ w) = FFW) = (% . oFiw
= (cosz +isin z) (cosw =+ isinw)

= (cos zcosw F sin zsinw) + 1 (sin z cos w £ cos zsinw) .

Die Behauptung folgt durch Addition bzw. Subtraktion der so erhaltenen Glei-
chungen.

Lemma 10.12. Firy € R gilt |eiy
Beweis. 1. Méglichkeit:

=1.

’eiy‘Q =¥ eV =¢l¥ . o7 =1,
2. Mdglichkeit: Mit der Eulerformel folgt
ReelV = cosy, Ime'¥ =siny,

also o - .
e¥|” = (Ree)” + (Ime")” = cos’y + sin’y = 1.

O
Satz 10.13. Jede komplexe Zahl z # 0 kann in der Form
z = re’ (exponentielle Form)
bzw.
z=r(cosd +isinb) (trigonometrische Form)
mit v > 0, 6 € R dargestellt werden. Dabei ist r = |z| eindeutig bestimmt,

wdhrend 0 eindeutig bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 ist.

Die Zahl 6 heifit das Argument arg z von z.
Schreiben wir zwei komplexe Zahlen z,w als z = rel’ = r(cosf + isin#) und
w = 1'e’ = r'(cos? + isind), so

zw = 10T = pp (cos(0 + ) + isin(0 +0)).
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Abbildung 10.3: Geometrische Interpretation der Multiplikation: die Argumente
addieren sich
Insbesondere gilt:

Lemma 10.14 (Formel von Moivre). Ist z = rel’ = r(cosf+isinf) und m € N,
80 18t _
2™ = pmel™ = 1™ (cos(mb) + isin(mb)).

Folgerung. Sei w € C, w # 0, m € N, wir schreiben w = ge'” = p(cos ) +isin®)
mit o > 0, ¥ € R. Dann sind die m Losungen z1, ..., 2, der Gleichung

zZ =W

gegeben durch

cO42mj U+ 2mg U+ 277
2 = gl/mei L _ p/m (COS (W) +isin <+7U>)
m m

fir j =0,1,...,m—1.

10.2 Vektoralgebra im R?

Wir diskutieren in diesem Abschnitt verschiedene Vektorprodukte (insbesondere
im R3), wie sie in Anwendungen hiufig auftreten. Wir schreiben Vektoren im R”
jetzt als & = (x1,...,2n), ¥ = (Y1,---,Yn), usw. Dementsprechend bezeichnen
wir die Einheitsvektoren im R3 mit i = (1,0,0), j = (0,1,0), ¥ = (0,0, 1).

10.2.1 Das Skalarprodukt

Wir hatten mit |Z| = (23, ... x2)1/2

, T den Betrag eines Vektors ¥ = (z1,...,zy)
bezeichnet.

Definition 10.15. Das Skalarprodukt Z - ij zweier Vektoren &, 7 ist die reelle
Zahl |Z| |§] cos ¢, wobei ¢ den Winkel zwischen Z und ¥ bezeichnet.
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21

20

22

Z4

23

Abbildung 10.4: Die Gleichung z® = w: die Losungen zg, 21, ..., z4 folgen im
Abstand von 72° aufeinander

Satz 10.16. (i) Das Skalarprodukt -: R™ x R™ — R ist bilinear und symme-
trisch.

(i) |Z]> = & - Z fir alle ¥ € R™.
(iil) Zwei Vektoren &, § sind genau dann orthogonal, wenn T - § = 0.
(iv) In Koordinaten gilt - § = x1y1 + Taya + -+ + TnYn.-

Beweis. (i) Man benutzt, dass im Fall £ # 0 das Skalarprodukt nur von
der orthogonalen Projektion von 3 auf die durch & gegebene Richtung
abhéngt: Diese Beobachtung reduziert den Nachweis der Bilinearitét des
Skalarprodukts auf den Fall, dass Z, ¥ kollinear (d.h. parallel) sind (da
orthogonale Prokjektionen lineare Abbildungen sind).

(ii), (iii) Sind offensichtlich.

(iv) Das Skalarprodukt ist nach Definition invariant unter Drehungen, d.h. es
gilt AZ - Ay = ¥ - ¢ fiir alle Z, 7 € R™ und alle A € O(n).

Da der Ausdruck x1y; + xays + - - - + xnyn ebenfalls invariant unter Dre-
hungen ist (die Invarianz dieses Ausdrucks ist eine mogliche Definition
der orthogonalen Gruppe O(n)), diirfen wir £ = (241,0,...,0) und z; > 0
annehmen. Nach Projektion auf die Richtung (1,0,...,0) hat ¢ die Form
(y1,0,...,0). Doch dann ist die Behauptung offensichtlich,

Ty= |5| |2J| COs Y = T1Y1,

wobei ¢ = 0 oder ¢ = , je nachdem, ob Z, % in dieselbe oder entgegen-
gesetzte Richtung zeigen.
O
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10.2.2 Das Vektor- oder Kreuzprodukt

Definition 10.17. Fiir , € R? definieren wir & x ¢ € R? als den Vektor, der
senkrecht sowohl auf Z als auch auf ¢ steht (ist einer der Vektoren &, i gleich
Null, so auch & x %), mit diesen beiden Vektoren ein rechtshindiges Koordina-
tensystem bildet und der die Linge |Z| |7] sin ¢ hat. Hierbei ist ¢ wiederum der

Winkel zwischen Z und .

8y
X
<y

8

Abbildung 10.5: Zur Definition des Kreuzproduktes

Bemerkung. |Z x y] ist gleich der Fliche des von Z, 7 aufgespannten Parallelo-
gramims.

Satz 10.18. (i) Das Kreuzprodukt x : R? x R3 — R3 ist bilinear und schief-
symmetrisch, d.h. T X iy = —§ X Z.

(ii) Zwei Vektoren &, §f sind genau dann kollinear, wenn & X § = 0 gilt.
(iii) In Koordinaten gilt
T X § = (T2y3 — T3Y2, TaY1 — T1Y3, T1Y2 — TayY1) -

Beweis. (i) Wir zeigen die Linearitét im zweiten Argument. Dazu diirfen wir
Z # 0 annehmen. Wir beobachten, dass sich das Kreuzprodukt & x ¢ nicht
dndert, wenn wir ¢ orthogonal auf die Gerade senkrecht zu & projezieren,
die in der von Z, i aufgespannten Ebene liegt:

<y

Projektion

8

Abbildung 10.6: Zum Beweis von Satz 10.18 (i)

Damit ist der Nachweis der Linearitit im zweiten Argument auf einen ein-
dimensionalen Fall zuriickgefiihrt, wo die Linearitét jedoch offensichtlich
ist.

Die Schiefsymmetrie des Kreuzprodukts ist ebenfalls offensichtlich.
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(ii) Folgt direkt aus der Definition.

(iii) Das Kreuzprodukt ist invariant unter orientierungserhaltenden Drehun-
gen, d.h. AT x Ay = & x i fiir alle Z,7 € R? und A € SO(3), wihrend
orientierungsindernde Drehungen das Vorzeichen éndern, d. h. B¥ x By =
— Zx g fiir alle Z, 7 € R? und B € O(3)\SO(3). Gleiches trifft auf die rech-
te Seite in (iii) zu (Beweis?). Damit diirfen wir 0.B.d. A. & = (21,0, 0),
¥ = (y1,92,0) mit 1 > 0, yo > 0 annehmen. Orthogonale Projektion auf
die Richtung (0,1, 0) vereinfacht schliefllich weiter zum Fall § = (0, y2,0)
mit yo > 0. Dann jedoch ist

T x g: (0707$1y2)7

und die Behauptung folgt.

O
Bemerkung. Die Beziehung in (iii) wird héufig als
G
TXy=lz; x2 23
Yy Y2 Y3
geschrieben, wobei | . | die Determinante einer (in diesem Fall 3 x 3) Matrix

bezeichnet.

10.2.3 Weitere Produkte

Wir betrachten hier mehrfache Produkte, die sich aus Skalar- und Vektorprodukt
zusammensetzen:

Definition 10.19. Das doppelte Vektorprodukt ist das Produkt Z x (¢ x 2).
Satz 10.20. ¥ x (§ X Z) ist komplanar zu den Vektoren i, Z. Genau gilt
Ex(fx2)=(F - 2)§— (97

Beweis. Selbst mittels eines geometrischen Arguments oder direktem Nachrech-
nen unter Benutzung der Formel aus (iii). O

Definition 10.21. Das gemischte oder Spatprodukt von drei Vektoren Z, y, 27
ist (Z x ) - Z. Dafiir schreibt man auch ZyZ.

Satz 10.22. (i) Die Trilinearform R3 x R3 x R® — R, (7,7,7) — Ty7

ist total schiefsymmetrisch, d. h. eine Permutation der drei Faktoren dn-
dert das Produkt um das Vorzeichen dieser Permutation.

(ii) ZyZ =0 genau dann, wenn alle drei Vektoren in einer Ebene liegen.
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(iii)

r1 X9 I3
TYZ=|y1 Y2 Y3l
z1 Z9 zZ3
Insbesondere ist |TyZ| gleich dem Inhalt des durch T,Y,Z aufgespannten
Parallelepipeds (auch Spat genannt).

Beweis. Wiederum Ubungsaufgabe. O
Schliellich mochte ich noch auf folgende Formeln hinweisen:
Satz 10.23. Fir &, i, Z, i, 0, W € R gilt
(i) (Lagrangesche Identitit)
(Z x §)(Z x @) = (£2)(yu) — (§2)(70),
(i)
T ]
(Fg2)av) = |ji g7 g
Zu  ZU 2w

Beweis. Ubungsaufgabe.
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Kapitel 11

Integrale iiber rdumliche
Bereiche

11.1 Kurvenintegrale

Wir erinnern daran, dass eine Kurve in einem metrischen Raum X eine stetige
Abbildung v: I — X von einem (nichttrivialen) Intervall I nach X ist.

Definition 11.1. Eine Kurve v: I — R"™ heifit stiickweise C1, falls I = J I

k=1
mit in I abgeschlossenen Intervallen I, so dass I,_1 N1 fir k=1,...,m aus
genau einem Punkt besteht und 'y’Ik: I, — R” fiir alle k = 1,...,m von der

Klasse C? ist. Zudem fordern wir ('y|1k)/(t) # 0 fiir alle t € I}.

Ist also I ein Intervall mit Anfangspunkt ap und Endpunkt a,, (ap < am, ag =
—00 bzw. a,, = oo ist moglich), so gibt es eine Partition ap < a1 < -+ < am,
so dass

’Y|[ak—1,ak]ml: [ak_hak] nIl—R"

von der Klasse C' ist und dort die Abbildung nirgends verschwindet. Im Allge-
meinen werden wir jedoch +'(ax — 0) # +'(ax + 0) haben.

¥(a1)

Abbildung 11.1: Stiickweise C''-Kurve

63
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Bemerkung. Fir ein (nichttriviales) Intervall I C R und eine differenzierbare
Abbildung f: I — R™ kénnen wir Df(¢) € L(R,R™) mit dem Vektor f'(t) € R"
identifizieren, den wir durch komponentenweises Differenzieren erhalten:

Df(t)a=af'(t), a€R.

~'(t) ist der Tangentialvektor an die Kurve v im Punkt «(¢). Die Lénge |/ (¢)|
eines Tangentialvektors hédngt davon ab, wie ,;schnell“ die Kurve v durchlaufen
wird.

Definition 11.2. Zwei C'-Kurven v: [a,b] — R™ und 7: [c,d] — R" heifien
dquivalent (oder durch Umparametrisierung auseinander hervorgehend), wenn
es eine bijektive C1-Abbildung
¢: [a,b] — [c,d]
gibt mit ¢'(¢) # 0 fiir alle ¢ € [a, b], so dass
Y=%°¢.

Gilt dabei ¢(a) = ¢ (iquivalent: ¢(b) = d bzw. ¢'(¢) > 0 fiir alle ), so heifit die
Umparametrisierung orientierungserhaltend, andernfalls orientierungsindernd.
Diese Begriffe finden auch Anwendung im Fall stiickweiser C'-Kurven ~: I —
R™ und 7: I — R™, wenn man Umparametrisierungen ¢: I — I zulisst, die
stiickweise C'!' sind.

Bemerkung. Offenbar sind Umparametrisierung sowie orientierungserhaltende
Umparametrisierung Aquivalenzrelationen auf der Menge der stiickweise C'-
Kurven im R™.

Definition 11.3. Als Ldnge ¢(v) € [0, o0] einer Kurve v: [a, b] — R™ bezeichnet
man

N
(y) = sup{Zh(tj) —(t-1)| ‘ a=tyg <ty < <ty_1<ty= b}_
j=1

Ist v: I — R” eine Kurve, die auf einem Intervall I C R definiert ist, so setzt

man
(v) = L .
™) s (7|[a7b])
v hei3t rektifizierbar, falls
g(’y’[a,b}) <o

fiir alle kompakten Intervalle [a,b] C I.
Satz 11.4. Stiickweise C'-Kurven v: I — R™ sind rektifizierbar. Zudem gilt

£(7|[a,b]) = /ablv'(t) dt

fiir alle [a,b] C I. Die Linge der Kurve fy’[a b dandert sich unter Umparametri-
sterung nicht.
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Beweis. Wir diirfen : [a,b] — R™ als C'-Kurve annehmen.

1. Seizuerst a =1ty < t; < --- < ty = beine beliebige Partition des Intervalls

[a,b]. Dann gilt
tj 2]
() — ()] = / +(s)ds| < / ()] ds,
tj—1

tj—1

also

n

N t; b
Sl a0l <3 [ pelas= [ )l ds

j=17ti-1

Folglich ist v rektifizierbar und
b
()< [ o)
a

2. Wir wihlen ¢ > 0. Dann gibt es ein § > 0, so dass fiir jede Partition
a=1tyg <ty <---<ty =>bmit tj—tj_l S(sfﬁrj:1,...,N

b N
[ h®lde= > 1)l 5 - )| <«

fiir beliebige Zwischenpunkte s; € [t;_1,t;] gilt. Weiterhin folgt aus dem
Mittelwertsatz und der gleichméBigen Stetigkeit von ~" auf [a, b], dass wir
0 > 0 so klein wihlen kénnen, dass

‘ (&) =)
t—t

fir 0 <t—1t' <dund s € [/, ] gilt. Dann gilt

b N
()g/ |'y’(t)|dthW(tj)*’Y(tj—l)‘
b N
<|[ Wl -3l - o)

N
+ Z [v(#5) = v(E-)] = [V (s5)] (&5 = t5-1)]

N
€
§e+bia2(tj—tj,1)=ze
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fiir beliebige markierte Partitionen der Feinheit hochstens 6. Daraus folgt,
dass tatséchlich

b
()= [ b
gilt.
3. Da £(~y) nur vom Bild von « abhingt, ist die Unabhéngigkeit von £(y) von

der gewéhlten Parametrisierung offensichtlich.

Ein davon unabhiingiges Argument wiire, dass fiir eine beliebige C''-Um-
parametrisierung ¢: [a,b] — [¢,d] mit y =5 0 ¢

d b
()= [ Welds= [ 17 )] d
b
=/|meﬁ:aw

gilt.
O

Definition 11.5. Die stiickweise C*-Kurve : I — R™ heifit beziiglich der Bo-
genlinge parametrisiert, falls |y/(o)| = 1 fiir alle o € I gilt (mit entsprechender
Modifikation an Nicht-C!-Stellen).

Satz 11.6. Seiy: I — R" eine stickweise Ct-Kurve, ty € I. Wir definieren

t
at)= [ | (s)ds, tel.
to
Dann ist o eine orientierungserhaltende, stickweise C'-Umparametrisierung
von vy, die v beziglich der Bogenlinge parametrisiert.

Beweis. 0.B.d. A. sei v: [a,b] — R™ eine C'-Kurve und t; = a. Dann ist
o: [a,b] — [0,1(v)] wegen o'(t) = |7'(t)| > O eine orientierungserhaltende Um-
parametrisierung. Insbesondere existiert ¢t = o~1: [0,1(v)] — [a, b] sowie

Damit gilt mit 7 =y o ¢, dass
7' (@)l = 1 ()] [t'(0)] = 1.
O

Definition 11.7. Sei 7: [a,b] — R" stiickweise C1, f: v ([a,b]) — R stetig.
Dann definieren wir

b
/ﬂwWﬂ=/fwwWﬂmﬁ

als das Kurvenintegral erster Art von f entlang ~.
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Satz 11.8. Dieses Kurvenintegral hat die folgenden Eigenschaften:
(i) Es ist linear beziglich des Integranden f.
(ii) Fs ist additiv unter der Verkettung von Wegen.

(iii) Es ist unabhdngig von der Wahl der Parametrisierung.

L f(@) |do]

Beweis. (iii) Sei ¢: [a,b] — [c,d] wie oben, ¥ =¥ o ¢. Dann gilt

d
/f(’y(S) |ds—/ £ G (60) 17 (6(t)] 16/ (1)) dt
/f (1) dt.

(iv) FEs gilt

< L(7) sup|f].
Y

(iv) Es gilt

(1)) dt

/ f |derl| =

< suplf| / /(1)) dt = £(7) sup| f].
vy a Y

11.2 Mehrdimensionale Integrale

Wir mochten jetzt Integrale der Form [, f 4 f(x) dx fiir gewisse Mengen A C R™
definieren, wobei f: A — R stetig ist. Dies tun wir, indem wir formal

[ r@ie = [ xa@fa)ds

setzen, wobei x4 die durch

1, z€A,

Xalw) = {O x ¢ A

definierte charakteristische Funktion von A bezeichnet.
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Abbildung 11.2: Eine Partition von B

11.2.1 Riemann-Integrierbarkeit iiber n-dimensionalen
Rechtecken

Definition 11.9. Ein achsenparalleles n-dimensionales Rechteck ist eine Menge
der Form

Haj, {:cG]R"|aJ<:rj<b fir j =1,. },
j=1

wobei a;,b; € R, a; < bj. Das n-dimensionale Volumen von B ist

vol,, ( ﬁb —aj).

Jj=1

Weiterhin setzen wir A(B) = max (b; — aj).
j=1,...,n

Das Innere von B ist die Menge

BC’:H(aJ, {xGR"|aJ<xJ<bfurj—1 },
j=1

der Rand von B ist 0B = B\ B°.

Definition 11.10. (a) Eine Partition P von B ist eine endliche Menge {Bk }szl
von achsenparallelen Rechtecken mit B = 6 By und By N B, = § fir
k # k'. Als Feinheit von P definieren wir =

AP = i, A

(b) Eine markierte Partition von B ist eine Partition P, bei der zusitzlich fiir
jedes k=1,..., K eine Stelle ¢, € By ausgezeichnet wurde.
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Lemma 11.11. Ist {B’f}szl eine Partition von B, so gilt

K
vol,(B) = Z vol, (By).
k=1

Beweis. (1) Sei B = [][a;,b;] und d; € (a;,b;) fir ein I € {1,...,n}. Seien
j=1

(i)

(iii)

B'={zeB|a<z<d)},
B”:{xeB|dl§ml§bg}.
Wegen b; — a; = (d; — a;) + (b — d;) folgt sofort, dass
vol, (B) = vol,,(B’) + vol,,(B")
fiir diese spezielle Partition von B.
Wir nehmen als néchstes an, dass jedes der Intervalle [a;, b;] durch Stellen
a;=df) <d <---<d) =b;

unterteilt ist. Dann haben wir fiir jeden Multiindex a = (v, ..., a,) € N?
mit a; < m; das Rechteck

B, = H [dg)_l,dgj)].
j=1

Diese B, bilden eine Partition von B und sukzessive Anwendung von (i)
ergibt

vol,(B) =Y vol(Ba).

Schliellich betrachten wir den allgemeinen Fall. Fiir jedes j mit 1 < j <n
ordnen wir die Endpunkte der Intervalle [a;, ;] aller Rechtecke By, in der

Partition {Bk}kK:I von B in aufsteigender Ordnung. Wir erhalten dann
eine Partition {B,} von B wie in (ii) (siche Abbildung 11.3). Auflerdem
bilden die B, mit B, C By eine Partition von Bj. Damit gilt dann

voly(B) =Y voln(Ba) =Y Y voln(Ba) =Y volu(By).
[ k

k BaCBy

O

Lemma 11.12. Fiir je zwei Partitionen P’, P"” von B gibt es eine gemeinsame
Verfeinerung P, d. h. eine Partition P von B, so dass es fiir alle By in dieser
Partition ein By, in P' mit By, C By, und ein By, in P"” mit By, C By, gibt.
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Abbildung 11.3: Verfeinerung der Partition von B aus Abbildung 11.2

Beweis. Wie im vorigen Beweis, indem man auf die Endpunkte der Intervalle
[a;,b;] fiir alle Rechtecke By, in P’ und By, in P” schaut. O

Definition 11.13. Sei f: B — R, P eine markierte Partition. Dann heifit

K
S(f,P) = f(cx) voln(By)

k=1
die zu f, P gehorige Riemann—Summe.

Definition 11.14. Eine Funktion f: B — R heifit Riemann-integrierbar tiber
B, falls es eine Zahl L € R mit folgender Eigenschaft gibt: Fiir alle € > 0 existiert
ein § > 0, so dass

IL—S(f,P)<e

fiir alle markierten Partitionen P von B mit A(P) < ¢. Man schreibt

L= /B f(z) da.

Wie in Diff T gilt das Cauchy-Kriterium:

Satz 11.15. FEine Funktion f: B — R ist genau dann R-integrierbar, falls es
fiir alle e > 0 ein & > 0 gibt, so dass fir alle markierten Partitionen Py, P; von
B mit A(P;) <6 fir j =0,1 die Ungleichung

1S(f, Po) = S(f, P1)| < e
gilt.
Wie in Diff T zeigt man:
Satz 11.16. Das Riemann-Integral hat folgende Eigenschaften:

(i) Das Integral ist linear und monoton beziiglich des Integranden.
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(ii) Ist f: B — R R-integrierbar, so ist f beschrinkt.

ui) Sind f, g: — -integrierbar und ist h: — stetig, so sin
iii) Sind f B R R-i jerd d ist h: f(B R ; ind
|fl, f g, ho f: B— R R-integrierbar. Dariber hinaus gilt

/Bf(:c) dx

(iv) Ist f: B — R R-integrierbar und ist B' C B ein achsenparalleles Recht-
eck, so ist f|,, R-integrierbar iber B’. Umgekehrt gilt: Ist {Bk}le eine
Partition von B und ist f‘Bk R-integrierbar tiber By fir allek =1,... K,
so ist f R-integrierbar und es gilt

< [ 15@lds < sup |7(0)] - vol(B).

K
flx)dz = f(z)dz.
/B ;; By
(v) Stetige Funktionen f: B — R sind R-integrierbar.

11.2.2 Jordan-messbare Mengen

Definition 11.17. (i) Eine beschrinkte Menge A C R™ heifit Jordan-mess-
bar, falls x4 R-integrierbar ist (iiber einem beliebigen und somit iiber
jedem Rechteck B D A). Wir setzen dann

vol, (A) = / Xala)da (: /B xa(@) da:).

(ii) Eine Jordan-messbare Menge A heifit vernachlissigbar, falls vol,(A) = 0
gilt.

Bemerkung. Tatséchlich gilt vol,,(B) = [] (b; — a;) fiir jedes achsenparallele
j=1
Rechteck B = [] [a;, b;] (Ubungsaufgabe).
j=1

Satz 11.18. Fiir eine beschrinkte Menge A C R™ sind folgende Aussagen dqui-
valent:
(i) A ist Jordan-messbar.

(ii) OA ist vernachldssigbar.

Beweis. (=) Sei e > 0. Dann existiert eine Partition {By} von B mit

> volu(Bi) = > voln(By) <,

k€K, kEK;
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wobei K, = {k | BsnA# 0}, K; = {k | B, C A}, da

K
Z vol, (By) = ZH;LCXXA vol,, (Bg),
keK, k=1

K
Z vol,, (By) = Zr%ianA vol, (By)
keK; k=1

Riemann-Summen fiir geeignete Markierungen von {By} sind. Insbeson-
dere gilt

AC U Bg.

keEK,

Wir ersetzen nun die Rechtecke By, fiir £ € K; durch kleinere Rechtecke

B, so dass
Ao B2 B2 U B

keEK; kEK; keK;
und
Z vol, (By) — Z vol, (By,) < 2e.
keEK, keEK;
Es gilt dann
42 ] B
keK;

und
oA=A\Ac |J B.—- | Bi

keEK, keK;

Somit ist vol, (0A) fiir jedes € > 0 kleiner als 2e.
Sei wiederum e > 0. Wir finden dann eine Partition { By} von B, so dass
oA C| B
k

und

Z <H1aXXA - min)m) vol, (By) < e.
A By, By,

Fiir jedes z € A\ 9A finden wir ein Rechteck B(®) mit z € (B®)° C
B® C A. Dann gilt insbesondere

maxyxya —minys = 0.
B(=) B(=)

Da A kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung der Uberdeckung

o K z)\0
(B2 U{B™) seavon
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von A. Wir benutzen nun wiederum die Endpunkte der Koordinateninter-
valle der Rechtecke in dieser endlichen Teiliiberdeckung, um eine Partition
{B;} von B zu definieren. Fiir diese Partition gilt nach Konstruktion

> voln(Br) = Y voln(By) < e,

leK,, lEK]

wobei K, K| dieselbe Bedeutung wie in (i) haben, diesmal mit Bezug auf
die Partition {B]} von B.

O

Folgerung. Sind A, B C R™ Jordan-messbar, so auch

ANB, AuB, A\B, A°, A
Dabei gilt
vol, (AN B) + vol, (AU B) = vol,,(A4) + vol,(B)
und B
vol, (A) = vol,, (A4) = vol,,(A°).
Beweis. Es gilt
XANB = XAXB> XAUB = XA T XB — XAnB; XA\B = XA — XAnB
sowie B
A°=A\0A, A=AUOJOA.

O

Definition 11.19. Fiir A C R" bezeichnen wir mit J(A) den Raum der kom-
pakten, Jordan-messbaren Mengen K C A.

Satz 11.20. Sei K € J(R™) und f: K — R stetig. Dann:
(i) f ist R-integrierbar iber K.

(ii) Ist g: K — R eine stetige Funktion mit g(x) < f(z) fir alle x € K, so ist
L € J(R™1), wobei

L={(z,y) € K xR | g(z) <y < f(x)},

volui1 (L) = /K (f(z) - g()) de.

Beweis. Es geniigt (i) im Fall f > 0 zu zeigen. Sei ¢ = mléng. Dann ist ¢ <
g(x) < f(z) fir alle z € K und

L:{(m,y)EKX]R’cgygf(x)}\{(x,y)erR c<y<g(x)}.
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Daher geniigt es, (ii) im Fall
L={(z,y) e KxR[0<y< f(a)}

zu zeigen.

Unter diesen vereinfachenden Annahmen behandeln wir jetzt (i), (ii) simultan.
Sei B C R™ ein achsenparalleles Rechteck mit K C B und sei { By } eine Partition
P von B. Wir setzen f(z) =0 fiir z € B\ K und betrachten

S(f,P)=> supfvol,(Bx) = > maxf vol,(B),
& D

BunK#0 "
S(f,P)= Zlgkff vol, (Bg) = Z Hélknf vol, (By).
k BLCK
Damn ist L C B = B x [O,mlgx f], wobei B ein achsenparalleles Rechteck in
R™*+! ist. AuBerdem gilt

L C U By, x [O,I%:txﬂ,
BirNK#D

und falls By, C K, so
By x [O’I%iknf] CL.

Sei P eine Partition von E, die alle Rechtecke der Form Bj x [O,H}Bax f] fiir
k

B, N K # () und der Form B, X [0, r%in f] fiir By, C K verfeinert. Wir erhalten
k

dann

g(XbP) < Z H}Baxf vol,, (Bx) = S(f, P),

Bunk#0 ¢
S(xe,P) = > min fvol,(By) = S(f, B).

BL,CK

Folglich gentigt es zu zeigen, dass die Differenz

g(f7P>_§(f’P)
- Z (H}Bakxf - r%ikn f) vol,(By) + Z H}Bakxf vol,, (By)

ByCK BrNK#£0,
B \K#0

bei geeigneter Wahl von P beliebig klein wird: f ist gleichméBig stetig auf der
kompakten Menge K. Insbesondere existiert fiir jedes ¢ > 0 ein 6 > 0 mit

max f —min f <e
ka ka,,



11.2. MEHRDIMENSIONALE INTEGRALE 75

falls By, € K und A(By) < ¢ ist. Dies wird erreicht, indem man die By mit
B C K gegebenenfalls verfeinert. Weiterhin impliziert die Jordan-Messbarkeit
von K, dass 0K vernachlissigbar ist und folglich

Z vol, (By) <€
BrNK#0,
Bi\K#0
bei geeigneter Wahl von P. Somit gilt fiir solche P, dass

S(f,P) —S(f,P) < evol,(K) +em1?xf,

was beliebig klein gewahlt werden kann.

Es bleibt zu zeigen, dass die beiden Mengen
M={(z,y) e K xR|c<y<gla)},
M’:{(m,y)erR’c§y<g(x)}

dasselbe (n + 1)-dimensionale Volumen haben. Dies jedoch folgt aus M’ = M
(bzw. aus M \ M’ C OM und vol,,1(0M) = 0). O

Definition 11.21. Fiir eine Funktion f: R™ — R ist

supp f = {xER” | f(x);é()}

der Trdager von f. Der Trager von f ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge
von R™, auerhalb derer f verschwindet.

Folgerung. Stetige Funktionen f:R"™ — R mit kompaktem Trager sind R-
integrierbar.

Beweis. Es gibt ein achsenparalleles Rechteck B mit supp f C B. O

Folgerung. Sei m < n, K € J(R™) und f: K — R™ ™ stetig. Dann ist der
Graph von f,

graph f = {(z, f(2)) | = € K},
vernachléssigbar im R™.
Beweis. Wir schreiben f = (f1,..., fan—m—1, fn—m). Da die Funktion z —
(f1(z),..., famm—1(x)) auf K beschrinkt ist, gibt es ein achsenparalleles Recht-
eck B C R ! mit (fi(z),..., fa—m—1(z)) € B fiir alle z € K. Definiere
f: K x B— R durch B

f(@,t) = fr—m(2).

Dann
graph f = {(z, f(z)) eR" |z € K}
C {(x,t,f(:c,t)) €R" | (z,t) € K x B}
= graph f.
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Sei ¢ = min f Dann
KxB

graptha{x R”|xt 6K><Bc<y<f(zt)}

Damit folgt die Behauptung aus dem vorigen Satz. O

11.2.3 Iterierte Integrale

Wir méchten jetzt fir eine Funktion f: R™ >< R™ — R das Integral
Jgmin f(x,y) dxdy als iteriertes Integral [o,.. ([an f(#,y) dy) dx berechnen. Dies
ist nicht immer moglich.

Beispiel 11.22. Sei f: R? — R definiert durch

(1) {1/(], falls x = p/q, p, ¢ € N sind relativ prim, p < ¢, y € QN [0, 1],
,Y) =
0, sonst.

Dann ist f R-integrierbar iiber R? (wobei fw f(z,y)dxdy = 0), jedoch fiir
x = p/q wie oben ist die Funktion y — f(z,y) nicht R-integrierbar iiber R.

Wir benétigen ein neues Konzept:

Definition 11.23. Sei B C R” ein achsenparalleles Rechteck, f: B — R. Dann
definieren wir das obere und das untere Riemann-Integral von f {iber B als

f(x)dz = inf{S(f, P) | P ist Partition von B},

f(z)dx = sup{S(f, P) | P ist Partition von B}.

%[~ &~

Bemerkung. Ist P’ eine Verfeinerung von P, so gilt

S(f,P) < S(/,P /f d:c</f P) <5(f,P).
Lemma 11.24. f: B — R ist genau dann R-integrierbar, falls f beschrdinkt ist
und _

/f(x)dx: /f(x)dx (:/ f(a:)da:)
5 B .
gilt.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Definition 11.25. Eine beschrinkte Funktion f: R™ — R heif3t Stufenfunktion,

falls es ein achsenparalleles Rechteck B und eine Partition { By} von B gibt, so

dass f RO\B = po fiir alle k einen konstanten Wert annimmt. (Die Werte
k

von f auf |, OBy, spielen oft keine besondere Rolle; typischerweise fordert man,

dass f linksseitig stetig ist.)




11.2. MEHRDIMENSIONALE INTEGRALE 7

Satz 11.26. Die Funktion f: R™™™ — R habe kompakten Tréiger und sei R-
integrierbar. Dann haben die Funktionen

x»—>/f(z,y)dy, ]}I—)/f(.’lf,y)dy
R R

kompakten Triger und sind R-integrierbar. Auflerdem gilt

/Rmﬂ f(z,y) dedy = /m /f(x,y) dy | de

R

:/m /f(x,y)dy dz.

R

Beweis. Sei B C R*™™ ein achsenparalleles Rechteck mit f R\ B = 0. Seien
g, h linksseitig stetige Stufenfunktionen mit Tréiger in B und g(z,y) < f(z,y) <

h(z,y) fir alle (z,y) € B. Dann

/ng(w,y)dyé /f(x,y)dy < /f(m,y)dy < . h(z,y) dy.
J S

R

Weiterhin sind  — [, g(2,y)dy und = — [;, h(x,y)dy Stufenfunktionen im
R™, und es gilt

/an gla,y) dvdy = /m (/ng(x,y) dy) dz

g/ /f(x,wdy dxs/ /f(w)dy dz

Rm™ R” R™ R"

S/ /f(x,y)dy da:s/ ( h(x,y)dy) i
m R'Vl

R"TL R"l

= / h(z,y) dx dy.
Rm+n

Nun gilt
[ tewdedy=swp [ gy)dedy=int [ iy dody
Rm+n g JrRmtn h Jrm+n

wobei g, h alle Stufenfunktionen wie oben durchlaufen, also

/me f(z,y) dzdy :/ /f(x,y) dy | dz =/ /f(a:,y) dy | dx,

R™ Rn Rm™ R™



78 KAPITEL 11. INTEGRALE UBER RAUMLICHE BEREICHE

was die Behauptung beziiglich z — [ f(z,y) dy zeigt. Analog argumentiert man
Rn

beziiglich z — T flz,y)dy. O
Rn

Folgerung. Sei f: R™*t" — R stetig mit kompaktem Triger. Dann gilt

/Rern f(z,y)dedy = /m ( - [z, y) dy> de = /n < - f(z,y) dx> dy.

Seiay,b € R, a1 < by, Ky = [a1,b1]. Wir nehmen an, dass wir fiir j = 2,3,...,n
induktiv stetige Funktionen

aj,bj:Kj,1—>R, Qj Sbj,
und Mengen K; C R’ vermoge

K;j={(z1,...,7j_1,2;) € K;_1 xR |

aj(z1,...,z-1) < xj; <bj(x,... ,xj_l)}
definiert haben.
Satz 11.27. (i) K; € J(R?) fir allej =1,...,n.

(ii) Flir jede stetige Funktion f: K, — R gilt

bl bg(mg) bn(fl ..... In—l)
/ f(x)dx:/ / / flz,. ... ,zn) dxy, ... dee dxy.
K, ay az(xz1) an (150, Tr—1)

Beweis. (i) Folgt aus Satz 11.26 mittels Induktion iiber j.

(i) Wir schreiben x = (', 2,,) € R™ mit 2/ = (21,...,2,-1) € R""!. Dann

XK, (T) = XKn—l(x/) X [an (z),by (2)] (70)-

Fiir jedes ' € K,y ist die Funktion z, — (xxk, f)(2',z,) stetig im
Intervall [a,(2'), by (2')], folglich

bn(cv/)

/R(Xan) (', ) dayy = XKH,I(QC')/ f(@' zy) dy,.

ay(x')

Es ergibt sich

[ tade= [ o) @) ds

n

bn(a:')
:/ XKn_l(x/)/ f@' x,) dw, da’
R"’_l an(m’)

by (z')
= / / f(@' z,) dw, dx'.
Kp_1 Janp(z)
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Der Beweis folgt nun mittels Induktion iiber n, falls wir zeigen, dass die

Funktion
by (z")

z - f@' ) doy

an(x')
stetig ist. Dazu definieren wir
A={(a,b,a") ER* x Kp,_1 | (2',0a), (2/,b) € K,,, a <b}
={(a,b,2') ER* x Kpy_1 | an(2') < a

und F: A — R,
b
(@ba) o [ 5l don,
Dann gilt fiir (ag, bo, '), (a1,b1,y’) € A, dass

|F(a07b0,x/) _F(alablay/)l
< |F(ao,bo, ') — F(ay, by, x")| + |F(a1,bo, ") — F(ay, by, z')|
+ [F(a1,b1,2") — F(a1,b1,y")]
< _ _
<la ao|H11§}LX|f| + [b1 bo|H11(377?<|f|

by
4 [ 1) = 10w da,

1

Die Funktion f ist gleichmé&fig stetig auf K, insbesondere existiert fiir alle
€ > 0ein d > 0, so dass |f(z',x,) — [y, zn)| < € fiir (2/,2,), (¥, 2,) €
K,, |2’ —y'| < 4. Daher lidsst sich das Integral auf der rechten Seite der
obigen Abschétzung fiir ',y € K,,_1, |2/ — y'| < § durch (b — a1)e nach
oben abschétzen. Es folgt die Stetigkeit der Funktion F auf A und damit
auch die Stetigkeit der Funktion 2’ — F (a,(z'), by (z'),z") auf K, _4.

O

Beispiel 11.28. Sei K = {(z,y) € R? | >0,y >0,z+y <1}, f: K >R

stetig. Dann
1 1—z
/Kf(l',y)dxdy:/o VO f(x,y)dy} d.

11.2.4 Variablenwechsel unter dem Integral
Formulierung des Satzes

Sei : [a,b] — [c,d] eine bijektive C-Abbildung mit ¢’(z) # 0 fiir alle x € [a, b].
Dann gilt fiir jede R-integrierbare Funktion f: [¢,d] — R, dass die Funktion
z — f(e(x))|¢ ()] R-integrierbar auf [a, b] ist und

d b
/f(y)dy:/ f (@) ¢ ()] de.

Diese Formel verallgemeinert sich auf den Fall hoherer Dimensionen.
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Satz 11.29. Seien U,V C R"™ offene Mengen und ¢: U — V eine bijektive
C-Abbildung mit det Do(z) # 0 fir alle x € U. Ferner sei f: V — R eine
R-integrierbare Funktion mit kompaktem Trdager. Dann ist die Funktion r +—
f (o(x)) |det Dp(z)| R-integrierbar auf U, hat kompakten Trager und es gilt

/f(y)dy:/f(go(x))\detDw(mﬂdm.
14 U

Folgerung. Ist K € J(U), so ¢(K) € J(V) und

vol,, (p(K)) = / (det D(z)| dz.
K
Insbesondere ist ¢ volumenerhaltend, falls |det Dy(x)| =1 fiir alle x € U gilt.

Zerlegungen der Eins
Wir bereiten jetzt den Beweis des Satzes vor.

Definition 11.30. Sei K C R™ kompakt und {O; };.Izl eine offene Uberdeckung

J
von K, d.h. K C |J O,. Eine stetige Zerlegung der FEins iiber K, die sich O
J=1
unterordnet, sind J stetige Funktionen x;: R” — R mit kompaktem Tréger, so
dass

(1) 0<yx; <1 fir alle j,

(ii) supp x; C O; fiir alle j,
J

(iil) > xj(x)=1firz € K.
j=1

Satz 11.31. Fir jede kompakte Menge K C R™ und jede endliche offene Uber-
deckung O von K existiert eine Zerlequng der FEins tiber K, die sich O unter-
ordnet.

Beweis. Fiir je zwei achsenparallele Rechtecke B, B’ mit B C (B/)O existiert
eine stiickweise lineare (insbesondere stetige) Funktion gpp/: R” — R mit
suppgpp = B’, 0 < gpp < 1 und gpp s=1 (siehe Abbildung 11.4).

Wiéhle nun fiir jedes € K achsenparallele Rechtecke B,, B, mit z € By und

B, C (B,

2)° C B, COj

fiir wenigstens ein j € {1,..., J}. Die offenen Mengen B;, fiir z € K iiberdecken
K, folglich gibt es endlich viele z1,x5,...,2 € K mit K C LLJ Bg,. Wir setzen
dann =

Y= 9B., B,



11.2. MEHRDIMENSIONALE INTEGRALE 81

9BB’

Abbildung 11.4: Eine spezielle Abschneidefunktion

fur{=1,...,L und

X1 =1, Xy =1 —1)(1—2) (1 =)y
fir / =1,...,L — 1. Dann ist offenbar

L'

L
doxi=1-T](-w)
=1

=1

L
firx L’ = 1,..., L. Insbesondere folgt fir L' = L, dass > Xx; = 1 auf K (fiir
I=1
jedes x € K gibt es ein | mit ¢;(x) = 1). Wihlen wir nun eine Abbildung
{1,...,L} = {1,...,J}, L~ j(l), mit B}, C Ojq), so bleibt nur

Xi= Y X
J)=j

zu setzen. O

Approximation R-integrierbarer Funktionen
Sei K C R™ kompakt, § > 0. Wir setzen
Ks={zeR" |32 € K: |z —a'| <6}

Lemma 11.32. Ky ist kompakt. Ferner existiert fir jede offene Menge U C R™
mit K C U eind >0, so dass Ks C U.

Beweis. Ubungsaufgabe. O
Satz 11.33. Sei U C R” offen, f: U — R"™ beschrinkt mit kompaktem Trdger.
Dann ist f genau dann R-integrierbar, falls es fiir jedes € > 0 stetige Funktionen

g,h: U — R mit kompakten Tragern und g(x) < f(x) < h(z) fir alle x € U
gibt, so dass

[ (@) = gto) do < e
U
In diesem Fall gilt

/Uh(a:)dx—eg f(x)d:ug/Ug(x)dsc—i—e.

U
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Beweis. Die angegebene Bedingung ist sicherlich hinreichend fiir die Riemann-
Integrierbarkeit von f; wir zeigen, dass sie auch notwendig ist.

(i) Wir behandeln zuerst den Fall U = R™. Sei also f: R” — R R-integrierbar,
supp f C B fiir ein achsenparalleles Rechteck B. Indem wir gegebenenfalls
eine Konstante addieren, diirfen wir f > 0 annehmen.

Dann gibt es zu € > 0 eine Partition {Bk}le von B mit

Z <s];1}f)f - %15 f> vol, (Bg) < e.

k

Wie im vorigen Beweis findet man stiickweise lineare (insbesondere steti-
ge) Funktionen g, hy: R™ — R mit kompaktem Triiger, so dass gi(z) <
XB, () < h(x) fir alle x € R™ und

€

/n (o) = gu()) de < oo e

Dann haben die Funktionen

g(x) =D _inf - gu(a)
k
h(z) = Zsupf - hi(x)
ke Bk
die gewiinschten Eigenschaften (mit e ersetzt durch 3¢). In der Tat gilt

/(h(l“) —g(x)) dor = Zs}gpf (hi(z) — xB, () da
k K
+ it [ (o) - gulo) o
k

+ 3 — inf 1, (B
SR
<e+e+e=3e

(ii) Fiir beliebiges U C R™ offen existiert ein 6 > 0, so dass (supp f),s € U.
Indem wir in (i) eine Partition {By} der Feinheit hochstens § und die hy
mit supp hi, € (By)s wéhlen, erhalten wir wie im Beweisschritt (i) eine
Funktion A (und g) mit supph C U.

O

Bemerkung. Es lidsst sich zeigen, dass eine beschrinkte Funktion f: R™ — R
mit kompaktem Trager genau dann R-integrierbar ist, falls die Menge

{x € R"” | f ist nicht stetig an a:}

n-dimensionales Volumen Null hat.
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Beweis des Satzes

Wir beweisen jetzt den Satz iiber den Variablenwechsel unter dem Integral in
fiinf Schritten.

Schritt 1: Zuriickfiihren auf stetige Integranden. Wir nehmen an, wir
hétten den Satz fiir stetiges f bereits gezeigt.

Sei dann f: V — R R-integrierbar. Sei ¢ > 0. Dann existieren stetige
Funktionen g,h: V' — R mit kompaktem Triiger in V', so dass g(y) <
f(y) < h(y) fir alle y € V und [, (h(y) — g(y)) dy < e. Dann sind die
Funktionen @ > g (¢(x)) [det Do(x)], @ — h (¢(x)) [det Do(x)]| stetig auf
U, haben kompakten Trager und geniigen

| (1(6@)) ldet Do @) = 9 (6() et D)) o
— [ (o) - o)) dy < .
174

Zudem gilt

g(¢(x)) |det Do(x)| < f(¢(x)) |det ¢(z)| < h(¢(2)) |det Do ()|

fiir alle 2 € U. Daraus folgt, dass = — f (¢(x)) |det Do(x)| R-integrierbar
ist und

[ty = [ 56t et Do) .
14 U

Schritt 2: Reduktion auf den eindimensionalen Fall. Wir benutzen
hier den Satz iiber die implizite Funktion. Sei 2° € U fixiert. O.B.d. A.

diirfen wir gﬁ" (2°) # 0 annehmen. Dann kénnen wir die Gleichung

On(T1, -, Tpe1,Tn) = Yn
in einer Umgebung von z° nach x,, auflésen,
T = hn(T1, -, Tne1,Yn)-
Wir betrachten dann o,, definiert durch
on(x) = (21, .., Tp_1, Pn(x)).

o, ist eine bijektive C'-Abbildung einer hinreichend kleinen Umgebung
von z° auf eine Umgebung von ¢(2°). Es gilt

(¢o 0'7:1(5517 cee 7xn—17yn))n = an ('Ila cee 7xn—1ahn(9317 ce 751771,—17yn))

= yna

wohingegen fir 1 <j<n-—1

(¢ © O-le(xlv ce 7xn—17yn))j = ¢J (‘rlv s 7xn—1ah71(x17 . '7$7l—17yn)) .
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Folglich lisst ¢ o ;! die n-te Koordinate invariant und wirkt als von v,
abhingige bijektive C'-Abbildung in den restlichen Variablen y1, . .., ¥n_1.

Da wir ¢ = (¢ oo, ') o 0, schreiben kénnen, wird ¢ schliefllich in einer
kleinen Umgebung von z° die Komposition endlich vieler derartiger o; fiir
Jj=2,...,n.

Schritt 3: Lokalisierung. Wir zeigen jetzt, dass das Theorem gilt, falls wir
fiir jedes € supp f eine Umgebung finden, so dass der Satz fiir stetige
Funktionen mit kompaktem Triger in dieser Umgebung gilt.

Sei O, fiir x € supp f eine derartige Familie offener Mengen mit x € O,.
Endlich viele Oy, , ..., O, iiberdecken supp f, zudem finden wir weiterhin

eine Zerlegung {Xj };.]:1 der Eins iiber K, die sich dieser offenen Uberde-
ckung unterordnet. Dann gilt nach Voraussetzung

| i s = [ 60 @) det Do) do
|4 U

fir alle j. Indem wir tiber die j summieren und ) x;(x) = 1 fir « € supp f
J
ausnutzen, erhalten wir die Behauptung fiir f.

Schritt 4: Kompositionen Wir nehmen an, wir haben zwei Koordinaten-
wechsel ¢: U — V und ¢¥: V — W und das Ergebnis sei fiir ¢, ¢ richtig.
Dann gilt es auch fiir die Komposition ¢ o ¢: U — W.

Tatsédchlich haben wir nach der Kettenregel, dass

det D (1 0 §) (z) = det (Dv) (¢(x)) Dé(x))
— det (DY) (¢(x)) - det D(x),

also

/ f(2)dz = / £ ((y)) |det DY ()] dy

w 1%
- /U £ (1 0 8) (2)) [det D (¢(x))] |det Dé(x)]| d
- /U (0 6) (2)) |det D (0 6) ()] da.

Schritt 5: Der eindimensionale Fall Wegen der bisherigen Vorbereitungen
diirfen wir jetzt

o(x) = (x1,...,Tpn-1,h(x))

mit einer C''-Funktion h und f stetig annehmen. Wegen

1 0 - 0 0
o 1 -~ 0 0
Do(x) = :
0 0 1 0
Oh Oh Oh Oh

oxq Oxo T Oxp_1 Ox .,
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gilt % # 0. Folglich ist die Abbildung z, — h(z1,...,2,-1,2,) bei
festem (21,...,2,_1) strikt monoton (wachsend oder fallend).

In jedem Fall gilt

/ £ ((x)) |det Do) dz

/fxl,.. a1, h(a)) | S (0)

/...</f(xl,...,xn_l,h(x))‘aax}l(x) da:n>...dx1
:/...(/f(yl,...,yn)dyn>...dylz/vf(y)dy

11.2.5 Absolute Riemann-Integrierbarkeit

dx

Wir wollen jetzt von der Einschrankung wegkommen, dass der Integrand kom-
pakten Tréger hat.

Definition 11.34. f: U — R, wobei U C R" offen, heifit lokal Riemann-
integrierbar, falls fiir alle K € J(U) die Funktion xx f Riemann-integrierbar
ist.

Bemerkung. Eine dquivalente Bedingung ist, dass fiir jede stetige Funktion
h: U — R mit kompaktem Tréager die Funktion hf R-integrierbar ist. Insbe-
sondere sind stetige Funktionen f: U — R lokal R-integrierbar.

Fiir eine Funktion f: U — R setzen wir

I+ zmax{f,O}, I- :max{—f,O}.

Dann gilt
f+207 f7207 f:f+_f*7 |f|:f++f*

Definition 11.35. Sei U C R™ offen, f: U — R. Dann heifit f absolut R-
integrierbar iber U, falls f lokal R-integrierbar und

sup /|f(a:)|d:c<oo

KeJgU)JK

ist. In diesem Fall setzen wir

[r@ir= sp [ @i s [

Bemerkung. Um diese Definition zu rechtfertigen, miissen wir zeigen, dass sich
fir f: U — R R-integrierbar mit kompaktem Tréger tatsédchlich der alte Wert
fiir [, f(z) dx ergibt.
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Beweis. Wir diirfen f > 0 annehmen. Dann gilt fiir jedes K € J(U), dass

A{f(x)dmz/}msuppff(x)dmﬁ/Uf(x)dac.

Weiterhin gilt supp f € J(U) und

/Suppff(x)dx = /Uf(x)dx
O

Bemerkung. Die Klasse der absolut R-integrierbaren Funktionen iiber U bilden

einen R-Vektorraum. Diese Klasse ist jedoch nicht abgeschlossen unter punkt-

weiser Multiplikation. So ist die Funktion z +— % absolut R-integrierbar {iber

2
(0,1), die Funktion x — (%) = I jedoch nicht.

Lemma 11.36. Sei U C R™ offen. Dann gibt es eine Folge { Ky} in J(U) mit

U K =U und Ky, C K, fiir alle k.
kEN

Beweis. Fur k € N setzen wir
Crp={xcU||z| <k, dist(z,0U) > 1/k},

wobei dist(z,0U) = inf{|z — y| | y € U }. Die Mengen C}, sind kompakt (nach
dem Satz von Heine-Borel), auerdem iiberdecken diese Mengen U. Da U offen
ist, ist dist(z,dU) > 0 fiir jedes x € U. Weiterhin gilt

Crp C{z eU ||| <k+1, dist(z,0U) > 1/(k+1)} C Cp,,.

Die Mengen C}, sind moglicherweise nicht Jordan-messbar. Um Mengen in J (U)
zu erhalten, wihlen wir fiir jedes € C}, ein achsenparalleles Rechteck in Cf
mit Mittelpunkt z. Wir wéhlen dann endlich viele dieser Rechtecke, deren In-
neren die Menge C}, iiberdecken. Sei K}, die Vereinigung dieser endlich vielen
Rechtecke. Dann ist K, € J(U) sowie

Cr CKp, CK,CCpyy
und damit
Ua=E:=U.
k k
O

Satz 11.37. Sei U C R™ offen, f: U — R lokal R-integrierbar, {Ky} wie im
vorigen Lemma. Dann sind dquivalent:

(i) f ist absolut Riemann-integrierbar iber U.
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(ii) {ka |f(2)] dI}kGN ist eine beschrdnkte Folge.

Unter diesen Bedingungen ist die Folge {ka |f(z)] dI}keN monoton wachsend
und

lim . f(x)dx:/Uf(x)dx.

k—o0

Beweis. (i)=(ii). Da f genau dann absolut R-integrierbar ist, wenn fy, f_
absolut R-integrierbar sind, diirfen wir f > 0 annehmen. (ii) folgt dann, da

. (z) dngggl()U)/Kf(x) d:c:/Uf(x) dz.

(il)=(i). Sei K € J(U) beliebig. Die Mengen K} iiberdecken K, folglich iiber-
decken endlich viele dieser K, die kompakte Menge K. Wegen K, C K}, gibt
es somit ein N mit K C K3,. Es folgt (wiederum unter der Annahme f > 0)

/ f(z)dx < f(z)dzx < lim f(z)dx.
K KN k—oo Ky
Folglich ist f absolut R-integrierbar iiber U. Zudem gilt
/ f(x)dz = sup / f(z)dz = lim f(z)dx.
U KegU)JK k—oo J g,

O

Folgerung. Seien U,V C R™ offen und sei ¢: U — V eine bijektive
C'-Abbildung. Dann ist f genau dann absolut R-integrierbar iiber V, wenn
(f o ¢)|det Dy| absolut R-integrierbar iiber U ist. In diesem Fall gilt

[ 1wy = [ 5 6t@)) laet Do)
|4 U

Beweis. Approximiere f durch R-integrierbare Funktionen mit kompaktem Tra-
ger. O

Beispiel 11.38.
/ e~ dr = /7.

— 00

Die Funktion f: RZ — R, f(z,y) = e~ @ +%") ist stetig und somit lokal R-
integrierbar. Weiterhin gilt in Polarkoordinaten (r,0) mit = r cos 6, y = r sin 0

27 R )
/ flx,y)dedy :/ / re” " drdf
le.y|[<R o Jo

2 R
2
:W(l—e*R)Sw.
0

-r

2

[§]

=27
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Wir schlussfolgern, dass f absolut R-integrierbar iiber R? ist und

/ e~ (&%) gy dy = lim flz,y)dedy = .
R? f=eo Jiayl<r

Andererseits gilt

/ e~ @) g dy = lim f(z,y) dx dy
R2 R—oo [—R,R]2

R 2 R 2
= lim / e 7 dx / e ¥ dy
R—o0 R R
R ) 2 oo ) 2
lim / e P dr| = (/ e’ dac) .
R—o0 —R —00

Also gilt (da das Integral positiv ist)

/ e dr = /7.

11.2.6 Weitere Eigenschaften des absoluten R-Integrals

Wir beschéftigen uns jetzt u.a. mit der Vertauschbarkeit von Integralen und
Limesbildung.

Lemma 11.39. Sei K € J(R™) und {fi} eine Folge reeller Funktionen auf K
mit folgenden Figenschaften:

(i) {fr(x)} ist monoton fallend fir jedes x € K, d.h. fry1(z) < fr(x) fir
allek e N, x € K.

(i) klim fr(x) =0 fir jedes x € K.

(iii) f1 ist beschrdnkt.
Dann gilt
lerEO / fr(z)dz =0.
K

Beweis. Sei e > 0. Wir finden stetige Funktionen g, auf K mit 0 < g < fj, und

/fk(;v)d:rg/ng(m)dm—i—zk%.
K

Wir definieren dann stetige Funktionen hj auf K vermoge hy = g1 und hy =
min{gy, hy—1} fiir & > 2. Die Folge {ht} ist punktweise monoton fallend und
klim hi(z) =0 fiir alle z € K (da hi(x) < fr(z)). Weiterhin

fx — hi = fr — min{gx, hx—1} = max{fx — gx, fr — hr—1}
< (fe —gr) + (fe = he—1) < (fe — g&) + (fo=1 — ha—1),
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also induktiv

fe—he < Y (fi—95)

1<5<k

und

Die Folge {h},cy konvergiert gleichmdfiig auf K gegen Null (dies war eine
Klausuraufgabe!), insbesondere existiert ein kg mit

/ hi(z) de < ¢
K 2
fir alle k > ky. Es folgt

fiir alle k > ko. O

Satz 11.40. Sei K € J(R™), {fx} eine beschrinkte Folge R-integrierbarer
Funktionen auf K mit klim fe(x) = f(x) fir alle v € K. Weiterhin sei f R-

integrierbar. Dann gilt

/K f(a)de = Jim /K Fu(z) da.

Beweis. Indem wir f;, durch fr — f ersetzen, diirfen wir f = 0 annehmen.
Indem wir f, = (fx), — (fx)_ schreiben, diirfen wir weiterhin f > 0 fiir alle k
annehmen.

Die Funktionen g, = sup{fkﬂ- | JE NO} sind reellwertig (da die Folge {fx} auf
K beschrinkt ist). Die Folge {gr} ist monoton fallend und konvergiert punkt-
weise gegen Null, aulerdem ist g; beschrankt. Damit

0 < lim fe(z)dz < lim /gk(m) dx = 0.
k—oo Ji k—>ooi
K



90 KAPITEL 11. INTEGRALE UBER RAUMLICHE BEREICHE

Wir erhalten damit folgendes Resultat:

Theorem 11.41 (Arzeld). Sei U C R™ offen, {fi} eine Folge iber U absolut
R-integrierbarer Funktionen. Es gelte:

(i) klim fre(x) = f(x) fir alle x € U und f ist absolut R-integrierbar iber U.

(ii) Es gibt eine absolut R-integrierbare Funktion g: U — R mit | fr(z)| < g(x)
fir alle x € U und k € N.

Dann gilt
/ f(x)de = lim [ fi(z)de.
U k—oo Jy

Beweis. Sei € > 0 beliebig. Es gibt dann ein K € J(U) mit

[ pora<s [ nwies [ o<

Geméf dem vorigen Satz existiert ein kg, so dass

\ [ f@ds= [ iw)as

€
< =
-3

fiir alle k& > kg, also

/Uf(x)dx—/[]fk(m)dx

§‘/Kf(x)dw/ka(x)dm +/U\K|f(x)dIJr/U\KIfk(x)IdISG
fir alle k > kg. O

Satz 11.42. Seien U CR™, V C R" offen und sei f: UXxV — R eine Funktion
mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir jedes x € U ist die Funktion y — f(x,y) absolut R-integrierbar iber
V.

(ii) Die totale Ableitung D,f: U x V. — L(R™,R) emistiert, wobei fiir jedes
x € U die Abbildung y — (D4 f) (z,y) (komponentenweise) absolut R-
integrierbar iber V und fiir jedes y € V' die Abbildung x — (D.f) (z,y)
stetig ist.

(iii) Es gibt eine absolut R-integrierbare Funktion g: V — R mit | D, f(z,y)| <
g(y) fir alle (z,y) €U x V.

Dann ist die durch F(z) = fV f(z,y)dy definierte Funktion F: U — R diffe-
renzierbar und

DF(z) = /V (Do f) (2 9)dy, z €.
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Beweis. Sei 2° € U, h € R™ mit 2° + sh € U fiir alle s € [0,1]. Nach dem
Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechung gilt

1
P+ hy) — fa0y) = ( | Desta® +sh) ds) h
0

Daher gilt

P4 1) = P - ([ 0060 )

(/v (f(2° + hyy) — f(@°,y) — (Do )" y)) dy) )

</V /01 (D f)(@° + sh,y) — (Ds f)(2°, )] dsdy> "

Wir miissen zeigen, dass

lim /V/O (D, f)(2° + sh,y) — (Dyf)(2°, y)] dsdy = 0.

h—0

Dazu wihlen wir eine beliebige Folge {hx} C R™ mit hy — 0 fiir kK — oco. Dann
(Do f)(2° + shg,y) — (Dif)(2°,y) — 0 fiir k — oo und alle (s,y) € [0,1] x V.
AuBlerdem gilt

|(Def) (2 + shy, y) — (Do f) (2%, 9)| < 29(),

wobei die Funktion [0,1] x V' — R, (s,y) — 2¢(y) absolut R-integrierbar ist.
Mittels des vorigen Satzes folgt

k—oo

i [ [ 1D+ shio) = (Do) dsdy =0,

und daraus folgt die Behauptung. O

11.3 Integralsitze

11.3.1 Untermannigfaltigkeiten des R™

Definition 11.43. Sei M CR", M # 0, d € Ny, d < n und k € NU{co}. Dann
heiit M eine C*-Untermannigfaltigkeit von R™ der Dimension d, falls fiir jedes
20 € M eine Umgebung U C R™ von z° und eine C*-Abbildung f einer offenen
Teilmenge V C R? nach R"~ existieren, so dass

MU= {(yf)|yeV}.

Hierbei ist moglicherweise die Reihenfolge der Koordinaten (z1,zs,...,z,) im
R™ zu dndern.
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M CR”

Rr—d

Abbildung 11.5: Zur Definition einer C*-Untermannigfaltigkeit

Beispiel 11.44. (i) d = 1: C*-Kurven.

(ii) d = 2: C*-Flichen.

(ili) d = n — 1: C*-Hyperflichen. So ist S"~! = {z € R" | |z| = 1} eine C>°-
Hyperflache im R™. Um dies zu sehen, wihlen wir einen beliebigen Punkt
20 € S"1 beispielsweise 2° = (0,...,0,1). Mit U = {x e R" | Ty > 0}
gilt dann

S"ilﬂUz{xe]R” } lz| =1, z, >0}
={(2/,V/1-]2']?) | 2’ eR" 7}, 2| <1},

und die Abbildung f: V — R mit V = {2/ e R | |2/| < 1}, f(z/) =

/1= |2 ist ¢,

(iv) d = n: Offene Teilmengen im R" sind C°°-Untermannigfaltigkeiten des
R™.

Lemma 11.45. Ist die Abbildung f: V — R wie im obigen Lemma, so ist
die Abbildung h: V — R™,
hy) = (y, f(y))

injektiv, die Umkehrabbildung h=': h(V) — V ist stetig und Dh(y) € L(R?, R")
ist injektiv fir alle y € V.

Beweis. h ist offenbar injektiv und die Umkehrabbildung h=1: h(V) — V,
(y, f(y)) — y ist stetig als Projektion auf den ersten Eintrag. Weiter erhalten

wir
I
Dh(y) = ,
) (Df (y)>
wobei I die d x d-Einheitsmatrix ist, so dass Dh(y) fiir y € V injektiv ist. O

Definition 11.46. (i) Sei D C R? offen, nichtleer, d < n. Eine C*-Abbildung
0: D — R"™ mit k € NU {oo} heiBt eine C*-Immersion, falls Dp(y) €
L(R4 R™) fiir alle y € D injektiv ist.
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(ii) Eine C*-Tmmersion ¢: D — R™ heiBt C*-Einbettung, falls ¢ injektiv und
die Umkehrabbildung ¢~!: ¢(D) — D stetig ist.

Beispiel 11.47. (i) Fiir jedes r > 0 ist die Abbildung
¢: R —R? () = (rcos,rsinh)

eine C*-Immersion. Das Bild ist die Kreislinie {z € R? | |2| = r} mit
Mittelpunkt 0 und Radius r. Die Abbildung 5‘7’(0 2m)’ (0,27) — R ist eine
C*°-Einbettung.

(i) Die Abbildung ¢: R — R2?,
Y(t) = (* —1,6> —t)
ist eine C'*°-Immersion. Diese Abbildung ist injektiv auf (—oo, 1) (day(t) =
¥(s) genau dann gilt, wenn ¢t = s oder ¢, s € {+1,—1}), jedoch ist die

Umkehrabbildung 1 ~1: ¢ ((—00,1)) — (—oc, 1) nicht stetig an (0,0). An-
dernfalls gédbe es ein § > 0 mit

t+1] = |t —¢~1(0,0) <

DN =

fiir t < 1, [¢(t) — (0,0)] < 4. Aus . li{nOw(t) = (0,0) erhalten wir einen
Widerspruch.

Lokal in der Néhe eines jeden Punktes ist eine Immersion jedoch eine Einbet-
tung:

Satz 11.48. Sei V C R? offen, d < n, k € NU {oo} und sei ¢: V — R" eine
Ck-Abbildung mit Do(y°): RY — R™ injektiv fiir ein y° € V. Dann gibt es eine
Umgebung D C V von y° mit:

(i) (D) ist eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™.

(ii) Es gibt eine offene Umgebung U C R™ von 2° = o(y°) und eine bijektive
Ck-Abbildung ®: U — ®(U) C R, so dass fiir alle y € D

Pop(y) = (y,0) € RT x R" ™,
Insbesondere ist cp|D: D — R" injektiv.

Beweis. (1) Dp(y°): R? — R™ hat Rang d, insbesondere gibt es in der Matrix

91 ... &
Y1 0ya
. . 0
: oY)
8‘Pn . 84771,

Ay1 0Ya
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d Zeilen, die linear unabhingig sind. O.E.d. A. seien dies die ersten d
Zeilen. Wir definieren

g=(p1,...,04): V—>Rd,
h=(Pds1,--- 0n): V = R

Dann ist Dg(y°) € L(RY,RY) invertierbar. Folglich gibt es eine offene
Umgebung D C V von 4° und eine offene Umgebung W C R? von g(y°), so
dass g|D : D — W bijektiv ist. Wir nehmen w = g(y) als neue unabhingige
Variable. Dann

p(D) = {(w, p(w)) [ we W}
mit W C R? offen und f = hog~': W — R"? eine C*-Abbildung.

(ii) Wir definieren
P: D xR W x R" 4,
U(y,2) = d(y) + (0,2) = (9(y), h(y) + 2).
Aus (i) folgt, dass 1 eine C*-Inverse ® besitzt, namlich ®(t,w) = (¢~ (w),
t — f(w)). Wir setzen dann U = W x R"~? und erhalten
Do p(y) = 2(9(y), h(y))
= (97" (9®)), h(y) = f (9()) = (4,0)

fir y € D.
O

Folgerung. Sei D C R? offen, d < n, k € NU {oc}. Sei p: D — R” eine C*-
Einbettung. Dann ist (D) eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von
R™.

Wir werden folgendes Resultat benttigen:

Lemma 11.49. Sei M eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R™.
Seien D, E C R? offen und ¢: D — R™ und 1): E — R™ C*-Einbettungen mit
o(D) C M, Y(E) C M und o(D) NY(E) # 0. Dann sind die Mengen o(D),
W(E) offen in M und die Abbildung

v o o7 (D) NY(E)) — o7 (p(D) NY(E))
ist eine C*-Bijektion.

Satz 11.50. Sei M C R", M # 0. M ist genau dann eine d-dimensionale
Ck-Untermannigfaltigkeit von R™ , wenn es C*-Einbettungen ¢;: D; — R"
mit D; C RY offen, p;(D;) € M gibt, so dass die U; = ¢;(D;) eine offene
Uberdeckung von M bilden.

Beweis. (=) Dies folgt direkt aus der Definition einer C*-Untermannigfaltig-
keit und Lemma 11.45.
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(<) Jede der Mengen U; ist eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit
des R™. Da diese Mengen M iiberdecken und da der Begriff einer C*-
Untermannigfaltigkeit durch eine lokale Eigenschaft definiert ist, folgt die
Behauptung.

O

Definition 11.51. Die (Uj, gaj_l) wie im vorigen Satz heiflen Koordinatenum-

gebungen auf M, die vermoge 90;1 von D; C R? nach M transportierten Eukli-
dischen Koordinaten heilen lokale Koordinaten auf M (in Uj).
Die Abbildungen

@it oo (U NUy) — @3 (U; NUy)

zwischen offenen Teilmengen des R? (fiir U; N U # 0) heifien lokale Koordina-
tenwechsel auf M.

Um eine Integrationstheorie auf Untermannigfaltigkeiten aufzubauen, benotigen
wir auch:

Satz 11.52. Sei {U,} eine offene Uberdeckung von M durch Koordinatenum-
gebungen. Dann gibt es eine lokal endliche Teiliberdeckung {V;} von {U;} (d. h.
fir jedes 1 gibt es ein j mit Vi = Uj, zudem ist fir jede kompakte Menge K C M
die Menge {1 | KNV, # 0} endlich) und eine zugehérige Zerlequng {x;} der
Eins, d. h. stetige Funktionen x;: M — R mit supp x; C V; fiir alle | und

le(x) =1
1
fiir alle x € M.

11.3.2 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

Sei M eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R™. Wir mochten jetzt
itber M integrieren. Wir betrachten dazu zuerst das Problem lokal und denken
uns M nahe z° € M vermoge einer C*-Einbettung ¢: D — R™ mit D C R?
offen, p(y°) = 2° fiir ein y° € D und p(D) C M parametrisiert. Sei weiterhin
f+ M — R mit supp f C ¢(D). Ist dann f o p R-integrierbar iiber D, so kénnen
wir das Integral

1(f) = /D (f o 9) (v) dy

betrachten. Ist jedoch 1: E — R™ eine weitere C*-Einbettung wie oben mit
supp f C (D) Ny (E), so erhalten wir

1,(f) = /E (f o) () dz = /D (f o) () |det D (6~ 0 ) (4)] dy.

IFiir jedes € M ist die Summe Y x;(x) endlich.
1
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und letzteres ist im Allgemeinen verschieden von I,(f) (aufler im Spezialfall
eines volumenerhaltenden Koordinatenwechsels, wenn ‘det D (v=toyp) (y)| =1
fiir alle y € D). Auf diese Weise erhalten wir keinen invarianten Integralbegriff.

Wir erhalten jedoch einen invarianten Integralbegriff, falls wir definieren:
Definition 11.53. (i) Sei ¢: D — R™ mit D C R? offen eine C*-Einbettung,
f: o(D) — R mit kompaktem Triger. Dann heifit f R-integrierbar diber

M = ¢(D), falls f o p: D — R R-integrierbar iiber D ist. In diesem Fall
setzen wir

[ s@am@) = [ 1ew)yae (Do) Detw) do

(ii) Ist M C R™ eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R” und hat
f: M — R kompakten Tréger, so heiflit f R-integrierbar iber M, falls es
eine lokal endliche Uberdeckung {U;} von M mit Koordinatenumgebungen
und eine zugehdrige Partition {x,} der Eins gibt, so dass x; f fiir alle j
R-integrierbar iiber U; ist. Wir setzen dann

/M CLUCEDS /U () @)y @)

(iil) Absolute R-Integrierbarkeit iber M definieren wir jetzt wie im Fall offener
Teilmengen U C R™.

Fiir eine lineare Abbildung A € £L(R4, R™) ist AT A € L(R?) und det (AT A) > 0.
Definition 11.54. Wir definieren w: £(R? R") — R durch

w(A) = y/det (AT A).
Die Funktion w hat folgende Eigenschaften:
(a) w(AB) = |det B|w(A) fiir B € L(RY),
(b) w(CA) =w(A) fir C € O(R™).
Beweis. (a) Es gilt
w(AB)? = det((AB)" (AB)) = det (BT (AT A)B)
= det BT det(AT A) det B = (det B)*w(A)>.
(b) Es gilt CTC = I und

w(CA)? = det((CA)"CA) = det (AT(CTC)A)
= det(ATA) = w(A)*.
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Fiir eine C*-Einbettung ¢: D — R", D C R? offen, p(D) C M setzen wir jetzt
firye D

we(y) = w (Dp(y \/ det (De(y)" De(y))-

Lemma 11.55. Seien p: D — R", ¢: E — R" zwei C*-Einbettungen wie oben
mit p(D) NY(E) # 0. Dann gilt fir y € o= (p(D) NY(E))

wy(y) = |det D (™1 0 p) (y)| wy(2)

wobei z = 1~1 o p(y).
Beweis. Mit der Kettenregel gilt

Do(y) = DY(2)D (¢~ o) (y),

und es bleibt obiges Resultat mit A = D (z), B = D (w_l o <p) (y) anzuwenden.
O

Lemma 11.56. Die Integrale in Definition 11.53 (ii), (iil) sind wohldefiniert.

Beweis. Wir behandeln (ii), (iii) folgt dann wie zuvor.
Sei also {V;} eine weitere lokal endliche Uberdeckung von M mit Koordinaten-
umgebungen und {x;} eine zugehorige Zerlegung der Eins. Dann gilt

S [ 06 e, ) d
-3 / S0 0 0 550, 0
_Z/E X (Vi(2)) x5 (0i(2)) f (Wi(2)) we, (0" o hi(z))

’detD(v oy(2))| dz

> /E ng ) (%0f) ((2)) win (=) d=
=3 [ D Grn a1

O

Bemerkung. Fiir eine 1-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit parametrisiert
durch v: I — R" erhalten wir

L #(x) do| = /Mf(x)dM

wobei M = ~(I).
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Wir haben die iiblichen Begriffe, insbesondere heifit eine Menge A C M Jordan-
messbar in M, falls die Funktion y4: M — R R-integrierbar ist. Wir setzen
dann

volg(A) = /M Xxa(x)dM.

Eine Teilmenge A C M heifit vernachlissigbar in M, falls A Jordan-messbar in
M ist und voly(A) = 0.

Satz 11.57. Seien p;: D; — R" fiir j = 1,...,J endlich viele C*-Einbettungen
mit p;(D;) € M. Weiter sei:

(i) »;i(Dj) Ny (Dy) =0 fiir1<j<j <J.
J

(ii) M\ U ¢;(D;j) ist vernachldssigbar in M.
j=1

Sei f: M — R eine lokal beschrinkte Funktion (d.h. f ist beschrinkt auf kom-
pakten Teilmengen von M). Dann ist f absolut R-integrierbar iber M genau
dann, wenn (f o ¢)w, absolut R-integrierbar iber D; fir jedes j ist. In diesem

Fall gilt
| r@an =% [ f et et i

11.3.3 Integration einer totalen Ableitung

Sei jetzt 2 C R™ eine offene beschriinkte Menge. Wir nehmen an, dass 912 eine
Cl-Hyperfliiche im R" ist und dass 2 einseitig beziiglich seines Randes liegt. In
mathematischen Termen bedeutet dies, dass es fiir jeden Punkt z° € 9Q eine
offene Umgebung U C R™ von z° und eine C'-Funktion h: U — R mit VA # 0
auf U gibt, so dass

QNU ={z €U | h(z) <0}.

Bemerkung. Dann gilt 00NU = {z € U | h(z) =0}, U\ Q= {z € U | h(z) >
0}.

Definition 11.58. Unter diesen Bedingungen definieren wir die duflere Ein-
heitsnormale n = n(z") an 9Q in 2° € 9Q als

VA"

[Vh(z®)]"

Lemma 11.59. Die dufere Einheitsnormale n ist durch folgende Bedingungen
eindeutiq festgelegt:

(i) |n| =1.

(i) 2%+ sn & Q fiir kleine s > 0.
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n(z)

Abbildung 11.6: Die duflere Normale

(iii) Fir jede C1-Kurve v: (—=1,1) — R™ mit v(0) = 2° und v((—1,1)) C
o0NU gilt

(n,7'(0)) = 0.

Beweis. Zu (iii): Es gilt h(v(t)) = 0, also Vh (y(t))v'(t) = 0 fiir alle t. An der
Stelle t = 0 folgt (n,~'(0)) = 0. O

Satz 11.60. Sei Q C R™ eine offen, beschrinkte Menge mit C'-Rand 052, so
dass ) einseitig beziiglich 0S) liegt. Sei f: Q — R eine C'-Funktion, so dass
sich f und VT f: Q — R™ zu stetigen Funktionen auf Q fortsetzen lassen (das
ist gleichbedeutend damit, dass f und VT f sind gleichmdfig stetig auf ). Dann
gilt

[ () @ da= [ o) oo,
Q oQ
wobei n: O — R die dufiere Finheitsnormale bezeichnet. In Komponenten

af

(@) dr = [ fa)n(z) d(O9)
] o0

firj=1,...,n.
Bemerkung. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, wonach
b
| r@ds= o)~ @
fiir eine stetig differenzierbare Funktion f: [a,b] — R gilt, ist ein Spezialfall.

Beweis. 1. Schritt. Wir zeigen, dass es fiir jede Stelle 2 € Q eine Umgebung
U, C R" von x so gibt, dass aus supp f C U, die Giiltigkeit der Ausssage des
Satzes fiir f folgt.
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Fall 1. 2° € Q. Wir wihlen ein achsenparalleles Rechteck U,o = H?Zl(aj, b;)
in Q, das z° enthilt. Dann gilt mit U’ = H?;ll(aj,bj) fiir supp f C Uyo

of _ beof /
A axn(a:)dx—// ( 5 3xn( T ) Ay, | dx

= [ b~ fa ) da’ =

Analog erhilt man [, ngj(x) dr=0fir j=1,...,n—1 und damit die Behaup-
tung.

Fall 2. 29 € 9Q. Wir zeigen, dass

/ Vf(z)vde :/ f(@)u(z) - vd(0Q)
Q o

fiir jeden Vektor v € R™ gilt. Da beide Seiten linear in v sind und sich jeder
Vektor im R™ aus Vektoren mit u(z") - v > 0 linear kombinieren lisst, geniigt
es, dies fiir alle Vektoren v mit u(z") - v > 0 zu zeigen.

Sei v € R™ ein derartiger Vektor. Wir koordinatisieren 02 in der Nihe von
20 vermoge einer Cl-Einbettung p: D — R™ mit D C R ! offen, 0 € D,
©(0) = 2% und ¢(D) C 9. Wir betrachten dann

D: D x(—€,€) = R", (¥, yn) — @) + yav.

Wegen det ©(0,0) = det (Dp(0),v) # 0 ist @ fiir D und € > 0 hinreichend klein
ein C''-Koordinatenwechsel. Es gilt

(V1) (@) v = (V1) (0y') + yuv) v = % (o) + ).

Wir benotigen folgendes Resultat aus der linearen Algebra:

Lemma 11.61. A € L(R""',R") habe Rang n — 1 und sei ker AT = {\n ’
A € R} fir n € R, |n| = 1 (beachte, dass dimker AT = 1). Dann gilt fir ein
beliebiges v € R™

|det (A v)| = |n-v| w(A),

wobei w(A) in Definition 11.54 eingefihrt wurde.

Beweis. 0.B.d. A. diirfen wir n = (0,...,0, 1)T annehmen (weshalb?). Dann

A= (F), wobei B € L(R""?!) invertierbar ist und die 0 in der letzten Zeile fiir
(0,...,0) steht, sowie w(A) = |det B|. Wir erhalten mit v = (" ), dass

’
v
Un

|det (A v)| = 0

!/
det <B :j )‘ = |det B| |vn| = |n - v] w(A).
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Indem wir dieses Lemma mit A = Dp(y’) und n = n (p(y’)) anwenden, erhalten
wir

[det ®(y/, 0)] = |det (Dp(y)  v)| = nle(y))) v ws(y)-
Es ergibt sich fiir supp f C Uyo = @ (D X (—¢,¢))

[ viapin = [ " (o) + 0) du det (D) )|
o = N Py Yn Yn Py Y

- /D £ (o) n(o(¥)) - v wyly) dyf

= (z)n(z) - vd(0Q).
o0

2. Schritt. Sei nun f: 2 — R wie in der Formulierung des Satzes, ansonsten
beliebig. ) -
{Us},cq ist eine offene Uberdeckung von . Wir wihlen eine endliche Teil-

_ K
iiberdeckung aus, also Q C |J U,,. Sei {Xk}i(:l eine zugehorige C''-Zerlegung
k=1
der Eins?, d.h. die yx: R® — R sind C'-Funktionen mit supp xx C U,, und
K _
> xk(z) =1 fiir alle € Q. Dann gilt mit dem 1. Schritt
k=1

K
/Q Vs)ds =3 /Q V7 (xif) () do

K
=3 [ txeh) @t o)

= - f(z)u(x)d(09).

11.3.4 Eine Verallgemeinerung

In Anwendungen muss man hiufig tiber Gebiete integrieren, deren Rénder nicht
C! sind, aber ,fast so gut“ (z. B. wenn 2 ein polygonales Gebiet ist). Um der-
artige Situationen behandeln zu kénnen, schwéchen wir die Voraussetzungen im
vorigen Satz ab.

Definition 11.62. Eine kompakte Menge S C R" heiflt vernachldssigbar im
(n — 1)-dimensionalen Sinne, falls

/ng (z) dz = o(e) fiir e — +0,
Rn,

2Der Beweis von Satz 11.31 148t sich leicht dahingehend abdndern, dass er eine C'-
Zerlegung der Eins liefert.
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d. h. falls

gilt. Hierbei ist S, = {z € R" | |z — y| < e fiir ein y € S}.

Beispiel 11.63. Ist S endliche Vereinigung von héchstens (n — 2)-dimensionalen
Untermannigfaltigkeiten des R™, so ist S vernachléssigbar im (n — 1)-dimensio-
nalen Sinne.

Wir machen jetzt folgende Voraussetzungen an 2:
(i) 2 C R™ ist offen, beschrankt.

(ii) Es gibt endlich viele (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten
My,...,Mg des R™ mit M;, C 09 fiir alle ¥ und M;, N My, = ( fiir
K
k # K, so dass 00\ |J M} vernachlédssigbar im (n — 1)-dimensionalen
k=1
Sinne ist.

(iii) € liegt einseitig beziiglich jedes Mj.

Theorem 11.64. Unter diesen Voraussetzungen sei f: Q0 — R eine gleichmdjig
stetige C'-Funktion, so dass VT f: Q — R™ absolut R-integrierbar ist. Dann gilt

[V r@ae= [ j@m@aon.
K
wobei die rechte Seite als Y ka f(z)u(z) dMy, interpretiert wird.
k=1

11.3.5 Einige Anwendungen

In den folgenden Beispielen sind €2 und alle auftretenden Funktionen hinreichend
gut, damit die vorigen beiden Sétze anwendbar sind.

Beispiel 11.65. 1. (Partielle Integration). Fiir f,g: Q — R gilt

| s@ @i~ [ pwitan @ aon - [ L@

firj=1,...,n

Bewets. Es gilt

g 9 / of
dzx — de — | =Lgdx
f oz, o 92 (f9) o 92,7
of
= n; d(OQ —/— dx
tégfgj 09) - [ 5o
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2. (Gauflscher Satz). Sei F': 2 — R™ ein Vektorfeld. Dann gilt

div F(x) dx = F(zx) - n(x)d(0Q).
Q T9)

OF;
6.’L'j

Beweis. Wegen divF = )" gilt
j=1

diVFdng /—jdx:E / Fin; d(092
/Q = Ja Oz; = Joa T (06

= /aQF~nd(8Q).

3. (1. Greensche Formel). Fiir f,g: Q — R gilt
99
[ @) @9 @dr= [ 1) @ dom)
Q oQ n
— /Q (VIf) (2) - (Vg) (z) da.
Hierbei ist g—g(x) = Vyg(z)n die sogenannte Normalenableitung.
Beweis. Wegen A = div-V7 gilt
/ fAgde = / div (fV7'g) da — / (VTf)-(V'g) dx
Q Q Q
= [ fVTg-ndoQ) —/ (VTf) - (V'g) da.
Q

o0

4. (2. Greensche Formel). Fiir f,g: Q — R gilt
/gz (f(z) (Ag) (z) — (Af) (x)g(x)) dz

~ [ (1052w - Gt ) acon)

Beweis. Man vertausche die Rollen von f, ¢ in 3. und subtrahiere die so
erhaltenen Gleichungen. O
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Kapitel 12

Gewohnliche
Differenzialgleichungen

12.1 Grundlegende Begriffe

Definition 12.1. (i) Ein System von M gewdéhnlichen Differenzialgleichungen
in N unbestimmten Funktionen ist eine Gleichung der Form

F(z,u(z),d (z),u"(z),. .. ,u(m)(x)) = f(z), zel. (12.2)
Hierbei ist I C R ein Intervall, u = (ul, . ,uN)T ist die gesuchte Funktion,
du d“u d™u
r_ 2" n_ = ® o (m) _
T dz?’ Y dxm

und die stetigen Funktionen

F:UCIXxRY x... xRV - RM
N—————

m + 1 Faktoren

und f: I — RM sind gegeben. m heifit die Ordnung des Systems.

(ii) Das System (12.2) heift linear, falls F eine lineare Funktion in u(z), u'(x),
.., ul™) ist, also

F(z,u,u,. .. ,u(m))

= ag(z)u™ + ay (@) u™ Y + o a1 (2)U + am (z)u.

Hierbei sind die a;(z) fir j =0,...,m M x N-Matrizen.
Hat F' die Form

F(z,u,u/,. .. ,u(m)) =a(z,u, v, ... ,u(m_l)) u(™ 4 b(z, u, ;... ,u(m_l)),

105
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so heifit das System (12.2) quasilinear (d. h. das System ist linear in der héchsten
Ableitung).
Das allgemeine System (12.2) heifit voll nichtlinear.

(ii) Eine klassische Lisung des Systems (12.2) ist eine Funktion u: I — R der
Klasse C™ mit (z,u(z),u/(z),...,u™ (2))T € U fiir alle 2 € I und Gleichung
(12.2) ist punktweise erfiillt.

Beispiele fiir gewdhnliche Differenzialgleichungen
1. Besselsche Differenzialgleichung: v’ + 1u/ + ( — ;—2;) u=0.
2. Airysche Differenzialgleichung: v” = xu.

3. Bernoullische Differenzialgleichung: v’ = a(z)u + b(x)uP, p € N.

4. Riccattische Differenzialgleichung: v’ = a(x)u?® + b(x)u + c(z).

12.2 Ein lokaler Existenzsatz

12.2.1 Funktionalanalytische Vorbereitungen

Definition 12.3. Sei V ein R-(oder C-)Vektorraum. Eine Funktion |-|| : V —
[0,00) heifit eine Norm auf V, falls Folgendes fiir alle u, v € V, « € R (oder
a € C) gilt:

(i) |lu|| = 0 impliziert u = 0,
(if) [low] = [ [|u]
(i) flu+ ol < flul + lo].
Ein mit einer Norm versehener Vektorraum (V/ ||-||) heifit ein normierter Raum.

Beispiel 12.4. (R”, |-|p) ist ein normierter Raum fiir 1 < p < oo, wobei

Lemma 12.5. (i) Ist (V,|-||) ein normierter Raum, so istd: VxV — [0, 00),
d(u,v) = [lu— vl
eine Metrik auf V.

(ii) Die Vervollstindigung eines normierten Raumes als metrischer Raum ist
in kanonischer Weise ein normierter Raum.
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Beweis. (i) Ubungsaufgabe.

(ii) Ist {u.,,} eine Cauchyfolge in V', so existiert lim ||u.,|. Ist {v',} ei-
m— 00
ne weitere Cauchyfolge mit lm |u,, — /s | = 0, so gilt lm |luy,| =
m—00 m—00
lim ||y, ||. Auf diese Weise ldsst sich eine Norm auf der Vervollstin-
m— 00

digung von V als
1)l =t ]

einfithren, wobei [{u,,}] die Aquivalenzklasse von {u,,} bezeichnet.
O

Definition 12.6. Ein normierter Raum (V/ ||-||), der als metrischer Raum voll-
stdndig ist, heifit ein Banachraum.

Definition 12.7. Sei I C R ein kompaktes Intervall, m € Ny, n € N. Wir
definieren dann C™(I;RY) als den Raum aller C™-Funktionen u: I — R,
Anstelle von C°(I; RY) schreiben wir auch C(I;RY).

Offenbar ist C™(I; RY) ein R-Vektorraum und eine C™(I;R)-Modul.

Lemma 12.8. Der Raum C™(I;RY) versehen mit der Norm

m

lullon sy = 2 maxu @)
ist ein Banachraum.

Beweis. u > [[uf| gm; gy ist offenbar eine Norm auf C™ (I RM).

Wir fithren den Vollstdndigkeitsbeweis zuerst fiir m = 0. Sei also {ux} C
C(I;RY) eine Cauchyfolge. Dann ist {uy(x)} fiir jedes = € I eine Cauchyfolge
in RV, also existiert der (punktweise) Grenzwert

u(x) = klingo up(z), zel.

Als gleichméafiger Limes stetiger Funktionen ist die Grenzfunktion u stetig, ge-
hort also zu C(I; RY). Damit ux — u fiir k — oo in C(I;RY).

Fiir beliebiges m haben wir zuerst ug) — vj fiir k — oo in C(I;RY) und jedes
0<j7<m. Aus

W@ = @)+ [ W drs el
xT

fiir ein fixiertes 2° € I und 0 < j < m folgt durch Grenziibergang k — oo
v;(z) = v;(2°) —|—/ vjp1(z')ds’, xel,

also vj 11 = v';. Es ergibt sich v; = ul9), wobei wir u = vy gesetzt haben, und
ur — u fiir k — oo in C™(I;RY). O
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12.2.2 Formulierung des Satzes und Beweis
Wir betrachten zuerst ein Anfangswertproblem fiir ein System erster Ordnung

der Form
W = F(x,u), zel,
u(x

) _ o0, (12.9)

Hierbei ist u: I — RY die gesuchte Funktion. Die Funktion F (aus einer Teil-
menge) von I x RY nach RV, 2° € I und u° € RY sind gegeben.
Annahme 1. Es existieren a > 0, b > 0, so dass F eine stetige Funktion auf

R={(z,u) | |z —2°| <q,

u—uo}gb}

ist. Zudem sei
max |F(z,u)| < M.
(z,u)ER

Lemma 12.10. Fiir jede C'-Losung u = u(x) obigen Anfangswertproblems auf
|o — 2°| < min{a,b/M} gilt

lu(z) —u°| < b.

Beweis. Sei F die Menge aller X mit 0 < X < min{a,b/M}, so dass die Ab-
schiitzung |u(z) — u®| < b fiir |z — 2] < X gilt.

Offenbar ist F nichtleer (da 0 € F) und abgeschlossen. Diese Menge ist aber
auch offen in [0, min{a,b/M}], denn ist X € F und gilt 0 < X < min{a,b/M},
so gilt

lu(z) — u0| =

/ F (' u(2)) da'| < M |z — 2| <b

0

fiir [# — 2% < X und damit ist X < sup F (die Funktion & — u(z) ist stetig).
Folglich gilt F = [0, min{a,b/M}]. O

Annahme 2. Fir (z,u), (z,v) € R gilt
|F(z,u) — F(z,0)| < Llu—]
fiir eine Konstante L > 0.

Satz 12.11. Unter diesen Voraussetzungen besitzt das Anfangswertproblem
(12.9) eine eindeutige C*-Losung u = u(x) fir |z — 2°| < min{a,b/M}.

Beweis. Existenz. Wir konstruieren die Losung u durch sukzessive Approxi-
mation. Dazu setzen wir ug(z) = u® fiir z € I, wobei I = [2° — X 2% + X],
X = min{a,b/M}, und dann
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fir m =1,2,3,... Wir erhalten

x

U () = u° —|—/ F (2 up-1(2")) da’, =z €l

20
Behauptung. Fiir alle m € N gilt

ML™ Yo —2%™  ML™?
< <

|[um () — um-1(2)] < (LX)™.

m! - m!

Beweis (durch Induktion iber m). Fiir m = 1 gilt die Abschétzung wegen
lut (z) — uo(2)| < |ur(z) — u’| < M|z —2°].

Der Induktionsschritt m — m + 1 ergibt sich aus

[tms1(2) = um (2)| =

/m (F (2 um(2") — F(2' upm—1(2"))) da’

0

< L/ |t (%) = U1 (2) | |d2'|
20
ML™ [* m ML™
< / o' — 2°|" |da’| =
20

m+1
m|x—$0’ + .

m/!

O

oS m
Aus > % < oo folgt jetzt, dass die Folge {u,,} gleichméfig auf I gegen
m=0

eine Grenzfunktion u konvergiert. Weiterhin ergibt sich |u(z) — u| < bfirz € I
sowie

u(z) = u® +/ F(2' u(z"))da', zel.
0
Damit gehort v zu C1(1; RY) und 16st das Anfangswertproblem.

Eindeutigkeit. Ist v = v(x) eine weitere Losung von (12.9), so gilt
u(x) —v(z) = / (F(z',u(x")) — F(2',v(z"))) da’,

also wegen |u(z) — v(z)| < 2M ’x - xo‘ wie im Existenzbeweis

2M L1

ju(a) — ()| < =

(rx)™

fiir alle m. Fiir m — oo folgt |u(z) —v(x)] = 0 fiir alle z € I, also u = v. O

Ist

u™ = F(z,u,,...,u™Y), zel,
| (12.12)
u?)

(xo):uj7 OS]S’/TL*I,
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ein System hoherer Ordnung, so lisst sich dieses System wie folgt auf ein System
erster Ordnung reduzieren:

Wir setzen U = (u, v/, ... ,u(m_l))T, U = (u% !, ..., u™ 17T, Dann

U = G(x,U),

o (12.13)

U(z")=U",
wobei
Uy
G(z,U) =
Um—1

F(z,ug,... ,Um—1)

mit U = (ug, . .., Um_1)" -

Lemma 12.14. Die Systeme (12.12), (12.13) sind dquivalent in dem Sinne,
dass jede C'-Lisung u = u(x) von (12.12) eine C'-Lisung U = U(z) von
(12.13) mittels der angegebenen Transformation ergibt. Ist umgekehrt U = U(x)
eine C1-Ldsung von (12.13), so ist die erste Komponente von U eine C*-Lésung
von (12.12).

Beweis. Selbst. O

12.2.3 Stetige Abhéngigkeit vom Anfangswert

Unter den Voraussetzungen wie oben betrachten wir jetzt zusétzlich das An-
fangswertproblem

v =F(z,v), zel,
v(z

wobei v” hinreichend nahe an u° ist. Die (lokal eindeutige) Losung dieses Pro-
blems sei v = v(x).

Satz 12.15. Fir |z — 2°| + [u® — v°| /M < min{a,b/M?} gilt
lu(z) —v(x)] < eL‘17IU| {uo — 1)0| .

Beweis. Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz folgt, dass v = v(z) auf dem
angegebenen Intervall existiert.

Sei h(z) = |u(x) — v(x)|. Dann ist h eine C'-Funktion (es gilt h(z) > 0 fiir alle
x, wenn u® # v°), und wir erhalten

1d 1d )
57 (@) = 52 (Ju(@) = v(@)?)
= (/@) = v/(2), u(x) = v(a))
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Es folgt h/(z)h(z) < L h?(x), h'(x) < Lh(z) und schlieBlich
h(z) < h(2) ellz==°].

Letzteres ist die Behauptung. O

12.3 Lineare Differenzialgleichungen

Bei der Behandlung linearer Gleichungen ist es bequem, aller auftretenen Funk-
tionen als komplexwertig anzunehmen, was wir ab sofort tun. Die Ergebnisse
des vorigen Abschnittes iibertragen sich wegen C = R? unmittelbar.

12.3.1 Allgemeines

Wir behandeln lineare Differenzialgleichungen der Form

(m) (m—1) / _
U +ai(x)u + -t am_1(@)u +an(z)u=f(x), xel,
{ 1(z) 1() (z) f(x) (12.16)

U(mo) = ’LLO7 Ul(.’EO) — ’U,17 e u(m—l)(xO) _ um_l,

Hierbei ist I C R ein Intervall, z° € I und die rechte Seite f € C(I;C) bzw.
die Anfangsdaten v u',...,u™"! € C sind gegeben. Die a;(x) sind stetige
komplexwertige Funktionen auf I.

Lemma 12.17. (i) Unter den genannten Bedingungen existiert eine eindeu-
tige C"-Lésung u global auf I.

(ii) Der Raum der Lisungen u zur homogenen Gleichung (d. h. wenn f = 0) ist
ein m-dimensionaler C-Vektorraum. Die Anfangsdaten u®,u', ... u™!

sind lineare Koordinaten in diesen Ldsungsraum.

(iii) Der Raum der Lisungen u zur inhomogenen Gleichung (d.h. mit einer
beliebigen rechter Seite f) ist ein affiner Raum dber C mit zugehdrigem
C-Vektorraum wie unter (i) beschrieben.

Beweis. Dies folgt aus dem analogen Resultat fiir lineare Systeme erster Ord-
nung (siche unten). O

Anstelle (12.16) betrachten wir auch N x N-Systeme erster Ordnung der Form
U =A@)U+ F(z), z€l,
{ (=) (=) (12.18)

wobei A € C(I; M(N,C)), F € C(I;CN) und U® € C¥. Die Funktion U €
CY(I;CN) ist gesucht.
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Die Gleichung (12.16) kann in ein System der Form (12.18) (mit N = m) trans-
formiert werden, wobei

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
A= f , F=
0 0 0 0 1 0
—Qpm  —Om—-1 —Am-2 —Q2 —ai1 f
w0
1
U
und U° = . ist.
m—1

u

Lemma 12.19. (i) Unter den genannten Bedingungen besitzt das System
(12.18) eine eindeutige Losung U € CH(I;CN).

(ii) Der Raum der Ldsungen U zur homogenen Gleichung (d.h. wenn F =
0) ist ein N-dimensionaler C-Vektorraum. Das Anfangsdatum U° € CN
parametrisiert diesen Losungsraum linear.

(iii) Der Raum der Losungen U zur inhomogenen Gleichung (d. h. mit einem
beliebigen F') ist ein affiner Raum dber C mit zugehirigem C-Vektorraum
wie unter (ii) beschrieben.

Beweis. Lediglich (i) bedarf eines Arguments. Wir haben zu zeigen, dass fiir

jedes kompakte Intervall J C I mit 2° € J die Losung U = U(x) auf J existiert.

Dazu geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes 2! € J die Losung auf dem Intervall
1_ 1

[z! — o= 2t + 521N J mit o = I;léi}(|z4(l‘)| ! existiert.

Der Platz der Funktion F(x,u) aus Abschnitt 12.2. wird von der Funktion

A(x)U + F(z) eingenommen. Damit kann b > 0 beliebig gew&hlt werden.

Eine mogliche Wahl fiir M ist M = ab+ 0 mit 8 = max |A(z)U° + F(x)| (wegen
T

|A(z)U + F(z)| < |A()||U = U°| + |A(z)U° + F(z)|). Die Behauptung folgt

dann aus %: abljl»ﬁ — L fiir b — oo. O

Wir betrachten jetzt simultan N Loésungen Uy, ...,Ux der homogenen Glei-
chung, d. h. es gilt
Uj=A(x)U;, zel,

fir 1 < j < N, und fassen diese N Losungen zu einer N x N-Matrix

X(z) = (Ui(z) -+ Un(x))
zusammen. Dann 16st X = X (z) die Matrixgleichung
X' =A(z)X.

IDie Matrixnorm ist |A| = max |Au| fir A € M(N,C). Wir bemerken gleich hier fiir

lul<

spitere Verwendung, dass |AB| < |A||B| fiir A, B € M(N,C) gilt.
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Die Losungen Uy, ..., Uy sind genau dann linear unabhéingig, wenn det X (x) #
0 fiir ein € I (und dann fiir alle z € I) gilt. In diesem Fall heifit X = X (z)
eine Fundamentalmatriz.

Satz 12.20 (Liouville). Es gilt

x

det X (z) = det X (2°) exp </m tr A(z") dx’) .

0

Beweis. Es gilt

d N
%detX(x):jZ:;det (Ur -+ Ujisr U Upa -+ Uy)
N
ZZdet(Ul Uj_l A(l‘)UJ Uj+1 UN)
j=1

Bezeichnen wir fiir festes x € I
F,: CVNx...xCN =,
S ——

N-mal

N
FZ(Ul,...,UN)ZZdet(Ul Uj_l A(IE)U] Uj+1 UN),
j=1

so ist F, eine alternierende Multilinearform. Der Raum dieser alternierenden
Multilinearformen ist eindimensional, also

F.(Uy,...,Uy) = cpdet (U1 e UN)
mit einer noch zu bestimmenden Konstanten ¢, € C.
1 0 0
0 1 0
FirUy = .|, U= |.],...,Uv = | .| ergibt sich jedoch leicht, dass
0 0 1
¢, = tr A(x) gilt. Daher die Behauptung in der dquivalenten Form
d
o det X (z) = tr A(z) - det X (z).
x
O
Fiir eine skalare Gleichung (12.16) wihlt man m Losungen w1 = uq (), ..., Uy =

um (). Diese Losungen sind linear unabhiingig, falls die Wronski—Determinante

Uq U2 e U,
u& u/Q DR u;rl
W(z) = det
WD) me)
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verschieden von Null ist. In diesem Fall gilt

W(z) = W () exp (— /x " (@) dx’) .

0

Definition 12.21. X (z,2°) bezeichnet die Fundamentalmatrix mit X (z°, 2%) =
Iy, wobei Iy die N x N-Einheitsmatrix ist.

Kennt man die Fundamentalmatrizen X (x,2°), so kann man das inhomogene
Anfangswertproblem l6sen.

Satz 12.22. Die Lisung des AWP (12.18) ist durch
Uz) = X(x,2°)U° + / X(z, 2" F(x') da’
20

gegeben.

Beweis. Durch die angegebene Formel wird offenbar eine C'-Funktion U(x)
definiert. Weiterhin ist U(2%) = X (2°,29)U° = U° und

U'(z) = %(x,xo)Uo + %(ag,m/)F(m’) da’ + X (z,2)F ()

= A(x) [X(I,IO)UO + /j X(z,2")F(z')da'| + F(x)
= A(z)U(x) + F(z).

Somit 16st U = U(z) das AWP (12.18). Der Eindeutigkeitssatz vervollstandigt
den Beweis. O

Bemerkung. Fiir spiter bemerken wir, dafi die Funktion X (z,2°) auch nach
dem zweiten Parameter stetig differenzierbar ist und dass

0X

@(axmo) = —X(x,xO)A(xo)

gilt.

Beweis. Dies folgt durch Differentation der Beziehung X (z,2°)X (2°,2) = I,?

also
0X

Qa0

und damit %(x,xo) + X (z,2°)A(2°) = 0. =

(z,29) X (2%, 2) + X (2, 2°)A(2°) X (2°, 2) = 0

2 Allgemein gilt X (z,2") X (z/,2°) = X (z, 29) fiir alle z, =/, 20 € I.
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12.3.2 Lineare Differenzialgleichungen mit konstanten Ko-
effizienten

Wir betrachten jetzt das AWP (12.18) mit A(z) = A € M(N,C), also

U'=AU+F(z), zel
{ (@), = (12.23)

U(2z®) = U,

In diesem Fall lassen sich die Fundamentalmatrizen X (x,2°) explizit angeben.
Dazu fithren wir das Exponential e einer Matrix A € M (N, C) ein.
Definition 12.24. Wir definieren
= Ak A A% A3
S =IN+ =4+ "+ +....

e [T TE]
k=0

o0
Die Reihe > Ak—]; konvergiert wegen
k=0

>

k=0

Ak
K

|A|k

2 lA]

<—Z k! e <o
k=0

absolut.

Satz 12.25. Fs gilt

X (z,2°%) = ele—a)A

Beweis. Wir haben X (29, 2°) = ¢~ =1 und

0X 0 [ (z —mo)k ,
%mﬁhﬁ(zk!Aﬂ

k=0
N e MR = (L) L 0
= T A :AziA =AX(z,2").
— (k-1 e
O

Bemerkung. Gilt [A(z), A(z')] = 0 fiir alle , 2’ € I in (12.18), wobei [4, B] =
AB — BA den Kommutator zweier Matrizen A, B € M (N, C) bezeichnet, so ist

X (1, 2%) = ol A4
Es bleibt 4 fiir A € M(N,C) zu berechnen. Wir beginnen mit einem Jordan-

block der Form
w1 0

, pecC.
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Satz 12.26. FEs gilt

] =z =2 N-1
1 2r (N=1)!
1 =z :
1! .
xJ _ px
e = : = z? ’
1! 2!
T
0 1 I
1

d. h. auf der j-ten Nebendiagonalen fir j =0,...,N —1 (oberhalb der Haupt-
diagonalen) haben wir den konstanten Eintrag ";—f

Beweis. Bezeichnen wir die rechte Seite mit Y (x), so rechnet man leicht Y (0) =
I und Y'(x) = JY (x) nach.
Alternative kénnen wir auch J»V = 0 beobachten, dann

2 N—-1
zJ T L~ 1o x N-1
Y VR R L
¢ NSy N D)
O
J1 0
Satz 12.27. Ist A = P P~ fir J; € M(N,,C),...,Jy €
0 Jp

M(Ny,C) mit Ny +---+ Ny, = N und P € GI(N,C) (dies kann beispielsweise
die Jordanzerlegung von A sein), so gilt

e? 1 0

e:bA:P P*l.

Beweis. Direktes Nachrechnen. O

Wir wollen nun ein entsprechendes Resultat fiir skalare Differenzialgleichungen
m-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten formulieren. Wir betrachten also
die Gleichung

u™ +au™ Y 4 b W+ anu = fz), zel,

wobei a; € C fiir 1 < j7 < m. Transformation auf ein System erster Ordnung
fithrt auf die Matrix

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= :
0 0 0 0 1
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Satz 12.28. FEs gilt

det(ul, — A) =pu™ + A ™ b G A G

Beweis. Durch Induktion nach m.

m = 1. Dann ist det(s + a1) = ¢ + a1, d. h. die Behauptung gilt.

m — m + 1. Wir entwickeln die Determinante nach der letzten Spalte und
erhalten

1 1 0 0 0
0 7 1 0 0
det : : : U :
0 0 0 ) 1
am+4+1 Gm  Ap—1 -+ A2 U +a;
w1 0 0
0 p 0 0
—(utan)det | 1o
0 0 pno 1
0 0 0 p
1 1 0 0 0
0 I 1 0 0
+ det : :
0 0 0 1 1
Um+1  Gm  Gpm—1 - A3 [+ a2
1 1 0 -0 0
0 I 1 -0 0
sdet | ro
0 0 0 - 0
am+1 Am  Am—-1 - a3z [
= (p+a)p™ 4+ (" + agp™ +azp™ - amp+ amgr) — "
m—+1 m—1

=pu +arp™ + asp + ot ampt F Gt

Folgerung. Es sei

T

Pt a ™ e aapam = [ (e =)™
j=1

mit p; # w0 fiir j # ', mi +--- +m, = m. Dann schreibt sich die allgemeine
Losung des homogenen Anfangswertproblems als

r Mj—1

k
u(z) = Z Z ¢ e %

j=1 k=0
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mit beliebigen Koeffizienten c;, € C.

Beweis. Zuriickfithren auf ein System erster Ordnung und Dimensionsiiber-
legungen. O

Beispiel 12.29. Die gewohnliche Differenzialgleichung
u® — 4 + 50 2= f(z), zel,

hat das charakteristische Polynom 1 — 4p2% + 5 — 2 = (u—1)*(u — 2). Ein
Fundamentalsystem ist daher durch

ez7 $ez’ e?x

gegeben.

12.3.3 Variation der Konstanten

Wir wollen jetzt eine spezielle Losung des N x N-Systems
U =Ax)U+F(z), xz€el, (12.30)

finden. (Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist dann diese spezielle Losung
plus die allgemeine Losung des homogenen Problems.)

Wir beginnen mit folgender Uberlegung: Ist X (z) eine Fundamentalmatrix, so
ist X (z)C fiir jedes C € GI(N,C) eine weitere Fundamentalmatrix. Umgekehrt
ldsst sich jede Fundamentalmatrix in dieser Form schreiben.

Beweis. Um letzteren Punkt einzusehen, nehmen wir eine weitere Fundamental-
matrix Y (z) her und betrachten X ()Y (). Es gilt dann

d

- (XY)=-X"'X'X"'V+ XY

=X'[AXX7'Y — AY] =0.

Folglich ist X 1 (x)Y (z) konstant.
Um eine spezielle Losung zu (12.30) zu finden, machen wir jetzt den Ansatz

mit C' € C1(I;CY). Dann gilt
U=XC+XC'=AXC+ X"

Letzteres soll gleich AU + F = AXC + F sein. Also benétigen wir XC' = F,
C'" = X~'F bzw.

Clx) = /: XYV F(2') da’

fiir ein 2° € I. (Eine andere Wahl der Integrationskonstanten fiihrt zu einer
anderen speziellen Losung.) O
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Bemerkung. In den Bezeichnungen von Abschnitt 12.3.1. gilt
X(z,2') = X(z)X ).

Folglich ist die gerade konstruierte Losung U = U (x) zu (12.30) genau diejenige
mit U(z%) = 0.

Wir wollen nun obiges Schema auf skalare lineare Gleichungen spezifizieren. Sei
also die Gleichung
u™ 4y ()™ 4 a1 (U Fam(z) = f(z), zel  (12.31)

vorgelegt. Wir nehmen an, dass wir ein Fundamentalsystem dieser Gleichung,
d.h. m linear unabhéngige Losungen uq,...,u, des homogenen Problems zu
(12.31) kennen. Wir suchen dann eine Losung v = u(x) des inhomogenen Pro-
blems in der Form

u(@) = er(@)ur (@) + - + e (@) (@)

mit zu bestimmenden Funktionen ¢y, ..., ¢p,.
Gem#f unseres Schemas haben wir diese Funktionen ¢y, ..., ¢, so zu wéhlen,
dass

Zcfc(x)ugf)(x) =0, 0<j<m-2,

k=1
—1
> @™ (@) = ()
k=1
gilt. Dies ist ein lineares System in ¢f(),...,c,, (z) mit Koeflizientendeter-

minante W (x) # 0, wobei die Wronski-Determinante W (x) beziiglich uy, ..., un
gebildet wurde.
Bezeichnet Wy (z) die Determinante, die man erhilt, indem man in W(z) die

Uk 0
U, 0
k-te Spalte : durch | @ | ersetzt, so gilt (sieche die AGLA-Vorlesung)
m-1 0
uD 0
Wk ({E)
C;{:(:C) = W(‘T) ) 17 ,m7
also beispielsweise
_ * Wi (x/) ’ o
cr(z) = W) ', k=1,...,m,

fiir ein 20 € I.
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Beispiel 12.32. Wir betrachten die Gleichung
u’ — 3u 4 2u = e**.

Wegen p? — 3p+2 = (u— 1)(u — 2) ist ein Fundamentalsystem gegeben durch
e, e?®. Weiterhin gilt

e
Wa(z) = det e$ egw) = e
Wir erhalten ¢ (z) = VVIS((;)) = —e3%, dy(z) = mvff((j)) = %7,
1 3z 2x
81(33):—59 , ) =ce

Fine spezielle Losung ist
= x 2 _ L 4y .
u(z) = c1(x)e” 4+ co(x)e™ = -3 et 3 PR E S

Die allgemeine Losung ergibt sich zu

1
alew 4 a262a: 4 6e4a:

mit beliebigen Konstanten aq,as € C.

12.3.4 Asymptotische Eigenschaften von Fundamental-
systemen: Die Liouville-Greensche Approximation

Heuristik

Wir betrachten eine skalare homogene Gleichung zweiter Ordnung
— = f(x)u, zel, (12.33)
wobei f eine zweimal stetig differenzierbare, reellwertige Funktion bezeichnet,

die auf auf I nirgends veschwindet. Wir mochten diese Gleichung approximativ
l16sen. In Regionen, in denen f in etwa konstant ist, ist eine erste Naherung

u(x) ~ k1e*V F@) 4 pye= VI (@)

mit beliebigen Konstanten ki, ko. Diese Ndherung gibt einen Hinweis auf den
Charakter der Losungen (diese sind vom exponentiellen Typ im Fall f(z) > 0
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und vom trigonometrischen bzw. oszillierenden Typ im Fall f(x) < 0), doch oft
ist diese Approximation nicht gut geeignet fiir Betrachtungen global auf I.
Eine bessere Moglichkeit verfahrt wie folgt: Wir fithren eine neue Koordinate

y = y(x) ein und setzen
o
v = — U.
dx

Lemma 12.34. v geniigt der Differenzialgleichung

(60 FE e e (7 R

Beweis. Nachrechnen. O

Bemerkung. Der Term (clﬂv/cly)l/2 %((dm/dy)_lm) kann auch als

1 d3x/dy? 3 d*x/dy? 2
2\ dz/dy 2\ dz/dy
geschrieben werden. Letzteres ohne den Faktor -1/2 ist die sogenannte Schwarz-
sche Ableitung.

Wir behandeln zuerst den Fall
flz)>0, Vzel.

Unter der Annahme, dass der zweite Summand in der Klammer [...] in (12.35)
klein ist, mochten wir, dass

2
(EZ) flz)=1, =zel,

gilt. Eine niherungsweise Losung der Gleichung (12.35) ist dann
v(y) ~ kie¥ + kie™".

Wir setzen also
va) = [ £72@) da.
Dann schreibt sich (12.35) in der Form

d2
dT,Z =1+ (12.36)

mit

_Af@)f @) =5 @) 1 2 (1
- 16/® (x) Cpda? (f”‘*) '
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Definition 12.37. Die Niaherungslosung
U(JT) ~ k1f71/4ef % da + k_2f*1/4e* J Y% da
zu (12.36) heifit die Liouville-Greensche Approzimation.

Bemerkung. Betrachtet man stattdessen eine Gleichung der Form

e = (@) + g,

so fithrt obige Transformation auf

d?v g

2 - (1 g
dy? < ey > ‘

mit ¢ wie oben.

Abschitzung der Fehlerterme

Seien die Annahmen wie oben erfiillt, insbesondere nehme f(z) positive Werte

an. Ferner sei I = (2%, 21) ein endliches oder unendliches Intervall. Die Funktion

g sei stetig auf I (nicht notwendigerweise reellwertig). Wir setzen

1 d? 1
v = [ [ () - 7] o=

Fiir eine C'-Funktion h auf I sei die Variation von h durch
Vo z(h) :/ |n ()] do’, 2° <z <al,
ZL’O

erkldrt, analog fiir V1 ,(h) =V, 41 (h).

Theorem 12.38. Unter diesen Voraussetzungen besitzt die Gleichung
u
dz?

2wei C?-Losungen ug, uy mit

uo(z) = f~1/4(z) exp ( [ dm) 1+ eole),

= (f(z) +g(z))u (12.39)

wle) = e (- [ @ @) 0+ at).
wobes

(2] < exp (1/2Vi o (F)) ~ 1.
3 1) |6 < o (Vo)) 1

fir j = 0,1 unter der Bedingung, dass Vi ,(F) < oo gilt. Ist die Funktion g
reellwertig, so sind diese Ldsungen reellwertig.
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Beweis. Wir schreiben Gleichung (12.39) in der Form

d?v
diyZ = (1 + ¢(y)) v (12.40)

g 1 d? 1
YW =T e (,em -
Sei y = 40 fiir = 2° und y = " fiir z = 2'. Dann ist 1 eine stetige Funktion
im Intervall (y°,y'). Wir setzen v(y) = ¥ (1 + h(y)) und erhalten

h'(y) + 20" (y) — ¥(y)h(y) = Y (y).

Betrachten wir in dieser Gleichung den Term —h als Korrekturterm, so erhalten
wir
1 v
hy) = 5/0 (1 - e2<S*y>) (s) (1+ h(s)) ds. (12.41)
y
Wir losen diese Integralgleichung iterativ. Dazu nehmen wir y° > —oco und
1) rechtsseitig stetig an y° an. (Der allgemeine Fall ergibt sich analog unter
Benutzung von Vo ,(F) < 00.)
Wir definieren ho(y) = 0 und setzen

1

hi(y) = = ! 1— e ¥(s) (1 + hi—1(s)) ds
2 /0

fur k > 1.

Behauptung 12.42. Fir alle k > 1

T*(y)
[P (y) = b1 (W] < 7 (12.43)
wobei U(y) = yyo [t(s)| ds.
Beweis. Mittels Induktion iiber k.
k =1. Esgilt
m) =5 [ (1) p(s)a
1\Yy) = B o € s)as,
also |[h1(y)] < 2T (y) wegen 0 < 1 — 2% < 1 fiir s € [y°, y].
k — k+ 1. Wir haben
L 2(s—y)
hss () — () = 5/0 (1= ) () (hi(s) — ha(s)) s, (124)
Yy

also mit der Induktionsvoraussetzung

Y k+1
Pkra(y) = h(y)] < %flk,/y |(5)] U (s) ds = m
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Aus (12.43) folgt, dass die Reihe

Z i1 (y) = hie(y))
k=0

gleichmiBig auf kompakten Teilintervallen von [2°, z!) konvergiert. Durch Sum-
mation von (12.44) finden wir, dass

h(y )+ f: (hiy1(y) — he(y))
k=1
PRy
" i % /Z’ (1 N e2(s—y)) W(s) (hi(s) — by (s)) ds
k=1 Y

_ %/y (1)) (s) (14 h(s)) ds,

Y

also geniigt die Funktion h der Integralgleichung (12.41) .
Wir zeigen als néchstes, dass h zweimal stetig differenzierbar ist. Dazu miissen
wir zeigen, dass die Reihe

> (Wi () — hE(w))
k=0

lokal gleichméBig konvergiert.

Wir haben
y
= / 2=y (s) ds
yO
y
oy _ / =9 (5) (R () — b1 (s)) ds.
yO
Zusammen mit ‘62(5_9)’ < 1 und der Abschiitzung (12.43) ergibt sich
|h | \I,kJrl(y)
ker(y = 2k(k 4+ 1)!

fiir k > 0. Folglich ist Z (R, 1 (y) — hi,(y)) lokal gleichméBig konvergent.

Um die Existenz und Stetlgkelt der zweiten Abbildung zu bekommen, benutzen
wir die Beziehungen

hi(y) = —2h1(y) + ¥ (y),
i1 () = hi(y) = =2 (hiy1 () — Ry () + ¥ (Y) (i (y) — ha—1(y)) -
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Summation ergibt, dass h der Differenzialgleichung

h'(y) + 20/ (y) = (1 + ¥ (y)) h(y)
geniigt. Zudem erhalten wir die Abschéitzungen
h(y)] <e¥@/2 1, 1/2|W(y)| <e?W/2 _ 1.

Kehren wir nun zu der wurspriinglichen x-Variablen zuriick, so ist

F(z) = = [4(y) dy (wegen dy = f'/?(x) dz), also W(y) = Vyo . (F).
Die Behauptungen beziiglich ug folgen. Die Herleitungen fiir u; sind analog. [

Bemerkung. Insbesondere erhalten wir
eo(z) — 0, f72(x)e)(x) — 0 fiir £ — 2° + 0.

Analog fiir €; und z — z! — 0.

Theorem 12.38 besagt, dass wir eine Losung ug mit
ug(x) ~ fY*exp (/ 2 dz) fir  — 2° 40

finden. Eine interessante Frage im Fall, dass [ f1/2dz fiir v — 2! — 0 divergiert,
ist, ob es eine Losung us mit

ug(x) ~ Y4 exp (/fl/2 dx) fir x — 2! — 0

gibt. Eine erste Antwort darauf gibt der folgende Satz:

Satz 12.45. Sei zusdtzlich Vyo 41 (F) < oo und [ fY/?dx — oo fiir v — z' — 0.
Dann

eo(z) =k, f7Y%(x)e)(z) — 0 fiir z — 2! — 0,
wobei k eine Konstante ist.

Beweis. Der Beweis benutzt y! = oo und die Konstruktionen des vorigen Be-
weises. O

Gilt jetzt also

eo(z! —0) # —1,
so ist up eine Funktion mit den gewiinschten Eigenschaften. Im Allgemeinen
findet man eine solche Lésung us, indem man die Stelle z° hinreichend dicht an
x! wihlt.
Allerdings ist eine Losung us mit der Eigenschaft

ug () ~ Y4 exp (/fl/2 dx) fir z — 2! — 0

nicht eindeutig bestimmt. Man kann stets ein beliebiges Vielfaches von u; ad-
dieren und erhélt eine weitere Losung mit derselben Eigenschaft.
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Definition 12.46. Nahe ! heifit das asymptotische Verhalten von uo domi-
nant, das von u; subdominant. Eine analoge Klassifizierung gilt nahe 2°.

Beispiel 12.47. Wir betrachten die Gleichung

u = (x+logz)u (12.48)

fiir £ — oo. Da das Integral flg,i dx fiir  — oo divergiert, konnen wir nicht

f(z) =z, g(x) = log x wihlen.
Jedoch ist f(z) = = +logz, g(x) = 0 eine mogliche Wahl. Man sieht dann, dass

f71/4(f71/4)// = O(af‘r’/z) fiir x — oo,

also konvergiert V(F) fiir x — oo. (12.48) hat folglich asymptotische Losungen
der Form

(x + log x)_1/4 exp (i / (x4 logx)l/2 dx) .
Dieses Ergebnis lédsst sich verbessern. Dazu beobachten wir, dass
(z + log x)1/2 =22 4 1/207 % logz + O(z~?(log z)?),
folglich

2
/(x+logx)1/2dx = §x3/2 + 2% logz — 2212 + k + o(1)

fiir £ — co. Damit besitzt (12.48) eine eindeutige (subdominante) Losung uy
mit

2
uy(z) ~ VAV exp (2.’171/2 - 3x3/2>

fiir x — oo und nicht eindeutige (dominante) Lésungen ug mit
2
ug(x) ~ x4V exp <23:1/2 - 3x3/2)

fiir x — oo.
Theorem 12.49. Unter obigen Voraussetzungen?® betrachten wir die Gleichung

d?u

i (=f(z) + g(z))u. (12.50)

Diese besitzt zwei C2-Lésungen ug, ui mit
ug(z) = f_1/4(a:)exp (i/fl/Q(J:) dm) (14 €o(x)),
wie) = e (<1 [ @) ) 1+ a(e)

3Insbesondere nimmt f Werte in den positiven reellen Zahlen an.
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mit
lej(z)] < expVao(F)—1,
F2(@) € ()| < expVao(F) -1

fir j = 0,1 unter der Voraussetzung, dass Vy »(F) < oo fir ein fiziertes x*
mit 20 < x* < 2t gilt. Ist g reellwertig, so sind die Lisungen ug, u1 komplex-
konjugiert.

Beweis. Der Beweis ist analog dem vorigen Beweis. Die Integralgleichung fiir h
lautet diesmal

1 /y (1 _ e2i(s—y)) (s) (14 h(s)) ds,

h(y) = 2%

wobei y = y* fiir x = x* ist. Der fehlende Faktor von % in den Fehlerabschét-
zungen erklédrt sich aus der Abschéitzung

’1 - e21<5*y>‘ <2

Die Wahl der Stelle z* fixiert wegen

ej(x) =0, f 12 (x) =0 fiir z — 2

und j = 0,1 die Wahl der Anfangsbedingungen.

Bemerkung. Im Fall, dass g reellwertig ist, lassen sich reellwertige Losungen u
zu (12.50) in der Form

u(z) = Af~Y4(x) (sin (/ Y% (x) de + 6) + 6(35))
mit gewissen Konstanten A, § und
(@), f72(@) € (@)] < exp Vo o(F) — 1

schreiben.

Asymptotische Eigenschaften beziiglich eines Parameters
Betrachten wir anstelle von (12.39) die Gleichung

2'LL
= (@) + 9@ w

wobei v > 0 ein Parameter ist, so erhalten wir unter den Voraussetzungen von
Theorem 12.38 die Existenz zweier C2-Losungen ug(z, v), u1 (@, v) mit

o) = 1 @) e (0 [ 1) d ) (14 ).
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wobei

Vo o(F
el < esp (2200) o,

’EI‘ (CL’, V)‘ V;cj,x<F)
2vjf1/2(x)§eXp( v )‘1

fiir j = 0, 1. Die rechten Seiten in diesen Fehlerabschitzungen sind O(v~—1!) fiir
v — 00 bei fixiertem x.

Theorem 12.51. Gilt Vo ,1(F) < 00, so ist

wteso) ~ 7)o (<1 [ 720) o)

fiir v — oo gleichmdfig auf (z°, x1).
Ein analoges Resultat gilt im Fall der Gleichung

o
dx?

= (—*f(2) + g(2)) u,

wobei v > 0 wiederum ein Parameter ist.

12.4 Spezielle Losungsmethoden

12.4.1 Separation der Variablen
Die Methode der Separation der Variablen arbqeitet fiir skalare Gleichungen der

Form
{ u = f(x)g(u), zel,
u(x

o) _ 0 (12.52)

mit f, g stetig.
Unter der Annahme g(u") # 0 ist

u d /

Hw = [

u0 g(u )

fiir w nahe u° eine monotone, stetig differenzierbare Funktion. Folglich existiert
die Umkehrfunktion H~! nahe 0.

Satz 12.53. Fiir g(u’) # 0 ist die (lokal eindeutige) Lisung u = u(x) zu

(12.52) durch
w(z) = H! (/ £ da:’)

gegeben.
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Beweis. Sei u = u(x) eine C1-Lésung zu (12.52). Dann gilt

st = Lo

also nach Variablenwechsel v = u(z) fiir z nahe z°

ey = [ rorl

Ist umgekehrt v = wu(x) durch diese Formel gegeben, so ist u offenbar eine

C1-Funktion, u(z?) = u° sowie

o) — (@) @
([ f@) der)) — H (u(@)

Folglich ist w Losung von (12.52). O

Bemerkung. Formal schreibt man % = f(z) dz und integriert, also

du /
— = | f(x)dx
/ 9(u) )
Beispiel 12.54. Wir betrachten die Gleichung

u =u(l—u).

Fiir Losungen u # 0 und ;é 1 fuhrt Separation der Variablen auf [ =

u(l w)

J dz, also wegen 5y = o+ 15

log|u| +1log|l —u| =2+ k

mit k € R. Einfache algebraische Manipulationen fithren zur Losung

1

u(x) - 1—ae*

mit a € R.

12.4.2 Exakte Differenzialgleichungen und integrierende
Faktoren

Definitionen und Beispiele

Definition 12.55. (i) Eine Differenzialgleichung, die in der Form

d
%F(x, w .. um ) =0

geschrieben werden kann 4, heit ezakt.

4F ist wenigstens von der Klasse C.
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(ii) Wird eine Differenzialgleichung durch Multiplikation mit dem Faktor
G(z,u,u, ..., ul™) exakt, so heift G(z,u,...,ul™) ein integrierender
Faktor.

Die Losungen einer exakten Differenzialgleichung sind implizit durch die Glei-
chungen

F(z,u,. .. ,u™ )=k
gegeben, wobei k eine beliebige Konstante ist.

Beispiel 12.56. 1. Die Gleichung v” + zu' + v = 0 kann als % (W +a2u)=0
geschrieben werden und ist somit exakt. Die Losungen sind

x
u(z) = (kl/ ef’/2 dt+k2> e /2,
0

2. Die Gleichung v + £ o/ + 251 4 = 0 wird durch Multiplikation mit e”
exakt:

d o 1
el (exu/—i—eu) Zexu”—i—exiu'—‘rex
dx T x

Somit gilt u' + % = kj €™ mit der Losung

l‘+1 kg

= —k - —_
u(x) 1 e "+ -

Der Fall m =1

Besonders interessant ist der Fall m = 1.

Satz 12.57. Die Differenzialgleichung Fo(z,uw)u’ + Fy(z,u) = 0 ist genau dann
exakt, wenn®

0F, 0F

or  Ou’
Beweis. (=) Ist die Differenzialgleichung exakt, so gibt es ein F' = F(z, u) mit

Fy = 2—5, F = %—i. Die Behauptung folgt.

(<) Gilt umgekehrt % = %, so finden wir ein derartiges F', indem wir

(z,u)
F(x,u) = / Fo(z! u') du' + Fy (2, o) da’
(2°,u%)

setzen.b

O

5Vorausgesetzt, diese partiellen Ableitungen existieren und sind stetig.
SDies ist das Kurvenintegral zweiter Art entlang eines beliebigen stiickweise C''-Weges ~,
der im (z/,u’)-Raum die Stellen (z°,u%) und (z,u) verbindet. Man erhilt dieses Integral,
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Beispiel 12.58. 1. Die Gleichung (u? + x)u’ + (u — 2?) = 0 ist exakt. Tat-
séchlich gilt

9

Ox

Die Lésungen u sind implizit durch

(u? +z) = %(u—xQ) =1

w4 3zu— 2% =k

gegeben.

2. Separable Gleichungen der Form Fy(u)u’ + Fi(z) = 0 sind wegen % =

%F L — () exakt.
u

3. Die Gleichung (1 + zu + u?) + (1 + 2u + 2%)u’ = 0 ist nicht exakt. Ein
integrierender Faktor ist ™. Man erhélt

%(e“(m +u)) =" (1+zu+a®)u +e™ (14 zu+u?) =0.

Folglich gilt
(z+u)e™ =k.

Ein weiteres wichtiges Beispiel ist:

Lemma 12.59. Fin integrierender Faktor fir die skalare Gleichung
W+ ala)u = f()

erster Ordnung ist exp ([, a(z’) dz').

Beweis. Tatsichlich gilt
% (eXp ( /I a(2') dx’)u(x)) — exp ( /m a(2') dx’) (o (z) + a(@)u(z)).

indem man auf der rechten Seite in der Gleichung in Definition 11.7

b
[ )T ) 0
a
setzt. Eine mogliche Wahl des Weges ~ ist

(29, ul + t(u —u?)), 0<t<1,
"/(t) = ( 0 0

20+ (t—1)(xz—2%),u), 1<t<2
(dann a =0, b = 2).
Mit orientierter Integration werden wir uns im né#chsten Semester in der Vorlesung
,Differential- und Integralrechnung III* beschéftigen. Dann werden wir insbesondere sehen,
dass obige Definition von F' ein Ergebnis liefert, das von der Wahl des verbindenden Weges ~y
unabhéngig ist.
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Die Losung u, die man mit Hilfe dieses integrierenden Faktors unter der An-
fangsbedingung u(z°) = u erhlt, ist

'LL(SC) —e fz’o a(:z:') d:L’/UO + / e ff/ a(t) dtf(x/) dl’l.

0

Dies besagt aber nichts anderes, als dass das Fundamentalsystem v(z,2°) mit
v(2%,2°) = 1 durch

U(I’, .I'O) =e [fO a(a:,) da’
gegeben ist.

Bemerkung. Dieses Beispiel zeigt, dass das Finden eines integrierenden Fak-
tors im Fall m = 1 zum Loésen der Differenzialgleichung dquivalent und damit
genauso schwierig ist.

12.4.3 Autonome Differenzialgleichungen

Definition 12.60. Eine Differenzialgleichung auf R, die invariant unter den
Transformationen = +— x — k fiir k € R ist, heiflt autonom.

Autonome Differenzialgleichungen sind solche, die nicht explizit von der Varia-
blen z abhéngen. Sie lassen sich in der Ordnung um Eins reduzieren, indem man
v(z) = /() als Funktion von u schreibt.” Man erhiilt:

u'(z) = v(u),
u//(ﬂf) — ;% — (%Z . % = U’(u)v(u),

W) = (o (o)) = v’ () + v (" (u),

usw.

Beispiel 12.61. 1. Die Substitution v(u) = u'(x) vereinfacht die Gleichung
u® + uu’ = 0 nach Division durch v zu

Ve fu=0.

2. Die Gleichung

ur' = u'u®

kann durch die Gleichung zweiter Ordnung

3
v’ 0P =u

ersetzt werden.

"Unter der Annahme u’(2?) # 0 lisst sich die Abbildung = + u(z) nahe 2° lokal umkehren,
d.h. u kann als neue unabhingige Variable eingefiihrt werden.
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12.4.4 Eulergleichungen

Definition 12.62. Eine Differenzialgleichung auf (0,00), die invariant unter
den Transformationen z +— ¢ mit k > 0 ist, heiit eine Fulergleichung (im
Englischen: equidimensional).

Der Variablenwechsel R — (0, 00), t — x = e’ mit

4 _4
de ~ dt’
2d_d2 d

T == = 75 = 7
dz? dt?  dt
usw. iiberfiihrt eine solche Gleichung in eine autonome Gleichung.

’
uyu

Beispiel 12.63. Die Gleichung u"” = ** ist eine Eulergleichung. Indem wir
22u" = u(zu’) schreiben, erhalten wir nach dem Variablenwechsel x = e
u’(t) — v/ (t) = u(t)u'(t).
Die Substitution v(u) = u/(t) reduziert diese Gleichung zu
v’ — v =uw.

Es folgt v = 0, also u(x) = ko, oder v'(u) = u + 1, also v(u) = “72 +u+ k.
Aus den Beziehungen v(u) = u(t) und x = e' sehen wir schliefllich, dass wir die
separable Gleichung

u'(t) = +u(t) + k1

beziiglich u(z) 16sen miissen.

Eine lineare Fulergleichung ist von der Form

N (o) s 9t apu=0
ap xd:v U+ ap Idx U Q-1 xdxu amu =0,

wobei ag, ay,...,am € C, ag # 0.
Aus der Theorie linearer Gleichungen mit konstanten Koeffizienten erhalten wir:

Satz 12.64. FEs sei

T

aop™ +ar g™ 4 g am = [ (0= )™
j=1

mit p; # py fir j # 3. Dann ist

mi—1 my—1
) )

i logx, ..., at (logx s atr o atrloga, ...t (log x

ein Fundamentalsystem fir obige lineare Differenzialgleichung.

Beispiel 12.65. Die Gleichung u” + 1% = 0 fiihrt auf die Gleichung (p — %)2 =0.

Die allgemeine Losung ist deshalb

u(x) = k1vz + kav/xlog x.
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12.5 Randwert- und Eigenwertprobleme

12.5.1 Grundlegende Eigenschaften

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einem Beispiel.

Das Randwertproblem
1 + — O,
N (12.66)
u(0) = u(m) =0,

wobei € C ein Parameter ist, kann eine von Null verschiedene Losung besitzen.
Tatséchlich ist die allgemeine Losung der linearen Gleichung u” + pu = 0 durch

u(z) = ki1 sin(\/pz) + ko cos(y/ux)

gegeben.® Die Randbedingung u(0) = 0 erzwingt k; = 0, die Randbedingung
u(m) = 0 zusammen mit k; # 0 impliziert u = k? fiir ein & € N.? Die Werte k2
fiir k € N heiflen die Figenwerte des Randwertproblems (12.66), die Funktionen
ug(z) = sin(kx) heiflen die zugehérigen Eigenfunktionen.

Bemerkung. In Kapitel 6 hatten wir 27-periodische, ungerade Funktionen nach
diesen Eigenfunktionen sin(kz) fiir k¥ € N in Fourierreihen entwickelt.

Wir wollen im Weiteren die Frage nach Existenz von FEigenwerten allgemein
aufgreifen. Dazu betrachten wir ein IV x N-System erster Ordnung der Form

U =A(z)U + uB(z)U, 2°<z<az!,
{ (2) nB(x) r<r<z (12.67)

MoU (2°) + MU (z*) = 0,
wobei A, B € C([z°,2']; M(N;C)), Mg, My € M(N,C) und 2° < z'. i € C ein

sogenannter Spektralparameter ist.
Wir machen weiterhin die Annahme, dass die lineare Abbildung

cN ¢V, (U U') — MU® + MU (12.68)
vollen Rang N hat, d.h. surjektiv ist.
Definition 12.69. p° € C heiit ein Eigenwert von (12.67), falls es eine Losung

U = U(x) zu (12.67) mit u = u° gibt, die nicht identisch Null ist. Ein solches

U heiit dann eine Figenfunktion zum Eigenwert p°. 19

Als erstes zeigen wir, dass die Fundamentalmatrix Y (x, 2% 1) von (12.67) holo-
morph vom Parameter p abhingt.!!

8Hier ist /& eine der beiden komplexen Zahlen mit (\/ﬁ)2 = p.

9k = 0 ergibt die Nulllésung, —k ergibt dasselbe u wie k.

10Wie in der linearen Algebra kénnen Eigenwerte geometrische und algebraische Multipli-
zitdten grofer 1 haben.

HFir uns bedeutet Holomorphie, dass wir die Fundamentalmatrix in einer konvergenten
Potenzreihe beziiglich p mit Konvergenzradius co entwickeln kénnen. In der Vorlesung ,,Funk-
tionentheorie* werden Sie lernen, dass dies gerade die auf ganz C komplez-differenzierbaren
Funktionen, sogenannte ganze Funktionen charakterisiert.



12.5. RANDWERT- UND EIGENWERTPROBLEME 135

Satz 12.70. Die Fundamentalmatriz Y (z,2°; 1) hat die Form
> uYi(e,a®),
k=0

wobei X (r,2°) = Yy(x,2%0) die Fundamentalmatriz des Systems U’ = A(x)U
ist und die Reihe fiir alle p € C gleichmdfig beziiglich x in kompakten Teil-
intervallen von I absolut konvergiert.

Beweis. Eine formale Manipulation der Gleichungen Y = 3 p*Y} und Y/ =
k=0

AY + puBY ergibt wegen Y/ = Y kY] die Beziechungen
k=0

Y] =AYy, Yy(2¥) =1,
{ 0 0 o(z") (12.71)

Y, =AY, + BY,_1, Yi(z")=0

fir £k > 1.
Das System (12.71) ist eindeutig 16sbar, und zwar erhalten wir sukzessiv, dass
Yo = X und

Yi(z) = / X(z,2')B(z) Vi1 (2') d’

fiir k > 1 gilt.
Sei nun J C T ein kompaktes Intervall. Sei ferner a = mea}(\A(a:H und b =

max | B(x)|. Dann gilt

bk |z — zo|¥
|Yk(x)|<M

el gy e (12.72)
— k! b ) N

fiir alle K € N.
Beweis von (12.72). Mittels Induktion nach k.

k = 0. Esgilt | X(x)| = nax, | X (2)U°|, also miissen wir |U(z)| < ealz—2’| |U°|
fiir 2 € J und jede Losung U = U(z) zu
U'=Ax)U, U@%)=0°

zeigen. Fiir eine solche Losung gilt

= 2Re <A(J;)U(JJ), U($)> < 2a |U(917)|27

also |U (z)|” < ‘U0’2e2a|x_””0| und |U(z)| < eale=2"°] \U°).
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k— k+ 1. Esgilt

Y@l < [P [BG)]w)] a

k1 o
bk' / ea|x—z’\ |.13/ _ x0|kea|x’—xo| \dac’|
! 20

bk+1 T
— 7ea\zfzo| |£C/ . I0|k |dl‘/‘
! o

bk+1

IN

R |ar:—x0|kJr1 B bk"’1|x—x0|kJrl 0

k! E+1 (k+1)!

alz—z

Aus (12.72) folgt die absolute Konvergenz der Reihe >~ u*Yj (z, 2°) gleichmiBig
k=0
auf J, ndmlich

= k - k bk|x — ‘T0|k alz—az°

DY@ <Y Il e

k=0 k=0

— elatlplp)la—z®] - o
O
Satz 12.73. u° € C ist dann und nur dann ein Eigenwert von (12.67), wenn
A(p) = det (Mo + MY (2!, 2% p))

an der Stelle u° verschwindet.

Beweis. Sei U eine Losung zu (12.67) mit g = p°, die nicht identisch verschwin-
det. Sei U° = U(2?), U' = U(a!). Dann ist U = Y (2!, 2% u0)UY, also

(Mo + MY (2", 2% %)) U® = 0. (12.74)

Somit ist U° # 0 Eigenvektor zum Eigenwert 0, folglich ist A(u") = 0.

Gilt umgekehrt A(u®) = 0, so finden wir ein U® # 0 mit (12.74). Die gesuchte
Losung U von (12.67) ist dann U(x) = Y (x,2%; u°)U°. O

Wir haben die folgende Folgerung;:

Satz 12.75. Sei A(p) # 0. Dann sind die Figenwerte von (12.67) isoliert.
Insbesondere konnen sich die Eigenwerte von (12.67) nicht im Endlichen hédufen.

Beweis. A(u) ist eine ganze holomorphe Funktion, d.h. A(u) ist als eine in
ganz C konvergente Potenzreihe darstellbar. Dann folgt das Ergebnis aus dem
Eindeutigkeitssatz 6.2.4 fiir Potenzreihen, der sinngeméfl auch im Komplexen
gilt. O
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12.5.2 Das adjungierte Randwertproblem

Wir betrachten weiterhin das Problem (12.67). Gleichzeitig werden wir ein so-
genanntes adjungiertes Randwertproblem betrachten.
Wir arbeiten mit der Sesquilinearform

(U,V)=(U,V), U VecCV.
Die adjungierte Matrix D* zu einer Matrix D € M (N;C) ist dann vermége
(DU, V) = (U,D*V), U VecCN,
erklart.

Definition 12.76. Das zu (12.67) adjungierte Randwertproblem ist von der
Form

{ V= —(A%(2)+ WB*(2))V, a°<z<al, (12.77)

NoV (z°) + N1V (z') =0

mit weiter unten zu spezifizierenden Matrizen Ny, Ny € M(N;C). Hierbei ist
i’ € C der Spektralparameter.

Um die Form der adjungierten Randbedingungen zu bestimmen, machen wir eine
Reihe von Beoachtungen:

Lemma 12.78. Die Fundamentalmatriz des adjungierten Problems (12.77) ist
V* (20, 4.

Beweis. Dies folgt aus Y* (2%, 2% /) = I* = I und

%Y*(xoyx;ﬁ) = (;EY(wow;/ﬂ))
= (-Y (@ 2 1/)(A(z) + W B(x)))"
(A (@) + 1B (@) Y (a0,
s. die Bemerkung 12.3.1. O

Lemma 12.79. IstU eine Lisung des Problems (12.67) und V eine Lisung des
Problems (12.77) mit ' = @ (beides ohne Randbedingungen), so ist die Grdifle

(U(z),V(2)), 2°<z<al,
unabhdngig von x.
Beweis. Mit U = U(2?), V0 = V(20) gilt fiir 2° < 2 < 2!

(U(z),V(2)) = (Y(z, 2% p)U°, Y*(2°, 2; 0)V°)
= (Y (2%, z; 0)Y (2,2 p)U, V) = (U°, V7).
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Die adjungierte Randbedingung ist durch die Bedingung charakterisiert, dass
die GréBe (U(z),V(z)) identisch Null ist. Dazu sei

2N 2N Ul Ve 1 /1 0 1,0
B:C2N x OV L, (<U1>, <V1)> o (U VY) - (00,70
eine nichtentartete Sesquilinearform auf C2V =2 CN x CV und
= {(U°U") e C*N | MoU° + M U" = 0}.
ein linearer Unterraum von C2V. Laut der Annahme in (12.68) ist
dimII = N.
Definition 12.80. Die adjungierte Randbedingung in (12.77) ist durch
It = {(Vo,vh) e C®N | NoVO + N1V =0}
gegeben, wobei II+ der zu IT orthogonale Unterraum beziiglich 3 ist.

Wir bemerken, dass dimIT+ = N.

Lemma 12.81. Die im vorigen Satz angegebene Bedingung bestimmt die Ma-
trizen No, N1 € M(N;C) bis auf Linksmultiplikation mit einem Faktor D €
GI(N;C).

Beweis. I+ ist der Kern der linearen Abbildung C?Y — CV, (VO, V1) —
NoV? + N1V die wir mit (Np, N1) bezeichnen wollen. Diese Abbildung in-

o

duziert eine lineare Isomorphie (Np, N1): C*V /II* = C¥. Fiir jedes weite-
re Paar von Matrizen N}, Ni € M(N;C) mit derselben Eigenschaft erhal-

o

ten wir analog eine lineare Isomorphie (N}, Ny): (CQN/Hl — CN. Wir setzen

D = (m{)(ml)_lz €N = €N und identifizieren D mit einer Matrix in
GI(N;C). Dann

(N}, N!) = Do (No, N) = (DNo, DY)
als lineare Abbildungen C*N — CN bzw. Nj = DN; fiir j =0, 1. O

Wir bemerken, dass die Multiplikation von Ny, Ny mit D € GI(N;C) die Funk-
tion A*(p'), nun fiir das Randwertproblem (12.77) definiert, nur um den kon-
stanten Faktor det D # 0 abéndert. Insbesondere dndern sich die Nullstellen der
Funktion A*(u') dabei nicht.

Beispiel 12.82. Um die adjungierte Randbedingung in einem Spezialfall tatséch-
lich zu bestimmen, nehmen wir an, dass fiir ein k € {0,1,..., N} (mdglicherweise
nach Multiplikation mit einer Matrix D € GI(IV;C))

. MO+ 0 e Ml+
e 12 e (s
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mit My € M(k;C), My € M(N — k,k;C), Mjt € M(k,Ny;C) und M; €

M (Ny; C) gilt. (Was bedeutet diese Annahme geometrisch?) Entsprechend zer-
0

U
legen wir U° = (Uj;) mit U? € C*, U° € CV~*, usw. Die Bedingung

MyU® + MU' = 0 schreibt sich dann als
U =My U — M UL,
Ui = -M;UY — MU,

Lemma 12.83. Unter diesen Voraussetzungen ist

w5 47). ne (0 2

eine mogliche Wahl fiir Ng, Ni.

Beweis. Die Bedingung, dass (U°, V) = (U, V1) fiir (UY,UY) €11, (VO, V1) €
I+ ist, schreibt sich als

(U, VD) — (Mg U + My UL VO) = — (MUY + MfUL V) + (UL, VD).
Da die U_?_ € CF, U! € CN~F beliebig sind, folgt daraus, dass
VY = (Mg )V — (Mg )"V,
V= (M) VO + (M) V.
Das ist gerade die Behauptung. O
Die Bedeutung des adjungierten Problems wird mit folgendem Resultat klar:

Satz 12.84. p € C ist genau dann Eigenwert von (12.67), wenn fi Eigenwert
von (12.77) ist.

Beweis. Sei
S={©%U") eCN | U' =Y (a",2"% p)U"}
der Raum der moglichen Randdaten fiir das Problem (12.67) und
o = {(VO, V) e CV | VY= V(2% 2 p) V)

der entsprechende Raum fiir das Problem (12.77) (mit ' = ). Wir bemerken,
dass dim ¥ = dim ©* = N. Lemma 12.79 besagt gerade, dass ¥* = %+,

Nun ist x4 genau dann ein Eigenwert von (12.67), wenn X NI # {0}, und das
gilt genau dann, wenn X* NI+ # {0}, d.h. wenn 7 ein Eigenwert von (12.77)
ist. 0

Gleichzeitig zeigt dieser Beweis, dass die geometrische Vielfachheit dim (X N II)
= dim (E* N HL) beider Eigenwerte gleich ist.
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12.5.3 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Wir betrachten jetzt das inhomogene Randwertproblem

! T T €T xo x $1
{ U’ = (A(x) + nB( 3)U+F( ) @ <z<z, (12.85)

MoU(2%) + M U(z') =0,

wobei die Annahmen an A, B, My, M, p wie im vorigen Abschnitt sind und
F e O([z%, z'];CN).

Satz 12.86. (a) Das inhomogene Randwertproblem (12.85) besitzt genau dann
eine Lisung, wenn fir jede Losung V' des (homogenen) adjungierten Randwert-
problems (12.77) mit ' =1

gilt.

(b) Insbesondere ist das inhomogene Randwertproblem (12.85) genau dann ein-
deutig losbar, wenn das adjungierte Randwertproblem (12.77) nur die Nulllésung
zuldfst.

Beweis. Sei U eine Losung zu (12.85), V eine Losung zu (12.77) mit p/ = f.
Dann gilt

o 1

/; (F,V)dx:/x: (U'—(A+uB),V)dx

1
x

— o), _/ (UV' + (A* + AB*)V) dx = 0.

20

Die umgekehrte Richtung folgt aus Dimensionsgriinden. O

Bemerkung. Ein analoges Result gilt im Fall des Problems (12.85) mit einer
inhomogenen Randbedingungen der Form

MU (2%) + M U (') = U?,

wobei U2 € CV, nur dass sich jetzt die Losbarkeitsbedingung in (a) etwa im
Fall des Beispiels 12.82 als

Il

U2 V) Jer o+ [ (@) V@) ey do = U3V )
fiir alle V' wie zuvor schreibt. Hierbei bezeichnet V fiir V € CV den Vektor aus
den ersten £ Komponenten und V_ den Vektor aus den letzen N — k Kompo-
nenten von V.
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12.5.4 Eigenwertasymptotik

Schliefllich interessieren wir uns fiir die asymptotische Verteilung der Eigenwerte.
Wir betrachten dazu das Figenwertproblem

9%u 9 o )
oz = (V@) @) u, o <z <ol

u(2%) = u(z') =0

in einem endlichen Intervall [z°, 2!]. Die Voraussetzungen an f, g sind wie zuvor,
zusétzlich ist g reellwertig.
Wir wissen bereits, dass sich die allgemeine reelle Losung als

w(a,v) = A(w)f~Y4(z) <sin (,, / FY2() da’ + 5@)) +e(a, y)>

mit A(v), 6(v) unabhéngig von x und

e(w,v)] < exp (Vm) .

schreibt.

Sei nun v ein Eigenwert und u(z,v) eine zugehérige Eigenfunktion. Die Rand-
bedingung u(z?) = 0 erzwingt sin§(v) = 0 wegen €(z°,v) = 0. Daher koénnen
wir 0. E.d. A. §(v) = 0 annchmen. (Die Wahl von §(v) = kr mit k € Z fiihrt
zu einer Multiplikation der Lésung mit dem Faktor (—1)*.) Die Randbedingung
u(x') = 0 impliziert dann, dass

sin(Dv) + e(z',v) = 0, (12.87)
wobei

D:/GC fY%(2) da.

Satz 12.88. Fiir v hinreichend grofS sind die Figenwerte durch die asymptoti-

sche Beziehung
v= %r +0(n™h), neN,

fiir n — oo gegeben.

Beweis. Fiir v hinreichend grof} gilt |e(x1, V)| < 1. Folglich sind fiir solche v die
Losungen zu (12.87) durch

Dv =mn+ (=1)"" " arcsin e(z

V), meN,
gegeben. Es bleibt zu bemerken, dass
arcsine(z',v) = O(e(z',v)) =O0(v™ ") =0(n™ ")

fiir n — oo, wobei die Beziehung O(v=1) = O(n™1) aus v ~ % fiir n — oo folgt

(was sich wegen |(—1)"71 arcsin e(z', v)| < 7/2 direkt aus der vorigen Gleichung
ergibt). O
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Der O(1/n)-Term ldsst sich noch genauer abschétzen. Wir bendtigen dazu das
folgende elementare Resultat:

Lemma 12.89 (Jordan-Ungleichung). Fiir 0 <6 < 7 gilt

2
sin @ > —9
T

Satz 12.90. Sein € N, n > 1/2 + Dd/(wlog2), wobei d = Vyo ,1(F). Dann
gibt es einen FEigenwert der Form

(n+o)m
D b

wobei |o| < 1/2. Tatsdchlich gilt

lo| < 1eXp Dl L
2 (n—1/2)w 2

Die zugehdrige Figenfunktion hat die Form

p0ve) (sin (V2T [ ey aot) 4 ento))

wobei

Beweis. Es gilt
|e(z",v)] < eV 1.

Folglich gilt fiir v > d/log 2 mit der Jordan-Ungleichung
T ( d/v
<= - .
60)| < 3 (e 1), (12.91)
wobei 0(v) = arcsine(x!,v). Die Gleichung fiir die Eigenwerte lautet
&) =Dv —nr+ (-1)"0(v) = 0.
Sei nun n > 1/2 + Dd/(wlog2), d.h. (n —1/2)7/D > d/log2. Dann gilt

3 ((n = ;)g) = =2+ (-1)"0) <o,

3 ((n + ;)g) = T+ (-1)"0() > 0.

Da 0 = 6(v) eine stetige Funktion ist 12, gibt es wenigstens einen Eigenwert v
mit
( 1) T ( n 1) ™
—-)=<v =)=
"732)D "T2)D

12Strenggenommen miissten wir analog dem Satz 12.15 noch zeigen, dass unter geeigneten
Annahmen Lésungen zu gewshnlichen Differnzialgleichungen stetig von Parametern abhéingen.
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Wir schreiben dieses v als
(n+o)m

D

mit |g| < 1/2. Es folgt
_ (_1\n—1 (TL+Q)7I’
on = (-1 o (507,

also wegen (12.91)

1 D 1
lo| < - exp 761 -5
2 (n—1/2)w 2

O

Bemerkung. Eine verfeinerte Analysis zeigt, dass die so konstruierten Eigen-
werte fiir hinreichend grofles n tatséchlich einfach sind.



