Differential- und Integralrechnung II: Losung der
Klausur

17. Juli 2003

1. Wir haben
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Das Taylorpolynom von f vom Grad 2 mit dem Entwicklungspunkt
(0,72/4) ist definiert durch die Formel
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2. Seit f im Punkt O differenzierbar ist, haben wir die Formel
f(h) = f(0) + Df(0)h + o(h)
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Beobachte:
1o 90) = g(0) = DFO)h | J(h) = [(0) = DFOR _,
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So
g(h) = g(0) + Dg(0)h + ' (h)
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und g ist im Punkt 0 differenzierbar, mit Dg(0) = D f(0).
3. (a) Wihle s > max(R, |f(0)|). Dann ist die Menge
B={xcR? ||z < S}

abgeschlossen und beschréinkt, und so kompakt. Wihle x¢p € B so
dass

|f (o) = min{[f(x)[ | = € B}
[Der Punkt z( existiert, seit B kompakt ist].
Seit | f(z)| > |f(0)] wenn ||z = S, wissen wir, dass |zg| # S. So ist zg
ein lokales Minimum der Funktion |f|, und so ein lokales Extremum
der Funktion f.

(b) Sei (z,y) ein lokale Extremum. Dann
of

%(x,y) =18z —-6y—6=0
und 9

a—ch(a:,y) =18y —6x—30=0
So (z,y) = (1,2).
Beobachte:

@) > 927+ 9y — 6(s2 +y?) — 62 — 30y + 35
= 3(2? +y?) — (62 +30y) + 35
> 3|x|2 — 30|z,

Fiir grof§ genug |x|2, haben wir die Ungleichung 3|z |3 — 30|z|2 > |z]2.
So, mit Teil (a), hat f mindestens ein lokales Extremum. Es gibt nur
eins Moglichkeit: der Punkt (1,2). So ist der Punkt (1,2) ein lokale
Extremum von f, und es gibt kein mehr.



4. (a) Sei (z,y) = ®(r,0). Dann
x = arcosf y = arsin@

und

acos —arsinf
D<I>(r,9)—< bsin@ arcos@ )

(b) Falls = arcosf, y = brsinf, mit 1 < r < 2, und 0 < 6 < 7, dann
sinfd > 0, so y > 0 und

SO

und wir haben eine Abbildung ®: (1,2) x (0,7) — Q.
Fiir (z,y) € Q, sei
x?  y? i/
= a7+b7 0 = cos (%)

Sei @(r,0) = (2',y'). Dann &’ = arcosf = z und
2
y'? = b*r?sin? 0 = b*r?(1 — cos® ) = b*r? (1 — x—2a2> =92
r

soy’ =y seit y >0und y > 0.
So haben wir ein Invers ®~1: Q — (1,2) x (0, 7), definiert durch die

Formel
2 2
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Beobachte:

det(D®) = abr >0
fiir (r,0) € (1,2) x (0,). So ist die Invers ®~! differenzierbar.
(¢) Wir kénnen

/f:/ f o ®(r,0)| det DB(r, 0)| dO dr
o JaaJom

schreiben. Seit det(D®) = abr, haben wir:

s br df d
intgf = abr r
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5. Beobachte:

()

Po(t) = (£0)  J(Te(1) = (0,te")  T(t) = (1,0)
So
(f(Tr(1)), T0.(t)) = 0
und
fds=
I,
Beobachte:
Tro(t) = (1) F(Trs(®) = (2, (r+33)e) T (8) = (0,1)

So 2

(f(Trs(), TL()) = (r +3t%)e”
und s

/ fds= / (r+ 3t2)eT2dt = (rs+ SS)GTQ
Ty 0

Vermute, dass F' existieren. Sei I ein Weg von (0, 0) nach (r, s). Dann

F(r,s) = / f ds
r
Mit Teil (a), haben wir:

F(r,s) = /F f ds +/F fds=(rs+ 33)er2

Jetzt mussen wir, mit F(z,y) = (zy + y®)e” , probieren. Wir haben:

oF
ar = v 2u(ey+y)e” = y(20® + 2ay” + et
und oF
5y = @3
So grad F' = f.

Sei z eines lokales Extremum von f auf S™~!. Beobachte:
Sl ={z eR" | g(x) = 0}
wo g(x) = |x]3 — 1. So

grad f = Agradg



wo A € R. In Koordinaten:
x=(T1,...,2Tpn) A = (aiy)

und

n

n
2
(Az, ) g QT T = E Qi T;x; + E 0 T;

ij=1 i,j=1,i#] i=1
Aber:
895 g a; T + E a; T + 2appT) = 2 g Qg
k
j=1,j#k J=1.j#k

seit A symmetrisch ist. So grad f(z) = 2Ax.
Beobachte: grad g(z) = z||z|2 =  seit |z|a = 1 wenn z € S~ L. So:

2Ax = \x

und z ist ein Eigenvektor von A.
Sir = A/2, so dass mu ist der Eigenwert fiir z. Dann

f(2) = (Az,2) = ple,) = u

seit x € S~ L.
Die Menge S™~! ist kompakt, und die Funktion f ist stetig. Wihle
r € S" ! mit

f(a) = max{f(z) | x € S~}
Dann ist z ein lokales Extremum von f auf S"~!. Mit Teil (a) ist x
ein Eigenvektor von A, so hat A mindestens einen Eigenwert.



