Differential- und Integralrechnung I1
Losungen fiir Woche 11

7. Juli 2003

1. Sei € > 0. Durch Stetigkeit, fiir ein Punkt z € X, haben wir d, > 0 so
dass

f[Bz(26;)] C Bf(z)(E/Z)

Die Sammlung {Bm(6$ﬂ) ist eine offene Uberdeckung von X. Durch Kom-
paktheit, gibt es eine Uberdeckung {B;(dz,,-- -, 0z, }-

Sei § = min(dz,,...,d;,). Sei z,y € X, mit d(z,y) < 4. Dann gibt es z;
mit d(z;,z) < dz,;, so:

und

d(f(x), f(y)) < d(f (@), f(2:) + d(f(2:), F(y)) <

So ist die Funktion f gleichmé&fig stetig.

2. Definiere eine stetige Funktion f: R” x R® — R"” durch die Formel f(z +
y)=z+y.
Die Teilmengen K C R™ und L C R™ sind kompakt. So ist die Produkt
K x L kompakt, und das Bild

fIKxLl=K+L
ist auch kompakt.

3. Wir haben grad f(x) = g(x)z. Wir suchen fiir lokale Extrema von f auf
die Menge
Sgp={z € R""! | |z|], = R}

Definiere h: R* — R durch die Formel h(z) = |z|2. Beobachte:

grad h(z) = %x



4.

firxeS.

Falls eine Punkt =z € S eine lokale Extremum von f auf z ist, dann gibt
es A € R so dass:

1
7= Ag(z)x

So ist jeder Punkt x € Sg kritisch, und f auf S konstant ist.

(a)

Wir haben
f(z,y) = (—2*y,2%) '(6) = (cosf, —sinf)
so
F(T(6)) = (- cos? @sin b, cos® §) ['(#) = (—sin @, — cos )
und
(F(T(6)),T'(0)) = cos? §sin? § — cos? § = cos? 6 cos 20
S0 .
/Ff(:c) ds = /0 cos?fcos26 df =0
Vermute, dass grad F' = f. Dann

OF __, OF
or y oy

Die zweite Gleichung bedeutet, dass

F(z,y) = 2’y + g(z)

fiir eine ableitbare Funktion g. Die erste Gleichung jetzt bedeutet,
dass
32’y +¢'(z) = =2’y

Diese Formel ist unméglich, so es gibt keine Funktion F: R? — R
mit grad F' = f.

Sei % eine offene I"Jberdeckung von M. Wahle Ujn? , so dass x; €
Uj,und U € Z,sodass z € U.

Durch konvergenz der Folge (x;), gibt es N, mit z, € U fiir alle
n > N. So ist die Sammlung

{U1,...,Un_1,U}

eine offene Uberdeckung von M, und M ist kompakt.



(b) Sei f stetig auf jeder kompakte Teilmenge von X. Sei (z,) eine kon-
vergente Folge in X, mit Grenzwert z. Schreibe M = {z, | n €
N} U {z}. Dann ist die Menge M kompakt.

Die Funktion f ist auf M stetif, so

Jlim f(zn) = f(z)
und die ganz Funktion f ist stetig.
Das Konverz der obene Aussage ist klar.

6. Beobachte:

3 5

(zyz)” | (zy2)
3! 5!

sin(zyz) = zyz —

So ist das Taylorpolynom zweiten Grades von f 0.

[Die dndere Methode ist zu die partielle Ableitungen f(0,0,0), £;(0,0,0),
und f;;(0,0,0) berechnen, und benutze die Formel

3
1
T (h1, ha, h3) = £(0,0,0) + Z £(0,0,0)h; + - > £ii(0,0,0)hsh;

i=1 12}

fiir das Taylorpolynom zweiten Grades.]

7. (a)
x|+ + |z
fl(maywz):w
VarZ +y? + 22
" lyl + 12
. _lylt+ |z
ig}%fl(wayaz)_ \/W
(b)

(1 — cos(zy)) sin(zy)
2392

f2($7y7z) =

so, durch dem Satz von L’Hopital:

. .. 2(1 —cos(zy)) cos(xz) + ysin(zy) sin(zz)
;g%fQ(mayaz)_altg% 3x2y2

—22(1 — cos(zy)) sin(zz) + 2yz sin(zy) cos(zz) + y2 cos(zy) sin(zz)

- ;lg%) 6xy?
2022 y?z
=0 g2
+ 647 + 2
_z
=3



8.

10.

Seit F' ist zweimal stetig differenzierbar:
0,0;F = 0;0;F
fiir alle 4,5 € {1,...,n}.

Aber f; = 0;F durch die Definition, so gilt die Formel 0;f; = 0, f; fiir alle
i,je{l,...,n}.

Betrachte die Funktion F. Wir haben Gleichungen

OF _ oF
o = cos(zy) + sin(zy) 9y z°y cos(zy)

Mit die zweite Gleichung;:
F(z,y) = zysin(zy) + cos(zy) + f(z)
Mit die erste Gleichung:
ysin(zy) + zy? cos(zy) — ysin(zy) + f'(x) = zy cos(zy) + sin(zy)
Diese Formel ist nicht moglich, so gibt es keine Funktion F': R2 — R mit
grad F(z,y) = (zy cos(zy) + sin(zy), z°y cos(zy))

Betrachte die Funktion G. Wir haben Gleichungen
oG

— =ysinz — =zsinz —— = —ZTYCosz

Ox Oy 0z
Mit die erste Gleichung:

G(z,y) = zysinz + g(y, 2)

Die zweite Gliechung bedeutet:

% =zsinz + 99 _ sin z
8y oy
so g(y,z) = g(z) und, mit die dritte Gleichung:
oG
3, = Lycosz + g(2) = —zy cos(z)

Diese Formel ist nicht moglich, so gibt es keine Funktion G: R® — R mit

grad G(z,y) = (ysin z, z sin z, —xy cos z)

(a) Beobachte Bild 1.
Die Menge () ist messbar, seit sie offen ist.
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Abbildung 1: Die Menge )

(b) Beobachte, dass die Funktion f stetig und beschrénkt ist. So f €

Z£1(Q), und

/ /1/\f
1/vV2

V2—|z|
/ 6 + sin(m(z + y)) — cos(n(z — y)) dy dz

Sei w = £ + y und v = & — y. Definiere F: R? — R? durch F(z,y) =
(u,v). Dann ist F differenzierbar, mit differenzierbar Invers, und

so det(Df) =

SO

1 1
bj= ( 1 -1
—2. Weiter,

1=1(0,

FlQ

)

V2) x (—v/2,0)

/f / / (6 + sin(mu) — cos(mv))| — 2| du dv

/ f= 2/0 6v2+ — (1 — cos(mV/2)) — V2 cos(mv) dv

d.h

un

/Qf=2(12+ —

V2

(1 — cos(mV2)) — g cos(mV/2)



