Differential- und Integralrechnung I11
Ubungen fiir Woche 13

Abgabe: 2. Februar 2004. Es sollen mindestens drei der Aufgaben
abgegeben werden.

1. Sei U eine offene Teilmenge von R™. Sei w eine glatte k-Form auf U.
Schreibe
Yo = Z firyoosin (@)dayy Ao Nday,

1<i < <ip<n

und definiere

- Ofis,sin
dw, = Z Z Tj(m)dxj ANdxiy A+ ANdxy,

j=11<i1 <+ <in<n

(a) Beweise die folgenden Aussagen.
(i) d(f) = df wenn f € Q°(U).
(ii) d(w +n) = dw + dn fiir alle w,n € QF(U).
(iil) d(wAn) = (dw) An+ (=1)*w Adn fiir alle w € QF(U),n € QI(U).
(iv) d(dw) = 0 fiir alle w € Q*(U).
(b) Sei d': QF(U) — QFFY(U) eine Abbildung, fiir alle k, die die Eigen-
schaften (i)—(iv) in erfiillt. Zeige, dass d’ = d.

2. Sei M eine glatte eingebettete Mannigfaltigkeit. Zeige, dass es genau eine
Abbildung d: QF(M) — QFHL(M) fiir alle k gibt, so dass gilt

() d(f) = df wenn f € ().
(b) d(w +n) = dw + dn fiir alle w,n € QF(M).
(c) dwAn) = (dw) An+ (=1)*kw A dn fiir alle w € QF(M),n € QI(M).
(d) d(dw) = 0 fiir alle w € QF(M).
)

alle w € QF(My).

[Tipp: Benutze Karten und Aufgabe 1.]
3. Sei U eine offene Teilmenge von C, und sei f: U — C eine stetig diffbare
Funktion. Zeige, dass f genau dann holomorph ist, wenn d(fdz) = 0.

Zeige, dass die Produkt, Quotient, und Verkniipfung holomorpher Funk-
tionen auch holomorph sind.

4. Definiere w € R™ durch die Formel

n
W(zy,...xn) = Z(—l)ixidarl A ANdxi—g ANdxiga N - Ndxy,
=1

Sei i: S"~! < R" die Standard-Einbettung.

(a) Definiere m;: S™1 —  R"! durch m(z1,...,7,) =
(T1yee oy Tim1, Tig 1y -y Tp). Schreibe U; = {(z1,...,2,) €
St | x; > 0}. Zeige, dass [i*w] eine Orientierung auf S"~!
ist. und dass 7;: U; — B(0,1) C R™~! eine orientierte Karte ist.

(b) Sei f: S"~! — R gegeben durch

1 1/2n<z;<1/n VI<i<n-—1,z, >0
flz,. .. zn) ':{ /< /
0 sonst
Berechne fM fw mittels der Karten 7;, ¢ = 1,...,n (die Definition

des Integrals dehnt sich in der offensichtlichen Weise auf nicht-glatte
Funktionen aus).



