(a)

Sei f(xz) = tanx = sinz/ cos z. Dann durch das Quotientregel:

2 .2
, _cos“x+sinx 1
(@) = cos?x ~ cos?x
Sei y € R. Dann
1
[ (y) = - = cos’(tany
U0 = gy ~ o ten
Aber )
cos?(tan y) = cos“(tany) 1

cos?(tan y) + sin®(tan y) R
Mit Teile (a):

R
lim 5 dr = lim [arctan(R)—arctan(—R)] = lim 2arctan R =
R—o0 _R 1+2x R—o0 R—o0
Schreibe
1 Ax+ B Cx+D

T+2t  14V22+22 1421+ 22
(Az + B)(1 — 2z + 22) + (Cx + D)(1 + V22 + 2?)
1+t

So
1 = (B+D)+(A—V2B+C+V2D)z+(B+D—V2A+\20) 2> +(A+C3

und

B+D =1
A—\V2B+C+vV2D = 0
B+D—-V24+V2C = 0
A+C = 0
Die Losung ist:
1 1 1 1
A= —— B=— C=——— D=
22 2 22 2
So
1 (1/2V2)z+1)2 N —(1/2v2)z +1/2
L+at 1422+ 22 1—V2z + 22
und

L _ 2DV Y —(1/2VD)(e - VE2) + 14

T+at 1/24 (2 +v2/2)2 1/2 4 (z — v2/2)?




Wir sehen:

R ar 1 1 \/Q 1
/Rw_hﬂ’g( ““2)2)“““&“(2(“ )>

R
_4—\1/5 log (% + (z— §)2> + i arctan (2(36 — g))] .

Wir haben die Grenzwerten

[

lim i[arctan(Q(x +a))Bg =

R— o0

NS

fir alle a € R. So

. Bode 7 o o8 1/2+ (z ++/2/2)
lim —— =41 [1 (1/2+(m\[/2) )1

o

R—oo | _p 1+ 24 2 R—oo 4\[
Mit zweimal partielle Integration:
b b
/ cosxzexpx dr = [cosa:expa:]z + / sinxexpx dz
a a

b
= [cos:z:exp:z:]z + [sinxexpx}z - / coszexpx dx
a

So

[(sinz + cos ) exp x]z

N =

b
/ cosxexpx dr =
a

Mit der Substitution v = logx, haben wir z = exp(u), und dox =
exp(u)du, so

log(b)

b
/ cos(log z) do = / cosuexpu du =

log(a)

log(b)

[(sinz + cos ) exp x] log(a)

DN | =

mit Teile (a).
Mit der Substitution u = /z, haben wir z = u? und dz = 2udu, so

dx = 2u du

al—\/_ 1—u

Mache die Substitution u = sin 9, du = cos 6d0:

/ \/ﬂ /arcsin \/B /1 _ Sin2 6

rcsin /a 1 —sind

2sinf cosf db

Beobachte:
a2 : 2
1 S.lIl 9281119(:059 _ 2sm€c‘os 0
1—sinf 1—sinf
_ 2sinf(1 +sinf)(1 —sin6)
o 1 —sinf

= 2sinf + 2sin’ 6
= 2sinf + 1 — cos 260



mit den Identitédten

sin? 6 + cos?6 =1 cos20 =1 —2sin? 6

So
b 7/ arcsin Vb
1—
/ * / 2sinf + 1 — cos26 df
a 1- \/— arcsin v/a

1 arcsin Vb
= [—20050 +1- 3 sin 20
arcsin va

f

Im ersten Schritt benutze partielle Integration, im zweiten Schritt die Sub-
stitution # = f(y). Am Ende nutze noch dass f(a) =c¢ = f~1(¢) = a und
f(b) =d da f bijektiv und streng monoton steigend (f' > 0).

5 1 fab exp(y/x) dz = f\\//g 2y exp(y) dy, mit der Substitution x = y?,
dr = 2y dy. Mit partieller Integration ¢y’ = 1 und exp’ = exp erhalten
wir weiter

b Vb
/ exp(v/a) = 2Vbexp(vh) — 2vaexp(v/a) — / 2exp(y) dy

a

= 2Vbexp(Vbh) — 2\/aexp(va) — 2exp(VD) + 2exp(y/)-

2. f: arcsin(y/z) = f;r(;sllnn((\f)) ysin(y) cos(y) mit der Substitution z =

sin®(y), dr = 2sin(y) cos(y)dy. Partielle Integration (da 3y’ = 1,
(sin?)’ = 2sin cos) liefert weiter

arcsin(v/b)

b
/ arcsin(v/z) = arcsin(vb)b — arcsin(v/a)a — / sin(y)?.
a arcsin(y/a)

Partielle Integration liefert (da (— cos’) = sin und sin’ = cos

/u” sin® = cos(u) sin(u) — cos(v) sin(v) + /U cos? .

u

. v . . .
Da cos? = 1 — sin?, kann man nach fu sin? auflssen und erhélt

/U sin? = %(’U — cos(v) sin(v) — u + cos(u) sin(u)).



Insgesamt erhilt man die Antwort fiir das Integral. Da cos = /1 — sin?,
erhélt man beim Einsetzen der Integralgrenzen cos(arcsin(v/b)) =
v/ 1 — b, wobei noch iiberpriift werden muss, dass die Wertebereiche
korrekt sind.

3. f; log(vV1+2?%) = f;rcct?;(f)) tan’(9) log(y/1 + tan(f)?) mit der Sub-
stitution aus dem Tipp. Nun gilt 1 + tan? = (cos? +sin?)/ cos? =
1/ cos?. Wir setzen ein und fiithren partielle Integration durch, da
log(1/ cos(6))" = cos(#) sin(#)/ cos?(0) = tan(#) erhalten wir f; log(v1+22) =
blog(v1+ b?) — alog(v1+a?) — f;rcctﬁfg)) tan(f) tan(f) Wir wissen
tan’ = 1 + tan?, also (tan(f) — theta)’ = tan?. Damit ergibt sich die
Losung.

6: Seia <beRund f: [a,b] — R stetig. Sei ¢: [a,b] — [0,00) eine Regel-
funktion. Dann gibt es £ € (a, b) mit fab f(z) dz = f(€) f; ¢, denn

mit m = min{f(z) | z € [a,b]} und M = max{f(x) | z € [a,b]} gilt
mo(x) < f(z)p(x) < Mo(z) fir alle z € [a,b] und damit

/abmg/abqug/abw.

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es also £ € (a, b) mit (fab;@ f; f@)o(z) de =
f(&), und die Aussage folgt.

Spezialfall ¢(x) =1 fiir alle x liefert ff f=®b-=a)f(&).

In der Ubung kann man aber gerne die Studenten zuerst den Spezialfall
rechnen lassen, um vielleicht auf die Idee zu kommen.

Alternative Losung, wo auf den Zwischenwertsatz der Differentialrechnung
zuriickgefiithrt wird:

zu f wéhle Stammfunktion F' mit F/ = f. Dann gibt es £ € (a,b) mit
F'(zi) = (F(b) — F(a))/(b—a), also (b —a)f(§) = fab f.Falls ¢ >0
stetig, schreibe ¢ = ®’, somit kann man substituieren (y = ®(z)), da die
Ableitung positiv, ist ® bijektiv:

b @ (b) b
/ f(2)o(x) dr = / F@1(y)) dy = (®(b) — B(a)) F(€) = [(€) / 6.

@(a)



