1: Sei R das Konvergenzradius der Potenzreihe. Dann

3:

R = lim an '
n—00 | 41
wenn das Grenzwert existiert. Hier:
nn
‘an| 2n/2n'
SO
an | _ n™/2"/%n) oY
Gnt1 (n+ 1)+t /2n+1)/2(p 4 1)!
Mit der Hinweis:
R = lim =e !
Nn—00 | Qp 41
: Die Differentialgleichung
dy  wy
de 1+ x2

hat die Losung
1 x
—dy= | —— d
/y Y /1+w2 !

1
log(y) = 5 log(1 + %) + C

d.h.

wo C konstant ist. Schreibe

log(y) = log(AvV 1+ 22?)

wo A konstant ist. Dann
y= A1+ 22
Wir wissen, y(0) = a, so A =a und

y=av1+z?

Diese Losung ist fiir alle x € R definiert.

(a) Wir schreiben

1
folz) = 27131’2(1 —x)"

Mit zweimal partielle Integration:

=1
/ fo(z) doz = -1 n3 _ (1 — z)" ! + ’
+1 w=0 Nt1
= / )"t dg
_ |: n+2:| = + n?
n+2 ey (DL +2
(n+1)(n+2)(n+3) (=2
3
n

(n+1)(n+2)(n+3)

n+1

)n_< 0

(1 +1/n)n

1
n / (1 —2)"" do
0

1
] /0 (1—2)"*? dx



(b) Es ist klar, dass

1
n3

li n dr = 1i =1
A | fe(@) de = lim ) e )

(¢) Beobachte:

lim n2a™ =0
n—oo

wenn 0 < a < 1. So
lim f,(z)=0

n— oo

fiir alle z € [0,1).
Die Konvergenz ist nicht gleichméfig; falls die Konvergenz ist gleichméfig,
haben wir die Formel

/Ol(lim fule)) dr = Tim () da

n—oo n—oo O
dass hier ist falsch.

4. Beobachte:

apg = 1
ay = A
as = 2a1—a0 =2\—-1

as 2(127&1 =3\A—-2
ag = 2a3—ay =4A—3

Wir werden die Formel
ap =nA—(n—1)

durch vollstédndige Induktion beweisen.

Unsere Formel ist fiir n = 0 und n = 1 richtig. Vermute, dass sie richtig
fir alle n < N ist. Dann

any1 = 2any —an-—1
T 2(NA= (N —1)) = (N - 1A= (N —2))
= @N-N4+1DA—(@2N—-2-N+2)
= (N+DA-N

So, ist die Formel fiir n = N + 1 auch richtig. Wir kénnen diese Formel
anp=nA—1)+1

schreiben.
Sei A = 1. Dann a,, = 1 fiir alle n, und inf M) = sup M, = 1.
Sei A > 1. Dann

My={n(A-1)+1|neN}

so sup M = oo, und inf M) = 1.



5:

6:

Beobachte:
2n—2 1 2n 1
DI NS o
k=n k=n-+1
SO
1 n 1 1
Gnt1 = Gn = 2n  2n—1 n
_2n—142n-2(2n-1) 1 50
B 2n(2n — 1) - 2n(2n —1)

So die Folge (ay,) ist monoton wichsend. Beobachte:

1

Ap+1 — ap S F

fiir n > 1. Die Reihe Y -, 1/n? konvergiert. Wir wissen:

n
Apt1 = a1 + Z(ak+l — ag)
k=1

1
<ot} o
k=1

So, ist die Folge (a,) beschrinkt. Eine beschrinkte, monoton wichsende
Folge konvergiert.

(a) Wir haben die Ableitung
1
fi(x) = E(sin(:v)ﬂcx cos(kx? + 7/2) + cos(z) sin(ka? + 7/2))

Aber sin0 = 0, cos(r/2) =0, cos0 = 1, und sin(7/2) = 1. So
1
fr(0) = 2l

und
o0

o
RO =Y =
k=0 k=0
(b) Wir haben die Ungleichung
| sin(z) sin(kz? + 7/2)| < 1

So | fr(z)| < 1/k!, und >";7, 1/k! konvergiert gegen e. So, konvergiert
die Reihe Y77  fr(x) absolutlich, und so konvergiert sie.

(c) Fiirallex € (—1,1), haben wir | fi(z)| < 1/k!, und >-.7 ; 1/k! konver-
giert gegen e. So, ist die Reihe Y, fi(z) (absolutlich) gleichméfBig
konvergent aus dem Interval (—1,1). Sei f(z) das Grenzwert.

Jede Funktion fi(z) ist stetig, und ableitbar auf (—1,1), so ist das
Grenzwert f(z) stetig und ableitbar, mit Ableitung

Flx) =) file)
k=0



Es gilt
F10)=>"fi(0)=0

k=0
Fiir ¢t > 2, haben wir die Ungleichung t < %tG. So

1
6 —t> 40
=2

und
1 1

<
216 —t — /22

Das unbestimmte Integral

>~ 1
[t
s V212
einen Grenzwert hat.
So, hat das unbestimmte Integral

& 1
[
o 2v10 —t
einen Grenzwert.
Fiir n > 10, log(n) > n. So
1 1
nlogn — ﬁ

fiir n > 10. Die Reihe

>4
2
n=2 n
konvergiert. So, konvergiert die Reihe
=1

Z nlogn

n=2



