
1: (a) Sei n = 1. Dann

n∑
j=1

z2j−1

1− z2j
=

z

1− z2
=

z

(1 + z)(1− z)

und

1
1− z

− 1
1− z2n

=
1

1− z
− 1

(1 + z)(1− z)
=

z

(1 + z)(1− z)

So ist die Formel
n∑
j=1

z2j−1

1− z2j
=

1
1− z

− 1
1− z2n

richtig wenn n = 1.
Vermute, dass die Formel ist richtig wenn n = N . Dann:

N+1∑
j=1

z2j−1

1− z2j
=

1
1− z

− 1
1− z2N

+
z2N

1− Z2N+1

=
1

1− z
− 1

1− z2N
+

z2N

(1 + z2N )(1− z2N )

=
1

1− z
− 1 + z2N − z2N

(1 + z2N )(1− z2N )

=
1

1− z
− 1

(1 + z2N )(1− z2N )

So wir haben die Formel durch vollständige Induktion beweist.

(b) Sei

an =
1

1− z
− 1

1− z2n

Mit Teile (a), wir sehen, dass die Reihe
∑∞
j=1

z2j−1

1−z2j konvergent, genau
wenn die Folge (an) korvergiert, ist, und die Grenzwerten sind gleich.
So die Reihe konvergiert für alle z ∈ Cmit |z| > 1, und der Grenzwert
ist

1
1− z

2: Wir sehen: (
1
n

)tan(1/n)

= exp(tan(1/n) log(1/n))

so

lim
n→∞

(
1
n

)tan(1/n)

= lim
x→0

exp(tan(x) log(x))

Durch das Regel von L’Hopital, wir sehen:

lim
x→0

(tanx log x) = lim
x→0

(
log x

cosx/ sinx

)
= lim
x→0

(
1/x

−1/ sin2 x

)
=
(
− sin2 x

x

)
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Durch das Regel von L’Hopital einmal mehr:

lim
x→0

(
− sin2 x

x

)
= lim
x→0

2 sinx cosx = 0

Die Funktion exp ist stetig, so

lim
n→∞

(
1
n

)tan(1/n)

= lim
x→0

exp(tan(x) log(x)) = exp(0) = 1

3: Sei
g(x) = f(x)− f ′(a)(x− a) + f(a)

Dann
g′(x) = f ′(x)− f ′(a)

und
g′′(x) = f ′′(x) > 0

So (durch das Mittelwertsatz), die Function g′ monoton wächsend ist, und
g′(x) 6= g′(y) wenn x 6= y. So, es gibt nur ein Punkt x, mit g′(x) = 0. Diese
punkt ist x = a.

Wir wissen, dass g′′(a) > 0. So, x = a ein lokale Minimum der Funktion
g ist. Für x > a, g′(x) > 0, und für x < a, g′(x) < 0. So (durch das
Mittelwertsatz) die Funktion g(x) ist monoton wächsend wenn x > a, und
monoton fällend wenn x < a. Für x, y > a, g(x) 6= g(y) wenn x 6= y. Für
x, y < a, g(x) 6= g(y) wenn x 6= y.

So, g(x) > g(a) wenn x 6= a. g(a) = 0. So für x 6= a, haben wir g(x) > 0,
dass ist:

f(x) > f ′(a)(x− a) + f(a)

4: (a) f(x) = exp(x)− exp(−x). Die Ableitung ist:

f ′(x) = exp(x) + exp(−x) > 0 für alle x ∈ R

So (durch das Mittelwertsatz), die Function f monoton wächsend und
injecktiv ist. Die Funktion f ist auch stetig. Wir haben Grenzwerten

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

(exp(x)− exp(−x)) = +∞

und
lim

x→−∞
f(x) = lim

x→−∞
(exp(x)− exp(−x)) = −∞

so, durch das Zwischenwertsatz, wir sehen dass die Funktion f(x) ist
surjektiv.

(b) Wir wissen:

g′(y) =
1

f ′(g(y))

So:
g′(y) =

1
exp(g(y)) + exp(g(−y))
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5: Wir wissen
lim
x→∞

f(x) = 0

so, es R s.d. 0 < f(x) < 1 für alle x > R gibt.

So, die Funktion f |[R,∞) beschränkt ist. Die Funktion f ist stetig, so die
Funktion f |[0,R] beschränkt ist. So, die ganz Funktion f bescränkt ist.

Sei
S = sup{f(x) | x ∈ [0,∞)}

Falls S = 0, dann f(x) = 0 für alle x ∈ [0,∞), und f(0) = S. Falls S > 0,
es gibt R > 0 so dass f(x) < S/2 für alle x > R (seit limn→∞ f(x) = 0).

Dann f(x) ≤ S für alle x ∈ [0, R]. Sei 0 < ε < S/2. Dann, es α ∈
{f(x) | x ∈ [0,∞)} s.d α > S − ε gibt. Aber

α ∈ {f(x) | x ∈ [0, R]}

Durch die Definition von ‘sup’, wir sehen:

S = sup{f(x) | x ∈ [0, R]}

Aber die Funktion f ist stetig, so x0 ∈ [0, R] existiert, so dass f(x0) = S.

6: Sei ε > 0. Dann die Abbildungen f und g gleichmäs̈ig stetig sind, so δ1
und δ2 existiert, so dass

|f(x)− f(y)| < ε

2|λ|

wenn |x− y| < δ1, und
|g(x)− g(y)| < ε

2
wenn |x− y| < δ2. Sei δ = min(δ1, δ2). Dann, für |x− y| < δ, haben wir

|h(x)− h(y)| = |λf(x) + g(x)− (λf(y) + g(y))|
≤ |λ||f(x)− f(y)|+ |g(x)− g(y)|

<
|λ|ε
2|λ|

+
ε

2
= ε

So, die Funktion h gleichmäs̈ig stetig ist.

7: Schreibe
dy

dx
=
x sin(x2)

y

Dann ∫
y dy =

∫
x sin(x2) dx

und
1
2
y2 =

−1
2

cos(x2) +
1
2
C
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wo C ein Konstant ist. Wir können

y =
√
C − cos(x2)

schreiben (y(0) > 0).

Wir wissen, y(0) = c, und c > 0. So:
√
C − 1 = c ⇒ C = 1 + c2

und
y =

√
1 + c2 − cos(x2)

Diese Funktion ist für alle x ∈ R definiert. Wir sollten, dass sie eine Lösung
ist, prüfen.

Beobachte, dass y(0) = c. Die Ableitung der Funktion y ist:

y′(x) =
2x sin(x2)

2
√

1 + c2 − cos(x2)
=
x sin(x2)

y

so die Lösung ist okay.

8: (a) Wenn x ∈ R, | sin(kx)| ≤ 1. So∣∣∣∣exp(−x)
sin(kx)
k!

∣∣∣∣ ≤ exp(−x)
k!

Die Reihe
∑∞
k=0

exp(−x)
k! konvergiert. So die Reihe

∑∑n
k=0 exp(−x) sin(kx)

k!
konvergiert abolutlich, und so konvergiert.

(b)

f ′k(x) = − exp(−x)
sin(kx)
k!

+ exp(−x)
k cos(kx)

k!

(c) Für x ∈ (−1, 1), haben wir

|fk(x)| ≤ e

k!

Die Reihe
∑∞
k=0 e/k! konvergiert, so, für x ∈ (−1, 1), ist die Reihe∑∞

k=0 fk(x) gleichmäs̈ig konvergent.
So, die Funktion f stetig und ableitbar ist. Die Ableitung f ′(0) ist
die Reihe

∞∑
k=0

f ′k(0) =
∞∑
k=0

k

k!
=
∞∑
k=1

1
(k − 1)!

= e
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