Differential- und Integralrechnung I Ubungen

3. Februar 2003

1: (a) Zeige
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fiir alle z € C mit |z| # 1, und alle n € N.
Tipp: (1+a)(1 —a) =1 — a? fiir alle a € C.
(b) Fiir welche z € C mit |z] > 1 konvergiert die Reihe
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Wenn sie konvergiert, was ist der Grenzwert?
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Tipp: Benutze die Definition von a fiir @ > 0 und b € R!

b

Finde

3: Sei f: R — R eine Funktion, so dass f stetig ist, und f”(z) > 0 fiir alle

x € R. Zeige:
f(@) > f(a)(x —a) + f(a)

fiir alle = # a.
4: Sei f(z) = exp(z) — exp(—x)

(a) Zeige, dass f: R — R bijektiv ist.
(b) Zeige, dass die Inversen g: R — R (das heifit g(f(z)) = =
f(g(z)) = z fir alle z € R) hat Ableitung ¢'(y) = 1/(exp(g(y)
exp(—g(y)))-

\_/

9: Es sei f:[0,00) — R stetig mit f(z) > 0 fiir alle 2 € [0,00) und
lim, o f(x) = 0. Zeige, dass f beschréinkt ist, d.h. dass M € R existiert
so dass f(x) < M fiir alle z € [0,00). Zeige, dass zg € [0, 00) existiert, so

dass f(xo) = sup{f(x) | € [0, 00).

6: Seien f,g: R — C gleichmiBig stetig, A € C\{0}. Zeige, dass dann die
Funktion h: R — C mit h(x) = Af(x) + g(z) ebenfalls gleichmiflig stetig

ist.
T+ Sei ¢ > 0. Man lse die Differentialgleichung
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wobei die rechte Seite fiir (z,y) € R x (0, 00) definiert sei, und bestimme

das Existenzintervall der Losung.
8: Sei
sin(kz)

I fir r € R

fi(x) = exp(—z)

(a) Zeige, dass die Summe Y., fr(z) fiir 2 € R konvergiert.
(b) Finde die Ableitung der Funktion fx(x).

(c) Zeige, dass die durch den Grenzwert definiert Funktion f: (—=1,1) —
R mit f(z) = > pe, fu(z) stetig und differenzierbar ist. Berechne

eine gegen die Ableitung konvergierende Reihe.



