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Einleitung

Die stabile Norm auf den Homologievektorräumen einer kompakten riemannschen Man-
nigfaltigkeit (M, g) ist ein mathematisches Objekt, das noch viele Fragen aufwirft. Ihre
Definition geht auf Federer zurück ([Fed75]), die stabile Norm erscheint unter diesem
Namen zum ersten Mal bei Gromov ([Gro81]). Aus [Fed75, 5.8] folgt, dass die stabile
Norm auf H1(M ;R) eine geometrisch anschauliche Definition besitzt; für eine ganzzah-
lige Klasse v ∈ H1(M ;Z)R ist sie gegeben durch:

‖v‖ := inf{n−1L(γ)|γ ist eine geschlossene Kurve, die nv repräsentiert, n ∈ N},

wobei L die von der Metrik induzierte Länge einer Kurve ist. Sie ist also insbesondere
deshalb interessant, weil ihre Kenntnis Informationen über die zugehörige riemann-
sche abelsche Überlagerung der Mannigfaltigkeit liefert, von einem Blickwinkel, der die
Fundamentalbereiche beliebig klein aussehen lässt. Man kann aus der Gestalt des Ein-
heitsballs der stabilen Norm auf H1(M ;R) Aussagen über Existenz und Eigenschaften
der minimalen Geodätischen folgern. Das sind geodätische Kurven c : R → M , de-
ren Lifts nach der abelschen Überlagerung kürzeste Verbindung zwischen je zwei ihrer
Punkte sind. Sie beschreiben also kürzeste Wege zwischen beliebig weit voneinander
entfernten Blättern der Überlagerung (vergleiche [Ban90]).
Analog zu Ergebnissen von Morse in [Mor24] kann gezeigt werden, dass ein Re-

präsentant im 2-Torus T2 von nv mit minimaler Länge, für v ∈ π1(T
2) ≃ H1(T

2,Z)R,
die n-fache Verkettung eines Repräsentanten von v mit minimaler Länge ist (verglei-
che [Hed32]). Daraus lässt sich mit einem topologischen Argument auf der Grundlage
des Jordanschen Kurvensatzes folgern, dass der Einheitsball der stabilen Norm auf
H1(T

2;R) strikt konvex ist (siehe [Ban90]). Ist die Dimension größer als 2, verhält sich
dies anders: Hedlund beschreibt in [Hed32] eine riemannsche Metrik auf dem 3-Torus
T3, für welche die obige Aussage für v ∈ π1(T

3) ≃ H1(T
3,Z)R nicht mehr gilt. Bangert

stellt in [Ban90] eine Klasse von solchen Metriken vor, die er
”
Hedlund-Beispiele“ nennt.

Er zeigt unter anderem, dass der Einheitsball der von einer solchen Metrik induzierten
stabilen Norm auf H1(T

3,R) ein symmetrisches Oktaeder ist.
Babenko und Balacheff zeigen in [BB06], dass sogar jedes zentralsymmetrische, ma-

ximaldimensionale Polytop mit rationalen Richtungen der Ecken als Einheitsball der
stabilen Norm auf der ersten Homologie einer beliebig vorgegebenen, kompakten rie-
mannschen Mannigfaltigkeit der Dimension ≥ 3 realisiert werden kann. Ihr Beweis ist
topologisch: Sie konstruieren eine riemannsche Metrik mit der Hilfe von simplizialen
Metriken, das heißt

”
glatte Metriken auf jedem Simplex einer glatten Triangulierung

mit einer natürlicher Übereinstimmung auf gemeinsame Seiten“ ([BB06]).
Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, einen alternativen Beweis zu liefern. Die Me-
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thode besteht darin, das Hedlund-Beispiel auf beliebige kompakte Mannigfaltigkeiten
der Dimension ≥ 3 zu verallgemeinern. Dies wird im ersten Kapitel dieser Arbeit ge-
schehen. Beschrieben wird hier zunächst die für die einfachsten Polytope notwendige
Klasse von konformen Metriken. Dabei sind die einfachsten Polytope diejenigen, welche
doppelt so viele Ecken besitzen wie die Dimension des Homologievektorraums angibt,
wie zum Beispiel ein Oktaeder im R3. Die Konstruktion ist in dem Fall besser zu ver-
stehen als für allgemeine Polytope und entspricht (fast) genau dem Hedlund-Beispiel
auf dem 3-Torus.
Im zweiten Kapitel soll gezeigt werden, wie man die Hedlund-Metrik in diesem ersten

einfachen Fall wählt, um das gewünschte Polytop als Einheitsball der stabilen Norm
zu erhalten. Die Definition der Metrik wird dann erweitert, so dass beliebige Polyto-
pe erreicht werden können. Im weiteren Verlauf des Textes wird die Metrik in dieser
Allgemeinheit vorausgesetzt.
Das dritte Kapitel der Arbeit widmet sich dem Studium minimaler Geodätischen

zu einer gegebenen Hedlund-Metrik. Bangert zeigt in [Ban90] ausführlichere Aussagen
über Existenz und Eigenschaften der minimalen Geodätischen seines Hedlund-Beispiels.
Es soll hier untersucht werden, inwiefern sich diese auf den allgemeinen Fall übertragen
lassen: Was folgt direkt aus der konvexgeometrischen Gestalt des Einheitsballs der
stabilen Norm und was wird von ihr

”
übersehen“, das heißt: Welche Informationen

gehen beim Ausrechnen der Norm verloren?

Notation

Sei im folgenden (M, ρ) eine kompakte zusammenhängende riemannsche Mannigfaltig-
keit der Dimension m ≥ 3 mit erster Betti-Zahl b = dimH1(M ;R) ≥ 1.
Der erste deRham-Kohomologievektorraum H1

dR(M) ist nach dem Satz von deRham
isomorph zu H1(M,R) = (H1(M ;R))∗. Sowohl die Äquivalenzklassen zur Bildung der
deRham Kohomologie als auch die zur Bildung der ersten Homologie (mit Koeffizien-
ten in Z oder R) werden mit eckigen Klammern geschrieben. Es sollte sich jedoch aus
dem jeweiligen Kontext ergeben, welches dieser Objekte gemeint ist. Weiterhin wer-
den die Äquivalenzklassen zur Bildung der Fundamentalgruppe mit spitzen Klammern
geschrieben, um sie von den ganzen Klassen der ersten Homologie zu unterscheiden.
Eine ganzzahlige Klasse v ∈ H1(M ;R) heißt minimal, wenn für v gilt:

existieren eine ganzzahlige Klasse v′ ∈ H1(M ;R) und eine Zahl n ∈ N\{0} mit nv′ = v,
so folgt n = 1 und v = v′.
Sei v eine ganzzahlige Klasse und Γ die Spur eines Repräsentanten von v. Die Kurve

γ ist eine Parametrisierung von Γ in Richtung von v, wenn [γ] = +v gilt.
Sind τ : [0, 1] → M und γ : [0, 1] → M zwei Kurven mit τ(1) = γ(0), so ist ihre
Verkettung τ ∗ γ : [0, 1] → M definiert durch:

τ ∗ γ(t) =

{
τ(2t) , t ∈ [0, 1

2
]

γ(2t− 1) , t ∈ [1
2
, 1].

Lρ bezeichnet die von ρ induzierte Länge von Kurven, dρ die induzierte Distanz auf
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M . Analog ist Lρ̄ die induzierte Länge und dρ̄ die induzierte Distanz auf der riemann-
schen abelschen Überlagerung (M̄, ρ̄) von (M, ρ).
Mit Γ(TM) (beziehungsweise Γ(TU) für offene Teilmengen U vonM) wird die Menge

der C∞-Schnitte des Vektorbündels π : TM → M bezeichnet, entsprechend Γ(T ∗M)
für π∗ : T ∗M → M . Analog ist T 0

2 M (beziehungsweise T 2
0 M) die Menge der C∞-

(0, 2)-Tensorfelder auf M (bzw. (2, 0)-Tensorfelder). C∞-(0, 2)-Tensorfelder sind die
C∞-Schnitte des Bündels der (0, 2)-Tensoren π(0,2) : T

0
2M →M mit

T r
sM = ∪x∈MT

r
s (TxM)

= ∪x∈M{φ| φ : TxM
∗ × · · · × TxM

∗ × TxM × · · · × TxM → R multilinear }.

Mit der Notation v|x für Elemente aus TM wird darauf hingewiesen, dass v in TxM
liegt. Wenn es unmissverständlich ist, um welchen Fußpunkt x es sich handelt, wird
aber auch einfach v geschrieben.

3
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1 Hedlund-Metriken

Für den n-Torus Tn stimmt das Gitter der ganzzahligen Klassen in dem ersten reellen
Homologievektorraum einer Mannigfaltigkeit mit ihrer Fundamentalgruppe überein,
weil die Fundamentalgruppe kommutativ und torsionsfrei ist. Die abelsche Überlage-
rung T̄n ist in diesem Fall die universelle Überlagerung, also der Rn. Ein Hedlund-
Beispiel in [Ban90] ist eine riemannsche Metrik auf dem 3-Torus, die auf Tubenumge-
bungen von drei bestimmten Kurven sehr klein und außerhalb der Tuben sehr groß ist.
Hier wird die davon induzierte Metrik auf T̄3 ≃ R3 angegeben, weil diese viel einfacher
zu beschreiben ist.

x1

x2

x3

Abbildung 1.1: Hedlund-Beispiel in [Ban90]

Man betrachtet die drei Geraden

l1 := R× {0} × {0}

l2 := {0} × R×

{
1

2

}

l3 :=

{
1

2

}

×

{
1

2

}

× R

sowie Li := li + Z3; i =
1, 2, 3; und L = ∪3

i=1Li. Zu
ε ∈ (0, 10−2) bezeichnet Uε(L)
die euklidische ε-Umgebung von
L und ebenso Uε(l) die euklidi-
sche ε-Umgebung für jede Zu-
sammenhangskomponente l von
L.
Wichtig ist, dass diese Tuben

disjunkt sind. Für den zweidi-
mensionalen Torus scheitert dies. Für n > 3 kann aber auf gleiche Weise wie für
n = 3 ein Hedlund-Beispiel auf Tn definiert werden. Das Hedlund-Beispiel ist eine
Z3-periodische Metrik ḡ auf T̄3 ≃ R3, die folgende Bedingungen erfüllt, wobei 〈·, ·〉 die
euklidische Metrik auf R3 ist :

1. ḡx(v, v) ≤ (1 + ε)〈v, v〉x für alle (x, v) ∈ R3 × R3 ≃ TR3.

2. ε2i := min{ḡx(v, v)| x ∈ Uε(Li), 〈v, v〉x = 1} < ε2 für i = 1, 2, 3. Dieses Minimum
wird für x ∈ Li und v = ±ei angenommen. Es gilt: ḡx(v, v) > ε2i für x ∈ Uε(Li)\Li

und 〈v, v〉x = 1.

3. ḡx(v, v) ≥ 〈v, v〉x für x 6∈ Uε(L).

5



1 Hedlund-Metriken

Die Tuben spielen also die Rolle von
”
Autobahnen“, auf denen die Distanzen viel kleiner

sind als im übrigen Torus. Kürzeste Verbindungen zwischen zwei Punkten liegen nah an
diesen

”
Autobahnen“. Bezüglich der neuen Metrik sind die gewählten Geraden l1, l2, l3

Geodätische, die zwischen je zwei ihrer Punkte Kürzeste sind.

In diesem Kapitel soll dieses Hedlund-Beispiel auf beliebige Mannigfaltigkeiten der
Dimension ≥ 3 verallgemeinert werden. Dafür werden geeignete Kurven benötigt, die
Kürzeste werden sollen (und es hier zunächst nicht notwendigerweise sind), sowie geeig-
nete Tuben um diese Kurven. In diesem allgemeinen Fall ist über die abelsche Überlage-
rung der Mannigfaltigkeit ebenso wenig bekannt wie über die Mannigfaltigkeit selbst.
Der optimale Fall des 3-Torus, von dem die abelsche Überlagerung sehr einfach zu
beschreiben ist, mit der euklidischen Metrik ist ein Spezialfall. Im Allgemeinen lässt
sich nicht von Geraden sprechen, und die Tubenumgebungen sind nicht so einfach zu
definieren. Eine Konstruktion von Tubenumgebungen für eindimensionale Unterman-
nigfaltigkeiten einer riemannschen Mannigfaltigkeit wird im ersten Abschnitt dieses
Kapitels beschrieben. Im zweiten Abschnitt werden

”
Hedlund-Metriken“ definiert und

erste Eigenschaften dieser Metriken beschrieben.

1.1 Grundlegende Begriffe der riemannschen Geometrie

1.1.1 Die abelsche Überlagerung

Die ganzzahligen Klassen in H1(M ;R) werden mit H1(M ;Z)R bezeichnet. Ihre Gruppe
ist im Allgemeinen nicht isomorph zur ersten Homologie von M mit ganzen Koef-
fizienten H1(M ;Z).
Der Satz von Wilder (vergleiche [Ive84, III, 10.1]) besagt, dass die erste Homolo-

gie einer kompakten Mannigfaltigkeit endlich erzeugt ist. Somit ist für jede kompakte
Mannigfaltigkeit M die erste Homologie mit ganzen Koeffizienten der Form

H1(M ;Z) ≃ Zb × Z/m1Z × · · · × Z/mkZ,

wobei b,m1, . . . , mk natürliche Zahlen sind. Sei im Folgenden T ≃ Z/m1Z×· · ·×Z/mkZ

die Torsionsuntergruppe vonH1(M ;Z). Die maximale freie UntergruppeH1(M ;Z)/T ≃
Zb sei von h1, . . . , hb erzeugt. Die Anzahl dieser freien Erzeuger ist tatsächlich die
Betti-Zahl b, denn das Universelle Koeffiziententheorem der Homologie (vergleiche zum
Beispiel [Gre67, 29.12]) liefert einen Isomorphismus

H1(M ;Z)⊗Z R ≃ H1(M ;R).

Somit existiert ein surjektiver Gruppenhomomorphismus

φ : H1(M ;Z) → H1(M ;Z)R
b∑

i=1

zihi + t 7→
b∑

i=1

zihi ⊗Z 1

6



1.1 Grundlegende Begriffe der riemannschen Geometrie

mit Kern T . Die freie Gruppe H1(M ;Z)R ist also isomorph zu H1(M ;Z)/T und die
Klassen h1, . . . , hb können auch als Erzeuger von H1(M ;Z)R aufgefasst werden. Sie
erzeugen demnach gleichzeitig H1(M ;R) als R-Vektorraum.
Der rationale Homologievektorraum H1(M ;Q) ≃ H1(M ;Z) ⊗Z Q, als Teilmenge

von H1(M ;R) aufgefasst, bildet die Menge der rationalen Klassen in H1(M ;R) . Sie
entsprechen den Elementen von Qb ⊆ Rb, wenn H1(M ;R) mit Rb identifiziert wird.
Dies wird im Folgenden immer mittels des Isomorphismus geschehen, der die Basis
{h1, . . . , hb} auf die Standardbasis von Rb abbildet.
Der Hurewicz-Homomorphismus h : π1(M) → H1(M ;Z) ist ebenfalls surjektiv. Sein

Kern ist [π1(M); π1(M)], der Kommutator der Fundamentalgruppe.
Die beiden surjektiven Abbildungen

π1(M)
h
→ H1(M ;Z)

φ
→ H1(M ;Z)R

liefern die Möglichkeit, für jede ganzzahlige Klasse aus H1(M ;Z)R einen geschlossenen
Repräsentanten zu wählen.
Eine riemannsche Überlagerung pU : (U, ρU) → (M, ρ) von M ist eine Überla-

gerung pU : U → M , wobei die Mannigfaltigkeit U mit der Metrik ρU = p∗Uρ versehen
ist. Die riemannsche universelle Überlagerung p̃ : M̃ → M der riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, ρ) ist also ihre universelle Überlagerung, versehen mit der Me-
trik ρ̃ := p̃∗ρ. Dabei kann die Abbildung p̃ als Quotientenbildung unter der Operation
der Fundamentalgruppe π1(M) von M auf M̃ aufgefasst werden. Diese Operation ist
gegeben durch:

Ψ : π1(M)× M̃ → M̃

(〈τ〉, x) 7→ τ̃x(1),

wobei τ̃x : [0, 1] → M̃ der Lift nach M̃ eines Repräsentanten von 〈τ〉 ist, der τ̃x(0) = x
erfüllt.
Nun ist der Kommutator G := [π1(M); π1(M)] ein Normalteiler in π1(M) und ope-

riert selbst auf der Mannigfaltigkeit M̃ . Die Klassifikation der Überlagerungen einer
Mannigfaltigkeit (vergleiche zum Beispiel [Lee00, Theorem 12.19] oder [Ful95, Propo-
sition 13.23]) liefert eine Bijektion zwischen den Überlagerungen der Mannigfaltigkeit
und den Untergruppen ihrer Fundamentalgruppe. Dabei entspricht einem Normalteiler
N von π1(M) eine normale Überlagerung pN : UN →M ; mit π1(M)/N als Gruppe der
Decktransformationen, die transitiv auf den Fasern von pN operiert (vergleiche [Lee02,
Seite 226]). Bildet man den Quotienten der Operation von G auf M̃

q̄ : M̃ → ¯̄M := M̃/G,

so erhält man diejenige Überlagerung q : ¯̄M →M , die zum Normalteiler G von π1(M)
gehört. Sie wird (universelle) abelsche Überlagerung von M genannt, wobei die
Bezeichnung

”
universell“ verdeutlichen soll, dass diese Überlagerung die größte ist, die

eine abelsche Automorphismengruppe besitzt. Diese Automorphismengruppe π1(M)/G

7



1 Hedlund-Metriken

ist mit dem Hurewicz-Homomorphismus isomorph zur ersten Homologie vonM mit Ko-
effizienten in Z, H1(M ;Z). Das folgende Diagramm, in dem die Pfeile C∞-Abbildungen
darstellen, ist kommutativ:

M̃
p̃

q̄

¯̄M

M

q

Für die Zwecke dieser Arbeit ist es aber sinnvoll, eine Überlagerung zu verwenden,
deren Automorphismengruppe H1(M ;Z)R ist. Die (universelle) torsionsfreie abel-
sche Überlagerung ist die Überlagerung, die man erhält, wenn man den Quotienten
unter der Operation der Torsionsuntergruppe T := Z/m1Z × · · ·×Z/mkZ von H1(M ;Z)
bildet. In der Klassifikation der Überlagerungen ist dies diejenige Überlagerung, die zum
Normalteiler h−1(T ) = ker(φ ◦ h) von π1(M) gehört. Hier soll

”
universell“ wiederum

deutlich machen, dass dies die größte abelsche Überlagerung von M ist, deren Auto-
morphismengruppe torsionsfrei ist. Man erhält das folgende kommutative Diagramm:

M̃
p̃

q̄

¯̄p
p

¯̄M

M

M̄ := ¯̄M/T

¡
Die Verkettung ¯̄p ◦ q̄ wird im Folgenden p̄ heißen. Es gilt also p ◦ p̄ = p̃.
Die Gruppe H1(M ;Z)R ≃ H1(M ;Z)/T operiert auf M̄ wie folgt:

Φ : H1(M ;Z)R × M̄ → M̄

([τ ], x) 7→ τ̄x(1),

wobei τ̄x : [0, 1] → M̄ Lift nach M̄ eines Repräsentanten von [τ ] mit τ̄x(0) = x ist. Um
die Schreibweise zu vereinfachen, wird weiterhin das Bild von (v, x) unter Φ, für x aus
M̄ und v aus H1(M ;Z)R, mit x+ v bezeichnet. Diese Notation entspricht dem Fall des

8



1.1 Grundlegende Begriffe der riemannschen Geometrie

Torus Tn, wo H1(T
n;Z)R ≃ π1(T

n) ≃ Zn, T̄n = Rn und die Operation Φ nichts anderes
als die Operation von Zn auf Rn ist.
Ein Fundamentalbereich der Operation vonH1(M ;Z)R ist der Abschluss eines kleinst-

möglichen zusammenhängenden Repräsentantensystems für die Bahnen der Operation
Φ. Im Folgenden soll F0 ein fest gewählter Fundamentalbereich sein und Fv := F0 + v
für v aus H1(M ;Z)R.
Wird M̄ mit der Metrik ρ̄ := p∗ρ versehen, so wird sie zur riemannschen (univer-

sellen) torsionsfreien abelschen Überlagerung von M . Im Folgenden wird stets
von dieser riemannschen Überlagerung ausgegangen; um die Notation übersichtlicher
zu gestalten wird sie deswegen einfach

”
abelsche Überlagerung“ genannt.

Eine besondere Eigenschaft der abelschen Überlagerung besteht darin, dass jede ge-
schlossene 1-Form auf M exakt wird, wenn sie unter p auf M̄ zurückgeholt wird:

Lemma 1.1.1
Ist ω ∈ Γ(T ∗M) geschlossen (dω = 0), so ist p∗ω ∈ Γ(T ∗M̄) exakt, das heißt: Es
existiert eine Abbildung f ∈ C∞(M̄,R) mit df = p∗ω.

Die abelsche Überlagerung ist sogar die kleinste Überlagerung, für die dies gilt.

Bemerkung 1.1.2
1. Für die Funktion f gilt: f(x + v) = f(x) + [ω](v) für alle x in M̄ und v in
H1(M ;Z)R, das heißt: f |Fv = f |F0 ◦ Φ(−v, ·) + [ω](v).

Denn sei γ : [0, 1] → M eine geschlossene Kurve mit [γ] = v und γ(0) = p(x). Sei
außerdem γ̄ ein Lift von γ zu M̄ mit γ̄(0) = x (und γ̄(1) = x+ v). Dann gilt:

f(x+ v)− f(x) =

∫

γ̄

df =

∫

γ̄

p∗ω =

∫

γ

ω = [ω](v).

2. f ist Lipschitz-stetig mit der Konstante ‖ω‖∗ = max
x∈M

max
v∈TxM

ρx(v,v)=1

∣
∣ω|x(v)

∣
∣. Diese Zahl

existiert, weil M kompakt ist.

Denn für alle x, y ∈ M̄ und für jede Kurve γ̄ : [0, 1] → M̄ mit γ̄(0) = x und γ̄(1) = y
gilt, wenn γ := p ◦ γ̄ und ‖ · ‖γ(t) die von ργ(t) induzierte Norm auf Tγ(t)M ist:

|f(x)− f(y)| =

∣
∣
∣
∣

∫

γ̄

df

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

∫

γ

ω

∣
∣
∣
∣

≤

∫ 1

0

∣
∣ω|γ(t) (γ̇(t))

∣
∣dt

=

∫ 1

0

∣
∣
∣
∣
ω|γ(t)

(
γ̇(t)

‖γ̇(t)‖γ(t)

)∣
∣
∣
∣
· ‖γ̇(t)‖γ(t)dt

≤

∫ 1

0

‖ω‖∗ · ‖γ̇(t)‖γ(t)dt = ‖ω‖∗ · Lρ(γ) = ‖ω‖∗ · Lρ̄(γ̄).

Da γ̄ eine beliebige Kurve von x nach y war, folgt: |f(x)− f(y)| ≤ ‖ω‖∗dρ̄(x, y).
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1 Hedlund-Metriken

Beweis (des Lemmas): Da die Gruppe π1(M) im Allgemeinen nicht kommutativ
ist, wird ihre Operation auf M̃ mit · bezeichnet: Ψ(g, x) =: g · x für alle x ∈ M̃ und
g ∈ π1(M).

M̃ ist 1-zusammenhängend, daher existiert nach dem Lemma von Poincaré eine
Abbildung f̃ ∈ C∞(M̃,R) mit df̃ = p̃∗ω.

Sei g = 〈τ〉 ∈ G = [π1(M); π1(M)], τ̃ ein Lift von τ nach M̃ mit τ̃(0) = x0 und
τ̃(1) = g ·x0. Da g in [π1(M); π1(M)] liegt, ist das Bild [τ ] von 〈τ〉 unter dem Hurewicz-
Homomorphismus 0 und somit auch

∫

τ
ω = 0.

Daraus folgt: f̃(g·x0)−f̃ (x0) =
∫

τ̃
df̃ =

∫

τ̃
p̃∗ω =

∫

τ
ω = 0, das heißt: f̃(g·x0) = f̃(x0)

für alle x0 ∈ M̃ und g ∈ G. f̃ ist also invariant unter der Operation von G und
es existiert ein f̄ ∈ C∞( ¯̄M,R), definiert durch f̄(Gx) = f̃(x), so dass das folgende
Diagramm kommutiert:

M̃
f̃

q̄

¯̄M = M̃/G

R

f̄

Sei v|x ∈ TM̃ . Es existiert c : (−ε; ε) → M̃ mit c(0) = x und ċ(0) = v. Damit gilt:

(q̄∗(df̄))x(v) = df̄q̄(x)(q̄∗v)

=
d

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

f̄ ◦ q̄ ◦ c(t)

=
d

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

f̃ ◦ c(t)

= df̃x(v) = (p̃∗ω)x(v)

= ((q ◦ q̄)∗ω)x(v)

= ((q̄∗ ◦ q∗)ω)x(v).

Daraus folgt: q̄∗(df̄) = q̄∗(q∗ω) und damit df̄ = q∗ω, weil q̄ ein surjektiver lokaler
Diffeomorphismus ist.

Nun gibt es für jedes Element t von T ein m ∈ N mit m · t = 0 ∈ H1(M ;Z). Sei
τ : [0, 1] → M ein geschlossener Repräsentant von t und τm = τ ∗ · · · ∗ τ der durch
m-fache Verkettung von τ definierte Weg. Dann gilt [τm] = m · [τ ] = 0 und somit
m ·
∫

τ
ω =

∫

τm
ω = 0. Damit gilt: f̄(x0 + t)− f̄(x0) =

∫

τ̄
df̄ =

∫

τ̄
q∗ω =

∫

τ
ω = 0, wobei

τ̄ ein Lift von τ zu ¯̄M mit τ̄ (0) = x0 und τ̄(1) = x0 + t ist (dies definiert, analog wie
oben, die Operation von H1(M,Z) auf ¯̄M). Daraus folgt: f̄(x0 + t) = f̄(x0) für alle
x0 ∈

¯̄M und t ∈ T . f̄ ist also wiederum invariant unter der Operation von T auf ¯̄M und
es existiert ein f ∈ C∞(M̄,R), definiert durch f(Tx) = f̄(x) für alle x in ¯̄M . Es gilt
insbesondere f ◦ p̄ = f ◦ (¯̄p ◦ q̄) = f̄ ◦ q̄ = f̃ und das folgende Diagramm kommutiert:
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1.1 Grundlegende Begriffe der riemannschen Geometrie

M̃
f̃

p̄

M̄

R

f

Wie oben wird gezeigt, dass df = p∗ω gilt. �

1.1.2 Normalenbündel und Tubenumgebungen einer Kurve

Für ein Analogon zum Hedlund-Beispiel in[Ban90] sind Tubenumgebungen von Kurven
in der Mannigfaltigkeit M notwendig. Die Konstruktion wird hier angegeben, weil
spezielle Teile davon für das Folgende explizit benötigt werden, wie zum Beispiel die
Existenz von

”
semigeodätischen“ Koordinaten um die Kurven. Die Definition orientiert

sich an der Konstruktion von Tubenumgebungen von Untermannigfaltigkeiten des Rn

in [Lee02], ist aber in verschiedenen Varianten auch an anderer Stelle in der Literatur
zu finden (vergleiche zum Beispiel [Hir76]). Die Methode besteht darin, eine geignete
Teilmenge vom Normalenbündel von M auf der Untermannigfaltigkeit diffeomorph in
M abzubilden.
Eine einfach C∞-geschlossene, reguläre Kurve γ : [0, 1] → M kann als periodische

Kurve γ : R → M aufgefasst werden. Eine solche Kurve wird im Folgenden zulässig
heißen. Es existiert eine Abbildung γ̃ ∈ C∞(S1,M), so dass

Rt

t̄

γ

πS1

S1 = R/Z

M

γ̃

kommutiert. γ̃ ist demnach injektiv mit ˙̃γ(t̄) = γ̇(t) 6= 0 für alle t̄ ∈ S1, ist also eine
glatte Einbettung. Γ := γ([0, 1]) ⊆ M ist eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von
M .
Seien ohne Einschränkung die zulässige Kurven immer proportional zur Bogenlänge

parametrisiert, hier etwa mit ‖γ̇(t)‖γ(t) = β für alle t ∈ R.
Sei weiter

NΓ =
∐

t∈[0,1]

Nγ(t)Γ = {v ∈ Tγ(t)M : ργ(t)(v, γ̇(t)) = 0} ⊆ TM,

und

πN : NΓ → Γ
v ∈ Nγ(t)Γ 7→ γ(t).

11



1 Hedlund-Metriken

Es gilt für alle t ∈ [0, 1]:

Tγ(t)M = Tγ(t)Γ⊕Nγ(t)Γ,

denn Tγ(t)Γ = R · γ̇(t). Genauer gilt das folgende

Lemma 1.1.3
Für alle p ∈ Γ existieren ein U ⊆ M offen und (E1, . . . , Em) ∈ (Γ(TU))m so dass
p ∈ U , E1|x, . . . Em|x eine Orthonormalbasis von TxM bezüglich ρx für alle x ∈ U und

(E1, . . . Em) an Γ adaptiert ist, das heißt E1|x = γ̇(t)
β

für alle x = γ(t) ∈ Γ ∩ U .

Beweis: Sei p ∈ M und ϕ : U → V ⊆ Rm eine Schnittkarte für die Untermannigfal-
tigkeit Γ mit p ∈ U .
Es gilt: ϕ|Γ∩U = (ϕ1, 0, . . . 0) und für alle x ∈ Γ ∩ U : ∂ϕ1 |x spannt TxΓ auf.
Wende das Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren auf {∂ϕ1 , . . . ∂

ϕ
m} an:

E1 =
∂
ϕ
1

‖∂ϕ
1 ‖

(man muss gegebenfalls das Vorzeichen ändern) und

Ej =
∂ϕj −

∑j−1
ν=1 ρ(∂

ϕ
j , Eν)Eν

‖∂ϕj −
∑j−1

ν=1 ρ(∂
ϕ
j , Eν)Eν‖

.

Man erhält ein orthonormales C∞-Basisfeld auf U mit E1|γ(t) =
γ̇(t)
β

und span(E1|x) =
TxΓ für alle x ∈ Γi ∩ U . �

Bemerkung 1.1.4
NΓ ist eine Mannigfaltigkeit mit Karten

φ : π−1
N γ((s, t)) → (s, t)× Rm−1

v|p =
∑m

i=2 viEi|p 7→ (γ−1(p), v2, . . . , vm).

Insbesondere ist dimNΓ = 1 + (m− 1) = m.
Außerdem sind die zugehörigen Abbildungen

Θ : π−1
N γ((s, t)) → γ((s, t))× Rm−1

v|p =
∑m

i=2 viEi|p 7→ (p, v2, . . . , vm)

Trivialisierungen und (NΓ, πN) ist ein Vektorbündel, das Normalenbündel von M
auf Γ.

Definition der Tuben

Proposition 1.1.5
Sei E ⊆ TM der Definitionsbereich der riemannschen Exponentialabbildung und

E : NΓ ∩ E → M
v|γ(t) 7→ expγ(t)(v)

ihre Einschränkung auf dem Normalenbündel von M auf Γ. Dann existiert eine Umge-
bung V des Nullschnitts Γ0 := {0|x : x ∈ Γ} ⊆ NΓ, so dass E|V ein Diffeomorphismus
auf sein Bild ist.
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1.1 Grundlegende Begriffe der riemannschen Geometrie

Beweis: V soll von der Form V = {v|x ∈ NΓ : ‖v‖x < δ} sein mit einer positiven
Zahl δ, wobei ‖ · ‖x die von ρx|NxΓ×NxΓ auf NxΓ induzierte Norm ist. Es gilt für alle
t ∈ [0, 1] : E(0|γ(t)) = expγ(t)(0|γ(t)) = γ(t).

1. Die Abbildung (E∗)0x : T0x(NΓ) → TxM ist surjektiv für alle 0x ∈ Γ0:

• Sei v ∈ TxΓ. Es existiert τ : (−ε, ε) → Γ mit τ(0) = x und τ̇(0) = v.
Definiere τ̃ : (−ε, ε) → NΓ durch τ̃ (t) = 0τ(t) ∈ Nτ(t)Γ.
Dann gilt τ̃ (0) = 0x und:

E∗( ˙̃τ(0)) = (E ◦ τ̃ )˙(0)

=
d

dt






t=0

expτ(t)(τ̃(t))

=
d

dt






t=0

expτ(t)(0τ(t))

=
d

dt






t=0

τ(t)

= τ̇ (0) = v.

• Sei v ∈ NxΓ. Definiere σ : (−ε, ε) → NΓ durch σ(t) = tv ∈ NxΓ.
Es gilt: σ(0) = 0x ∈ Γ0 und

E∗(σ̇(0)) = (E ◦ σ)˙(0)

=
d

dt






t=0

expx(tv) = v.

• Da TxM = TxΓ⊕NxΓ für alle x ∈ Γ, folgt, dass (E∗)0x surjektiv ist für alle
x ∈ Γ.

Aus Dimensionsgründen (siehe Bemerkung 1.1.4) folgt, dass (E∗)0x ein Isomor-
phismus für 0x ∈ Γ0 und E um Γ0 ein lokaler Diffeomorphismus ist.

2. Aus 1. folgt für alle x ∈ Γ die Existenz einer Umgebung Ux ⊆ NΓ von 0x ∈ Γ0

so, dass E : Ux → E(Ux) ein Diffeomorphismus ist.
Ohne Einschränkung (verkleinere gegebenfalls Ux) sei Ux von der Form

Ux := Vδx(x) = {v′|x′ ∈ NΓ : dρ(x, x
′) < δx und ‖v′‖x′ < δx}

für ein δx > 0.

3. Für alle x ∈ Γ existiert ηx > 0 so, dass expx |Bηx (0x) ein Diffeomorphismus auf sein
Bild ist. Es existiert sogar für alle x ∈ Γ eine Umgebung Wx von x und eine Zahl
ηx > 0 so, dass expy |Bηx (0y) ein Diffeomorphismus ist mit Wx ⊆ expy (Bηx(0y))
für alle y ∈ Wx (vergleiche zum Beispiel [Lee97, Lemma 5.12]). Da Γ kompakt
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1 Hedlund-Metriken

ist, existieren x1, . . . , xn ∈ Γ, so dass Γ ⊆ ∪n
i=1Wxi

. Setze η = min
i=1,...,n

ηxi
. Für

alle x ∈ Γ gilt dann: x ∈ Wxi
für ein i und somit Bη(0x) ⊆ Bηxi

(0x). Damit ist
expx |Bη(0x) ist ein Diffeomorphismus auf sein Bild und dρ(x, expx(v)) = ‖v‖x für
alle v in Bη(0x).

Für alle x ∈ Γ sei

δ(x) := sup{δ : 0 < δ < η und E : Vδ(x) → E(Vδ(x)) Diffeomorphismus}

Aus 2. folgt, dass diese Menge nicht leer ist und damit δ(x) > 0 existiert für alle
x ∈ Γ.

Seien x, x′ ∈ Γ.

• Falls dρ(x, x
′) < δ(x) ist, folgt

Vδ(x
′) ⊆ Vδ(x)(x) für δ = δ(x)− dρ(x, x

′)

aus der Dreiecksungleichung und damit gilt: δ(x′) ≥ δ(x)− dρ(x, x
′).

• Für dρ(x, x
′) ≥ δ(x) gilt dies trivialerweise.

Aus Symmetriegründen gilt also: |δ(x) − δ(x′)| ≤ dρ(x, x
′) und die Funktion

δ : Γ → (0, η] ist stetig. Da die Menge Γ kompakt ist, existiert ein Minimum
δ0 > 0 der Funktion δ.

4. Definiere V := {v|x ∈ NΓ : ‖v‖x <
δ0
2
} und zeige die Injektivität von E auf V.

Seien v|x, v
′|x′ ∈ V mit E(v|x) = E(v′|x′).

Aus expx(v) = expx′(v′) folgt mit

dρ(x, x
′) ≤ dρ(x, expx(v)) + dρ(expx(v), expx′(v′)) + dρ(x

′, expx′(v′))

= ‖v‖x + 0 + ‖v′‖x′

≤
1

2
δ0 +

1

2
δ0

= δ0 ≤ min{δ(x), δ(x′)},

dass x, x′ ∈ Vδ(x)(x). Es existiert also δ′ < δ(x) mit x, x′ ∈ Vδ′(x). E ist injektiv
auf Vδ′(x), also müssen x′ = x und v′ = v sein.

5. Die Menge U = E(V) ist offen in M, denn E|V ist ein lokaler Diffeomorphimus
und daher eine offene Abbildung.
Daraus folgt: E|V : V → U ist eine Bijektion und ein lokaler Diffeomorphismus.
Somit ist E|V ein Diffeomorphismus. �

Sei nun δ := δ0
2
. Definiere für ̺ ∈ (0, δ] die

”
Tubenumgebung“ von Γ (oder den

”
Tubus“ um Γ) mit Radius ̺ durch U̺(Γ) := E(V̺), wobei V̺ := {v|x ∈ NΓ : ‖v‖x <
̺} ⊆ V.
Für ein Intervall I ⊆ S1 ist U̺(γ(I)) := E(V̺(I)), wobei V̺(I) := {v|x ∈ Nγ(I) :
‖v‖x < ̺} ⊆ V.
Diese Konstruktion liefert besondere Karten auf Tubenumgebungen von Stücken von
Γ:
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1.1 Grundlegende Begriffe der riemannschen Geometrie

Lemma 1.1.6 (Existenz von
”
semigeodätischen“ Koordinaten auf U̺(Γ).)

Es existiert für alle x ∈ Γ, etwa x = γ(t), ein Intervall I = (t− r, t+ r) mit 1
2
> r > 0

und eine Karte

ϕx : Uϕx

:= U̺(γ(I)) → I ×Dm−1
̺ ⊆ Rm

y 7→ (s(y), ϕx
2(y), . . . , ϕ

x
m(y)),

so dass für alle τ ∈ I gilt: s(γ(τ)) = τ . Das heißt insbesondere: Für alle y = γ(τ) ∈ γ(I)
gilt: ∂ϕ

x

1 |y = γ̇(τ).
Außerdem wird NyΓ von {∂ϕ

x

2 |y, . . . , ∂
ϕx

m |y} für alle y ∈ γ(I) aufgespannt.
Dabei ist Dm−1

̺ = {x ∈ Rm−1 : ‖x‖ < ̺} ⊆ Rm−1 der offene Ball von Radius ̺
bezüglich der euklidischen Norm auf Rm−1.

Bemerkung 1.1.7
Der Begriff

”
semigeodätisch“ findet sich bei Babenko und Balacheff ([BB06]) und weist

darauf hin, dass die Konstruktion, die hier verwendet wird, der Konstruktion einer
geodätischen Karte um einen Punkt sehr ähnlich ist.

Beweis: Zu x = γ(t) ∈ Γ wähle Ux und (Ex
1 , . . . , E

x
m) wie in Lemma 1.1.3,

so dass Ex
1 |γ(s) = +γ̇(s). Nach Anwendung des Gram-Schmidt-Verfahrens kann Ex

1

wieder richtig skaliert werden.
Es existieren 1

2
> r > 0 und ̺ ∈ (0, δ) so, dass U̺(γ((t − r, t + r))) ⊆ Ux. Sei I :=

(t− r, t + r) ⊆ R (die Kurve γ wird als periodische Kurve aufgefasst). Definiere:

ϕx : U̺(γ(I)) → I ×Dm−1
̺

y 7→ (s(y), ϕx
2(y), . . . , ϕ

x
m(y)),

wobei ϕx
j (y) für j = 2, . . . , m und s(y) so definiert sind, dass

E−1(y) =
m∑

j=2

ϕx
j (y) · E

x
j |γ(s(y)) ∈ V̺.

Für alle y in U̺(γ(I)) = E(V̺(I)) ist

‖(ϕx
2(y), . . . , ϕ

x
m(y))‖ =

√
√
√
√

m∑

j=2

(ϕx
j (y))

2

= ‖E−1(y)‖γ(s(y)) ≤ ̺,

also ist ϕx(y) ∈ I ×Dm−1
̺ .

Die Abbildung ϕx ist bijektiv und glatt und ihre Umkehrabbildung

(ϕx)−1 : I ×Dm−1
̺ → Uϕx

(s, y2, . . . , ym) 7→ E

(
m∑

j=2

yjE
x
j |γ(s)

)

ist wiederum glatt. Es gilt außerdem:
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1. Falls y ∈ γ(I), etwa y = γ(τ), ist E−1(y) = 0γ(τ) und damit s(y) = τ sowie
ϕx
j (y) = 0 für j = 2, . . . , m.

2. Für alle V ⊆ U̺(γ(I)) offen mit y = γ(τ) ∈ V und f ∈ C∞(V ) gilt:

a)

∂ϕ
x

1 |y(f) =
d

dt






t=0

f ◦ (ϕx)−1(ϕx(y) + te1)

=
d

dt






t=0

f ◦ (ϕx)−1(τe1 + te1)

=
d

dt






t=0

f ◦ γ(τ + t) = γ̇(τ)(f)

b) und für j = 2, . . . , m:

∂ϕ
x

j |y(f) =
d

dt






t=0

f ◦ (ϕx)−1(ϕx(y) + tej)

=
d

dt






t=0

f ◦ E
(
0γ(τ) + t · Ex

j |γ(τ)
)

= E∗(σ̇(0))(f) = Ex
j |γ(τ)(f),

wobei

σ : (−ε, ε) → Nγ(τ)Γ

t 7→ t · Ex
j |γ(τ),

vergleiche 1) auf Seite 13.

Aus 1) und 2) folgen die Behauptungen für die Karte ϕx. �

Bemerkung 1.1.8
Die Funktion s = ϕx

1 hängt nicht vom gewählten x ∈ Γ ab. Sie kann also global auf
U̺(Γ) definiert werden:

s : U̺(Γ) → S1

y 7→ (γ)−1 ◦ πNΓ ◦ E−1(y)

wenn γ als geschlossene Kurve S1 → M aufgefasst wird. Es gilt: ds|y = dϕx
1 |y für jede

semigeodätische Karte ϕx mit y ∈ Uϕx

und damit

ds|γ(t) (γ̇(t)) = 1 (1.1)

für alle t ∈ [0, 1].

Bemerkung 1.1.9
Ist die MannigfaltigkeitM orientierbar, so kann eine globale semigeodätische Karte um
Γ konstruiert werden (beziehungsweise auf der Orientierungsüberlagerung von M , falls
M nicht orientierbar ist). Da eine globale Karte aber im weiteren Verlauf der Arbeit
nicht benötigt wird, wird diese Konstruktion hier nicht ausgeführt.
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1.1 Grundlegende Begriffe der riemannschen Geometrie

Definition von geeigneten Abschneidefunktionen auf M

Ausgangspunkt ist zunächst ein System von N disjunkten zulässigen Kurven
γ1, . . . , γN mit disjunkten Tubenumgebungen U̺(Γi), für i = 1, . . . , N und ̺ > 0.
Seien Γ = ∪N

i=1Γi und U̺(Γ) = ∪N
i=1U̺(Γi), sei zu jeder Kurve γi die Funktion si wie

oben definiert.
Sei y ∈ U̺(Γ), dann ist y ∈ U̺(Γi) für ein i ∈ {1, dots, N}. Die Definition

|y| := dρ
(
y, γi(si(y))

)

ist unabhängig von der Wahl einer Karte. Die Funktion

f : R → R

t 7→

{
exp(−1

t
) , t > 0

0 , t ≤ 0

ist C∞ (vergleiche zum Beispiel [Lee02, Lemma 2.20]).
Wähle ε mit ̺ > ε > 0 und definiere:

ζ :M → [0; 1]

ζ(y) =

{
f(̺−|y|)

f(̺−|y|)+f(|y|−ε)
, y ∈ U̺(Γ)

0 , sonst.

Dann ist ζ eine glatte Funktion, weil ihr Nenner nie verschwindet und ζ sowie alle ihre
Ableitungen auf dem Rand von U̺(Γ) gleich 0 sind. Die Funktion erfüllt

ζ(y) =

{
1 , y ∈ Uε(Γ)
0 , y ∈M \ U̺(Γ)

und wird im Folgenden Abschneidefunktion ζ zu {γ1, . . . , γN} und den Zahlen ̺
und ε genannt.

Zur Wahl von disjunkten Kurven

Schließlich ist noch eine letzte Aussage aus der Differentialtopologie vonnöten: Im
Hedlund-Beispiel in [Ban90] ist die Tatsache wichtig, dass die Linien l1, l2 und l3 dis-
junkt sind. Im allgemeinen Fall kann der folgende Satz benutzt werden:

Satz ([Hir76], Satz 2.13) Seien M und N C∞-Mannigfaltigkeiten mit dimM ≥
2 ·dimN+1. Die Menge der Einbettungen E : N →M ist dicht in C∞(N,M) bezüglich
der starken Topologie.

Da die Mannigfaltigkeit M kompakt ist, gilt dies schon bezüglich der schwachen To-
pologie auf C∞(N,M). Mit N = S1 liefert diese Aussage die Möglichkeit, disjunkte
zulässige Repräsentanten von gewählten ganzzahligen Homologieklassen zu wählen.
Entscheidend ist wieder, dass die Dimension von M größer oder gleich 3 ist.
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1 Hedlund-Metriken

1.2 Die Metrik auf M : Verallgemeinerte

Hedlund-Beispiele

1.2.1 Vorbereitungen

Gegeben seien v1, . . . , vb minimale ganzzahlige Klassen die H1(M ;R) aufspannen. Sei
B∗ = {λ1, . . . , λb} die zu B = {v1, . . . vb} duale Basis von H1

dR(M) ≃ H1(M ;R).
Wähle disjunkte zulässige Kurven γi : [0, 1] 7→ M mit [γi] = vi für i = 1, . . . b und

setze Γi := γi([0, 1]). Wähle ̺ so klein, dass die Tubenumgebungen U̺(Γi) disjunkt
sind und der minimale Abstand zwischen den Tuben größer als ̺. Zu jeder Kurve γi
existiert gemäß Lemma 1.1.6 und Bemerkung 1.1.8 eine Funktion si : U̺(Γi) → S1.
Sei γ̄i : R → M̄ der Lift von γi (als periodische Kurve γi : R → M aufgefasst) mit

γ̄i(0) ∈ F0. Sei weiter Γ̄i = γ̄i(R) die Spur von γ̄i und sei U̺(Γ̄i) der zugehörige Lift nach
M̄ von U̺(Γi). U̺(Γ̄i) ist also die Tubenumgebung von Γ̄i, die wie in Abschnitt 1.1.2 um
Γ̄i ⊆ M̄ konstruiert werden könnte, weil die Mannigfaltigkeit M̄ lokal isometrisch zu
M ist. Es kann also auch die Existenz einer semigeodätischen Karte um jeden Punkt
aus Γ̄i gezeigt werden, und es existiert eine glatte Abbildung s̄i : U̺(Γ̄i) → R mit
s̄i(γ̄i(t)) = t für alle t ∈ R. Da p eine lokale Isometrie ist, gilt für alle x ∈ U̺(Γ̄i):

x ∈ expM̄(Nγ̄i(t)Γ̄i) ⇔ p(x) ∈ expM(Np◦γ̄i(t)Γi),

also mit p ◦ γ̄i(t) = γi(πS1(t)):

πS1 ◦ s̄i(x) = πS1(t) = si ◦ p(x)

und das folgende Diagramm kommutiert:

U̺(Γ̄i)
s̄i

p

U̺(Γi)

R

S1

si

πS1

Es gilt für alle x ∈ U̺(Γ̄i) und z ∈ Z:

s̄i(x+ zvi) = s̄i(x) + z (1.2)

und (p∗dsi)|U̺(Γ̄i) = ds̄i. Die Funktionen s̄1, . . . , s̄b werden im Folgenden auf verschie-
dene Weisen auf U̺(Li) und auf M̄ fortgesetzt.
Sei Li = Γ̄i +H1(M ;Z)R und U̺(Li) = U̺(Γ̄i) +H1(M ;Z)R sowie L = ∪b

j=1Lj und
U̺(L) = ∪b

j=1U̺(Lj). Wähle ε mit 0 < ε < ̺ und definiere Uε(Γ̄i), Uε(Li) und Uε(L)
wie oben.
Mit den folgenden neuen Begriffen soll das Hedlund-Beispiel auf T3 in [Ban90] näher

untersucht werden, um die Grundlagen für eine sinnvolle Definition einer
”
Hedlund-

Metrik“ zu finden.
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1.2 Die Metrik auf M : Verallgemeinerte Hedlund-Beispiele

Definition 1.2.1
1. Für λ ∈ H1

dR(M) definiere:

‖λ‖∗ := inf{‖ω‖∗ : ω ∈ Γ(T ∗M), dω = 0, [ω] = λ},

wobei
‖ω‖∗ := max

x∈M
max
v∈TxM

gx(v,v)=1

∣
∣ω|x(v)

∣
∣.

2. f : M̄ → R heißt Kalibrierung in λ, falls f ‖λ‖∗-Lipschitz ist und für alle
x ∈ M̄ sowie alle k ∈ H1(M ;Z)R gilt: f(x+ k) = f(x) + λ(k).

3. Sei f eine Kalibrierung in λ. Eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve c : R →
M heißt durch f kalibriert, wenn für einen (und damit jeden) Lift c̄ : R → M̄
von c und alle s < t gilt:

f ◦ c̄(t)− f ◦ c̄(s) = ‖λ‖∗(t− s).

Seien in dem Hedlund- Beispiel in [Ban90], das auf Seite 5 beschrieben wird, die
1-Formen ωi, i = 1, 2, 3, durch p∗ωi = dxi ∈ Γ(T ∗T̄3) definiert. Dabei ist p : R3 →
R3/Z3 die Projektion, also gleichzeitig die Quotientenbildung unter der Operation von
H1(T

3;Z)R ≃ Z3 auf T̄3 = R3. Die Kurven

ci : [0, εi] → T̄3

t 7→
t

εi
ei

für i = 1, 2, 3 sind Parametrisierungen nach g-Bogenlänge von den Lifts der gewählten
Repräsentanten für die Klassen e1, e2, e3 ∈ H1(T

3;Z)R.
Die Basis {[ω1], [ω2], [ω3]} von H1

dR(T
3) ist dual zur Basis {e1, e2, e3} von H1(T

3;R).
Für jeden Repräsentanten ω̃i von [ωi] gilt:

1 =

∫

p◦ci

ω̃i =

∫ εi

0

(p∗ω̃i)|ci(t) (ċi(t)) dt

≤

∫ εi

0

‖p∗ω̃i‖
∗dt

= ‖p∗ω̃i‖
∗εi = ‖ω̃i‖

∗εi,

also

‖ω̃i‖
∗ ≥

1

εi
und mit

‖ωi‖
∗ = max

x∈T3
max
v∈TxT

3

gx(v,v)=1

∣
∣ωi|x(v)

∣
∣ = max

x∈R3

∣
∣
∣
∣
dxi|x

(
ei

‖ei‖x

)∣
∣
∣
∣

= max
x∈R3

1

‖ei‖x

∣
∣dxi|x (ei)

∣
∣ = max

x∈R3

1

‖ei‖x
=

1

εi
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1 Hedlund-Metriken

folgt:

‖[ωi]‖
∗ = ‖ωi‖

∗ =
1

εi
für i = 1, 2, 3.

Die Funktion xi ist also mit Bemerkung 1.1.2 eine Kalibrierung in [ωi]. Das Hedlund-
Beispiel ist gerade so definiert, dass die Klasse [ωi] die Norm ‖[ωi]‖

∗ = 1
εi
hat. Weiterhin

werden die nach g-Bogenlänge parametrisierte
”
Linien“ in p(Li) von xi kalibriert. Es

gilt:

xi ◦ ci(t)− xi ◦ ci(s) =
t

εi
−
s

εi
=

1

εi
(t− s).

Um ein entsprechendes Ergebnis auf beliebigen Mannigfaltigkeiten zu erreichen, sind
Repräsentanten der Kohomologieklassen λ1, . . . , λb hilfreich, die auf den Tubenumge-
bungen der gewählten Kurven möglichst einfach zu beschreiben sind. Optimale Re-
präsentanten in dieser Hinsicht sind 1-Formen ω1, . . . , ωb mit ωi = 0 auf Uε(Γj), j 6= i
und ωi = dsi auf Uε(Γi). Diese liefert das folgende Lemma:

Definition der 1-Formen

Lemma 1.2.2
Seien v1, . . . , vN minimale ganzzahlige Klassen in H1(M ;Z)R, die H1(M ;R) aufspan-
nen. Seien γ1, . . . , γN zulässige Repräsentanten dieser Klassen und Uε(Γ1), . . . , Uε(ΓN)
disjunkte Tubenumgebungen um diese Kurven. Sei weiterhin λ ∈ H1

dR(M) eine beliebige
Kohomologieklasse. Dann existiert ein Repräsentant ω von λ, das heißt ω ∈ Γ(T ∗M)
mit dω = 0 und [ω] = λ, für den gilt:

ω|x = λ(vi)dsi|x für x ∈ Uε(Γi), i = 1, . . . , N.

Beweis: In diesem Lemma wird von N Kurven ausgegangen, für N ≥ b beliebig. Seien
die Funktionen s̄1, . . . , s̄N und alle sonstigen für diesen Beweis notwendigen Begriffe wie
auf Seite 18 definiert.

• Die Funktion s̄j ist bisher nur auf U̺(Γ̄j) definiert. Setze sie durch 0 auf M̄\U̺(Lj)
fort und definiere:

s : M̄ → R

x = x0 + v0 7→

N∑

i=1

λ(vi)s̄i(x0) + λ(v0).

Dabei wird jedes Element x ∈ M̄ \ U̺(L) (beziehungsweise x ∈ U̺(Lj)) als x =
x0+v0 mit x0 ∈ F0\U̺(Γ̄) (beziehungsweise x0 ∈ U̺(Γ̄j)∩F0) und v0 ∈ H1(M ;Z)R
geschrieben. Für x ∈ U̺(Γ̄j) ∩ F0 gilt: s(x) = λ(vj)s̄j(x). Mit der Definition von
s gilt also für v = z · vj mit z ∈ Z:

s(x+ v) = λ(vj)s̄j(x) + λ(v)

= λ(vj)s̄j(x) + z · λ(vj)

= λ(vj) · (s̄j(x) + z)
(1.2)
= λ(vj) · s̄j(x+ v),
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1.2 Die Metrik auf M : Verallgemeinerte Hedlund-Beispiele

das heißt:
s|U̺(Γ̄j) = λ(vj)s̄j.

Analog gilt:
s|U̺(Γ̄j)+v = λ(vj)s̄j ◦ Φ(−v, ·) + λ(v).

Daraus folgt, dass s|U̺(L) eine glatte Funktion ist.

• Wähle einen beliebigen Repräsentanten ω̃ von λ. Nach Lemma 1.1.1 existiert ein
f̃ : M̄ → R mit p∗ω̃ = df̃ . Sei g̃ := s − f̃ , dann gilt für alle x ∈ M̄ , etwa
x = x0 + v0 mit x0 ∈ F0 und v0 ∈ H1(M ;Z)R, und v ∈ H1(M ;Z)R:

g̃(x+ v) = s(x0 + v0 + v)− f̃(x+ v)

= s(x0) + λ(v0 + v)− f̃(x)− λ(v)

= s(x0) + λ(v0)− f̃(x)

= s(x)− f̃(x)

= g̃(x)

und es folgt die Existenz von g :M → R mit g̃ = g ◦ p.

g ist C∞ auf U̺(Γ) und es gilt: dg|U̺(Γ) =
∑n

i=1 λ(vi)dsi− ω̃. Denn sei x ∈ U̺(Γ),
w ∈ TxM und c : (−ε, ε) → M die Kurve mit c(0) = x und ċ(0) = w. Sei weiter
c̄ der Lift von c mit c̄(0) ∈ F0. Dann gilt:

dgx(w) =
d

dt






t=0

g ◦ c(t) =
d

dt





t=0

g̃ ◦ c̄(t)

=

N∑

i=1

λ(vi)ds̄i|c̄(0) ( ˙̄c(0))− df̃ |c̄(0) ( ˙̄c(0))

=

(

p∗

(
N∑

i=1

λ(vi)dsi − ω̃

))

c̄(0)

( ˙̄c(0))

=

(
N∑

i=1

λ(vi)dsi − ω̃

)

p◦c̄(0)

(p∗ ˙̄c(0))

=

(
N∑

i=1

λ(vi)dsi − ω̃

)

c(0)

(ċ(0))

=

(
N∑

i=1

λ(vi)dsi − ω̃

)

x

(w).

• Sei ζ die Abschneidefunktion zu {γ1, . . . , γN} und den Zahlen ε und ̺. Definiere

ω := gdζ + (1− ζ)ω̃ + ζ
N∑

i=1

λ(vi)dsi.
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1 Hedlund-Metriken

Aus den Eigenschaften der verschiedenen Funktionen folgt, dass ω glatt ist. Auf
U̺(Γ) gilt, weil ω̃ geschlossen ist:

dω = dg ∧ dζ + dζ ∧

(
N∑

i=1

λ(vi)dsi − ω̃

)

︸ ︷︷ ︸

=dg

= 0.

Auf M \ U̺(Γ) gilt:

dω = d ((1− ζ)ω̃) = −dζ ∧ ω̃ + (1− ζ)dω̃ = dω̃ = 0,

weil ζ konstant ist auf M \ U̺(Γ). Damit ist ω geschlossen. Für x ∈ Uε(Γj) gilt
außerdem:

ω|x = g(x)dζ |x + (1− ζ(x)) ω̃|x + ζ(x) ·

N∑

i=1

λ(vi)dsi|x

= g(x) · 0 + 0 · ω̃|x + 1 · λ(vj)dsj |x

= λ(vj)dsj |x,

wie gefordert. Damit folgt:

[ω](vj) =

∫

γj

ω =

∫ 1

0

ω|γj(t) (γ̇j(t)) dt

= λ(vj)

∫ 1

0

dsj |γj(t) (γ̇j(t)) dt

(1.1)
= λ(vj)

∫ 1

0

dt = λ(vj)

für j = 1, . . . , N . Mit span{v1, . . . , vN} = H1(M ;R) ergibt sich schließlich, dass
ω ein Repräsentant von λ ist. �

Aus dem Lemma folgt für die auf Seite 18 gewählte Objekte:

Korollar 1.2.3
Es existieren ω1, . . . , ωb ∈ Γ(T ∗M) mit dωi = 0, [ωi] = λi so, dass:

ωi =

{
dsi|x x ∈ Uε(Γi)
0 x ∈ Uε(Γj), j 6= i.

Beweis: Wende das Lemma 1.2.2 auf {v1, . . . , vb} und jedes λi, i ∈ {1, . . . , b}, an. �

Derartige Repräsentanten werden im Folgenden gute Repräsentanten heißen.

Bemerkung 1.2.4
Es gilt:

ωi|x = gi(x)dζ |x + (1− ζ(x)) ω̃i|x + ζ(x)dsi|x

für x ∈ M . Dabei kann dζ auf U̺(Γ) \ Uε(Γ) in den radialen Richtungen sehr groß
werden.
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1.2 Die Metrik auf M : Verallgemeinerte Hedlund-Beispiele

1.2.2 Die Metrik

Gegeben sei ein m-dimensionaler euklidischer Vektorraum V mit Skalarprodukt
g : V ×V → R. Der Isomorphismus I : V → V ∗, v 7→ g(v, ·) induziert eine Bilinearform
g∗ : V ∗ × V ∗ → R, die durch g∗(l, h) := g(I−1l, I−1h) gegeben ist für l, h ∈ V ∗. Die
Axiome eines Skalarproduktes lassen sich für g∗ leicht überprüfen und es gilt für alle
v ∈ V und l ∈ V ∗:

|l(v)| = |g(I−1l, v)|
C.S.-Ungl.

≤ ‖I−1l‖ · ‖v‖ = ‖l‖∗ · ‖v‖,

wobei ‖ · ‖ und ‖ · ‖∗ die von g und g∗ induzierten Normen sind.
Seien B = {v1, . . . , vm} eine Basis von V und B∗ = {l1, . . . , lm} die zu B duale Basis von
V ∗. Es gilt, wenn G := (gij)i,j=1,...,m := (g(vi, vj))i,j=1,...,m und G∗ := (gij)i,j=1,...,m :=
(g∗(li, lj))i,j=1,...,m die Matrixdarstellungen von g und g∗ bezüglich der Basen B und B∗

sind,
Em = G∗G = GG∗. (1.3)

Die Matrix G∗ lässt sich also leicht durch die Beziehung G∗ = G−1 berechnen.
Diese Konstruktion lässt sich auf eine riemannsche Mannigfaltigkeit punktweise über-
tragen:

Lemma 1.2.5
Zu einer riemannschen Metrik g auf M , das heißt g ∈ T 2

0 M nicht ausgeartet, symme-
trisch und positiv definit, existiert ein natürliches g∗ ∈ T 0

2 M so dass g∗x ein Skalarpro-
dukt auf (TxM)∗ für alle x in M und:

∣
∣ω|x(v|x)

∣
∣ ≤

∥
∥ω|x

∥
∥∗

x
·
∥
∥v|x

∥
∥
x

für alle x ∈M , v|x ∈ TxM und ω|x ∈ TxM
∗.

Beweis: Definiere wie oben g∗x : TxM
∗ × TxM

∗ → R≥0 zu gx : TxM × TxM → R≥0.
Dann ist, für jede Karte ϕ von M , die Funktion gijϕ = g∗(dϕi, dϕj) : M → R glatt,
denn: Aus G∗

ϕ = (Gϕ)
−1 folgt, dass gijϕ eine rationale Funktion in den Einträgen von

Gϕ ist. Ihr Nenner detGϕ verschwindet nicht auf Uϕ. �

Bemerkung 1.2.6
Es gilt dann:

‖ω‖∗ = max
x∈M

max
v∈TxM
‖v‖x=1

∣
∣ω|x(v)

∣
∣

= max
x∈M

max
v∈TxM
‖v‖x=1

|gx(vω|x , v)|

= max
x∈M

∣
∣
∣
∣
gx

(

vω|x ,
vω|x

‖vω|x‖x

)∣
∣
∣
∣

= max
x∈M

‖vω|x‖x

= max
x∈M

∥
∥ω|x

∥
∥∗

x
,
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1 Hedlund-Metriken

wobei für alle x in M vω|x ∈ TxM der Vektor ist, für den gilt: ω|x(v) = gx(vω|x , v) für
alle v ∈ TxM .

Mit dieser letzten Bemerkung ist es nun möglich, in Anlehnung an die Überlegungen auf
Seite 19, eine Metrik g aufM so zu definieren, dass genau die Funktionen fi ∈ C∞(M)
mit dfi = p∗ωi die nach g-Bogenlänge parametrisierten Linien in Li kalibrieren.

Definition und Existenz der Metrik

Definition 1.2.7
Eine Hedlund-Metrik auf M zu einer Basis B = {v1, . . . , vb} aus minimalen ganz-
zahligen Klassen von H1(M ;R) ist eine zu ρ konforme riemannsche Metrik g ∈ T 2

0 M ,
so dass für das zugehörige g∗ ∈ T 0

2 M und ein e ∈ (0, 100
b
) gilt:

(H 1) g∗γi(t)(ωi|γi(t), ωi|γi(t)) = max
x∈M

g∗x(ωi|x, ωi|x) =
1
ε2i

für alle t ∈ [0, 1]

und g∗x(ωi|x, ωi|x) <
1
ε2i

für x ∈ Uε(Γi) \ Γi.

(H 2) g∗x(ωi|x, ωi|x) ≤ 1 außerhalb von Uε(Γ).

Dabei sind γ1, . . . , γb die zu B gewählten zulässigen Kurven, mit Längen β1, . . . , βb
bezüglich ρ und ω1, . . . , ωb die dazugehörigen guten Repräsentanten der zu B dualen
Basis von H1

dR(M). Die Zahlen ε1, . . . , εb ∈ (0, e) erfüllen εi < βi für i = 1, . . . , b.

Bemerkung 1.2.8
Die Größe der Zahlen e, ε1, . . . , εb ist von symbolischer Bedeutung. Für die folgende
Argumentation ist es vor allem wichtig, dass die Zahl be viel kleiner ist als 1. Die Zahlen
εi sollen jeweils kleiner als βi sein, um zu verdeutlichen, dass die Metrik innerhalb der
Tuben kleiner und außerhalb größer ist als die Grundmetrik ρ. Im Gegensatz zu [Ban90]
hängen diese Zahlen nicht mit der Zahl ε in der Konstruktion der Tuben zusammen.

Bezeichnungen
• Sei Lg die aufM von g induzierte Länge von Kurven, d die aufM von g induzierte
Distanz. Sei ‖·‖x die von gx induzierte Norm auf TxM , ‖·‖∗x die von g

∗
x induzierte

Norm auf (TxM)∗.

• Sei ḡ∗ ∈ T 2
0 M̄ durch ḡ∗ = p∗g∗ definiert, ḡ = p∗g ∈ T 0

2 M̄ , sei L = Lḡ die auf M̄
von ḡ induzierte Länge von Kurven und d̄ die auf M̄ von ḡ induzierte Distanz. Die
von ḡx (beziehungsweise ḡ∗x) induzierte Norm auf TxM̄ (beziehungsweise TxM̄

∗)
wird ebenfalls ‖ · ‖x (beziehungsweise ‖ · ‖∗x) geschrieben.

• Sei ∆ := diam(M) = max
x,y∈M

d(x, y) der Durchmesser von M .

24
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• Sei Dij := min
x∈Γi
y∈Γj

d(x, y). Sei weiter D̄ := max
i,j=1,...,b

Dij, also der größte Abstand

zwischen zwei Linien und analog D := min
i,j=1,...,b

min
x∈Uε(Γi)
y∈Uε(Γj)

d(x, y) der kleinste Abstand

zwischen zwei Tuben.

• Sei di(ε) := max
x∈Uε(Γi)

y∈Γi

si(x)=si(y)

d(x, y) der maximale Radius der
”
Scheiben“ in Uε(Γi) bezüglich

der Hedlund-Metrik und sei d(ε) := max
i=1,...,b

di(ε) der maximale Radius aller Tuben.

• Sei bij : [0, 1] → M die zu Dij gehörige Brücke, das heißt, die kürzeste Verbindung
zwischen den Mengen Γi und Γj . Sei b̄ij : [0, 1] → M̄ der Lift von bij nach M̄ mit
b̄ij(0) ∈ F0, also die Brücke von Γ̄i nach Γ̄j mit Anfangspunkt in F0. Die Menge
Bij := {b̄ij + v : v ∈ H1(M ;Z)R} ist die Menge der Lifts von bij nach M̄ und
bildet die Menge aller Brücken von Li nach Lj .

Proposition 1.2.9
Zu jeder Wahl von minimalen ganzzahligen Klassen v1, . . . , vb, die H1(M ;R) aufspan-
nen, gibt es eine Hedlund-Metrik auf M .

Beweis: Sei ε′ := min
i=1,...,b

sup{t ∈ (ε, ̺) : ωi|x 6= 0 für alle x ∈ Ut(Γi)}. Da die 1-

Formen ω1, . . . , ωb stetig sind, ergibt ein Kompakteitsargument, dass diese Mengen
nicht leer sind und somit ε′ existiert.
Sei

Ω := max
j=1,...,b

x∈M\Uε(Γ)

ρ∗x(ωj |x, ωj|x) > 0

und

Ωi := max
j=1,...,b
x∈Uε′ (Γi)

ρ∗x(ωj|x, ωj|x)

ρ∗x(ωi|x, ωi|x)
> 0,

für i = 1, . . . , b.
Wähle εi so, dass Ωi > ε2i und definiere:

hi : Uε′(Γi) → (0,∞)

x 7→
1

ε2iρ
∗
x(ωi|x, ωi|x)

· exp(−Ci · |x|
2)

mit

Ci := ln

(
Ωi

ε2i

)

·
1

ε2
> 0.

Diese Funktion ist wohldefiniert, weil ωi|x 6= 0 für alle x ∈ Uε′(Γi). Setze hi, i = 1, . . . , b,
durch 0 auf M fort und definiere F :M → (0,∞) durch

F (x) = ζ(x) ·
b∑

i=1

hi(x) + (1− ζ(x)) ·
1

Ω
.
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Dabei ist ζ die auf Seite 17 definierte Abschneidefunktion zu {v1, . . . , vb}, ε
′ und ε.

Die riemannsche Metrik g sei die zu ρ konforme Metrik mit konformem Faktor 1
F
, das

heißt:
g∗x = F (x)ρ∗x für alle x ∈ M

Dann gilt:

1. Ist x ∈ Γi, so sind ζ(x) = 1, hj(x) = 0 für j 6= i und |x| = 0, also

hi(x) =
1

ε2iρ
∗
x(ωi|x, ωi|x)

exp(0) =
1

ε2iρ
∗
x(ωi|x, ωi|x)

.

Es folgt:

g∗x(ωi|x, ωi|x) =
1

ε2iρ
∗
x(ωi|x, ωi|x)

ρ∗x(ωi|x, ωi|x)

=
1

ε2i
.

2. Ist x ∈ Uε(Γi) \Γi, so sind wieder ζ(x) = 1, hj(x) = 0 für j 6= i, aber |x| > 0 und
damit

hi(x) =
1

ε2iρ
∗
x(ωi|x, ωi|x)

· exp(−Ci · |x|
2) <

1

ε2iρ
∗
x(ωi|x, ωi|x)

.

Also gilt:

g∗x(ωi|x, ωi|x) <
1

ε2i
.

3. Für x ∈M \ Uε(Γ), ist
g∗x(ωj |x, ωj|x) ≤ 1

für j = 1, . . . , b, denn:

a) Für x ∈ Uε′(Γi) \ Uε(Γi) gilt diesmal |x| > ε und damit

−Ci|x|
2 < −Ciε

2 = − ln

(
Ωi

ε2i

)

·
1

ε2
· ε2 = ln

(
ε2i
Ωi

)

.

Daraus folgt:

hi(x) <
1

ε2iρ
∗
x(ωi|x, ωi|x)

· exp

(

ln

(
ε2i
Ωi

))

=
1

Ωiρ∗x(ωi|x, ωi|x)
,

also

F (x) ≤
ζ(x)

Ωiρ∗x(ωi|x, ωi|x)
+

1− ζ(x)

Ω

und schließlich

g∗x(ωj|x, ωj|x) ≤
ρ∗x(ωj|x, ωj|x)

Ωiρ∗x(ωi|x, ωi|x)
ζ(x) + (1− ζ(x))

ρ∗x(ωj |x, ωj|x)

Ω

≤ ζ(x) + (1− ζ(x)) = 1
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1.2 Die Metrik auf M : Verallgemeinerte Hedlund-Beispiele

b) Für x ∈M \ Uε′(Γ) gilt ζ(x) = 0, also F (x) = 1
Ω
und damit:

g∗x(ωj|x, ωj|x) =
ρ∗x(ωj |x, ωj|x)

Ω
≤ 1

mit der Definition von Ω. �

1.2.3 Erste Eigenschaften dieser Metrik

Lemma 1.2.10
Es gilt:

1. ‖ωi‖
∗ = max

x∈M
v∈TxM
‖v‖x=1

∣
∣ωi|x(v)

∣
∣ = 1

εi

2. ‖γ̇i(t)‖γi(t) = εi für alle t ∈ [0, 1] und Lg(γi) = εi.

Beweis: Zu 1) Es gilt (vgl. Bemerkung 1.2.6):

‖ωi‖
∗ = max

x∈M

∥
∥ωi|x

∥
∥
∗

x
=

1

εi
.

Zu 2) Sei ϕ := ϕγi(t) eine semigeodätische Karte (vergleiche Lemma 1.1.6). Die Matrix
G∗

γi(t)
von g∗γi(t) bezüglich der Basis

{dsi|γi(t), dϕ2|γi(t), . . . , dϕm|γi(t)}

von Tγi(t)M
∗ hat Diagonalgestalt, da g∗ zu ρ∗ konform ist.

Da diese Basis zu {γ̇i(t), ∂
ϕ
2 |γi(t), . . . , ∂

ϕ
m|γi(t)} dual ist, folgt

‖γ̇i(t)‖
2
γi(t)

= gγi(t)(γ̇i(t), γ̇i(t)) =
1

g∗
γi(t)

(ωi|γi(t), ωi|γi(t))
= ε2i

mit (1.3) (Seite 23) und dsi|γi(t) = ωi|γi(t).

Daraus folgt:

Lg(γi) =

∫ 1

0

‖γ̇i(t)‖γi(t)dt = εi.
�

Das nächste Lemma zeigt, dass die Definition der Hedlund-Metrik tatsächlich eine
Verallgemeinerung des Hedlund-Beispiels in [Ban90] liefert.

Lemma 1.2.11
Es gilt für i = 1, . . . , b:

1. ‖ωi‖
∗ = ‖λi‖

∗.
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1 Hedlund-Metriken

2. Eine Funktion fi ∈ C∞(M̄) mit dfi = p∗ωi ist Lipschitz-stetig mit der Konstante
‖λi‖

∗.

3. ∀x ∈ M̄, ∀v ∈ H1(M ;Z)R : fi(x+ v) = fi(x) + λi(v).

fi ist also eine Kalibrierung in λi und es gilt:

4. Die Parametrisierung ci nach g-Bogenlänge von γ̄i ist durch fi kalibriert.

5. Für alle i ist γi die kürzeste Kurve bezüglich g, die vi repräsentiert.

Bemerkung 1.2.12
Eine Abbildung f in C∞(M̄), die 2. und 3. erfüllt für λ ∈ H1

dR(M), wird mitunter

”
verallgemeinerte Koordinate zu λ“ genannt (siehe [BIK97]). Die Funktionen fi in
Lemma 1.2.11 sind verallgemeinerten Koordinaten: die Kenntnis ihrer Variationen längs
einer Kurve erlaubt zu bestimmen, um wieviele Fundamentalbereiche sich die Kurve
in Richtung von vi bewegt hat. Im Fall vom 3-Torus mit dem Hedlund-Beispiel von
Bangert, sind die Funktionen x1, x2, x3, also die üblichen Koordinatenfunktionen auf
dem R3 ≃ T̄3, diese verallgemeinerten Koordinaten.

Beweis: Sei ω̃i ∈ Γ(T ∗M) geschlossen mit [ω̃i] = λi. Dann gilt:

1 =

∫

γi

ω̃i

≤ ‖ω̃i‖
∗ · L(γi) = ‖ω̃i‖

∗ · εi.

Daraus folgt:
1

εi
≤ ‖ω̃i‖

∗

und damit
‖ωi‖

∗ ≤ ‖ω̃i‖
∗.

Also gilt die erste Aussage. Daraus folgen die zweite und dritte Aussage mit Bemerkung
1.1.2.
Nach Lemma 1.2.10 ist die Parametrisierung nach g-Bogenlänge von γ̄i gegeben

durch: ci(t) = γ̄i(
t
εi
).

Mit dfi|Uε(Γ̄i) = (p∗dsi)|Uε(Γ̄i) = ds̄i gilt für alle s, t ∈ R, s < t:

fi ◦ ci(t)− fi ◦ ci(s) =

∫ t

s

dfi|ci(τ)(ċi(τ))dτ

=

∫ t

s

1

εi
ds̄i|γ̄i

(

τ
εi

)

(

˙̄γi

(
τ

εi

))

dτ

=
1

εi

∫ t

s

1dτ

=
1

εi
(t− s)

= ‖λi‖
∗(t− s).
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1.2 Die Metrik auf M : Verallgemeinerte Hedlund-Beispiele

Daraus folgt 4).
Sei γ̃i : [0, 1] → M eine beliebige stückeise C1-Kurve, die vi repräsentiert. Dann gilt:

∫

γ̃i

ωi ≤ ‖ωi‖
∗Lg(γ̃i)

und damit

1 =

∫

γ̃i

ωi ≤
Lg(γ̃i)

εi
.

Daraus folgt:
Lg(γ̃i) ≥ εi = Lg(γi)

und 5) ist bewiesen. �

Definition 1.2.13
Definiere zu c : I → M̄ den Rotationsvektor:

v(c) :=

b∑

i=1

(∫

c

p∗ωi

)

· vi =

b∑

i=1

(
fi(c(b))− fi(c(a))

)
· vi ∈ H1(M ;R)

wobei, für i = 1, . . . , b, die Funktion fi in C
∞(M̄) irgendeine Funktion ist, die dfi = p∗ωi

erfüllt.

Bemerkung 1.2.14
Sei γ : I → M in M̄ ein geschlossener Weg mit [γ] =

∑b

i=1 zivi ∈ H1(M ;Z)R. Für einen
Lift γ̄ von γ nach M̄ gilt:

v(γ̄) =

b∑

i=1

(∫

γ̄

p∗ωi

)

vi =

b∑

i=1

(∫

γ

ωi

)

vi =

b∑

i=1

zivi = [γ].

Im Allgemeinen ist v(c) nicht unabhängig von der Wahl der Repräsentanten von den
Kohomologieklassen λ1, . . . , λb.

Der nächste Satz liefert eine wichtige Abschätzung für die Länge von Kurven außer-
halb der Tuben. Die Aussage wird hauptsächlich in Kapitel 3 erweitert und verwendet.
Sie wird aber hier schon für den Fall einer einfachen Hedlund-Metrik bewiesen, weil
die wichtigsten Eigenschaften dieser Metrik und die sich daraus ergebenden Rechen-
methoden im Beweis zusammengefasst werden. Außerdem wird eine Umformung der
erhaltenen Ungleichung in Kapitel 2 verwendet.

Satz 1.2.15
Sei c : I → M̄ stückweise C1 und nach g-Bogenlänge parametrisiert mit

v(c) =
∑b

i=1 xivi. Dann gilt für die Länge von A = A(c) := c−1(M̄ \ Uε(L)):

λ(A) ≤
1

1− be

(

L(c)−
b∑

i=1

|xi|εi

)

. (1.4)
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1 Hedlund-Metriken

Beweis: Setze I = A ∪
(
∪b
i=1Ai

)
, wobei Ai = Ai(c) = c−1(Uε(Li)). Wähle f1, . . . , fb

wie in Definition 1.2.13. Für die Funktion fi : M̄ → R gilt:

dfi|x = p∗ωi|x = 0 für alle x ∈ Uε(Lj), j 6= i (1.5)

und
∥
∥dfi|x

∥
∥∗

x
=
∥
∥ωi|p(x)

∥
∥∗

p(x)
für alle x ∈ M̄.

1. Es gilt: ∣
∣
∣
∣

∫

A

dfi|c(t) (ċ(t)) dt

∣
∣
∣
∣
≤ λ(A) für i = 1, . . . , b,

denn:
∣
∣
∣
∣

∫

A

dfi|c(t) (ċ(t)) dt

∣
∣
∣
∣

≤

∫

A

∣
∣dfi|c(t)(ċ(t))

∣
∣ dt

≤

∫

A

∥
∥dfi|c(t)

∥
∥
∗

c(t)
︸ ︷︷ ︸

≤1 da t∈A

· ‖ċ(t)‖c(t)
︸ ︷︷ ︸

=1

dt

≤

∫

A

1dt = λ(A).

2. Für i 6= j gilt mit (1.5):

∣
∣
∣
∣
∣

∫

Aj

dfi|c(t) (ċ(t)) dt

∣
∣
∣
∣
∣
= 0.

3. Es gilt: ∣
∣
∣
∣

∫

Ai

dfi|c(t)(ċ(t))dt

∣
∣
∣
∣
≥ |xi| − λ(A)

denn:

|xi| =

∣
∣
∣
∣

∫

I

dfi|c(t)(ċ(t))dt

∣
∣
∣
∣

≤

∣
∣
∣
∣

∫

A

dfi|c(t)(ċ(t))dt

∣
∣
∣
∣
+

b∑

j=1

∣
∣
∣
∣
∣

∫

Aj

dfi|c(t)(ċ(t))dt

∣
∣
∣
∣
∣

(2)
=

∣
∣
∣
∣

∫

A

dfi|c(t)(ċ(t))dt

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

∫

Ai

dfi|c(t)(ċ(t))dt

∣
∣
∣
∣

(1)

≤ λ(A) +

∣
∣
∣
∣

∫

Ai

dfi|c(t)(ċ(t))dt

∣
∣
∣
∣

Daraus folgt:
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1.2 Die Metrik auf M : Verallgemeinerte Hedlund-Beispiele

4. λ(Ai) ≥ εi · (|xi| − λ(A)), denn für t ∈ Ai gilt:

∣
∣dfi|c(t)(ċ(t))

∣
∣ ≤

∥
∥dfi|c(t)

∥
∥
∗

c(t)
· ‖ċ(t)‖c(t) =

∥
∥dfi|c(t)

∥
∥
∗

c(t)
≤

1

εi
(1.6)

und damit

λ(Ai) =

∫

Ai

1ds ≥

∫

Ai

εi ·
∣
∣dfi|c(t)(ċ(t))

∣
∣ dt

≥ εi ·

∣
∣
∣
∣

∫

Ai

dfi|c(t)(ċ(t))dt

∣
∣
∣
∣

≥ εi · (|xi| − λ(A))

Daraus folgt mit L(c) = λ(A) +
∑b

i=1 λ(Ai):

L(c) ≥ λ(A) +
b∑

i=1

εi · (|xi| − λ(A))

= λ(A) +

b∑

i=1

εi · |xi| −

(
b∑

i=1

εi

)

· λ(A)

≥ λ(A) +

b∑

i=1

εi · |xi| − be · λ(A) (weil e ≥ max
i=1,...,b

εi)

= λ(A)(1− be) +

b∑

i=1

εi · |xi|

und daraus folgt die Behauptung. �
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2 Der Einheitsball der stabilen Norm

einer Hedlund-Metrik

Babenko und Balacheff beweisen in [BB06] den folgenden

Satz Sei P endliches, b-dimensionales, konvexes, ursprungsymmetrisches Polytop in
H1(M ;R), so dass die Richtungen seiner Ecken rational sind. Dann existiert eine zu ρ
konforme Metrik auf M , so dass P der Einheitsball der induzierten stabilen Norm auf
H1(M ;R) ist.

Hier soll gezeigt werden, dass ein Beispiel für eine solche konforme Metrik eine Hedlund-
Metrik sein kann, wenn man eine weitere Klasse von derartigen Metriken definiert. Diese
Metriken werden ebenfalls Hedlund-Metriken genannt. Der Satz, der hier bewiesen
wird, lautet also:

Satz 2.0.1
Sei P endliches, b-dimensionales, konvexes, ursprungsymmetrisches Polytop in
H1(M ;R), so dass die Richtungen seiner Ecken rational sind. Dann existiert eine zu ρ
konforme Hedlund-Metrik auf M , so dass (bis auf Skalierung) P der Einheitsball der
induzierten stabilen Norm auf H1(M ;R) ist.

In diesem Kapitel wird der Beweis dieses Satzes entwickelt. Polytope, welche die Vor-
aussetzungen des Satzes erfüllen, werden im Folgenden zulässig heißen. Ein ursprungs-
symmetrisches Polytop ist

”
b-dimensional“, wenn seine Ecken H1(M ;R) aufspannen.

Weil die zulässigen Polytope ursprungssymmetrisch und b-dimensional sind, müssen
sie mindestens 2b Ecken haben. Es werden zwei Fälle unterschieden: Der einfache Fall
behandelt das zulässige Polytop mit 2b Ecken. Dieses Polytop ist der Einheitsball der
1-Norm zu der von den Ecken des Polytops gebildeten Basis von H1(M ;R) ≃ Rb. Der
allgemeine Fall behandelt das zulässige Polytop, das beliebig viele (aber mindestens
2b) Ecken und damit auch beliebig viele Seiten haben kann.

Im ersten Abschnitt wird zunächst die stabile Norm definiert. Anschließend wird
gezeigt, wie zu jedem Polytop der ersten Klasse eine geeignete Hedlund-Metrik gewählt
werden kann, so dass das Polytop bis auf Skalierung zum Einheitsball der stabilen Norm
wird. Im zweiten Abschnitt wird die Definition der Hedlund-Metrik verallgemeinert
und das Verfahren für alle anderen zulässigen Polytope erweitert. Zu diesem Zweck
müssen aber zunächst folgende Fragen beantwortet werden: Welche Norm auf Rb hat
ein vorgegebenes Polytop als Einheitsball? Wo geht die Konvexität des Polytops ein?
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2 Der Einheitsball der stabilen Norm einer Hedlund-Metrik

2.1 Der einfache Fall: Polytop mit 2b Ecken

2.1.1 Die stabile Norm

Satz Definiere

f : H1(M ;Z)R → R≥0

v 7→ inf{L(γ)|γ geschlossene Kurve, die v repräsentiert.}

sowie fn : n−1H1(M ;Z)R → R≥0, fn(v) = n−1f(nv).
Dann konvergiert fn auf Kompakta gleichmäßig gegen eine Norm ‖ · ‖ auf H1(M ;Z)R.
Speziell gilt: Wenn (vn)n∈N eine Folge in H1(M ;Z)R ist mit lim

n→∞

vn
n

= v ∈ H1(M ;R)

(bezüglich der Standardtopologie auf H1(M ;R) ≃ Rb), dann ist die Norm von ‖v‖
gegeben durch:

‖v‖ = lim
n→∞

f(vn)

n
.

Diese Norm heißt die stabile Norm auf H1(M ;R). Ein Beweis dieses Satzes findet
sich im Anhang von [Ban90].
Die stabile Norm hängt stark von der Metrik auf der Mannigfaltigkeit ab. Sie wird

hier für ganze Klassen aus H1(M ;Z)R für eine riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g)
genauer berechnet:
Ist d̄g die von p∗g induzierte Distanz auf M̄ , dann gilt für v ∈ H1(M ;Z)R:

f(v) = inf
x∈M̄

d̄g(x, x+ v) = min
x∈F0

d̄g(x, x+ v)

weil p∗g periodisch ist. Es folgt mit lim
n→∞

nv
n
= v:

‖v‖ = lim
n→∞

f(nv)

n

= lim
n→∞

min
x∈F0

d̄g(x, x+ nv)

n
.

Das nächste Lemma zeigt, dass mit einem Polytop auch seine sämtlichen Vielfa-
chen als Einheitsball der stabilen Norm realisiert werden können. Daher kann für die
Konstruktion der Metrik von einem beliebig großen Polytop ausgegangen werden.

Lemma 2.1.1
Seien P1 und P2 zulässige Polytope in H1(M ;R) mit P1 = λ · P2 für ein λ > 0. Sei P1

der Einheitsball der stabilen Norm bezüglich einer riemannschen Metrik g:

P1 = {v ∈ H1(M ;R) : ‖v‖g ≤ 1}.

Dann ist P2 der Einheitsball der stabilen Norm bezüglich der riemannschen Metrik g

λ2 .
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2.1 Der einfache Fall: Polytop mit 2b Ecken

Beweis: Für alle x, y ∈ M̄ gilt:

d̄ g

λ2
(x, y) =

d̄g(x, y)

λ
.

Sei v ∈ P2. Dann ist v′ := v
λ
in P1 und es gilt:

‖v′‖g ≤ 1.

Daraus folgt, wenn (vn)n∈N eine Folge in H1(M ;Z)R ist mit lim
n→∞

vn
n
= v:

‖v‖ g

λ2
= lim

n→∞

min
x∈F0

d̄ g

λ2
(x, x+ vn)

n

= lim
n→∞

min
x∈F0

d̄g(x, x+ vn)

nλ

=
‖v‖g
λ

=
‖λv′‖g
λ

= ‖v′‖g ≤ 1. �

2.1.2 Realisierung des Polytops als Einheitsball der stabilen Norm

Seien ṽ1, . . . , ṽb,−ṽ1, . . . , ṽb die Ecken des Polytops. Da sie nach Voraussetzung in ra-
tionale Richtungen weisen, existieren positive Zahlen ε1, . . . , εb ∈ R>0, so dass die
Vektoren εi · ṽi =: vi minimale ganzzahlige Klassen sind für i = 1, . . . , b.
Da das Polytop b-dimensional ist, spannen die Vektoren v1, . . . , vb H1(M ;R) auf.
Wähle zulässige Kurven γ1, . . . , γb : [0, 1] → M mit [γi] = vi und Lρ(γi) := βi für
i = 1, . . . , b. Mit Lemma 2.1.1 kann angenommen werden, dass das Polytop P sehr groß
ist, in dem Sinne, dass die Zahlen ε1, . . . , εb sehr klein sind:

εi < min

{

βi,
1

100b

}

für i = 1, . . . , b.

Das ist notwendig, um, wie im ersten Kapitel, mit den gewählten Repräsentanten eine
Hedlund-Metrik g zu den Klassen {v1, . . . , vb}, den Zahlen ε1, . . . , εb und e := max

i=1,...,b
εi zu

definieren. Mit den Bezeichnungen aus dem ersten Kapitel gilt dann folgendes Lemma:

Lemma 2.1.2
Für alle x in M̄ und v =

∑b

i=1 zivi ∈
⊕b

i=1 Z · vi gilt:

b∑

i=1

|zi|εi ≤ d̄(x, x+ v) ≤
b∑

i=1

|zi|εi + C (2.1)

mit einer Konstante C, die von v unabhängig ist.
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2 Der Einheitsball der stabilen Norm einer Hedlund-Metrik

Für den Beweis der rechten Ungleichung wird die Länge von besonderen Wegen in M̄
abgeschätzt. Anschaulich bildet die Vereinigung von L mit der Menge B der Brücken
zwischen den Zusammenhangskomponenten von L (hier Linien genannt) ein Netz auf
der Mannigfaltigkeit M̄ . Punkte können durch Wege verbunden werden, die so lange wie
möglich in diesem Netz verlaufen. Unter diesen Wegen werden diejenigen die kürzesten
sein, die für jedes i auf höchstens einer der Linien in Li verlaufen und zwischen diesen
Linien geschickt angeordnete Brücken benutzen.

Zum Beispiel gibt es für die Punkte x ∈ Fk ⊆ M̄ und x + v ∈ Fk+v mit v =
∑b

i=1 zivi ∈
⊕b

i=1 Z · vi eine Verbindung γ, die wie folgt definiert ist:
Sei Iv := {i ∈ {1, . . . , b} : zi 6= 0}. Sei p1 der nächste Punkt zu x in L und l1 ⊆ Li1 die
Linie, auf der p1 liegt. Die Kurve γ verbindet x mit p1 entlang des kürzesten Weges
zwischen ihnen. Sei l2 die Linie, die durch Fk+zi1vi1

geht, so dass d̄(l1, l2) minimal ist

und l2 ⊆ Li2 für i2 ∈ Iv \ {i1} (es ist dann d̄(l1, l2) = L(b̄i1i2 + k + zi1vi1) = L(b̄i1i2) ).
γ verbindet p1 mit p′1 := b̄i1i2(0) + k + zi1vi1 ∈ l1, dem Anfangspunkt dieser Brücke,
entlang l1 und verläuft dann auf der Brücke bis p2 := b̄i1i2(1) + k + zi1vi1 ∈ l2.
γ verbindet analog Fk+zi1vi1

mit Fk+zi1vi1+zi2vi2
entlang l2, wechselt dort auf die Linie

l3 ⊆ Li3 und entsprechend weiter, bis Fk+v erreicht ist. Sei dabei lβ die letzte benutzte
Linie. Sei q der nächste Punkt zu x+v, der auf dieser Linie liegt. Der Weg γ verläuft bis
q auf lβ und verbindet endlich diesen mit x+ v entlang der kürzesten Kurve zwischen
ihnen.

Zu beachten ist, dass dieser Weg für i = 1, . . . , b tatsächlich nur einmal auf Li

verläuft, falls keine der Brücken zwischen zwei Linien eine dritte Linie trifft. Dann ist
die Kurve γ nicht mehr eindeutig definiert, weil sie auf verschiedenen Komponenten
von Li verlaufen kann, ohne durch Linienwechsel zuviel Zeit zu verlieren.

Definition 2.1.3
Im Folgenden wird solch eine Kurve γ, bezüglich irgendeiner Basis von H1(M ;R) aus
ganzzahligen Klassen gebildet, ein Standardweg von x nach x+ v heißen.

Bemerkung 2.1.4
Der Standardweg von x nach x + v ist nicht immer eindeutig. Für die weitere Ar-
gumentation ist lediglich wichtig, dass für die Länge jedes Standardwegs von x nach
x+

∑b

i=1 zivi die folgende Abschätzung gilt:

L(γ) ≤

b∑

i=1

|zi|εi + 2∆+ be + (b− 1)D̄
︸ ︷︷ ︸

:=C

.

Beweis: Die Länge von γ in L = ∪b
i=1Li ist leicht zu berechnen: Sie beträgt

∑b

i=1 |zi|εi + K, wobei die Konstante K ein Korrekturterm ist, der entsteht, weil die
Kurve möglicherweise etwas mehr als |zi| Perioden von l in Li verlaufen muss, um die
richtige Brücke zu finden. Diese Konstante ist also kleiner als be. Die Länge der ersten
und letzten Verbindungen ist jeweils kleiner als ∆ und die Länge der höchstens b − 1
Brücken ist jeweils kleiner als D̄. Insgesamt ergibt sich so die Behauptung. �
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2.1 Der einfache Fall: Polytop mit 2b Ecken

Beweis (von Lemma 2.1.2): Die linke Abschätzung folgt direkt aus Satz 1.2.15,
denn für jede Kurve c, die x und x+ v verbindet, gilt mit Bemerkung 1.2.14 v(c) = v
und damit:

L(c) ≥

b∑

i=1

|zi|εi + (1− be)
︸ ︷︷ ︸

>0

λ(A(c)) ≥

b∑

i=1

|zi|εi.

Daraus folgt:

d̄(x, x+ v) = inf{L(c)|c Kurve von x nach x+ v} ≥

b∑

i=1

|zi|εi

für alle x ∈ M̄ .
Die rechte Abschätzung folgt aus der obigen Bemerkung mit d̄(x, x+ v) ≤ L(γ). �

Daraus folgt direkt, dass P der Einheitsball der von g induzierten stabilen Norm ist.
Sei nämlich v =

∑b
i=1 zivi, dann gilt mit Lemma 2.1.2 für alle x ∈ F0 und n ∈ N:

b∑

i=1

n|zi|εi ≤ d̄(x, x+ nv) ≤
b∑

i=1

n|zi|εi + C

und damit
b∑

i=1

|zi|εi ≤
min
x∈F0

d̄(x, x+ nv)

n
≤

b∑

i=1

|zi|εi +
C

n

für alle n ∈ N. Daraus folgt:

‖v‖ = lim
n→∞

min
x∈F0

d̄(x, x+ nv)

n
=

b∑

i=1

|zi|εi.

Dies genügt um die Norm auf H1(M ;R) zu bestimmen, denn für v in H1(M ;Z)R und
sogar für jeden rationalen Vektor v in H1(M ;R) existieren n ∈ N und v′ ∈

⊕b

i=1 Z · vi
mit nv = v′. Die Norm von ‖v‖ ist also gegeben durch:

‖v‖ =
‖v′‖

n
.

Da die Norm stetig ist, ist sie also auf ganz H1(M ;R) bekannt und gegeben durch:

v =
b∑

i=1

xivi ⇒ ‖v‖ =
b∑

i=1

|xi|εi

oder auch

v =

b∑

i=1

xiṽi ⇒ ‖v‖ =

b∑

i=1

|xi|.

Die von g induzierte stabile Norm ist also genau die 1-Norm bezüglich der Basis
{ṽ1, . . . , ṽb} von H1(M ;R). Der Einheitsball dieser Norm ist das Polytop P .
Der Satz 2.0.1 ist somit für die erste Klasse von Polytopen bewiesen.
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2 Der Einheitsball der stabilen Norm einer Hedlund-Metrik

2.2 Allgemein: Polytop mit mehr als 2b Ecken

2.2.1 Allgemeines zu Normen und konvexen Polytopen

Ein endliches konvexes Polytop P in Rb ≃ H1(M ;R) ist die konvexe Hülle seiner
(endlich vielen) extremalen Punkte, im Fall eines ursprungsymmetrischen Polytops also
von 2N Punkten ṽ1, . . . , ṽN ,−ṽ1, . . . ,−ṽN , die man als Richtungen auffassen kann. Im
Folgenden wird das Polytop P immer zulässig sein.
Den 2k Seiten des Polytops entsprechen 2k Mengen von Ecken

J̃1, . . . , J̃k,−J̃1, . . . ,−J̃k ⊆ {ṽ1, . . . , ṽN ,−ṽ1, . . . ,−ṽN} =: ṼP

wie folgt:

1. Jede Seite Si von P ist die konvexe Hülle von J̃i.

2. Aus i 6= j folgt J̃i 6= ±J̃j .

Da P zusätzlich b-dimensional ist, gilt für jede dieser Mengen span(J̃i) = H1(M ;R)
und damit #J̃i ≥ b. Jede Untermenge von J̃i mit b Elementen ist linear unabhängig.
Jede Menge J̃i ist von der Form J̃i = {τ i1ṽji1, . . . , τ

i
ki
ṽjiki

} mit b ≤ ki ≤ N , ji1, . . . , j
i
ki

verschiedene Zahlen aus {1, . . . , N} und τ il ∈ {±1}, l = 1, . . . , ki. Um die Schreibweise
übersichtlicher zu gestalten wird im Folgenden ohne Einschränkung angenommen, dass
J̃1 = {ṽ1, . . . , ṽk1} mit b ≤ k1 ≤ N .
Ist v ein Vektor aus einer der Seiten, etwa aus S1, dann kann v als Linearkombination

der Vektoren aus J̃1 geschrieben werden: v =
∑k1

j=1 αj ṽj mit
∑k1

j=1 αj = 1 und alle Koef-
fizienten αj ≥ 0. Die Norm, die das Polytop als Einheitsball besitzt, ist gegeben durch:

v =

k1∑

j=1

αj ṽj mit

k1∑

j=1

αj = 1 und αj ≥ 0, j = 1, . . . , k1 ⇒ ‖v‖ = 1 (2.2)

oder allgemeiner

v =

k1∑

j=1

αj ṽj mit αj ≥ 0, j = 1, . . . , k1 ⇒ ‖v‖ =

k1∑

j=1

αj

und entsprechend für jede andere Seite.
Da die Vektoren aus ṼP rational sind, existieren ε1, . . . , εN ∈ R>0 so, dass

vi := εiṽi minimale Elemente aus H1(M ;Z)R sind.
Die Eigenschaften von P liefern zu jeder Seite Si von P die Existenz eines eindeutigen

Elements ψi ∈ H1
dR(M) mit

ψi(ṽ) = 1 falls ṽ ∈ J̃i

und

ψi(ṽ) < 1 falls ṽ ∈ ṼP \ J̃i.
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2.2 Allgemein: Polytop mit mehr als 2b Ecken

Jede Seite des Polytops teilt H1(M ;R) in zwei Halbräume, von denen genau einer
das Polytop enthält. Diese Linearformen ψ1, . . . , ψk liefern wichtige Gleichungen für
das Verhältnis der Zahlen ε1, . . . , εN . Es wird hier die entsprechende Rechnung für die
Seite, die J̃1 entspricht, vorgeführt. Für j > k1 liegt ±ṽj nicht in J̃1. Es gilt dann:

ψ1(vj) = ψ1(εj ṽj) < εj,

sowie:

ψ1(−vj) = ψ1(εj · (−ṽj)) < εj

⇒ ψ1(vj) = −ψ1(−vj) > −εj ,

also:
|ψ1(vj)| < εj. (2.3)

Falls k1 > b, kann für j mit b < j ≤ N der Vektor vj als lineare Kombination

njvj =

b∑

l=1

nj
l vl

mit nj ∈ N, nj
1, . . . , n

j
b ∈ Z geschrieben werden. Es gilt:

ψ1(vj) = ψ1

(

1

nj

b∑

l=1

nj
l vl

)

=
1

nj

b∑

l=1

nj
l εlψ1(ṽl)

=
1

nj

b∑

l=1

nj
l εl.

Daraus folgt:

εj >
1

nj

b∑

l=1

nj
l εl > −εj (2.4)

für j mit k1 < j ≤ N , und

εj =
1

nj

b∑

l=1

nj
l εl (2.5)

für j mit b < j ≤ k1.
Jede Seite Si des Polytops, welche die konvexe Hülle von mehr als b Punkten darstellt,

kann (auf nicht eindeutige Weise) in Untermengen Si
1, . . . , S

i
li
zerlegt werden, so dass

gilt:

1. Jede der Mengen Si
j ist die konvexe Hülle von einer Teilmenge J̃ i

j von J̃i mit

#J̃ i
j = b.
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2 Der Einheitsball der stabilen Norm einer Hedlund-Metrik

S1
1

S1
2

v2 v1

v3 v4

b=3
J1={v1,v2,v3,v4}

Jede Seite des Würfels kann
in zwei Teile zerlegt werden.

b=2
Jede Seite ist die konvexe Hülle von

zwei Vektoren.

v2

v1

v3v4

Abbildung 2.1: Beispiele von Polytopen mit zugehörigen Zerlegungen

2. Aus l 6= j folgt Si
j ∩ S

i
l = ∂Si

j ∩ ∂S
i
l .

Setze, für Si mit #J̃i = b, li := 1 und J̃ i
1 := J̃i.

Die Menge Bi
j := {vk : ṽk = vk

εk
∈ J̃ i

j} bildet dann für alle i ∈ {1, . . . , k} und

j ∈ {1, . . . , li} eine Basis von H1(M ;R) aus ganzzahligen Klassen. Zu jeder dieser Ba-
sen existiert eine duale Basis Bi∗

j von H1
dR(M). Jede der Klassen ψi kann als positive

Linearkombination der Elemente von Bi∗
j geschrieben werden. Zum Beispiel kann, falls

ohne Einschränkung B1
1 = {v1, . . . , vb}, die Linearform ψ1 als ψ1 =

∑b

i=1 εiλi geschrie-
ben werden, wobei B1∗

1 = {λ1, . . . , λb}.

2.2.2 Hedlund-Metrik zu einem Polytop mit mehr als 2b Ecken

Sei P ein zulässiges Polytop und ṼP = {ṽ1, . . . , ṽN ,−ṽ1, . . . ,−ṽN} die Menge sei-
ner Ecken. Wie im vorangehenden Abschnitt seien die Vektoren so geordnet, dass
J̃1 = {ṽ1, . . . , ṽk1} und J̃1

1 = {ṽ1, . . . , ṽb}. Seien v1, . . . , vN die minimalen ganzzahligen
Klassen mit vi = εiṽi für εi > 0, i = 1, . . . , N . Sei VP := {v1, . . . , vN ,−v1, . . . ,−vN}
und Ji, B

j
i entsprechend definiert. Es existieren für j > b ganze Zahlen nj > 0 und

nj
1, . . . , n

j
b, so dass njvj =

∑b

l=1 n
j
l vl.

Wähle, wie in Kapitel 1,N zulässige Kurven γ1, . . . , γN , so dass [γi] = vi und definiere
wie dort die Mengen Γi und Γ, die Tubenumgebungen Uε(Γi) sowie die Funktionen si
für i = 1, . . . , N .

Das Lemma 1.2.2 liefert für alle Basen Bi∗
j = {λi,j1 , . . . , λ

i,j
b } die Existenz guter Re-

präsentanten ωi,j
l von λi,jl , die 0 beziehungsweise ±ds sind auf den Tubenumgebungen

der Kurven, die zu Bi
j gehören. Auf den übrigen Tuben ist ωi,j

l durch den Wert von λi,jl

auf dem zugehörigen Vektor festgelegt. Es gilt zum Beispiel für ω1,1
1 , wobei qjl :=

n
j
l

nj
für
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2.2 Allgemein: Polytop mit mehr als 2b Ecken

j > b und l = 1, . . . , b:

ω1,1
1 |x =







ds1|x x ∈ Uε(Γ1)
0 x ∈ Uε(Γj) j = 2, . . . , b

qj1dsj|x x ∈ Uε(Γj) j > b

Sei ΩP die Menge aller erhaltenen guten Repräsentanten zum Polytop P .
ΩP = ΩP (γ1, . . . , γN) hängt von der Wahl der Kurven ab.
Mit Lemma 2.1.1 kann wieder angenommen werden, dass die Zahlen ε1, . . . , εN klein

genug sind (vergleiche Seite 35). Definiere eine Hedlund-Metrik g auf M durch:

Definition 2.2.1
Eine Hedlund-Metrik zu P auf M ist eine zu ρ konforme riemannsche Metrik
g ∈ T 2

0 M , so dass für das zugehörige g∗ ∈ T 0
2 M und für ein e ∈ (0, 1

100b
) gilt:

(H 1) g∗γi(t)(dsi|γi(t), dsi|γi(t)) = max
x∈Uε(Γi)

g∗x(dsi|x, dsi|x) =
1
ε2i

für alle t ∈ [0, 1]

und g∗x(dsi|x, dsi|x) <
1
ε2i

für x ∈ Uε(Γi) \ Γi und alle i ∈ {1, . . . , N}.

(H 2) g∗x(ω|x, ω|x) ≤ 1 für alle ω ∈ ΩP (γ1, . . . , γN) und x 6∈ Uε(Γ).

wobei γ1, . . . , γN zu {v1, . . . , vN} gewählte zulässige Kurven sind und ε1, . . . , εN ∈
(0, e) die zu VP gehörigen Koeffizienten (mit εi < Lρ(γi)).

Diese Definition einer Hedlund-Metrik verallgemeinert Definition 1.2.7 aus Kapitel
1. Für N = b sind die Definitionen äquivalent. Zu beachten ist, dass für N > b die
guten Repräsentanten aus ΩP nicht mehr notwendig maximale Norm auf dem Tubus
haben, zu dem sie gehören (vergleiche Beispiel 3.1.2).
Proposition 1.2.9 ist für die verallgemeinerte Klasse von Hedlund-Metriken mit fast

dem gleichen Beweis1 gültig.
Sei im Folgenden M mit einer Hedlund-Metrik zum Polytop P versehen. Zu jeder

Seite Si des Polytops kann durch eine positive Linearkombination der guten Repräsen-
tanten von Bi∗

1 ein Repräsentant ηi von ψi gebildet werden. Zum Beispiel gilt wie im

1Definiere Ωi
P := {ω ∈ ΩP : ω|Uε(Γi) = ±dsi}, sei für i = 1, . . . , N ωi ∈ Ωi

P fest gewählt. Ersetze ε′

durch ε′ := min
i=1,...,N

sup{t ∈ (ε, ̺) : ω|x 6= 0 für alle x ∈ Ut(Γi) und ω ∈ Ωi
P }, Ω durch

Ω := max
ω∈ΩP

x∈M\Uε(Γ)

ρ∗x(ω|x, ω|x)

und Ωi durch

Ωi := max
ω∈ΩP

x∈U
ε′
(Γi)

ρ∗x(ω|x, ω|x)

ρ∗x(ωi|x, ωi|x)

für i = 1, . . . , N . Definiere die Funktion hi mithilfe des gewählten ωi. ζ sei die Abschneidefunktion
zu {v1, . . . , vN} und den Zahlen ε′ und ε.
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2 Der Einheitsball der stabilen Norm einer Hedlund-Metrik

vorangehenden Abschnitt ψ1 =
∑b

i=1 εiλ
1,1
i für B1∗

1 = {λ1,11 , . . . , λ1,1b } und damit ist

η1 =
∑b

i=1 εiω
1,1
i ein guter Repräsentant von ψ1. Denn für η1 gilt:

η1|x =
b∑

l=1

εlq
j
l dsj |x für x ∈ Uε(Γj), j = b+ 1, . . .N,

also

η1|x =

{
εjdsj|x x ∈ Uε(Γj) j = 1, . . . , k1
ψ1(vj)dsj|x j > k1.

Lemma 2.2.2
Es gilt:

‖ηi‖
∗ = 1 für i = 1, . . . , k. (2.6)

Beweis: Der Beweis wird für den Repräsentanten η1 von ψ1 durchgeführt. Es gilt:

‖η1‖
∗ = max

x∈M

∥
∥η1|x

∥
∥∗

x
.

Außerhalb von Uε(Γ) gilt:

∥
∥η1|x

∥
∥
∗

x
≤

b∑

i=1

εi
∥
∥ω1,1

i |x
∥
∥
∗

x

(H2)

≤

b∑

i=1

εi ≤ be < 1.

Mit

∥
∥η1|x

∥
∥
∗

x
=







εj
∥
∥dsj|x

∥
∥∗

x
= 1 , x ∈ Γj

und j = 1, . . . k1
εj
∥
∥dsj|x

∥
∥
∗

x
< 1 , x ∈ Uε(Γj) \ Γj

und j = 1, . . . k1

|ψ1(vj)| ·
∥
∥dsj |x

∥
∥∗

x

(2.3)
< 1

εj
· εj = 1 , x ∈ Uε(Γj)

und j > k1

folgt die Behauptung. �

Das folgende Lemma wird für die Seite S1 des Polytops formuliert und bewiesen,
entsprechende Gleichungen gelten aber für jede andere Seite analog.

Lemma 2.2.3
Für v =

∑k1
l=1 αlvl ∈ H1(M ;Z)R mit αl ∈ N, l = 1, . . . , k1 und alle x ∈ M̄ gilt:

1. d̄(x, x+ v) ≥
∑k1

l=1 αlεl.

2. d̄(x, x+ v) ≤ 2∆ + (k1 − 1)D̄ + k1 · e +
∑k1

l=1 αlεl.
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2.2 Allgemein: Polytop mit mehr als 2b Ecken

Beweis: Für jede geschlossene Kurve c : [0, 1] → M mit c(0) = p(x) und [c] = v gilt:

k1∑

l=1

αlεl =

k1∑

l=1

αlψ1(vl)

= ψ1(v)

=

∫

c

η1

≤

∣
∣
∣
∣

∫

c

η1

∣
∣
∣
∣

≤

∫ 1

0

∣
∣η1|c(t)(ċ(t))

∣
∣ dt

≤ ‖η1‖
∗

∫ 1

0

‖ċ(t)‖c(t) dt

(2.6)
= Lg(c) = L(c̄),

wobei c̄ : [0, 1] → M̄ der Lift von c nach M̄ ist mit c̄(0) = x (und c̄(1) = x+ v). Daraus
folgt: d̄(x, x+ v) ≥

∑k1
l=1 αlεl.

Für den Standardweg γ von x nach x+ v in M̄ (die Definition des Standardwegs soll
der Definition aus Abschnitt 2.1.2 entsprechen, diesmal aber mit den k1 Tuben, die für
J1 interessant sind) gilt, wie in Abschnitt 2.1.2:

L(γ) ≤ 2∆ + (k1 − 1)D̄ + k1 · e +
k1∑

l=1

αlεl

und daraus folgt die Aussage 2. �

Aus diesem Lemma folgt die Gleichung (2.2) für die Seite S1 von P :
Für v =

∑kl
l=1 αlvl ∈ H1(M ;R) mit αl ∈ N, l = 1, . . . , k1, für alle x in F0 und alle n

aus N gilt:

k1∑

l=1

αlεl ≤
d̄(x, x+ nv)

n
≤

2∆ + (k1 − 1)D̄ + k1 · e

n
+

k1∑

l=1

αlεl

und damit:

‖v‖ = lim
n→∞

min
x∈F0

d̄(x, x+ nv)

n
=

kl∑

l=1

αlεl.

Wie im Fall des einfachen Polytops kann also die stabile Norm von den rationalen
Klassen in

⊕

l=1,...,k1
Q≥0vl berechnet werden. Aus der Stetigkeit der stabilen Norm

folgt:
Falls v =

∑kl
l=1 αlṽl ∈ H1(M ;R) ist mit αl ≥ 0 und

∑k1
l=1 αl = 1, gilt ‖v‖ = 1. Für jede

andere Seite Si des Polytops erhält man einen entsprechenden Ausdruck für die Norm
auf dem von Ji aufgespannten Kegel. Damit ist bewiesen, dass P der Einheitsball der
von der gewählten Hedlund-Metrik induzierten stabilen Norm auf H1(M ;R) ist. Der
Beweis von Satz 2.0.1 ist also vollständig.
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3 Minimale Geodätische

Schwerpunkt dieses Kapitels sind die Kurven, deren Lifts nach M̄ kürzeste Verbindun-
gen zwischen je zwei ihrer Punkte sind, wenn M mit einer Hedlund-Metrik versehen
ist.

Definition 3.0.4
Sei pU : U →M eine riemannsche Überlagerung von M . Eine nichtkonstante Geodäti-
sche c : R → M heißt pU -minimale Geodätische, wenn ein (und damit jeder) Lift
von c nach der Überlagerung U von M die kürzeste Verbindung zwischen je zwei ihrer
Punkte ist.

Je nachdem, von welcher Überlagerung U ausgegangen wird, ändert sich die Menge
der pU -minimalen Geodätischen. Je kleiner die Überlagerung ist, desto stärker ist die
Bedingung in der Definition einer minimalen Geodätischen. Ist die Überlagerung zum
Beispiel selber kompakt, so existieren keine pU -minimale Geodätischen inM . Hier wer-
den die p-minimalen Geodätischen, also die nichtkonstanten Geodätischen c : R → M ,
deren Lifts nach der abelschen Überlagerung kürzeste Verbindungen zwischen je zwei
ihrer Punkte sind, betrachtet. Sie werden im Folgenden einfach

”
minimale Geodätische“

genannt.
Aus der Form des Einheitsballs der stabilen Norm können Aussagen über Exi-

stenz und Eigenschaften der minimalen Geodätischen gefolgert werden ([Ban90]). Das
Hedlund-Beispiel in [Ban90] ist insofern optimal, dass zu je zwei Linien, die nicht par-
allel und entgegengesetzt orientiert sind, eine minimale Geodätische existiert, die in
jeder Richtung zu einer der beiden Linien asymptotisch ist.
Im allgemeinen Fall einer Hedlund-Metrik zu einem beliebigen zulässigen Polytop P

trifft dies nicht zu: Man erhält mehr Bedingungen für die Richtungen der Linien und
kann nur zeigen, dass die Lifts der gewählten zulässigen Kurven minimale Geodätische
sind. Ein Grund dafür, dass hier nur Aussagen über die Eigenschaften der minimalen
Geodätischen, nicht aber über ihre Existenz bewiesen werden können, ist der Mangel
an Informationen über den Abstand der Kurven.
Der erste Punkt in der Definition des Hedlund-Beispiels in [Ban90] ermöglicht eine

Abschätzung für den Abstand der Tuben. Da diese aber für den Beweis des Satzes
2.0.1 nicht nötig ist, wird keine entsprechende Eigenschaft für die allgemeine Hedlund-
Metrik gefordert. Lediglich stellt die Wahl der Zahl ̺ auf Seite 18 die Bedingung, dass
der g-Abstand der Tuben größer sein muss als ihr Durchmesser.
Wie diese beiden Größen - Abstand und Durchmesser - sich dann mit der neuen

Metrik ändern; ist äußerst variabel. Anschaulich ist der Übergang von der Grundmetrik
zur Hedlund-Metrik so, dass die Distanzen außerhalb der Tuben größer und innerhalb
der Tuben kleiner werden. Man könnte in der Definition also noch fordern, dass D >
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3 Minimale Geodätische

d(ε), sogar (1 − be)D > d(ε) ist. Die Definitionen dieser Größen sowie alle anderen
Bezeichnungen auf Seite 24 sollen für allgemeine Hedlund-Metriken erweitert werden.
Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden Abschätzungen bewiesen, die im zweiten

Abschnitt hilfreich sein werden, um Informationen über den Verlauf einer minimalen
Geodätischen zu erhalten. Auch die Minimalität der speziellen Geodätischen γ1, . . . , γN
wird dort bewiesen. Im letzten Abschnitt wird anhand eines Gegenbeispiels gezeigt,
dass weitere Existenzaussagen im Allgemeinen nicht möglich sind: Die Wahl der Kurven
spielt für das Hedlund-Beispiel in [Ban90] eine sehr wichtige Rolle und schon eine kleine
Modifizierung dieser Wahl liefert eine völlig andere Situation.
Im Folgenden wird Li := {Γ̄i + v : v ∈ H1(M ;Z)R} die Menge der Spuren der Lifts

von γi nach M̄ sein, i = 1, . . . , N , und L := ∪N
i=1Li. Ein Element l aus L wird eine

Linie genannt. Weiter sei Γ̄v := Γ̄i für v = vi oder v = −vi; mit lv ∈ L wird eine
Linie in Li bezeichnet, die in Richtung von v orientiert ist. Oft wird von minimalen
Geodätischen c : R → M̄ statt c : R → M die Rede sein, da es übersichtlicher ist,
direkt die Lifts zu betrachten.
Für jede Seite Si des Polytops wird der von Ji aufgespannte Kegel in H1(M ;R) mit Ki

bezeichnet, das heißt:

Ki :=
⊕

v∈Ji

R≥0 · v.

Entsprechend wird Kj
i der von J j

i aufgespannten Kegel sein; diese Kegel werden ele-
mentare Kegel zum Polytop P heißen.

3.1 Die Abschätzungen

In diesem Abschnitt wird wieder ohne Einschränkung mit dem Kegel K1 zu J1 =
{v1, . . . , vk1} gearbeitet. Es werden nur Kurven betrachtet, deren Verschiebungsvektor
im von {v1, . . . , vb} aufgespannten Kegel K1

1 liegt. Die erhaltenen Gleichungen lassen
sich aber für jeden anderen elementaren Kegel Kj

i entsprechend herleiten.
Seien ω1, . . . , ωb gute Repräsentanten der zu B1

1 = {v1, . . . , vb} dualen Basis von
H1

dR(M). Seien f1, . . . , fb Funktionen in C∞(M̄), die dfi = p∗ωi erfüllen für i = 1, . . . , b.
Sei v(c) der Rotationsvektor von c : [α, β] → M̄ bezüglich dieser Repräsentanten, das
heißt:

v(c) = v11(c) =

b∑

l=1

(∫

c

dfl

)

vl =

b∑

l=1

(fl(c(β))− fl(c(α))) vl.

Für jede der Linien in Li existiert, bis auf Addition mit einer Konstante, genau eine
Funktion s̄i, welche die Eigenschaften der Funktion s̄i auf Uε(Γ̄i) besitzt (Seite 18 der
vorliegenden Arbeit). Wichtig ist, dass für zwei Punkte x, y in Uε(l) mit l ∈ Li die Zahl
s̄i(x)− s̄i(y) eindeutig bestimmt ist. Sei falls vi ∈ Jj ist, s̄i : Uε(li) → R durch

s̄i(x) = s̄i(x0) +
ψj(v)

εi

definiert, für alle x = x0 + v mit x0 ∈ Uε(Γ̄i) und v ∈ H1(M ;Z)R. Es lässt sich leicht
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nachrechnen, dass die Funktion s̄i wohldefiniert ist: die Zahl s̄i(x) hängt nicht von der
Wahl von x0 ∈ Uε(Γ̄i) und v ∈ H1(M ;Z)R ab. Somit ist s̄i glatt und es gilt p∗dsi = ds̄i.

3.1.1 Länge einer Kurve außerhalb der Tuben

In diesem Abschnitt wird untersucht, inwieweit die Eigenschaften der Hedlund-Metriken
aus Kapitel 1 für allgemeine Hedlund-Metriken gültig sind. Wichtig ist vor allem ein
Analogon zur Abschätzung in Satz 1.2.15. Dafür wird folgende Definition benötigt:

Definition 3.1.1
Sei c : [α, β] → M̄ eine Kurve mit Endpunkten c(α) =: p ∈ Fv, c(β) =: q ∈ Fv′ . Der
Vektor V = V (c) = v′ − v wird Verschiebungsvektor von c genannt.

Die Ungleichung aus Satz 1.2.15 ist im allgemeinen Fall eines Polytops mit 2N Ecken
gültig: Für eine beliebige, nach der Bogenlänge parametrisierte Kurve c : I → M̄ mit
V (c) ∈ K1

1 ist für Ai := c−1(Uε(Γi)), i = 1, . . . , N :

I = A ∪A1 ∪ · · · ∪AN .

Sei v(c) =
∑b

l=1 xlvl. Die Variationen von f1, . . . , fb entlang der Kurve c sollen näher
untersucht werden. Die Abschätzungen für die Variation von fj außerhalb von Uε(L)
beziehungsweise innerhalb der Tuben Uε(Li) für i in {1, . . . , b} \ {j} sind die gleichen
wie im Beweis von Satz 1.2.15 (Schritte 1 und 2). Für ein Ergebnis, das Schritt 3
entspricht, müssen aber auch die Tuben in Betracht gezogen werden, die nicht zu J1

1

gehören. Hier gilt für l = 1, . . . , b:

xl =

∫

I

dfl|c(t) (ċ(t)) dt

=

∫

A

dfl|c(t) (ċ(t)) dt+

∫

Al

dfl|c(t) (ċ(t)) dt+
N∑

j=b+1

∫

Aj

dfl|c(t) (ċ(t)) dt

und es folgt:

xl −

N∑

j=b+1

∫

Aj

dfl|c(t) (ċ(t)) dt =

∫

A

dfl|c(t) (ċ(t)) dt+

∫

Al

dfl|c(t) (ċ(t)) dt

≤

∣
∣
∣
∣

∫

A

dfl|c(t) (ċ(t)) dt

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

∫

Al

dfl|c(t) (ċ(t)) dt

∣
∣
∣
∣
.
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Damit erhält man in Schritt 4, für l = 1, . . . , b:

λ(Al) ≥ εl

∫

Al

∣
∣dfl|c(t) (ċ(t))

∣
∣ dt

≥ εl

∣
∣
∣
∣

∫

Al

dfl|c(t) (ċ(t)) dt

∣
∣
∣
∣

≥ εl

(

xl −
N∑

j=b+1

∫

Aj

dfl|c(t) (ċ(t)) dt−

∣
∣
∣
∣

∫

A

dfl|c(t) (ċ(t)) dt

∣
∣
∣
∣

)

≥ εl

(

xl −

N∑

j=b+1

∫

Aj

dfl|c(t) (ċ(t)) dt− λ(A)

)

und endlich

L(c) = λ(A) +

N∑

j=1

λ(Aj)

≥ λ(A) +

N∑

j=b+1

λ(Aj) +

b∑

l=1

εl

(

xl −

N∑

j=b+1

∫

Aj

dfl|c(t) (ċ(t)) dt− λ(A)

)

= λ(A)

(

1−

b∑

l=1

εl

)

+

b∑

l=1

εlxl

+
N∑

j=b+1

(

λ(Aj)−
b∑

l=1

εl

∫

Aj

dfl|c(t) (ċ(t)) dt

)

.

Es gilt aber mit vj =
∑b

l=1 q
j
l vl und Lemma 1.2.2, dass dfl|Uε(Lj) = qjl p

∗dsj = qjl ds̄j und

εj ≥
∑b

l=1 q
j
l εl ≥ −εj (vergleiche Gleichungen (2.4) und (2.5) auf Seite 39, mit Gleich-

heit in der linken Ungleichung genau dann, wenn j ∈ {b + 1, . . . , k1}). Damit erhält
man für j = b+ 1, . . . , N :

λ(Aj)−

b∑

l=1

εl

∫

Aj

dfl|c(t) (ċ(t)) dt

≥

∫

Aj

εj
∣
∣ds̄j |c(t) (ċ(t))

∣
∣ dt−

b∑

l=1

εl

∫

Aj

qjl ds̄j|c(t) (ċ(t)) dt

≥ εj

∫

Aj

∣
∣ds̄j |c(t) (ċ(t))

∣
∣ dt−

∣
∣
∣
∣
∣

b∑

l=1

εlq
j
l

∣
∣
∣
∣
∣

∫

Aj

∣
∣ds̄j|c(t) (ċ(t))

∣
∣ dt

≥

(

εj −

∣
∣
∣
∣
∣

b∑

l=1

εlq
j
l

∣
∣
∣
∣
∣

)
∫

Aj

∣
∣ds̄j|c(t) (ċ(t))

∣
∣ dt

≥ 0.
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Es folgt:

L(c) ≥ λ(A)(1− be) +
b∑

l=1

εlxl +
N∑

j=b+1

(

εj −

∣
∣
∣
∣
∣

b∑

l=1

εlq
j
l

∣
∣
∣
∣
∣

)
∫

Aj

∣
∣ds̄j|c(t) (ċ(t))

∣
∣ dt

︸ ︷︷ ︸

≥0

(3.1)

und damit:

L(c) ≥ λ(A)(1− be) +
b∑

l=1

εlxl,

oder auch

λ(A) ≤
1

1− be

(

L(c)−
b∑

l=1

εlxl

)

.

Die Aussagen von Lemma 1.2.11 für die
”
einfache“ Hedlund-Metrik gelten aber im

Allgemeinen nicht: Das folgende Beispiel zeigt, dass die guten Repräsentanten der Ele-
mente der verschiedenen Basen Bi∗

j nicht mehr notwendig maximale Norm haben auf
der Tubenumgebung der Kurve, zu der sie gehören:

Beispiel 3.1.2
Sei b = 2, P ′ das Polytop mit Ecken ±(2, 0), ±(0, 1) und ±(−3, 2). Dann kann zu
P = 1000 · P ′ eine Hedlund-Metrik definiert werden: Es ist v1 = (1, 0), v2 = (0, 1),
v3 = (−3, 2), ε1 =

1
2000

und ε2 = ε3 =
1

1000
. Seien γi : [0, 1] → M die zulässigen Kurven

mit [γi] = vi und Γi ihre Spuren für i = 1, 2, 3. Sei B1 = {v1, v2} und B∗
1 = {λ1, λ2}. Ist

ω1 ein guter Repräsentant von λ1, so gilt:

ω1 =







ds1|x , x ∈ Uε(Γ1)
0 , x ∈ Uε(Γ2)
−3ds3|x , x ∈ Uε(Γ3).

ṽ2

ṽ1

ṽ3

Abbildung 3.1: Das Polytop P ′
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3 Minimale Geodätische

Somit folgt:

‖ω1‖
∗ = max

x∈M

∥
∥ω1|x

∥
∥∗

x
≥

3

ε3
= 3000 > 2000 =

1

ε1
.

Es gilt also nicht mehr ‖ω1‖
∗ = 1

ε1
. Daher ist auch nicht mehr notwendig ‖λ1‖

∗ = ‖ω1‖
∗,

und die Funktionen f ∈ C∞(M̄) mit df = p∗ω1 sind keine Kalibrierungen in λ1.

Bemerkung 3.1.3
Für die guten Repräsentanten η1, . . . , ηk von ψ1, . . . , ψk kann aber wie im Beweis von
Lemma 1.2.11 gezeigt werden, dass

‖ηi‖
∗ = ‖ψi‖

∗ = 1

für i = 1, . . . , k gilt. Eine Funktion fi ∈ C∞(M̄) mit dfi = p∗ηi ist eine Kalibrierung
in ψi. Sie kalibriert die Parametrisierungen nach g-Bogenlänge der Kurven, die zu der
Seite Si gehören.
Die gewählten Kurven sind minimale Repräsentanten ihrer Klassen in H1(M ;Z)R.

Dies kann ebenfalls wie die entsprechende Aussage in Lemma 1.2.11 gezeigt werden
(mithilfe der 1-Formen η1, . . . , ηk), oder aber direkt aus Lemma 2.2.3 gefolgert werden.

3.1.2 Geodätisches Segment mit Endpunkten im gleichen Tubus

Die zweite Abschätzung liefert Informationen über den Verlauf eines geodätischen Seg-
ments, dessen Endpunkte in der Tubenumgebung einer Linie in L liegen. Es wird hier
gezeigt, dass die kürzeste Verbindung zwischen zwei Punkten aus einem Tubus umso
näher an der Linie verlaufen muss, je größer die Distanz zwischen den zwei Punkten
wird. Zunächst wird nach folgender Definition eine schwächere Aussage getroffen und
bewiesen:

Definition 3.1.4
1. Für x ∈ Uε(l) existiert genau ein Punkt y auf der Linie l, der s̄i(x) = s̄i(y) erfüllt.

Dieser Punkt wird im Folgenden als π(x) notiert. Die Abbildung x 7→ π(x) heißt
die Projektion von Uε(L) auf L.

2. Sei für hinreichend kleines δ die Umgebung Vδ(l) von l definiert durch

Vδ(l) := {x ∈ Uε(l) : d̄(x, π(x)) < δ}

für alle l ∈ L.

3. Für δ > 0, so dass Vδ(L) ( Uε(L), definiere mi(δ) > 0 durch:

1

mi(δ)2
:= max{ max

x∈Uε(Li)\Vδ(Li)
ḡ∗x(ds̄i|x, ds̄i|x), 1}.

Es gilt: mi(δ) > εi für alle i.
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4. Sei

R(δ) := max
i=1,...,N

εi · 2d(ε)

mi(δ)− εi
+ 2d(ε) > 0.

Proposition 3.1.5
Sei c : I = [α, β] → M̄ ein nach g-Bogenlänge parametrisiertes minimales geodätisches
Segment mit Endpunkten in Uε(l) für ein l ∈ L. Falls β − α ≥ 2R(δ) gilt, existiert ein
t0 ∈ [α +R(δ), β − R(δ)] mit

c(t0) ∈ Vδ(l).

Für den Beweis dieser Proposition ist eine weitere Definition nötig:

Definition 3.1.6
Sei c : I = [α, β] → M̄ eine Kurve mit Endpunkten c(α), c(β) ∈ Uε(l) für ein l ∈ Li.
Sei p = π(c(α)) ∈ l, q = π(c(β)) ∈ l. Die Abkürzung γc von c ist wie folgt definiert:

l

c
γc

Abbildung 3.2: Die Abkürzung γc von c

Die Kurve γc verbindet c(α) mit p durch den kürzesten Weg, p mit q entlang l und
schließlich q mit c(β) durch den kürzesten Weg zwischen ihnen.
Für die Länge von γc gilt dann:

L(γc) ≤ |s̄i(q)− s̄i(p)| · εi + 2di(ε) = |s̄i(c(β))− s̄i(c(α))| · εi + 2di(ε).

Der Ausdruck
”
Abkürzung“ weist nicht darauf hin, dass die Kurve γc notwendig von

geringerer Länge als die Kurve c ist. Es ist jedoch für die folgenden Beweise entschei-
dend, dass ein Kurvensegment, dessen Abkürzung tatsächlich kürzer ist, kein minimales
geodätisches Segment sein kann.
Zu beachten ist hier, dass zwei verschiedene Umgebungen der Linien l verwendet

werden: Für δ > 0 wird die δ-Tubenumgebung Uδ(l) von l mit Radius δ, wie in Kapitel
1, durch das von ρ induzierte Normalenbündel definiert. Die δ-Umgebung Vδ(l) von l
ist die Menge der Punkte, die höchstens Abstand δ von ihrem Bild unter der Projektion
auf l haben, wobei der Abstand von g bestimmt wird (vergleiche die Bezeichnungen
auf Seite 24).
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Beweis (der Proposition): Seien die Endpunkte von c in Uε(l) für ein l ∈ Li. Sei
ohne Einschränkung i ≤ b, also vi ∈ J1

1 . Die 1-Form ωi := p∗ω1,1
i erfüllt

ωi|Uε(Li) = dfi|Uε(Li) = ds̄i

und
∥
∥ωi|x

∥
∥∗

x
≤ 1 für alle x ∈ M̄ \ Uε(L).

Sei ohne Einschränkung c in Richtung von vi parametrisiert. Daraus folgt, dass die
Funktion s̄i monoton wachsend ist längs der Kurve c, an den Stellen an denen sie
definiert ist. Es gilt V (c) = nvi für ein n ∈ N und der Rotationsvektor v(c) von c
bezüglich B1

1 ist gegeben durch:

v(c) =

b∑

l=1

(∫

c

dfl

)

vl

=
b∑

l=1

(
fl(c(β))− fl(c(α))

)
vl

=
(
s̄i(c(β))− s̄i(c(α))

)
vi.

Die Kurve c kann keinen anderen Tubus treffen, denn sonst ist λ(A(c)) ≥ 2D, also mit
(3.1)

L(c) ≥ (1− be)2D + (s̄i(c(β))− s̄i(c(α))) εi,

und gleichzeitig für die Abkürzung γc:

L(c) ≤ L(γc) ≤ εi (s̄i(c(β))− s̄i(c(α))) + 2d(ε),

weil c minimal ist, was mit (1− be)D > d(ε) zum Widerspruch führt. Es folgt:
∥
∥ωi|c(t)

∥
∥
∗

c(t)
≤ 1 für alle t ∈ I \ Ai(c).

Gilt c(t) 6∈ Vδ(l) für alle t ∈ I, so ist

∣
∣ωi|c(t) (ċ(t))

∣
∣ ≤

∥
∥ωi|c(t)

∥
∥
∗

c(t)
≤

1

mi(δ)
(3.2)

für alle t ∈ I.
Es gilt einerseits (siehe oben):

R(δ) < 2R(δ)

≤ β − α = L(c)

≤ L(γc)

≤ (s̄i(c(β))− s̄i(c(α))) · εi + 2d(ε),

also

(s̄i(c(β))− s̄i(c(α))) >
R(δ)− 2d(ε)

εi
≥

2d(ε)

mi(δ)− εi
, (3.3)
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und andererseits:

L(γc) ≤ (s̄i(c(β))− s̄i(c(α))) · εi + 2d(ε)
(3.3)
< mi(δ) · (s̄i(c(β))− s̄i(c(α)))

≤ mi(δ) ·

∫ b

a

∣
∣ωi|c(t)(ċ(t))

∣
∣dt

(3.2)

≤ mi(δ) ·
1

mi(δ)

∫ β

α

dt

= β − α = L(c).

Das ist aber ein Widerspruch zur Minimalität von c. Es existiert also t0 ∈ I mit
c(t0) ∈ Vδ(l). �

Mit Hilfe dieser Proposition kann das folgende Lemma bewiesen werden:

Lemma 3.1.7
Für alle δ ∈ (0, ε) existiert ein r(δ) ≥ 0 so, dass jedes nach g-Bogenlänge parametri-
sierte minimale geodätische Segment c : [α, β] → M̄ mit Endpunkten c(α) und c(β) in
Uε(l) für ein l ∈ L folgende Bedingung erfüllt:

c(s) ∈ Uδ(l) für alle s ∈ [α + r(δ), β − r(δ)].

Anschaulich besagt das Lemma: Wenn zwei Punkte in der ε-Tubenumgebung einer
Linie mit einer möglichst kurzen Kurve verbunden werden, sollte die Kurve nah an der
Linie verlaufen. Der Beweis des Lemmas ist jedoch technisch aufwendig und beruht auf
der Minimalität des geodätischen Segments. Es wird angenommen, dass die Kurve auf
[α+r(δ), β−r(δ)] die δ-Tubenumgebung verlässt. Dies führt zu einem Widerspruch zur
Minimalität der Kurve, weil die Kurvenstücke außerhalb der δ-Tubenumgebung dann
aber einen zu großen Anteil zur Länge der Kurve beitragen, die so nicht mehr Kürzeste
zwischen je zwei ihrer Punkte sein kann.

Beweis: Sei δ ∈ (0, ε) beliebig.
Setze d = d(δ) := min

l∈L
min

x∈∂Uδ(l)
d̄(x, π(x)).

Für d′ ∈
(
0, d

4

)
gilt Vd′(l) ( Uδ(l) für alle l in L. Sei

δ̄ = δ̄(d′) := min
i=1...,N

mi(d
′)− εi
εi

·
d

4
. (3.4)

Mit d′ wird δ̄(d′) beliebig klein; wähle d′ ∈ (0, d
4
) so klein, dass Vδ̄(L) ( Uε(L) gilt.

Wähle R ≥ 2 ·max
{
R(δ̄), R(d′)

}
und setze r(δ) = 2R.

Sei c : [α, β] → M̄ ein nach Bogenlänge parametrisiertes minimales geodätisches
Segment mit Endpunkten in Uε(l) für ein l ∈ Li. Wie im Beweis der Proposition
3.1.5 kann gezeigt werden, dass die Kurve keinen anderen Tubus treffen kann. Seien
wieder ohne Einschränkung die Kurven c und l in Richtung von vi parametrisiert. Die
Funktion s̄i ist monoton wachsend längs c, an den Stellen an denen sie definiert ist.
Falls β − α < 4R = 2r(δ) ist die Aussage trivialerweise richtig. Andernfalls gilt:
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1. Es existieren Stellen s1 ∈ [α+R, α+2R] und s2 ∈ [β−2R, β−R] mit c(s1), c(s2) ∈
Vd′(l). Denn angenommen, c(s) 6∈ Vd′(l) für alle s ∈ [α+R, α+2R], so existieren

s : =







inf{s ∈ [α + 2R, β] : c(s) ∈ Vd′(l)} , falls s ∈ [α + 2R, β]
existiert mit c(s) ∈ Vd′(l)

β , sonst

≥ α+ 2R

und

s : =







sup{s ∈ [α, α+R] : c(s) ∈ Vd′(l)} , falls s ∈ [α, α +R]
existiert mit c(s) ∈ Vd′(l)

α , sonst

≤ α +R.

Die Kurve c|[s,s] ist ein nach g-Bogenlänge parametrisiertes geodätisches Segment
mit Endpunkten in Uε(l) und s−s ≥ R ≥ 2R(d′). Nach Proposition 3.1.5 existiert
mindestens ein s in [s, s], so dass c(s) ∈ Vd′(l) gilt, was ein Widerspruch zur
Definition der Stellen s und s ist. Die Existenz von s1 ist so bewiesen, analog
zeigt man die Existenz von s2.

2. Mit Proposition 3.1.5 kann auch die Existenz von t1 ∈ [α, s1] und t2 ∈ [s2, β] mit
c(t1),
c(t2) ∈ Vδ̄(l) gezeigt werden. Das ist wiederum möglich, weil s1 − α und β − s2
größer als R ≥ 2R(δ̄) sind. Es gilt also: α ≤ t1 ≤ s1 ≤ α + 2R ≤ β − 2R ≤ s2 ≤
t2 ≤ β mit c(α), c(β) ∈ Uε(l), c(t1), c(t2) ∈ Vδ̄(l) und c(s1), c(s2) ∈ Vd′(l).

3. Zu zeigen ist: Für alle t ∈ [α + 2R, β − 2R] gilt c(t) ∈ Uδ(l).

Angenommen, es existiert t0 ∈ [α + 2R, β − 2R] mit c(t0) ∈ M̄ \ Uδ(l), dann
existieren, weil c stetig ist, ν und µ > 0, so dass c([t0 − ν, t0 + µ]) ⊆ M̄ \ Vd′(l).

Wähle ν, µ maximal, also mit

d̄ (c(t0 − ν), π(c(t0 − ν))) = d̄ (c(t0 + µ), π(c(t0 + µ))) = d′.

Dies ist möglich aufgrund von 1: Für s1 und s2 gilt c(s1), c(s2) ∈ Vd′(l), also
muss die Kurve auf beiden Seiten von t0 ein Stück in Vd′(l) verlaufen. Es gilt:
[t0 − ν, t0 + µ] ⊆ [s1, s2] ⊆ [α +R, β − R], sowie:

µ = d̄ (c(t0), c(t0 + µ))

ν = d̄ (c(t0), c(t0 − ν)) ,

weil c|[t0−ν,t0+µ] minimal und nach Bogenlänge parametrisiert ist. Damit gilt:

d ≤ d̄ (c(t0), π(c(t0)))

≤ d̄ (c(t0), c(t0 + µ)) + d̄ (c(t0 + µ), π(c(t0 + µ)))

+d̄ (π(c(t0 + µ)), π(c(t0)))

= µ+ d′ + εi
(
s̄i(c(t0 + µ))− s̄i(c(t0))

)
.
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Analog erhält man

d ≤ ν + d′ + εi
(
s̄i(c(t0))− s̄i(c(t0 − ν))

)
.

Definiert man

A := εi (s̄i(c(t0 + µ))− s̄i(c(t0 − ν))) > 0,

so folgt

ν + µ ≥ 2d− 2d′ − A.

Die Variationen von s̄i entlang der Kurve c|[t1,t2] werden die Existenz von t0 zum
Widerspruch zur Minimalität von c führen:

a) Falls
∫ t0+µ

t0−ν

εi
∣
∣ωi|c(t)(ċ(t))

∣
∣ dt ≤

d

2
,

gilt

A =

∫ t0+µ

t0−ν

εiωi|c(t)(ċ(t))dt ≤
d

2

und damit, für die Abkürzung γ von c|[t0−ν,t0+µ]:

L(γ) = 2d′ + A

<
d

2
+ A

≤
3d

2
− A

= 2d−
d

2
−A

< 2d− 2d′ −A

≤ µ+ ν = L(c|[t0−ν,t0+µ])

was ein Widerspruch zur Minimalität von c ist. Es gilt also:

∫ t0+µ

t0−ν

∣
∣ωi|c(t)(ċ(t))

∣
∣dt >

d

2εi
. (3.5)

Die Kurve kann also außerhalb von Vd′(l) keine beliebig
”
spitze Zacke“ auf-

weisen.

b) Das Stück von c, das bei t0 außerhalb von Vd′(l) verläuft, trägt so viel zur
Länge von c bei, dass es günstiger ist, zwischen t1 und t2 die entsprechende
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Abkürzung γ′ zu benutzen:

L(c|[t1,t2]) = L(c|[t1,t0−ν]) + L(c|[t0−ν,t0+µ]) + L(c|[t0+µ,t2])

=

∫ t0−ν

t1

1dt+

∫ t0+µ

t0−ν

1dt+

∫ t2

t0+µ

1dt

(1.6),
S. 31
≥

∫ t0−ν

t1

εi
∣
∣ωi|c(t)(ċ(t))

∣
∣ dt +

∫ t0+µ

t0−ν

mi(d
′)
∣
∣ωi|c(t)(ċ(t))

∣
∣ dt

+

∫ t2

t0+µ

εi
∣
∣ωi|c(t)(ċ(t))

∣
∣ dt

=

∫ t2

t1

εi
∣
∣ωi|c(t)(ċ(t))

∣
∣ dt+ (mi(d

′)− εi)

∫ t0+µ

t0−ν

∣
∣ωi|c(t)(ċ(t))

∣
∣ dt

(3.5)
> εi |s̄i(c(t2))− s̄i(c(t1))|+ (mi(d

′)− εi) ·
d

2εi
(3.4)

≥ εi |s̄i(c(t2))− s̄i(c(t1))|+ 2δ̄

≥ L(γ′).

Das ist wieder ein Widerspruch zur Minimalität von c. �

3.1.3 Der alternative Weg zu einer Kurve in M̄

Definition 3.1.8
Sei c : [α, β] → M̄ eine Kurve mit Endpunkten c(α) =: p ∈ Fv, c(β) =: q ∈ Fv′ , v

′−v =

V (c) ∈ Kj
i . Der alternative Weg γc zu c ist wie folgt definiert (ohne Einschränkung

ist der elementare Kegel K1
1):

1. Falls V (c) =
∑b

l=1 zlvl ∈ H1(M ;Z)R, zl ∈ N, verläuft die Kurve wie der Stan-
dardweg von p nach p + V (c) (siehe Definition 2.1.2 mit den Tuben, die zu J1

1

gehören), verbindet aber mit q den nächsten Punkt zu q aus der letzten Linie
entlang der kürzesten Verbindung zwischen ihnen.

2. Falls V (c) ∈ (H1(M ;Z)R ∩ K1
1) \

⊕b

l=1N · vl, etwa V (c) =
∑b

l=1 qlvl mit ql ∈
Q≥0: schreibe ql = zl + rl, wobei zl := [ql] ∈ N und rl ∈ Q ∩ [0, 1). Die Kurve

verbindet p mit p′ := p+
∑b

l=1 rlvl mit dem Lift eines kürzesten Repräsentanten

von
∑b

l=1 rlvl ∈ H1(M ;Z)R und dann p′ und q wie oben.

Bemerkung 3.1.9
Diese Definition ist nicht eindeutig, weil die Brücken auch durch andere Tuben verlaufen
können; diese Situation wird im dritten Abschnitt dieses Kapitels näher erläutert und
untersucht.

Sei κ1 :=
∑b

l=1

∑b
j=1 |k

l
j|, wobei vl =

∑b
j=1 k

l
jhj die Darstellung von vl bezüglich der

gewählten Basis {h1, . . . , hb} von H1(M ;Z)R ≃ Zb ist. Sei κ := max
i=1,...,k

κi.
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Lemma 3.1.10
Sei c : I → M̄ mit Verschiebungsvektor V (c) ∈ K1

1 und Rotationsvektor v(c) =
∑b

l=1 xlvl. Der alternative Weg γc zu c hat die Eigenschaft:

L(γc) ≤ (2 + b+ κ)∆ + (b− 1)D̄ + 2be
︸ ︷︷ ︸

=:C1

+
b∑

l=1

xlεl. (3.6)

Beweis: Seien c(α) =: p ∈ Fv, c(β) =: q ∈ Fv′ die Endpunkte von c.
Für jede Kurve γ, die p und q verbindet, ist c ∗ γ−1 geschlossen und damit gilt: 0 =
v(c ∗ γ−1) = v(c)− v(γ) also v(c) = v(γ).
Sei p′ := p+

∑b

l=1 rlvl = p +
∑b

l=1

∑b

j=1 rlk
l
jhj ∈ Fv+

∑b
l=1 rlvl

, p′′ = p′ +
∑b

l=1 zlvl ∈ Fv′

und γ1 die kürzeste Verbindung zwischen p und p′. Die Kurve γ1 verläuft in höchstens
κ1 Fundamentalgebieten, also ist ihre Länge kleiner als κ1 · ∆. Verbinde p′ und p′′

mit dem Lift eines Repräsentanten γ2 von
∑b

l=1 zlvl und dann p′′ und q entlang einer
kürzesten Verbindung γ3 zwischen ihnen. Es gilt dann:

v(c) = v(γ1 ∗ γ2 ∗ γ3)

= v(γ1) + v(γ2) + v(γ3)

=
b∑

l=1

rlvl +
b∑

l=1

zlvl +
b∑

l=1

(∫

γ3

dfl

)

vl.

Daraus folgt für l = 1, . . . , b:

zl = xl − rl −

∫

γ3

dfl (3.7)

und damit:

zl ≤ xl + rl +

∣
∣
∣
∣

∫

γ3

dfl

∣
∣
∣
∣

≤ xl + 1 +

∫

γ3

|dfl|

≤ xl + 1 + d̄(p′′, q) ·
1

εl

≤ xl + 1 +∆ ·
1

εl
.

Es gilt also, analog zur Herleitung der Abschätzung für die Länge des Standardwegs
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(ohne Einschränkung ist hier i1 = 1, . . . , ib = b in der Definition des Standardwegs):

L(γc) ≤ κi ·∆
Länge von γ1

+ ∆
Weg von p′ nach p1

+ z1ε1
Weg von p1 nach p1+v1

+ ε1
Korrektur um die Brücke zu finden

+ D̄
Brücke von l1 nach l2

+ z2ε2 + ε2 + D̄ + . . .+ zbεb + εb +∆

≤ κ∆+ 2∆ + (b− 1)D̄ +
b∑

l=1

(xl +∆ ·
1

εl
+ 1) · εl +

b∑

l=1

εl

≤ (2 + b+ κ)∆ + (b− 1)D̄ + 2be+

b∑

l=1

xlεl. �

Bemerkung 3.1.11
1. Die Länge des alternativen Weges γc einer Kurve c : I → M̄ kann auch mithil-

fe ihres Verschiebungsvektors abgeschätzt werden: In Gleichung (3.7) gilt, wenn
V (c) =

∑b

l=1 qlvl:

xl = ql +

∫

γ3

dfl ≤ ql +
∆

εl
.

Eingesetzt in Gleichung (3.6) ergibt das:

L(γc) ≤ C1 +

b∑

l=1

qlεl + b∆,

also mit C2 := C1 + b∆ = (2 + 2b+ κ)∆ + (b− 1)D̄ + 2be:

L(γc) ≤ C2 + ‖V (c)‖.

2. Die Konstanten C1 und C2 hängen nicht vom Kegel Kj
i mit V (c) ∈ Kj

i ab.

3. Tritt der erste Fall in der Definition des zu c alternativen Weges ein, so vereinfacht
sich die Abschätzung zu:

L(γc) ≤ (b+ 2)∆ +
b∑

l=1

xlεl + (b− 1)D̄ + be.

Das ist zum Beispiel der Fall, wenn die Vektoren {v1, . . . , vb} das ganze Z-Gitter
in H1(M ;R) erzeugen. Dann wird der zweite Punkt in Definition 3.1.8, und somit
auch die Kurve γ1 im Beweis des Lemmas, nicht benötigt.

58



3.2 Eigenschaften der minimalen Geodätischen

3.2 Eigenschaften der minimalen Geodätischen

3.2.1 Spezielle minimale Geodätische

Satz 3.2.1
Für i = 1, . . . , N gilt: γi ist eine minimale Geodätische, und zwar die einzige, die in
Uε(Γi) enthalten ist.

Beweis: Seien s, t ∈ R mit s < t. Sei γ : [α, β] → M̄ eine beliebige (stückweise
C1) Kurve mit γ(α) = γ̄i(s) und γ(β) = γ̄i(t). Sei ohne Einschränkung i ≤ k1. Sei
η1 der gute Repräsentant der Klasse ψ1 ∈ H1

dR(M) (vergleiche Seite 42). Es gilt also
‖η1‖

∗ = ‖p∗η1‖
∗ = 1 (siehe Lemma 2.6). Für eine Funktion f ∈ C∞(M̄) mit df = p∗η1

gilt:

f(γ(β))− f(γ(α)) = f(γ̄i(t))− f(γ̄i(s))

=

∫ t

s

(p∗η1)|γ̄i(τ)( ˙̄γi(τ))dτ

=

∫ t

s

εids̄i|γ̄i(τ)( ˙̄γi(τ))dτ

= εi(t− s) = L(γ̄i|[s,t]).

Daraus folgt:

L(γ̄i|[s,t]) = f(γ(β))− f(γ(α))

=

∫ β

α

(p∗η1)|γ(τ)(γ̇(τ))dτ

≤

∫ β

α

1 · ‖γ̇(τ)‖γ(τ)dτ

= L(γ).

Somit ist γ̄i|[s,t] Kürzeste zwischen γ̄i(s) und γ̄i(t). Die Eindeutigkeitsaussage folgt direkt
aus Lemma 3.1.7. �

Bemerkung 3.2.2
Im Beweis der ersten Aussage dieses Satzes geht nur ein, dass die Parametrisierung
nach der Bogenlänge von γ̄i durch f kalibriert ist (siehe Bemerkung 3.1.3). Dies ist eine
allgemeine Aussage: Ist eine Kurve durch eine Funktion kalibriert, so ist sie Kürzeste
zwischen je zwei ihrer Punkten.

Definition 3.2.3
Eine Kurve c : R → M̄ ist asymptotisch zu l in Li für t→ ∞, wenn gilt:

lim
t→∞

d̄(c(t), l) = 0 und lim
t→∞

(ċ(t)− λγ̇i(t)) = 0 für ein λ > 0.
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3 Minimale Geodätische

Für minimale Geodätische, die asymptotisch zu einer der speziellen minimalen Geo-
dätischen verlaufen, gilt:

Lemma 3.2.4 (
”
von Morse“)

Eine minimale Geodätische c, die zu l ∈ Li asymptotisch ist, kann keine Linie l′ in Li

schneiden, insbesondere auch nicht l.

Hedlund formuliert in [Hed32, Theorem XV] diese Aussage für den 2-Torus: er bemerkt
dies allgemein für minimale Geodätische, die asymptotisch zu einer periodischen mini-
malen Geodätischen verlaufen. Er verweist für den Beweis auf [Mor24, Theorem 13];
dort wird die gleiche Aussage für den Fall einer Fläche von Geschlecht größer 1 gezeigt,
die Argumente können aber für die Aussage in [Hed32] wortwörtlich übernommen wer-
den. Der Beweis beruht auf einem Widerspruch: Unter der Voraussetzung, dass sich
die zwei Kurven schneiden, kann eine Kurve zwischen zwei Punkten auf der (nicht pe-
riodischen) minimalen Geodätische konstruiert werden, deren Länge kleiner ist als die
Länge dieser Geodätischen zwischen den zwei Punkten. Da lediglich entscheidend ist,
dass zwei Kurven betrachtet werden, die sich schneiden, gelten die Argumente auch für
den hier formulierten Fall.

3.2.2 Verlauf einer minimalen Geodätischen

Definition 3.2.5
Eine Kurve c : I → M̄ wechselt (mindestens) n-mal den Tubus, wenn es t0 < · · · <
tn in I gibt, so dass c(ti−1) und c(ti) in verschiedene Zusammenhangskomponenten in
Uε(L) liegen, i = 1, . . . , n.

Es soll hier die Anzahl von möglichen Tubenwechseln eines minimalen geodätischen
Segments und seine Länge außerhalb der Tuben abgeschätzt werden.

Lemma 3.2.6
Für ein nach der Bogenlänge parametrisiertes minimales geodätisches Segment c gilt:

1.

λ(A(c)) ≤
C1

1− be
.

2. c kann höchstens n0-mal den Tubus wechseln, wobei n0 die größte ganze Zahl ist,
die

n0 <
C1

(1− be)D
+ 1

erfüllt.

Außerdem gilt:

3. Ein minimales geodätisches Segment c : I → M̄ mit Verschiebungsvektor in ei-
nem Kegel Ki kann nur eine uniform beschränkte Zeit in einem falschen Tubus
verlaufen, das heißt in einem Tubus um einen Lift von γv mit ±v 6∈ Ki.
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Bemerkung 3.2.7
Für die Hedlund-Beispiele in [Ban90] sind diese Abschätzungen feiner: Man erhält das
Ergebnis, dass ein minimales geodätisches Segment außerhalb der Tuben die Länge 4
hat und dass es höchstens dreimal den Tubus wechseln kann.

Beweis: Zu 1. Ohne Einschränkung ist V (c) ∈ K1
1. Weil c minimal ist, gilt:

L(c) ≤ L(γc)

und damit:

λ(A(c)) ≤
1

1− be

(

L(c)−

b∑

l=1

xlεl

)

≤
1

1− be

(

L(γc)−
b∑

l=1

xlεl

)

≤
C1

1− be
.

Zu 2. Angenommen, c wechselt n-mal den Tubus, dann ist

λ(A(c)) ≥ (n− 1)D.

Andererseits gilt nach 1.:

λ(A(c)) ≤
C1

1− be
.

Für

n >
C1

(1− be)D
+ 1

gilt aber:

(n− 1)D >
C1

(1− be)

≥ λ(A(c))

und damit ist die zweite Behauptung gezeigt.

Zu 3. Die Aussage wird wieder unter der Annahme gezeigt, dass der Kegel K1 ist und
V (c) ∈ K1

1. Sei ±vj 6∈ K1. Es existieren q1, . . . , qb in Q, so dass vj =
∑b

l=1 qlvl die

Darstellung von vj in der Basis {v1, . . . , vb} ist. Es gilt wieder εj >
∣
∣
∣
∑b

l=1 qlεl

∣
∣
∣,
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etwa εj −
∣
∣
∣
∑b

l=1 qlεl

∣
∣
∣ = aj > 0. Es gilt mit v(c) =

∑b
l=1 xlvl:

b∑

l=1

xlεl + C1

(3.6)

≥ L(γc)

≥ L(c)

(3.1)

≥
b∑

l=1

xlεl + aj ·

∫

Aj

∣
∣ds̄j|c(t) (ċ(t))

∣
∣ dt

und damit:

C1

aj
≥

∫

Aj

∣
∣ds̄j|c(t) (ċ(t))

∣
∣ dt. (3.8)

Nach 2. kann das minimale geodätische Segment c höchstens n0 Mal den Tubus
wechseln. Aj kann also als Vereinigung von höchstens n0 + 1, also endlich vielen,
Intervallen geschrieben werden: Aj = [α1, β1] ∪ · · · ∪ [αν , βν ] mit ν ≤ n0 + 1. Es

gilt: λ(Aj) ist kleiner als (n0+1) ·
(

C1

aj
· εj + 2d(ε)

)

mit d(ε) wie im Lemma 3.1.7.

Sonst ist βi − αi >
C1

aj
· εj + 2d(ε) für mindestens ein i in {1, . . . , ν} und es gilt

für die Abkürzung γ von c|[αi,βi]:

C1

aj
· εj + 2d(ε) < βi − αi

= L(c|[αi,βi])

≤ L(γ)

≤ |s̄j(c(βi))− s̄j(c(αi))| · εj + 2d(ε),

also:

|s̄j(c(βi))− s̄j(c(αi))| >
C1

aj
.

Damit folgt:

∫

Aj

∣
∣ds̄j|c(t) (ċ(t))

∣
∣ dt ≥

∫ βi

αi

∣
∣ds̄j|c(t) (ċ(t))

∣
∣ dt

≥ |s̄j(c(βi))− s̄j(c(αi))|

>
C1

aj
,

was ein Widerspruch zu Gleichung (3.8) ist. Es gibt analog für jeden Kegel Ki und
jeden Vektor v ∈ VP \ ±Ji eine Konstante C(v,Ki), so dass für jedes minimale
geodätische Segment c mit Verschiebungsvektor in Ki gilt: λ (c−1(Uε(Lv))) ≤
C(v,Ki). Sei C3 := max

v∈VP \±Ji,
i=1,...,k

C(v,Ki). �
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Bemerkung 3.2.8
Liegt v in Ji \ J

j
i , so kann nichts über den Verlauf in Uε(Lv) einer Kurve mit Verschie-

bungsvektor in Kj
i ausgesagt werden. Ist zum Beispiel P der Würfel (siehe Abbildung

2.1), so kann eine geodätische Kurve c mit Verschiebungsvektor V (c) = v1+v3 = v2+v4
in einer beliebigen Kombination der Tuben verlaufen.

Mit Hilfe der technischen Aussagen aus dem letzten Lemma lassen sich zwei weitere
Aussagen über Geodätische treffen. Die erste ist eine positive Aussage über den Verlauf
einer Geodätischen:

Satz 3.2.9
Jede minimale Geodätische ist in jeder Richtung asymptotisch zu einer Linie in L.

Beweis: Sei c : R → M̄ eine nach Bogenlänge parametrisierte, minimale Geodätische.
Jedes Stück von c kann nach dem Lemma 3.2.6 höchstens n0-mal den Tubus wechseln,
wobei die Länge außerhalb der Tuben höchstens C1

1−be
beträgt. Dies muss auch für c

gelten und man erhält so die Existenz von l und l′ in L, so dass für Folgen (tn)n∈N,
(sn)n∈N mit lim

n→∞
tn = ∞ und lim

n→∞
sn = −∞ gilt:

c(tn) ∈ Uε(l) und c(sn) ∈ Uε(l
′) für alle n ∈ N.

Mit Lemma 3.1.7 folgt die Behauptung. �

Die zweite Aussage ist dagegen eine Negation:

Satz 3.2.10
1. Seien l, l′ ∈ Li Linien mit entgegengesetzten Orientierungen. Dann gibt es keine

minimale Geodätische, die für t → −∞ asymptotisch zu l, für t → ∞ asympto-
tisch zu l′ verläuft.

Es gilt sogar allgemeiner:

2. Sind v, w Vektoren in {v1, . . . , vN ,−v1, . . . ,−vN}, die in keinem gemeinsamen
Kegel liegen und lv und lw zwei Linien aus L mit lv (bzw. lw) Lift von γv (bzw.
γw), dann gibt es keine minimale Geodätische, die für t → −∞ asymptotisch zu
lv, für t→ ∞ asymptotisch zu lw verläuft.

Beweis: Obwohl die erste Aussage nur ein Spezialfall der zweiten ist, wird sie separat
bewiesen, da sie dem ersten Fall einer zum Beweis der allgemeineren Aussage notwen-
digen Fallunterscheidung entspricht: In diesem ersten Fall ist v = −w und im zweiten
v 6= −w und es existiert ein Kegel Ki mit w ∈ Ki und ±v 6∈ Ki (falls −v ∈ Ji für alle
Mengen Ji mit w ∈ Ji, so folgt −v = w).

1. Sei ohne Einschränkung l = Γ̄i in der Richtung von vi und l′ = Γ̄i + h, mit h
in H1(M ;Z)R, in der Richtung von −vi orientiert. Sei c : R → M̄ eine nach
Bogenlänge parametrisierte Kurve, die für t → −∞ asymptotisch zu l und für
t → ∞ asymptotisch zu l′ verläuft. Ohne Einschränkung verlaufe c durch F0

(verschiebe sonst c um ein geeignetes Vielfaches von vi). Wähle t < s ∈ R und
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Uε(l)

Uε(l
′)

c|[t,s]

γc|[t,s]

Abbildung 3.3: Beispiel für den Fall w = −v

n ∈ N mit c(t) ∈ F−nvi , c(s) ∈ F−nvi+h und s − t = L(c|[t,s]) > ‖h‖ + C2. Weil
h = V (c|[t,s]), gilt mit Bemerkung 3.1.11: L(γc|[t,s]) ≤ ‖h‖ + C2 und die alterna-
tive Kurve γc|[t,s] ist eine Verbindung von c(t) mit c(s), die kürzer ist als c|[t,s]
(vergleiche Abbildung 3.3). Die Kurve c kann also keine minimale Geodätische
sein.

2. Sei ohne Einschränkung lv = Γ̄v in der Richtung von v orientiert und lw = Γ̄w+h,
mit h in H1(M ;Z)R, in der Richtung von w orientiert. Sei c : R → M̄ eine
beliebige, nach Bogenlänge parametrisierte Kurve, die für t→ −∞ asymptotisch
zu lv, für t→ ∞ asymptotisch zu lw verläuft. Weil w ∈ Ki gilt, existierenm1, m2 ∈
N mit m1v +m2w ∈ Ki. Sei wie oben ohne Einschränkung c(0) ∈ F0 und c(τ) ∈
Uε(lv) für alle τ < 0. Wähle t, s ∈ R, t < 0 < s und n ∈ N mit c(t) ∈ F−nm1v,
c(s) ∈ Fnm2w+h, λ(c|

−1
[t,s](Uε(lv))) ≥ L(c|[t,0]) = −t > C3 und h+ n(m1v+m2w) ∈

Ki. Es gilt: V (c|[t,s]) = h + n(m1v + m2w) ∈ Ki. Das Kurvensegment c|[t,s] ist
aber länger als C3 in Uε(lv) mit ±v 6∈ Ki. Nach Korollar 3.2.6, Aussage 3. kann
c|[t,s] also kein minimales geodätisches Segment sein, also auch c keine minimale
Geodätische. �

In Abbildung 3.4 liegen zum Beispiel die Ecken v1 und v3 des Polytops in
H1(T

3;R) ≃ R3 in keinem gemeinsamen Kegel. Es gilt: v2 = v1 + v3. In Abbildung
3.5 ist der R3 mit einer zugehörigen Hedlund-Metrik mit ε1 = ε2 = ε3 = ε4 versehen.
Die Kurve c verläuft asymptotisch zu l1 für t → ∞ und zu l3 für t → −∞. Sie kann
keine minimale Geodätische sein, weil zum Beispiel der Weg zwischen P und Q wie
(gestrichelt) abgebildet abgekürzt werden kann.
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v1

v2v3

v4

v1

v2v3

v4

Abbildung 3.4: Beispiel für ein Polytop in H1(T
3,R) ≃ R3. . .

F0

l1

l2

l3

l4

c

P b

b
Q

Abbildung 3.5: . . . und zugehörige Wahl der Geraden und Tubenumgebungen.
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3 Minimale Geodätische

3.3 Existenz von minimalen Geodätischen

3.3.1 Der optimale Fall

Ist der 3-Torus mit einem Hedlund-Beispiel versehen, so gilt ([Ban90]):

1. Für jedes Paar von Linien l ∈ Li, l
′ ∈ Lj mit i 6= j existiert eine minimale

Geodätische, die für t → −∞ asymptotisch zu l, für t → ∞ asymptotisch zu l′

verläuft.

2. Für jedes Paar von Linien l, l′ ∈ Li mit gleicher Orientierung existiert eine mini-
male Geodätische, die für t → −∞ asymptotisch zu l, für t → ∞ asymptotisch
zu l′ verläuft.

Die Beweise dieser beiden Aussagen beruhen auf den Abschätzungen, die in den vorheri-
gen Abschnitten für allgemeine Hedlund-Metriken bewiesen worden sind. Die spezielle
Wahl der Geraden spielt dabei eine sehr wichtige Rolle: Die genauere Kenntnis der
Abstände der drei Geraden ist notwendig für ein wichtiges Argument. Diese Beweise
finden sich in [Ban90]. Sie werden zum besseren Verständnis des im nächsten Abschnitts
definierten Gegenbeispiels an dieser Stelle kurz skizziert:

1. Die beiden Linien werden als l = Γ̄i + v und l′ = Γ̄j + v′ mit v und v′ Vektoren
aus Z3 notiert und sind durch die Parametrisierungen der entsprechenden Lifts
von γi und γj parametrisiert. Mit den genaueren Abschätzungen, die man für
dieses Hedlund-Beispiel erhält (vergleiche Bemerkung 3.2.7) kann gezeigt wer-
den, dass jedes minimale geodätische Segment, das zwei Punkte verbindet, in
der euklidischen Umgebung mit Radius 2 um den alternativen Weg zwischen
diesen zwei Punkten liegt. Es existiert also eine kompakte Menge K ⊆ R3,
die von allen minimalen geodätischen Segmenten cn : [0, an] → R3 zwischen
pn = cn(0) = γ̄i(0) + v − nei ∈ l und qn = cn(an) = γ̄j(0) + v′ + nej ∈ l′ getroffen
wird. Sind sn ∈ [0, an] die entsprechenden Stellen, so ist die Folge (ċn(sn))n∈N
beschränkt. Eine Geodätische c : R → R3, für die ċ(0) ein Häufungspunkt von
(ċn(sn))n∈N ist, ist minimal und besitzt die gewünschten Eigenschaften.

2. l und l′ sind ohne Einschränkung durch γ̄i und γ̄i + v, v ∈ Z3 parametrisiert.
Wähle minimale geodätische Segmente cn : [0, dn] → R3 mit cn(0) = γ̄i(−n) ∈ l
und cn(dn) = γ̄i(n) + v ∈ l′. Bezeichnet man mit [0, an) beziehungsweise (bn, dn]
die maximalen Intervalle, so dass cn([0, an)) ⊆ Uε(l) und cn((bn, dn]) ⊆ Uε(l

′),
so erhält man mit Lemma 3.1.7, mit den Abschätzungen über die Länge der
Kurve außerhalb der Tuben und der Tatsache, dass die Geraden um mindestens
1
2
−2ε voneinander entfernt sind, dass die Folge (bn−an)n∈N beschränkt ist, etwa

durch A > 0. Verschiebt man die geodätischen Segmente um geeignete Vielfache
von ei, so erhält man Kurven c̃n, so dass ˙̃cn(an) eine beschränkte Folge ist. Ist c
wieder eine Geodätische, für die ċ(0) ein Häufungspunkt von

(
˙̃cn(an)

)

n∈N
ist, so

müssen drei Fälle unterschieden werden. Im ersten Fall divergieren beide Folgen
von Zahlen an und dn−bn gegen +∞; die Geodätische c ist dann minimal und im

66



3.3 Existenz von minimalen Geodätischen

Abschluss von Uε(l) für t→ −∞ und von Uε(l
′) für t→ ∞ enthalten. Mit Lemma

3.1.7 folgt, dass c die gewünschten Eigenschaften besitzt. In den beiden anderen
Fällen ist eine der Folgen beschränkt, was aber mit Lemma 3.2.4 zum Wider-
spruch führt: Ist beispielsweise (an)n∈N beschränkt mit Häufungspunkt a ∈ R,
so ist c(−a) Häufungspunkt von c̃n(0), also in l enthalten. Da (dn) unbeschränkt
ist und bn − an < A, ist die Kurve c|[−a,∞) minimal und c|[A,∞) ist im Abschluss
von Uε(l

′) enthalten. Daraus folgt, dass c|[−a,∞) asymptotisch zu l′ verläuft und l
schneidet.

In beide Argumentationen ist wichtig, dass alle Brücken außerhalb der Tuben liegen.
Gilt dies nicht mehr, so ist der alternative Weg nicht mehr eindeutig definiert und
der Verlauf der kürzesten Verbindung zwischen zwei vorgegebenen Punkten kann nicht
mehr vorausgesagt werden. Denn es ist stets günstiger, die Kurven so lange wie möglich
in einem Tubus verlaufen zu lassen.

3.3.2 Das Gegenbeispiel

Levi untersucht ein explizites Hedlund-Beispiel auf dem 3-Torus ([Lev97]). Diese Metrik
ist zwar nicht glatt, sie wird aber hier hilfreich sein, um eine möglichst einfache Metrik
zu definieren, für die die Aussagen auf Seite 66 nicht mehr richtig sind. Die Geraden
sind wie in [Ban90] gewählt und die Metrik ist gegeben durch:

gx = F (x)〈·, ·〉x

mit:

F (x) =

{
1 x ∈ R3 \ Uε(L)

ε2 + 1−ε2

ε2
|x|2 x ∈ Uε(L)

wobei |x| wieder der euklidische Abstand von x ∈ Uε(l) zu der Linie l ist. Aus Sym-
metriegründen ergeben einfache Rechnungen und Abschätzungen, dass die Brücken
B12, B13 und B23 gegeben sind durch die Parametrisierungen

b12 : [0, 1] → R3

t 7→
t

2
e3,

b13 : [0, 1] → R3

t 7→





1
2

0
0



 +
t

2
e2

und

b23 : [0, 1] → R3

t 7→





0
1
2
1
2



+
t

2
e1.
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3 Minimale Geodätische

Levi definiert Umgebungen der Brücken, die von der Grössenordnung von ε-Umge-
bungen dieser Kurven sind (bezüglich der euklidischen Metrik). Er erhält somit eine
(
”
tubenartige“) Umgebung U für das

”
Netz“ in R3, welches von der Menge der Linien

und der Menge der Brücken gebildet wird (vergleiche Seite 36). Er zeigt dann, dass zu
jeder

”
vernünftigen“ Wegvorschrift in diesem Netz (

”
vernünftig“ in dem Sinne, dass ein

geodätisches Segment zum Beispiel nicht im gleichen Tubus hin und her verlaufen kann)
eine geodätische Kurve existiert, die in U verläuft und dem Verlauf dieses Weges folgt.

x1

x2

x3

Abbildung 3.6: Neue Wahl der Geraden für
das Hedlund-Beispiel

Ersetzen der Geraden durch

l1 := R× {0} × {0}

l2 := {0} × R×

{
1

8

}

l3 :=

{
1

2

}

×

{
1

8

}

× R

liefert eine neue Situation. Die
Brücke von l2 nach l3 verläuft in
Uε(l1): Die Kurve γ, die (0, 0, 1

8
) mit

(0, 0, 0) geradlinig verbindet, dann
(0, 0, 0) mit (1

2
, 0, 0) entlang von l1

und dann (1
2
, 0, 0) mit (1

2
, 1
8
, 0) wie-

derum geradlinig, hat Länge

L(γ) ≤
ε

2
+ 2 ·

1

8

=
ε

2
+

1

4

<
1

2
− 2ε ≤ L(b′23),

wobei b′23 nun die geradlinige Verbindung von (0, 1
8
, 1
8
) ∈ l2 mit (1

2
, 1
8
, 1
8
) ∈ l3 ist. Nach

[Lev97] existiert ein geodätisches Segment, das in der vorgegebenen Umgebung U (hier
analog wie oben definiert) der Kurve γ verläuft und ihre Endpunkte verbindet. Wieder-
um aus Symmetriegründen muss dieses geodätische Segment die kürzeste Verbindung
zwischen l2 und l3 sein, also die neue Brücke b23. Die Brücke B12 (beziehungsweise B13)
bleibt die lineare Verbindung zwischen (0, 0, 0) und (0, 0, 1

8
) (beziehungsweise (1

2
, 0, 0)

und (1
2
, 1
8
, 0)).

Der Einheitsball der stabilen Norm bleibt das reguläre, zentralsymmetrische Okta-
eder mit den Koordinatenachsen als Richtungen seiner Ecken, aber die beide Aussagen
aus dem vorangehenden Abschnitt (Seite 66) können nicht mehr in ihrer Allgemeinheit
bewiesen werden. Es gilt zum Beispiel:

Satz 3.3.1
In T3 mit dem angegebenen Hedlund-Beispiel gibt es keine minimale Geodätische, die
für t→ −∞ asymptotisch zu l2, für t→ ∞ asymptotisch zu l1 + e3 verläuft.
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3.3 Existenz von minimalen Geodätischen

Beweis: Die Orientierung der Linien ist hier nicht wichtig. Sei l1 in Richtung von e1
parametrisiert, l2 in Richtung von −e2. Zu einer Verbindung zwischen einem Punkt aus
l2 und einem Punkt aus l1 + e3 =: l′1 kann der alternative Weg (vergleiche Seite 56)
nicht mehr sinnvoll definiert werden. Eine Kurve, die l2 und l′1 so schnell wie möglich
verbindet, muss eine Periode in L3 verlaufen. Sie muss in Uε(l1) verlaufen, um von l2
nach l3 zu wechseln, um am Ende einen Punkt aus l′1 zu erreichen. Jeder Verlauf, der
grob beschrieben wie folgt aussieht, ist a priori für eine minimale Geodätische möglich:
Die Kurve verläuft in Uε(l2), wechselt in der Nähe der Brücke B21 in Uε(l1), dann
in der Nähe einer Brücke B13 + ne1 in Uε(l3) + ne1, und schließlich in der Nähe der
entsprechenden Brücke B31 + ne1 + e3 in Uε(l

′
1) (siehe Abbildung 3.7). Zu jeder dieser

Verlaufsvorschriften gibt es nach [Lev97] genau eine Geodätische cn : R → R3. Nach
Lemma 3.1.7 muss jede dieser Kurven für t → −∞ zu l2, für t → ∞ asymptotisch
zu l′1 verlaufen. Eine einfache Abschätzung liefert, dass nur diese Kurven als minimale
Geodätische in Frage kommen: Jede andere Verlaufmöglichkeit würde der Minimalität
der Kurve widersprechen.

x1

x2

x3

c0

c1

Abbildung 3.7: Verlauf der Geodätischen c0 und c1

Angenommen, eine dieser Geodätischen, etwa cN für N ∈ N, ist tatsächlich minimal.
Sei A der Punkt, an dem cN in die Tubenumgebung Uε(l1) hineinläuft, B der Punkt
an dem cN die Tubenumgebung Uε(l1) verlässt und Bn := B + ne1 für alle n ∈ N.
Nach [Lev97] gibt es für jedes n ∈ N genau ein geodätisches Segment τn, das in Uε(l1)
verläuft und A mit Bn verbindet. Dieses geodätische Segment muss folglich minimal
sein (jede andere Geodätische zwischen den zwei Punkten muss Punkte außerhalb der
Tubenumgebung haben und somit länger sein). Die Kurve τ0 entspricht bis auf Umpa-
rametrisierung der Kurve cN |[c−1

N (A),c−1
N (B)]. Letztere wird im Folgenden cAB

N geschrieben,
die entsprechende Schreibweise gilt für andere Stücke von cN . Mit Lemma 3.1.7 erhält
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3 Minimale Geodätische

man, dass die Kurven τn mit wachsendem n immer näher an l1 verlaufen müssen. Die
Folge L(τn)−ε(xB+n−xA) ist also monoton fallend und nach unten durch 0 beschränkt.
Sie besitzt demnach einen Grenzwert δ und es gilt: L(τn)−ε(xB +n−xA) = δ+ δn mit
einer Folge (δn)n∈N positiver Zahlen, die monoton fallend gegen 0 konvergiert. Wähle
N0 ∈ N mit δN0 <

δ0
3
und E ∈ cN(R) ∩ Uε(l

′
1), so dass d̄(E + N0e1, cN(R)) <

δ0
3
gilt

(das ist möglich, da sowohl cN als auch cN + N0e1 asymptotisch zu l′1 verlaufen). Sei
σ das geodätische Segment mit Endpunkt P ∈ cN(R), das diese kürzeste Verbindung
zwischen E+N0e1 und cN(R) realisiert. Aus Symmetriegründen haben P und E+N0e1
die gleiche x-Koordinate. Die Länge L(cEP

N ) ist also größer als N0ε. Die Kurve

γ := τN0 ∗
(
cBE
N +N0e1

)
∗ σ

ist ein Weg von A nach P .

Uε(l1)

Uε(l1) + e3

Uε(l3) +Ne1Uε(l3) + (N +N0)e1

τN0

(
cBE
N +N0e1

)
cN

BB +N0e1

Abbildung 3.8: cN und die Abkürzung γ = τN0 ∗
(
cBE
N +N0e1

)
∗ σ
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3.3 Existenz von minimalen Geodätischen

Es gilt:

L(γ) = L(τN0) + L
(
cBE
N

)
+ d̄(E +N0e1, P )

< δ + δN0 + ε(xB +N0 − xA) + L
(
cBE
N

)
+
δ0
3

< δ +
2δ0
3

+ ε(xB − xA) +N0ε+ L
(
cBE
N

)

< L (τ0) +N0ε+ L
(
cBE
N

)

= L
(
cAB
N

)
+ L

(
cBE
N

)
+N0ε

< L
(
cAB
N

)
+ L

(
cBE
N

)
+ L

(
cEP
N

)

= L
(
cAP
N

)
.

Die Kurve γ ist also eine kürzere Verbindung von A mit P als cAP
N , was im Widerspruch

zur Minimalität der Kurve cN steht. �

Zu jedem Paar von Geraden kann eine analoge Aussage bewiesen werden, sobald
eine der Geraden in L1 ist und die kürzeste Verbindung zwischen zwei Punkten aus
den Geraden in Uε(L1) verlaufen muss. Die Aussagen für den optimalen Fall können
also nur für spezielle Paare von Geraden bewiesen werden. Wenn die beiden Geraden
in L2 ∪ L3 liegen, kann das im Beweis des Satzes 3.3.1 beschriebene Phänomen nicht
auftreten, weil die kürzeste Verbindung zwischen den zwei Geraden eindeutig ist und
nicht beliebig lange in Uε(l1) verlaufen kann. In speziellen Fällen, in denen eine (oder
sogar beide) Geraden in L1 liegt und die kürzeste Verbindung nicht entlang einer Brücke
B23 + v, v ∈ H1(T

3,Z)R verläuft, kann die Aussage ebenfalls bewiesen werden, zum
Beispiel für l1 und l1 + e2 oder l2 und l1.
Im Allgemeinen kann nur ausgesagt werden, dass zwei Linien in L von endlich vielen

minimalen Geodätischen
”
verbunden“ werden können, die asymptotisch zu zwei Gera-

den aus diesen speziellen Fällen verlaufen. Zum Beispiel wären in Satz 3.3.1 etwa l2
und l1 + e1 durch die minimale Geodätische cl2,l1 , die für t → −∞ zu l2 asymptotisch
und für t → ∞ asymptotisch zu l1 verläuft, und die minimale Geodätische cl1,l1+e1

(entsprechend definiert) verbunden. Dies geschieht aber in nicht eindeutiger Weise: Die
minimale Geodätischen cl2,l2+e3 und cl2+e3,l1+e3 würden auch die Geraden l2 und l1 + e3
verbinden.
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Ausblick

Es gibt viele Möglichkeiten, die Thematik des letzten Kapitels dieser Arbeit fortzuset-
zen. Man könnte zum Beispiel fragen, welche Eigenschaften an die Metrik gefordert
werden müssten, um den optimalen Fall von [Ban90] auf jeder Mannigfaltigkeit zu er-
reichen, oder ob und wie sich [Lev97] auf beliebige Hedlund-Metriken erweitern lässt.
Levi geht von einer expliziten Metrik aus, die in den Tuben radial nach außen mo-
noton wächst. Obwohl das der Anschauung entspricht, wird es in der Definition einer
Hedlund-Metrik nicht gefordert.
Von großer Bedeutung sind aber Fragen zum zweiten Kapitel. In dieser Arbeit ist eine

Klasse von riemannschen Metriken definiert worden, mit denen jedes zulässige Polytop
als Einheitsball der stabilen Norm realisiert werden kann. Die Tatsache, dass die Ecken
der Polytope rational sind, ist entscheidend für die Konstruktion der Metriken. In
[BIK97] wird bewiesen, dass total irrationale Richtungen nie Ecken des Einheitsballs
sein können.
Wie verhält es sich aber mit den verschiedenen Graden der Irrationalität, die da-

zwischen liegen: Ein Vektor v ist irrational vom Grad β, für 1 ≤ β ≤ b, wenn
dim{l ∈ Qb | l(v) = 0} = b− β gilt. Ein rationaler Vektor ist also irrational vom Grad
1 und ein irrationaler Vektor ist irrational vom Grad b. Ist es möglich, dass die stabile
Norm an einem nicht total irrationalen Vektor v in keiner Richtung differenzierbar ist?
Das ist eine Frage, die noch nicht erforscht ist. Wenn die Antwort positiv ist, lassen sich
dann explizite Metriken definieren, welche diesen Vektor als die Richtung einer Ecke
vom Einheitsball der zugehörigen stabilen Norm realisieren? Mit Hedlund-Metriken ist
dies sicher nicht möglich: Es gibt im Allgemeinen keine Möglichkeit, Repräsentanten für
solche Vektoren zu finden. Weiterhin kann nicht zu Grenzwerten von Hedlund-Metriken
übergegangen werden: In T3 liegt die Spur einer Kurve, deren Rotationsvektoren ge-
gen einen irrationalen Vektor von Grad 2 konvergieren, dicht in einer 2-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit von T3. Die Tubenumgebungen und vor allem die Abschneide-
funktionen lassen sich also nicht sinnvoll definieren und die Definition der Metrik wäre
nicht konsistent.
Man könnte fragen, ob eine Metrik, die auf einer Umgebung der erwähnten 2-

dimensionalen Untermannigfaltigkeit von T3 sehr klein ist und außerhalb größer, die
gewünschte Eigenschaft haben könnte. Eine Abschätzung nach oben für die Distanzen
auf der mit dieser Metrik versehenen Mannigfaltigkeit wäre analog zu erhalten. Die Ab-
schätzung nach unten, die für Hedlund-Metriken aus Satz 1.2.15 und seiner Erweiterung
folgt, würde sich nicht mehr in derselben Art berechnen lassen.
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