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Einleitung

Die stabile Norm auf den Homologievektorrdumen einer kompakten riemannschen Man-
nigfaltigkeit (M, g) ist ein mathematisches Objekt, das noch viele Fragen aufwirft. Ihre
Definition geht auf Federer zuriick ([Fed75]), die stabile Norm erscheint unter diesem
Namen zum ersten Mal bei Gromov ([Gro81]). Aus [Fed75, 5.8] folgt, dass die stabile
Norm auf H;(M;R) eine geometrisch anschauliche Definition besitzt; fiir eine ganzzah-
lige Klasse v € H1(M;Z)g ist sie gegeben durch:

|v|| := inf{n""L(v)|7y ist eine geschlossene Kurve, die nv reprisentiert, n € N},

wobei L die von der Metrik induzierte Linge einer Kurve ist. Sie ist also insbesondere
deshalb interessant, weil ihre Kenntnis Informationen iiber die zugehorige riemann-
sche abelsche Uberlagerung der Mannigfaltigkeit liefert, von einem Blickwinkel, der die
Fundamentalbereiche beliebig klein aussehen lidsst. Man kann aus der Gestalt des Ein-
heitsballs der stabilen Norm auf H;(M;R) Aussagen iiber Existenz und Eigenschaften
der minimalen Geodétischen folgern. Das sind geodétische Kurven ¢ : R — M, de-
ren Lifts nach der abelschen Uberlagerung kiirzeste Verbindung zwischen je zwei ihrer
Punkte sind. Sie beschreiben also kiirzeste Wege zwischen beliebig weit voneinander
entfernten Bléttern der Uberlagerung (vergleiche [Ban90]).

Analog zu Ergebnissen von Morse in [Mor24] kann gezeigt werden, dass ein Re-
prisentant im 2-Torus T? von nv mit minimaler Lénge, firr v € m(T?) ~ H,(T?, Z)g,
die n-fache Verkettung eines Reprisentanten von v mit minimaler Linge ist (verglei-
che [Hed32]). Daraus lésst sich mit einem topologischen Argument auf der Grundlage
des Jordanschen Kurvensatzes folgern, dass der Einheitsball der stabilen Norm auf
H,(T?%* R) strikt konvex ist (siche [Ban90]). Ist die Dimension grofer als 2, verhélt sich
dies anders: Hedlund beschreibt in [Hed32] eine riemannsche Metrik auf dem 3-Torus
T3, fiir welche die obige Aussage fiir v € 7, (T?) ~ H;(T?,Z)g nicht mehr gilt. Bangert
stellt in [Ban90] eine Klasse von solchen Metriken vor, die er ,, Hedlund-Beispiele* nennt.
Er zeigt unter anderem, dass der Einheitsball der von einer solchen Metrik induzierten
stabilen Norm auf H;(T3,R) ein symmetrisches Oktaeder ist.

Babenko und Balacheff zeigen in [BB06], dass sogar jedes zentralsymmetrische, ma-
ximaldimensionale Polytop mit rationalen Richtungen der Ecken als Einheitsball der
stabilen Norm auf der ersten Homologie einer beliebig vorgegebenen, kompakten rie-
mannschen Mannigfaltigkeit der Dimension > 3 realisiert werden kann. Thr Beweis ist
topologisch: Sie konstruieren eine riemannsche Metrik mit der Hilfe von simplizialen
Metriken, das heifit ,,glatte Metriken auf jedem Simplex einer glatten Triangulierung
mit einer natiirlicher Ubereinstimmung auf gemeinsame Seiten ([BB06)).

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, einen alternativen Beweis zu liefern. Die Me-



thode besteht darin, das Hedlund-Beispiel auf beliebige kompakte Mannigfaltigkeiten
der Dimension > 3 zu verallgemeinern. Dies wird im ersten Kapitel dieser Arbeit ge-
schehen. Beschrieben wird hier zunéchst die fiir die einfachsten Polytope notwendige
Klasse von konformen Metriken. Dabei sind die einfachsten Polytope diejenigen, welche
doppelt so viele Ecken besitzen wie die Dimension des Homologievektorraums angibt,
wie zum Beispiel ein Oktaeder im R3. Die Konstruktion ist in dem Fall besser zu ver-
stehen als fiir allgemeine Polytope und entspricht (fast) genau dem Hedlund-Beispiel
auf dem 3-Torus.

Im zweiten Kapitel soll gezeigt werden, wie man die Hedlund-Metrik in diesem ersten
einfachen Fall wahlt, um das gewiinschte Polytop als Einheitsball der stabilen Norm
zu erhalten. Die Definition der Metrik wird dann erweitert, so dass beliebige Polyto-
pe erreicht werden konnen. Im weiteren Verlauf des Textes wird die Metrik in dieser
Allgemeinheit vorausgesetzt.

Das dritte Kapitel der Arbeit widmet sich dem Studium minimaler Geodétischen
zu einer gegebenen Hedlund-Metrik. Bangert zeigt in [Ban90] ausfiihrlichere Aussagen
iiber Existenz und Eigenschaften der minimalen Geodéatischen seines Hedlund-Beispiels.
Es soll hier untersucht werden, inwiefern sich diese auf den allgemeinen Fall iibertragen
lassen: Was folgt direkt aus der konvexgeometrischen Gestalt des Einheitsballs der
stabilen Norm und was wird von ihr ,iibersehen®, das heiffit: Welche Informationen
gehen beim Ausrechnen der Norm verloren?

Notation

Sei im folgenden (M, p) eine kompakte zusammenhéngende riemannsche Mannigfaltig-
keit der Dimension m > 3 mit erster Betti-Zahl b = dim H,(M;R) > 1.

Der erste de Rham-Kohomologievektorraum Hj,(M) ist nach dem Satz von de Rham
isomorph zu H'(M,R) = (H,(M;R))*. Sowohl die Aquivalenzklassen zur Bildung der
de Rham Kohomologie als auch die zur Bildung der ersten Homologie (mit Koeffizien-
ten in Z oder R) werden mit eckigen Klammern geschrieben. Es sollte sich jedoch aus
dem jeweiligen Kontext ergeben, welches dieser Objekte gemeint ist. Weiterhin wer-
den die Aquivalenzklassen zur Bildung der Fundamentalgruppe mit spitzen Klammern
geschrieben, um sie von den ganzen Klassen der ersten Homologie zu unterscheiden.

Eine ganzzahlige Klasse v € H;(M;R) heift minimal, wenn fiir v gilt:
existieren eine ganzzahlige Klasse v/ € Hi(M;R) und eine Zahl n € N\ {0} mit nv’ = v,
so folgt n =1 und v = v'.

Sei v eine ganzzahlige Klasse und I' die Spur eines Représentanten von v. Die Kurve
«y ist eine Parametrisierung von I' in Richtung von v, wenn [y] = 4uv gilt.

Sind 7 : [0,1] — M und v : [0,1] — M zwei Kurven mit 7(1) = ~(0), so ist ihre
Verkettung 7~y : [0, 1] — M definiert durch:

[ T(2t) , te 0,1
7*7(t>—{ y@2t—1) ,tell

L, bezeichnet die von p induzierte Lange von Kurven, d, die induzierte Distanz auf



M. Analog ist L die induzierte Lange und d; die induzierte Distanz auf der riemann-
schen abelschen Uberlagerung (M, p) von (M, p).

Mit I'(T'M) (beziehungsweise I'(T'U) fiir offene Teilmengen U von M) wird die Menge
der C*°-Schnitte des Vektorbiindels m : TM — M bezeichnet, entsprechend I'(T*M)
fir 7* : T*M — M. Analog ist 7'M (beziehungsweise T2M) die Menge der C'°-
(0,2)-Tensorfelder auf M (bzw. (2,0)-Tensorfelder). C*°-(0,2)-Tensorfelder sind die
C*-Schnitte des Biindels der (0, 2)-Tensoren mg2) : 79 M — M mit

T'M = UpenTi (T, M)
= Upen{o|¢: T.M* x - X T,M* X T,M X -+ x T,M — R multilinear }.
Mit der Notation v|, fiir Elemente aus TM wird darauf hingewiesen, dass v in T, M

liegt. Wenn es unmissverstéandlich ist, um welchen Fufpunkt z es sich handelt, wird
aber auch einfach v geschrieben.






1 Hedlund-Metriken

Fiir den n-Torus T" stimmt das Gitter der ganzzahligen Klassen in dem ersten reellen
Homologievektorraum einer Mannigfaltigkeit mit ihrer Fundamentalgruppe iiberein,
weil die Fundamentalgruppe kommutativ und torsionsfrei ist. Die abelsche Uberlage-
rung T” ist in diesem Fall die universelle Uberlagerung, also der R™. Ein Hedlund-
Beispiel in [Ban90] ist eine riemannsche Metrik auf dem 3-Torus, die auf Tubenumge-
bungen von drei bestimmten Kurven sehr klein und auflerhalb der Tuben sehr grof} ist.
Hier wird die davon induzierte Metrik auf T® ~ R3 angegeben, weil diese viel einfacher
zu beschreiben ist.

Man betrachtet die drei Geraden

T3
li = Rx{0}x {0}
1
1 1
: e
4 T sowie L; I, + 7% i =

7 1,2,3; und L = U3, L, Zu
e € (0,1072) bezeichnet U.(L)
die euklidische e-Umgebung von
T L und ebenso U.(l) die euklidi-
sche e-Umgebung fiir jede Zu-
sammenhangskomponente [ von
L.
Abbildung 1.1: Hedlund-Beispiel in /BCLHQU/ Wichtig ist, dass diese Tuben
disjunkt sind. Fiir den zweidi-
mensionalen Torus scheitert dies. Fiir n > 3 kann aber auf gleiche Weise wie fiir
n = 3 ein Hedlund-Beispiel auf T" definiert werden. Das Hedlund-Beispiel ist eine
Z3-periodische Metrik g auf T® ~ R3, die folgende Bedingungen erfiillt, wobei (-, -) die
euklidische Metrik auf R? ist :

1. go(v,v) < (1 +¢){v,v), fir alle (z,v) € R? x R? ~ TR3.

2. &2 .= min{g,(v,v)| x € U.(L;), (v,v), = 1} < &% fiir i = 1,2, 3. Dieses Minimum

wird fiir z € L; und v = +e; angenommen. Es gilt: g, (v,v) > & fiir v € U.(L;)\ L;
und (v, v), = 1.

3. §u(v,v) > (v,v), fir ¢ U.(L).
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Die Tuben spielen also die Rolle von ,, Autobahnen*, auf denen die Distanzen viel kleiner
sind als im iibrigen Torus. Kiirzeste Verbindungen zwischen zwei Punkten liegen nah an
diesen ,,Autobahnen®. Beziiglich der neuen Metrik sind die gewéhlten Geraden [y, ls, [3
Geodaétische, die zwischen je zwei ihrer Punkte Kiirzeste sind.

In diesem Kapitel soll dieses Hedlund-Beispiel auf beliebige Mannigfaltigkeiten der
Dimension > 3 verallgemeinert werden. Dafiir werden geeignete Kurven bendétigt, die
Kiirzeste werden sollen (und es hier zunéchst nicht notwendigerweise sind), sowie geeig-
nete Tuben um diese Kurven. In diesem allgemeinen Fall ist iiber die abelsche Uberlage-
rung der Mannigfaltigkeit ebenso wenig bekannt wie iiber die Mannigfaltigkeit selbst.
Der optimale Fall des 3-Torus, von dem die abelsche Uberlagerung sehr einfach zu
beschreiben ist, mit der euklidischen Metrik ist ein Spezialfall. Im Allgemeinen lésst
sich nicht von Geraden sprechen, und die Tubenumgebungen sind nicht so einfach zu
definieren. Eine Konstruktion von Tubenumgebungen fiir eindimensionale Unterman-
nigfaltigkeiten einer riemannschen Mannigfaltigkeit wird im ersten Abschnitt dieses
Kapitels beschrieben. Im zweiten Abschnitt werden ,,Hedlund-Metriken“ definiert und
erste Eigenschaften dieser Metriken beschrieben.

1.1 Grundlegende Begriffe der riemannschen Geometrie

1.1.1 Die abelsche Uberlagerung

Die ganzzahligen Klassen in H;(M;R) werden mit H;(M;Z)g bezeichnet. Ihre Gruppe
ist im Allgemeinen nicht isomorph zur ersten Homologie von M mit ganzen Koef-
fizienten Hy(M;Z).

Der Satz von Wilder (vergleiche [Ive84, III, 10.1]) besagt, dass die erste Homolo-
gie einer kompakten Mannigfaltigkeit endlich erzeugt ist. Somit ist fiir jede kompakte
Mannigfaltigkeit M die erste Homologie mit ganzen Koeffizienten der Form

H{(M;Z) ~7" X L)z X -+ X L}z,

wobei b, my, ..., my natiirliche Zahlen sind. Sei im Folgenden T' ~ Z/ .z X - - - X Z/m, z
die Torsionsuntergruppe von Hy(M;Z). Die maximale freie Untergruppe Hy(M;Z) /7 ~
Zb sei von hi,...,h, erzeugt. Die Anzahl dieser freien Erzeuger ist tatsiichlich die

Betti-Zahl b, denn das Universelle Koeffiziententheorem der Homologie (vergleiche zum
Beispiel [Gre67, 29.12]) liefert einen Isomorphismus

H{(M;7Z) @7 R ~ H,(M;R).
Somit existiert ein surjektiver Gruppenhomomorphismus

¢: Hy(M;Z) — Hi(M;Z)r
b

b
Zzihi—i-t — Zzlhl®zl

i=1 =1
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mit Kern 7. Die freie Gruppe H;(M;Z)g ist also isomorph zu H;(M;Z)/r und die
Klassen hq,...,h, konnen auch als Erzeuger von H;(M;Z)r aufgefasst werden. Sie
erzeugen demnach gleichzeitig H;(M;R) als R-Vektorraum.

Der rationale Homologievektorraum Hi(M;Q) ~ Hi(M;Z) ®z Q, als Teilmenge
von Hy(M;R) aufgefasst, bildet die Menge der rationalen Klassen in Hy(M;R) . Sie
entsprechen den Elementen von Q° C R’ wenn H,(M;R) mit R® identifiziert wird.
Dies wird im Folgenden immer mittels des Isomorphismus geschehen, der die Basis
{h1,...,hy} auf die Standardbasis von R® abbildet.

Der Hurewicz-Homomorphismus h : 7w (M) — H;(M;Z) ist ebenfalls surjektiv. Sein
Kern ist [m (M);m (M)], der Kommutator der Fundamentalgruppe.

Die beiden surjektiven Abbildungen

m(M) L Hy(M:Z) % H\(M;Z)s

liefern die Moglichkeit, fiir jede ganzzahlige Klasse aus Hy(M;Z)g einen geschlossenen
Repréasentanten zu wahlen.

Eine riemannsche Uberlagerung py : (U, py) — (M, p) von M ist eine Uberla-
gerung py : U — M, wobei die Mannlgfaltlgkelt U mit der Metrik py = pj;p versehen
ist. Die riemannsche universelle Uberlagerung p: M — M der riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, p) ist also ihre universelle Uberlagerung, versehen mit der Me-
trik p := p*p. Dabei kann die Abbildung p als Quotientenbildung unter der Operation
der Fundamentalgruppe m (M) von M auf M aufgefasst werden. Diese Operation ist
gegeben durch:

m (M) x M
((7), @)

wobei 7, : [0,1] — M der Lift nach M eines Repriisentanten von (7) ist, der 7,(0) = x
erfiillt.

Nun ist der Kommutator G := |71 (M); 71 (M)] ein Normalteiler in 7, (M) und ope-
riert selbst auf der Mannigfaltigkeit M. Die Klassifikation der Uberlagerungen einer
Mannigfaltigkeit (vergleiche zum Beispiel [Lee00, Theorem 12.19] oder [Ful95, Propo-
sition 13.23]) liefert eine Bijektion zwischen den Uberlagerungen der Mannigfaltigkeit
und den Untergruppen ihrer Fundamentalgruppe. Dabei entspricht einem Normalteiler
N von 7,(M) eine normale Uberlagerung py : Uy — M; mit 7;(M)/x als Gruppe der
Decktransformationen, die transitiv auf den Fasern von py operiert (vergleiche [Lee02,
Seite 226]). Bildet man den Quotienten der Operation von G auf M

g: M — M := Mg,

so erhilt man diejenige Uberlagerung ¢ : M — M, die zum Normalteiler G von 7 (M)
gehort. Sie wird (universelle) abelsche Uberlagerung von M genannt, wobei die
Bezeichnung ,,universell“ verdeutlichen soll, dass diese Uberlagerung die groBte ist, die
eine abelsche Automorphismengruppe besitzt. Diese Automorphismengruppe 7 (M)/q
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ist mit dem Hurewicz-Homomorphismus isomorph zur ersten Homologie von M mit Ko-
effizienten in Z, H,(M;7Z). Das folgende Diagramm, in dem die Pfeile C*°-Abbildungen
darstellen, ist kommutativ:

W

Fiir die Zwecke dieser Arbeit ist es aber sinnvoll, eine Uberlagerung zu verwenden,
deren Automorphismengruppe H;(M;Z)g ist. Die (universelle) torsionsfreie abel-
sche Uberlagerung ist die Uberlagerung, die man erhélt, wenn man den Quotienten
unter der Operation der Torsionsuntergruppe T := Z/ .7 X * -+ X Z/yn, 7z von Hy(M; Z)
bildet. In der Klassifikation der Uberlagerungen ist dies dlejenlge Uberlagerung, die zum
Normalteiler h=*(T) = ker(¢ o h) von (M) gehort. Hier soll ,,universell wiederum
deutlich machen, dass dies die gréBte abelsche Uberlagerung von M ist, deren Auto-
morphismengruppe torsionsfrei ist. Man erhélt das folgende kommutative Diagramm:

M

- D

M M
q

M p
ﬁ

MZ: ]\Z/T

i
Die Verkettung p o ¢ wird im Folgenden p heiflen. Es gilt also pop =p.
Die Gruppe Hy(M;Z)g ~ H(M;Z)/r operiert auf M wie folgt:

(I)IHl(M;Z)RXM — M
(I, ) = 7u(l),
wobei 7, : [0,1] — M Lift nach M eines Reprisentanten von [r] mit 7,(0) = z ist. Um

die Schreibweise zu vereinfachen, wird weiterhin das Bild von (v, z) unter @, fiir x aus
M und v aus Hy(M;Z)g, mit z + v bezeichnet. Diese Notation entspricht dem Fall des
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Torus T, wo Hy(T"; Z)g ~ 71(T") ~ Z", T* = R™ und die Operation ® nichts anderes
als die Operation von Z" auf R™ ist.

Ein Fundamentalbereich der Operation von Hy(M; Z)g ist der Abschluss eines kleinst-
moglichen zusammenhéngenden Reprisentantensystems fiir die Bahnen der Operation
®. Im Folgenden soll Fj ein fest gewahlter Fundamentalbereich sein und F, := Fy + v
fiir v aus Hy(M; Z)g.

Wird M mit der Metrik p := p*p versehen, so wird sie zur riemannschen (univer-
sellen) torsionsfreien abelschen Uberlagerung von M. Im Folgenden wird stets
von dieser riemannschen Uberlagerung ausgegangen; um die Notation iibersichtlicher
zu gestalten wird sie deswegen einfach ,abelsche Uberlagerung® genannt.

Eine besondere Eigenschaft der abelschen Uberlagerung besteht darin, dass jede ge-
schlossene 1-Form auf M exakt wird, wenn sie unter p auf M zuriickgeholt wird:

Lemma 1.1.1 B
Ist w € T(T*M) geschlossen (dw = 0), so ist p'w € I'(T*M) ezakt, das heifit: Es
existiert eine Abbildung f € C*(M,R) mit df = p*w.

Die abelsche Uberlagerung ist sogar die kleinste Uberlagerung, fiir die dies gilt.

Bemerkung 1.1.2
1. Fiir die Funktion f gilt: f(x +v) = f(x) + [w](v) fiir alle 2 in M und v in
H\(M; Z)g, das heiit: f[r, = f|r, o ®(—v, ) + [w](v).
Denn sei v : [0,1] — M eine geschlossene Kurve mit [y] = v und 7(0) = p(z). Sei
auBerdem ¥ ein Lift von v zu M mit (0) = z (und 5(1) = 2 + v). Dann gilt:

fl+v) - /df /pw—/w—

2. f ist Lipschitz-stetig mit der Konstante [|w]||* = = max max |w|2(v)|. Diese Zahl
S ve

pz(v,w)=1
existiert, weil M kompakt ist.

Denn fiir alle z,y € M und fiir jede Kurve 4 : [0,1] — M mit (0) = z und 5(1) = y

gilt, wenn v :=po 5 und | - ||y« die von p,) induzierte Norm auf T’ M ist:
)= sl = | |- |/
< / |l (3(2)) |dt
(1) )' :
= Who | = || - 1O lhwdt
(I|v( Dl "
< / [wll™ - [ (O)lvwdt = llwll™ - Lp(y) = ][ - Lz (7).

Da 7 eine beliebige Kurve von z nach y war, folgt: |f(z) — f(v)| < |lw|/*ds(x,y).
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BEWEIS (DES LEMMAS): Da die Gruppe 71(M) im Allgemeinen nicht kommutativ
ist, wird ihre Operation auf M mit - bezeichnet: U(g,x) =: g-x fur alle x € M und
g c 7T1(M).

M ist l-zusammenhéngend, daher existiert nach dem Lemma von Poincaré eine
Abbildung f € C°°(M,R) mit df = p*w.

Sei g = (1) € G = [m(M);m(M)], 7 ein Lift von 7 nach M mit 7(0) = z, und
7(1) = g-xo. Da g in [m (M); w1 (M)] liegt, ist das Bild [7] von (7) unter dem Hurewicz-
Homomorphismus 0 und somit auch f w=0.

Daraus folgt: f(g zo)—f f df = [.p*w = [ w =0, das heiBt: f(g-79) = f(0)
fiir alle 20 € M und ¢ E G f ist also invariant unter der Operation von G und

es existiert ein f € C°(M,R), definiert durch f(Gz) = f(x), so dass das folgende
Diagramm kommutiert:

vl R
q| )
o 7
M = M /g

Sei v|, € TM. Es existiert ¢ : (—e;¢) — M mit ¢(0) = 2 und ¢(0) = v. Damit gilt:

(q*(df)):c(v) = dﬁi(m)(i*v)

= dfm( )= (F"w)a(v)
= ((qoq)w)e(v)
= ((§" o q")w)a(v).

Daraus folgt: ¢*(df) = ¢*(¢*w) und damit df = ¢*w, weil ¢ ein surjektiver lokaler
Diffeomorphismus ist.

Nun gibt es fiir jedes Element ¢ von T ein m € Nmit m -t = 0 € H{(M;Z). Sei
7 :[0,1] — M ein geschlossener Représentant von ¢ und 7, = 7 % --- % 7 der durch
m-fache Verkettung von 7 definierte Weg. Dann gilt [7,,,] = m - [7] = 0 und somit
m- [ w= [ w=0. Damit gilt: f(zo+1t) — f(zo) = [.df = [_¢"w = [ w =0, wobei
7 ein Lift von 7 zu M mit 7(0) = xo und 7(1) = 2o + ¢ ist (dies definiert, analog wie
oben, die Operation von H;(M,Z) auf M). Daraus folgt: f(zo +t) = f(:zo) fiir alle
x9 € M und t € T. f ist also wiederum invariant unter der Operation von T auf M und
es existiert ein f € C°°(M,R), definiert durch f(Tx) = f(z) fiir alle z in M. Es gilt
insbesondere fop= fo (poq) = foq= f und das folgende Diagramm kommutiert:

10
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M / R
P
f
M
Wie oben wird gezeigt, dass df = p*w gilt. O

1.1.2 Normalenbiindel und Tubenumgebungen einer Kurve

Fiir ein Analogon zum Hedlund-Beispiel in[Ban90] sind Tubenumgebungen von Kurven
in der Mannigfaltigkeit M notwendig. Die Konstruktion wird hier angegeben, weil
spezielle Teile davon fiir das Folgende explizit ben6tigt werden, wie zum Beispiel die
Existenz von ,,semigeodétischen Koordinaten um die Kurven. Die Definition orientiert
sich an der Konstruktion von Tubenumgebungen von Untermannigfaltigkeiten des R”
in [Lee02], ist aber in verschiedenen Varianten auch an anderer Stelle in der Literatur
zu finden (vergleiche zum Beispiel [Hir76]). Die Methode besteht darin, eine geignete
Teilmenge vom Normalenbiindel von M auf der Untermannigfaltigkeit diffeomorph in
M abzubilden.

Eine einfach C*°-geschlossene, regulire Kurve v : [0,1] — M kann als periodische
Kurve v : R — M aufgefasst werden. Eine solche Kurve wird im Folgenden zul#ssig
heifilen. Es existiert eine Abbildung ¥ € C*(S!, M), so dass

t
‘IV st
t

S! =R/Z

R

M

A

kommutiert. 4 ist demnach injektiv mit 5(£) = 4(t) # 0 fiir alle € S!, ist also eine
glatte Einbettung. T := ~([0,1]) C M ist eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von
M.

Seien ohne Einschrankung die zuldssige Kurven immer proportional zur Bogenldnge
parametrisiert, hier etwa mit ||(¢)|/,¢ = S fiir alle t € R.
Sei weiter

NI = H Nyl = {v € Ty M : pyy (v,5(t)) =0} € T M,
te[0,1]

und

my: NI — I
UGNW(t)F — ’y(t).

11



1 Hedlund-Metriken

Es gilt fur alle ¢ € [0, 1]:
TypyM =Tyl & Ny T,

denn TyyI" = R - §(t). Genauer gilt das folgende

Lemma 1.1.3

Fiir alle p € T existieren ein U C M offen und (Ey, ..., E,) € (I(TU))™ so dass
p €U, Eils, ... Enle eine Orthonormalbasis von T, M beziglich p, fir alle v € U und
(E1,...Ey) an T adaptiert ist, das heifit Ey|, = % fir alle x =~(t) e I'NU.

BEWEIS: Sei p € M und ¢ : U — V C R™ eine Schnittkarte fiir die Untermannigfal-
tigkeit I' mit p € U.

Es gilt: ¢|rry = (¢',0,...0) und fiir alle z € T' N U: 97|, spannt T, auf.

Wende das Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren auf {dY,...09%} an:

850
By =
L a7l

(man muss gegebenfalls das Vorzeichen &ndern) und

- ZV 1p( )EV
’ ||<9SD >l (0 u)EuH
()

Man erhélt ein orthonormales C*-Basisfeld auf U mit Ei|,¢) = 45~ und span(Ei|,) =
T,I fir allex € I'; N U. O

Bemerkung 1.1.4
NT ist eine Mannigfaltigkeit mit Karten

¢ T Y((s,1)) — (s, 1)><]Rm !

,U|P = 2212 UiEi|P = (’Y_ (p),U2,---,Um)-
Insbesondere ist dim NT' =1+ (m — 1) =
Auflerdem sind die zugehorigen Abbildungen
O : my'y((s, 1)) — ((s,1)) x R™
,U|P:Z:'ZQUZ'EZ'|IJ = (pav%"'avm)

Trivialisierungen und (NT',7y) ist ein Vektorbiindel, das Normalenbiindel von M
auf I'.

Definition der Tuben

Proposition 1.1.5
Set £ CTM der Definitionsbereich der riemannschen Exponentialabbildung und

E: NI'n& — M
]y ) = eXp'y(t)('U)

thre Finschrinkung auf dem Normalenbiindel von M auf'. Dann existiert eine Umge-
bung V des Nullschnitts Ty := {0|, : = € '} C NT', so dass E|y ein Diffeomorphismus
auf sein Bild ist.

12



1.1 Grundlegende Begriffe der riemannschen Geometrie

BEwEIS: V soll von der Form V = {v|, € NI' : ||v||, < 0} sein mit einer positiven
Zahl 6, wobei || - ||, die von pg|n,rxn,r auf N,I' induzierte Norm ist. Es gilt fiir alle

t €[0,1] 1 E(0]y) = expy ) (0]y) = v(F).

1. Die Abbildung (E.)o, : To,(NT') — T, M ist surjektiv fiir alle 0, € I'p:

e Seiv e T,I'. Es existiert 7: (—e,e) — I' mit 7(0) = z und 7(0) = v.
Definiere 7 : (—¢,e) — NI durch 7(t) = 0,¢) € Nyl
Dann gilt 7(0) = 0, und:

E(7(0) = (Eo7)(0)

d .

= % tzoeXpr(t)(T(t))
d

= o tzoeXpT(t)(OT(t))
d

S /
dt tZOTU

= 7(0) = .

e Sei v € N,I'. Definiere o : (—e,e) — NI durch o(t) = tv € N,I.
Es gilt: ¢(0) = 0, € 'y und

E(6(0)) = (E0ca)(0)

— — e t — U.
il Xp,(tv) = v

e DaT, M =T,I'® N,I fir alle z € T, folgt, dass (E,)o, surjektiv ist fur alle
zel.

Aus Dimensionsgriinden (sieche Bemerkung 1.1.4) folgt, dass (E.)o, ein Isomor-

phismus fiir 0, € I'y und E um I'y ein lokaler Diffeomorphismus ist.

2. Aus 1. folgt fiir alle x € T" die Existenz einer Umgebung U, C NT von 0, € I'y
so, dass £ : U, — E(U,) ein Diffeomorphismus ist.
Ohne Einschréankung (verkleinere gegebenfalls U,) sei U, von der Form

Uy = Vs, (z) = {V|» € NI : d,(z,2") < 9, und [|v'[| < 0}
fir ein 6, > 0.

3. Fiir alle x € T existiert 7, > 0 so, dass exp, | B,, (0,) €in Diffeomorphismus auf sein
Bild ist. Es existiert sogar fiir alle x € I' eine Umgebung W, von x und eine Zahl
n. > 0 so, dass exp, |, (o,) ein Diffeomorphismus ist mit W, C exp, (B,,(0,))
fir alle y € W, (vergleiche zum Beispiel [Lee97, Lemma 5.12]). Da I' kompakt

13



1 Hedlund-Metriken

ist, existieren wy,...,7, € I', so dass I' C U, W,,. Setze n = min 7,,. Fir
n

alle z € I gilt dann: x € W,, fiir ein ¢ und somit B,(0.) C B,, (O_
exp,

1 7777
z). Damit ist
B, (0,) ist ein Diffeomorphismus auf sein Bild und d,(z,exp,(v)) = ||v||, fiir

alle v in B, (0,).

Fiir alle x € T sei

d(z) :=sup{o:0<d <nund E : Vi(z) - E(Vs(z)) Diffecomorphismus}

Aus 2. folgt, dass diese Menge nicht leer ist und damit §(x) > 0 existiert fiir alle
rzel.
Seien x, 2" € I.

e Falls d,(z,2") < 0(z) ist, folgt

Vs(a") C Vi (z) fiir § = 6(z) — dj(x, 2")
aus der Dreiecksungleichung und damit gilt: 6(z’) > §(x) — d,(z, 2").

o Fiir dy(x,2') > 0(x) gilt dies trivialerweise.

Aus Symmetriegriinden gilt also: [6(z) — 6(2')] < d,(x,2") und die Funktion

o : ' — (0,n] ist stetig. Da die Menge I" kompakt ist, existiert ein Minimum
0o > 0 der Funktion §.

4. Definiere V := {v|, € NI : [|v|, < 2} und zeige die Injektivitit von E auf V.
Seien v, V| € V mit E(vl],) = E(V'|»).
Aus exp,(v) = exp,,(v') folgt mit

dp(x,2') < dp(x, exp,(v)) + d,(exp,(v), exp, (V) + dp(a', exp, (v'))
= |Jvllz + 0+ [1v]lar

1 1
S 550 + 560
= 0y < min{d(z), d(a")},

dass x, 2" € Vj(,) (). Es existiert also ¢’ < 6(z) mit x,2" € Vy(z). E ist injektiv
auf Vy (), also miissen 2’ = x und v = v sein.

5. Die Menge U = E(V) ist offen in M, denn E|y, ist ein lokaler Diffeomorphimus
und daher eine offene Abbildung.
Daraus folgt: E|y : V — U ist eine Bijektion und ein lokaler Diffeomorphismus.
Somit ist £y ein Diffeomorphismus. O

Sei nun § := %0. Definiere fiir o € (0,6] die ,, Tubenumgebung® von I' (oder den
»Tubus® um I') mit Radius ¢ durch U,(I") := E(V,), wobei V, := {v|, € NI': ||v]|, <
o} C V.

Fiir ein Intervall I C S' ist U,(v(1)) := E(V,(I)), wobei V,(I) := {v], € Ny(I) :
[vlla < 0} S V.

Diese Konstruktion liefert besondere Karten auf Tubenumgebungen von Stiicken von
I

14



1.1 Grundlegende Begriffe der riemannschen Geometrie

Lemma 1.1.6 (Existenz von ,semigeoditischen* Koordinaten auf U,(T").)
Es existiert fir alle v € T, etwa x = ~(t), ein Intervall I = (t —r,t+7) mit 3 >r >0
und eine Karte

xT

¢" U =U,(y(I)) — IxDrtCR™
y = (5(y),93(Y), - 0m(Y),

so dass fir alle T € I gilt: s(y(7)) = 7. Das heifit insbesondere: Fiir alley = (1) € v(I)
gilt: a<1pm|y = 3(7). .
Aupferdem wird N, T von {95 |,,...,0% |,} fir alley € v(I) aufgespannt.

Dabei ist D'~ = {z € R™ ' : |lz|| < o} € R™ " der offene Ball von Radius o
beziiglich der euklidischen Norm auf R™~!.

Bemerkung 1.1.7

Der Begriff ,,semigeodétisch® findet sich bei Babenko und Balacheff ([BB06]) und weist
darauf hin, dass die Konstruktion, die hier verwendet wird, der Konstruktion einer
geoditischen Karte um einen Punkt sehr dhnlich ist.

BEWEIS: Zu x = 7(t) € I wihle U, und (EY,..., E¥) wie in Lemma 1.1.3,
so dass Ef|,s = +7(s). Nach Anwendung des Gram-Schmidt-Verfahrens kann EY
wieder richtig skaliert werden.

Es existieren £ > r > 0 und ¢ € (0,6) so, dass U,(y((t — r,t +7))) C U,. Sei I :=

(t —r,t+7r) CR (die Kurve v wird als periodische Kurve aufgefasst). Definiere:
" Up(y(I)) — IxDp!
y = (@), ea(), - ein(y),

wobei ¢F(y) fiir j =2,...,m und s(y) so definiert sind, dass

E7 y) =Y @) Eflysty) € Ve
=2

Fiir alle y in U,(y(1)) = E(V,(I)) ist

m

> (@)

j=2
= |E7 W)l < o

1(@5(Y), - em)Il =

also ist p*(y) € I x D1
Die Abbildung ¢” ist bijektiv und glatt und ihre Umkehrabbildung

(")t T x D;”_l — U¥

(Say2>"'aym) = E(Zijfh(s))

=2

ist wiederum glatt. Es gilt auflerdem:

15



1 Hedlund-Metriken

1. Falls y € y(I), etwa y = (1), ist E~*(y) = 0,() und damit s(y) = 7 sowie
¢i(y) =0 fir j =2,...,m.

2. Fir alle V C U,(y(I)) offen mit y = y(7) € V und f € C=(V) gilt:
a)

xr d
o l,(f) = 7 fo (™) He"(y) + ter)
t=0
d r\—1
= 5 t:0f0(<ﬂ) (Te1 +ter)
d )
= = t:0f07(7+t)=7(7)(f)
b) und fir j =2,...,m:
xr d
o ,(f) = 7 _OfO(W)_l(@x(y)H@j)
d
T tZOfOE(Ovv)H'Eer))

= E*(0(0)(f) = Ef Ly (f),
wobei
o:(—e,e) = Nypl
t =t Eflyo,
vergleiche 1) auf Seite 13.

Aus 1) und 2) folgen die Behauptungen fiir die Karte ¢*. O

Bemerkung 1.1.8

Die Funktion s = ¢7 héngt nicht vom gewéhlten x € I' ab. Sie kann also global auf
U,(T") definiert werden:

s: U — S
y — () tomvroE(y)

wenn 7 als geschlossene Kurve St — M aufgefasst wird. Es gilt: ds|, = dyf|, fiir jede
semigeodétische Karte ¢® mit y € U¥" und damit

dsly ((t)) =1 (1.1)
fir alle ¢ € [0, 1].
Bemerkung 1.1.9
Ist die Mannigfaltigkeit M orientierbar, so kann eine globale semigeodétische Karte um
I" konstruiert werden (beziehungsweise auf der Orientierungsiiberlagerung von M, falls

M nicht orientierbar ist). Da eine globale Karte aber im weiteren Verlauf der Arbeit
nicht benotigt wird, wird diese Konstruktion hier nicht ausgefiihrt.
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1.1 Grundlegende Begriffe der riemannschen Geometrie

Definition von geeigneten Abschneidefunktionen auf M

Ausgangspunkt ist zunéchst ein System von N disjunkten zuldssigen Kurven
Y1, -.,yn mit disjunkten Tubenumgebungen U,(I;), fir ¢ = 1,...,N und o > 0.
Seien I' = UN.\T; und U,(T") = UY,U,(T;), sei zu jeder Kurve ~; die Funktion s; wie
oben definiert.

Sei y € U,(I'), dann ist y € U,(I';) fiir ein i € {1, dots, N}. Die Definition

lyl = d,(y, 1i(si(y)))

ist unabhéngig von der Wahl einer Karte. Die Funktion

f:R — R
exp(—1) , t>0
b= {0 1 <0

ist C'° (vergleiche zum Beispiel [Lee02, Lemma 2.20]).
Wihle € mit o > ¢ > 0 und definiere:

¢:M — [0;1]

_ flo=lwh
C(y) = v fio—s Y € Ue(l)
0 , sonst.

Dann ist ¢ eine glatte Funktion, weil ihr Nenner nie verschwindet und ( sowie alle ihre
Ableitungen auf dem Rand von U,(I") gleich 0 sind. Die Funktion erfiillt

_ [ 1 yeU(I)
= {0 )N nm
und wird im Folgenden Abschneidefunktion ( zu {vi,...,7y} und den Zahlen p
und ¢ genannt.

Zur Wahl von disjunkten Kurven

SchlieBlich ist noch eine letzte Aussage aus der Differentialtopologie vonnoten: Im
Hedlund-Beispiel in [Ban90] ist die Tatsache wichtig, dass die Linien [y, I und I3 dis-
junkt sind. Im allgemeinen Fall kann der folgende Satz benutzt werden:

Satz ([Hir76], Satz 2.13) Seien M und N C°°-Mannigfaltigkeiten mit dim M >
2-dim N +1. Die Menge der Einbettungen E : N — M ist dicht in C*°(N, M) beziiglich
der starken Topologie.

Da die Mannigfaltigkeit M kompakt ist, gilt dies schon beziiglich der schwachen To-
pologie auf C*°(N, M). Mit N = S! liefert diese Aussage die Moglichkeit, disjunkte
zuldssige Reprisentanten von gewéhlten ganzzahligen Homologieklassen zu wéhlen.
Entscheidend ist wieder, dass die Dimension von M grofier oder gleich 3 ist.

17



1 Hedlund-Metriken

1.2 Die Metrik auf M: Verallgemeinerte
Hedlund-Beispiele

1.2.1 Vorbereitungen

Gegeben seien vy, ..., v, minimale ganzzahlige Klassen die H;(M;R) aufspannen. Sei
B* = {\1,..., N} die zu B = {vy,...v,} duale Basis von Hj,(M) ~ H'(M;R).
Wihle disjunkte zuldssige Kurven ~; : [0,1] — M mit [y] = v; fir i = 1,...b und
setze I'; := 7,([0,1]). Wahle p so klein, dass die Tubenumgebungen U,(T';) disjunkt
sind und der minimale Abstand zwischen den Tuben gréfler als p. Zu jeder Kurve ~;
existiert gemifl Lemma 1.1.6 und Bemerkung 1.1.8 eine Funktion s; : U,(T;) — S*.
Sei 4; : R — M der Lift von ~; (als periodische Kurve v; : R — M aufgefasst) mit
%:(0) € Fy. Sei weiter I'; = 4;(R) die Spur von +; und sei U,(T;) der zugehérige Lift nach
M von U,(T;). U,(T;) ist also die Tubenumgebung von T';, die wie in Abschnitt 1.1.2 um
I'; € M konstruiert werden konnte, weil die Mannigfaltigkeit M lokal isometrisch zu
M ist. Es kann also auch die Existenz einer semigeodétischen Karte um jeden Punkt
aus ['; gezeigt werden, und es existiert eine glatte Abbildung 5; : U,(I;) — R mit

5i(7i(t)) =t fiir alle t € R. Da p eine lokale Isometrie ist, gilt fiir alle x € U,(L;):
z € expy (Ny,yIs) < p(x) € expy(Npos; L),
also mit p o %;(t) = yi(ms: (1)):
ms1 0 §;(x) = w1 (t) = s; 0 p(x)
und das folgende Diagramm kommutiert:

Si

Ug(fi> R
p e
Uo(I's) St
S
Es gilt fiir alle x € U,(T;) und z € Z:
Si(x + zv;) = 5;(x) + 2 (1.2)
und (p*ds;)|y,r,) = d35;. Die Funktionen 5i,. .., 5, werden im Folgenden auf verschie-

dene Weisen auf U,(L;) und auf M fortgesetzt.

Sei L; = T'; + Hi(M; Z)r und U,(L;) = U,(T;) + Hy(M; Z)g sowie L = U5_, L; und
Uy(L) = Uo_,Uy(L;). Wihle £ mit 0 < & < ¢ und definiere U.(T';), U.(L;) und U,(L)
wie oben.

Mit den folgenden neuen Begriffen soll das Hedlund-Beispiel auf T? in [Ban90] néher
untersucht werden, um die Grundlagen fiir eine sinnvolle Definition einer ,,Hedlund-
Metrik“ zu finden.
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1.2 Die Metrik auf M: Verallgemeinerte Hedlund-Beispiele

Definition 1.2.1
1. Fiir A € Hjp(M) definiere:

A" == inf{||lw]|" :w e T(T*"M),dw = 0, [w] = A},

wobel
w[[* := max max |wl|,(v)].
zeM veT, M
gz (v,0)=1

2. f: ]\Z[ — R heifit Kalibrierung in A, falls f ||A|*-Lipschitz ist und fiir alle
x € M sowie alle k € H\(M;Z)g gilt: f(x + k) = f(z) + A(k).

3. Sei f eine Kalibrierung in A. Eine nach Bogenldnge parametrisierte Kurve ¢ : R —
M heifit durch f kalibriert, wenn fiir einen (und damit jeden) Lift ¢ : R — M
von ¢ und alle s < ¢ gilt:

foe(t) = foc(s) = [IAI"(t = s).
Seien in dem Hedlund- Beispiel in [Ban90], das auf Seite 5 beschrieben wird, die
1-Formen w;, i = 1,2, 3, durch p*w; = dx' € T'(T*T?) definiert. Dabei ist p : R® —

R3/Z3 die Projektion, also gleichzeitig die Quotientenbildung unter der Operation von
H\ (T3, Z)g ~ 73 auf T®> = R®. Die Kurven

C; - [O,éi] — Tg

t
t — —e;
fiir ¢ = 1, 2, 3 sind Parametrisierungen nach g-Bogenldnge von den Lifts der gewéhlten
Reprisentanten fiir die Klassen ey, e, e3 € Hy(T?; Z)g.
Die Basis {[w1], [wa], [ws]} von H!5(T?) ist dual zur Basis {e;, e, e3} von Hy(T3;R).
Fiir jeden Repriisentanten @; von [w;] gilt:

1:/ O = /(p*cbi)lci(w(éi(t))dt
poc; 0

1573
< / '@ *dt
0

= ||p*@il|*es = ||wil| e,

also 1
il > —
&
und mit
. e;
o Jo(v)| = max |dz’ Z
ol = max max, fwil.(v)] = max ', (Hei!lm)‘
gz (v,0)=1
i 1 1
— max ‘dI | (€:) ‘ = maxy o =
z€R3 | €;]| 2 vek? [l Ei
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1 Hedlund-Metriken

folgt:
* * 1 . .
Hewall” = flesll” = — fir e =1,2,3.

Die Funktion z* ist also mit Bemerkung 1.1.2 eine Kalibrierung in [w;]. Das Hedlund-
Beispiel ist gerade so definiert, dass die Klasse [w;] die Norm ||[w;]||* = a% hat. Weiterhin
werden die nach g-Bogenlinge parametrisierte ,,Linien* in p(L;) von z' kalibriert. Es
gilt: . .
i i 8
x'oc(t) —x' oci(s) = S LT 5i(t s).

Um ein entsprechendes Ergebnis auf beliebigen Mannigfaltigkeiten zu erreichen, sind
Repriasentanten der Kohomologieklassen Aq, ..., A, hilfreich, die auf den Tubenumge-
bungen der gewihlten Kurven moglichst einfach zu beschreiben sind. Optimale Re-
présentanten in dieser Hinsicht sind 1-Formen wy, ..., w, mit w; = 0 auf U.(I';),j # ¢
und w; = ds; auf U.(I';). Diese liefert das folgende Lemma:

Definition der 1-Formen

Lemma 1.2.2
Seien vy, ...,vy minimale ganzzahlige Klassen in Hy(M;Z)g, die Hy(M;R) aufspan-
nen. Seien v, ..., yn zuldssige Reprasentanten dieser Klassen und Us(T'1), ..., U.(T'y)

disjunkte Tubenumgebungen um diese Kurven. Sei weiterhin A € Hjp(M) eine beliebige
Kohomologieklasse. Dann existiert ein Reprdsentant w von X, das heifft w € T'(T*M)
mit dw = 0 und [w] = X, fir den gilt:

Wl = AMwv)ds;|, firz e U(I), i=1,...,N.

BEWEIS: In diesem Lemma wird von N Kurven ausgegangen, fiir N > b beliebig. Seien
die Funktionen 51, ..., 5y und alle sonstigen fiir diesen Beweis notwendigen Begriffe wie
auf Seite 18 definiert.

e Die Funktion ; ist bisher nur auf U,(T';) definiert. Setze sie durch 0 auf M\U,(L;)
fort und definiere:

s:M — R
N

r=xz0+v9 Y AMvi)si(xo) + Avp).
i=1

Dabei wird jedes Element z € M \ U,(L) (beziehungsweise x € U,(L;)) als x =
zo+vo mit zg € Fy\U,(T') (beziehungsweise xo € U,(I';)NFy) und vy € Hy(M; Z)g
geschrieben. Fiir z € U,(T;) N Fy gilt: s(z) = A\(v;)5;(z). Mit der Definition von
s gilt also fiir v = 2z - v; mit z € Z:

s(x+v) = Aw;)s;(z) + A(v)
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das heifit:
slu,m,) = AMv;)5;.

Analog gilt:
Sl 0 = A13)55 0 B(—0,1) + A(v).

Daraus folgt, dass s|y,(z) eine glatte Funktion ist.

e Wile einen beliebigen Représentanten w von A. Nach Lemma 1.1.1 existiert ein
f: M — R mit p'o = df. Sei g := s — f, dann gilt fiir alle z € M, etwa
T = T+ vo mit g € Fy und vy € Hi(M;Z)g, und v € Hy(M;Z)g:

gx+v) = s(xg+uvo+v)— flz+v)

= s(wo) + Avo +v) — f(z) = A(v)

= s(x0) + Avo) — f(x)

= s(x) - f(o)

= g(x)
und es folgt die Existenz von g : M — R mit g = g o p.
g ist C>° auf U,(T") und es gilt: dg|u,m) = D1y Mvi)ds; —@. Denn sei z € U,(I'),
w € T,M und ¢ : (—e,e) - M die Kurve mit ¢(0) = z und ¢(0) = w. Sei weiter
¢ der Lift von ¢ mit ¢(0) € Fy. Dann gilt:

q
dt

d

goc(t)= —

dg. —
g (W) p

goclt)
t=0

= 2 Aw)dsile) ((0)) = dfle) (7(0)

= |p (Z A(v;)ds; — d))) (c(0))
&(0)

t=0

1=1

= [ Y Aw)ds; — @ (pc(0))
i=1 poc(0)

= (D Awds;—@ ] (¢(0)
i=1 c(0)

_ Z Avi)ds; —@ | (w).

e Sei ¢ die Abschneidefunktion zu {71, ...,yy} und den Zahlen £ und p. Definiere

N
w = gd¢+ (1 - Qw+ CZ A(v;)ds;.

1=1
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Aus den Eigenschaften der verschiedenen Funktionen folgt, dass w glatt ist. Auf
U,(I") gilt, weil & geschlossen ist:

N
dw = dg A\ d¢ + d¢ A (Z Av;)ds; — w) =0.

1=1
(. J/
~\~

:dg

Auf M\ U,(T") gilt:
dw=d((1-Qw)=—-d( A&+ (1 —-()db=dw=0,

weil ¢ konstant ist auf M \ U,(I'). Damit ist w geschlossen. Fiir x € U.(T';) gilt
auflerdem:
N

we = g(@)dl|, + (1 - ((2)@ls + () - Z A(vi)dsil
9@) - 0+0-0l + 1-Auv))ds;le
= )\('Uj)dsj|x>

wie gefordert. Damit folgt:

L) = [ w= oo Goa
= 2w [ sl (i) d

(1.1

) [ =)

fir j =1,..., N. Mit span{vy,...,oy} = Hi(M;R) ergibt sich schlielich, dass
w ein Reprasentant von A ist. 0
Aus dem Lemma folgt fiir die auf Seite 18 gewéhlte Objekte:

Korollar 1.2.3
Es existieren wyq, . ..,w, € T(T*M) mit dw; = 0, [w;] = \; so, dass:

W — dsz‘x T &€ Ug(FZ)
v 0 HANSS UE(F]-), j # 1.
BEwEIs: Wende das Lemma 1.2.2 auf {vy,...,v,} und jedes A;, i € {1,...,b}, an. O
Derartige Reprisentanten werden im Folgenden gute Repriasentanten heiflen.

Bemerkung 1.2.4
Es gilt:
wile = gi(x)dC|s + (1 = C(2)) @il + C(@)dsil,

fir + € M. Dabei kann d¢ auf Uy(I') \ U.(I') in den radialen Richtungen sehr grofl
werden.
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1.2 Die Metrik auf M: Verallgemeinerte Hedlund-Beispiele

1.2.2 Die Metrik

Gegeben sei ein m-dimensionaler euklidischer Vektorraum V mit Skalarprodukt
g : VxV — R. Der Isomorphismus I : V' — V* v — g(v, -) induziert eine Bilinearform
g* : V* x V* = R, die durch g*(I,h) := g(I7l, I~ h) gegeben ist fiir I,h € V*. Die
Axiome eines Skalarproduktes lassen sich fiir g* leicht {iberpriifen und es gilt fiir alle
veVundl e V*:

i) = g7,
C.S.-Ungl. . .
< Al = (I Al
wobei || - || und || - ||* die von g und ¢* induzierten Normen sind.
Seien B = {vy, ..., vy} eine Basis von V und B* = {ly, .. .,l,,} die zu B duale Basis von

V*. Es gilt, wenn G := (¢i5)ij=1,..m = (9(vi,0;))ij=1,..m und G* := (¢Y); j=1. m =
(g*(Liy15))i j=1,....m die Matrixdarstellungen von g und ¢* beziiglich der Basen B und B*
sind,

E, =GG=GG". (1.3)
Die Matrix G* lisst sich also leicht durch die Beziechung G* = G~! berechnen.
Diese Konstruktion lasst sich auf eine riemannsche Mannigfaltigkeit punktweise iiber-
tragen:
Lemma 1.2.5
Zu einer riemannschen Metrik g auf M, das heifft g € T2M nicht ausgeartet, symme-

trisch und positiv definit, existiert ein natirliches g* € TLM so dass g ein Skalarpro-
dukt auf (T, M)* fir alle x in M und:

‘W|r(v|r)‘ < Hw‘w

H
x r x

fiir alle v € M, v|, € T, M und w|, € T, M*.

BEWEIS: Definiere wie oben ¢ : T,M* x T, M* — Rs zu g, : T, M x T, M — Rs.
Dann ist, fiir jede Karte ¢ von M, die Funktion g7 = g*(dy;, de;) : M — R glatt,
denn: Aus G}, = (G,)~" folgt, dass g¥ eine rationale Funktion in den Eintrégen von
G, ist. Thr Nenner det G, verschwindet nicht auf 2/%. U

Bemerkung 1.2.6
Es gilt dann:
lw|* = max max ‘W|x(v)‘
:BEMUGTCL‘M
[vllz=1
= max max |gx(Uw\z>U)|

zeMveT, M
llvllz=1

v Yeole
I\ T T

= {cféé}\}(||vw|x||x

= max
zeM

*
CC’

= maxfwl
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1 Hedlund-Metriken

wobei fiir alle # in M v, € T, M der Vektor ist, fiir den gilt: w|,(v) = gz(vy,,v) fiir
alle v € T, M.

Mit dieser letzten Bemerkung ist es nun moglich, in Anlehnung an die Uberlegungen auf
Seite 19, eine Metrik g auf M so zu definieren, dass genau die Funktionen f; € C*°(M)
mit dfi = p*w; die nach g-Bogenldnge parametrisierten Linien in L; kalibrieren.

Definition und Existenz der Metrik

Definition 1.2.7

Eine Hedlund-Metrik auf M zu einer Basis B = {vy,..., v} aus minimalen ganz-
zahligen Klassen von H;(M;R) ist eine zu p konforme riemannsche Metrik g € T2M,
so dass fiir das zugehorige g* € T M und ein e € (0, %) gilt:

(H 1) gj:z(t) (Wi vi(t) s Wi

3it)) = max g7 (wila, wils) = % fiir alle ¢ € [0,1]

(H2) g} (wi]z,wile) < 1 auBerhalb von U.(T).

Dabei sind 71, ...,7, die zu B gewéhlten zulidssigen Kurven, mit Léngen (5y,..., 05
beziiglich p und wy, ..., w, die dazugehorigen guten Représentanten der zu B dualen
Basis von Hjn(M). Die Zahlen ey, ..., &, € (0,€) erfiillen g; < f3; fir i =1,...,b.

Bemerkung 1.2.8

Die Grofle der Zahlen e, eq,..., g, ist von symbolischer Bedeutung. Fiir die folgende
Argumentation ist es vor allem wichtig, dass die Zahl be viel kleiner ist als 1. Die Zahlen
g; sollen jeweils kleiner als ; sein, um zu verdeutlichen, dass die Metrik innerhalb der
Tuben kleiner und auerhalb groer ist als die Grundmetrik p. Im Gegensatz zu [Ban90]
héngen diese Zahlen nicht mit der Zahl € in der Konstruktion der Tuben zusammen.

Bezeichnungen
e Sei L, die auf M von g induzierte Lénge von Kurven, d die auf M von g induzierte
Distanz. Sei || - ||, die von g, induzierte Norm auf 7, M, ||-||% die von g induzierte

Norm auf (T,,M)*.

e Sei g* € T2 M durch g* = p*g* definiert, g = p*g € TP M, sei L = Ly die auf M
von g induzierte Linge von Kurven und d die auf M von g induzierte Distanz. Die
von g, (beziehungsweise g*) induzierte Norm auf T, M (beziehungsweise T, M*)
wird ebenfalls || - ||, (beziehungsweise || - ||%) geschrieben.

e Sei A :=diam(M) = ma;\(/ld(x, y) der Durchmesser von M.
RIS
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1.2 Die Metrik auf M: Verallgemeinerte Hedlund-Beispiele

o Sei D;; = 1in d(x,y). Sei weiter D := max bD,-j, also der grofite Abstand
z€el; LJ=15
yGFj
zwischen zwei Linien und analog D := mlin , I{Ill(Il} : d(z,y) der kleinste Abstand
i?j: 7777 z€Ue(I';
yEUE(Fj)

zwischen zwei Tuben.

e Seid;(e) := max d(z,y) der maximale Radius der ,,Scheiben* in U, (I';) beziiglich
meyesl'(‘i i)
si(x)=si(y)
der Hedlund-Metrik und sei d(¢) := laxbdi(e) der maximale Radius aller Tuben.

=1,

e Sei by : [0,1] = M die zu D;; gehorige Briicke, das heift, die kiirzeste Verbindung
zwischen den Mengen I'; und T';. Sei b;; : [0,1] — M der Lift von b;; nach M mit
b;;(0) € Fy, also die Briicke von T'; nach I'; mit Anfangspunkt in F. Die Menge
By = {1_92-]- +v v € Hi(M;Z)g} ist die Menge der Lifts von b;; nach M und
bildet die Menge aller Briicken von L; nach Lj;.

Proposition 1.2.9

Zu jeder Wahl von minimalen ganzzahligen Klassen vy, ..., vy, die Hi(M;R) aufspan-
nen, gibt es eine Hedlund-Metrik auf M.

BEWEIS: Sei &' := Erllinbsup{t € (g,0) : wils # 0furallez € U(I';)}. Da die 1-

.....

Formen wq,...,w, stetig sind, ergibt ein Kompakteitsargument, dass diese Mengen
nicht leer sind und somit ¢’ existiert.
Sei
Q.= rriax Pr(Wjlz wjlz) >0
xeM\U:(T)
und i}
R Zx((ii:mi]"x)) -0
weU, (Ly) o T

firi=1,...,b.
Wihle ¢; so, dass §; > €7 und definiere:

hiIUEI(FZ‘) — (0,00)
1

Egp;(wi|rv wZ‘QU)

Q; 1

Diese Funktion ist wohldefiniert, weil w;|, # 0 fiir alle x € U./(T';). Setze h;, i =1,...,b,
durch 0 auf M fort und definiere F': M — (0, 00) durch

b

F(z) = (@)Y hi(x) + (1= () -

1=1

T -exp(—C; - |x\2)

SIE
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1 Hedlund-Metriken
U}, € und e.

Dabei ist ¢ die auf Seite 17 definierte Abschneidefunktion zu {vy,
Die riemannsche Metrik g sei die zu p konforme Metrik mit konformem Faktor %, das

heif3t:
gr=F(x)p: fiirallex e M

Dann gilt:
1. Ist z € I';, so sind ((x) = 1, hj(x) =0 fiir j # ¢ und |z| = 0, also

1 1
exp(0) = .
0= ol

205 (wile, wilz)

1 >k
= P (Wile, wi
) ke )

Es folgt:
9o (Wi, wilz)

|
Qo =

2. Ist x € U(T;) \ I';, so sind wieder ((z) =1, h;(x) = 0 fiir j # ¢, aber |z| > 0 und
1 , 1
cexp(—=C; - |z]7) < :
oD < mrlen)

damit
hi(r) =
205 (Wile, wilz)

Dol =

Also gilt:
9z (Wi, wilz) <

3. Firz e M\ U(D), ist
9o (Wilo, wjilz) <1

fir j=1,...,b, denn:
a) Fir x € U.(I';) \ U.(T'y) gilt diesmal || > ¢ und damit
Qi 1 5?
—Cylz]* < —Cie? = —In (5_?) = ce?=1n (ﬁz) :
Daraus folgt:
1 g2 1
hi(x) < - exp (ln (—2)) = ’
< ) o)) = Gitalowl)
also
¢(x) 1 —¢(z)
F(z) < +
= el TR
und schlieflich
p; Wiz, Wil pzw'wi':v

<
o sz;(wz|m7wz|m>
< @)+ (01— @) =1

9o (Wiles wilz)

26



1.2 Die Metrik auf M: Verallgemeinerte Hedlund-Beispiele

b) Fiir 2 € M\ Uo(T) gilt ((x) =0, also F(z) = & und damit:

. P (Wjlar wile)
9o (Wile, wilz) = %

1

IN

mit der Definition von {). O

1.2.3 Erste Eigenschaften dieser Metrik
Lemma 1.2.10

Es qult:
_ _ 1
£ el = mas fal, ()] = £
UET:L'M
l[o]l==1

2. |17i(t)|[1iy = € fiir alle t € [0,1] und Ly(v;) = &;.

BEWEIS: Zul) Es gilt (vgl. Bemerkung 1.2.6):
% 1

||Wz||>k = %%(szb .

Zu?2) Sei ¢ := ©"® eine semigeoditische Karte (vergleiche Lemma 1.1.6). Die Matrix
Gikn(t) von g2, beziiglich der Basis

{dSZ'

7i(t) d<p2|%‘(t)7 ) d‘Pm|'yi(t)}

von T, M* hat Diagonalgestalt, da g* zu p* konform ist.
Da diese Basis zu {7;(t), 9 |,t), - - - 0% |4y} dual ist, folgt

1
2 . . 9
() = Gwl) 9% 0 @il Wilvey)

14:(t)

mit (1.3) (Seite 23) und ds;|, ) = w;
Daraus folgt:

7i(t)-

1

g\Vi) = ‘i i (t) = &4

Ly (i) 19:(8) sy dt = € 0
0

Das néchste Lemma zeigt, dass die Definition der Hedlund-Metrik tatséchlich eine
Verallgemeinerung des Hedlund-Beispiels in [Ban90] liefert.

Lemma 1.2.11
Es qilt firi=1,...,0b:

Ll = 1Al
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1 Hedlund-Metriken

2. Fine Funktion f; € C™(M) mit df; = p*w; ist Lipschitz-stetig mit der Konstante
A"

8. Vo e M,Yve Hi(M;Z)g : fi(x+v) = fi(z) + \(v).
fi ist also eine Kalibrierung in \; und es gilt:
4. Die Parametrisierung c; nach g-Bogenlinge von 7; ist durch f; kalibriert.

5. Fiir alle 1 st v; die kiirzeste Kurve beziiglich g, die v; reprisentiert.

Bemerkung 1.2.12

Eine Abbildung f in C*(M), die 2. und 3. erfiillt fiir A\ € H}p(M), wird mitunter
,verallgemeinerte Koordinate zu A“ genannt (siche [BIK97]). Die Funktionen f; in
Lemma 1.2.11 sind verallgemeinerten Koordinaten: die Kenntnis ihrer Variationen langs
einer Kurve erlaubt zu bestimmen, um wieviele Fundamentalbereiche sich die Kurve
in Richtung von v; bewegt hat. Im Fall vom 3-Torus mit dem Hedlund-Beispiel von
Bangert, sind die Funktionen z!, 22,23, also die iiblichen Koordinatenfunktionen auf
dem R? ~ T3, diese verallgemeinerten Koordinaten.

BEWEIS: Sei ; € I'(T*M) geschlossen mit [w0;] = A;. Dann gilt:

Vi

< @l - L) = [lwill” - e

Daraus folgt:
1 ~ || *
— <l
€;
und damit
[Jows I < ledi "

Also gilt die erste Aussage. Daraus folgen die zweite und dritte Aussage mit Bemerkung
1.1.2.

Nach Lemma 1.2.10 ist die Parametrisierung nach g-Bogenlinge von +; gegeben
durch: ¢;(t) = ().
Mit dfi‘Us(fi) = (p*dsi)\UE(fi) =ds; gllt fiir alle s,t e R, s < t:

froa(t) — fioa(s) = / Afileoy (7)) 7

b1 T
= —dsi|_c N\l =) )d
[ sty (3(2)) o
1 t
= — 1ldr
Ei Js

- ~(t-9)
= A ).
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1.2 Die Metrik auf M: Verallgemeinerte Hedlund-Beispiele

Daraus folgt 4).
Sei ; : [0,1] — M eine beliebige stiickeise C'-Kurve, die v; reprisentiert. Dann gilt:

/ wi < il Lo(G)

Vi

und damit

Daraus folgt:

und 5) ist bewiesen. O

Definition 1.2.13
Definiere zu ¢ : I — M den Rotationsvektor:

b b
v(e) =) (/p*wi) v =Y (file(d) = fi(c(a))) - v; € Hi(M;R)
i=1 \e i=1
wobei, fiir i = 1,..., b, die Funktion f; in C*°(M) irgendeine Funktion ist, die df; = p*w;
erfiillt.

Bemerkung 1.2.14
Seiy : I — M in M ein geschlossener Weg mit [y] = S0 zw; € Hy(M; Z)g. Fiir einen
Lift 4 von v nach M gilt:

b b

D=5 (e[St

=1 =1 =1

Im Allgemeinen ist v(c) nicht unabhéngig von der Wahl der Représentanten von den
Kohomologieklassen Ay, ..., \.

Der néichste Satz liefert eine wichtige Abschétzung fiir die Lénge von Kurven aufler-
halb der Tuben. Die Aussage wird hauptsichlich in Kapitel 3 erweitert und verwendet.
Sie wird aber hier schon fiir den Fall einer einfachen Hedlund-Metrik bewiesen, weil
die wichtigsten Eigenschaften dieser Metrik und die sich daraus ergebenden Rechen-
methoden im Beweis zusammengefasst werden. Auflerdem wird eine Umformung der
erhaltenen Ungleichung in Kapitel 2 verwendet.

Satz 1.2.15 B
Sei ¢ : I — M stickweise C' und nach g-Bogenlinge parametrisiert mit

v(c) = Z?:l x;v;. Dann gilt fiir die Linge von A = A(c) := ¢ (M \ U.(L)):

MA) < < _1b6 (L(c) =S \xi\a) | (1.4)

i=1
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1 Hedlund-Metriken

BEWEIS: Setze I = AU (U, 4;), wobei A; = Ai(c) = ¢ (Us(L;)). Wahle fi, ...,

wie in Definition 1.2.13. Fiir die Funktion f; : M — R gilt:
dfils = p*wil, = 0 fiir alle x € U.(L;), j # i

und
fur alle z € M.

sz |p(x

ldfil=1I;

1. Es gilt:
dfilew) (6(1)) dt‘ <MNA) firi=1,...,b,
A

denn:

dfiloce (é(t))dt‘ < / dfi oo (1)) dt
A

< dez c(t) c(t e ()HC(t
A —— %/—/
<1 dateA

< / Ldt = A(A).
A
2. Fiir i # j gilt mit (1.5):

/A ‘dfilc(w (¢(t)) dt] = 0.

3. Es gilt:
‘/ dfil e ( dt‘ > |x;| — A(A)

denn:

ol = | dfzwc@(())dt\
< / 0l '+Z
@ dfz-|c<t><c'<t>>dt’ / dfz\c(t(())dt’

s ' / dfz-\c@(é(t»dt'

dfz c(t )dt

Daraus folgt:

30
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1.2 Die Metrik auf M: Verallgemeinerte Hedlund-Beispiele

(1.6)

1
S_
&

[dfilo O] < [[dfileco 1y 1@l = [dfilew I,

und damit
AMA) = /1d32/ e - |dfileqr (e(1))] dt
Ai Ai

/ dfile(e) (C’(t))dt)
A;
— A(4))

> g

> g (|

Daraus folgt mit L(c) = A(A4) + Zle A(A):
b
Lic) = MA)+ Zﬁ (il = A(A))

b
AA) + Z;Ei x| —be - AM(A)  (weil e > 'maxbgi)

v

i=1,...,

:AMM—M+ZQMA

und daraus folgt die Behauptung. O
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2 Der Einheitsball der stabilen Norm
einer Hedlund-Metrik

Babenko und Balacheff beweisen in [BB06] den folgenden

Satz Sei P endliches, b-dimensionales, konvexes, ursprungsymmetrisches Polytop in
H,(M;R), so dass die Richtungen seiner Ecken rational sind. Dann existiert eine zu p
konforme Metrik auf M, so dass P der Einheitsball der induzierten stabilen Norm auf
H(M;R) ist.

Hier soll gezeigt werden, dass ein Beispiel fiir eine solche konforme Metrik eine Hedlund-
Metrik sein kann, wenn man eine weitere Klasse von derartigen Metriken definiert. Diese
Metriken werden ebenfalls Hedlund-Metriken genannt. Der Satz, der hier bewiesen
wird, lautet also:

Satz 2.0.1

Sei P endliches, b-dimensionales, konvexes, ursprungsymmetrisches Polytop in
H,(M;R), so dass die Richtungen seiner Ecken rational sind. Dann existiert eine zu p
konforme Hedlund-Metrik auf M, so dass (bis auf Skalierung) P der Einheitsball der
induzierten stabilen Norm auf Hy(M;R) ist.

In diesem Kapitel wird der Beweis dieses Satzes entwickelt. Polytope, welche die Vor-
aussetzungen des Satzes erfiillen, werden im Folgenden zuléssig heiflen. Ein ursprungs-
symmetrisches Polytop ist ,,b-dimensional“, wenn seine Ecken H;(M;R) aufspannen.
Weil die zuldssigen Polytope ursprungssymmetrisch und O-dimensional sind, miissen
sie mindestens 2b Ecken haben. Es werden zwei Fille unterschieden: Der einfache Fall
behandelt das zuldssige Polytop mit 2b Ecken. Dieses Polytop ist der Einheitsball der
1-Norm zu der von den Ecken des Polytops gebildeten Basis von H;(M;R) ~ R®. Der
allgemeine Fall behandelt das zuléssige Polytop, das beliebig viele (aber mindestens
2b) Ecken und damit auch beliebig viele Seiten haben kann.

Im ersten Abschnitt wird zunédchst die stabile Norm definiert. Anschliefend wird
gezeigt, wie zu jedem Polytop der ersten Klasse eine geeignete Hedlund-Metrik gewéhlt
werden kann, so dass das Polytop bis auf Skalierung zum Einheitsball der stabilen Norm
wird. Im zweiten Abschnitt wird die Definition der Hedlund-Metrik verallgemeinert
und das Verfahren fiir alle anderen zuldssigen Polytope erweitert. Zu diesem Zweck
miissen aber zunichst folgende Fragen beantwortet werden: Welche Norm auf R® hat
ein vorgegebenes Polytop als Einheitsball? Wo geht die Konvexitét des Polytops ein?
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2 Der Einheitsball der stabilen Norm einer Hedlund-Metrik

2.1 Der einfache Fall: Polytop mit 20 Ecken
2.1.1 Die stabile Norm

Satz Definiere

frHi(M;Z)g — Rxo
v — inf{L(y)|y geschlossene Kurve, die v reprasentiert.}
sowie fr, :n ' H{(M;Z)g — Rso, fn(v) =n~1 f(nw).

Dann konvergiert f,, auf Kompakta gleichmdfig gegen eine Norm || - || auf Hy(M;Z)g.
Speziell gilt: Wenn (vy)nen eine Folge in Hy(M;Z)g ist mit lim *» = v € H(M;R)
n—oo

(beziiglich der Standardtopologie auf H,(M;R) ~ R®), dann ist die Norm von |v||
gegeben durch:
foll = tim £n).

n—oo N

Diese Norm heifit die stabile Norm auf H;(M;R). Ein Beweis dieses Satzes findet
sich im Anhang von [Ban90].

Die stabile Norm héangt stark von der Metrik auf der Mannigfaltigkeit ab. Sie wird
hier fiir ganze Klassen aus H;(M;Z)g fiir eine riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g)
genauer berechnet:

Ist d, die von p*g induzierte Distanz auf M, dann gilt fiir v € H,(M; Z)g:

f(v) = infdy(z,x +v) = mindy(z,z +v)

weil p*g periodisch ist. Es folgt mit lim 2% = v:

n—oo
o] = lim f(nv)
n—oo N
o irelgédg(x,xjtnv)
o n—o00 n

Das néchste Lemma zeigt, dass mit einem Polytop auch seine sémtlichen Vielfa-
chen als Einheitsball der stabilen Norm realisiert werden kénnen. Daher kann fiir die
Konstruktion der Metrik von einem beliebig grofien Polytop ausgegangen werden.

Lemma 2.1.1
Seien Py und Py zulidssige Polytope in Hy(M;R) mit P, = X - Py fiir ein A > 0. Sei Py
der Einheitsball der stabilen Norm beziiglich einer riemannschen Metrik g:

P ={ve H(MR):|v|, < 1}.

Dann ist Py der Einheitsball der stabilen Norm beziiglich der riemannschen Metrik 3.
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2.1 Der einfache Fall: Polytop mit 2b Ecken

BeEwEIS: Fiir alle 7,y € M gilt:

_ T,
Ty (2.9 = 228,

Sei v € P,. Dann ist v’ := { in P, und es gilt:

[Vl < 1.

Daraus folgt, wenn (v, )nen eine Folge in Hy(M; Z)g ist mit lim %= = v:
n—oo

i%lls% dg, (x, x4+ vy,)

o]« = lim
22 n—oo n

o irelg;dg(x,xjtvn)
n—00 n\
llvllg
A
[Av'llg
A
= Il <t s

2.1.2 Realisierung des Polytops als Einheitsball der stabilen Norm

Seien ¥y, ..., U, —01,..., 0, die Ecken des Polytops. Da sie nach Voraussetzung in ra-
tionale Richtungen weisen, existieren positive Zahlen e,...,5, € Ryg, so dass die
Vektoren ¢; - v; =: v; minimale ganzzahlige Klassen sind fiir ¢t =1,...,b

Da das Polytop b-dimensional ist, spannen die Vektoren vq,...,v, Hi(M;R) auf.
Wahle zuldssige Kurven 7y,...,7 : [0,1] = M mit [y] = v, und L,(v;) = p; fiir

1=1,...,b. Mit Lemma 2.1.1 kann angenommen werden, dass das Polytop P sehr grof3
ist, in dem Sinne, dass die Zahlen ¢4, ..., g, sehr klein sind:
< mind g 1 fir i — 1 b
g; < min " 100 iri=1,...,b.

Das ist notwendig, um, wie im ersten Kapitel, mit den gewédhlten Reprasentanten eine
Hedlund-Metrik g zu den Klassen {vy, ..., v}, den Zahlen ey, ..., g, und e := max ¢; zu

i=1,...,

definieren. Mit den Bezeichnungen aus dem ersten Kapitel gilt dann folgendes Lemma:

Lemma 2.1.2
Fiir alle x in M und v = Zle 20; € @le Z - v; gilt:

b b
D lzle < d(w,z+v) < fzle+C (2.1)
i=1 i=1

mit einer Konstante C', die von v unabhdngig ist.
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2 Der Einheitsball der stabilen Norm einer Hedlund-Metrik

Fiir den Beweis der rechten Ungleichung wird die Linge von besonderen Wegen in M
abgeschétzt. Anschaulich bildet die Vereinigung von L mit der Menge B der Briicken
zwischen den Zusammenhangskomponenten von L (hier Linien genannt) ein Netz auf
der Mannigfaltigkeit M. Punkte konnen durch Wege verbunden werden, die so lange wie
moglich in diesem Netz verlaufen. Unter diesen Wegen werden diejenigen die kiirzesten
sein, die fiir jedes ¢ auf hochstens einer der Linien in L; verlaufen und zwischen diesen
Linien geschickt angeordnete Briicken benutzen.

Zum Beispiel gibt es fiir die Punkte # € F, € M und = +v € Fjp, mit v =
Z?:1 Z;V; € @?:1 7 - v; eine Verbindung ~, die wie folgt definiert ist:

Sei I, :={i € {1,...,b}: 2z # 0}. Sei p; der néchste Punkt zu z in L und [; C L;, die
Linie, auf der p; liegt. Die Kurve v verbindet x mit p; entlang des kiirzesten Weges
zwischen ihnen. Sei ly die Linie, die durch Fy,., », geht, so dass d(l1,15) minimal ist
und Iy C L;, fiir iy € I, \ {1} (es ist dann d(ly,ly) = L(bi, +k + 2,v5,) = L(bii,) )-
v verbindet p; mit p| := b;,;,(0) + k + 2, v;, € [1, dem Anfangspunkt dieser Briicke,
entlang [; und verliduft dann auf der Briicke bis pa = by,4, (1) + k + 25,05, € lo.

~ verbindet analog Fk+zilvi1 mit Fk+z1~1vi1 T entlang Iy, wechselt dort auf die Linie
l3 C L;, und entsprechend weiter, bis Fj, erreicht ist. Sei dabei I3 die letzte benutzte
Linie. Sei ¢ der néchste Punkt zu x4+ v, der auf dieser Linie liegt. Der Weg ~ verlduft bis
q auf lg und verbindet endlich diesen mit = + v entlang der kiirzesten Kurve zwischen
ihnen.

Zu beachten ist, dass dieser Weg fiir ¢+ = 1,...,b tatséchlich nur einmal auf L;
verlauft, falls keine der Briicken zwischen zwei Linien eine dritte Linie trifft. Dann ist
die Kurve 7 nicht mehr eindeutig definiert, weil sie auf verschiedenen Komponenten
von L; verlaufen kann, ohne durch Linienwechsel zuviel Zeit zu verlieren.

Definition 2.1.3
Im Folgenden wird solch eine Kurve ~y, beziiglich irgendeiner Basis von H;(M;R) aus
ganzzahligen Klassen gebildet, ein Standardweg von = nach x + v heiflen.

Bemerkung 2.1.4

Der Standardweg von x nach z + v ist nicht immer eindeutig. Fiir die weitere Ar-
gumentation ist lediglich wichtig, dass fiir die Lénge jedes Standardwegs von x nach
z+ 30, zw; die folgende Abschiitzung gilt:

b
L(y) <Y lailei + 2A + be + (b — 1)D.

1=1 —C

BEWEIS: Die Linge von 7 in L = U | L; ist leicht zu berechnen: Sie betrigt
Zle |zile: + K, wobei die Konstante K ein Korrekturterm ist, der entsteht, weil die
Kurve moglicherweise etwas mehr als |z;| Perioden von [ in L; verlaufen muss, um die
richtige Briicke zu finden. Diese Konstante ist also kleiner als be. Die Lange der ersten
und letzten Verbindungen ist jeweils kleiner als A und die Lénge der hiochstens b — 1
Briicken ist jeweils kleiner als D. Insgesamt ergibt sich so die Behauptung. U
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2.1 Der einfache Fall: Polytop mit 2b Ecken

BEWEIS (VON LEMMA 2.1.2): Die linke Abschéitzung folgt direkt aus Satz 1.2.15,
denn fiir jede Kurve ¢, die x und z + v verbindet, gilt mit Bemerkung 1.2.14 v(c) = v
und damit:

b b
L(c) > Zil€i + 1—be)A(A > ilE5-
()_;| e + (1 — be)A(A(c)) ;lzl
= >0 =
Daraus folgt:
) b
d(x,x 4+ v) = inf{L(c)|c Kurve von x nach x + v} > Z |2ile;
i=1
fiir alle z € M. B
Die rechte Abschétzung folgt aus der obigen Bemerkung mit d(z,x +v) < L(y). O

Daraus folgt direkt, dass P der Einheitsball der von g induzierten stabilen Norm ist.
Sei nédmlich v = Zli’:l 2;v;, dann gilt mit Lemma 2.1.2 fiir alle x € F und n € N:

b b
Zn\zi|5i <d(x,x+nv) < Zn|zi\6i +C

i=1 i=1
und damit

min d(x, r + nv)

b b
C
g |zile; < zef < g |zile: + —
: n : n
=1 i=1

fiir alle n € N. Daraus folgt:

min d(z, r + nov)

b
|v]| = lim z€F = Z |zi] €4
n—00 n —

Dies geniigt um die Norm auf H;(M;R) zu bestimmen, denn fiir v in H;(M;Z)g und
sogar fiir jeden rationalen Vektor v in Hy(M;R) existieren n € N und v' € @_, Z - v,
mit nv = v’. Die Norm von ||v|| ist also gegeben durch:

[

" .

[l =

Da die Norm stetig ist, ist sie also auf ganz H;(M;R) bekannt und gegeben durch:

b

b
v=>Y = ol =Y |wiles
=1

1=1

oder auch
b b
v=Y aid = ol =Y |l
i=1 =1

Die von ¢ induzierte stabile Norm ist also genau die 1-Norm beziiglich der Basis
{01,...,0p} von Hi(M;R). Der Einheitsball dieser Norm ist das Polytop P.
Der Satz 2.0.1 ist somit fiir die erste Klasse von Polytopen bewiesen.
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2 Der Einheitsball der stabilen Norm einer Hedlund-Metrik

2.2 Allgemein: Polytop mit mehr als 20 Ecken

2.2.1 Allgemeines zu Normen und konvexen Polytopen

Ein endliches konvexes Polytop P in R® ~ H(M;R) ist die konvexe Hiille seiner
(endlich vielen) extremalen Punkte, im Fall eines ursprungsymmetrischen Polytops also
von 2N Punkten v4,...,05, —01,...,—0y, die man als Richtungen auffassen kann. Im
Folgenden wird das Polytop P immer zuléssig sein.

Den 2k Seiten des Polytops entsprechen 2k Mengen von Ecken

Jiy ooy —=dh, = SO, Oy, =1y, —On Y = Vp
wie folgt:
1. Jede Seite S; von P ist die konvexe Hiille von .J;.
2. Aus i # j folgt J; # +J;.

Da P zusiitzlich b-dimensional ist, gilt fiir jede dieser Mengen span(J;) = H;(M;R)
und damit #.J; > b. Jede Untermenge von J; mit b Elementen ist linear unabhingig.
Jede Menge J; ist von der Form J; = {riv5i, ..., 7, ~jii} mit b < k; < N, ji,...,j},
verschiedene Zahlen aus {1,..., N} und 7/ € {#1},1=1,..., k. Um die Schreibweise
iibersichtlicher zu gestalten wird im Folgenden ohne Einschrinkung angenommen, dass
Jy={y,..., 0} mit b < k; < N.

Ist v ein Vektor aus einer der Seiten, etwa aus Sy, dann kann v als Linearkombination
der Vektoren aus J; geschrieben werden: v = 251:1 a;0; mit Z;ﬂ:l a; = 1 und alle Koef-
fizienten a; > 0. Die Norm, die das Polytop als Einheitsball besitzt, ist gegeben durch:

k1 k1
v=>) aptymit 3 aj=lunda; >0, j=1... k=|v]=1 (22)

J=1 Jj=1
oder allgemeiner

k1 k1
U:Z&j’ﬁjmit&jzo, jzl,...,k1:>]|v||:Zozj
Jj=1 J=1
und entsprechend fiir jede andere Seite.

Da die Vektoren aus Vp rational sind, existieren ey,...,en € Roo so, dass
v; := &;0; minimale Elemente aus H;(M;Z)g sind.

Die Eigenschaften von P liefern zu jeder Seite S; von P die Existenz eines eindeutigen
Elements ¢; € Hjz(M) mit

Vi (0) = 1 falls o € J;

und ~ ~
(D) < 1 falls o € Vp \ J;.
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2.2 Allgemein: Polytop mit mehr als 2b Ecken

Jede Seite des Polytops teilt Hi(M;R) in zwei Halbridume, von denen genau einer
das Polytop enthélt. Diese Linearformen vy, ..., liefern wichtige Gleichungen fiir
das Verhaltnis der Zahlen ¢4, ..., ey. Es wird hier die entsprechende Rechnung fiir die
Seite, die J; entspricht, vorgefiihrt. Fiir j > ky liegt £0; nicht in Ji. Es gilt dann:

P1(vy) = Pi(e05) <ej,
sowie:

Y1(=v;) = (e - (=105)) <¥¢j

= P1(vy) = —1(—v;) > —¢y,

also:
|th1(vy)] < 5. (2.3)
Falls k1 > b, kann fiir j mit b < j < N der Vektor v; als lineare Kombination

b
n;v; = njv
jYi — 1Yl
=1

mit n; € N, n{, e ,ng € Z geschrieben werden. Es gilt:

1
i(v;) = th (n—znfvl)

Daraus folgt:
1 .
& > Zn{al > —g; (2.4)
fiir y mit k; < 7 < N, und

1 .
&= Zn{sl (2.5)

Jede Seite 5; des Polytops, welche die konvexe Hiille von mehr als b Punkten darstellt,
kann (auf nicht eindeutige Weise) in Untermengen Si,...,S; zerlegt werden, so dass
gilt:

1. Jede der Mengen S; ist die konvexe Hiille von einer Teilmenge j; von J; mit

#JE=b.
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2 Der Einheitsball der stabilen Norm einer Hedlund-Metrik
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Ji={v1,v2,v3,04} o . .
Jede Seite des Witrfels kann Jede Seite ist die konvexe Hiille von

in zwei Teile zerlegt werden. zwei Vektoren.

Abbildung 2.1: Beispiele von Polytopen mit zugehdrigen Zerlequngen

2. Aus | # j folgt Sin S = 9Si NS,

Ku

Setze, fiir S; mit #.J; = b, I, —1undJ =

Die Menge B} := {vx : O = = & € JZ} blldet dann fiir alle 7 € {1,...,k} und
j €{1,...,1;} eine Basis von H;(M;R) aus ganzzahligen Klassen. Zu jeder dleser Ba-
sen existiert eine duale Basis B;-* von Hjp(M). Jede der Klassen 1¢; kann als positive
Linearkombination der Elemente von ;" geschrieben werden. Zum Beispiel kann, falls
ohne Einschriinkung B} = {v,..., v}, die Linearform ¢, als ¢; = Z?Zl g;\; geschrie-
ben werden, wobei Bi* = {\1,..., \p}.

2.2.2 Hedlund-Metrik zu einem Polytop mit mehr als 26 Ecken

Sei P ein zulissiges Polytop und Vp = {v1,...,0n5,—01,...,—0y} die Menge sei-
ner Ecken. Wie im vorangehenden Abschnitt seien die Vektoren so geordnet, dass
Jy = {v1,...,0% } und Jl = {01,...,0p}. Seien vy, ...,vy die minimalen ganzzahligen
Klassen mlt v; = g;u; fur ¢; > 0, z' =1,...,N. Sei Vp =A{vy,...,on,—V1,...,—UN}
und J;, Bg entsprechend definiert. Es existieren fiir j > b ganze Zahlen n; > 0 und
nl, ..., ng, so dass njv; = Z;’Zl n{vl.

Wiéhle, wie in Kapitel 1, N zulassige Kurven 74, . . ., vy, so dass [v;] = v; und definiere

wie dort die Mengen I'; und I', die Tubenumgebungen U, (I';) sowie die Funktionen s;
firi=1,...,N.

Das Lemma 1.2.2 liefert fiir alle Basen By = (N, ..., N7} die Existenz guter Re-
prasentanten wl von )\ , die 0 be21ehungswelse +ds sind auf den Tubenumgebungen
der Kurven, die zu B; gehéren. Auf den tibrigen Tuben ist w;” durch den Wert von \;”

auf dem zugehorigen Vektor festgelegt. Es gilt zum Beispiel fiir w% 1 wobei qu = % fiir
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2.2 Allgemein: Polytop mit mehr als 2b Ecken

jg>bundl=1,...,b:

d$1|x T € Ua(Fl)
wy'lle =14 0 reU(ly) j=2,...,b
qdsjl, x € U(T;) j>b

Sei 2p die Menge aller erhaltenen guten Représentanten zum Polytop P.
Qp = Qp(n,...,7vn) hingt von der Wahl der Kurven ab.

Mit Lemma 2.1.1 kann wieder angenommen werden, dass die Zahlen ¢4, ..., ey klein
genug sind (vergleiche Seite 35). Definiere eine Hedlund-Metrik g auf M durch:

Definition 2.2.1
Eine Hedlund-Metrik zu P auf M ist eine zu p konforme riemannsche Metrik

g € T¢M, so dass fiir das zugehérige ¢* € T3'M und fiir ein e € (0, 55;) gilt:
(H1) g5, (ds () = xrgiigi)g;(dsﬂx, dsi|z) = 6% fiir alle ¢ € [0, 1]
und g (ds;|e, dsi|.) < 6% fir x € U.(I';)) \['; und alle s € {1,..., N}.

7i(t) dsi

(H2) g (w|p,wl|.) <1 fiir alle w € Qp(71,...,7n) und = & U(T).

wobei y1,...,yy zu {v1,...,vx} gewdhlte zuldssige Kurven sind und eq,...,ey €
(0,e) die zu Vp gehorigen Koeffizienten (mit ¢; < L,(7;)).

Diese Definition einer Hedlund-Metrik verallgemeinert Definition 1.2.7 aus Kapitel
1. Fiir N = b sind die Definitionen dquivalent. Zu beachten ist, dass fir N > b die
guten Reprasentanten aus (2p nicht mehr notwendig maximale Norm auf dem Tubus
haben, zu dem sie gehoren (vergleiche Beispiel 3.1.2).

Proposition 1.2.9 ist fiir die verallgemeinerte Klasse von Hedlund-Metriken mit fast
dem gleichen Beweis! giiltig.

Sei im Folgenden M mit einer Hedlund-Metrik zum Polytop P versehen. Zu jeder
Seite S; des Polytops kann durch eine positive Linearkombination der guten Repréisen-
tanten von Bi* ein Reprisentant 7; von 1; gebildet werden. Zum Beispiel gilt wie im

'Definiere QY := {w € Qp : w|y_(r,) = tds;}, seifir i = 1,..., N w; € Q) fest gewsihlt. Ersetze ¢’

durch ¢’ := ._IninN sup{t € (g,0) : wl|, #0 fiir alle z € Uy(T;) und w € %}, Q durch
Q.= .
max  p(wla,wle)
zeM\U.(T")

und Q; durch
Qi = max px(w|1‘aw|1)

zg’[i{)(llii)p;(wi|wawi|w)

fir ¢ = 1,..., N. Definiere die Funktion h; mithilfe des gewéhlten w;. ¢ sei die Abschneidefunktion
zu {v1,...,vn} und den Zahlen &’ und e.
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2 Der Einheitsball der stabilen Norm einer Hedlund-Metrik

vorangehenden Abschnitt 1 = S20_ e\l fiir B = (A, A"} und damit ist

m = Zle 5,-@2-1 1 ein guter Repréasentant von ;. Denn fiir n; gilt:

b
Mle = Zalqudsﬂm firx e U.(Ty), j=0+1,...N,
=1
also

| :{gjd5j|m erUg(Fj) jzl,...,]{il
e ¢1(Uj)dsj|m j > ]{51.

Lemma 2.2.2
Es gilt:
|n:ll" =1 firi=1,... k. (2.6)

BEWEIS: Der Beweis wird fiir den Représentanten n; von ¢y durchgefiihrt. Es gilt:
™ = max|ma. ]

Auflerhalb von U (T") gilt:

b

L < D eillwl

i=1

b
< Z€i§b€< 1.
i=1

*

e

T

Mit
( €deSj|x 221 >$€Fj
undj: 1,...]{51
. ngdsj‘xHZ <1 , T € Ug(F])\FJ
[mle|| = und j =1,...k
« (23)
[l (ldsgla][, < &2y =1,z € U(Ty)
L und 7 > k;
folgt die Behauptung. O

Das folgende Lemma wird fiir die Seite S; des Polytops formuliert und bewiesen,
entsprechende Gleichungen gelten aber fiir jede andere Seite analog.

Lemma 2.2.3 )
Fiir v = Zf;l oy € Hi(M;Z)g mit o e N, I =1,... k; und alle x € M gilt:

1. d(x,z +v) > Zf;l E;.

2. d(z,x+0v) <20+ (ky —1D)D+ k- e+ 00, ey,
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2.2 Allgemein: Polytop mit mehr als 2b Ecken

BeEWwEIS: Fiir jede geschlossene Kurve ¢ : [0, 1] — M mit ¢(0) = p(z) und [c] = v gilt:

k1
Yas = ) an(w)
=1

= Pi(v)

g /’]’h
/771

< / e (E00))]

1
< Almll* i ()] oqey
= Ly(c) = L(o),
wobei € : [0,1] = M der Lift von ¢ nach M ist mit &(0) = = (und &(1) = 2 +v). Daraus
folgt: d(x, +v) > S0, e, )

Fiir den Standardweg  von x nach x4 v in M (die Definition des Standardwegs soll
der Definition aus Abschnitt 2.1.2 entsprechen, diesmal aber mit den k; Tuben, die fiir
Ji interessant sind) gilt, wie in Abschnitt 2.1.2:

k1
L(y) <28+ (ki =)D+ k- e+ Y ey

I=1

und daraus folgt die Aussage 2. O
Aus diesem Lemma folgt die Gleichung (2.2) fiir die Seite S; von P:

Fiir v = % apv, € Hi(M;R) mit oy € N, [ = 1,..., ky, fiir alle z in Fy und alle n

aus N gilt:

k1 = - k1
d 2A + (k1 —1)D + k; -
ey < (x, 2+ nv) < + (ki —1)D+k-e I
Z n n Z
=1 =1
und damit: _
mlbp dlz,x +nv) K
= lim &0 = €.
lofl = lim - 12—1 Qe

Wie im Fall des einfachen Polytops kann also die stabile Norm von den rationalen
folgt: o

Falls v = 2511 a0y € Hi(M;R) ist mit oy > 0 undzgzl ap =1, gilt ||v]| = 1. Fiir jede
andere Seite S; des Polytops erhélt man einen entsprechenden Ausdruck fiir die Norm
auf dem von J; aufgespannten Kegel. Damit ist bewiesen, dass P der Einheitsball der
von der gewihlten Hedlund-Metrik induzierten stabilen Norm auf H;(M;R) ist. Der
Beweis von Satz 2.0.1 ist also vollsténdig.
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3 Minimale Geodatische

Schwerpunkt dieses Kapitels sind die Kurven, deren Lifts nach M kiirzeste Verbindun-
gen zwischen je zwei ihrer Punkte sind, wenn M mit einer Hedlund-Metrik versehen
ist.

Definition 3.0.4

Sei py : U — M eine riemannsche Uberlagerung von M. Eine nichtkonstante Geodéti-
sche ¢ : R — M heifit py-minimale Geoditische, wenn ein (und damit jeder) Lift
von ¢ nach der Uberlagerung U von M die kiirzeste Verbindung zwischen je zwei ihrer
Punkte ist.

Je nachdem, von welcher Uberlagerung U ausgegangen wird, dndert sich die Menge
der py-minimalen Geodétischen. Je kleiner die Uberlagerung ist, desto stérker ist die
Bedingung in der Definition einer minimalen Geodétischen. Ist die Uberlagerung zum
Beispiel selber kompakt, so existieren keine py-minimale Geodétischen in M. Hier wer-
den die p-minimalen Geodétischen, also die nichtkonstanten Geodétischen ¢: R — M,
deren Lifts nach der abelschen Uberlagerung kiirzeste Verbindungen zwischen je zwei
ihrer Punkte sind, betrachtet. Sie werden im Folgenden einfach ,,minimale Geodé&tische*
genannt.

Aus der Form des Einheitsballs der stabilen Norm koénnen Aussagen iiber Exi-
stenz und Eigenschaften der minimalen Geodétischen gefolgert werden ([Ban90]). Das
Hedlund-Beispiel in [Ban90] ist insofern optimal, dass zu je zwei Linien, die nicht par-
allel und entgegengesetzt orientiert sind, eine minimale Geodéitische existiert, die in
jeder Richtung zu einer der beiden Linien asymptotisch ist.

Im allgemeinen Fall einer Hedlund-Metrik zu einem beliebigen zulédssigen Polytop P
trifft dies nicht zu: Man erhélt mehr Bedingungen fiir die Richtungen der Linien und
kann nur zeigen, dass die Lifts der gewéhlten zulédssigen Kurven minimale Geodéatische
sind. Ein Grund dafiir, dass hier nur Aussagen iiber die Figenschaften der minimalen
Geodétischen, nicht aber iiber ihre Existenz bewiesen werden koénnen, ist der Mangel
an Informationen iiber den Abstand der Kurven.

Der erste Punkt in der Definition des Hedlund-Beispiels in [Ban90] ermoglicht eine
Abschétzung fiir den Abstand der Tuben. Da diese aber fiir den Beweis des Satzes
2.0.1 nicht notig ist, wird keine entsprechende Eigenschaft fiir die allgemeine Hedlund-
Metrik gefordert. Lediglich stellt die Wahl der Zahl p auf Seite 18 die Bedingung, dass
der g-Abstand der Tuben gréfler sein muss als ihr Durchmesser.

Wie diese beiden Groflen - Abstand und Durchmesser - sich dann mit der neuen
Metrik éndern; ist &uBerst variabel. Anschaulich ist der Ubergang von der Grundmetrik
zur Hedlund-Metrik so, dass die Distanzen auflerhalb der Tuben gréfier und innerhalb
der Tuben kleiner werden. Man konnte in der Definition also noch fordern, dass D >
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3 Minimale Geodétische

d(e), sogar (1 — be)D > d(e) ist. Die Definitionen dieser Grofien sowie alle anderen
Bezeichnungen auf Seite 24 sollen fiir allgemeine Hedlund-Metriken erweitert werden.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden Abschétzungen bewiesen, die im zweiten
Abschnitt hilfreich sein werden, um Informationen iiber den Verlauf einer minimalen
Geodaétischen zu erhalten. Auch die Minimalitéit der speziellen Geodétischen vy, ..., vy
wird dort bewiesen. Im letzten Abschnitt wird anhand eines Gegenbeispiels gezeigt,
dass weitere Existenzaussagen im Allgemeinen nicht méglich sind: Die Wahl der Kurven
spielt fiir das Hedlund-Beispiel in [Ban90] eine sehr wichtige Rolle und schon eine kleine
Modifizierung dieser Wahl liefert eine voéllig andere Situation.

Im Folgenden wird £; := {[; + v : v € H;(M;Z)g} die Menge der Spuren der Lifts
von 7; nach M sein, i = 1,..., N, und £ := UY £;. Ein Element [ aus £ wird eine
Linie genannt. Weiter sei ', := I; fiir v = v; oder v = —v;; mit [, € £ wird eine
Linie in £; bezeichnet, die in Richtung von v orientiert ist. Oft wird von minimalen
Geoditischen ¢ : R — M statt ¢ : R — M die Rede sein, da es iibersichtlicher ist,
direkt die Lifts zu betrachten.

Fiir jede Seite S; des Polytops wird der von J; aufgespannte Kegel in H;(M;R) mit K
bezeichnet, das heif}t:
]CZ' = @RZO - V.

veJ;

Entsprechend wird IC{ der von Jij aufgespannten Kegel sein; diese Kegel werden ele-
mentare Kegel zum Polytop P heiflen.

3.1 Die Abschatzungen

In diesem Abschnitt wird wieder ohne Einschrénkung mit dem Kegel Ky zu J; =
{v1,..., vk, } gearbeitet. Es werden nur Kurven betrachtet, deren Verschiebungsvektor
im von {vy,...,v,} aufgespannten Kegel K} liegt. Die erhaltenen Gleichungen lassen
sich aber fiir jeden anderen elementaren Kegel IC? entsprechend herleiten.

Seien wy,...,w, gute Reprisentanten der zu B = {vi,...,v,} dualen Basis von
Hlp(M). Seien fi,..., f, Funktionen in C*(M), die df; = p*w; erfiillen fiir i = 1,...,b.
Sei v(c) der Rotationsvektor von ¢ : [, 8] — M beziiglich dieser Repriisentanten, das

heif3t:
b

o) = 030 = 3 ([ ) =3 (el - fieta)
=1 ¢ =1
Fiir jede der Linien in £; existiert, bis auf Addition mit einer Konstante, genau eine
Funktion §;, welche die Eigenschaften der Funktion s; auf U.(I';) besitzt (Seite 18 der
vorliegenden Arbeit). Wichtig ist, dass fiir zwei Punkte z,y in U.(1) mit [ € £; die Zahl
5i(x) — 5;(y) eindeutig bestimmt ist. Sei falls v; € J; ist, §; : U-(l;) = R durch

¥;(v)

)

5i(x) = 5;(xo) +

definiert, fiir alle z = ¢ + v mit 79 € U.([';) und v € H,(M;Z)g. Es lisst sich leicht
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3.1 Die Abschétzungen

nachrechnen, dass die Funktion 5; wohldefiniert ist: die Zahl 5;(z) hiingt nicht von der
Wahl von z € U.(I";) und v € H{(M;Z)g ab. Somit ist 3; glatt und es gilt p*ds; = ds;.

3.1.1 Lange einer Kurve auBerhalb der Tuben

In diesem Abschnitt wird untersucht, inwieweit die Eigenschaften der Hedlund-Metriken
aus Kapitel 1 fiir allgemeine Hedlund-Metriken giiltig sind. Wichtig ist vor allem ein
Analogon zur Abschétzung in Satz 1.2.15. Dafiir wird folgende Definition benétigt:

Definition 3.1.1
Sei ¢ : [a, f] = M eine Kurve mit Endpunkten c¢(a) =: p € F,, ¢(8) =: ¢ € Fy. Der
Vektor V' = V(¢) = v' — v wird Verschiebungsvektor von ¢ genannt.

Die Ungleichung aus Satz 1.2.15 ist im allgemeinen Fall eines Polytops mit 2V Ecken
giiltig: Fiir eine beliebige, nach der Bogenlénge parametrisierte Kurve ¢ : I — M mit
V(e) € K} ist fiir A; := 1 (U(Ty)),i=1,...,N:

I=AUA U---UApn.

Sei v(c) = Z?Zl xjv;. Die Variationen von fi, ..., f, entlang der Kurve ¢ sollen néher
untersucht werden. Die Abschétzungen fiir die Variation von f; auflerhalb von U.(L)
beziehungsweise innerhalb der Tuben U.(L;) fiir ¢ in {1,...,b} \ {j} sind die gleichen
wie im Beweis von Satz 1.2.15 (Schritte 1 und 2). Fiir ein Ergebnis, das Schritt 3
entspricht, miissen aber auch die Tuben in Betracht gezogen werden, die nicht zu J}
gehoren. Hier gilt fiir [ =1,... b

o / dfilegy (¢(0)) dt

~ [ dilew Cna+ | ETCOLEDS / il ()

j=b+1

und es folgt:

n= /A_dfl\dt) (e(t)) dt - = /Adfz\ca) (é(t))dH/ dfileq) (¢(2)) dt

j=b+1 Ar

IA

/A dfileq) (€(2)) dt‘ +

/A | dfileqe) (€(2)) dt‘ :
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3 Minimale Geodétische

Damit erhélt man in Schritt 4, fir [ =1,...,0b:

MA) > & / [ dfle (c(8))| dt

und endlich

L(c)

A%

A%

&l

| o ) dt\

> < (a: =3 [ b @)t [ at <c'<t>>dtD
> g (:gl —j§1 /A j dfi]ery (c’(t))dt—A(A))
AA) + > A(4y)
A + ) MA)+ D = <xz - Z /A dfile(r) (é(t))dt—A(A))
)\(A) (1 — Z€l> + Zé‘m
=1 =1
+ Z (A(Aj) - Zfl/A_ dfile) (é(t))dt> ~

Es gilt aber mit v; = Z?:l quvl und Lemma 1.2.2, dass dfi|y.z,) = qup*dsj = qudgj und
gj > Z?:l qle; > —¢; (vergleiche Gleichungen (2.4) und (2.5) auf Seite 39, mit Gleich-
heit in der linken Ungleichung genau dann, wenn j € {b+ 1,...,k;}). Damit erhélt
man fir j =b+4+1,...,N:
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b
> [ lasile (60| de - >a / s ()
b .
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) / |d5;leq) (c(t))] dt
Aj
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3.1 Die Abschétzungen

Es folgt:

L(c) > MA) (L —be) + > em+ (ej -

=1 j=b+1

b
J
g eiq;
=1

)/ |d5jle (6(8)| dt (3.1)
Aj

S

~~

>0
und damit:

L(c) > MA) (1 —be) + e,

oder auch

AA) < - -156 <L(c) - ;ml) |

Die Aussagen von Lemma 1.2.11 fiir die ,einfache* Hedlund-Metrik gelten aber im
Allgemeinen nicht: Das folgende Beispiel zeigt, dass die guten Repriasentanten der Ele-
mente der verschiedenen Basen Bj-* nicht mehr notwendig maximale Norm haben auf
der Tubenumgebung der Kurve, zu der sie gehoren:

Beispiel 3.1.2

Sei b = 2, P' das Polytop mit Ecken £(2,0), £(0,1) und +(—3,2). Dann kann zu
P = 1000 - P" eine Hedlund-Metrik definiert werden: Es ist v; = (1,0), v, = (0,1),
vy =(=3,2),e1 = ﬁ und g9 = €3 = ﬁ. Seien v, : [0,1] — M die zuléssigen Kurven
mit [y;] = v; und T'; ihre Spuren fiir i = 1,2, 3. Sei B; = {v1,v2} und B} = {A1, Ao} Ist
wy ein guter Reprisentant von A, so gilt:

d81|x , X - Ue(Fl)
—3d83|m , T € U5<F3)

. . . . . . . . .

. 3 . 3 . -

Abbildung 3.1: Das Polytop P’
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3 Minimale Geodétische

Somit folgt:
1
> 3 = 3000 > 2000 = —.

*
z €3 S

Jeanll” = max e,

Es gilt also nicht mehr ||w||* = i Daher ist auch nicht mehr notwendig || A{||* = [|w:||*,
und die Funktionen f € C*°(M) mit df = p*w; sind keine Kalibrierungen in \;.

Bemerkung 3.1.3
Fiir die guten Repréisentanten 7y, ...,n, von 1, ..., ¥ kann aber wie im Beweis von
Lemma 1.2.11 gezeigt werden, dass

il = {lall" = 1

fiir i = 1,...,k gilt. Eine Funktion f; € C°°(M) mit df; = p*n; ist eine Kalibrierung
in ;. Sie kalibriert die Parametrisierungen nach g-Bogenlédnge der Kurven, die zu der
Seite S; gehoren.

Die gewihlten Kurven sind minimale Représentanten ihrer Klassen in Hy(M;Z)g.
Dies kann ebenfalls wie die entsprechende Aussage in Lemma 1.2.11 gezeigt werden
(mithilfe der 1-Formen 7y, ..., 1), oder aber direkt aus Lemma 2.2.3 gefolgert werden.

3.1.2 Geoditisches Segment mit Endpunkten im gleichen Tubus

Die zweite Abschitzung liefert Informationen iiber den Verlauf eines geodétischen Seg-
ments, dessen Endpunkte in der Tubenumgebung einer Linie in £ liegen. Es wird hier
gezeigt, dass die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten aus einem Tubus umso
niéher an der Linie verlaufen muss, je grofler die Distanz zwischen den zwei Punkten
wird. Zunéchst wird nach folgender Definition eine schwéchere Aussage getroffen und
bewiesen:

Definition 3.1.4
1. Fiir z € U.(]) existiert genau ein Punkt y auf der Linie [, der 5;(x) = 5;(y) erfiillt.
Dieser Punkt wird im Folgenden als 7(x) notiert. Die Abbildung = +— 7(x) heifit
die Projektion von U.(L) auf L.

2. Sei fir hinreichend kleines ¢ die Umgebung V(1) von [ definiert durch
Vs(l) :={x € U.(l) : d(z,m(z)) < 6}
fiir alle [ € L.

3. Fir § > 0, so dass Vs(L) C U.(L), definiere m;(6) > 0 durch:

= g, (d5i|z, d5i|z), 1}
m;(9)? max{erE(IE?\XVxLi)gm( Sile: d5ile), 1}

Es gilt: m;(5) > ¢, fiir alle 4.
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3.1 Die Abschétzungen

4. Sei 2d(c)
[ g
R(6) == Z:nllaXNm +2d(e) > 0.
Proposition 3.1.5
Seic: I =[a,B8] = M ein nach g-Bogenlinge parametrisiertes minimales geoddtisches
Segment mit Endpunkten in U (1) fir einl € L. Falls 8 —a > 2R(0) gilt, existiert ein
to € [a+ R(9), 8 — R(9)] mit
c(to) € Vs().

Fiir den Beweis dieser Proposition ist eine weitere Definition notig:

Definition 3.1.6
Sei ¢: I = [a, 8] = M eine Kurve mit Endpunkten c(«), ¢(8) € U (1) fiir ein | € L;.
Sei p = m(c(a)) € 1, g = w(c(B)) € l. Die Abkiirzung ~,. von c ist wie folgt definiert:

ﬂ
[ l
\
\
\
\
N\

Abbildung 3.2: Die Abkiirzung ~y. von ¢

Die Kurve . verbindet ¢(a) mit p durch den kiirzesten Weg, p mit ¢ entlang [ und
schlieBlich ¢ mit ¢(/3) durch den kiirzesten Weg zwischen ihnen.
Fiir die Léange von ~, gilt dann:

L(ve) < 15:(q) = 5i(p)] - € + 2di(e) = [5:(c(B)) — 5i(c(@))] - & + 2di(e).

Der Ausdruck ,, Abkiirzung* weist nicht darauf hin, dass die Kurve 7, notwendig von
geringerer Linge als die Kurve c ist. Es ist jedoch fiir die folgenden Beweise entschei-
dend, dass ein Kurvensegment, dessen Abkiirzung tatséachlich kiirzer ist, kein minimales
geodétisches Segment sein kann.

Zu beachten ist hier, dass zwei verschiedene Umgebungen der Linien [ verwendet
werden: Fiir 6 > 0 wird die 0-Tubenumgebung Us(1) von [ mit Radius J, wie in Kapitel
1, durch das von p induzierte Normalenbiindel definiert. Die J-Umgebung V(1) von [
ist die Menge der Punkte, die hochstens Abstand ¢ von ihrem Bild unter der Projektion
auf [ haben, wobei der Abstand von g bestimmt wird (vergleiche die Bezeichnungen
auf Seite 24).
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3 Minimale Geodétische

BEWEIS (DER PROPOSITION): Seien die Endpunkte von ¢ in U.(l) fiir ein [ € L;. Sei
ohne Einschriinkung i < b, also v; € J{. Die 1-Form w; := p*wil ! erfiillt
wilv.Ly = dfilv.w,) = d5;

und
Hw,|xHZ <1 fiir alle v € M \ U.(L).

Sei ohne Einschriankung ¢ in Richtung von v; parametrisiert. Daraus folgt, dass die
Funktion 5; monoton wachsend ist lings der Kurve ¢, an den Stellen an denen sie
definiert ist. Es gilt V(¢) = nv; fir ein n € N und der Rotationsvektor v(c) von ¢

beziiglich B} ist gegeben durch:
( / df l) Uy

(file(B)) = filela))u
= (5:(c(B)) — 5i(c(@)))vs.

Die Kurve ¢ kann keinen anderen Tubus treffen, denn sonst ist A(A(c)) > 2D, also mit
(3.1)

v(c) =

M- 11

Wl

L(c) = (1 = be)2D + (5i(c(B)) — silc(a))) &,
und gleichzeitig fiir die Abkiirzung ~..:
L(c) < L(7e) < i (5i(c(B)) — 5i(c(@))) + 2d(e),
weil ¢ minimal ist, was mit (1 — be)D > d(e) zum Widerspruch fiihrt. Es folgt:

Hwi|€(t)H:(t) <1 fir alle t € I\ A;(c).

Gilt ¢(t) & V(1) fiir alle ¢ € I, so ist

X 1
< — 2
e® = 1y(0) (3.2)

|wilewy ()] < J|wilew

fiir alle t € 1.
Es gilt einerseits (siehe oben):

R(8) < 2R(6)
< B-a=L()
< L(ve)
< (Sile(B)) = sile(a))) - &; + 2d(e),

also
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3.1 Die Abschétzungen

und andererseits:

L) < (8:(e(B)) — silc(a))) - & + 2d(e)
< m0) () ~ Flele))
< i) [ fedeofete)
2 i) mil( 5 /a "
= p[f—a=L(c).
Das ist aber ein Widerspruch zur Minimalitdt von c. Es existiert also tg € I mit
c(to) € V5(1). [

Mit Hilfe dieser Proposition kann das folgende Lemma bewiesen werden:

Lemma 3.1.7
Fiir alle § € (0,¢) existiert ein r(0) > 0 so, dass jedes nach g-Bogenlinge parametri-

sierte minimale geoddtische Segment ¢ : o, B] — M mit Endpunkten c¢(«) und ¢(B) in
U(l) fiir einl € L folgende Bedingung erfiillt:

c(s) € Us(l) fiir alle s € [a+r(0), 5 —r(0)].

Anschaulich besagt das Lemma: Wenn zwei Punkte in der e-Tubenumgebung einer
Linie mit einer moglichst kurzen Kurve verbunden werden, sollte die Kurve nah an der
Linie verlaufen. Der Beweis des Lemmas ist jedoch technisch aufwendig und beruht auf
der Minimalitét des geodétischen Segments. Es wird angenommen, dass die Kurve auf
l[a+7(), 5—r(0)] die -Tubenumgebung verlédsst. Dies fithrt zu einem Widerspruch zur
Minimalitat der Kurve, weil die Kurvenstiicke auflerhalb der ¢-Tubenumgebung dann
aber einen zu groflen Anteil zur Lange der Kurve beitragen, die so nicht mehr Kiirzeste
zwischen je zwei ihrer Punkte sein kann.

BEWEIS: Sei 6 € (0,¢) beliebig.

Setze d = d(0) := Illélﬁnxe%lllj?(l)d(x7 m(x)).

Fiir & € (0,4) gilt Vi (1) € Us(l) fiir alle I in £. Sei

5= 8(d) = min Ml =& d

min T T (3.4)

Mit d’ wird 6(d') beliebig klein; wihle d’ € (0,2) so klein, dass V3(L) C U.(L) gilt.
Wihle R > 2 - max {R(0), R(d')} und setze r(5) = 2R.

Sei ¢ : [a, 8] — M ein nach Bogenlédnge parametrisiertes minimales geodéatisches
Segment mit Endpunkten in U.(l) fiir ein [ € £;. Wie im Beweis der Proposition
3.1.5 kann gezeigt werden, dass die Kurve keinen anderen Tubus treffen kann. Seien
wieder ohne Einschrankung die Kurven ¢ und [ in Richtung von v; parametrisiert. Die
Funktion s; ist monoton wachsend ldngs ¢, an den Stellen an denen sie definiert ist.
Falls 5 — a < 4R = 2r(9) ist die Aussage trivialerweise richtig. Andernfalls gilt:
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3 Minimale Geodétische

o4

1. Es existieren Stellen s; € [a+ R, a+2R] und s; € [—2R, 5— R| mit ¢(s1), ¢(sq) €

Vi (1). Denn angenommen, ¢(s) & Vi (I) fiir alle s € [a + R, a + 2R)], so existieren
inf{s € [a+2R,[]: c(s) e Vu(l)} ,fallss e [a+2R,[]

5. = existiert mit ¢(s) € Vg (1)
15} , sonst
> a+2R
und
sup{s € [a,a+ R]: c(s) € Vg(l)} ,falls s € [a,a+ R|
s: = existiert mit c(s) € Vg (1)
«Q , sonst
< a-+R.

Die Kurve c|s5 ist ein nach g-Bogenlénge parametrisiertes geodétisches Segment
mit Endpunkten in U.(I) und s—s > R > 2R(d'). Nach Proposition 3.1.5 existiert
mindestens ein s in [s, 3], so dass c(s) € Vg(l) gilt, was ein Widerspruch zur
Definition der Stellen § und s ist. Die Existenz von s; ist so bewiesen, analog
zeigt man die Existenz von s,.

. Mit Proposition 3.1.5 kann auch die Existenz von t; € [«, s1] und ty € [s2, §] mit

C(tl)v
c(ta) € V5(I) gezeigt werden. Das ist wiederum méglich, weil s; — a und 8 — s,
grofer als R > 2R(6) sind. Es gilt also: a <t; <1 <a+2R<[F—-2R < 55 <

ty < B mit c(a), c(B) € U(1), c(t1), c(t2) € Vs(l) und c(sy), c(s2) € V().

. Zu zeigen ist: Fiir alle t € [a 4+ 2R,  — 2R] gilt ¢(t) € Us(1).

Angenommen, es existiert to € [o + 2R, f — 2R] mit c(t) € M \ Us(l), dann
existieren, weil ¢ stetig ist, v und u > 0, so dass ¢([ty — v, to + pu]) € M\ Vy(1).

Wiéhle v, p maximal, also mit

d(c(to —v),m(c(to — v))) = d (c(to + ), 7(c(to + 1)) = d'.

Dies ist moglich aufgrund von 1: Fiir s; und sy gilt ¢(s1), ¢(s2) € Va(l), also
muss die Kurve auf beiden Seiten von ¢, ein Stiick in Vg (l) verlaufen. Es gilt:
[to — v, to + 1] C [s1,82) C [a+ R, 5 — R], sowie:

no= C?(C(to), C(t(] —+ M))
v = d(c(to), clto —v)),

weil ¢[(—v,t9+, minimal und nach Bogenlidnge parametrisiert ist. Damit gilt:

d d (c(to), m(c(to)))

d (c(to), c(to + p)) + d (c(to + p), m(c(to + 1))
+d (mw(c(to + 1)), w(c(to)))

o+ d + i (8i(e(to + 1) —

IAINA

(
)



Analog erhélt man

3.1 Die Abschétzungen

d<v+d+e(5(c(ty)) — 5i(clto — v))).

Definiert man
A=

so folgt

gi (8i(c(to + ) = si(c(to = v))) > 0,

v+ p>2d—2d — A.

Die Variationen von 5; entlang der Kurve c|y, 4,) werden die Existenz von ¢, zum
Widerspruch zur Minimalitat von ¢ fithren:

a) Falls

gilt

/to +u
to

-V

-

o—V

ei |wilew (¢(t))] dt <

d
27

to+p d
2

giwilew (¢(1))dt <

und damit, fiir die Abkiirzung v von ¢|f,—v,t9+4)

L(v)

IA

IN A

2d' + A

d

—+ A

2+

3d

—_A

2

2d— 9 4
2

2d—2d — A

1% +v= L(C|[t0_u,to+u])

was ein Widerspruch zur Minimalitédt von c ist. Es gilt also:

J

0—

to+p

v

‘wi‘c(t)(é(t))‘dt > i (3.5)

2¢;

Die Kurve kann also aulerhalb von V(1) keine beliebig , spitze Zacke* auf-

weisen.

b) Das Stiick von ¢, das bei tg aulerhalb von V(1) verlauft, tragt so viel zur
Léange von c bei, dass es giinstiger ist, zwischen ¢; und ¢, die entsprechende
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3 Minimale Geodétische

Abkiirzung +' zu benutzen:

L(C|[t1,t2}) = L(C|[t1,to—1/]) + L(C|[t0—v,t0+,u]) + L(C|[to+u,t2})
to—v to+p %)
= / 1dt —I—/ 1dt+/ 1dt
t1 to—v tot+u

S, 31 to—v ) totp ) .
> / & ‘wi|c(t) (c(t))‘ dt + / m;(d') ‘wi\c(t)(c(t))‘ dt

t1 to—v

to
+/t €; ‘w,-|c(t)(c'(t))‘ dt

o+tu
to ] , to+u '
= / E; }w,-|c(t)(c(t))} dt + (m;(d") — EZ)/ ‘wi|c(t)(c(t))‘ dt
t1 to—v

(3.5) _ _ , d

> cilsi(eltz)) = sile(ta))[ + (ma(d) — &) - 5~

(3.4) _

> gilSielta)) — Si(e(th))| + 20

> L(v)
Das ist wieder ein Widerspruch zur Minimalitéit von c. 0

3.1.3 Der alternative Weg zu einer Kurve in M

Definition 3.1.8

Sei ¢ : [a, 8] — M eine Kurve mit Endpunkten c(a) =:p € F,, ¢(B) =1 q € Fy,v' —v =
V(e) € IC? . Der alternative Weg ~. zu c ist wie folgt definiert (ohne Einschrankung
ist der elementare Kegel K7):

1. Falls V(c) = Z?:l vy € Hi(M;Z)g, z € N, verlduft die Kurve wie der Stan-
dardweg von p nach p + V(c) (siehe Definition 2.1.2 mit den Tuben, die zu J}
gehoren), verbindet aber mit ¢ den nichsten Punkt zu ¢ aus der letzten Linie
entlang der kiirzesten Verbindung zwischen ihnen.

2. Falls V() € (Hy(M;Z)g N K\ @, N - v, etwa V(c) = S0 qu mit ¢ €
Q>o: schreibe ¢, = 2 + 1, wobei 2z, := [¢] € Nund r, € QN [0,1). Die Kurve
verbindet p mit p' :=p + Z?:l ryv; mit dem Lift eines kiirzesten Repréasentanten
von Z?:l ru; € Hi(M;Z)g und dann p’ und ¢ wie oben.

Bemerkung 3.1.9

Diese Definition ist nicht eindeutig, weil die Briicken auch durch andere Tuben verlaufen
konnen; diese Situation wird im dritten Abschnitt dieses Kapitels ndher erlautert und
untersucht.

Sei k=30, 22:1 kL], wobei v, = 22:1 kth; die Darstellung von v; beziiglich der
gewihlten Basis {hi,...,hy} von Hy(M;Z)g ~ 7" ist. Sei k := AX F.

i=1,...,
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3.1 Die Abschétzungen

Lemma 3.1.10
Sei ¢ : I — M mit Verschiebungsvektor V(c) € K} und Rotationsvektor v(c) =

2?21 xyv;. Der alternative Weg 7. zu ¢ hat die Eigenschaft:

b
L(ve) < 2+b+R)A+ (b —1)D+2be+ >z (3.6)

=:C1 =1

BEWEIS: Seien c¢(a) =:p € F,, ¢(8) =: q € F,y die Endpunkte von c.

Fiir jede Kurve v, die p und ¢ verbindet, ist ¢ * y~! geschlossen und damit gilt: 0 =
v(exy™h) = v(c) — v(v) also v(c) = v(¥).

Sei p 1= p+ >y v = P+ 2y g ik € Fyyso 0 =P + X 2 € By
und 7, die kiirzeste Verbindung zwischen p und p’. Die Kurve ~; verlauft in héchstens
k1 Fundamentalgebieten, also ist ihre Lénge kleiner als ki - A. Verbinde p’ und p”
mit dem Lift eines Repréisentanten 7, von E?:l zv; und dann p” und ¢ entlang einer
kiirzesten Verbindung <3 zwischen ihnen. Es gilt dann:

v(e) = v(y*72*73)
= v(m) +v(v2) +v(7s)

Daraus folgt fiir  =1,...,b:

2= x =Ty —/ dfi (3.7)
V3

und damit:
21 < Il+7“l+/dfl
Y3
< xl+1+/ |dfy]
Y3
T/ 1
< xl+1+d(p,q)-€—
!
1
S LL’1+1—|—A'—.
€l

Es gilt also, analog zur Herleitung der Abschitzung fiir die Lénge des Standardwegs
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3 Minimale Geodétische

(ohne Einschrénkung ist hier i1 = 1,...,4, = b in der Definition des Standardwegs):
L(ve) < kmitA + A + Z1€1
Lénge von v1 Weg von p’ nach p1 Weg von p; nach p1+v;
+ S + D

Korrektur um die Briicke zu finden Briicke von l1 nach [l

+2es+ e+ D+ ...+ e, +ep+ A

b b
_ 1
< KAF2A4+(b—1)D+> (m+A-=+1) -+ ¢
(b—1) ;(l - ) - €1 ;l
b
< Q2+b+r)A+(b—1)D+2be+ Y me. O

=1

Bemerkung 3.1.11 )
1. Die Lénge des alternativen Weges ~. einer Kurve ¢ : I — M kann auch mithil-
fe ihres Verschiebungsvektors abgeschitzt werden: In Gleichung (3.7) gilt, wenn

Vi) =S, qu

A
IlZQ1+/ dfi < q + —.
73 €1

Eingesetzt in Gleichung (3.6) ergibt das:

b
L(v.) £ Cy + Z qE + A,
=1

also mit Cy := Cy +bA = (2+2b+ k)A + (b — 1) D + 2be:

L(ve) < Co+ V()]

2. Die Konstanten C; und C, hiingen nicht vom Kegel X7 mit V(c) € K7 ab.

3. Tritt der erste Fall in der Definition des zu ¢ alternativen Weges ein, so vereinfacht
sich die Abschétzung zu:

b
L(7) < (b+2)A+Y e+ (b—1)D + be.
1=1
Das ist zum Beispiel der Fall, wenn die Vektoren {vy, ..., v} das ganze Z-Gitter
in H,(M;R) erzeugen. Dann wird der zweite Punkt in Definition 3.1.8, und somit
auch die Kurve ; im Beweis des Lemmas, nicht benotigt.
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3.2 FEigenschaften der minimalen Geodétischen

3.2 Eigenschaften der minimalen Geodatischen

3.2.1 Spezielle minimale Geodatische

Satz 3.2.1
Firi=1,...,N gilt: v; ist eine minimale Geoddtische, und zwar die einzige, die in
U.(T;) enthalten ist.

BEWEIS: Seien s, € R mit s < t. Sei v : [a, 5] — M eine beliebige (stiickweise
C') Kurve mit y(a) = 7i(s) und v(8) = ¥(t). Sei ohne Einschréinkung i < k;. Sei
m der gute Reprisentant der Klasse ¢, € Hip(M) (vergleiche Seite 42). Es gilt also
I7:]1* = |lp*m||* = 1 (siehe Lemma 2.6). Fiir eine Funktion f € C°°(M) mit df = p*n
gilt:

FO08) — F(@) = F(D) — Fls))
- /@wmw&wmmf

t
==/&@wﬂﬂwﬁ
= 5i(t - 5) = L(7i|[s,t])'

Daraus folgt:
Lils) = f(y(B) = f(v(a))
8
= [ @l (i(ir

B
sflwwwWw
= L(v).

Somit ist ¥;|(s,q Kiirzeste zwischen 7;(s) und 7;(¢). Die Eindeutigkeitsaussage folgt direkt
aus Lemma 3.1.7. O

Bemerkung 3.2.2

Im Beweis der ersten Aussage dieses Satzes geht nur ein, dass die Parametrisierung
nach der Bogenlénge von ; durch f kalibriert ist (siehe Bemerkung 3.1.3). Dies ist eine
allgemeine Aussage: Ist eine Kurve durch eine Funktion kalibriert, so ist sie Kiirzeste
zwischen je zwei ihrer Punkten.

Definition 3.2.3
Eine Kurve ¢ : R — M ist asymptotisch zu [ in £; fiir t — oo, wenn gilt:

limd(c(t),l) =0 und lim (&(t) — A\ (t)) = 0 fir ein A > 0.

t—o0 t—o0
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3 Minimale Geodétische

Fiir minimale Geodétische, die asymptotisch zu einer der speziellen minimalen Geo-
détischen verlaufen, gilt:

Lemma 3.2.4 (,,von Morse*)
Eine minimale Geoditische ¢, die zu | € L; asymptotisch ist, kann keine Linie I in L;
schneiden, insbesondere auch nicht [.

Hedlund formuliert in [Hed32, Theorem XV] diese Aussage fiir den 2-Torus: er bemerkt
dies allgemein fiir minimale Geodétische, die asymptotisch zu einer periodischen mini-
malen Geodétischen verlaufen. Er verweist fiir den Beweis auf [Mor24, Theorem 13];
dort wird die gleiche Aussage fiir den Fall einer Fléche von Geschlecht grofier 1 gezeigt,
die Argumente konnen aber fiir die Aussage in [Hed32] wortwortlich iibernommen wer-
den. Der Beweis beruht auf einem Widerspruch: Unter der Voraussetzung, dass sich
die zwei Kurven schneiden, kann eine Kurve zwischen zwei Punkten auf der (nicht pe-
riodischen) minimalen Geodétische konstruiert werden, deren Lénge kleiner ist als die
Lange dieser Geodétischen zwischen den zwei Punkten. Da lediglich entscheidend ist,
dass zwei Kurven betrachtet werden, die sich schneiden, gelten die Argumente auch fiir
den hier formulierten Fall.

3.2.2 Verlauf einer minimalen Geodatischen

Definition 3.2.5
Eine Kurve ¢ : I — M wechselt (mindestens) n-mal den Tubus, wennesty < --- <

tn in I gibt, so dass ¢(t;_1) und ¢(;) in verschiedene Zusammenhangskomponenten in
Uc(L) liegen, i = 1,...,n.

Es soll hier die Anzahl von moglichen Tubenwechseln eines minimalen geodétischen
Segments und seine Lange auflerhalb der Tuben abgeschétzt werden.

Lemma 3.2.6
Fiir ein nach der Bogenlinge parametrisiertes minimales geoddtisches Segment ¢ gilt:

1.
Cy

1—be

AA(e) <

2. ¢ kann héchstens ng-mal den Tubus wechseln, wobei ng die grofite ganze Zahl ist,
die o
1
< —=+1
1o (1 —be)D -

erfillt.
Auflerdem gilt:

3. Bin minimales geoditisches Segment ¢ : I — M mit Verschiebungsvektor in ei-
nem Kegel KC; kann nur eine uniform beschrinkte Zeit in einem falschen Tubus
verlaufen, das heifit in einem Tubus um einen Lift von v, mit £v & IC;.
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3.2 FEigenschaften der minimalen Geodétischen

Bemerkung 3.2.7

Fiir die Hedlund-Beispiele in [Ban90] sind diese Abschétzungen feiner: Man erhélt das
Ergebnis, dass ein minimales geodétisches Segment auflerhalb der Tuben die Lange 4
hat und dass es hochstens dreimal den Tubus wechseln kann.

BEWEIS: Zul. Ohne Einschrinkung ist V(c) € K1. Weil ¢ minimal ist, gilt:

und damit:

VAN
—_

[ ] =
o>

I
N 7 N
=
£

|
-
&

o
~_

IA

Zu?2. Angenommen, ¢ wechselt n-mal den Tubus, dann ist

Zu 3.

AA(¢)) > (n —1)D.

Andererseits gilt nach 1.:

Cy
< .
MA() < 7
Fiir
Cy
1
" A<peD "
gilt aber:
(n—1)D > Cl

und damit ist die zweite Behauptung gezeigt.

Die Aussage wird wieder unter der Annahme gezeigt, dass der Kegel Ky ist und
V(c) € K}. Sei +v; € K;. Es existieren qi, ..., q in Q, so dass v; = Z?:l qu; die

Darstellung von v; in der Basis {vy,..., v} ist. Es gilt wieder ¢; > ‘Z?:l qiel,
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3 Minimale Geodétische

etwa £ — ’Z?:1 qlal’ = a; > 0. Bs gilt mit v(c) = S.0_, 2

b (3.6)
Z$l€l+c1 > L(7.)
=1
> L(c)
(3.1)
>

=1

und damit:

C _ .
a—? > / |d5;]e0) (c())] dt.
J A

St as- [ |dslo (0]t

(3.8)

Nach 2. kann das minimale geodétische Segment ¢ héchstens ng Mal den Tubus
wechseln. A; kann also als Vereinigung von héchstens ng + 1, also endlich vielen,
Intervallen geschrieben werden: A; = [oy, f1] U -+ U [, B,] mit v < ng+ 1. Es

gilt: A(4;) ist kleiner als (ng+1)- (g—; g5+ Qd(e)) mit d(¢) wie im Lemma 3.1.7.

Sonst ist f; — a; > % - €; + 2d(e) fir mindestens ein ¢ in {1,..., v} und es gilt

fiir die Abkiirzung v von c|(a, g,

G oorae) < Ao
- L(Chaiﬁi})
< L(v)
< |5(e(B) = 3j(e(aw))| - &5+ 2d
also:
@Mw>sm@M>%.

Damit folgt:

Bi
[ listo @wlar = [ s @)
Aj (673
> |55(c(Bi) — 55(c(
Cy
> —,

was ein Widerspruch zu Gleichung (3.8) ist. Es gibt analog fiir jeden Kegel IC; und
jeden Vektor v € Vp \ +J; eine Konstante C(v, K;), so dass fiir jedes minimale
geoditische Segment ¢ mit Verschiebungsvektor in &; gilt: A (¢7Y(U.(L,))) <

C(v,K;). Sei Cy := Ue%r/r;%ithC(v, ;).
i=1

.....
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3.2 FEigenschaften der minimalen Geodétischen

Bemerkung 3.2.8

Liegt v in .J; \ J7, so kann nichts iiber den Verlauf in U.(L,) einer Kurve mit Verschie-
bungsvektor in IC{ ausgesagt werden. Ist zum Beispiel P der Wiirfel (siehe Abbildung
2.1), so kann eine geodatische Kurve ¢ mit Verschiebungsvektor V(c) = vy +v3 = va+1y
in einer beliebigen Kombination der Tuben verlaufen.

Mit Hilfe der technischen Aussagen aus dem letzten Lemma lassen sich zwei weitere
Aussagen iiber Geodétische treffen. Die erste ist eine positive Aussage iiber den Verlauf
einer Geodétischen:

Satz 3.2.9
Jede minimale Geoddtische ist in jeder Richtung asymptotisch zu einer Linie in L.

BEWEIS: Seic: R — M eine nach Bogenlinge parametrisierte, minimale Geoditische.
Jedes Stiick von ¢ kann nach dem Lemma 3.2.6 hochstens ng-mal den Tubus wechseln,
wobei die Lénge auflerhalb der Tuben hoéchstens 1?})6 betréigt. Dies muss auch fiir ¢
gelten und man erhélt so die Existenz von [ und !’ in £, so dass fiir Folgen (t,)nen,

(Sp)neny mit lim ¢, = oo und lim s,, = —oo gilt:
n—oo n—o0

c(tn) € U-() und c(s,) € U(I') fiir alle n € N.
Mit Lemma 3.1.7 folgt die Behauptung. U

Die zweite Aussage ist dagegen eine Negation:

Satz 3.2.10
1. Seien I,1I' € L; Linien mit entgegengesetzten Orientierungen. Dann gibt es keine
minimale Geoddtische, die fiir t — —oo asymptotisch zu l, fir t — oo asympto-
tisch zu l' verliuft.
Es gilt sogar allgemeiner:

2. Sind v,w Vektoren in {vy,...,vn, —V1,...,—vn}, die in keinem gemeinsamen
Kegel liegen und 1, und l,, zwei Linien aus £ mit 1, (bzw. l,) Lift von v, (bzw.
Yw), dann gibt es keine minimale Geoditische, die fir t — —oo asymptotisch zu
ly, fiirt — oo asymptotisch zu l,, verlduft.

BEWEIS: Obwohl die erste Aussage nur ein Spezialfall der zweiten ist, wird sie separat
bewiesen, da sie dem ersten Fall einer zum Beweis der allgemeineren Aussage notwen-
digen Fallunterscheidung entspricht: In diesem ersten Fall ist v = —w und im zweiten
v # —w und es existiert ein Kegel IC; mit w € K; und v ¢ K; (falls —v € J; fiir alle
Mengen J; mit w € J;, so folgt —v = w).

1. Sei ohne Einschrinkung [ = I'; in der Richtung von v; und I’ = I'; + h, mit A
in Hy(M;Z)g, in der Richtung von —v; orientiert. Sei ¢ : R — M eine nach
Bogenlinge parametrisierte Kurve, die fiir ¢ — —oo asymptotisch zu [ und fiir
t — oo asymptotisch zu I’ verlauft. Ohne Einschrankung verlaufe ¢ durch F
(verschiebe sonst ¢ um ein geeignetes Vielfaches von v;). Wihle t < s € R und

63



3 Minimale Geodétische

O P
€ Y e - O
U 4
/yc‘[t,.s]
N
Q ———————— g S)
U-(1) D c|it,s) D
Abbildung 3.3: Beispiel fiir den Fall w = —v
n € N mit ¢(t) € F_p,,, c(5) € Fopy4n und s —t = L(c|pq) > [|h] + Cs. Weil
h = V(c|ts), gilt mit Bemerkung 3.1.11: L(v, ) < ||[h]] + C2 und die alterna-
tive Kurve 7., , ist eine Verbindung von ¢(t) mit c(s), die kiirzer ist als c| g
(vergleiche Abbildung 3.3). Die Kurve ¢ kann also keine minimale Geoditische
sein.
2. Sei ohne Einschriankung [, = I, in der Richtung von v orientiert und {,, = l_iw +h,

mit h in Hi(M;Z)g, in der Richtung von w orientiert. Sei ¢ : R — M eine
beliebige, nach Bogenlinge parametrisierte Kurve, die fiir ¢ — —oo asymptotisch
zu l,, fiir t — oo asymptotisch zu [, verlauft. Weil w € IC; gilt, existieren my, mg €
N mit myv + mow € K;. Sei wie oben ohne Einschrinkung ¢(0) € Fy und ¢(7) €
U(l,) fir alle 7 < 0. Wéhle t,s € R, t < 0 < s und n € N mit ¢(t) € F_,m,0,
c(s) € Fromywth, )\(c|[;’1s](Ug(lv))) > L(cli) = —t > C3 und h+n(miv +mow) €
K. Es gilt: V(c|p,q) = h + n(mv + mow) € K;. Das Kurvensegment ¢y 4 ist
aber langer als C5 in U.(l,) mit v ¢ K;. Nach Korollar 3.2.6, Aussage 3. kann
c|,s) also kein minimales geodétisches Segment sein, also auch ¢ keine minimale
Geodaétische. O

In Abbildung 3.4 liegen zum Beispiel die Ecken v; und wvs des Polytops in
Hy (T3 R) ~ R? in keinem gemeinsamen Kegel. Es gilt: vy = v; + v3. In Abbildung
3.5 ist der R® mit einer zugehorigen Hedlund-Metrik mit e, = 5 = 3 = &4 verschen.
Die Kurve ¢ verlduft asymptotisch zu [ fiir £ — oo und zu I3 fiir ¢ — —o0. Sie kann
keine minimale Geodétische sein, weil zum Beispiel der Weg zwischen P und @) wie
(gestrichelt) abgebildet abgekiirzt werden kann.
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V2

7

\ 1

(%

Abbildung 3.4: Beispiel fiir ein Polytop in H,(T3 R) ~ R3...

\

A\

A\

Abbildung 3.5: ...und zugehorige Wahl der Geraden und Tubenumgebungen.
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3.3 Existenz von minimalen Geodatischen

3.3.1 Der optimale Fall

Ist der 3-Torus mit einem Hedlund-Beispiel versehen, so gilt ([Ban90)):

1. Fiir jedes Paar von Linien [ € £;, I' € £; mit ¢ # j existiert eine minimale

Geodatische, die fiir t — —oo asymptotisch zu [, fiir ¢ — oo asymptotisch zu '
verlauft.

. Fiir jedes Paar von Linien [,l" € £; mit gleicher Orientierung existiert eine mini-

male Geodétische, die fiir ¢ — —oo asymptotisch zu [, fiir ¢ — oo asymptotisch
zu [’ verlauft.

Die Beweise dieser beiden Aussagen beruhen auf den Abschétzungen, die in den vorheri-
gen Abschnitten fiir allgemeine Hedlund-Metriken bewiesen worden sind. Die spezielle
Wahl der Geraden spielt dabei eine sehr wichtige Rolle: Die genauere Kenntnis der
Absténde der drei Geraden ist notwendig fiir ein wichtiges Argument. Diese Beweise
finden sich in [Ban90]. Sie werden zum besseren Verstindnis des im néchsten Abschnitts
definierten Gegenbeispiels an dieser Stelle kurz skizziert:

66

1. Die beiden Linien werden als [ = ['; + v und I’ = fj + o' mit v und v Vektoren

aus Z> notiert und sind durch die Parametrisierungen der entsprechenden Lifts
von vy; und v, parametrisiert. Mit den genaueren Abschétzungen, die man fiir
dieses Hedlund-Beispiel erhilt (vergleiche Bemerkung 3.2.7) kann gezeigt wer-
den, dass jedes minimale geoditische Segment, das zwei Punkte verbindet, in
der euklidischen Umgebung mit Radius 2 um den alternativen Weg zwischen
diesen zwei Punkten liegt. Es existiert also eine kompakte Menge K C R3,
die von allen minimalen geoditischen Segmenten ¢, : [0,a,] — R*® zwischen
Pn = cn(0) = %(0) +v —ne; € Lund ¢, = cy(an) = 7;(0) + ' + ne; € ' getroffen
wird. Sind s, € [0,a,] die entsprechenden Stellen, so ist die Folge (¢,(sn)),en
beschriinkt. Eine Geoditische ¢ : R — R3| fiir die ¢(0) ein Hiufungspunkt von
(€n(8n))pen ist, ist minimal und besitzt die gewiinschten Eigenschaften.

. 1 und ' sind ohne Einschrinkung durch #4; und 7; + v, v € Z?® parametrisiert.

Wiéhle minimale geodiitische Segmente ¢, : [0, d,] — R? mit ¢,(0) = 7;(—n) € 1
und ¢, (d,) = 3:(n) +v € I'. Bezeichnet man mit [0, a,,) bezichungsweise (b,,, d,,]
die maximalen Intervalle, so dass ¢,([0,a,)) C U.(l) und ¢,((b,,d,)) C U(I'),
so erhélt man mit Lemma 3.1.7, mit den Abschitzungen iiber die Lénge der
Kurve auflerhalb der Tuben und der Tatsache, dass die Geraden um mindestens
% — 2¢ voneinander entfernt sind, dass die Folge (b,, — @, )nen beschrinkt ist, etwa
durch A > 0. Verschiebt man die geodétischen Segmente um geeignete Vielfache
von e;, so erhiilt man Kurven é,, so dass é,(a,) eine beschrinkte Folge ist. Ist ¢
wieder eine Geodétische, fiir die ¢(0) ein Haufungspunkt von (én(an))neN ist, so
miissen drei Félle unterschieden werden. Im ersten Fall divergieren beide Folgen
von Zahlen a,, und d, —b,, gegen +00; die Geodétische ¢ ist dann minimal und im
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Abschluss von U, (1) fiir t — —oo und von U, (!) fiir ¢ — oo enthalten. Mit Lemma
3.1.7 folgt, dass ¢ die gewiinschten Eigenschaften besitzt. In den beiden anderen
Féllen ist eine der Folgen beschrinkt, was aber mit Lemma 3.2.4 zum Wider-
spruch fiihrt: Ist beispielsweise (), oy beschréankt mit Haufungspunkt a € R,
so ist ¢(—a) Haufungspunkt von ¢,(0), also in [ enthalten. Da (d,,) unbeschrankt
ist und b, — a, < A, ist die Kurve c|[_q,0) minimal und ¢|j4 ) ist im Abschluss
von U.(I') enthalten. Daraus folgt, dass ¢|[_q,c0) asymptotisch zu I’ verlauft und !
schneidet.

In beide Argumentationen ist wichtig, dass alle Briicken auflerhalb der Tuben liegen.
Gilt dies nicht mehr, so ist der alternative Weg nicht mehr eindeutig definiert und
der Verlauf der kiirzesten Verbindung zwischen zwei vorgegebenen Punkten kann nicht
mehr vorausgesagt werden. Denn es ist stets giinstiger, die Kurven so lange wie moglich
in einem Tubus verlaufen zu lassen.

3.3.2 Das Gegenbeispiel

Levi untersucht ein explizites Hedlund-Beispiel auf dem 3-Torus ([Lev97]). Diese Metrik
ist zwar nicht glatt, sie wird aber hier hilfreich sein, um eine moglichst einfache Metrik
zu definieren, fiir die die Aussagen auf Seite 66 nicht mehr richtig sind. Die Geraden
sind wie in [Ban90] gew&hlt und die Metrik ist gegeben durch:

9. = F(2)(-, )
mit:
B 1 - Rg \ Us(L>
F(l’) = { 82 + 1;—282|£L'|2 S Ua(L)

wobei |z| wieder der euklidische Abstand von x € U.(l) zu der Linie [ ist. Aus Sym-
metriegriinden ergeben einfache Rechnungen und Abschétzungen, dass die Briicken
Bis, B13 und Bss gegeben sind durch die Parametrisierungen

blg : [0, 1] — Rs

t|—>t
_6’
563

b3 : [O, 1] - R?

A

t — 0 +§€2
0

und
bos : [O, 1] - R?

O\ ¢

t — ) + =€
1
2
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Levi definiert Umgebungen der Briicken, die von der Grossenordnung von e-Umge-
bungen dieser Kurven sind (beziiglich der euklidischen Metrik). Er erhdlt somit eine
(,tubenartige®) Umgebung U fiir das ,Netz* in R3, welches von der Menge der Linien
und der Menge der Briicken gebildet wird (vergleiche Seite 36). Er zeigt dann, dass zu
jeder ,verniinftigen* Wegvorschrift in diesem Netz (,,verniinftig* in dem Sinne, dass ein
geoditisches Segment zum Beispiel nicht im gleichen Tubus hin und her verlaufen kann)
eine geodétische Kurve existiert, die in U verlduft und dem Verlauf dieses Weges folgt.
Ersetzen der Geraden durch

Iy = Rx{0}x {0}
ly = {O}XRX{%} ’

- el

liefert eine mneue Situation. Die
Briicke von [, nach [3 verlduft in
U(ly): Die Kurve v, die (0,0, £) mit Es o 1y
(0,0,0) geradlinig verbindet, dann
(0,0,0) mit (3,0,0) entlang von [;
und dann (3,0,0) mit (3,5,0) wie-
derum geradlinig, hat Lénge

—0

T

Abbildung 3.6: Neue Wahl der Geraden fiir
das Hedlund-Beispiel

—_

L(v)

IN
_|_

+
B~ = DN

=N, N M

< = —2e < L(by,),

[\

wobei bh; nun die geradlinige Verbindung von (0, §,1) € I mit (3, £, £) € I3 ist. Nach
[LevO7| existiert ein geoddtisches Segment, das in der vorgegebenen Umgebung U (hier
analog wie oben definiert) der Kurve v verlduft und ihre Endpunkte verbindet. Wieder-
um aus Symmetriegriinden muss dieses geodétische Segment die kiirzeste Verbindung
zwischen [ und 3 sein, also die neue Briicke by3. Die Briicke Bjs (beziehungsweise Bi3)
bleibt die lineare Verbindung zwischen (0,0,0) und (0,0, %) (beziehungsweise (,0,0)
und (4, 1,0).

Der Einheitsball der stabilen Norm bleibt das regulére, zentralsymmetrische Okta-
eder mit den Koordinatenachsen als Richtungen seiner Ecken, aber die beide Aussagen
aus dem vorangehenden Abschnitt (Seite 66) konnen nicht mehr in ihrer Allgemeinheit

bewiesen werden. Es gilt zum Beispiel:

Satz 3.3.1
In T? mit dem angegebenen Hedlund-Beispiel gibt es keine minimale Geoddtische, die
fiirt — —oo asymptotisch zu ly, fiirt — oo asymptotisch zu l; + ez verlduft.
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3.3 Existenz von minimalen Geodétischen

BEWEIS: Die Orientierung der Linien ist hier nicht wichtig. Sei /; in Richtung von e;
parametrisiert, [5 in Richtung von —es. Zu einer Verbindung zwischen einem Punkt aus
lo und einem Punkt aus [; + e3 =: [} kann der alternative Weg (vergleiche Seite 56)
nicht mehr sinnvoll definiert werden. Eine Kurve, die l; und [} so schnell wie méoglich
verbindet, muss eine Periode in L3z verlaufen. Sie muss in U(l;) verlaufen, um von [y
nach /3 zu wechseln, um am Ende einen Punkt aus [} zu erreichen. Jeder Verlauf, der
grob beschrieben wie folgt aussieht, ist a priori fiir eine minimale Geodétische moglich:
Die Kurve verlduft in U.(ly), wechselt in der Néhe der Briicke By in U.(l;), dann
in der Nihe einer Briicke Biz + ne; in U(l3) + nep, und schliefllich in der Nahe der
entsprechenden Briicke Bs; + ney + e3 in U.(l}) (siehe Abbildung 3.7). Zu jeder dieser
Verlaufsvorschriften gibt es nach [Lev97] genau eine Geodéitische ¢, : R — R3. Nach
Lemma 3.1.7 muss jede dieser Kurven fiir t — —oo zu Iy, fiir ¢ — oo asymptotisch
zu [} verlaufen. Eine einfache Abschétzung liefert, dass nur diese Kurven als minimale
Geodaétische in Frage kommen: Jede andere Verlaufmoglichkeit wiirde der Minimalitét
der Kurve widersprechen.

xs3

/] T

Abbildung 3.7: Verlauf der Geoddtischen cy und ¢y

Angenommen, eine dieser Geodétischen, etwa cy fiir NV € N, ist tatsdchlich minimal.
Sei A der Punkt, an dem cy in die Tubenumgebung U, (l;) hineinlduft, B der Punkt
an dem cy die Tubenumgebung U, (l;) verldsst und B, := B + ne; fiir alle n € N.
Nach [Lev97] gibt es fiir jedes n € N genau ein geoditisches Segment 7,,, das in U.(l;)
verlduft und A mit B, verbindet. Dieses geodétische Segment muss folglich minimal
sein (jede andere Geoditische zwischen den zwei Punkten muss Punkte auflerhalb der
Tubenumgebung haben und somit langer sein). Die Kurve 7y entspricht bis auf Umpa-
rametrisierung der Kurve CN|[c;Vl (A (B Letztere wird im Folgenden c4? geschrieben,
die entsprechende Schreibweise gilt fiir andere Stiicke von c¢y. Mit Lemma 3.1.7 erhélt
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3 Minimale Geodétische

man, dass die Kurven 7,, mit wachsendem n immer nédher an [; verlaufen miissen. Die
Folge L(7,)—e(xp+n—1x4) ist also monoton fallend und nach unten durch 0 beschrénkt.
Sie besitzt demnach einen Grenzwert § und es gilt: L(7,) —e(zp +n—1x4) = 6+, mit
einer Folge (0,,),cy positiver Zahlen, die monoton fallend gegen 0 konvergiert. Wihle
Ny € N mit dy, < %0 und E € cn(R) N U (1Y), so dass d(E + Nyey, en(R)) < %0 gilt
(das ist moglich, da sowohl cy als auch ¢y + Npe; asymptotisch zu [f verlaufen). Sei
o das geoditische Segment mit Endpunkt P € cy(R), das diese kiirzeste Verbindung
zwischen E+ Nye; und ¢y (R) realisiert. Aus Symmetriegriinden haben P und E+ Nye;

die gleiche z-Koordinate. Die Linge L(ck") ist also grofler als Nye. Die Kurve

v = TN, * (" + Noer) x o

ist ein Weg von A nach P.

© D

C. P ----- P )
U5<l1) + e3
CN
(CﬁE + Ngel)
B —+ N061 B
Q e - )
Ua(ll) O TNo @)
Ug(l3) + (N + N0)61 Ug(lg) + N€1

Abbildung 3.8: cy und die Abkiirzung v = Tn, * (cﬁE + Noel) * 0
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3.3 Existenz von minimalen Geodétischen

Es gilt:
L(y) = L(rn,) + L (c5F) + d(E + Noey, P)
< 8+ 6N, +e(zp+ No—x4) + L (ciF) +%
< 6+2%0+6(x3—m)+N05+L(CﬁE)
< L (79) + Noe + L (c§")
= L(cp?) + L (") + Noe
< L(cAP) + L(cEP) + L (&)

Die Kurve 7 ist also eine kiirzere Verbindung von A mit P als ¢4/, was im Widerspruch
zur Minimalitat der Kurve ¢y steht. O

Zu jedem Paar von Geraden kann eine analoge Aussage bewiesen werden, sobald
eine der Geraden in £ ist und die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten aus
den Geraden in U.(L;) verlaufen muss. Die Aussagen fiir den optimalen Fall kénnen
also nur fiir spezielle Paare von Geraden bewiesen werden. Wenn die beiden Geraden
in L5 U L3 liegen, kann das im Beweis des Satzes 3.3.1 beschriebene Phédnomen nicht
auftreten, weil die kiirzeste Verbindung zwischen den zwei Geraden eindeutig ist und
nicht beliebig lange in U.(l;) verlaufen kann. In speziellen Fillen, in denen eine (oder
sogar beide) Geraden in £; liegt und die kiirzeste Verbindung nicht entlang einer Briicke
Bos + v,v € H((T3 Z)g verliuft, kann die Aussage ebenfalls bewiesen werden, zum
Beispiel fiir I; und [; + e5 oder Iy und [;.

Im Allgemeinen kann nur ausgesagt werden, dass zwei Linien in £ von endlich vielen
minimalen Geodéatischen , verbunden® werden kénnen, die asymptotisch zu zwei Gera-
den aus diesen speziellen Féllen verlaufen. Zum Beispiel wiren in Satz 3.3.1 etwa [y
und /; + e; durch die minimale Geodétische ¢, ,, die fiir £t - —oo zu Iy asymptotisch
und fiir ¢ — oo asymptotisch zu [; verlduft, und die minimale Geodétische ¢, j, e,
(entsprechend definiert) verbunden. Dies geschieht aber in nicht eindeutiger Weise: Die
minimale Geodétischen ¢, j,+e, UNd Cjytey1,+e, Wiirden auch die Geraden Il und {4 + e3
verbinden.
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Ausblick

Es gibt viele Moglichkeiten, die Thematik des letzten Kapitels dieser Arbeit fortzuset-
zen. Man konnte zum Beispiel fragen, welche Eigenschaften an die Metrik gefordert
werden miissten, um den optimalen Fall von [Ban90] auf jeder Mannigfaltigkeit zu er-
reichen, oder ob und wie sich [Lev97] auf beliebige Hedlund-Metriken erweitern lésst.
Levi geht von einer expliziten Metrik aus, die in den Tuben radial nach aulen mo-
noton wichst. Obwohl das der Anschauung entspricht, wird es in der Definition einer
Hedlund-Metrik nicht gefordert.

Von grofier Bedeutung sind aber Fragen zum zweiten Kapitel. In dieser Arbeit ist eine
Klasse von riemannschen Metriken definiert worden, mit denen jedes zuléssige Polytop
als Einheitsball der stabilen Norm realisiert werden kann. Die Tatsache, dass die Ecken
der Polytope rational sind, ist entscheidend fiir die Konstruktion der Metriken. In
[BIK97] wird bewiesen, dass total irrationale Richtungen nie Ecken des Einheitsballs
sein konnen.

Wie verhélt es sich aber mit den verschiedenen Graden der Irrationalitéit, die da-
zwischen liegen: Ein Vektor v ist irrational vom Grad g3, fir 1 < g < b, wenn
dim{l € Q°|i(v) = 0} = b — 3 gilt. Ein rationaler Vektor ist also irrational vom Grad
1 und ein irrationaler Vektor ist irrational vom Grad b. Ist es moglich, dass die stabile
Norm an einem nicht total irrationalen Vektor v in keiner Richtung differenzierbar ist?
Das ist eine Frage, die noch nicht erforscht ist. Wenn die Antwort positiv ist, lassen sich
dann explizite Metriken definieren, welche diesen Vektor als die Richtung einer Fcke
vom Einheitsball der zugehorigen stabilen Norm realisieren? Mit Hedlund-Metriken ist
dies sicher nicht moglich: Es gibt im Allgemeinen keine Moglichkeit, Représentanten fiir
solche Vektoren zu finden. Weiterhin kann nicht zu Grenzwerten von Hedlund-Metriken
iibergegangen werden: In T? liegt die Spur einer Kurve, deren Rotationsvektoren ge-
gen einen irrationalen Vektor von Grad 2 konvergieren, dicht in einer 2-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit von T3. Die Tubenumgebungen und vor allem die Abschneide-
funktionen lassen sich also nicht sinnvoll definieren und die Definition der Metrik wére
nicht konsistent.

Man konnte fragen, ob eine Metrik, die auf einer Umgebung der erwdhnten 2-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit von T? sehr klein ist und auBerhalb groSer, die
gewiinschte Eigenschaft haben konnte. Eine Abschéitzung nach oben fiir die Distanzen
auf der mit dieser Metrik versehenen Mannigfaltigkeit wére analog zu erhalten. Die Ab-
schitzung nach unten, die fiir Hedlund-Metriken aus Satz 1.2.15 und seiner Erweiterung
folgt, wiirde sich nicht mehr in derselben Art berechnen lassen.
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