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,Oh time, thou must untangle this, not I;
It is too hard a knot for me to untie!*

,O Zeit! Du selbst entwirre dies, nicht ich:
Ein zu verschlungner Knoten ist’s fiir mich.*

William Shakespeare
»What you will / Was ihr wollt“
aus [Ste02b] und [Orl05]






1 Einleitung

Mathematik ist aus Problemen des téglichen Lebens entstanden. Fiir haufig
zu 1osende Aufgaben wurden Verfahren und Algorithmen entwickelt, die in
bewiesenen Sitzen abgesichert wurden. Diese Sitze wurden wiederum in eine
deduktiv organisierte Theorie eingebunden, aus der schlieflich rein innerma-
thematische Problemstellungen hervorgingen. Heute sind diese Probleme, wie
beispielsweise der Satz von Fermat, oft bekannter als die lebensnahen Auf-
gaben, die einst zum mathematischen Tun anregten.

Betrachtet man Schulmathematik unter dem Aspekt, wie Mathematik ent-
standen ist, scheint die Forderung nach einem allgemeinbildenden, anwen-
dungsorientierten Unterricht versténdlich. Schiiler sollen die Welt durch die
Augen der Mathematik wahrnehmen und verstehen, Mathematik als schopfe-
risches Tun erleben und begreifen und Problemlosefahigkeiten erlangen. Mit
Blick auf die Anforderungen im Berufsleben sollen sie in Umweltsituationen
mathematische Konzepte erkennen und diese in Sachsituationen anwenden
kénnen. Diese Forderungen sind nicht neu. Bereits 1975 hat WINTER einen
Katalog mit dhnlichen allgemeinen, verhaltensorientierten Lernzielen vorge-
stellt und weitere Recherchen ergeben, dass diese Vorstellungen von Lernzie-
len des Mathematikunterrichts auch schon zu Beginn des 20. Jahrhunderts
bekannt waren. Die Forderung dieser, spétestens seit PISA in Deutschland
unter dem Begriff ,,mathematical literacy“ bekannten, allgemeinen mathema-
tischen Kompetenzen hat nun endlich Einzug in die Bildungsstandards und
Curricula deutscher Schulen gefunden. Damit hat sich die Schulmathematik
weitgehend von einem axiomatisch-deduktiven Aufbau verabschiedet.

Mit Riickblick auf die Geschichte der Mathematik erfiillt die Schwerpunkt-
setzung auf einen verhaltens- und handlungsorientierten Unterricht auch die
Forderung nach einem authentischen Mathematikunterricht. Mathematik ver-
liert jedoch an Authentizitdt, wenn Handlungsorientierung mit Anwendung
gleichgesetzt wird. Hier besteht die Gefahr, dass nicht anwendungsorientier-
te, innermathematische Themen falschlicherweise alle Handlungsorientierung
und damit auch jegliche Verwendbarkeit im Mathematikunterricht abgespro-
chen wird. Diese Befiirchtung ist nicht unbegriindet, geriet doch nach der
gescheiterten Reform des Mathematikunterrichts im Sinne der ,,Neuen Ma-
thematik® mit der Topologie ein wichtiger fachwissenschaftlicher Zweig der
Mathematik als zu axiomatisch-deduktiv so stark in Verruf, dass er bis heute
lediglich unter dem Deckmantel der Kombinatorik in der Schulmathematik
behandelt wird. Mit der Ausklammerung der Mathematik, die auf den ersten
Blick nicht im Alltag anwendbar zu sein scheint, wie z.B. der Topologie, wird
die Mathematik der letzten Jahrhunderte und damit ein wichtiges Kulturgut,
im Schulunterricht verfilscht dargestellt.
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Hier stellt sich die Frage, welche innermathematischen Themen fiir die Schii-
lerinnen und Schiiler motivierend in den Schulunterricht integriert werden
kénnen, wéhrend sie gleichzeitig den von den Kultusministerien geforder-
ten allgemeinen und inhaltlichen mathematischen Kompetenzen geniigen.
Ich denke, dass eines dieser Themen ,,Knotentheorie® lauten kann. In der
vorliegenden Arbeit werde ich diese These iiberpriifen und unterstreichen,
indem ich mit den Knoteninvarianten einen kleinen, aber grundlegenden und
vor allem anschaulichen Teil der Knotentheorie aufgreifen, fiir die Leserinnen
und Leser aufbereiten und unter fachdidaktischen Gesichtspunkten beleuch-
ten werde.

Gliederung

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in zwei Teile. Im ersten, fachwissenschaft-
lichen Teil wird in Abschnitt 2.1 zunéchst eine intuitive, aber auch eine exakte
Definition von Knoten und Knotendeformationen geben, wobei wir uns an
[Rei48] und [Sos00] orientieren. Um mit diesen Knoten besser arbeiten zu
konnen, werden in Abschnitt 2.2, in dem wir uns hauptséchlich auf [Rei4§]
beziehen, Knotenprojektionen und Knotendiagramme eingefithrt und eine
Beziehung zwischen Knoten und ihren Projektionen bzw. Diagrammen her-
gestellt. Dabei spielen Reidemeister-Bewegungen eine zentrale Rolle. In Ab-
schnitt 2.3 werden verschiedene Knoteninvarianten vorgestellt, die vor allem
[Ada95] entnommen sind. Dabei geben wir bereits einen Ausblick auf eine be-
sonders wichtige Art von Invarianten, den Knotenpolynomen, mit denen wir
uns in den weiteren Kapiteln ndher beschéftigen werden. Einen ersten Vor-
geschmack bietet Abschnitt 2.4, in dem als Beispiel fiir ein Knotenpolynom
das Kauffman-Klammer-Polynom bzw. das Jones-Polynom vorgestellt wird.
Das Jones-Polynom gehort zu den Entwirrungsinvarianten, mit welchen wir
uns in Abschnitt 2.5, dem genau wie Abschnitt 2.4 [Liic97] als Quelle dient,
nédher beschéftigen werden. An dieser Stelle werden wir auch die universelle
Entwirrungsinvariante definieren. Schliellich ist noch die Existenzfrage der
universellen Entwirrungsinvariante zu klaren. Dazu wird in Abschnitt 2.6,
der sich an [Pra97] orientiert, zunéchst die Beziehung zwischen Knoten und
Zopfen geklart, um anschlieBend in Abschnitt 2.7 eine universelle Entwir-
rungsinvariante, das HOMFLY-Polynom, aus Zépfen mittels Hecke-Algebren
zu konstruieren. In diesem letzten Abschnitt beziehen wir uns vor allem auf
[Liic97] und [HKW86]. Die Abbildungen wurden [War03] und dem Programm
»Knotplot“ (verfiigbar iiber [Sch]) entnommen und iiberarbeitet.

Im zweiten, fachdidaktischen Teil werde ich in Abschnitt 3.1 zunéchst die
zuvor behandelte Theorie auf benotigte Vorkenntnisse und zu erwartende
Schwierigkeiten untersuchen. Dabei soll hauptséchlich geklart werden, ob in-



nerhalb der Knotentheorie ein ausreichend grofies Stoffgebiet existiert, das
fiir Schiilerinnen und Schiiler der Sekundarstufe I und II versténdlich auf-
bereitet werden kann. Danach werde ich in Abschnitt 3.2 die im Jahre 2003
von der Kultusministerkonferenz beschlossenen Bildungsstandards, die un-
ter [Kul03a] einzusehen sind, vorstellen und der Frage nachgehen, ob das in
Abschnitt 3.1 abgegrenzte Gebiet der Knotentheorie sowohl zur Forderung
von allgemeinen verhaltensbezogenen Kompetenzen beitragen, als auch in-
haltlichen Kompetenzen geniigen kann. AbschlieBend werde ich in Abschnitt
3.3 klédren, ob und wie weit der Schulunterricht an deutschen und vor allem
niederséchsischen Gymnasien Raum fiir die Knotentheorie bietet.

Danksagung

Ich mochte mich bedanken bei Prof. Dr. Thomas Schick fiir das interessan-
te und fesselnde Thema und eine umfassende und effektive Betreuung, bei
Dr. Norbert Vormoor fiir die Hilfe bei fachdidaktischen Fragen, bei Dr. Ste-
fan Wiedmann fiir die geduldige Unterstiitzung bei zahlreichen Fragen und
LaTeX-Problemen, bei Johannes Warnecke fiir das zur Verfiigung stellen sei-
ner Bilddateien und bei Johannes Hértel und Desiree Dauber fiir das ab-
schlieende Lesen der Arbeit und die zahlreichen Tipps und Hinweise auf
formale und orthographische Fehler.






2 Knotentheorie

2.1 Knoten und Knoteniquivalenz

Wir beginnen mit einigen elementaren Definitionen von Knoten, Verschlin-
gungen und deren Aquivalenz. Hierzu werden wir zuniichst eine intuitive
Einfithrung in die Begriffe geben, um sie anschliefend mathematisch zu de-
finieren.

Wenn wir an Knoten denken, kommt uns als erstes der Knoten in einem
Faden, einer Schnur oder einem Seil in den Sinn. Greifen wir die Idee des
Knotens im Seil auf, dann unterscheidet sich der mathematische Knoten von
dieser Vorstellung im wesentlichen in drei Punkten. Erstens sind die Enden
des Seils so verklebt, dass nicht mehr festzustellen ist, wo sich die Klebestelle
befindet. Der Knoten ist also geschlossen. Zweitens ist der Knoten beliebig
dehn- und zusammenziehbar, eher vergleichbar mit einem Gummiband als
mit einem Seil. Drittens ist die Dicke des Seils vernachléssigbar. Der mathe-
matische Knoten ist also unendlich diinn.

Abb. 1: Kleeblattknoten und Achterknoten

Im folgenden geben wir eine mathematische Definition des Knotens, wobei
wir bei dieser Gelegenheit auch die Verschlingung, die aus mehreren disjunk-
ten Knoten besteht, definieren.

Definition 1.1 (Knoten und Verschlingung)

Als Knoten oder polygonalen Knoten bezeichnen wir einen geschlossenen,
aus endlich vielen Strecken und Eckpunkten bestehenden doppelpunktfreien
Polygonzug im R3. Betrachten wir eine endliche Menge von n polygonalen
Knoten, dann nennen wir die disjunkte Vereinigung der n Knoten eine (po-
lygonale) Verschlingung mit n Komponenten. Ein Knoten ist demnach eine
Verschlingung mit einer Komponente.
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Abb. 2: Kleeblattknoten und Achterknoten als polygonale Knoten

Im Folgenden werden wir aus Griinden der Verstédndlichkeit zunéchst den
Begriftf Knoten &quivalent zum Begriff Verschlingung verwenden. Bei Be-
darf kann also der Begriff des Knotens durch den Begriff der Verschlingung
(z.B. Knotendeformation durch Verschlingungsdeformation) ersetzt werden.
Im spéteren Teil der Arbeit bedarf es an manchen Stellen einer Unterschei-
dung zwischen Knoten und Verschlingungen. Dann werden wir den Knoten
als einkomponentigen Spezialfall der Verschlingung betrachten.

Definition 1.2 (Knotendeformationen A und A’)

Seit K ein Knoten. K enthalte die Strecke mit den Endpunkten A und C'. Wir
bezeichnen diese Strecke mit AC. Sei B ein Punkt, so dass die Fliche des
Dreiecks ABC aufler der Strecke AC keinen Punkt mit K gemeinsam hat.
Dann definieren wir A als den Prozess, der AC' durch ABU BC ersetzt. Sei
A" der zu A inverse Prozess.

Abb. 3: Knotendeformationen A und A’

Definition 1.3 (Knoteniquivalenz)
Zwei Knoten heiffen dquivalent oder isotop, wenn sie aus einer Folge von
Knotendeformationen A und A’ auseinander hervorgehen. Einen Knoten,

der zu einem Dreieck isotop ist, nennen wir Unknoten oder trivialen Knoten
(vgl. Abb. 7).
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Bemerkung 1.4

Wenn wir im Verlauf der Arbeit von Knoten sprechen, sprechen wir in der
Regel von Aquivalenzklassen von Knoten oder von Knotenklassen. Zwar ha-
ben wir den geschlossenen Polygonzug selbst als Knoten definiert, exakter
wére es jedoch, wenn wir von einem geschlossenen Polygonzug als einem
Représentanten des Knotens sprechen wiirden.

Der von uns definierte mathematische Knoten deckt sich mit unserer Vorstel-
lung eines Knotens als unendlich diinnes, an den Enden zusammengeklebtes
Seil. Die Knotendquivalenz ermoglicht schlieflich eine beliebige Dehn- und
Zusammenziehbarkeit des Knotens. Beriicksichtigen wir jedoch &sthetische
Gesichtspunkte, wére anstelle eines Polygonzuges eher eine glatte Kurve
wiinschenswert.

Es existieren in der Knotentheorie weitere Definitionen, in denen der Knoten
als geschlossene glatte Kurve definiert ist. Nach diesen Definitionen konstru-
ierte Knoten sind aber in der Regel entweder schwieriger zu handhaben als die
geschlossenen, doppelpunktfreien Polygonziige, oder sie sind zu diesen nicht
dquivalent. In der Tat lassen sich einige Sétze (vgl. Satz 2.3 und Reidemeister-
Theorem 2.10) ohne die von uns angefiihrte Definition schwer beweisen. Ein
weiterer wichtiger Vorteil der Definition eines Knotens als Polygonzug ist,
dass sogenannte wilde Knoten vermieden werden.

Bemerkung 1.5 (Wilde Knoten)

Wilde Knoten erhélt man durch unendliche Knotungsprozesse. Dabei wird
die Verschlingung einer Kurve immer kleiner und konvergiert schliellich ge-
gen einen Grenzpunkt. Dieser Grenzpunkt wird wilder Punkt oder lokale
Pathologie genannt.

(f)"'@‘&)'@ﬂ-ﬁo-

Abb. 4: Beispiel fiir einen wilden Knoten

Da wir in dieser Arbeit auch die Asthetik beriicksichtigen wollen, werden wir
uns bei der Darstellung von Knoten in den Féllen, in denen die speziellen Ei-
genschaften geschlossener Polygonziige nicht benotigt werden, geschlossener
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glatter Kurven bedienen. Dies ldsst sich mit unserer Definition in soweit ver-
einbaren, dass wir bei einem sichtbar glatten Knoten davon ausgehen, dass
es sich dabei um einen Polygonzug handelt, der aus einer groflen Anzahl von
Strecken besteht, so dass die Ecken des Polygonzuges nicht mehr sichtbar
wahrnehmbar sind.

Wenden wir uns abschlieffend noch einer weiteren Definition zu. Fiir Knoten
ergeben sich zusétzliche Klassifikationsmoglichkeiten, wenn sie eine Orientie-
rung erhalten.

Definition 1.6 (Orientierte Knoten und Verschlingungen)

Ein Knoten wird zu einem orientierten Knoten durch die Festlequng eines
Durchlaufsinns. Fine orientierte Verschlingung ist eine Verschlingung, die
aus orientierten Knoten besteht.

Bemerkung 1.7

Als inversen Knoten K~ bezeichnen wir den zu einem orientierten Knoten K
entgegengesetzt orientierten Knoten. Ein symmetrischer Knoten K? ist ein
Knoten, der zu seinem inversen Knoten K~ dquivalent ist. Ein Knoten heifit
amphichiral, wenn er zu seinem Spiegelbild K> (beziiglich einer beliebigen
Ebene des R?) isotop ist.

Betrachten wir zwei Knoten unter den Gesichtspunkten der bisherigen Defi-
nitionen und Bemerkungen, dann dréngen sich folgende Fragen auf: Sind die
beiden Knoten gleich? Wann sind zwei Knoten gleich? Wann ist ein Knoten
ein Unknoten?

Die Frage nach der ,,Gleichheit“ zweier Knoten, also die Frage, ob und wann
zwei Knoten dquivalent sind, sowie die daraus abgeleitete Frage, ob und wann
ein Knoten zum trivialen Knoten équivalent ist, sind zentrale Fragen der Kno-
tentheorie. Mit diesen Fragen werden wir uns im Laufe dieser Arbeit ndher
beschéftigen. Zunéchst werden wir jedoch versuchen, die Handhabung von
Knoten zu erleichtern, ohne dass die fiir diese Fragen relevanten Informatio-
nen verloren gehen. Zu diesem Zweck fithren wir Knotenprojektionen und
Knotendiagramme ein.

2.2 Knotenprojektionen und deren Aquivalenz
2.2.1 Knotenprojektionen und Knotendiagramme

Um eine bequeme Handhabung von Knoten und Verschlingungen zu ermo-
glichen, projizieren wir diese in geeigneter Weise in eine Ebene. Auch hier
geben wir zunéchst eine intuitive Vorstellung der Knotenprojektion, bevor
wir sie definieren und einige wichtige Eigenschaften beweisen.
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Eine Knotenprojektion ist vergleichbar mit einem Schatten, den ein geschickt
beleuchteter Knoten auf eine Wand wirft.

Abb. 5: Projektion eines Kleeblattknotens

Falls der Knoten nicht trivial ist, ldsst es sich nicht vermeiden, dass sich
Kreuzungen bilden. Dies geschieht dadurch, dass zwei Punkte, die auf ver-
schiedenen Strecken des Knotens liegen, auf denselben Punkt an der Wand
projiziert werden. Da fiir uns wichtig ist, welche der beiden Strecken an einer
Kreuzung oben und welche unten liegt, miissen die Kreuzungen entsprechend
markiert werden.

Aus dsthetischen und vor allem aus praktischen Griinden nicht wiinschenswert
sind Projektionen, bei denen ein Eckpunkt und ein anderer Punkt des Kno-
tens oder mehr als zwei Punkte des Knotens auf denselben Punkt an der
Wand projiziert werden. Durch diese Projektionen wird die Kennzeichnung
der Lagebeziehung der beteiligten Strecken und Eckpunkte wesentlich er-

schwert.

Abb. 6: Beispiele fiir nicht erwiinschte Projektionsrichtungen

Definition 2.1 (regulidre Projektion)
Wir nennen eine Parallelprojektion eines polygonalen Knotens regular, wenn
sie folgende Bedingungen erfillt:

(a) Es werden hichstens zwei Strecken des Knotens auf denselben Punkt in
der Ebene projiziert. Diesen Punkt nennen wir Doppelpunkt.

(b) Ein Doppelpunkt der Projektion entspricht nicht der Projektion eines
Eckpunktes des Knotens.

Projektionen, die diese Bedingungen nicht erfiillen, nennen wir singulér.
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Satz 2.2 ([Rei48], S. 5)
FEine reguldre Projektion besitzt nur endlich viele Doppelpunkte.

Beweis Wir nehmen an, dass eine regulére Projektion unendlich viele Dop-
pelpunkte besitzt. Dann miissen die Projektionen zweier Strecken des Kno-
tenpolygons eine Strecke von Doppelpunkten gemeinsam haben. Die Stre-
cke wird dann von Doppelpunkten berandet, denen Eckpunkte des Polygons
entsprechen. Dies steht aber im Widerspruch zur Definition der reguléren
Projektion. 0

Satz 2.3 (Existenz regulirer Projektionen, vgl. z.B. [Kaw96], S. 7f.)
Fiir jeden polygonalen Knoten K gibt es eine requlire Projektionsrichtung.

Beweis Jede Projektionsrichtung ist bestimmt durch eine Gerade, die durch
den Ursprung des R?® geht und orthogonal zur Projektionsebene ist. Der
Raum der Ursprungsgeraden im R? ist die projektive Ebene P?(R).

Wir betrachten die singuléren Projektionsrichtungen eines Knotens K. Sei
G die Menge der Geraden die durch den Ursprung des R? gehen und sin-
guldre Projektionsrichtungen festlegen. Es geniigt zu zeigen, dass G nirgends
in P?(R) dicht liegt. Dies beweisen wir, indem wir zeigen, dass G eine eindi-
mensionale Untermenge des P?(R) ist.

Sei G; die Menge der Geraden, die durch den Ursprung des R? verlaufen und
parallel zu den Geraden liegen, die eine Ecke und eine Kante von K schnei-
den. Sei Gy die Menge der Geraden, die durch den Ursprung des R? verlaufen
und parallel zu den Geraden liegen, die K in mehr als zwei Punkten schnei-
den. Dann ist die Menge aller singuldren Projektionsrichtungen G C G;UG,.
Eine Projektion von K hat genau dann Doppelpunkte, die der Projektion ei-
nes Eckpunktes von K entsprechen, wenn die Projektionsrichtung von einer
Geraden der Menge (G festgelegt wird. Da K nach Definition 1.1 aus endlich
vielen Ecken und endlich vielen Strecken zusammengesetzt ist, besteht G,
aus endlich vielen Geraden des P?(R).

In einer Projektion von K werden genau dann mehr als zwei Strecken auf
denselben Punkt projiziert, wenn die Projektionsrichtung von einer Gera-
den der Menge G festgelegt wird. Da die Geraden, die jeweils mindestens
drei Strecken von K schneiden, auf einem einschaligen Hyperboloiden lie-
gen, liegen ihre Parallelen, die durch den Ursprung des R? verlaufen, auf
einem Kegel zweiter Ordnung. Da K nach Definition 1.1 aus endlich vielen
Strecken zusammengesetzt ist, besteht GGy aus endlich vielen Kegelschnitten
zweiter Ordnung (vgl. [VY10], S. 299, 301).

Damit ist G; UG5 und folglich auch G eine eindimensionale Untermenge des
P?(R), die nirgends dicht in P?(R) liegt und die Behauptung bewiesen.
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Die Knotenprojektion ldsst sich weiter vereinfachen, ohne dass die fiir uns
relevanten Informationen verloren gehen. Hierzu fithren wir einige Bezeich-
nungen ein.

Definition 2.4 (Knotendiagramm)

Eine requldre Projektionskurve wird durch ihre Doppelpunkte Dy, ..., D, in
2n doppelpunktfreie Streckenziige s, ..., Sa, zerlegt, die die Projektionsebe-
ne in endlich viele Polygone G, ...,G, unterteilt. Als Knotendiagramm
bezeichnen wir die rdumlichen Beziehungen zwischen Dy, s, und G;. Dazu
gehort die Angabe der Doppelpunkte D;, die die Streckenziige s, beranden
zusammen mit den Gebieten Gy, die s; beriihren.

Diese Definition der Knotendiagramme geht auf REIDEMEISTER zuriick, der
sie als Schema einer Projektion bezeichnete. Ein herkémmliches Knoten-
diagramm unterscheidet sich optisch nicht von einer Knotenprojektion. Wir
miissen allerdings in einem Knotendiagramm, im Gegensatz zu einer Kno-
tenprojektion, nicht mehr beriicksichtigen, wo genau die Strecken und Kreu-
zungen liegen, solange die rdumlichen Beziehungen erhalten bleiben.

Es gibt noch weitere Informationen, von denen wir fordern, dass sie in ei-
ne Projektion bzw. in ein Knotendiagramm einflieen. Damit wir aus einer
Projektion bzw. einem Knotendiagramm ablesen kénnen, wie die sich in ei-
nem Doppelpunkt schneidenden Strecken zueinander liegen, werden wir die
Projektionen bzw. Knotendiagramme normieren.

Definition 2.5 (Normierung)

Wir legen fiir jede Projektionsrichtung ein Oben und ein Unten fest und be-
nennen die Punkte auf dem Knoten, die den Doppelpunkten D; der Projekti-
on entsprechen je nach Lage Uberkreuzung Ueb; und Unterkreuzung Un;. Die
Normierung der Projektion bzw. des Knotendiagramms erfolgt dadurch, dass
wir fiir jeden Doppelpunkt D; angeben, welche sich in D; kreuzenden Strecken
Un; bzw. Ueb; enthalten.

Folgerung 2.6

Es ist offensichtlich, dass zwei Knoten, die dieselbe normierte Projektion bzw.
dasselbe normierte Knotendiagramm besitzen, isotop sind.

Die Normierung geschieht durch Auslassungen in der Projektion bzw. im
Knotendiagramm, wie es in den Abb. 9 bis Abb. 13 zu sehen ist. In Beispiel
2.7 sehen wir Diagramme wichtiger Knoten und Verschlingungen.
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Beispiel 2.7

O OO0

Abb. 8: Triviale Verschlingung mit
zwei Komponenten

& AD

Abb. 9: Rechts- und linkshéndiger Kleeblattknoten

()

Abb. 10: Hopf-Verschlingung  Apb. 11: Whitehead-Verschlingung

Abb. 7: Trivialer Knoten

o5

Abb. 12: Achterknoten Abb. 13: Borromadische Ringe
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Allerdings wissen wir noch nicht, ob und wenn ja welche der in den Diagram-
men dargestellten Knoten zueinander dquivalent sind.

Abb. 14: Zwei Projektionen des Unknotens

Dazu miissen wir herausfinden, ob sie sich durch Knotendeformationen in-
einander iiberfithren lassen oder nicht. Damit wir im weiteren Verlauf der
Arbeit mit Knotendiagrammen arbeiten konnen, miissen wir zundchst wis-
sen, wie sich Knotendeformationen auf die normierten Projektionen und die
zugehorigen Knotendiagramme auswirken.

2.2.2 Reidemeister-Bewegungen

Wir wollen untersuchen, wie sich eine Knotenprojektion und das zugehérige
Knotendiagramm bei einer Deformationen des Knotens verhalten. Zunéchst
werden wir sehen, dass die Knotendeformationen A und A’ in den normierten
Projektionen Abdnderungen bewirken, die - unter Beriicksichtigung der in
den Projektionen auftretenden Doppelpunkte - diesen Knotendeformationen
dghnlich sind und das Knotendiagramm der Projektion unverdndert lassen.

Definition 2.8 (ebene Deformationen A.w.1 und A.w.2)

1. Da die Projektionskurve, wie der Knoten oder die Verschlingung selbst,
ein, wenn auch nicht unbedingt doppelpunktfreies, Polygon ist, kann sie
bei den Knotendeformationen A und A’ ebenfalls den Prozessen A und
A" unterworfen werden. Diese Prozesse nennen wir A.w.1. und A'.w.1.

Abb. 15: A.xr.1. und A'.7.1. Abb. 16: A.7.2. und A’.7.2.
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2. Das bei den Deformationen A und A" auftretende Dreieck ABC kann
als Projektion ein Dreieck A’B'C’ besitzen, das von den tibrigen Stre-
cken der Projektionskurve genau in zwei Punkten Dy und Dy geschnit-
ten wird, wobei Dy € A'C" und Dy,Dy ¢ {A',B',C"}, und im Inne-
ren keine Doppelpunkte enthdlt. Diese Prozesse nennen wir A.w.2 und
A2,

Wenn wir im weiteren Verlauf der Arbeit mit Knotendiagrammen arbeiten,
konnen wir die ebenen Deformationen vernachléssigen.

Knotendeformationen A und A’ kénnen in normierten Projektionen aber
auch Operationen hervorrufen, die das zugehorige Knotendiagramm abéandern.

Definition 2.9 (Reidemeister-Bewegungen €2, 22 und Q3)

1. Die Knotendeformationen A bzw. A’ verdndern die Knotenprojektion
so, dass ein Teilstreckenzug, dessen Projektion doppelpunktfrei war, in
eine Schleife abgedndert wird. Die dadurch entstehenden Unter- und
Uberkreuzungen sind benachbart. Diesen Prozess bezeichnen wir mit
Qy, die inverse Operationen mit €)).

T

NT

Abb. 17: Reidemeister-Bewegung (2,

2. Die Knotendeformationen A bzw. A" verdndern die Knotenprojektion
so, dass zwei Teilstreckenziige des Knotens, deren Projektionen kei-
ne gemeinsamen Punkte hatten, iibereinander geschoben werden. Dabet
entstehen entweder zwei benachbarte Uber- oder Unterkreuzungen. Die-
sen Prozess bezeichnen wir mit Qq, die inverse Operationen mit €Y.

==

Abb. 18: Reidemeister-Bewegung €2,

3. Zwei Teilstreckenziige sy, s9,s3 des Knotens liefern in der Projektion
drer Doppelpunkte, die paarweise benachbart sind, wobei s; sowohl sy
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als auch s3 und sy den Teilstreckenzug ss tiber- bzw. unterkreuzen. Die
Knotendeformationen A bzw. A" verdndern die Knotenprojektion so,
dass s1 tber bzw. unter die Unter- und Uberkreuzungen von Sy und Ss3
hinweg- bzw. hindurchgeschoben wird. Diesen Prozess bezeichnen wir
mit 3, die inverse Operationen mit (5.

Abb. 19: Reidemeister-Bewegung €25

Satz 2.10 (Reidemeister-Theorem, vgl. z.B. [Pra97], S. 11f.)

Zwei Knoten konnen genau dann durch Knotendeformationen A und A in-
einander tbergefihrt werden, sind also genau dann dquivalent, wenn ihre
Knotenprojektionen durch wiederholte Anwendung der ebenen Deformatio-
nen A.m.l und A.m.2 und den Reidemeister-Bewegungen 1, Q3 und €3,
sowie deren Inversen ineinander tbergefiihrt werden konnen.

Beweis Aus den Definitionen 2.8 und 2.9 der ebenen Deformationen und
Reidemeister-Bewegungen folt, dass Knoten, deren Knotenprojektionen durch
A1, Ar.2 und Qq, Q3, 23, sowie deren Inversen ineinander iibergefiihrt
werden konnen, dquivalent zueinander sind. Fiir den Umkehrschluss geniigt
es zu zeigen, dass die Knotenprojektionen von zwei im R? diquivalente Knoten
K, und K5, die sich durch eine beliebige Knotendeformation A voneinander
unterscheiden, dquivalent sind.

Wir betrachten 0.B.d.A die Strecke AC' € K, die in die Strecken ABUBC €
K5 deformiert wird. Wir untersuchen die regulér projizierte Deformation von
A'C"in A’B"U B'C".

Zunichst setzen wir voraus, dass die Strecke E'A’, die im Punkt A’ endet
und die Strecke C"F”, die im Punkt C’ beginnt nicht das Innere des Dreiecks
A'B'C" schneiden. Wenn dies doch der Fall ist und z.B. die Strecke E’A’ das
Inneres des Dreiecks A’ B’C" schneidet, dann konnen wir in der Nahe von A’
cinen Punkt A” € A’B’ wihlen und eine Q;-Bewegung so durchfiihren, wie
in Abb. 20 gezeigt. Es entsteht ein neues Dreieck A” B’C’, in der die Strecke
A’A” das Dreieck nicht schneidet.
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Abb. 20: Beseitigung einer an der Ecke eintretenden Kante im Dreieck
A'B'C’

Das Innere des betrachteten Dreiecks A’ B’C” kann also nur auf zwei mogliche
Arten von der Projektionskurve geschnitten werden. Zum einen kénnen die
schneidenden Strecken das Dreieck A’ B'C” {iberkreuzen, zum anderen unter-
kreuzen. Wir unterteilen A’B’C” in Teildreiecke, die ebenfalls entweder von
den Strecken der Projektionskurve iiberkreuzt oder unterkreuzt werden. Die
Strecken der Projektionskurve, die A’B’C” schneiden, werden dabei von den
Seiten der Teildreiecke transversal geschnitten. Wir wéihlen die Teildreiecke
hinreichend klein, so dass sich vier mogliche Typen I, ..., IV von Teildreie-
cken ergeben:

Dreiecke vom Typ I sind Dreiecke, die nur einen Doppelpunkt und dessen
Zweige enthalten, welche das Dreieck aber nur in zwei Seiten schneiden. Drei-
ecke vom Typ II enthalten nur einen Eckpunkt und Teile der beiden Strecken,
die von diesem Eckpunkt ausgehen. Dreiecke vom Typ III sind Dreiecke, die
nur ein Teilstiick einer Strecke enthalten und Dreiecke vom Typ IV enthalten
keinen Teil der Knotenprojektion.

A X )

) SO ~ d
/\ ¢/\~ \\~ \
7 N \ T~

Abb. 21: Beispiele fiir Dreiecke vom Typ I

\ \ /
\
) >4 A v
] 7 N

Abb. 23: Beispiele fiir Dreiecke vom Typ III
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Die Konstruktion dieser Dreiecke ist moglich, indem wir zunéchst sich paar-
weise nicht schneidende Dreiecke vom Typ I und IT um die Eck- und Doppel-
punkte im Inneren des Dreiecks A’B’C”’ legen und dann die Zwischenrdume
in Teildreiecke vom Typ III und IV unterteilen. Nun fithren wir statt der
urspriinglichen Deformation von A’C” in A’B’ U B'C" Teildeformationen ent-
lang der Teildreiecke durch, wobei wir bei A’C” beginnen und bei A’B’UB'C"
enden. Es ist leicht zu sehen, dass eine Bewegung durch ein Dreieck vom Typ
I einer Q3- , Dreiecke vom Typ II und Typ III einer Qq- bzw. - oder einer
A.7.2- und Dreiecke vom Typ IV einer A.7.1- Bewegung entspricht. Da diese
Prozesse umkehrbar sind, folgt die Behauptung. O

Folgerung 2.11

Aus dem Reidemeister-Theorem folgt, dass zwei Knoten genau dann dqui-
valent sind, wenn ihre Knotendiagramme durch wiederholte Anwendung von
Reidemeister- Bewegungen )1, Q3 und €3, sowie deren Inversen ineinander
tibergefiihrt werden konnen.

Das Reidemeister-Theorem ermdglicht es uns, die Frage nach der Knoten-
dquivalenz auf die Frage nach der Aquivalenz von Knotendiagrammen zu re-
duzieren, da Beweise, die wir in Diagrammen fiihren, auch fiir Knoten gelten.
In der Theorie sind zwei Knoten, deren Knotendiagramme sich nicht durch
Reidemeister-Bewegungen ineinander iiberfithren lassen, nicht dquivalent. Die
praktische Anwendung des Reidemeister-Theorems ist jedoch schwierig. Wenn
es uns nicht gelingt zwei Diagramme durch Reidemeister-Bewegungen in-
einander iiberzufiihren, bedeutet das nicht, dass nicht doch eine Folge von
Reidemeister-Bewegungen existiert, die dies ermoglicht. Da es unendlich vie-
le Kombinationsméoglichkeiten von Reidemeister-Bewegungen gibt, existiert
keine Moglichkeit, nur unter Anwendung von Reidemeister-Bewegungen zu
beweisen, dass zwei Knoten nicht dquivalent sind. So finden wir offensicht-
lich keine Folge von Reidemeister-Bewegungen, die zwei beliebig ausgewéhlte
Knoten und Verschlingungen aus Beispiel 2.7 ineinander {iberfiihrt. Damit ist
jedoch nicht beweisen, dass keiner der abgebildeten Knoten und Verschlin-
gungen zu einem der anderen Knoten oder einer der anderen Verschlingungen
dquivalent ist. Bisher haben wir noch nicht bewiesen, dass aufler dem Unk-
noten iiberhaupt weitere Knoten oder Verschlingungen existieren. Es gibt
allerdings Moglichkeiten, Knoten voneinander zu unterscheiden, bei denen
das Reidemeister-Theorem eine wichtige Rolle spielt. Es handelt sich dabei
um sogenannte Knoteninvarianten, mit denen wir uns in den folgenden Ka-
piteln beschéftigen werden.
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2.3 Knoteninvarianten

Eigenschaften eines Knotens, die bei der Abédnderung des Knotens durch
A und A’ erhalten bleiben, nennen wir Knoteneigenschaften oder Knoten-
invarianten. Ubertragen auf das Diagramm eines Knotens sind Knotenin-
varianten Eigenschaften, die bei Abénderung des Knotendiagramms durch
Reidemeister-Bewegungen erhalten bleiben. Stimmt die Invariante eines Kno-
tens nicht mir der Invariante eines weiteren Knotens iiberein, dann sind die
beiden Knoten nicht dquivalent. Umgekehrt kénnen wir allerdings nicht da-
von ausgehen, dass Knoten, die dieselbe Invariante besitzen, isotop sind. Im
Folgenden geben wir einen Uberblick iiber einige Knoteninvarianten.

2.3.1 Anzahl der Komponenten

Die einfachste Invariante einer Verschlingung ist die Anzahl der Komponen-
ten. Wenn wir zwei Verschlingungen vergleichen wollen, zéhlen wir jeweils
die Komponenten. Sind die beiden Zahlen nicht identisch, dann sind die Ver-
schlingungen offensichtlich nicht dquivalent.

Damit sind in Beispiel 2.7 die triviale Verschlingung mit zwei Komponenten,
die Hopf-Verschlingung und die Whitehead-Verschlingung nicht dquivalent
zu den {iibrigen einkomponentigen Knoten und den Borroméischen Ringen,
die mit ihren drei Komponenten wiederum zu keiner der gezeigten Verschlin-
gungen aquivalent sein konnen. Die Anzahl der Komponenten kann keine
Verschlingungen voneinander unterscheiden, die die gleichen Anzahl an Kom-
ponenten besitzen, aber nicht dquivalent sind. Um Verschlingungen mit der
gleichen Anzahl an Komponenten zu unterscheiden, miissen wir uns einer
anderen Verschlingungsinvarianten bedienen.

2.3.2 Verschlingungszahl

Die Verschlingungszahl gibt an, wie stark zwei Komponenten miteinander
verschlungen sind.

Definition 3.1 (Verschlingungszahl)

Betrachten wir das Verschlingungsdiagramm einer orientierten Verschlin-
gung mit zwer Komponenten M und N, dann sehen wir, dass es eine gerade
Anzahl von Doppelpunkten geben muss, die sowohl aus einem Punkt von M
als auch aus einem Punt von N bestehen (vgl. z.B. Abb. 25). Jedem dieser
Doppelpunkte kann eine Uberkreuzungsart und -zahl wie in Abb. 24 zugeord-
net werden.
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Abb. 24: Uberkreuzungsarten und -zahlen

Wir bilden die Summe der ermittelten Uberkreuzungszahlen +1 und -1 fir
alle Doppelpunkte von M und N, die sowohl aus einem Punkt von M als auch
aus eimem Punt von N bestehen und teilen diese durch 2. Das Ergebnis ist
die Verschlingungszahl.

Satz 3.2
Die Verschlingungszahl ist eine Verschlingungsinvariante.

Beweis Wir miissen zeigen, dass die Verschlingungszahl unter den Reide-
meister-Bewegungen invariant ist.

Durch € bzw. Q] kann ein Doppelpunkt in einer der Komponenten erzeugt
bzw. eliminiert werden. Dies hat jedoch auf die Anzahl der Doppelpunkte,
die aus beiden Komponenten bestehen, keine Auswirkung und veréndert so-
mit die Verschlingungszahl nicht.

Fiithren wir eine 2o-Bewegung auf zwei Polygonziigen der Verschlingung durch,
die zu zwei verschiedenen Komponenten gehéren, dann haben die beiden
neu entstandenen Doppelpunkte die Uberkreuzungszahlen +1 und —1. Ent-
sprechend eliminiert eine Q)-Bewegung zwei Doppelpunkte mit den Uber-
kreuzungszahlen +1 und —1. In beiden Fillen ergibt sich aus den Uber-
kreuzungszahlen die Summe 0 und die Verschlingungszahl &ndert sich nicht.
Die Prozesse €23 und €25 haben ebenfalls keine Auswirkungen auf die Ver-
schlingungszahl. Sind die Orientierung der drei Polygonziige festgelegt und
die Uberkreuzungszahlen +1 und —1 den drei Kreuzungen zugeordnet, éndert
sich durch eine Q3- bzw. (2;-Bewegung die Uberkreuzungszahl einer Kreuzung
nicht, die Werte der beiden anderen Uberkreuzungszahlen werden miteinan-
der vertauscht.

Abb. 25: Verschiedene Uberkreuzungszahlen der Hopf-Verschlingung
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Die Verschlingungszahl der trivialen Verschlingung mit zwei Komponenten
ist 0. Die Verschlingungszahl der Hopf-Verschlingung ist, je nachdem wie die
Orientierung auf den beiden Komponenten gewahlt wurde +1 oder -1 (vgl.
Abb. 25). Damit sind die triviale Verschlingung und die Hopf-Verschlingung
nicht dquivalent.

Bemerkung 3.3
Es geniigt, den Absolutwert der Verschlingungszahl anzugeben, da dieser
unabhéngig von der gewédhlten Orientierung ist.

Die Whitehead-Verschlingung hingegen besitzt dieselbe Verschlingungszahl
wie die triviale Verschlingung mit zwei Komponenten.

Abb. 26: Uberkreuzungszahlen der Whitehead-Verschlingung

2.3.3 Dreifarbigkeit

Bisher haben wir nur Verschlingungsinvarianten betrachtet, die iiber Ver-
schlingungen mit einer Komponente, also iiber die eigentlichen Knoten, nichts
aussagen. Wir haben vor allem noch nicht bewiesen, dass auler dem Unkno-
ten iiberhaupt noch weitere Verschlingungen mit einer Komponente existie-
ren. Um dies zu beweisen bedienen wir uns der Dreifarbigkeit von Knoten.

Definition 3.4 (Dreifarbigkeit)

Einen offenen Polygonzug in einem normierten Knotendiagramm, der eine
Kreuzung mit einer anderen verbindet und dabei andere Abschnitte des Kno-
tens nur oberhalb kreuzt, bezeichnen wir als Strang. Wir nennen ein Knoten-
diagramm dreifarbig, wenn jeder seiner Strdange mit einer von drei Farben so
gefirbt werden kann, dass an jeder Kreuzung die sich dort treffenden Strdinge
entweder die gleiche Farbe besitzen, oder drei verschiedene Farben aufweisen.
Zusdtzlich miissen fiir die Farbung des Knotens mindestens zwei der drei
Farben Verwendung gefunden haben.
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Satz 3.5
Die Dreifarbigkeit ist eine Knoteninvariante.

Beweis Wir miissen zeigen, dass die Dreifarbigkeit unter den Reidemeister-
Bewegungen invariant ist.

Eine Q;-Bewegung fiigt in einen einfarbigen Strang eine zusétzliche Kreu-
zung ein, die ebenfalls einfarbig ist. Durch eine 2}-Bewegung konnen wieder-
um nur Kreuzungen eliminiert werden, die einfarbig sind. Damit bleibt die
Dreifarbigkeit des Knotens unveréndert.

Abb. 27: Einfarbige Reidemeister-Bewegungen €2; und 2]

Fiihren wir eine €y bzw. Q)-Bewegung durch, dann gibt es zwei Moglichkei-
ten. Im ersten Fall betrachten wir zwei Stréange derselben Farbe. Dann miissen
wir dem durch die {2,-Bewegung neu entstandenen Strang dieselbe Farbe ge-
ben und die Dreifarbigkeit bleibt erhalten. Bei der dazu inversen Q,-Bewegung
bleibt die Gleichfarbigkeit der beiden Strange ebenfalls erhalten. Im zweiten
Fall betrachteten wir zwei unterschiedlich gefarbte Stréange. Dann miissen die
durch die y-Bewegung entstandenen Kreuzungen so markiert werden, dass
dort drei Farben aufeinander treffen. Werden durch eine )-Bewegung zwei
mehrfarbige Kreuzungen eliminiert, so miissen die daraus neu entstandenen
Stréange immer mit mindestens zwei Farben eingefarbt werden. Damit bleibt
die Dreifarbigkeit des Knotens unberiihrt.

Abb. 28: Einfarbige und mehrfarbige Reidemeister-Bewegung 2 und €2,

Bei einer Q3 bzw. Q4-Bewegung gibt es drei mogliche Ausgangssituationen.
Entweder sind die drei betrachteten Strecken gleichfarbig und bilden damit
einfarbige Kreuzungen, oder die betrachteten Strecken bilden zwei mehrfar-
bige und eine einfarbige Kreuzung, oder sie bilden drei mehrfarbige Kreu-
zungen. Im ersten Fall wird durch eine Q3 bzw. 25-Bewegung keine weitere
Farbe hinzugefiigt, die Dreifarbigkeit des betrachteten Knotens bleibt also
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unverdndert. Im zweiten und dritten Fall bleiben oder werden bei einer €25
bzw. -Bewegung immer mindestens zwei Kreuzungen mehrfarbig. Damit
bleibt die Dreifarbigkeit eines Knotens durch 23 bzw. Q}-Bewegungen unbe-
einflusst.

Abb. 29: Einfarbige und mehrfarbige Reidemeister-Bewegung 23 und 2}

Folgerung 3.6

Es ist leicht zu sehen, dass der Unknoten nicht dreifarbig ist. Damit sind alle
dreifarbigen Knoten, sofern ein dreifarbiger Knoten existiert, nicht dquivalent
zum Unknoten und damit nicht trivial. Auflerdem kann ein beliebiger drei-
farbiger Knoten zu einem beliebigen nicht dreifarbigen Knoten nicht isotop
sein.

Die Dreifarbigkeit nutzen wir nun, um zu zeigen, dass neben dem Unknoten
noch mindestens ein weiterer Knoten existiert.

Satz 3.7
Der Kleeblattknoten ist nicht dquivalent zum Unknoten

Beweis Wir konnen ein Diagramm des Kleeblattknotens nach den Regeln
aus Definition 2.3.3 wie in Abb. 30 mit drei Farben einfirben.

Abb. 30: Dreifarbiger Kleeblattknoten

Damit ist der Kleeblattknoten dreifarbig und es folgt die Behauptung. O
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Mit Hilfe der Dreifarbigkeit ldsst sich auch beweisen, dass die Whitehead-
Verschlingung im Gegensatz zur dreifarbigen trivialen Verschlingung mit zwei
Komponenten nicht dreifarbig und damit nicht trivial ist.

D~
QDR

Abb. 31: Nicht dreifarbige Whitehead-Verschlingung

Allerdings kann man mit Hilfe der Dreifarbigkeit nicht beweisen, dass es mehr
als zwei Knoten gibt. Insbesondere die Antwort auf die Frage, ob der nicht
dreifarbige Achterknoten nicht trivial ist, bleibt zunéchst offen.

2.3.4 Entknotungszahl

Eine weitere wichtige Knoteninvariante, zumindest fiir die weitere Knoten-
theorie, ist die Entknotungszahl. Der Grund hierfiir wird spéter noch ersicht-
licher. Im Folgenden werden wir zunéchst iiberpriifen, ob die Entknotungs-
zahl als Knoteninvariante von praktischem Nutzen ist.

Definition 3.8

FEine Knoten hat die Entknotungszahl n, wenn es ein Diagramm des Knotens
gibt, das durch die Anderung von n Uberkreuzungen in Unterkreuzungen zu
einem Diagramm des trivialen Knotens wird und wenn es kein anderes Kno-
tendiagramm gibt, bei dem weniger als n Anderungen zu einem Diagramm
des Unknotens fiihren.

Satz 3.9

FEine Verschlingungsdiagramm einer beliebigen Verschlingung mit n Kompo-
nenten kann durch endlich viele Anderungen von Uberkreuzungen in Unter-
kreuzungen in ein Diagramm der trivialen Verschlingung mit n Komponenten
umgewandelt werden.

Beweis Gegeben sei ein Verschlingungsdiagramm V" einer Verschlingung
mit n Komponenten. Wir geben den Komponenten eine beliebige Orientie-
rung. Dann fithren wir auf V" folgenden Algorithmus durch:
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Wir wahlen auf einer Komponente k£ von V™ einen beliebigen Startpunkt S,
der keinem Doppelpunkt entspricht und bewegen uns in Richtung Orientie-
rung. Beim Erreichen eines Doppelpunktes ergeben sich folgende Moglich-
keiten:

(a) Wir erreichen den Doppelpunkt zum ersten Mal und es handelt sich
um eine Unterkreuzung. Dann &ndern wir die Unterkreuzung in eine
Uberkreuzung.

(b) Wir erreichen den Doppelpunkt zum ersten Mal und es handelt sich um
eine Uberkreuzung. Dann &ndern wir nichts.

(¢) Wir erreichen den Doppelpunkt zum zweiten Mal. Dann handelt es sich
um eine Unterkreuzung und wir &ndern nichts.

So verfahren wir mit allen Komponenten k von V™.

Wir miissen nun zeigen, dass durch den dargestellten Algorithmus das Ver-
schlingungsdiagramm V"™ in ein Diagramm U, des trivialen Verschlingung
umgewandelt wurde.

Es ist leicht zu erkennen, dass mit dem beschriebenen Algorithmus die Ver-
schlingungsprojektion V™ in ein Diagramm von disjunkten Knoten umge-
wandelt wird, wobei die Komponenten nach Reihenfolge ihrer Bearbeitung
von oben nach unten iibereinander liegen. Es geniigt deshalb 0.B.d.A, eine
beliebige Komponente Uy, k € 1,...,n von U™ zu betrachten und zu zeigen,
dass es sich bei U, um ein Knotendiagramm des Unknotens handelt.

Wir wahlen den gleichen Startpunkt Sy auf U;, den wir bereits fiir den be-
schriebenen Algorithmus gewéhlt haben und bewegen uns entlang der Ori-
entierung so lange wir Uberkreuzungen Ueby, ..., Ueby der Doppelpunkte
D+, ...,Dy durchlaufen. Mit Ueby bezeichnen wir die letzte Uberkreuzung
die wir durchlaufen, bevor wir die erste Unterkreuzung Uny passieren. Beim
Passieren von Uny ergeben sich folgende Moglichkeiten:

(a) (X=N) Bei dem Doppelpunkt Dx handelt es sich um den Doppelpunkt
Dy, dessen Uberfithrung Ueby die letzte Uberfithrung war, die wir pas-
siert haben. Dann l&sst sich die Kreuzung durch eine §2;-Bewegung eli-
minieren.

— | 11 Yoae - | 11
I I 11

!

Abb. 32: Eliminierung der Kreuzung Dy im Fall X = N
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(b) (X#N) Wir erreichen einen Doppelpunkt Dy, den wir nicht als letztes
passiert haben. Da es sich um eine Unterkreuzung handelt, haben wir den
Doppelpunkt bereits einmal passiert. Somit hat X einen festen Wert aus
der Menge {1,..., N — 1}. Wir konnen iiber die Unterkreuzungen Un,,
i€ {X+1,...,N} der Doppelpunkte Dx.1, ..., Dy, die zwischen dem
ersten und zweiten Durchlaufen des Doppelpunktes Dx passiert wurden,
folgende Aussagen treffen:

(i) Das bisher durchlaufene Teilstiick UebxUny von U}, kann nur von
den Unterkreuzungen Un; unterkreuzt werden, und zwar nur in den
Doppelpunkten Dx .4, ..., Dy.

(ii) Die Unterkreuzungen Un; konnen das bisher durchlaufene Teilstiick
UebxUnx von Uj, nicht tiberkreuzen, da die gerade erreichte Un-
terkreuzung Uny die erste Unterkreuzung im bisher durchlaufenen
Teilstiick von U, ist.

Daraus folgt, dass die Anzahl der Un;, i € {X +1,..., N} auf dem Teilstiick
UebxUny von U}, gerade ist und jeweils zwei der Unterkreuzungen Un; durch
eine Teilstiick von U}, das innerhalb des von UebxUnyx umschlossenen Gebie-
tes liegt miteinander verbunden sind. Nun koénnen im Teilstiick UebxUny von
U, die Doppelpunkte Dx 1, ..., Dy eliminiert werden, indem UebxUnx mit
Q- und €23-Bewegungen und deren Inversen iiber die Teilstiicke der Projekti-
on, die in dem von UebxUnyx umschlossenen Gebiet liegen, hinweg geschoben
und anschlieBend der Doppelpunkt Dy durch eine €2;-Bewegung eliminiert
wird.

Qy 0

>}
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Abb. 33: Eliminierung der Kreuzung Dy im Fall X # N

Auf diese Weise konnen wir jeden Doppelpunkt spétestens beim zweiten
Durchlauf unter Anwendung von Reidemeister-Bewegungen eliminieren und
erhalten ein kreuzungsfreies Diagramm des Unknotens. Es folgt die Behaup-
tung. O

Folgerung 3.10
Jeder Knoten hat eine endliche Entknotungszahl.
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Aufgrund von Satz 3.9 kénnen wir eine Aussage iiber die Komplexitit eines
Knotens treffen.

Definition 3.11 (Komplexitit, vgl. z.B. [HKWR86], S. 279)

Gegeben sei das Verschlingungsdiagramm einer Verschlingung V. Sei N die
Anzahl der Kreuzungen. Sei S die minimale Anzahl der Kreuzungen, die
gedndert werden miissen, um die triviale Verschlingung zu erhalten. Satz 3.9
beweist, dass diese Zahl endlich ist. Wir definieren die Komplexitdt eines
Verschlingungsdiagramms als das Paar (N,S).

Die Bestimmung der Entknotungszahl ist nicht einfach. So ldsst sich zum
Beispiel fiir den Knoten in Abb. 34 zeigen, dass er durch zwei Abénderungen
zum Unknoten wird.

Abb. 34: Knoten mit Entknotungszahl 2

Dies beweist aber nicht, dass der Knoten die Entknotungszahl 2 besitzt, son-
dern schlielt lediglich aus, dass der Knoten keine Entknotungszahl hat, die
grofler als 2 ist. Der Beweis, dass es keine Projektion fiir diesen Knoten gibt,
die durch eine einzige Anderung einer Kreuzung zum Unknoten wird, ist
schwierig.

Die Vermutung, dass die Entknotungszahl eines Knotens in einer Projektion
des Knotens zu finden ist, die eine minimale Anzahl an Doppelpunkten be-
sitzt, liegt nahe. Auch dies ist nicht immer der Fall (vgl. [Ada95], S. 73f.).
Der Aufwand zur Bestimmung der Entknotungszahl steht also in keinem
Verhiltnis zu ihrem Nutzen als Knoteninvariante, da hoéchstwahrscheinlich
viele nicht dquivalente Knoten mit identischer Entknotungszahl existieren.
Es gibt noch weitere Knoteninvarianten, wie z.B. die Briickenzahl oder die
Selbstschnittzahl (vgl. [Ada95], Abschnitt 3.2 und 3.3), die dhnlich schwer
zu bestimmen und von dhnlichem Nutzen sind. Diese werden aus den bereits
genannten Griinden hier nicht weiter behandelt.
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2.3.5 Knotenpolynome

Wir wenden uns nun den eigentlich bedeutendsten und aufschlussreichsten
Knoteninvarianten zu, den Knotenpolynomen. Dabei wird jedem Knoten ein
Polynom zugeordnet, dass sich aus den Knotenprojektionen errechnet, wobei
sich aus je zwei Knotendiagrammen dquivalenter Knoten dasselbe Polynom
errechnen ldsst. Die Knotenpolynome sind also wieder invariant unter den
Reidemeister-Bewegungen.

Das erste Knotenpolynom wurde 1928 von J.W. Alexander entdeckt und
trigt seitdem seinen Namen. Im Jahr 1969 gelang es John Conway, das
Alexander-Polynom mit Hilfe einer , skein-relation® darzustellen, die in die-
ser Arbeit als Entwirrungs-Relation bezeichnet wird. Es handelt sich dabei
um eine Gleichung, die die Polynome von Knotenprojektionen, die sich je-
weils nur in einer Kreuzung unterscheiden, zueinander in Beziehung setzt.
Mit Hilfe von Entwirrungs-Relationen lassen sich auch weitere Knotenpoly-
nome, wie das 1984 von Vaughan Jones entdeckte Jones-Polynome und das
darauf folgende, auch Jones-Polynom in zwei Variablen genannte, HOMFLY-
Polynom, berechnen. Diese Polynome werden als Entwirrungsinvarianten be-
zeichnet (vgl. [Ada95], S. 155f.).

Um eine Vorstellung von Knotenpolynomen zu bekommen, werden wir zu-
nédchst das Jones-Polynom mit Hilfe des von Louis Kauffman entwickelten
Kauffman-Klammer-Polynoms herleiten. Danach werden wir die Entwirrungs-
Relation und damit die Entwirrungsinvariante sowie die universelle Entwir-
rungsinvariante definieren. Schliellich werden wir die Existenz einer univer-
sellen Entwirrungsinvariante, dem HOMFLY-Polynom beweisen, indem wir
zunéchst die Zopfgruppen definieren und ihren Zusammenhang mit Knoten
und Verschlingungen aufzeigen. Anschliefend werden wir unter Verwendung
von Hecke-Algebren das HOMFLY-Polynom aus Zoépfen konstruieren.

2.4 Jones-Polynom als Kauffman-Klammer-Polynom

Das Jones-Polynom ist auf orientierte Verschlingungsdiagramme definiert.
Allerdings verédndert es sich fiir Knoten nicht, wenn man die Orientierung
umkehrt. Im Folgenden werden wir das Jones-Polynom nach dem Ansatz
von Kauffman herleiten.

Fiir das Kauffman-Klammer-Polynom beginnen wir zunéchst mit einem un-
orientierten Verschlingungsdiagramm V. Dann koénnen wir die Kreuzungen
wie in Abb. 35 markieren.
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N\

|
y

Abb. 35: Markierung A und B von Kreuzungen

Markierung A kennzeichnet das Gebiet, dass der {iberkreuzende Zweig durch-
lauft, wenn er entgegen dem Uhrzeigersinn mit dem unterkreuzenden Zweig
zur Deckung gebracht wird, wobei ein Winkel iiberstrichen wird, der klei-
ner als 180° ist. Markierung B kennzeichnet das entsprechende Gebiet, dass
durchlaufen wird, wenn der iiberkreuzende Zweig im Uhrzeigersinn mit dem
unterkreuzenden Zweig zur Deckung gebracht wird. Die Kreuzungen werden
entsprechend dieser Markierungen wie in Abb. 36 aufgelost.

)X X

Abb. 36: Nach Markierung A und B aufgeloste Kreuzungen

Definition 4.1

Eine Wahl von Markierungen fiir jede Kreuzung nennen wir einen Zustand Z
fir V. Seia(Z) die Anzahl der Markierungen vom Typ A und b(Z) die Anzahl
der Markierungen vom Typ B. Wenn wir alle Kreuzungen entsprechend der
Markierungen A und B aufidsen, erhalten wir eine bestimmte Anzahl von
Komponenten, die wir |Z| nennen. Mit My bezeichnen wir die Menge aller
moglichen Zustdnde Z fiir V.

Definition 4.2 (Klammerpolynom)
Wir definieren ein Polynom < V > mit den Variablen A, B und C und
ganzzahligen Koeffizienten durch

<V>= Y ADptaciZi-

ZeMy

Wenn V' keine Kreuzungen besitzt und n. Komponenten hat, dann sei

<V >=(Cr1,
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Satz 4.3 (Eigenschaften des Klammerpolynoms, vgl. z.B. [Liic97], S. 9)
1.) Sei O das Diagramm des Unknotens. Dann gilt

<0 >=1;

2.) Sei OUV die Vereinigung von V' mit einem mit V' nicht verschlungenen
Unknoten. Dann gilt

<OoUV>=C<V >, fallsV # @;

3.) Sei V' ein nicht orientiertes Verschlingungsdiagramm und D ein beliebi-
ger Doppelpunkt. Sei V4 bzw. Vg das Verschlingungsdiagramm, das man
aus V' durch Auflosung von D entsprechend Markierung A bzw. B erhdlt.
Dann gilt

<V>=A<Vy>+B<Vg>.

Beweis Aus der Definition von < V > ergibt sich
zu 1.)
<O0>=0"1=1

zu 2.) Wenn wir V' einen mit V' nicht verschlungenen Unknoten hinzufiigen,
dann wirkt sich das auf die Zusténde so aus, dass jeder Zustand genau
eine Komponente mehr besitzt. Es gilt

<ouvV>= > A2) gb(2) (x(1Z]-1)+1

ZeMy

=C Y AIBACET =0 <V >,

ZeEMy

zu 3.) Wir betrachten den Doppelpunkt D. Sei M4 bzw. Mp die Menge aller
Zustéande fiir die in D die Markierung A bzw. B gewéhlt wird. Dabei
gilt My = My U Mpg. Sei My, bzw. My, die Menge aller Zusténde
der Verschlingungsdiagramme V4 bzw. Vg. Dann gilt

<V >= Z AG(Z)Bb(Z)C‘Z‘_l

ZeMyz

= Y ADBDCIZE Y gel®) pUE) iz

ZeMy ZeMp

Auflésung vongA Z Aa(Z)Bb(Z)C‘Z‘il +B Z Aa(Z)Bb(Z)flc«\Zkl

ZeMzg, ZeMzy

=A< Vy>+B<Vg>.
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Satz 4.4 (vgl. z.B. [Liic97], S. 9)
Seien B = A"' und C = —A%2— A2, Dann ist das Polynom <V > invariant
unter den Reidemeister-Bewegungen 2o und 3.

Beweis Es geniigt 0.B.d.A zu iiberpriifen, ob unter den gegebenen Bedin-
gungen die Auflosung jeweils einer Kreuzung unter den €2;- und {25-Bewe-
gungen invariant ist. Deshalb konnen die folgenden Beweise mit einer so
genannten ”Diagrammrechnung” gefiihrt werden, indem die Gleichung 4.3.3
wie folgt abgekiirzt wird:

K> = A DG 4 B <X, -
Es ergibt sich fiir {2,

X = A <X> 4 B <X>
% ¥ %
= A(A<A> + B <o) + B(A <A> + B <A>)
— (ABC + A% + B?) <X> + AB <><>
—(AATY(A2 - A 4 A2 A7) <Ko p AL D
= O
und
% v N
K> =A<A> 4+ B <K
% ¥ N
= A(A<AX> + B <A>) 4+ B(A <> + B <A>)

= (ABC + A% + B?) <X> 4 AB
= <<,

Unter Verwendung dieses Ergebnisses ergibt sich fiir €23
N> = A<Y> 4+ B<YS 2 A<A> 4 BAs = <A
Bemerkung 4.5
Wir schreiben
<V >=3, AU AN (A2 - A=2)IZ1-1
Betrachten wir nun das Klammerpolynom < V' > unter der Reidemeister-
Bewegung €21, dann erhalten wir
7 A\
<> = A<O> + Al = A(—A? — A< + Al
= A3~
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und

N, Av4
<> = AR £ ATI<KO> = AR £ AT A - AT <A
= — AR

Damit ist das Polynom < V > nicht invariant unter der Reidemeister-
Bewegung €2;. Um die Invarianz unter €y zu erhalten, miissen wir die Glei-
chung mit Hilfe einer Verdrillungszahl korrigieren.

Definition 4.6 (Verdrillungszahl)

Gegeben sei eine Kreuzung in einem orientierten Verschlingungsdiagramm
V. Wenn der tiberkreuzende Zweig mit dem unterkreuzenden Zweig zur De-
ckung gebracht wird, indem er entgegen dem Uhrzeigersinn um einen Winkel
kleiner als 180° gedreht wird, dann wird diese Kreuzung positiv genannte,
falls die beiden Orientierungen der sich deckenden Zweige in dieselbe Rich-
tung zeigen. Ansonsten wird sie negativ genannt.

\ / \~
N\ /

positiv negativ

Abb. 37: Positive und negative Kreuzungen

Wir definieren die Verdrillungszahl w(V') als die Anzahl der positiven Kreu-
zungen minus die Anzahl der negativen Kreuzungen.

Definition 4.7
[Jones-Polynom!] Das Jones-Polynom einer orientierten Verschlingung L ist
gegeben als das Polynom

Xp(A) = (—A)W) <V >

wobet V' ein beliebiges orientiertes Verschlingungsdiagramm ist, dass die Ver-
schlingung L beschreibt.

'Bei dem hier definierten Polynom handelt es sich genau genommen nicht um das
Polynom, das Vaughan Jones 1984 veréffentlicht hat. Das urspriingliche Jones-Polynom
erhalten wir dadurch, dass wir die Variable A an jeder Stelle ihres Auftretens durch ta
ersetzen. Es handelt sich dabei lediglich um eine Veréanderung der Notation, die dazu fiihrt,
dass nicht mehr notwendigerweise ganzzahlige Exponenten auftauchen.
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Satz 4.8
Das Polynom X (A) ist invariant unter den drei Reidemeister-Bewegungen,
unabhdngig von der Wahl des orientierten Verschlingungsdiagramms V.

Beweis Durch eine €25-Bewegung erhcht bzw. verringert sich sowohl die An-
zahl der negativen als auch die Anzahl der positiven Kreuzungen um den
Wert 1, die Verdrillungszahl w(L) verédndert sich also nicht. Bei einer §23-
Bewegung &ndert sich die Anzahl der positiven und negativen Kreuzungen
nicht und damit bleibt auch w(L) gleich.
Damit und mit Satz 4.4 ist X (A) invariant unter diesen beiden Reidemeister-
Bewegungen. Es bleibt zu untersuchen, ob X (A) unter €, invariant ist.
Unabhéngig von der Orientierung gilt

w(d) = w(~v) +1
und

w(8) = w(~) — 1.

Damit erhalten wir

(_A>73w(b)<8> _ _AS(_A)f?)w(b) _ _AS(_A)73(w(v)+l)<v>
= _A3(_A)*3w(V)(_A)73<V> —_ (_A)73w(v)<v>

und

(_A)—3w(6)<\6> — _A—S(_A>—3w(6) _ _A_3(_A)_3(w(v)_1)<v>
= _A—3(_A)—3w('v‘)(_A)3<v> — (_A)—3w(v)<v>

Damit haben wir gezeigt, dass das Jones-Polynom eine Invariante der Aqui-
valenzklasse einer orientierten Verschlingung ist. 0

Aus Beispiel 4.9 ist ersichtlich, das wir mit Hilfe des Jones-Polynoms den
rechtshéndigen vom linkshindigen Kleeblattknoten (Abb. 9) unterscheiden
konnen. Damit sind diese beiden Knoten nicht dquivalent.

Beispiel 4.9
Sei T der rechtshindige Kleeblattknoten. Dann gilt nach Abb. 38

< T >=A3C+ 3A’B + 3AB?*C + B3C?
= A3(—A? — A7?) $ 3A%AT £ 3AAT(—AT — AT 4 AT3(— AT — A7)
= A - A+3A-3A—-3A3+ A+243 + AT
= A A4 AT
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Da w(T') = 3 gilt, ist
Xp(A) = (—A) 33 (=4 - AP ATy =A A2 A6

O/CQ)\

N
o \@o @/ hio)
05 65 & &% & &% & &3

Abb. 38: Zustédnde des rechtshindigen Kleeblattknotens

Sei T der linkshéndige Kleeblattknoten. Da T das Spiegelbild von T ist,
miissen fiir die Berechnung von < T > lediglich A und B vertauscht werden.
<T*>=B°C+3B*A+3BA*C + A*C?

= A3(—A? - AT?) $3ATTA L 3ATIA? (AT — A7) 4 A3 (- AT - AT

= A1 AP 4347 34 - 3AT AT 1247 + A7

= AP A3+ A"

Da w(T*) = —3 folgt
Xrx(A) = (A (=A% — A% + AT) = A" + A2 — A'S.

Das Jones-Polynom ermoglicht uns auch, den Achterknoten vom Unknoten
zu unterscheiden. Da der Achterknoten vier Kreuzungen hat, miissen wir
dazu allerdings

2
2422427 + 2% =30
Schritte durchfithren, um 16 Zusténde zu betrachten. Der Aufwand wird also
mit jeder zusétzlichen Kreuzung mehr als verdoppelt. Neben dem Zugang von
Kauffman gibt es noch andere Moglichkeiten, das Jones-Polynom zu berech-
nen, da es eine sogenannte Entwirrungs-Relation besitzt. Knotenpolynome,

die einer Entwirrungs-Relation geniigen, lassen sich wesentlich leichter be-
rechnen. Diese Knotenpolynome werden Entwirrungsinvarianten genannt.
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2.5 Entwirrungsinvarianten

Im diesem Kapitel werden wir zunéchst die Entwirrungsinvariante definieren
und anschlielend zeigen, dass das Jones-Polynom eine Entwirrungsinvarian-
te ist. Insbesondere werden wir jedoch die universelle Entwirrungsinvariante
definieren und eine mogliche universelle Entwirrungsinvariante in zwei Va-
riablen vorstellen.

2.5.1 Entwirrungsinvarianten

Definition 5.1 (Entwirrungs-Tripel und Entwirrungs-Relation)
Seien V., V_ und Vy orientierte Knoten, fiir die Verschlingungsdiagramme
existieren, die bis auf eine kleine Umgebung U identisch sind. In U unter-
scheiden sie sich wie in Abb. 39 gezeigt.

Vi V_ Vo

Abb. 39: Umgebungen U in V,, V_ und Vj

Wir nennen (V., V_, V) ein Entwirrungs-Tripel und sagen, Vi, V_ und Vj
stehen zueinander in Entwirrungs-Relation, falls (V. , V_, Vi) ein Entwirrungs-
Tripel ist.

Definition 5.2 (Entwirrungsinvariante)
Sei W die Menge aller Aquivalenzklassen von orientierten Verschlingungen.
Eine Entwirrungsinvariante ist eine Abbildung

v: W —R

in einen kommutativen, assoziativen Ring R mit Fins mit folgenden Eigen-
schaften:

(a) Es gibt Einheiten a., a_, ag € R*, so dass fir jedes Entwirrungs-Tripel
(Vo, V_, Vi) folgende Relation gilt:

ay - y(Vy) +a--y(Vo) +ao-v(Vo) = 0;

(b) Die Abbildung ~y ordnet dem trivialen Knoten den Wert 1 zu.
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Die Entwirrungs-Relation ermoglicht konkrete Berechnungen. Wir bezeich-
nen mit O" die triviale Verschlingung mit » Komponenten, mit H die Hopf-
Verschlingung auf der die Orientierung so gewéhlt ist, dass sie die Verschlin-
gungszahl +1 hat und mit T" das rechtshindige Kleeblatt egal welcher Orien-
tierung. Die Berechnungen der Entwirrungsinvarianten fiir O™ und H &ndern
sich nicht, wenn man auf allen Komponenten die Orientierung gleichzeitig
umkehrt.

Hilfssatz 5.3
Sei v eine Entwirrungsinvariante. Dann gilt:

(a) 4(0) = —a.a5" — a_ag";

(b) v(H) =a_ay" +ata?ag" — ailag;

(¢c) v(T) = —2a;'a_ — a?a® + a;?af;

(d) ¥(07) = (—ayag' —a_ag')" ™.

Beweis Die Entwirrungsinvarianten ergeben sich aus den Entwirrungs-Tripeln

in Abb. 40 bis 42.

zu (a)

Y(0?) =v(Vo) = (—aq - y(Vy) —a_ - y(V2))ag ' = —asag’ —a_ag?

0O OO OO

Abb. 40: Entwirrungs-Tripel mit zweikomponentiger trivialer Verschlingung
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zu (b)
Y(H) = 5(V3) = (=a—-4(V2)) — ag - 7(Vp)a}'
= —a_(—ayay" —a_ag)a;" — apa’
= a_cza1 + a;lazaal - a;lao
Vi V_ Vo
Abb. 41: Entwirrungs-Tripel mit Hopf-Verschlingung
zu (c)

YT)=~v(Vy) = (—a- -y(V2)) —ap - W(Vb)af

_ -1 1, —1.2 —1_ _—1_\ -1
= —a_a, —apla—ay +al aay, —al ap)a;
S S S —2 2
= —2a, a_ —a"a’ +a"ag

Vi V_ Vo

Abb. 42: Entwirrungs-Tripel mit rechtshindigem Kleeblattknoten

zu (d) Die Invariante v(O") ergibt sich per Induktion iiber r.
Da die Behauptung fiir den Induktionsanfang

0) = (~asay” —a-ay")' ' = 1und 4(0%) = —ayap" —a-qp"

gilt, nehmen wir als Induktionsvoraussetzung an, dass

107) = (-ayag" —a_ag') .

Dann folgt per Induktion iiber r
O™ = —aya5'(0") — a_ag™(O")
=(0")(—arag" —a_ay")
— (—aya" — 03"y (~asa" — a_a;?)

= (—ayay’ —a_ay")".
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CO O 0O O OO0 O

Abb. 43: Entwirrungs-Tripel mit trivialer Verschlingung mit r+1 Kompo-
nenten

Satz 5.4 (vgl. z.B. [Liic97], S. 32f.)
Sei W die Menge aller Aquivalenzklassen von orientierten Verschlingung. Sei

v: W— R
eine Entwirrungsinvariante. Dann gilt:

(a) Die Entwirrungsinvariante vy ist durch die Entwirrungs-Koeffizienten a,
a_ und ag vollstindig bestimmt;

(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Fir ~ gibt es Entwirrungs-Koeffizienten ay,a_,ag, die der Glei-
chung ay + a_ + ag = 0 gentigen;
(i) 7(0?) = 1;
10 V) =1 fiir alle orientierten Verschlingungen V;
(1i1) ~( gungen V;
(c¢) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Fiir v gibt es Entwirrungs-Koeffizienten a,,a_,ag, die der Glei-
chung a, + a_ — ag = 0 gentigen;
(iii) (V) = (=1)"V)* fiir alle orientierten Verschlingungen V', wobei

r(V') die Anzahl der Komponenten von V ist;

(d) Die Entwirrungs-Koeffizienten von v erfillen folgende Gleichungen.

(i) ay - (y(H) = (0%)) = ag - (v(O?)* = 1);
(ii) a- = —ay — ap-4(0%);
(e) Sei R nullteilerfrei. Dann ist v durch die Werte v(O*) und v(H) be-

stimmt. Die Werte legen auflerdem die Entwirrungs-Koeffizienten bis auf
gemeinsame Multiplikation mit einer Einheit eindeutig fest, vorausgesetzt

7(0%) # 1.
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Beweis

zu (a) Wir betrachten ein Entwirrungs-Tripel (V, V_, V§). Aus dem Dia-

zu (b)

gramm von V. erhalten wir ein Diagramm von V_, indem wir ei-
ne Unterkreuzung in eine Uberkreuzung #ndern. Eliminieren wir die
Kreuzung vollsténdig, erhalten wir ein Diagramm von V{, das somit
eine Kreuzung weniger besitzt.

Wir kénnen die Komplexitét (vgl. Definition 3.11) der Verschlingungs-
diagramme von V, V_ und V; und analog dazu die Komplexitéit von
V., V_ und V; wie folgt ordnen:

(N, )y, < (N, 8)y,, wenn N < N oder N =N'AS <5,

wobei V;, V; € {V,V_, W}

Wir sehen, dass wir fiir jedes gegebene V ein Entwirrungs-Tripel fin-
den konnen, das V enthélt und dessen andere Verschlingungen kleinere
Komplexitdat haben. Der Beweis der Behauptung erfolgt nun per In-
duktion iiber die Komplexitét.

Sei V =V, 0.B.d.A die Verschlingung mit der héchsten Komplexitét
in einem Entwirrungs-Tripel (V,, V_, ;). Da die Behauptung nach
Hilfssatz 5.3.(d) fiir die Verschlingungen O", die die niedrigste Kom-
plexitat besitzen, gilt, nehmen wir als Induktionsvoraussetzung an,
dass (V) und v(V_) durch die Entwirrungs-Koeffizienten a,,a_ und
ag vollsténdig bestimmt sind. Dann folgt per Induktion

(V) = —aita_y (V) — atagy (Vo)

und (V') ist ebenfalls durch die Entwirrungs-Koeffizienten ay,a_ und
ag vollstandig bestimmt sind.

Sei v(V') =1 fiir alle orientierten Verschlingungen V. Es gilt

ay -yVi)+a_ -v(Vo)+ag-vy(Wo) =ar-14+a_-14ag-1.
Mit Definition 5.2 folgt ay + a_ + a9 = 0.
(1) = (i1)
Seien a,,a_,ayp Entwirrungs-Koeffizienten fiir v, die der Gleichung
—ay = a_ + ap geniigen. Dann folgt mit Hilfssatz 5.3.(a)

1(0%) = —ayay" —a_ap’
= (a_ +ap)ag' —a_ay"

_ ~1 ~1 ~1 _
=a_ay +apay, —a_ay, = 1.
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Sei v(0?) = 1. Mit v(0?) = —ajay’ — a_ay* folgt ay +a_ 4+ ag =0
und damit (i). Da die Entwirrungsinvariante (V') durch zwei Ent-
wirrungsinvarianten von Verschlingungen niedrigerer Komplexitét be-
stimmt wird, setzen wir (i) voraus und beweisen (iii) per Induktion
iiber die Komplexitét. Sei V=V, 0.B.d.A die Verschlingung mit der
hochsten Komplexitat im Entwirrungs-Tripel (V, V_, Vj).

Da die Behauptung fiir den Induktionsanfang

N0 = (masay’ —aag’) ' = (4(O")y ' =17 =1
gilt, nehmen wir als Induktionsvoraussetzung an, dass

(Vo) =v(Wo) =1

gilt und es folgt per Induktion iiber die Komplexitét

(V) = —a_a'v(V2) — apa'y(Vo) = —a_al' — aga}’

= (ap +ay)ay' — apa;' = 1.

zu (c) (iii) = (i)
Die Abdnderung einer Kreuzung éndert die Anzahl der Komponenten
nicht. Beim Auflsen einer Kreuzung gibt es zwei Moglichkeiten:
Fall 1: Es kreuzen sich zwei Komponenten. Dann verbinden sich diese
durch die Auflésung der Kreuzung.

Fall 2: Es handelt sich um eine Kreuzung innerhalb einer Komponen-
ten. Dann teilt die Auflosung der Kreuzung die Komponente
in zweli Komponenten.

Somit gilt r(V4) =r(V_) =r(V,) £ 1.
Sei v(V) = (—1)")*! fiir alle orientierten Verschlingungen V. Dann
folgt mit Definition 5.2

ar YV +a_ (Vo) +ao-v(Vp)

=a, - (_1)T(V+)+1 +a_ - (_1)r(v_)+1 Tag- (_1)7"(V0)+1

=ay - (_1)T(V+)+1 +a_ - (_1)T(V+)+1 +agp - (_1)r(V+)+1:t1.

Fall 1: r(V,) ist gerade

0=a, - (_1)T(V+)+1 ta_- (_1)T(V+)+1 — ag - (_1)r(v+)+1i1

= —a; —a_+ap=—(ay +a_ —ap)
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Fall 2: r(V,) ist ungerade

0=ay- (_1)T(V+)+1 ta_- (_1)T(V+)+1 —ap - <_1)T(V+)+1i1

=ay +a_ —ag

Daraus folgt a4 + a— — ap = 0 und damit (i).

(1) = (i)

Seien ay,a_,ag Entwirrungs-Koeffizienten fiir v, die der Gleichung
—ay = a_ — ag gentigen. Dann folgt mit Hilfssatz 5.3.(a)

0% = —asay" —a_ay’
= (a_ —ag)ag' —a_ay*
=a_ay" —apayt —a_ayt = —1.

Sei v(0?%) = —1. Mit v(0?) = a a5 —a_ag " folgt ay+a_—ag = 0 und
damit (i). Da die Entwirrungsinvariante (V') durch zwei Entwirrungs-
invarianten von Verschlingungen niedrigerer Komplexitdt bestimmt
wird, setzen wir (i) voraus und beweisen (iii) per Induktion iiber die
Komplexitat. Sei 0.B.d.A V = V, die Verschlingung mit der héchsten
Komplexitat im Entwirrungs-Tripel (V,, V_, V). Da die Behauptung
fiir den Induktionsanfang

10") = (—aray"t —a_agt) ™

= (O = (1)
— (_1)r+1 — (_1)T(V)+1

gilt, nehmen wir als Induktionsvoraussetzung an, dass
W/(V,) — (_1)T(V)+1 und 'Y(%) — (_1)T(V)+1:|:1

gilt und es folgt per Induktion iiber die Komplexitét

V) = —a_ai' (Vo) + agai (Vo)
_ _a_aJ—rl(_l)r(L)H + aoaJ—rl(_l)r(L)Hil
= (1) (g a7t + aga; (—1)FY)
= (=1)""*((ao + ay)a}" + aga;'(=1))
_ (_1)7"(L)+1'
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zu (d) (i) Die Entwirrungsinvarianten aus Hilfssatz 5.3.(a) und 5.3.(b) in
die Gleichungen eingesetzt ergeben

ay - (Y(H) =7(0) = ay - ((a-a, " +ai'a’ag’ — ai'ao)

~ (~apay’ - a_azh)
=2a,a_ay" +a’ayt —ap+ aiagl
=ap- (2aya_ay* +a’ay® + alag? — 1)
= a0 ((-a-ay" —asa5")’ — 1)
= ay- (7(0%)* — 1).
(ii) Die Behauptung folgt mit

a_=—ay t+ay+a_
= —ay —ap- (—aya;' —a-ap")
= —a, —ag-v(0?)
direkt aus Hilfssatz 5.3.(a).

(iii) Wir erhalten aus den beiden Gleichungen in (d) ein lineares Glei-
chungssystem fiir die Entwirrungsinvarianten. Ist y(0?) # +1,
dann sind die Losungen und damit die Entwirrungskoeffizienten
bis auf eine Einheit in R eindeutig festgelegt, da R ein nulltei-
lerfreier Ring ist. Damit ist v nach (a) durch die Werte ~(0O?)
und y(H) vollstdndig bestimmt. o

2.5.2 Das Jones-Polynom als Entwirrungsinvariante

Satz 5.5 (vgl. z.B. [Kaw96], S. 103)
Sei V' eine beliebige Verschlingung. Das Jones-Polynom Xy (A) aus Defini-
tion 4.7 ist eine Entwirrungsinvariante mit der Entwirrungs-Relation

A X (V) — A* - X (VD) + (A2 — A72) - X (V) = 0.

Beweis Nach Satz 4.3.1 gilt X(O) = 1.
Fiir den Beweis der Entwirrungs-Relation fithren wir eine Diagrammrech-

nung durch, wobei X(V,) = (=A%) 0K, X (V) = (=A%)~ 20X
und X (V) = (=A%) wCIODE> ist. Wenn wir die Eigenschaft 4.3.3. des
Klammerpolynoms betrachten, dann gilt

Ko = 4D+ AKX und <K = A<XKs 4 A1
Es folgt
A<K> — A1 = (A2 — A 20K
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Fiir die Verdrillungszahlen w(X) und w(X) gilt w(X) = w(><)+1 und w(X) =
w(><) — 1. Aus
AV X (V) — A7 X (V) = AY(—A3) 0K - A4 (= A3) w0 X
_ A4(_A3)—w(><)—1<x> o A—4(_A3)—w(><)+1<x>
= —(=A})CYANKS — 415
— (=A%) TC9(A% — A
=—(4" =A%) X ()
folgt die Behauptung. 0
Nun kénnen wir das Jones-Polynom fiir den Achterknoten berechnen.

Beispiel 5.6
Sei Vg der Achterknoten. Aus Abb. 44 erhalten wir die Relation

AT X(0) — A X (V) + (A — A7?) - X (H) = 0.

® ® &

Abb. 44: Entwirrungs-Tripel mit Achterknoten

Es gilt
X(H) _ —A4(A2 . A_2)_1 +A4(—A4)2(A2 . A—Q)—l . A4(A2 . A_2)
— —A4(A2 - A72)71 4 A12(A2 - A72)71 . A4(A2 o A72)
(vgl. Hilfssatz 5.3.(b)) und X (O) = 1. Daraus folgt

X(Vs) =AY A" X(0) + (A" = A7) - X(H))
:A_4<A_4 + (A2 o A—2)(_A4(A2 o A—Z)—l
4 AIQ(AQ o A72)71 o A4(A2 o AfQ)))
:A—4(A—4 + (_A4 + A12 _ A4(A2 _ A—Q)Q))
=AF 14 A — (A" -2+ 47
=A% — A -1 At 4 A8

Damit ist der Achterknoten nicht dquivalent zum Unknoten.
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Bemerkung 5.7

Neben dem Jones-Polynom gibt es noch weitere Entwirrungsinvarianten, zum
Beispiel das Alexander-Polynom Ay (¢) nach Conway (vgl. z.B. [Ada95], S.
173) mit der Relation

A(Vy) = A(VD) + (t2 — 172)A(Vo) = 0.

Es stellt sich die Frage, ob eine Entwirrungsinvariante existiert, aus der sich
alle Entwirrungsinvarianten gewinnen lassen. Fine solche Entwirrungsinvari-
ante wird universelle Entwirrungsinvariante genannt.

2.5.3 Universelle Entwirrungsinvarianten

Definition 5.8 (Universelle Entwirrungsinvariante)
Sei W die Menge aller Aquivalenzklassen von orientierten Verschlingungen.
Eine Entwirrungsinvariante

r:W— R

heifit universelle? Entwirrungsinvariante wenn es fiir jede Entwirrungsinva-
riante

v: W—R
einen Ringhomomorphismus ® : R — R gibt, so dass v = P oI gilt.

v

14 - R

R

Satz 5.9 (vgl. z.B. [Liic97], S. 33f.)
Sei W die Menge aller Aquivalenzklassen von orientierten Verschlingungen.
Wir nehmen an, es gibt eine Entwirrungsinvariante

L: W— Zlay,a;' a_,a”", ag, ay']
miat Entwirrungskoeffizienten ay,a_ und ag. Dann gilt

(a) T ist eine universelle Invariante;

?Die universelle Entwirrungsinvariante ist keine universelle Invariante im eigentlichen
Sinne, da wir keine Eindeutigkeit fiir den Homomorphismus ¢ verlangen.



46 2. Knotentheorie

(b) Sei § eine Entwirrungsinvariante mit Werten in R und sei 6(O?) # +1.
Seien ® und ¥ Homomorphismen von Z[a+,a;1,a_,a:1,ao,aal] nach
R. Sei ® o' =6 und R nullteilerfrei. Dann gilt Vo' = genau dann,
wenn es eine Einheit w € R ¢ibt, so dass

u-®(ay) =V(ay);
u-Pla_) =¥(a_),
u- P(ag) = ¥(ap),

(¢) Fiir alle Vist (V') ist ein nichttriviales homogenes Polynom von Total-
grad 0.

Beweis

zu (a) Gesucht ist ein Ringhomomorphismus ®, so dass v = ® o I fiir jede
Entwirrungsinvariante vy gilt.
Sei v eine Entwirrungsinvariante mit Werten in R und Entwirrungs-
koeffizienten o, o und apy. Wir definieren

: -1 -1 —1
¢ :Zlay,alta—,a”" ag, a9 ] — R,

indem wir ay auf o, a_ auf a_und ay auf oy abbilden. Wir zei-
gen per Induktion iiber die Komplexitit, dass v = ® o ' gilt. Sei
V =V, 0.B.d.A die Verschlingung mit der héchsten Komplexitét im
Entwirrungs-Tripel (V,, V_, V4). Da die Behauptung fiir den Induk-
tionsanfang

1O = (~ajag’ —a—ag )™ = (B(—asay’ —a-ag'))
= (®(~ayay’ —a-ag')"™)
=doI'(0O")
gilt, nehmen wir als Induktionsvoraussetzung an, dass

(Vo) = @oI'(V2) und (Vo) = ® o I'(Vp)

gilt.
Dann folgt per Induktion iiber die Komplexitét
Y(V) = —a_ai'y (Vo) — apai'y (Vo)
= —a_a;'®oT(V_) — apa'® o T'(Vp)
= ®(—a_al ' T(V_)aga'T(Vp)
=doI(V)

fiir alle V € W.
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zu (b)

zu (c)

Da der Ring R nullteilerfrei und §(0?%) # +1 ist, sind die Entwir-
rungs-Koeffizienten von ¢ bis auf gemeinsame Multiplikation mit einer
Einheit u € R vollstédndig bestimmt. Es gilt oI’ = 4, also sind ®(ay ),
®(a_) und P(ap) Entwirrungskoeffizienten fiir 6.

Sei nun W o I' = 4, dann erhalten wir ¥(a,), ¥(a_) und ¥(ag) als
weitere Entwirrungskoeffizienten fiir ¢.

Also existiert eine Einheit u € R, so dass gilt

u-®(ay) = ¥(ay),
u-Pla) =V(a),
u - P(ag) = ¥(ap).

u-®(a) = ¥(a-),

gilt und seien ® o I' bzw. ¥ o [' Entwirrungsinvarianten mit Entwir-
rungskoeffizienten ®(a), ®(a_) und ®(ay) bzw. ¥(ay), ¥(a_) und
U(ap). Da sich die Entwirrungskoeffizienten, die ® oI" und W oI fest-
legen, nur durch eine Einheit v € R unterscheiden, bestimmen diese
Entwirrungskoeffizienten dieselbe Entwirrungsinvariante. Es gilt

Pol'=VoTl,

und aus P o I' = ¢ folgt Vol =9.

Die Invariante des Unknotens besitzt den konstanten Wert 1 und ist
nach Lemma 5.4 eine Entwirrungsinvariante. Somit kann I'(V') nie-
mals 0 sein. Wir beweisen per Induktion iiber die Komplexitat, dass
['(V) ein homogenes Polynom von Totalgrad 0 ist.

Sei 0.B.d.A V =V, die Verschlingung mit der héchsten Komplexitét
im Entwirrungs-Tripel (V,,V_,Vj). Da fiir den Induktionsanfang

L(0") = (-ayag' —a-ay') ™' = f (r i 1) (—ayag )~ (—a—ag")*

k=0

die Behauptung gilt, nehmen wir als Induktionsvoraussetzung an, dass
['(V_) und I'(Vp) homogene Polynome vom Totalgrad 0 sind.
Es folgt per Induktion, dass
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D(V) = a_a'y(V2) + agai'y(Vo)
ebenfalls ein homogenes Polynom vom Totalgrad 0 ist. 0

Hilfssatz 5.10 (vgl. z.B. [HKW86], S. 281f.)
Sei W die Menge aller Aquivalenzklassen von orientierten Verschlingungen.
Wir nehmen an, es gibt eine Entwirrungsinvariante

J: W — Z[I,17,m, m™]

mit Entwirrungskoeffizienten [, 171 und m. Sei V eine beliebige Verschlin-
gung. Dann ist J(V) eine Summe aus Monomen rqy - 1* - mP mit Tapb € 2, S0
dass a = b mod 2 gilt.

Beweis Der Beweis erfolgt per Induktion iiber die Komplexitéit. Da die Be-
hauptung fiir den Induktionsanfang

R e o] U O R S

erfiillt ist, nehmen wir als Induktionsvoraussetzung an, J(V_) und J(V}) seien
Summen aus Monomen 7, - (% - m® mit r,, € Z, a = b mod 2. Es folgt per
Induktion iiber die Komplexitéat, dass

JV)=1"NTVo) +mi~rJ (V)
eine Summe aus Monomen 74 - 1% - m? mit Tap € Z, a =b mod 2 ist. O

Definition 5.11
Sei W die Menge aller Aquivalenzklassen von orientierten Verschlingungen.

Sei
J: W — Z[I,17',m, m™]

eine Entwirrungsinvariante.

Wir definieren
L;(V) € Zlay,a;',a-,a”', ap,ap]
durch
Ly(V)(ay,a_,ag) := J(V)(aima:lm, agafﬂa:lm)

1/2a:1/2 und m auf aoa;lﬂa_l/2 abbilden.

indem wir l auf a
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Satz 5.12 (vgl. z.B. [Liic97], S. 34)
I' ist eine Entwirrungsinvariante mit Entwirrungskoeffizienten ay,a_ und ag
und damit eine universelle Entwirrungsinvariante.

Beweis I';(V) € Z[ay, a7, a_,aZ", ag, a5 '] wurde aus J(V) € Z[l, 171, m,m™]

eindeutig konstruiert, indem jedes Monom [*m® von J(V') durch ein Monom

al.a’ af ersetzt wurde, wobei folgendes gilt:

1
1= 5(a—0b);
]__ia )
k=1b

Damit und mit Hilfssatz 5.10 ist ['; ein Laurent-Polynom in a,a_, ay.
Da J(O) =1 gilt auch I';(O) = 1. Wenn wir nun in
lFJ(V+) —I—lil FJ(V_) +mI’J(Vb) =0

FR
] mit afa_

[N

. 1 . :
und m mit ag - (a;a_)~2 substituieren, erhalten wir

1

ala_® -T;(V)4+a 2a? -T;(V.)+ao-(ara_)"z-T,(Vy) =0

=

und nach der Multiplikation mit (a+a,)%

ay - FJ(V+) +a_ - FJ(V_) + ag FJ(%) = 0.

Damit ist I' eine Entwirrungsinvariante und mit Satz 5.9.(a) folgt, dass T’
eine universelle Entwirrungsinvariante ist. 0

Die Entwirrungsinvariante J(V) mit Entwirrungskoeffizienten I, [=! und m
wird als HOMFLY-Polynom oder Jones Polynom in zwei Variablen bezeich-
net. Da die universelle Entwirrungsinvariante I' durch das HOMFLY-Polynom
eindeutig bestimmt wird, wird das HOMFLY-Polynom ebenfalls als univer-
selle Entwirrungsinvariante bezeichnet.?

3An dieser Stelle sind sich LUck und DE La HARPE, KERVAIRE und WEBER
nicht einig. Nach [Liic97] handelt es sich bei J(V) selbst um eine universelle Ent-
wirrungsinvariante, wihrend bei [HKW86] die Entwirrungsinvariante J(V) in dem
Sinne universell ist, dass sie I' eindeutig bestimmt. Letzteres erscheint plausibler,
da die Abbildung ¥ : Z[, "', m,m™] — Z[a+,a;1,a,,a:17a07a61], die durch
'y(V)(ag,a—,ag) :== J(V)(ai_/zazlﬂ,aoall/Qazl/z) bestimmt wird, nicht auf allen Ele-
menten von Z[l,1=1, m, m~!] definiert ist.
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Bisher haben wir noch nicht die Existenz dieser universellen Entwirrungsin-
variante bewiesen. Fiir diesen Beweis werden wir das HOMFLY-Polynom aus
Zopfen konstruieren. Zoépfe weisen im Gegensatz zu Knoten eine Gruppen-
struktur auf, die uns bei der Konstruktion des HOMFLY-Polynoms hilfreich
sein wird. Dazu miissen wir zunéchst die Zopfgruppen definieren und an-
schliefend die Beziehung zwischen Zoépfen und Knoten kléren.

2.6 Zopfgruppen

Fiir die Konstruktion des HOMFLY-Polynoms durch Hecke-Algebren beno-
tigen wir eine Gruppenstruktur auf den Knoten, wozu wir Zopfe verwenden.
Im Folgenden geben wir eine geometrische Definition der Zopfgruppen und
klaren dann, wie sich Verschlingungen als Zopfe darstellen lassen.

2.6.1 Die Zopfgruppen B, und Zopfiquivalenz

Definition 6.1 (Zépfe und Zopfiquivalenz)

Wir betrachten im R? die Punkte A; = (i,0,0) und B; = (4,0,1), mit
1=1,...,n, n € N. Einen Polygonzug der einen Punkt A; mit einem Punkt
B; werbindet nennen wir steigend, wenn die z-Koordinate eines Punktes,
der entlang des Polygonzuges von A; nach B; gefiihrt wird, streng monoton
wdchst. Also schneidet jede zur x-y-Ebene parallele Ebene, einen steigenden
Polygonzug in genau einem Punkt.

Wir definieren einen Zopf mit n Faden als eine Menge von steigenden, sich
paarweise nicht schneidenden Polygonziigen (Fdden), die die Punkte Ay, ..., A,
mit den Punkten By, ..., B, in beliebiger Reihenfolge verbinden. Falls die
Polygonziige jeweils den Punkt A; mit B;, i = 1,...,n, n € IN verbinden,
erhalten wir den trivialen n-Zopf.

Die Zopfiquivalenz ist definiert wie die Knotendquivalenz (vgl. Definition
1.3) mit der zusdtzlichen Forderung, dass der Polygonzug ABC' steigend sein
Muss.

Damit die Aquivalenzklassen der n-Zopfe leichter zu handhaben sind, proji-
zieren wir sie in die z-z-Ebene und erhalten analog zu Definition 2.4 Zopf-
diagramme. Dabei stellen wir folgende Bedingungen:

(a) Die Projektionen der Féden beriihren sich nicht gegenseitig.

(b) Kein Punkt der z-z-Ebene ist die Projektion von drei oder mehr Punkten
verschiedener Faden.

(¢) Alle Doppelpunkte haben verschiedene z-Koordinaten.
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Satz 6.2 (Zopfgruppen B,,)

Sei das Zopfprodukt durch das ,Zusammenstecken® von zwei Zdpfen bzw.
Zopfdiagramme a und b wie in Abb. 45 definiert. Dann bilden die Aquiva-
lenzklassen der Zopfe mit n Faden mit dem Zopfprodukt die Zopfgruppen B,
mit n Faden.

Am Beispiel von Abb. 45 ist 0.B.d.A ersichtlich, dass durch das ,,Zusammen-
stecken* zweier n-Zopfe wieder ein n-Zopf entsteht, und dass das Zopfprodukt
assoziativ ist.

'\

/\
k

Abb. 45: Assoziatives Zopfprodukt

H
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Das Einselement ist der triviale n-Zopf.

Abb. 46: Trivialer Zopf

Der Inverse Zopf b~! zu einem gegebenen n-Zopf b ist das Spiegelbild zur

Spiegelebene z = % und damit wieder ein n-Zopf.
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Abb. 47: 7-Zopf und sein inverser Zopf

Satz 6.3
Sei B; € B,, 1 <1 <n—1 der folgende Zopf:

Abb. 48: Erzeuger [;

Die Zopfe By ... [0,_1 erzeugen die Zopfgruppen B,.

Satz 6.4 (Artin-Theorem, vgl. z.B [Pra97], S. 51)
Die Zopfgruppen B, haben folgende Prdsentation:

BiB; = B;B firl< i,j < n—1]i—j|> 2>

n= <617 e Bis18iBit1 = Bifi1Bi fiir1 <i<n—2

Bemerkung 6.5
Die Relation

wird als ferne Kommutativitat bezeichnet, die Relation

(2) Bis18iBiv1 = Bifip B fiir 1 <ie<mn — 1

als Zopfrelation.
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Beweis Aus Abb. 49 und Abb. 50 ist ersichtlich, dass Zopfe, die durch die
Elemente (i,...,3,_1 erzeugt werden, der fernen Kommutativitdt und der
Zopfrelation geniigen.

RI-LRT

j#1 .. n 1 o i e j j* .

Abb. 49: Ferne Kommutativitat

\ \

\ \
\\ )

1 .. i iM1i+2 ... n 1 .. i iH1i+2 .. n

\

Abb. 50: Zopfrelation

Nun miissen wir noch zeigen, dass alle Relationen zwischen Zépfen von den
beiden angegebenen Relationen abgeleitet werden kénnen.

Es geniigt zu zeigen, dass jede elementare Aquivalenzumformung der Zopfe
in B, unter Verwendung der Relationen von B, und den trivialen Relatio-
nen ausgefithrt werden kann. Der Beweis ist dhnlich dem des Reidemeister-
Theorems (vgl. Satz 2.10).

Wir betrachten die projizierte Deformation eines Fadenteilstiickes eines Zop-
fes AC' in AB U BC. Zunichst unterteilen wir analog zum Beweis zu 2.10
das Dreieck ABC' in Teildreiecke vom Typ I - IV und fiihren statt der ur-
spriinglichen Deformation von AC' in ABUBC' Teildeformationen entlang der
Teildreiecke durch, wobei wir bei AC beginnen und bei AB U BC aufhoren.
Der weitere Beweis unterscheidet sich in zwei Punkten von dem des Reide-
meister-Theorems. Zum Einen miissen wir nicht darauf achten, dass eine
Kant £A und C'F das Innere des Dreiecks ABC schneiden kénnte, da dies
per Definition nicht moglich ist. Zum anderen miissen wir die Bedingun-
gen beachten, die an Zopfprojektionen gestellt wurden. Aus diesen erge-
ben sich drei singuldre Projektionsrichtungen, die bei den Teildeformationen
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beriicksichtigt werden miissen.

Die Bedingungen (a) und (b) werden auch an regulére Knotenprojektionen
gestellt. Sie ergeben sich im Fall (a) aus elementaren Knotendeformation A
bzw. A’ und im Fall (b) aus der Zopfrelation und werden durch Qy- und Q3-
Bewegungen passiert. Im Fall (¢) kann sich aus einer Teildeformation eine
Hohenénderung eines Doppelpunktes, also eine Anderung der z-Koordinate
dieses Doppelpunktes ergeben, die jedoch durch die ferne Kommutativitéat
in die Présentation mit eingeht. Da die Deformationen der Teildreiecke die
genannten Relationen erfiillen, folgt die Behauptung. O

Bemerkung 6.6
Es gibt offensichtlich eine Inklusion ¢ : B,, — B, 1, die durch das Addieren
eines trivialen Fadens definiert ist.

2.6.2 Der Abschluss eines Zopfes

Definition 6.7 (Zopfabschluss)
Der Abschluss eines Zopfes oder Zopfabschluss ist definiert als die Abbildung

clos : [,>1 B — W.

Wir ordnen jedem Zopf b eine Verschlingung zu, indem wir die Punkte A;
des Zopfes mit den Punkten B; des Zopfes wie in Abb. 51 verbinden.

/?/y S

Abb. 51: Abschluss eines 4-Zopfs
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Satz 6.8 (Alexander-Theorem, vgl. z.B [Prad7], S. 55f.)
Die Abbildung

clos : 11,1 B, — Knoten

15t surjektiv.

Beweis Gegeben sei ein orientiertes Verschlingungsdiagramm V. Wir sagen,
dass sich die Verschlingung um den Punkt O wickelt, wenn jede orientierte
Kante von O aus als positiv gesehen wird. Die Kanten sind also von rechts
nach links orientiert.

Besitzt V' einen solchen Punkt O, dann kann V' entlang eines Strahls mit
Startpunkt O aufgeschnitten und zu einem Zopf entzerrt werden.

Besitzt V' keinen solchen Punkt O, wihlen wir einen beliebigen Punkt O’.
Dann ersetzen wir alle negativ orientierten Kanten AC mit Hilfe von Knoten-
deformationen und Reidemeister-Bewegungen durch zwei positiv orientierte
Kanten ABUBC, indem wir das Dreieck ABC' so wihlen, dass der Punkt O
innerhalb des Dreiecks liegt. Besitzt das so entstandene Verschlingungsdia-
gramm V'’ von O’ aus gesehen nur noch positiv orientiert Kanten, kann V'
entlang eines Strahls mit Startpunkt O’ aufgeschnitten und zu einem Zopf
entzerrt werden. Da sich auf diese Weise zu jedem Knoten ein Zopf finden
ldsst, ist die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung 6.9

Die Abbildung clos ist nicht injektiv. Zum Beispiel wird jeder Erzeuger der
Zopfgruppe B; auf die triviale Verschlingung mit ¢ — 1 Komponenten abge-
bildet.

Unsere néchste Aufgabe ist nun herauszufinden, wie die Zopfe, deren Ab-
schliisse dquivalent sind, in Beziehung stehen. Hierzu betrachten wir die fol-
genden algebraischen Transformationen von Zopfen.

Definition 6.10 (1. und 2. Markov-Bewegung)
Die Markov-Bewegungen sind wie folgt definiert:

1. Markov-Bewegung: b« aba™! fir a,b € By,
2. Markov-Bewegung: b b3 fiir b € By, 5! € By,

Satz 6.11 (Markov-Theorem, vgl. z.B [Bir75], Kapitel 2.2)

Der Abschluss von zwei Zipfen ist genau dann dquivalent wenn ein Zopf
durch eine endliche Folge von Markov-Bewegungen in den anderen tiberge-
fiihrt werden kann.
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Beweis Da der Beweis des Markov-Theorems sehr umfangreich ist, wer-
den wir uns hier darauf beschrinken zu zeigen, dass der Abschluss von zwei
Zopfen dquivalent ist, wenn ein Zopf durch eine endliche Folge von Markov-
Bewegungen in den anderen iibergefiihrt werden kann. Der vollsténdige Be-
weis ist bei [Bir75] nachzulesen.

Es geniigt zu zeigen, dass der Abschluss eines Zopfes invariant unter der 1.
und 2. Markov-Bewegung ist. Fiir die 1. Markov-Bewegung gilt, wie aus Abb.
52 ersichtlich ist,

clos(aba™') = clos(atab) = clos(b). 0
| —
a
— 1T 1 b
[) — 1 1 -|
at
1 1 1 I
ot a

Abb. 52: Invarianz des Zopfabschluss unter der 1. Markov-Bewegung

Bei der 2. Markov-Bewegung entsteht im Zopfabschluss eine zusétzliche Schlei-
fe, die durch eine 2;-Bewegung eliminiert werden kann.

| —

b

\
hu—

Abb. 53: Invarianz des Zopfabschluss unter der 2. Markov-Bewegung
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Fiir die Konstruktion einer Verschlingungs-Invariante bietet sich nun folgende
Strategie an: Man finde eine Darstellung der Zopf-Gruppe und konstruiere
daraus eine Zopf-Invariante, die invariant unter den Markov-Operationen ist.
Da es sich bei der ersten Markov-Operation um eine Konjugation handelt,
bietet es sich an, eine Spur zu verwenden. Im Folgenden werden wir die Hecke-
Algebren betrachten, die eine geeignete Darstellung der Zopfgruppen liefern.
Aus den Hecke-Algebren werden wir eine universelle Entwirrungsinvariante,
das Homfly-Polynom konstruieren.

2.7 Konstruktion einer universellen Entwirrungsinva-
riante mittels Hecke-Algebren

2.7.1 Hecke-Algebren

Definition 7.1 (Hecke-Algebren)
Sei K ein Kérper und q € K ein Element in diesem Korper. Die Hecke-
Algebren H, = H,(K,q), assoziiert zu K und q firn > 2, n € IN, sind die
assoziativen K-Algebren mit Einselement 1, die von T1,Ts,...,T,_1 unter
folgenden Relationen erzeugt werden:

il =155 url <i1,7 <n—1wund |1 —j| > 2;
1 T,T; = T)T, 1<i,j 1 und |i — j| > 2
(2) TTin T, =T T fir1<i<n-—1;
(3) T}=(1-q)T,+q firl<i<n-1.

Firn=0,1 ¢gilt Hy= H, = K.

Bemerkung 7.2
Es gibt eine natiirliche Abbildung der Zopfgruppen in die Hecke-Algebren

Pn+1 - Bn+1 — Hn—l—l
Bi— T,

Wir sehen, dass eine kanonische Abbildung H,, — H,.; von K-Algebren
existiert, wodurch insbesondere H,,, zu einem (H,, H,)-Bimodul wird.

Satz 7.3 (Strukturlemma, vgl. z.B. [HKW86], Paragraph 4)
Fiir alle n > 1 gibt es einen Isomorphismus von (H,, H,)-Bimoduln

@ Hy© Hy QO Hp H, — H, 11
G+Zbi®ci — a—i—ZbiTnci.
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Beweis Wir zeigen

(a)  ist wohldefiniert;

(b) ¢ ist surjektiv;

(C) dme(Hn D Hn ®Hn—1 Hn) = dimK(Hn+1).

zu (a)

zu (b)

Sei u € H,,_1, dann gilt

plbu®c) =bul,c
und e(b®wuc) = bTuc.

Da u eine K-Linearkombination aus den Monomen 717, ...,7,_o ist
und diese in H,,; mit 7;, kommutieren, gilt

buT,,c = bT,uc

und somit ist ¢ wohldefiniert.

Es geniigt zu zeigen, dass sich jedes Monom in H,,; als Summe von
Monomen schreiben ldsst, die das Element 7, hochstens einmal ent-
halten. Wir zeigen die Aussage durch Induktion iiber n.

Fiir n = 1 ist die Annahme trivial. Sei n > 1. Wir betrachten 0.B.d.A.
das Monom = € H, i, welches mindestens zweimal 7}, enthélt. Wir
schreiben © = 1T, 22T, x3, wobei x1 und x3 ebenfalls T}, enthalten
konnen, wihrend zo nur aus 71i,...,7T,_1 besteht. Per Induktions-
voraussetzung gehen wir davon aus, dass x, hochstens einmal 7;,_;
enthélt. Falls T, 1 in xo iiberhaupt nicht auftritt, wird durch die
Hecke-Relation (3) mit

_ _ 2.
v =z ThwT,r3 = w21 w3 = (1 - Q)$1$2Tn$3 + qr172%3

die Anzahl der auftretenden T}, in jedem durch diese Gleichung neu
entstandenen Monom reduziert. Wenn x5 das Monom 7;,_; genau ein-
mal enthélt, konnen wir x5 als 257,125 schreiben, wobei x}, und z7
aus den Monomen T7,...,7T,,_» bestehen. Dann wird unter Anwen-
dung der Hecke—Relationen (1) und (2) durch

J— / ! — / Vi
= x125 1T 1 Thases = viay T, 11,1, 17573

die Anzahl der T}, in x weiter reduziert und wir erhalten die Behaup-
tung.
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zu (¢) Um zu zeigen, dass dimg(H, ® H, ®g,_, H,) = dimg(H,.1) gilt,
betrachten wir die Liste von Monomen
Sl — {1, Tl};
SQ — {]_, TQ, TQTl},
S3 = {17 T37 T3T27 T3T2T1}7

Sy ={1, Ty, TTu1,..., TpTu1... Ty}

Definition 7.4 (Normalform)
FEin Monom M € H, i heifit in Normalform dargestellt, wenn es die Form
M=U,-...-U, hat, mit U; € S; fir 1 <i <mn. Es gibt (n+1)! Monome in
Normalform.
Wenn die Menge der Monome M € H,,; in Normalform eine K-Basis
von H,; bilden, dann gilt dimg H, 1 = (n + 1)! fiir alle n € N. Ins-
besondere wird der K-Vektorraum H, ®p, , H, durch die Unterrdume
H,®U, 1 mit U,_, € S,_1 iiber K aufgespannt und es gilt

dimg(H, ® H, ®p,_, H)) <nl+n-nl=mn+1)-nl=(n+1).

n—1

Damit und mit der Surjektivitat von

¢ H, ®© H, QH, H, — Hpp1

gilt
Es folgt
dme(Hn EB (Hn ®Hn71 Hn) = dimK(HnH).
Dann ist ¢ ein Isomorphismus und das Strukturlemma bewiesen. O

Es bleibt zu zeigen, dass die Menge der Monome M € H, ; in Normalform
eine K-Basis von H,, bildet. Dies folgt aus Hilfssatz 7.5.

Hilfssatz 7.5
(a) Die Menge der Monome M € H, 1 in Normalform ist ein Erzeugenden-
system von H, 1.

(b) Die Menge der Monome M € H,_ 1 in Normalform ist linear unabhingig.
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Beweis

zu (a) Wir zeigen, dass die Menge der Monome M € H,,; in Normal-

zu (b)

form H, ., erzeugt, per Induktion iiber n. Fiir den Induktionsanfang
n = 0,1, 2 ist die Behauptung trivial. Wir nehmen als Induktionsvor-
aussetzung an, dass H, von der Menge der Monome M =U, -...-U,
in Normalform erzeugt wird. H,; wird iiber K durch die Monome
My und M = M,T, M, erzeugt, wobei My, My, My € H, gilt. Auf-
grund der Induktionsvoraussetzung geniigt es, die Behauptung fiir
M = M,T,, M5 zu zeigen.

M, ist nach Induktionsvoraussetzung eine K-Linearkombination von
Monomen der Form V; ...V, mit V; € S; fiir e =1,...,n. Es gilt

M = M{T,My = M\T,Vy ... Vip_y = MIT,V,,_y = MIU,

mit U, =T,V,_1 € 5,, da aus U; € S; die Eigenschaft T;,,U; € S;11
folgt.

Wiederum induktiv ist M] eine K-Linearkombination von Monomen
der Form U; ...U,_1 mit U; € S; und damit M eine K-Linearkombi-
nation von Monomen der Form Uj - ... - U,. Somit bildet die Menge
der Monome M in Normalform ein Erzeugendensystem von H,,,; und

dimy(Hpi1) < (n+ 1)\,

Um zu zeigen, dass die Menge der Monome M € H,,; in Normal-
form linear unabhéngig ist, bedienen wir uns der Eigenschaften der
symmetrischen Gruppe >, als Basis des K-Vektorraums K3, 1.

Bemerkung 7.6

Sei ¥, 41 die symmetrische Gruppe auf {1,...,n+1} und s; die Transposition
(7,i4+1). Dann kann jedes m € %, als ein Produkt wyws-. . .-w, geschrieben
werden, wobei

w; € {1, SiySiSi—1ye+-,8iSi—1--. 81}.

Der Beweis, dass die Produkte wyws - ... - w, ein Erzeugendensystem des
K-Vektorraums K¥,; sind, folgt analog zum Beweis von Hilfssatz 7.5.(a).
Da es (n+ 1)! mogliche Produkte wyws - . . .- w, gibt und ¥, genau (n+ 1)!
Elemente hat, ist die Darstellung eindeutig.

Bemerkung 7.7
Seil: ¥,,1 — N die Wortldnge von ¥,,, 1 beziiglich der Erzeuger {s1, ..., s, }.
Sei € X, und s € {s1,...,8,}. Dann ist I(s7) € {l(7) + 1,I(7) — 1} und
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l(rs) € {I(m) +1,1(m) — 1}.

Es ist leicht ersichtlich, dass I(sm) < [(m) 4+ 1 sein muss. Angenommen
[(sm) < IU(m) — 1, dann wére [(7w) = l(s(sm)) < l(sm) + 1 < (), was
ein Widerspruch ist. Weiterhin gilt, da {si,...,s,} Transpositionen sind,
sign(sm) # sign(m) und damit I(sm) # [().

Seinun!: X, 1 — N die Wortlédnge von X.,, 1 beziiglich der Erzeuger
{s1,...,8n}. Firi € 1,...,n definieren wir L; € Endg (K>, 1) durch

Li(r) = {SﬂT fiir I(s;m) > (),

gsim+ (1 —q)m  fir l(s;m) < I(m),

fiir jedes m € X,,41.

Wenn es eine Abbildung L : H,; 1 — Endg(K>,.1) zwischen Alge-
bren gibt, so dass L(T;) = L; fir i = 1,...,n gilt, dann kénnen wir
die K-lineare Abbildung

HnJrl _>K2n+1
x —L(x)(1)

betrachten. Ist M = U Us - ... U, mit U; € S; gegeben, dann gilt
L(M)(1) = wjwsy - ... wy,

mit w; € {1,8;, 881, ,5Si—1---51}

Da jedes m € X,,11 eindeutig in der Form m = wyws . . .- w, dargestellt

werden kann, bilden die Bilder von M eine Basis des K-Vektorraums

K%, .1 und es folgt die lineare Unabhéngigkeit der Menge der Monome

M =U,U;-...-U, in Normalform. .
Es bleibt zu zeigen, dass eine Abbildung L : H,;3 — Endg (KX, 1) exis-
tiert, so dass L(T;) = L; fir i = 1,...,n gilt. Dies folgt aus Hilfssatz 7.8.

Hilfssatz 7.8
Der Endomorphismus L; € Endg(KX,11) genigt den Relationen

(1) LiL; = L; L, firl1<ij<n—1undli—j|>2
(2)  LiLip1Li = Lign LiLiy firl<ie<n-—1;
(3) L;=(1—qLi+q firl<i<n-—1

durch die die Hecke-Algebren H, 1 (vgl. Definition 7.1) definiert werden.
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Beweis
u (1) Wir definieren R; € Endy (KX, 1) fiir j = 1,...,n durch

S tir l(7s;) > (),
Rj(ﬂ') = .
qrs; + (1 — ¢)m fiir I(7ws;) < ().
Dann gilt fiir alle 4,j € {1,...,n}
Um dies zu zeigen, sind fiir beliebige ¢,5 € {1,...,n} und 7 € ¥, 4

die sechs folgenden Fille zu {iberpriifen, die aus den Definitionen von
L; und R; hervorgehen:

(1) U(sims;) =U(m) +2;
(ii) l(sims;) = U(m) — 2;
(iii) I(s;ms;) = {(m) und
(a) l(sim) =1U(m) + 1,l(7s;) = l(m) — 1;
(b) I(sim) =U(m) — 1,l(ms;) = I(m) + 1;
(c) l(sim) =U(m) + 1,l(ms;) = l(m) + 1;
(d) (sim) =1(m) — 1,1(ms;) = I(m) — 1.
zu (i)
LZ'R]'(TI') = Li<7TSj) = 5;TTS; = Rj(Siﬂ') = R]LZ(TF)
zu (ii)

LiR;j(m) = Li(gms; + (1 — ¢)m)
= gsi(qms; + (1 —q)m) + (1 — ¢)(gms; + (1 — ¢))
= ¢*s;ms; +q(1 — q)sim + (1 — q)qms; + (1 — ¢)°n
= ¢*s;msj + (1 — q)qms; + q(1 — ¢)sim + (1 — g)°n
= q(gsim + (1 — q)7)s; (1 —q)(gsim + (1 — q)m)
= Rj(gsim + (1 — @)m) = R;Li(w)

zu (iii) (a)
L;R;(m) = Li(qmsj + (1 — q)m) = qs;ms; + (1 — q)s;m
= Rj(sim) = R;Ly()
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(b)

LiRj(m) = Li(ms;) = gs;ws; + (1 — q)7s;
= Rj(gsim + (1 — q)7) = R; Li(w)

L;Rj(m) = Li(ms;) = gs;ws; + (1 — q)7s;

) qgsims; + (1 — q)s;m

= Ry(sim) = R;Ly(r)
()

LiR;(m) = Li(qns; + (1 — ¢)m) = qs;ms; + (1 — q)sm

2 gsims; + (1 — q)ms; = Ry(gsim + (1— g)m)

= R;L;(m)

Die Giiltigkeit der bei @ verwendete Gleichung 7s; = s;7 ist
unter [Bou02], Chapter 4, No. 1.7 nachzulesen.

Da die obigen Gleichungen fiir alle 7 € ¥, erfiillt sind, folgt

Sei nun m € ¥,41, 1 <4, <n—1und |i —j| > 2. Wir schreiben
T =8 Sy ... 8, mit r =1[(n). Dann gilt 7 = R; R; ,...R; (1).
Wir setzen R = R; R; ,...R;,. Dann gilt

= LJLZ(ﬂ'>
Da dies fiir alle 7 € 3,4 gilt, gilt L,L; = L;L;.
zu (2) Ahnlich wie bei (1) berechnen wir fiir 7 € ¥,,.; und 1 < i <n
LiLH_lLi(Tf) = LZLH_lLlR(l) = RLZL’L-"-lLZ(]-) = R(Sisi—i—lsi)
= R(8i+15i8i41) = RLiy1LiLiy1 (1) = Liy1 L Li 1 R(1)
= Li+1LiLi+1(7T)-

Da dies fiir alle 7 € En+1 gllt, gllt LzLH—le = Li+1Lz’Li+1'
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zu (3) Seiw € X,11. Wenn [(s;m) > [(7) ist, dann gilt
L}(m) = Li(Li(m)) = Li(s;m) = qsim + (1 — q)sim
= (1= @)sim+qm = ((1 = ¢)Li + ¢)(7).

Fiir [(s;m) < I(7) setzen wir 7’ = s;w. Dann ist [(s;7') > (") und es
folgt

Li(m) = Li(Li(7)) = Li(gsim + (1 — q)m) = Li(qn’ + (1 — g)m)
=qs;7 + (1 —q)Li(7) = (1 — q)Li(7) + g7
=((1 —q)Li + q)(m).

O

2.7.2 Konstruktion einer Verschlingungs-Invariante mittels Hecke-
Algebren

Satz 7.9 (Spur, vgl. z.B. [HKWS&86], Paragraph 5)

Sei K ein Korper und seien q, z € K. Seien H,, die Hecke-Algebren H, (K, q),
die von Ty, Ty, ..., T, 1 erzeugt werden (vgl. Definition 7.1). Dann gibt es K -
lineare Abbildungen

Spn : Hy, — K
mit folgenden Eigenschaften:
(a) Spni1 eingeschrinkt auf H,, ist Sp,;
(b) Spa(1) = 1;
(¢) Spns1(alyb) = zSp,(ab);
(d) Spn(ab) = Spy(ba)
fiir alle n € N und a,b € H,.

Beweis Wir definieren die K-lineare Abbildung Sp,.1 : H,+ 1 — K unter
Verwendung des Strukturlemmas 7.3 durch Induktion {iber n. Beginnend
mit der Identitat Sp, : H; = K — K ist Spy41 : Hyp1 — K durch

Spn+1(x) = Spn—l—l(a + 27, szncz) = Spn(a) + Zz Zspn(bzcz)7

definiert, wenn ¢(a+ Y, b; ® ¢;) = z. Aus dem Strukturlemma 7.3 ist ersicht-
lich, dass Sp,+1 wohldefiniert ist. Die Eigenschaften (a) und (b) ergeben sich
direkt aus der Definition. Da a,b € H,, sind, gilt (c)

Spp+1(aTy,b) = zSp,(ab),
denn p(a ® b) = aT),b.
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Ebenfalls durch Induktion iiber n erfolgt der noch ausstehende Beweis von
(d). Die Abbildungen

Sp1: K — K und Spy : Hy — K

erfiillen die Behauptung, da H; und Hs kommutativ sind.
Wir nehmen an, fiir alle a, b € H,_; gilt

Spn,l (ab) = Spn,l (bCL) .

Wir betrachten 0.B.d.A die Monome a, b € H,,, welche T,,_; maximal ein-
mal enthalten. Wenn 7}, ; nicht in b, sondern nur in a enthalten ist, dann
schreiben wir a = 27,,_1y, wobei z, y Monome aus T},...,T,_s. Dann gilt

Spn(ab) = Spp(xT,_1yb) = 2Sp,_1(xyb)
= 2Spn_1(bxy) = Sp,(bxT,_1y)
= Spn(ba).

Wenn T, 1 in b enthalten ist, geniigt es, den Fall b = T,,_; zu {iberpriifen, da

SPn(x1Tn-1v122T0—1Yy2) = Spp (Vo1 Th1y122T—1) =
SPn(Th-1Yy221Th—1y122) = Spp(xaT—1y221Th-171)

fiir x1, 9, Y1, y2 Monome aus 11, ...,T, ».

Es ergeben sich mehrere Méglichkeiten, je nachdem ob T}, 5 in x und y ent-
halten ist oder nicht. Hier geniigt es, den mit x = 2'T,,_x2”, y = y/'T,_oy" fiir
o, 2"y, y" € H,_s kompliziertesten Fall zu betrachten. Es gilt

Son (2T 1yTh-1) = Spp(2'Ty—2x" Ty 1y Tr—2y"Th—1)
= Sp (2T 22"y Ty 1T 2T 1y")
= Spn (2T 22"y Ty 2T, 1 Th2y")
= ZSpn—l(ny/Tg—Q ")
= 28pn1(zy' (1 = @) T2 + @)y")
= 2(Spn-1(2y (1 — @)Tn—2y") + Sp(zy'qy”)
= 2((1 = ¢)Spn-1(zy) + ¢Spn-1(zy'y"))

und analog

Spu(Tomr2To1y) = 2(1 = @)Spa-i(y) + ¢Spas(a'"y)).

"y 0,0 10, 0, 1

Spn1(zy'y") = Spp1 (2T o2"y'y") = 2Spn_o(a'x"y'y")
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und

",/ Do

SPur(#'2") = Spos (22" Ty} = 2Sprsla'ey")
ergibt sich
Spn(ab) = Spn(xTn—lyTn—l) = Spn(Tn—len—ly) = Spn(ba)

und damit die Behauptung. 0

Nun definieren wir eine Verschlingungs-Invariante wie folgt:

Satz 7.10

Set w = %(z +q—1) und sei e : B, — 7 der Gruppenhomomorphismus,
der die Erzeuger 3; € B, auf 1 abbildet. Sei V' eine Verschlingung und sei
b € B, ein Zopf mit V = clos(b). Dann ist

~

J(V) i= z2e®)=nt1) 3 O)=ntl) . gy (p, (b))

eine Verschlingungs-Invariante.

Beweis Wir miissen zeigen, dass .J| (V) unter den beiden Markov-Bewegungen
(vgl. Definition 6.10) invariant ist.
Die erste Markov-Bewegung verédndert die Invariante nicht, da

Spn (pn(b)) = Spn (pn(aba_l))

sowie
y3(—e)—n+1) _  F(e(a)—e(b)—e(a)—n+l) _ 3(e(a)+e(d™)+e(a)—n+1)
_ z%(e(ab_la_l)fnJrl) _ Z%(fe(aba_l)fnJrl)
und
w3e®-—n+1) _ o S(e(a)te(b)—e(a)—n+1) _  5(e(a)teb)+e(a™)—n+1)
_ w%(e(aba—l)—nﬂ)

gilt. Bei der zweiten Markov-Bewegung ergibt sich fiir b € B,, und den Er-
zeuger b, € B,

SPnt1(pn+1(bbn)) = 2 - Spu(pn(D));
Spn—i—l(pn—l-l(bb;l)) = w - Spu(pn(D)).
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Somit gilt

2 (ebn) =D)L (eOba) =t D+1) gy (o (Bby))
(me®)=ebn)=n) gz (eO)telbn)=n) o Gp (p (b))
(—e®)=1=n) g3 (e@H1=m) o G (pa ()
(—e®)=nt =1 3O =nt) oGy (p, (b))
(me(®)=nt1) =1 pa(e®@=nt1) o Gp (pa(b))
e KO 5 (8)

I
!

|
!

1
I\ N
[SIE SIS N|= N|= NG

|
w

und

22 (@)=t F1) 3 (b )=(n D) gy, (p (7))
(me(®)te(bn)=n) gz (E®)=elbn)=n) 4y . G (p. (b))
(e®)+1=n) 42 (cO=1=0) 4y Sp (pn (D))
E®=n+D=1 4. Spn(pn (b))
E®)=n+D) =l - Spn(pa(b))
(@)=t . S (9,(b))

und es folgt die Behauptung. O
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2.7.3 Konstruktion des HOMFLY-Polynoms als universelle Ent-
wirrungsinvariante

Zur Konstruktion des HOMFLY-Polynoms als universelle Entwirrungsinvari-
ante legen wir den Korper K fest. Sei C(q, z) der rationale Funktionenkorper
iitber C in zwei unabhéngigen Variablen ¢ und z. Sei K die Erweiterung durch
Hinzufiigen der Wurzeln /g und \/g , wobei w := é(z + ¢ —1). Wir nehmen
H,, iiber das so definierte K. Seien ¢ und z in den Definitionen 7.1 und 7.9
die durch die Variablen ¢ und 2z in K gegebene Elemente.

Hilfssatz 7.11
Sei K := C(q, 2)[\/q, \/%] und sei w = %(2 +q—1).
Sei U : Z[1, 17, m,m™| — K festgelegt durch

Dann ist U injektiv.
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Beweis Wir zeigen, dass C(V(m), ¥(l)) C K eine Korpererweiterung von
C von Transzendenzgrad 2 ist. Dann ist {U(m), ¥(I)}, nach [Bos04], Kapitel
7.1, Lemma 4, eine Transzendenzbasis von K. Daraus folgt, dass ¥ injektiv
ist.

Da K eine Koérpererweiterung von C von Transzendenzgrad 2 ist, geniigt
es zu zeigen, dass K/C(¥(m),¥(l)) eine algebraische Korpererweiterung
ist. Zunéchst zeigen wir, dass C(q)[,/q]/C(¥(m)) eine algebraische Kérper-
erweiterung ist. Sei C[i(¢2 — ¢~2)] der kleinste Unterkdrper von C(q)[v4

der C und i(q% — q_%) enthélt. Da C algebraisch abgeschlossen ist, ist so-
wohl der Transzendenzgrad von C(q)[\/q] als auch der Transzendenzgrad

von C(i(q2 — ¢ 2)) iiber € gleich 1. Dann ist die Kérpererweiterung von
C(i(q2 — ¢~2)) nach C(q)[\/q] algebraisch. Daraus folgt, dass C(q)[\/q, ¥(1)]
algebraisch tiber C(V (), U(m)) ist. AuBerdem gilt

Clo) (V3 ¥ (1) = C@(Va =) = CoVa =)

da wir z aus Elementen von C(q)[,/q, \/? wie folgt darstellen konnen:

sla-1 _ 2(¢-1) _ z(¢-1)  z(q-1)

qg—= qu—2z  (z4+qg—1)—=z2 q—1
Damit ist C(q, 2)[,/q, \/%] algebraisch tiber C(¥(1),¥(m) und es folgt die
Behauptung. 0

Hilfssatz 7.12 R
Sei die Einbettung U wie in Hilfssatz 7.11. Dann liegt J(V') im Bild von V.

Beweis Der Beweis wird induktiv iiber die Komplexitéit gefithrt. Fiir den
Induktionsanfang betrachten wir den Abschluss des Erzeugers (3, der Zopf-
gruppe B,1, der dquivalent zu O" ist.

Es ist

(07 = A D S (3)
= 27300 30D LG (Ty) = 272070 w30 L Gp, (1)

1 1 275 1 (q% %) o
= (2_5 . u]_i)r_l =

(q% )
1
2
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denn es gilt fiir @

1 11 1 _1 11 11 1 1 1 1y 1

22 w2q? qz —q " 2 —2222 —|—w2q2w2q2 — (q2 —q 2)q2
—— 71+ i 1 i = T 1 1
wiqi z2 Z2 W2 z§w§q§

und mit w = é(z—kq—l) folgt:
—z+wqg—(¢q—1)=—24+z2+qg—1—2—(¢—1)=0.

Damit ist die Behauptung fiir den Induktionsanfang bewiesen.

Sei 0.B.d.A V = V, die Verschlingung mit der héchsten Komplexitdt im
Entwirrungs-Tripel (V,,V_,V;). Wir nehmen als Induktionsvoraussetzung
an, dass .J(V_) und J(V;) im Bild von ¥ liegen. J(V) liegt im Bild von
¥, wenn J(V_) und J(V;) im Bild von ¥ liegen. Dies ist jedoch per Indukti-
onsvoraussetzung gegeben und die Behauptung damit bewiesen. O

Definition 7.13
Sei V eine orientierte Verschlingung. Das Jones-Polynom in zwei Variablen
oder HOMFLY-Polynom

J(V)eZ[l,17t,m,m™]
i1st definiert als
W(I(V) = J(V).

Satz 7.14 (Skein-Invarianz-Lemma, vgl. [HKWB86], S. 293f.)
Sei W die Menge aller Aquivalenzklassen von orientierten Verschlingungen.
Sei (V.,V_, Vo) ein Entwirrungs-Tripel von orientierten Verschlingungen in

W. Seien I,m € K := C(q, 2)[\/4, \/g] definiert durch

o1
l:=14z2w

1
Dann gilt

- JV)+17 - J(Vo) +m- J(Vy) = 0.
Insbesondere gilt

L-JV) + 1TV ) +m-J(V) =0

und das HOMFLY-Polynom st eine universelle Entwirrungsinvariante mait
Entwirrungs-Koeffizienten [, I71 und m.
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Beweis Aus dem Alexander-Theorem (vgl. Satz 6.8) folgt, dass wir Zahlen
k,ne N, k <n—1und Zopfe a,b € B, finden kénnen, so dass

V, = clos(ay), V- = clos(a_) und Vy = clos(a)

mit ay = bfa, a_ = bB; 'a und ay = ba.

Nun l&sst sich Folgendes berechnen:
lzé(fe(ow)fnﬂ)w%(e(a+)fn+1)pn<a+)
+ lilZ%(7e(a_)7n+1)w%(e(a_)7n+1),0n(047)

+ s s(ela0)—n+1), Ee(ao)—n+1)

g

pn(cro)
— (3 (ela0)—ebr)=n+)(elo)+elbr)—ntD) (VT 5 (q)
1Lz (elao)re(br)—ntd) y g (elao) —e(b)—ntD) 5 (VT2 p, (q)
+ mza(ele0) =ty s(elen)=ntD) ) (35 (q)
= [z 2wz za(ele0) iy s(elcn)=ntl) p (VT ()
+ lflz%w’%z%(*e(ao)*nﬂ)w%(e(a())inﬂ)pn(b)qil(Tk 4= 1)pala)
+ mz%(*6(010)*71“)10%(e(aO)an)Pn(b)p"(a)

_ L A(ela0) i) Feeo) ) ) (1)1 3T

+ l_lz%w_%q_l(Tk +q—1)+m)pn(a).

Aus

1

lz_%w%T;.C T P T T +q—14+m
z%w_%q_l(Tk +q-1)+ i(q% — q—%)
= iq 3Ty —iq 2Ty — iq? +iq ? +iq? —iq 2 =0

.11 o1 11 .11
=122w 2q 2z 2wily, —iz 2wiq

N[

folgt
[ 3 (ela)—nt ) Fela)—ntd) () g g1 d(ela) D e(an)nt ) ) g )
i mZ%(—e(ao)—n-l—l)w%(e(ao)—n—i-l)pn(ao) —o.
Wenn wir nun auf die obige Gleichung Sp,, anwenden, folgt
L-J(V) + 17 - J(Vo) +m- J(Vg) = 0.
Mit Definition 7.13 folgt
- JV)+171 - JWV ) +m- J(Vp) = 0.
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Da J(O) = J(O) = 1 gilt, ist das HOMFLY-Polynom J(V) eine Entwirrungs-
invariante mit Entwirrungs-Koeffizienten 7,/7! und m.

Damit sind die Voraussetzungen fiir Satz 7.14 erfiillt und da J(V') eindeutig
die universelle Entwirrungsinvariante I" bestimmt, wird J(V")deshalb eben-
falls als universelle Entwirrungsinvariante bezeichnet. O

Da es sich bei dem HOMFLY-Polynom um eine universelle Entwirrungsin-
variante handelt, ldsst es sich auf alle Entwirrungsinvarianten spezialisieren.
Insbesondere sind das Jones-Polynom (vgl. Satz 5.5) durch

Xy (A) = Jy(iA,i(A7 — A~3))
und das Alexander-Polynom (vgl. Bemerkung 5.7) durch
Av(t) = Jy(iyi(ts —t732))

definiert.






3 Knotentheorie in der Schulmathematik

3.1 Klarung der inhaltlichen Voraussetzungen und
Schwierigkeiten

3.1.1 Vorgehensweise

Knotentheorie auf unterstem Anforderungsniveau ist bereits fiir die Grund-
schule geeignet. Fiir eine erste Beschéftigung mit Knotentheorie sind kaum
inhaltliche Voraussetzungen notwendig sind. Gleichzeitig bietet die Knoten-
theorie Inhalte, die auf unterschiedlichstem Anforderungsniveau unterrichtet
werden kénnen (vgl. [RRO00], S. 72), so dass sich auch fiir die Sekundarstufe
IT anspruchsvolle Aufgabenstellungen ergeben. Um die Knotentheorie in al-
len Schuljahren angemessen unterrichten zu kénnen, bedarf es zunéchst der
Analyse sowohl der inhaltlichen Voraussetzungen als auch der méglichen in-
haltlichen Schwierigkeiten.

Im Folgenden werde ich die, im ersten Teil der Arbeit vorgestellte Theorie
detailliert unter den genannten Aspekten analysieren. Hierzu teile ich die
Inhalte in sechs Bausteine auf, wobei ich bei der Aufteilung den Grad der
inhaltlichen Voraussetzungen bereits beriicksichtigt habe. Die Bausteine ent-
halten folgende Themen:

Baustein 1: Knoten

Baustein 2: Knotenprojektionen und Reidemeister-Bewegungen
Baustein 3: Knoteninvarianten

Baustein 4: Jones-Polynom und Entwirrungsinvarianten
Baustein 5: Zopfe und Zopfgruppen

Baustein 6: Universelle Entwirrungsinvarianten und Konstruktion derselben
mittels Hecke-Algebren

Die genannten Bausteine orientieren sich an den einzelnen Kapiteln und bau-
en inhaltlich aufeinander auf. Eine Ausnahme bildet Baustein 5, der nicht auf
die Inhalte der Bausteine 3 und 4 und zum Teil auch nicht auf die Inhalte der
Bausteine 1 und 2 angewiesen ist, aber aufgrund von inhaltlich anspruchs-
vollerer Voraussetzungen dahinter eingeordnet wurde.

Auch in diesem Teil der Arbeit werde ich zundchst den Begriff der Verschlin-
gung adquivalent zu dem Begriff Knoten verwenden, da bei der Behandlung
von Verschlingungen in der Regel keine zusétzlichen Schwierigkeiten entste-
hen. Falls dies doch der Fall sein sollte, werde ich explizit von Verschlingungen
sprechen.
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3.1.2 Inhaltsanalyse

Baustein 1: Knoten Die Einfithrung des Knotens ist zunéchst mit Hin-
dernissen verbunden, da sich Knoten, wie sie aus dem Alltag bekannt sind,
in denen bereits in Abschnitt 2.1 genannten Punkten vom mathematischen
Knoten unterscheiden. Der Weg von einem alltéglichen Knoten iiber einen
Knoten mit festen Enden hin zu einem abgeschlossenen Knoten sollte fiir
Schiilerinnen und Schiiler kein allzu groies Problem darstellen. Die unendli-
che Dehn- und Zusammenziehbarkeit eines Knotens und die Vernachléssig-
barkeit der Knotendicke kénnen, aufgrund der Verwendung von Seilen unter-
schiedlicher Lénge und Dicke, von den Schiilerinnen und Schiilern unbewusst
als gegeben vorausgesetzt werden und miissen deshalb noch einmal explizit
genannt oder erarbeitet werden.

Die Definition des Knotens als geschlossener doppelpunktfreier Polygonzug
im RR? ist bereits ein mathematisches Modell, dass fiir Schiilerinnen und
Schiiler zwar nachvollziehbar ist, aber vermutlich nicht ohne weitere Dis-
kussion angenommen wird. Dafiir kann es mehrere Griinde geben, von denen
ich hier drei nennen mochte. Erstens werden die Schiilerinnen und Schiiler
nicht die Notwendigkeit sehen, Knoten als geschlossene Polygonziige darzu-
stellen, da das in Kapitel 2 behandelte Stoffgebiet bis auf wenige Beweise mit
glatten Knoten auskommt. Zweitens ist der exakte Umgang mit polygona-
len Knoten und Knotendiagrammen schwieriger als mit glatten Knoten, da
Knotendeformationen und Reidemeister-Bewegungen ausfiihrlicher und da-
mit komplizierter beschrieben werden miissen. Als dritter Punkt ist noch der
asthetische Aspekt zu nennen, der fiir Schiilerinnen und Schiilern sicherlich
von Bedeutung ist.

Der Begriff ,,dquivalent® wird von den Schiilerinnen und Schiilern in Nieder-
sachsen im siebten bzw achten Schuljahr im Zusammenhang mit Gleichungen
gelernt. Ein Merksatz aus einem Schulbuch der siebten Klasse lautet: ,,Zwei
Gleichungen heiflen zueinander dquivalent, wenn sie dieselbe Losungsmenge
L haben* ([Gri99al, S. 44). Die Aquivalenzrelation ist jedoch kein Bestand-
teil der Schulmathematik und muss erst eingefithrt werden. Dabei ist dar-
auf zu achten, dass gegebenenfalls ein Zusammenhang mit dem bisher er-
lernten Aquivalenzbegriff hergestellt wird. Auf die Aquivalenzrelation kann
verzichtet werden, indem zwei Knoten als gleich, statt als dquivalent oder
isotop bezeichnet werden. Dies sehe ich jedoch nicht als notwendig an, da
die Aquivalenzrelation in der Regel bereits fiir Schiilerinnen und Schiiler ab
der fiinften Klasse nach der Einfiihrung des Kommutativgesetzes erlernbar
ist. Gerade fiir die unteren Schuljahrgéinge gibt es allerdings geeignetere,
alltagliche Beispiele, mit Hilfe derer die Aquivalenzrelation gelehrt werden
kann.
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Orientierte Knoten stellen fiir Schiilerinnen und Schiiler aller Schuljahre kein
Problem dar. Bei der Benennung von symmetrischen und amphichiralen Kno-
ten ist jedoch Vorsicht geboten. Die Symmetrie als Punkt-, Achsen- und
Flachensymmetrie ist bereits Thema des fiinften und sechsten Schuljahres.
Der in diesen Schuljahren erlernte Symmetriebegriff deckt sich jedoch nicht
mit dem Symmetriebegriff, der bei Knoten Verwendung findet. Zwei der Ori-
entierung nach symmetrische Knoten sind weder punkt-, noch achsen-, noch
flaichensymmetrisch, wiahrend ein Paar amphichiraler Knoten von den Schii-
lerinnen und Schiilern versténdlicherweise als symmetrisch identifiziert wer-
den konnte. Um bei der Begriffsbildung Verwechslungen und Uberlagerungen
zu vermeiden, bietet es sich an, zumindest zu Beginn der Sekundarstufe I im
Zusammenhang mit Knoten auf den Begriff Symmetrie ganz zu verzichten
und statt dessen von umgekehrter Orientierung und von Spiegelbildern zu
sprechen. Der Begriff | invers® wird in der Knotentheorie ebenfalls anders als
im Sinne des inversen Elementes in der Gruppentheorie verwendet. Dies soll-
te bei einer spateren oder vorausgegangenen Einfithrung des Gruppenbegriffs
(vgl. Baustein 5) berticksichtigt werden. Da die Gruppe kein Bestandteil der
Schulmathematik ist, sind Verwechslungen in der Regel ausgeschlossen.
Wilde Knoten entsprechen keinen realen Knoten und sind deshalb fiir Schii-
lerinnen und Schiiler schwieriger zu erfassen als zahme Knoten. Es ist au-
Berdem nicht einfach, sie fiir Schiiler sinnvoll in den Gesamtkontext der an-
schaulichen Knotentheorie einzubinden. Sie sollten deshalb, wenn {iberhaupt,
gesondert oder von besonders begabten Schiilerinnen und Schiilern behandelt
werden.

Baustein 2: Knotenprojektion und Reidemeister-Bewegungen Der
Begriff der Projektion ist den Schiilerinnen und Schiilern meist bereits aus
dem Alltag, spédtestens mit Benutzung des Tageslicht-Projektors aus der
Schule, bekannt und kann deshalb intuitiv eingefiihrt werden. Den Schiilerinnen
und Schiilern den Unterschied zwischen Knotenprojektionen und Knotendia-
grammen zu verdeutlichen, ist hingegen mit Schwierigkeiten verbunden. Das
Problem kann damit umgangen werden, dass die Knotendiagramme direkt
eingefiithrt werden, ohne Knotenprojektionen zu behandeln. Es ist nicht rat-
sam, die Begriffe Projektion und Diagramm anfangs dquivalent zu benutzen,
da damit eine spétere Unterscheidung der Begriffe stark erschwert wird. Die
Normierung der Knotenprojektionen und Diagramme wird ebenfalls intuitiv
erfolgen. Die meisten Begriffe wie Kreuzung, Uber- und Unterkreuzung, Dop-
pelpunkte und Mehrfachpunkte sind bereits aus dem Alltag oder der Schule
bekannt und werden hier gefestigt. Dabei sind die Begriffe, wie zum Beispiel
der Doppelpunkt, gegebenenfalls mit neuer Bedeutung zu fiillen.
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Fiir die Definition von reguléren und singulédren Projektionen sind keine Vor-
kenntnisse notwendig. Die Frage, ob nur endlich viele Doppelpunkte oder
iiberhaupt regulédre Projektionen existieren, werden sich, wenn iiberhaupt,
nur wenige Schiilerinnen und Schiiler stellen. Wir die Frage behandelt, dann
wird es den Schiilerinnen und Schiilern leicht fallen, die richtige Vermutung
aufzustellen. Fiir einen exakten Beweis muss auf das Modell der Knoten als
geschlossene Polygonziige zuriickgegriffen werden. Der Beweis der Existenz
von reguldren Projektionen kann hochstens von begabten Schiilerinnen und
Schiilern in der Oberstufe behandelt werden, da die Voraussetzungen fiir den
Beweis, wie Kurven zweiter Ordnung, einschalige Hyperboloide und der Aus-
druck ,liegt dicht“ Themen des Mathematik-Grundstudiums sind.

Fiir die Deformationen der Projektionskurve und die Reidemeister—Bewe-
gungen sind wiederum keine Vorkenntnisse notwendig, da sie auf glatten Kno-
ten eingefithrt werden kénnen. Die Frage, ob die genannten Umformungen
immer ausreichen, zwei dquivalente Knoten ineinander zu iiberzufiihren, wird
zunéchst instinktiv bejaht werden. Die Schwierigkeit liegt darin, die Schiiler-
innen und Schiiler von der Notwendigkeit einer Begriindung dieser Tatsache
zu iiberzeugen. Nach meiner Einschétzung diirften begabte Schiilerinnen und
Schiiler, die die Notwendigkeit des Beweises erkannt haben, durchaus in der
Lage sein, den Beweis mit Unterstiitzung der Lehrperson selbst zu erarbei-
ten. Dazu ist allerdings ein erheblicher Zeitaufwand, sowie kombinatorisches
Geschick erforderlich. Auch hier muss das Modell der Knoten als geschlossene
Polygonziige zu Rate gezogen werden.

Baustein 3: Knoteninvarianten Die niederséchsischen Schiilerinnen und
Schiiler sollen laut Kerncurriculum zum Ende des sechsten Schuljahres In-
varianz erkennen kénnen (vgl. [NieO6b], S. 16). In den Schulbiichern ist der
Begriff der Invariante hingegen erst ab dem siebten Schuljahr zu finden (vgl.
[Gri99al, S. 107,150,171). Hier werden Invarianten als Eigenschaften von Spie-
gelungen, Drehungen und Verschiebungen behandelt. Es stellt sich die Frage,
ob die Knotentheorie ein geeignetes Thema ist, um den Begriff der Invariante
einzufithren, oder ob die erste Erwahnung des Begriffes in einer vorausge-
henden Behandlung von Symmetrien, Drehungen und Verschiebungen oder
einem ganz anderen Kontext erfolgen soll. Unabhéngig von dieser Frage ist
es moglich, den Begriff der Invariante vollstdndig auszusparen, indem statt
dessen von Knoteneigenschaften gesprochen wird. Da der Begriff der Invari-
ante jedoch Teil des niedersiachsischen Kerncurriculums und nicht zuletzt ein
wesentliches Konzept der Geometrie ist, halte ich dies nicht fiir sinnvoll.

Um die in Abschnitt 2.3 vorgestellten Knoteninvarianten zu berechnen und
Knoten anhand von Invarianten unterscheiden zu kénnen, sind bis auf Teil-
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kenntnisse aus den Abschnitten 2.1 und 2.2 keine Vorkenntnisse notwendig.
Fiir den Beweis, dass es sich bei den genannten Invarianten um Knoteninvari-
anten handelt, sollten die Schiilerinnen und Schiilern ausreichend Erfahrung
mit den Reidemeister-Bewegungen gesammelt haben, damit ihnen die Verbin-
dung zu Knoteninvarianten klar wird. Wenn dies der Fall ist, dann sollte das
Uberpriifen der Knoteninvarianten anhand der Reidemeister-Bewegungen die
Schiilerinnen und Schiiler vor keine grofleren Probleme stellen.

Die Bestimmung der Entknotungszahl bildet aufgrund der unter Paragraph
2.3.4 schon genannten Schwierigkeiten eine Ausnahme und kann deshalb nicht
von den Schiilerinnen und Schiilern verlangt werden. Wird die Entknotungs-
zahl trotzdem behandelt, muss sichergestellt werden, dass die Schiilerinnen
und Schiiler die Entknotungszahl eines Knotens nicht mit der Entknotungs-
zahl eines Knotendiagramms verwechseln. Das Berechnen der Entknotungs-
zahl eines Knotendiagramms bereitet wiederum keine Schwierigkeiten. Fiir
den Beweis von Satz 3.9 benétigen die Schiilerinnen und Schiiler jedoch aus-
reichende Erfahrung mit dem Finden von Algorithmen und den Reidemeister-
Bewegungen. Die Definition der Komplexitét findet erst bei den Beweisen
zu den Entwirrungsinvarianten ihre Anwendung und kann deshalb vernach-
ldssigt werden.

Baustein 4: Jones-Polynom und Entwirrungsinvarianten Neben Er-
fahrungen mit den Inhalten der Abschnitte 2.1 und 2.2 und einer allgemeinen
Vorstellung von Knoteninvarianten aus Abschnitt 2.3 muss den Schiilerinnen
und Schiilern zur Berechnung des Jones-Polynoms der Umgang mit Potenz-
gesetzen und Polynomen vertraut sein. Dies ist in der Regel nicht vor Beginn
der Sekundarstufe II der Fall. Zwar sind Laurent-Polynome nicht Bestandteil
der Schulmathematik, der Umgang mit negativen Exponenten im Rahmen
der algebraischen Potenzrechnung sollte die Schiilerinnen und Schiiler der
Oberstufe jedoch vor kein gréfleres Problem stellen, da Potenzgesetze bereits
ab dem zehnten Schuljahr behandelt werden (vgl. [Gri96], Kapitel 1 und
2). Bis auf die genannten Schwierigkeiten kann die Berechnung des Jones-
Polynoms fiir einfache Knoten von Schiilerinnen und Schiilern der Oberstufe
in der Regel nachvollzogen werden, zumal fiir die Berechnung der Verdril-
lungszahl keine weiteren Vorkenntnisse bendtigt werden.

Das eigensténdige Erarbeiten eines Berechnungsalgorithmus aus der Definiti-
on des Jones-Polynoms erfordert hingegen einen geiibten Umgang mit Men-
gen, Potenzen und dem Summenzeichen, sowie kombinatorisches Geschick.
Deshalb stellen der Beweis, dass das Jones-Polynom eine Knoteninvariante
ist, oder sogar die Konstruktion des Jones-Polynoms aus den Eigenschaf-
ten des Klammerpolynoms und der Verdrillungszahl die Schiilerinnen und
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Schiiler vor eine Herausforderung, der sich nur begabte Schiilerinnen und
Schiiler der Oberstufe unter Inkaufnahme eines grofien Zeitaufwands stellen
sollten.

Die Berechnung von Entwirrungsinvarianten kann ebenfalls von den Schiiler-
innen und Schiilern hoherer Schuljahre nachvollzogen und angewandt wer-
den, wobei eine Beschéftigung mit Entwirrungsinvarianten dariiber hinaus
fiir Schiilerinnen und Schiiler in der Regel zu komplex ist (vgl. Baustein 6).

Baustein 5: Zopfe und Zopfgruppen Wie die Knoten kénnen die Zopfe
und die Zopfprojektionen ebenfalls intuitiv eingefiihrt werden, da die Dar-
stellung der Zopfe als Polygonziige aus dhnlichen wie den bei Baustein 1
schon genannten Griinden unnoétig, die Handhabung verkomplizierend und
dsthetisch wenig akzeptabel ist.

Der Begriff der Gruppe kann unter Verwendung von Zopfen gelernt, sollte je-
doch noch an anderen Beispielen vertieft werden. In der Regel sind Gruppen
nicht Bestandteil der Schulmathematik, und damit auch nicht Bestandteil
des Vorwissens der Schiilerinnen und Schiiler, auf das zuriickgegriffen wer-
den kann. Die Behandlung von Zopfgruppen stellt spezielle Anforderungen an
die Projektion von Zopfen. Das Artin-Theorem setzt die Beschéftigung mit
der Mathematik der Anfingervorlesungen des Grundstudiums voraus und ist
deshalb fiir den Schulunterricht génzlich ungeeignet.

Der Abschluss eines Zopfes ist wiederum fiir Schiilerinnen und Schiilern aller
Schuljahre nachvollziehbar. An dieser Stelle bietet sich eine Verkniipfung mit
den unter den Abschnitten 2.1 und 2.2 behandelten Themen an. Wenn der
Abschluss als Abbildung definiert wird, sollte den Schiilerinnen und Schiilern
der Begriff der Zuordnung, der ab dem sechsten Schuljahr gelehrt wird, be-
reits geldufig sein (vgl. [GPF05], Kapitel 2). Im Rahmen der Behandlung
des Alexander-Theorems sind die Kenntnisse des Begriffs der Surjektivitét,
der in der Regel nicht Bestandteil der Schulmathematik ist, nicht zwingend
notwendig. Da ab dem siebten Schuljahr bereits Definitions- und Wertemen-
ge Bestandteil des Schulunterrichts sind, ist eine Einfiihrung der Begriffe zu
diesem Zeitpunkt zwar denkbar, aber meiner Meinung nach im Rahmen der
Knotentheorie zu kompliziert. In der Sekundarstufe I ist aus meiner Sicht
eine einfache Begriindung dafiir, warum aus den Zopfen durch Abschluss alle
Knoten gewonnen werden konnen, moglich und ausreichend, zumal die Sur-
jektivitat des Zopfabschlusses im Rahmen der fiir Schiilerinnen und Schiiler
versténdlichen Knotentheorie nicht weiter genutzt wird.

Das Markov-Theorem fordert ebenso wie das Artin-Theorem fiir Schiilerinnen
und Schiiler zu schwierige Voraussetzungen, als das es im Schulunterricht be-
handelt werden kann.
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Baustein 6: Universelle Entwirrungsinvarianten und Konstruktion
derselben mittels Hecke-Algebren FEine Beschéftigung mit universellen
Entwirrungsinvarianten und Hecke-Algebren setzt ein umfangreiches Wissen
voraus. Dazu gehoren Begriffe wie Homomorphismus, Ring, Einheiten, Null-
teiler, Polynomring, Kérper, Algebren, Moduln und Bimoduln, um nur einige
zu nennen. Als Voraussetzung ist eine vertiefende Kenntnis der Grundstudi-
umsvorlesungen in Linearer Algebra unumgénglich und ein abgeschlossenes
Studium der Mathematik sehr hilfreich. Deshalb ist von durchschnittlichen
Schiilerinnen und Schiilern nicht zu erwarten, dass sie diesen Teil der Knoten-
theorie auch nur in Ansétzen verstehen. Die Abschnitte 2.5 und 2.7 sollen den
Leserinnen und Lesern dieser Arbeit verdeutlichen, wie schnell ein anschauli-
ches mathematisches Thema wie die Knotentheorie zu einem sehr komplexen
algebraischen Thema werden kann. Damit mochte ich einer moglichen Kritik,
dass es sich bei Knotentheorie um keine richtige und damit fiir Schiilerinnen
und Schiiler sinnvolle Mathematik handelt, zuvorkommen.

3.1.3 Ergebnis

Die Analyse der benétigten Voraussetzungen und moglichen Schwierigkeiten
hat ergeben, dass die Bausteine 1 bis 3 bereits ab dem fiinften Schuljahr
geeignet sind, wiahrend Baustein 4 erst aber der Oberstufe ausfiihrlicher be-
handelt werden kann. Bausteine 1 bis 3 konnen durch Baustein 5 ergénzt
werden. Baustein 5 kann zwar eigensténdig behandelt werden, ergibt aber
nach Abzug des Artin-Theorems nicht viel Inhalt fiir den Schulunterricht, so
dass die Zopfgruppen durch andere Gruppen ergénzt werden muss. Baustein
6 ist fiir die Schule génzlich ungeeignet.

Damit ist gezeigt, dass die Knotentheorie ausreichend Material bietet, um
in der Schule auf einem fiir Schiilerinnen und Schiiler angemessenen Niveau
unterrichtet zu werden. In Anhang A findet sich zu den fiir die Schule geeig-
neten Bausteinen eine Sammlung von Aufgaben.

Im Folgenden soll gekléart werden, ob die fiir die Schule geeignete Knoten-
theorie den von der Kultusministerkonferenz gestellten Anforderungen an
den Mathematikunterricht geniigen kann. Dabei werde ich die Verordnungen
fiir das Land Niedersachsen mit einbeziehen.
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3.2 Einordnung der Knotentheorie in die Bildungsstan-
dards

3.2.1 Bildungsstandards in Deutschland und Niedersachsen

Anforderungen an die Mittelstufe Im Zuge der PISA-Studien wurden
in Deutschland die Standards fiir die Hauptfiacher reformiert. Die 1995 von
der Kultusministerkonferenz verabschiedeten ,,Standards fiir den Mittleren
Schulabschluss® wurden 2003 durch die ,,Vereinbarung iiber Bildungsstan-
dards fiir den Mittleren Schulabschluss® ersetzt. Bildungsstandard ist hier
das zentrale Schlagwort in Bezug auf die Verbesserung der allgemeinen Schul-
bildung.

,Bildungsstandards formulieren fachliche und fachiibergreifende
Basisqualifikationen, die fiir die weitere schulische und berufliche
Ausbildung von Bedeutung sind und die anschlussfahiges Lernen
ermoglichen. Die Standards stehen im Einklang mit dem Auftrag
der schulischen Bildung. Sie zielt auf Personlichkeitsentwicklung
und Weltorientierung, die sich aus der Begegnung mit zentralen
Gegenstanden unserer Kultur ergeben.“([Kul03al, S. 3)

,Die Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Mittleren
Schulabschluss benennen |[..] allgemeine und inhaltsbezogene ma-
thematische Kompetenzen, die Schiilerinnen und Schiiler in akti-
ver Auseinandersetzung mit vielfaltigen mathematischen Inhalten
im Mathematikunterricht erwerben sollen.“ ([Kul03al, S. 9)

Laut dieser Bildungsstandards sollen ,,Schiilerinnen und Schiiler [..] Mathe-
matik als anregendes, nutzbringendes und kreatives Betéatigungsfeld erleben
[..]. Fiir einen solchen Mathematikunterricht ist die Beschreibung der allge-
meinen mathematischen Kompetenzen [..] in den Vordergrund geriickt wor-
den“([Kul03al, S. 9). Dazu legt die Kultusministerkonferenz die in Abb. 54
ersichtlichen, allgemeinen mathematischen Kompetenzen fest, und benennt
Teilkompetenzen (vgl. [Kul03a], S. 13ff).
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Abb. 54: Allgemeine mathematische Kompetenzen ([Kul03al, S. 13)

Zur Unterstiitzung dieser allgemeinen mathematischen Kompetenzen, die im
Verbund erworben werden sollen, hat die Kultusministerkonferenz die in-
haltsbezogenen mathematischen Kompetenzen unter sogenannten Leitideen
zusammengefasst. Dabei handelt es sich um die Leitideen ,,Zahl“, , Messen®,
,Raum und Form*, ,Funktionaler Zusammenhang*, sowie ,,Daten und Zu-
fall“ (vgl. [Kul03a], S. 13ff.).

Abschlieflend enthalten die Bildungsstandards Aufgabenbeispiele, zu deren
Losung die allgemeinen mathematischen Kenntnisse auf unterschiedlichem
Anforderungsniveau verfiigbar sein miissen. Um das Anforderungsniveau ein-
ordnen zu konnen, werden die drei, nach dem Anspruch und den erforderli-
chen kognitiven Féahigkeiten geordneten, Anforderungsbereiche ,, Reproduzie-
ren®,  Zusammenhénge herstellen und ,, Verallgemeinern und Reflektieren®
unterschieden (vgl. [Kul03al, S. 17{f.).

Aufgrund der Reform der Bildungsstandards fiir die Mittelstufe wurde im
Januar 2006 vom Niedersédchsischen Kultusministerium ein neu erarbeite-
tes Kerncurriculum fiir die Schuljahrgénge 5 - 10 am Gymnasium vorgelegt,
das die erwarteten Bildungsstandards aufgreift und konkretisiert. Die all-
gemeinen mathematischen Kompetenzen sind darin in ,,Prozessorientierten
Kompetenzbereichen®, die inhaltlichen Kompetenzen in ,,Inhaltsbezogenen
Kompetenzbereichen“ zusammengefasst. Zu jedem Kompetenzbereich wer-
den detaillierte Erwartungen an die verschiedenen Schuljahre genannt, in
denen sich die Anforderungsniveaus wiederfinden (vgl. [NieO6b], S. 12).
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Priifungsanforderungen in der Abiturpriifung Die 1989 von der Kul-
tusministerkonferenz beschlossenen und 2002 neu gefassten ,, Einheitliche Prii-
fungsanforderungen in der Abiturpriifung® (EPA) fiir das Fach Mathematik
dienten bis zum Abitur 2005 als Vorlage fiir die EPA des Landes Niedersach-
sen. Diese wurden zum Abitur 2005 durch die EPA der Kultusministerkon-
ferenz unter Anwendung von Ubergangsregelungen ersetzt. Grund waren die
im Jahre 2006 zum ersten Mal zentral gestellten Abiturpriifungen in Nieder-
sachsen (vgl. [Nie04], S. 1).

Als grundlegende Anforderungen an den Unterricht im mathematisch-natur-
wissenschaftlich—technischen Aufgabenfeld werden ,, Versténdnis fiir den Vor-
gang der Abstraktion, die Fahigkeit zu logischem Schlielen, Sicherheit in ein-
fachen Kalkiilen, [sowie| Einsicht in die Mathematisierung von Sachverhalten,
in die Besonderheiten naturwissenschaftlicher Methoden, in die Entwicklung
von Modellvorstellungen und deren Anwendung auf die belebte und unbeleb-
te Natur und in die Funktion naturwissenschaftlicher Theorien* ([Kul03b],
S. 3) genannt.

Die allgemeinbildende Funktion des Mathematikunterrichts wird dadurch be-
tont, dass er die Moglichkeit bieten soll, Mathematik als formale Wissen-
schaft, als anwendbare Wissenschaft und als Mittel zur Ausbildung heuris-
tischer Féhigkeiten zu erfahren. Weiterhin finden sich in den Priifungsan-
forderungen fiir das Abitur allgemeine mathematische Kompetenzen, hier
als methodische Kompetenzen bezeichnet, und Leitideen wieder, die auf den
allgemeinen und inhaltsbezogenen mathematischen Kompetenzen der Mit-
telstufe aufbauen und diese vertiefen. Methodisch wird von den Schiilerinnen
und Schiilern eine kritische Reflektion von Ergebnissen, Vorgehensweisen und
des eigenen Handelns, sowie die sachangemessene Nutzung von Medien wie
zum Beispiel Tafelwerke, Taschenrechner, Computersoftware und Internet
erwartet. Neben den Methoden sollen auch die Inhalte aus verschiedenen
mathematischen Themenbereichen sinnvoll verkniipft werden. Dies wird von
den Leitideen ,Grenzprozesse/ Approximation“, ,Modellieren“, , Algorith-
mus‘ und ,,Rdumliches Strukturieren / Koordinatisieren®, welche die Leitide-
en aus der Mittelstufe ergdnzen und ausbauen, unterstiitzt (vgl. [Kul03b], S.
3ff).

Die fachlichen Inhalte der Oberstufe sind mit Blick auf das Zentralabitur
streng abgesteckt und lassen deshalb kaum Raum fiir Inhalte auflerhalb
des Lehrplans. Aus diesem Grund werde ich die Priifungsanforderungen in
der Abiturpriifung in der weiteren Untersuchung vernachlissigen. Dies be-
deutet nicht, dass die Knotentheorie fiir die Oberstufe ungeeignet ist. Eine
Moglichkeit, die Knotentheorie in der Oberstufe zu behandeln, wird in Ab-
schnitt 3.3.2 genannt.
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Bewertung der Bildungsstandards Die neu eingefiihrten Bildungsstan-
dards unterscheiden sich von den vorherigen dadurch, dass den bisherigen
fachlichen Inhalten allgemeine mathematische Bildungsziele vorangestellt wur-
den. Schon bei oberflidchlicher Betrachtung der allgemeinen mathematischen
Kompetenzen wird die Ubereinstimmung mit Bildungszielen deutlich, deren
Ausfithrung im Mathematikunterricht schon seit geraumer Zeit angestrebt
wird. Deshalb ist eine verbindliche Aufnahme dieser Kompetenzen in die
Lehrpléne zu begriiBen (vgl. [Blu05]).

Es ist jedoch fraglich, ob es sinnvoll ist die allgemeinen mathematischen Kom-
petenzen in feingliedrige Lernziele einzuteilen. Dadurch wird der Eindruck
erweckt, dass allgemeine mathematische Kompetenzen einfach und kurzfris-
tig erlernbar und vor allem differenziert messbar sind. Einem langfristigen
und messbaren Erwerb von allgemeinen mathematischen Kompetenzen muss
ein qualitativ hochwertiger Unterricht vorausgehen. Wenn die Lehrkréfte fiir
einen solchen Unterricht nicht ausreichend qualifiziert und zu einem auto-
nomen und eigenverantwortlichen Unterricht motiviert werden, bleiben die
Bildungsstandards genau wie die ,,Neue Mathematik® eine Reform von oben
(vgl. [Bai05]).

WITTMANN beméngelt, zusétzlich zu den bereits genannten Aspekten, dass
durch die Betonung der, an der Niitzlichkeit fiir den Alltag orientierten, all-
gemeinen mathematischen Kompetenzen die reine Mathematik zugunsten
der angewandten Mathematik vernachlassigt wird. Er stellt den ,,messbaren
Bildungsstandards® eine ,,Unterrichtsentwicklung vom lebendigen Fach aus*
entgegen (vgl. [Wit05], S. 5). Der ,Ruf nach einer ausgeglichenen Sichtwei-
se, in der Anwendungen und innermathematische Entdeckung gleichermafien
ausbalanciert sind“ ([LMO05], S. 2), setzt sich unter den Mathematikdidakti-
kern zunehmend durch. Ob er bei den Lehrerinnen und Lehrern, die mit dem
arbeitsintensiven Alltag des Mathematikunterrichts und dem baldigen Um-
setzen der neuen Bildungsstandards beschéftigt sind, ankommt, ist fraglich.
Wenn die Knotentheorie von einer breiten Lehrerschaft als ein im Mathe-
matikunterricht mégliches Thema akzeptiert werden soll, geniigt es deshalb
nicht, dass die Knotentheorie, wie in Abschnitt 3.1 bereits gezeigt, Inhalte
aufweist, die dazu geeignet sind, an die Schiilerinnen und Schiiler herangetra-
gen zu werden. Vielmehr muss sie auch den Bildungsstandards der Kultusmi-
nisterkonferenz geniigen. Nur so lisst sich die Aufnahme der Knotentheorie
in die Schulmathematik begriinden. Im Folgenden werde ich versuchen, die
Knotentheorie sowohl in die inhaltsorientierten als auch in die allgemeinen
mathematischen Kompetenzen einzuordnen.
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3.2.2 Einordnung der Knotentheorie in die inhaltsbezogenen ma-
thematischen Kompetenzen

Die Invarianz als fundamentale Idee Ein zentraler Aspekt der Knoten-
theorie sind die Knoteneigenschaften oder Knoteninvarianten. Die fundamen-
tale Idee der Invarianz hatte im Rahmen der Reform des Mathematikunter-
richts im Sinne der ,,Neuen Mathematik®“ ihren Weg in die Schulmathematik
gefunden. Seitdem sich die Schulmathematik von der ,,Neuen Mathematik*
verabschiedet hat, findet die Invarianz im Mathematikunterricht nur noch
am Rande Erwdhnung und das obwohl mit der Invarianz verwandte Themen
einen groflen Stellenwert in der Schulmathematik haben.

,Der Inhalt der metrischen, der affinen, der projektiven Geome-

trie ist die Lehre von den in ihnen invarianten Eigenschaften der
geometrischen Gebilde.“ ([Lieb5], S. 14)

Damit die Argumente fiir und gegen die Invarianz als fundamentaler Be-
standteil des Curriculums nachvollzogen werden kénnen, gebe ich einen kur-
zen Uberblick iiber die fachdidaktische Diskussion zu fundamentalen Ideen
im Mathematikunterricht.

Aus Sicht der Mathematikdidaktik handelt es sich bei fundamentalen oder
universellen Ideen um zentrale Gedanken eines Faches, ,,deren Universalitit
nicht nur auf haufiger, sonder[n| auf vielseitiger fruchtbarer Verwendung in
unterschiedlichen Teildisziplinen beruht* ([TKW97], S. 37). Eine weitere An-
forderung an die fundamentalen Ideen ist, dass sie im Sinne eines Spiralcur-
riculums in allen Schuljahren auf unterschiedlichem Anforderungsniveau un-
terrichtbar sind. Die Aufgabe der Auswahl dieser allgemein-mathematischen
Ideen sieht BRUNER, der den Begriff der fundamentalen Idee 1960 in die
fachdidaktische Diskussion eingebracht hatte, bei den fachwissenschaftlichen
Experten der jeweiligen Teilgebiete. In diesem Sinne findet die Invarianz
als ,,Erhaltung von Eigenschaften an Objekten, die bestimmten Operatio-
nen unterworfen werden“ ([Sch92], S. 205) durchaus ihre Legitimation im
Schulunterricht. Erwiesenermaflen ist Invarianz ein universelles Schema vie-
ler Teilgebiete der Mathematik, wie der Algebra, der Geometrie und nicht
zuletzt der Topologie, und findet auch allgemein ihre Bedeutung ,,bei der Her-
ausbildung von ,Formen“ (z.B. Gestalten der Wahrnehmung, bedingt durch
Konstanzleistungen; oder logische Formpartikel, gekennzeichnet durch Inva-
rianzforderungen)* ([Sch79], S. 168). Damit geniigt sie den Gesichtspunkten
der logischen Allgemeinheit (Weite), der vielfdltigen Anwendbarkeit in ma-
thematischen Einzelgebieten (Fiille) und der Verankerung im Alltagsdenken
(Sinn), die eine universelle Idee auszeichnen (vgl. [Sch83], S. 69).

An der Vorgehensweise von BRUNER wurde heftige Kritik geiibt. Zum Einen
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wurden die in Frage kommenden universellen Ideen als nicht konsensfihig
angesehen, zum Anderen wurde angemerkt, dass ,die Bestimmung funda-
mentaler Ideen vor dem Hintergrund allgemeiner padagogischer Interessen
zu erfolgen hat und nicht alleinige Aufgabe der Fachwissenschaft sein kann“
([TKWO7], S. 37). Die Didaktik bewertet die Invarianz zwar als erfolgrei-
che Idee innerhalb der mathematischen Wissenschaft, hat sie jedoch nahezu
vollsténdig aus dem Mathematikunterricht verbannt. ,,Die Idee der Invarianz
ist u.E. fiir den MU [Mathematikunterricht /Anm. d. Verfasserin| zu abstrakt
und hat zu wenig Anwendungen, um fiir den Lernprozess hilfreich zu sein“
([TKW97], S.39).

Letztgenannte Griinde diirften ausschlaggebend dafiir gewesen sein, dass
die Invarianz in den Bildungsstandards und in der EPA der Kultusminis-
terkonferenz (vgl. [Kul03a] und [Kul03b]) keine Erwéhnung findet. In das
niederséchsische Kerncurriculum wurde jedoch das ,,Erkennen von Invarian-
zen“ (vgl. [NieO6b], S. 16) unter der allgemeinen mathematischen Kompe-
tenz ,,Probleme mathematisch 16sen“ als Lernziel ab dem Ende des sechs-
ten Schuljahres aufgenommen und findet sich somit im Zusammenhang mit
Eigenschaften von Spiegelungen, Drehungen, Verschiebungen und Ahnlich-
keitsabbildungen auch in den niederséchsischen Schulbiichern wieder (vgl.
[Gri99a]). Da die universelle Idee der Invarianz von der Mathematikdidak-
tik als bereichsspezifische Strategie des Problemlésens und nicht als Leitidee
mit zentraler Bedeutung innerhalb des Implikationsgefiiges der Mathema-
tik gesehen wird, kann die Knotentheorie aufgrund der Invarianz nur in den
allgemeinen mathematischen Kompetenzen, jedoch nicht in den inhaltlichen
Kompetenzen verortet werden. Es stellt sich die Frage, ob iiberhaupt eine
Leitidee existiert, der die Knotentheorie zugeordnet werden kann und die
gleichzeitig als sinnvoll fiir den Mathematikunterricht gesehen wird. Dieser
Frage soll im Folgenden nachgegangen werden.

Leitidee Raum und Form Wenn man die in den Bildungsstandards
genannten inhaltsorientierten Kompetenzen betrachtet, ist der Knoten als
rdumliches Objekt der Leitidee ,,Raum und Form“ zuzuordnen. In den unter
der Leitidee subsumierten Lernzielen sind hauptséchlich Elemente der me-
trischen, der affinen und der projektiven Geometrie wieder zuerkennen. Bei
genauerem Hinsehen finden sich allerdings auch Lernziele, die mit der Kno-
tentheorie zu vereinbaren sind. Zu diesen Lernzielen zéhlen das Erkennen und
Beschreiben von geometrischen Strukturen in der Umwelt, das Analysieren
und Klassifizieren geometrischer Objekte der Ebene und des Raumes, sowie
das Beschreiben und Begriinden von Eigenschaften und Beziehungen, wie
Symmetrie, Kongruenz, Ahnlichkeit und Lagebeziehungen geometrischer Ob-
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jekte. Vor allem sollen Schiilerinnen und Schiiler letztgenannte Eigenschaften
und Beziehungen beim Problemltsen zur Analyse von Sachzusammenhéngen
nutzen (vgl. [KulO3al, S. 14f.).

Ein Blick in die Schulbiicher zeigt jedoch, dass topologische Themen, wie die
Knotentheorie, in der Regel keine Erwéhnung finden. Wenn man den histori-
schen Verlauf der fachwissenschaftlichen Forschung zur Elementargeometrie
betrachtet, ist der Mangel an Topologie innerhalb der Schulgeometrie nicht
nachzuvollziehen. Schon 1893 erwédhnte FELIX KLEIN in seinem Erlanger
Programm, in dem er sich zur neueren geometrischen Forschung duflerte, die
damals noch als Analysis situs bekannte Topologie, wenn auch nur am Rande
(vgl. [Lie55], S.13 ff.). LIETZMANN nahm in seinem Lehrwerk zur anschauli-
chen Topologie (vgl. [Lie55]) Bezug darauf und bezeichnete die anschauliche
Topologie als einen weiteren Schritt in der Elementargeometrie. Infolge der
Entwicklungen in der mathematischen Fachwissenschaft hielt in den 60er
Jahren im Rahmen der ,Neuen Mathematik“ aber keine von der Geometrie,
sondern eine von der Analysis motivierte Topologie mit streng axiomatisch-
deduktivem Aufbau Einzug in die Schulmathematik. Diese Reform scheiterte
aus verschiedenen Griinden. Neben der mangelhaften Ausbildung der Lehre-
rinnen und Lehrer, was topologische Inhalte in der Schule betrifft, fithrte der
abstrakte Unterrichtsstoff dazu, dass die Mathematik von den Schiilerinnen
und Schiilern als ein fertiges Produkt und nicht als ein Prozess wahrgenom-
men wurde. Der Mathematik wurde der subjektive Charakter vollstdndig
entzogen (vgl. [RR00], S. 70).

Das Scheitern einer axiomatisch-deduktiven Topologie in der Schulmathe-
matik gibt scheinbar Anlass dazu, die Topologie heute weitgehend aus dem
Schulunterricht auszuschlieen. Diese Tatsache ist fiir mich nicht nachvoll-
ziehbar. Gerade die von LIETZMANN genannte anschauliche oder auch ele-
mentare Topologie als Teilgebiet der Elementargeometrie und Vorstufe der
Algebraischen Topologie ist gekennzeichnet durch einen prozesshaften Cha-
rakter und die Beriicksichtigung subjektiver Betrachtungsweisen. Dadurch
ermoglicht sie nicht nur den Lehrkréften, sondern auch den Schiilerinnen und
Schiilern ein leichtes Einfinden in das Stoffgebiet. Da sich die anschauliche
Topologie mit geometrischen Figuren der realen Erfahrungswelt beschéftigt,
geniigt sie auch der Forderung nach Alltagsbezug der Schulmathematik, und
das noch viel mehr als die herkémmlichen Schulgeometrie, deren abstrakten
Gebilde lediglich als Modell fiir die in der anschaulichen Topologie behan-
delten Objekte dienen (vgl. [Lie55], S. 18f.). Diese geometrischen Modelle
haben die Eigenschaft, dass mit ihrer Hilfe Abbildungen aus der realen Welt
abstrahiert und vereinfacht dargestellt werden kéonnen. Dies ist fiir die Bear-
beitung von Problemstellungen ein Vorteil, fordert jedoch weitaus geringer
das rdumliche Anschauungsvermogen von Schiilerinnen und Schiilern. ,, To-
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pologie ist in der Schule ohne raumliche Anschauung nicht zu betreiben, bei
Geometrie ist das vielfach noch méglich“ ([RR00], S. 71).

Ein Kritikpunkt der hier angebracht werden kann ist, dass es sich bei der
anschaulichen Topologie als ,, Kautschukgeometrie“ nur um eine vorwissen-
schaftliche, in der Schule nicht ausbaufdhige Stufe der Topologie handelt.
HirLTON schreibt dazu:

,1 agree that these examples of topological spaces should be in-
cluded as illuminative examples; but I think it very important
to treat the subject, in essence, with the seriousness it deserves.*
([Hil71], S. 437)

Auch die ,Neue Mathematik“ hatte Schwierigkeiten, die anschauliche To-
pologie der Primarstufe in angemessener Weise mit der analysismotivierten
Topologie der Sekundarstufe zu verkniipfen (vgl. [Str78] S. 77f.), was als eine
weitere Ursache des Scheiterns der Topologie in der Schulmathematik gese-
hen werden kann.

Um dieses Problem zu l6sen, muss im Mathematikunterricht nicht vollsténdig
auf Topologie verzichtet werden. Es geniigt, wenn die ,,ernsthafte“ Topologie
von der Schulmathematik an die Universitéit verschoben wird. Der vorwissen-
schaftliche Charakter der anschaulichen Topologie ist meiner Meinung nach
ausreichend, um den Schiilerinnen und Schiilern eine Idee von Topologie als
wichtiges mathematisches Teilgebiet zu vermitteln, ohne auf einen authenti-
schen Mathematikunterricht zu verzichten. Die Schiilerinnen und Schiiler er-
fahren im Gegenteil einiges mehr {iber die Entstehung der Fachwissenschaft
Mathematik und ihres Teilgebietes Topologie, wenn sie sich zunéchst mit
der anschaulichen Topologie als Grundlage der Topologie im Allgemeinen
beschéftigen. Aulerdem ist nicht zu vernachldssigen, dass die anschauliche
Topologie, auch wenn sie zunéchst ohne fachliche Grundlagen behandelt wird,
sehr schnell ein hohes Anforderungsniveau erreichen kann (vgl. Baustein 6).
Dem Nachteil des Verzichts auf eine analysismotivierte Topologie, wie der
mengentheoretischen Topologie, ,steht der didaktische Vorteil gegeniiber,
daB die behandelten Probleme [..] unmittelbar durch die Anschauung mo-
tiviert sind“ ([Str78], S.81).

Die genannten Aspekte sollen lediglich zum Nachdenken anregen. Aktuell ist
nicht abzusehen, dass sich in absehbarer Zeit etwas daran dndern wird, dass
der Topologie in den heutigen Bildungsstandards und dem niederséchsischen
Kerncurriculum inhaltlich kaum Platz eingerdumt wird. Deshalb kann eine
Legitimation der Knotentheorie fiir die Schulmathematik nur dadurch er-
folgen, dass die Knotentheorie zur Forderung allgemeiner mathematischer
Kompetenzen beitragt.
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3.2.3 Einordnung der Knotentheorie in die allgemeinen mathe-
matischen Kompetenzen

Im Folgenden werde ich die Knotentheorie hinsichtlich der Forderung der
sechs von der Kultusministerkonferenz verabschiedeten allgemeinen mathe-
matischen Kompetenzen ,,mathematisch argumentieren, ,,Probleme mathe-
matisch 16sen®, , mathematisch modellieren®, ,, mathematische Darstellungen
verwenden“, ,mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der
Mathematik umgehen* und , kommunizieren“ einzeln beleuchten. Dabei wer-
de ich innerhalb der einzelnen Kompetenzen zunéchst kurz den didaktischen
Hintergrund erldutern, sowie die von der Kultusministerkonferenz geforder-
ten Teilziele benennen, um anschlieBend die Knotentheorie im Hinblick auf
den Erwerb und die Férderung der jeweiligen Kompetenz zu beleuchten. Ich
werde sowohl die fiir Schiilerinnen und Schiiler geeignete Knotentheorie im
Allgemeinen betrachten, als auch den Erwerb und die Forderung der Kom-
petenzen an ausgewéhlten Beispielen darstellen. Dabei werde ich mich in der
Regel auf Beispiele aus den Bausteinen 1 bis 3 beschrinken, da diese Bau-
steine fiir alle Schuljahre geeignet sind. An gegebener Stelle werde ich die
Bausteine 4 und 5 mit einbeziehen. Es wird sich insbesondere zeigen, dass
verschiedene Gesichtspunkte innerhalb verschiedener Kompetenzen wieder-
zufinden sind und die einzelnen Kompetenzen somit nicht getrennt vonein-
ander, sondern nur aufsummiert erworben werden koénnen.

Mathematisch argumentieren Bei der Betrachtung der Beweiskultur
im Mathematikunterricht ist festzustellen, dass in ihr Beweisen viel weiter
gefasst ist, als es in der Fachwissenschaft die Regel ist. Die Fachwissen-
schaft hat sich durch Axiomatisierung und Formalisierung von anschaulich-
intuitiven Erkenntnissen weitgehend geldst und beim Beweisen subjektive
Aspekte vollstandig verdréangt. Im Mathematikunterricht hingegen sind an-
schauliche, unmittelbar einsichtige Sétze zunéichst den Axiomen und formal-
deduktiven Beweisen vorzuziehen. Deshalb ist es hier ,notwendig, den Be-
griff des Beweisens [..] an die allgemeineren Begriffe des Begriindens und
des rationalen Argumentierens anzubinden“ ([TKW97|, S. 151). IAN STE-
WART, britischer Mathematiker und Autor von populdrwissenschaftlichen
Biichern, bringt mit seiner Aussage ,, Ein Beweis ist keine logische Folge von
Aussagen, sondern eine glaubwiirdige Geschichte.“([HHHO03], S. 93) das, was
Schiilerinnen und Schiiler unter Beweisen verstehen, auf den Punkt. Damit
sind die Schiilerinnen und Schiiler nicht weit von der fachwissenschaftlichen
Sicht auf Beweise entfernt. Historisch gesehen entwickeln sich mathemati-
sche Beweise aus einem Diskurs, innerhalb dessen sie analysiert, abgewandelt,
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durch empirische Versuche untermauert oder verworfen werden. Indem man
eine theoretische oder praktische Aussage als begriindet ansieht, , wenn sie
gegeniiber allen verniinftig argumentierenden, wirklichen oder gedachten Ge-
sprichspartnern zur Zustimmung gebracht werden kann* ([TKW97], S. 158)
gelingt es, den allgemeinen Begriff des Begriindens zu prézisieren ohne auf
einen formal-deduktiven Beweis zuriickgreifen zu miissen. Die Beweise erhal-
ten ihre Giiltigkeit durch die Anerkennung in einer sozialen Gemeinschaft. In
der Fachwissenschaft handelt es sich dabei um eine weltweite Gemeinschaft
von Wissenschaftlern, die sich mit dem jeweiligen mathematischen Gebiet
beschéftigen. Schiilerinnen und Schiiler suchen hingegen die Anerkennung
ihrer Argumente in der sozialen Gemeinschaft des Klassenverbandes. Das
schlieft die Lehrperson mit ein, die die Aufgabe hat, in den Schiilerinnen
und Schiilern eine Beweisbediirftigkeit, die nur durch eine schliissige Argu-
mentation zufrieden zustellen ist, zu wecken und zu fordern. Hierbei steht
die Frage , Warum?“ im Vordergrund (vgl. [HHHO03], S. 98ff.). Auch die Bil-
dungsstandard der Kultusministerkonferenz beinhalten das Stellen von Fra-
gen, die fiir die Mathematik charakteristisch sind, das begriindete Aufiern
von Vermutungen, sowie das Entwickeln von mathematischen Argumenta-
tionen. Ein weiterer wichtiger Aspekt ist das Beschreiben und Begriinden
von Losungswegen (vgl. [Kul03al, S. 11).

In der Knotentheorie, die sich mit einem, auch fiir junge Schiilerinnen und
Schiiler alltdglichen Gegenstand beschéftigt, kann das mathematische Argu-
mentieren auf unterschiedlichstem Anforderungsniveau unterrichtet werden
und folglich von Schiilerinnen und Schiilern aller Schuljahre erlernt, erprobt
und vertieft werden. Dies soll im Folgenden am Beispiel der Frage nach der
Aquivalenz zweier Knoten detailliert belegt werden.

Die Frage, ob zwei Knoten dquivalent sind, motiviert die Schiilerinnen und
Schiiler, sich ausfiihrlich mit Knoten oder Knotendiagrammen zu beschéftigen.
Je nach Alter und Fihigkeiten der Schiilerinnen und Schiiler arbeiten diese
mit mehr oder weniger komplexen Knoten. Dabei sollten weder nur einfa-
che Knoten behandelt, noch zu komplexe Knoten ausgewéhlt werden. Die
Griinde hierfiir werden spéter noch deutlich.

Schiilerinnen und Schiiler ab dem fiinften und sechsten Schuljahr lernen
zuniichst an einfachen Knoten Vermutungen iiber die Aquivalenz oder Nicht-
aquivalenz von Knoten zu duflern. Sie sind dazu aufgefordert, diese Vermu-
tungen mit einfachen eigenen Worten zu erldutern und intuitiv zu begriinden.
Fiir die Schiilerinnen und Schiiler ist leicht ersichtlich, dass es fiir den Beweis
der Aquivalenz zweier Knoten ausreicht, die Knoten oder die Knotendiagram-
me ineinader zu iiberfithren. Der motivierende Aspekt liegt fiir Schiilerinnen
und Schiiler darin, dass dieser Beweis auch in der Fachwissenschaft akzeptiert
ist. In diesem Zusammenhang bietet sich an, die Reidemeister-Bewegungen
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einzufiihren oder von den Schiilerinnen und Schiilern selbst erarbeiten zu las-
sen, um sie zur Begriindung der Aquivalenz heranziehen zu kénnen. Schiiler-
innen und Schiiler ab der siebten und achten Klasse lernen, ihre Begriindung
auf Bekanntes, in diesem Fall die Reidemeister-Bewegungen, zuriickzufiihren,
wobei ein gewisser Grad an formaler Sprache erwiinscht ist. Dazu gehoren
Formulierungen wie ,Wenn ich die Knoten mit Reidemeister-Bewegungen
ineinander iiberfiihren kann, dann sind die Knoten dquivalent.*.

Lassen sich die zwei Knoten auch durch mehrmaliges Versuchen nicht inein-
ander iiberfithren, werden die Schiilerinnen und Schiiler zumindest bei kom-
plexen Knoten weitere Argumente fiir die Nichtdquivalenz fordern. Die Ent-
wicklung einer Beweisbediirftigkeit bei der Frage nach der Nichtaquivalenz
von zwei einfachen Knoten, stellt die Lehrperson vor eine Herausforderung.
Werden Schiilerinnen und Schiiler gefragt, warum der Kleeblattknoten nicht
zum Unknoten entknotet werden kann, werden diese sich in der Regel auf
ihre Erfahrung, sowie auf die Anschaulichkeit der beiden Knoten berufen
und anmerken, dass dies doch ,,offensichtlich® sei. Dies ist nicht weiter ver-
wunderlich, denn schlieSlich wurde die Nichtaquivalenz von Kleeblattknoten
und Unknoten auch von Mathematikern des beginnenden 20. Jahrhunderts
nicht als beweisbediirftig angesehen (vgl. [Epp99], S. 238). Hier muss die
Beweisbediirftigkeit mit komplexeren &quivalenten Knoten, bei denen die
Aquivalenz nicht offensichtlich ist und die sich erst durch intensives Auspro-
bieren ineinander iiberfiihren lassen, angeregt werden. Ein schwieriges Bei-
spiel dieser Art ist das Perko-Paar, das bis zum Jahr 1974 als nicht dquivalent
angesehen wurde (vgl. [Epp99], S. 156 und Anhang A, Aufgabe 17). Ist die
Beweisbediirftigkeit erst einmal geweckt, sind die Schiilerinnen und Schiiler
motiviert, die Nichtdquivalenz von Kleeblattknoten und Unknoten zu be-
weisen. Dadurch wird auch zukiinftig ihre Beweisbediirftigkeit in scheinbar
offensichtlichen Fallen gestérkt.

Ist die Frage nach weiteren Argumenten fiir die Nichtédquivalenz geweckt,
kann mit Invarianten weiter gearbeitet werden. Schiilerinnenn und Schiiler
ab dem fiinften und sechsten Schuljahres lernen dabei, die Nichtdquivalenz
durch Berechnungen vorgegebener Invarianten zu begriinden. Dabei muss
ihnen klar werden, dass sie mit den Berechnungen der Invarianten keine
Aquivalenz beweisen konnen. Sie lernen, die verschiedenen Invarianten zu
vergleichen und ihre Aussagekraft zu beurteilen. Ab dem siebten und ach-
ten Schuljahr sollen die Schiilerinnen und Schiiler damit vertraut gemacht
werden, sich notwendige Informationen fiir mathematische Argumentatio-
nen eigenstandig zu ermitteln. Dazu gehort das Finden einfacher Invarianten
und ihre Uberpriifung auf Brauchbarkeit. Schiilerinnen und Schiiler ab der
neunten und zehnten Klasse kombinieren ihr gesamtes Wissen, um weitere
Invarianten zu konstruieren und begriinden ihre Brauchbarkeit in angemes-
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sener Fachsprache.

Zusammengefasst verwenden die Schiilerinnen und Schiiler fiir den Beweis
der Aquivalenz von Knoten Reidemeister-Bewegungen, fiir den Beweis der
Nichtédquivalenz Knoteninvarianten. Die Frage, ob die vorgegebenen oder ge-
fundenen Reidemeister-Bewegungen ausreichend sind, um alle dquivalenten
Knoten ineinander zu iiberfiihren, ist naheliegend. Schiilerinnen und Schiilern
ab dem fiinften bis sechsten Schuljahr begriinden mit dem Plausibilitats-
argument, dass sich alle Bewegungen, die als Beispiel fiir weitere Bewegun-
gen vorgegeben werden, in Reidemeister-Bewegungen zerlegen lassen. Ein
mogliches Gegenargument kann darin gesehen werden, dass sich fiir komple-
xe dquivalente Knoten auch nach mehrmaligem Versuch keine Reidemeister-
Bewegungen finden lassen. Die zu untersuchenden Knoten sollten deshalb
nicht zu komplex sein. Schiilerinnen und Schiiler ab der siebten und ach-
ten Klasse konnen an den Knoten Knotendeformationen vornehmen und
anhand von Seilknoten oder Knotendiagrammen iiberpriifen, ob sich auch
komplex erscheinende Deformationen in Reidemeister-Bewegungen zerlegen
lassen. Dabei lernen sie den Kehrsatz , Wenn Knoten dquivalent sind, dann
kann ich sie durch Reidemeister-Bewegungen ineinander iiberfithren.“ zu der
bereits aufgestellten Behauptung (vgl. oben). Es héngt von den Fahigkeiten
der Schiilerinnen und Schiiler ab, ob die bisher angefiihrten Beispiele als hin-
reichende Begriindung angesehen werden. Wenn sich ab dem neunten und
zehnten Schuljahr ausreichend Schiilerinnen und Schiiler finden, denen die
Begriindung durch Beispiele nicht mehr ausreicht, kann die Lehrperson versu-
chen, den Beweis des Reidemeister-Theorems zu erarbeiten. Dabei ist jedoch
ausreichend Zeit einzuplanen, nicht zuletzt weil der mathematische Knoten
als polygonaler Knoten modelliert werden muss (vgl. Mathematisch model-
lieren).

Der Beweis, das die verwendeten und gefundenen Knoteninvarianten wirk-
lich Knoteninvarianten sind, ist auf deren Invarianz unter Reidemeister-Be-
wegungen zuriickzufithren. Hier muss eine mehrschrittigen Argumentations-
kette gebaut werden. Dies soll oder kann von Schiilerinnen und Schiilern ab
der siebten und achten Klasse erlernt oder durchgefiihrt werden. Dabei sollen
die Schiilerinnen und Schiiler die Erfahrung machen, dass es nicht schlecht
ist, wenn sich herausstellt, dass eine vermutliche Invariante keine Invariante
ist, solange sie eine Begriindung liefern, warum es sich in diesen Féllen nicht
um eine Invariante handelt. Schiilerinnen und Schiiler ab dem neunten und
zehnten Schuljahr {iberpriifen und bewerten ebenfalls selbstgefundene Inva-
rianten und sortieren falsche Invarianten aus. Zusétzlich sollen sie die Ent-
knotungszahl von Knoten auf ihre Brauchbarkeit als Invariante untersuchen
und begriinden, warum ihre Invarianz nicht mit Hilfe der Reidemeister-Be-
wegungen bewiesen werden kann.
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Weitere Sétze der Knotentheorie, wie der Satz iiber die Existenz von re-
guldren Projektionen oder das Alexander-Theorem, kénnen ebenfalls auf un-
terschiedlichem Anforderungsniveau begriindet werden. Damit sind die Bau-
steine 1 bis 3 unter dem Aspekt des mathematischen Argumentierens fiir alle
Schulstufen geeignet. Fiir die Oberstufe bietet der Beweis, dass es sich bei
dem Jones-Polynom aus Baustein 5 um eine Knoteninvariante handelt, eine
zusitzliche Herausforderung (vgl. [War03], Kapitel 4 und [Mif00]).

Probleme mathematisch 16sen Das mathematische Losen von Proble-
men darf nicht mit dem Losen von mathematischen Problemen im engeren
Sinne, wie dem Lernen von mathematischen Sachverhalten, dem Bearbeiten
von Textaufgaben, in denen Ausgangspunkt, Weg und Ziel bereits festge-
legt sind, oder dem Beweisen von mathematischen Sétzen verwechselt wer-
den. Auch das Losen von unproduktiven ,, Knobelaufgaben® trifft den Kern
der Problemloseaufgaben nicht. Das mathematische Losen von Problemen im
weiteren Sinne umfasst vielmehr das Finden, Lésen und Weiterentwickeln von
Problemen und damit das, was unter dem Prozess des Mathematik Betrei-
bens zu verstehen ist. Bei diesem Prozess handelt es sich um eine entdeckende
und problemorientierte Beschéftigung mit Sachverhalten, deren Zusammen-
hang mit Mathematik nicht unbedingt auf den ersten Blick ersichtlich sein
muss (vgl. [Leu03b], S. 119ff.).

In diesem Sinne stellt die Kultusministerkonferenz an die mathematische
Problemlosefdhigkeit der Schiilerinnen und Schiiler die folgendem Anforde-
rungen: Die Schiilerinnen und Schiiler sollen lernen, aus gegebenen Sachver-
halten Probleme selbst zu formulieren und diese oder bereits vorgegebene
Probleme zu bearbeiten. Dazu sollen sie in die Lage versetzt werden, geeig-
nete heuristische Hilfsmittel, Strategien und Prinzipien zum Problemlosen
auszuwéhlen und anzuwenden. Mit Hilfe der genannten Fahigkeiten finden
sie selbststédndig Losungsideen und Losungswege, beurteilen und bewerten
diese und tiberpriifen die Ergebnisse auf Plausibilitiat (vgl.[Kul03a], S. 11f.).
Hier stellt sich die Frage, ob sich Problemltsefahigkeiten wirklich lehren las-
sen. Die Erfahrung zeigt, dass erfolgreiche Problemléser sich leistungsfiahige
heuristische Strategien nicht durch Lernen, sondern beim Problemlosen selbst
angeeignet haben (vgl. [Vol01], S. 264). Das Aneignen von Problemlosefiahig-
keiten ist ebenso wie das Problemlosen eine selbststindige Tatigkeit. Ein
wichtiges Kriterium eines geeigneten Problems ist deshalb eine offene Aufga-
benstellung, bei der Ausgangszustand, Weg und Endzustand nicht vollstandig
vorgegeben sind (vgl. [Leu03b],S. 125). ,,Offene Aufgabenstellungen bieten
Schiilerinnen und Schiilern Spielrdume fiir eigentédtiges Erkunden und Pro-
blemlosen“ ([NieO6b], S. 10).
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Das in Abschnitt 3.1 abgegrenzte Gebiet der Knotentheorie bietet eine Fiille
an offenen Aufgabenstellungen, die von Schiilerinnen und Schiilern aller Schul-
jahrgénge auf unterschiedlichstem Anforderungsniveau bearbeitet werden kon-
nen. Eine kleine Auswahl dieser Aufgabenstellungen findet sich unter A.4.
Dabei handelt es sich meist um Probleme, bei denen nur der Ausgangszu-
stand gegeben ist. Mit etwas Kreativitidt lassen sich jedoch sicherlich noch
weitere Aufgaben und Aufgabentypen finden, indem die genannten Aufgaben
modifiziert oder abgeschlossene Aufgaben geoffnet werden (vgl. [Leu03b], S.
126ff).

Ein Beispiel fiir eine offene Aufgabe stellt die in unter ,,mathematisch Argu-
mentieren“ bereits ausfiithrlich beleuchtete Frage nach der Aquivalenz zwei-
er Knoten dar. Die Aufgabe kann auf unterschiedlichstem Anforderungsni-
veau und in allen Schuljahren bearbeitet werden. Die Differenzierung er-
folgt dariiber, welche Knoten fiir die Aufgabenstellung gewéhlt werden. Fiir
jingere Schiilerinnen und Schiiler und auf niedrigstem Anforderungsniveau
kénnen dquivalente Knoten zur Verfiigung gestellt werden, die zunéchst durch
einfaches Ausprobieren an Seilknoten gelost werden konnen. Schiilerinnen
und Schiiler ab dem fiinften und sechsten Schuljahr werden durch einfache
nichtdquivalente Knoten motiviert, heuristische Strategien anzuwenden, in-
dem sie iiberlegt experimentieren, Diagramme verwenden und einfache In-
varianten selbst erkennen. Sie wenden zusétzlich vorgegebene Invarianten
an, schlieflen logisch auf die Losung des Problems und iiberpriifen abschlie-
Bend ihre Losung auf Plausibilitiat, wobei sie mogliche Fehler erkennen und
korrigieren. Schiilerinnen und Schiiler ab dem siebten und achten Schuljahr
verwenden heuristische Strategien und beschaffen sich die zur Losung des
Problems notwendigen Informationen selbst. Dabei bieten sich ihnen mit
dem Einsatz unterschiedlicher Invarianten mehrere Losungswege an, die die
Schiilerinnen und Schiiler aufgrund der gewonnen Ergebnisse vergleichen, be-
urteilen, bewerten und auf Ursachen von méglichen Fehlern hin untersuchen.
Schiilerinnen und Schiiler ab dem neunten und zehnten Schuljahr werden
dazu motiviert, eigene Strategien zur Losung des Problems zu entwickeln.
In der Oberstufe setzen die Schiilerinnen und Schiiler die aus der Mittelstu-
fe gewonnen Erkenntnisse um, indem sie eine anspruchsvolle offene Aufgabe
aus der Knotentheorie selbststdndig bearbeiten, eigene Probleme formulie-
ren und die Losungsideen und Losungswege, sowie ihre Vorgehensweise beim
Finden derselben reflektieren.

Beriicksichtigt man die Kriterien, die LEUDERS einem ,,guten“ Problem fiir
den Mathematikunterricht zuschreibt (vgl. [Leu03b],S. 123), scheinen die in
der Aufgabensammlung A.4 vorgestellten Aufgaben durchaus fiir den Pro-
blemléseunterricht geeignet. Bei der Beschiftigung mit den Aufgaben set-
zen sich die Schiilerinnen und Schiiler mit Invarianten, und dadurch mit
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einer grundlegenden allgemeinen mathematischen Idee auseinander. Die Pro-
blemstellungen férdern individuelles und divergentes Arbeiten, wobei die
Schiilerinnen und Schiiler die Moglichkeit haben, aufgrund der Vielfalt an In-
varianten und Représentationsmdoglichkeiten, unterschiedliche Losungsansétze
auf unterschiedlichem Niveau zu erarbeiten. Die Aufgaben sind leicht ver-
stdndlich und zugénglich und die Schiilerinnen und Schiiler haben die M&glich-
keit, die Strategien, die fiir das Losen der Aufgaben notwendig sind, wie zum
Beispiel das Finden von Invarianten oder das systematische Untersuchen von
Knoten auf Aquivalenz, eigenstindig zu entwickeln. Zusétzlich bewirken die
genannten Aufgaben, dass die Schiilerinnen und Schiiler Motivation oder so-
gar Faszination fiir Mathematik entwickeln. Damit geniigen die Aufgaben der
Knotentheorie allerdings nur einigen wenigen Funktionen, die Problemstel-
lungen im Mathematikunterricht haben kénnen und sollen (vgl.[ TKW97], S.
110). Als einfithrender Problemkontext ist die Knotentheorie nur geeignet,
wenn sich weitere topologische Fragestellungen anschliefSen, was im Mathe-
matikunterricht in der Regel nicht der Fall ist. Es besteht kaum ein Zusam-
menhang zwischen der Knotentheorie und bisher im Unterricht aufgeworfe-
nen Fragestellungen und mathematischen Inhalten. Lediglich der Umgang
mit Invarianten macht einen Gesichtspunkt der mathematischen Methodolo-
gie deutlich. Und schliellich fehlt der Knotentheorie ein von den Schiilerinnen
und Schiilern greifbaren Andwendungsbezug. Der Knoten ist zwar ein All-
tagsgegenstand, die Frage nach der Aquivalenz zweier Knoten wird sich je-
doch in der Regel im Alltagsleben nicht stellen. Die Anwendung von Knoten
in der Seefahrt (vgl. [Sos00],S. 14f.) ist sehr weit vom mathematischen In-
halt der Knotentheorie entfernt, die Anwendung in der Biologie, Chemie und
Physik (vgl. [Ada95], S. 1871t.) ist fiir den Mathematikunterricht zu komplex
und auch fiir die Anwendung von Knotentricks sind in der Regel keine topo-
logischen Kenntnisse notwendig.

Unter den genannten Gesichtspunkten erscheinen die Problemstellungen der
Knotentheorie zwar fiir die Schulmathematik geeignet, lassen jedoch vor al-
lem unter dem Aspekt der Funktionalitit einige Wiinsche offen. Zwar kénnen
diese Defizite den Schiilerinnen und Schiilern durchaus Vorteile bieten (vgl.
,Mathematisch modellieren“ und ,,Mit symbolischen, formalen und techni-
schen Elementen der Mathematik umgehen®), in der Regel fiihren sie jedoch
dazu, dass fiir Schiilerinnen und Schiiler geeignetere Problemkontexte gefun-
den werden, die dieselben Kriterien wie die Knotentheorie erfiillen, dafiir aber
wesentlich funktionaler sind. Deshalb mdochte ich abschlieBend noch ein wich-
tiges Argument fiir den Einsatz von Problemstellungen der Knotentheorie in
der Schule anfithren, dem viele Problemstellungen aus anderen Themenge-
bieten nicht gentigen.

Die Knotentheorie bietet aufgrund ihrer Anschaulichkeit den Einblick in fiir



3.2. Einordnung der Knotentheorie in die Bildungsstandards 95

Schiilerinnen und Schiiler versténdliche offene Probleme der aktuellen For-
schung (vgl. Offenen Fragen in [Ada95]). Dadurch, dass die Schiilerinnen und
Schiiler erfahren, dass die Mathematik keine Antwort auf scheinbar einfache
anschauliche Probleme findet, wird ihnen ein realistisches Bild der Mathe-
matik préasentiert. Bei der Beschéftigung mit Knoten koénnen sie diese of-
fenen Probleme aktiv erleben. Erhalten die Schiilerinnen fiir zwei Knoten
dieselbe Invariante und gelingt es ihnen nicht, diese beiden Knoten mit Hilfe
von Reidemeister-Bewegungen ineinander iiberzufithren, werden sie feststel-
len miissen, dass sie keine Aussage iiber die Aquivalenz der Knoten treffen
kénnen und das, obwohl dieselbe Strategie bei anderen Knotenpaaren erfolg-
reich war. Sie lernen somit nicht nur, dass nicht jedes Problem eine eindeu-
tige mathematische Losung hat, sondern auch, dass Losungswege, die bei
einem analogen Problem zu einer Losung gefiithrt haben, zu einem anderen
Zeitpunkt versagen konnen. Gleichzeitig sehen sie an der historischen Ent-
wicklung der Knotentheorie, dass selbst Hobbymathematiker (vgl. [Epp99],
S. 156 und Abb. 55) und damit die Schiilerinnen und Schiiler selbst Ideen zur
Losung dieser offenen Probleme beitragen konnen. Da authentische innerma-
thematische Probleme in der gegenwértigen Schulmathematik zugunsten von
anwendungsorientierter, alltagsbezogener Mathematik héufig zuriickstehen
miissen, kann dieses Argument ein entscheidendes Argument fiir die Behand-
lung von Knotentheorie im problemorientierten Unterricht sein.

Mathematisch modellieren Unter mathematischem Modellieren wird die
Beschéftigung mit realen Fragestellungen unter Einsatz von Mathematik ver-
standen. Durch das Modellieren wird ein anwendungsorientierter Mathema-
tikunterricht in die Schulmathematik integriert. Der Begriff des Modellierens
hat allerdings nicht erst mit den Bildungsstandards den Einzug in die Schul-
mathematik gefunden. Auch in dlteren Lehrplanen wurde das Anwenden von
Mathematik in Sachsituationen gefordert. Anwendungsorientierte Mathema-
tik wird also zunéchst als angewandte Mathematik verstanden, wobei es bei
der Anwendung um die Beziehung zwischen Welt und Mathematik geht. Fiir
das Unterrichten von angewandter Mathematik gibt es viele Argumente.
Anwendungsbeziige sollen Schiilerinnen und Schiilern beim Bewéltigen und
Verstehen von Situationen des Alltagslebens helfen. Sie fordern den Erwerb
von mathematischem Orientierungswissen, das notwendig ist, um als miindi-
ger Biirger der Gesellschaft dazu fiahig zu sein, die Welt mit mathematischen
Mitteln zu erfassen (vgl. [TKW97], S. 131).

,Nur wer selbst einmal erlebt hat, auf welche Weise in der Ma-
thematik Modelle zur Beschreibung der Wirklichkeit entstehen,
welche Leistungen sie erbringen, aber auch welche Grenzen sie
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haben, kann etwas besser die Art und Weise einschétzen, wie Re-
sultate zu bewerten sind, die mit Hilfe von Mathematik gewonnen
werden - das reicht von der Wettervorhersage bis zu Risikoanga-
ben zur Kernenergie.“ ([LMO05], S. 1f.)

Des Weiteren wird ein moglichst authentisches Bild der Bedeutung der Ma-
thematik fiir unser kulturelles und gesellschaftliches Leben vermittelt. In-
dem der von den Schiilerinnen und Schiilern subjektiv wahrgenommenen
Bedeutungslosigkeit der Mathematik die in unserer Gesellschaft objektiv zu-
nehmende Mathematisierung gegeniibergestellt wird, wird dem , Relevanz-
Paradoxon der Mathematik® (vgl. [TKWO97], S. 132) entgegengewirkt. Zu-
sédtzlich fordern die Anwendungsbeziige der Mathematik im Schulunterricht
die Motivation der Schiilerinnen und Schiiler und bieten Raum fiir den FEr-
werb von weiteren allgemeinen mathematischen Qualifikationen (vgl. ,,Pro-
bleme mathematisch 16sen®, ,Mathematisch argumentieren“ und ,, Kommu-
nizieren*).

Die angewandte Mathematik geniigt damit vor allem den emanzipatorischen
Forderungen an den Mathematikunterricht. In der aktuellen fachdidaktischen
Diskussion wird jedoch angemerkt, dass die Gefahr besteht, dass die wissen-
schaftsorientierte Mathematik vernachléssigt wird.

,Eine genauere Analyse der ,,anwendungsorientierten Aufgaben,
zeigt aber erstens, dass es sich vielfach um Pseudoanwendun-
gen handelt, und zweitens, dass fiir die Bearbeitung der Aufga-
ben eine oberflachliche Beschéftigung mit Mathematik ausreicht.
([Wit05], S. 11)

WITTMANN schlédgt als Alternative vor, an den Schulen eine ,,anwendungs-
fahige Mathematik® ([Wit05], S. 16) zu etablieren, die theoretische Erweite-
rungen und Vertiefungen mit einschliefft. Dieser Vorschlag deckt sich mit den
Vorstellungen von LEUDERS und MAASS, die der Schulmathematik die Auf-
gabe zuweisen, ,in einem langfristigen Prozess Modellierungskompetenzen
und ein angemessenes Bild der verschiedenen Facetten der Mathematik zu
vermitteln“ (vgl. [LMO05], S. 6). LEUDERS und MAASs greifen dabei die Ideen
von FREUNDETHAL auf, der fordert, ,,dafl der Schiiler nicht angewandte Ma-
thematik lernt, sondern lernt, wie man Mathematik anwendet“ ([TKW97], S.
133). In diesem Sinne begriindete FREUNDETHAL die ,,Realistic Mathematics
Education (RME)* ([Wes03], S. 152), nach der die Schiilerinnen und Schiiler
die Gelegenheit bekommen sollen, Mathematik wieder neu nachzuerfinden.

Im Folgenden werde ich zeigen, dass die Knotentheorie sowohl den wissen-
schaftsorientierten als auch den emanzipatorischen Anspriichen an den Ma-
thematikunterricht geniigt und dass diese Anspriiche innerhalb der allgemei-
nen mathematischen Kompetenz , Mathematisch modellieren* erfiillt werden
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konnen.

Die Kultusministerkonferenz verlangt als Teilziele des Modellbildens das Uber-
setzen der zu modellierenden Situation in mathematische Begriffe und Struk-
turen, das Arbeiten in den jeweiligen mathematischen Modellen und das In-
terpretieren und Priifen der Ergebnisse in der jeweiligen Realsituation (vgl.
[Kul03al, S. 12). Dies entspricht im wesentlichen dem , Modellierungskreis-
lauf ([LMO5], S. 3), der auch einer anwendungsfahigen Mathematik, wie
Knotentheorie, genug Spielraum lésst. Ich beschrdanke mich hier auf die all-
gemeine Darstellung der Modellierung eines Knotens, ohne explizit auf ein
Aufgabenbeispiel einzugehen, da Teile des mathematischen Modellierens von
Knoten oder das Verwenden von mathematischen Modellen des Knotens in
allen Aufgaben der Knotentheorie (vgl. Anhang A) wiederzufinden sind.
Der Modellbildungsprozess vollzieht sich in vier Schritten (vgl. [TKW97], S.
121f.). Zunéchst wird aus einem der Realitéit entstammenden Problem ein
Realmodell geschaffen, indem die Schiilerinnen und Schiiler die Knoten, die
sie aus dem Alltag kennen, fiir die Problemstellung angemessen abstrahieren,
idealisieren, strukturieren und vereinfachen. Ein geeignetes Realmodell ist
der intuitiv eingefiihrte mathematische Knoten (vgl. Kapitel 2.1). Die Schii-
lerinnen und Schiiler werden bei dem Experimentieren mit Knoten schnell
feststellen, dass die Handhabung von Knoten in offenen Féden oder Seilen
zu Problemen fiihrt, da sich jeder Knoten zu einem Unknoten auflésen lésst,
wenn die Enden nicht festgehalten werden. Das Festhalten der Enden fiihrt
schliellich zu einem geschlossenen Knoten. Es héngt von den Fahigkeiten
der Schiilerinnen und Schiiler ab, ob die beliebige Dehn- und Zusammenzieh-
barkeit und die Vernachlissigbarkeit der Dicke des Knotens stillschweigend
vereinbart oder ob explizit darauf eingegangen wird. Die Schiilerinnen und
Schiiler sollen lernen, selbst zu erkennen und zu entscheiden, welche Genau-
igkeit sinnvoll ist (vgl. [Wes03], S. 156).

Im zweiten Schritt erfolgt die eigentliche Modellbildung, indem das Real-
modell mathematisiert wird. , Unter Mathematisierung versteht man die Uber-
setzung eines umgangssprachlich formulierten Realmodells in ein formales
mathematisches Modell, beispielsweise mit Hilfe von Mengen, Funktionen,
Graphen, Matrizen, Vektoren uw.a.m.“ (vgl. [TKW97], S. 122). Die Kno-
tentheorie bietet eine Vielzahl an mathematischen Modellen. Dazu zéhlen
die Knotenprojektionen, Knotendiagramme, polygonale Knoten, Knoten als
Zopfe, die Reidemeister-Bewegungen und die verschiedenen Knoteninvarian-
ten. Die Schiilerinnen und Schiiler erfahren hier, wie vielfaltig und unter-
schiedlich mathematische Modelle sein kénnen. Dies reicht von der ikoni-
schen Darstellung des Knotens und der Knotendeformationen bis hin zur
Algebraisierung der Knoten in leistungsstarke Invarianten. Die Schiilerinnen
und Schiiler lernen nicht nur, dass es fiir jede Problemstellung ein anderes
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mathematisches Modell geben kann, sondern auch, dass fiir dasselbe Pro-
blem konkurrierende mathematische Modelle existieren, zwischen denen eine
Auswahl nicht leicht fallt (vgl. [LMO05], S. 2), und dass verschiedene Modelle
kombiniert werden koénnen. Sie werden auch die Erfahrung machen, dass ein
mathematisches Modell durchaus mit dem Realmodell {ibereinstimmen kann.
Je nach Problemstellung konnen die Schiilerinnen und Schiiler hier bekannte
mathematische Modelle einsetzen oder neue Modelle, wie zum Beispiel neue
Invarianten, entwickeln.

Der dritte Schritt dient dem Erarbeiten einer mathematischen Losung. Es
handelt sich dabei um einen rein innermathematischen, deduktiven Schritt,
an dessen Ende ein Ergebnis fiir die Problemstellung stehen soll. Dieser
Schritt wird auch als ,rechnen“ (vgl. [Wes03], S. 157) bezeichnet, da bei
vielen Modellbildungsaufgaben im Mathematikunterricht die Erarbeitung ei-
ner mathematischen Lésung in der Regel aus Berechnungen besteht. In der
Knotentheorie fallt unter diesen Schritt, neben dem Berechnen von Invarian-
ten, auch das zeichnerische Ermitteln von Invarianten und das Durchfithren
von Reidemeister-Bewegungen.

Im vierten Schritt werden die gewonnen Ergebnisse wieder in die Realitét
zuriickiibersetzt und dabei interpretiert und validiert. Hier werden die Schii-
lerinnen und Schiiler die Erfahrung machen, dass der Grundsatz, dass sich
analoge Situationen durch identische Modelle beschreiben lassen, bei der
Knotentheorie nicht unbedingt zutrifft. Zum Beispiel kann ein Modell, dass
bei dem Vergleich zweier Knoten wirksam ist, bei dem Vergleich zweier an-
derer Knoten kein Ergebnis bringen. Gleichzeitig sehen die Schiilerinnen und
Schiiler, dass ein Modell, das zu keinem Ergebnis fiihrt, nicht vollstiandig
nutzlos ist, sondern vielmehr als Entscheidungshilfe bei der Verbesserung des
Modells oder bei der Wahl eines neuen Modells dient. Indem die Schiilerinnen
und Schiiler das Modell kritisch beurteilen, verbessern sie ihre Reflexions-
fahigkeit und lernen mit Situationen umzugehen, in denen ihnen keine aus-
reichenden Mittel zur Verfiigung stehen, um eine gegebene Problemstellung
zu l6sen.

Beginnend mit der Frage nach der Gleichheit zweier einfacher Knoten bie-
tet die Knotentheorie eine Vielzahl an Aufgabenstellungen (vgl. Anhang A),
die es den Schiilerinnen und Schiilern aller Schuljahre erméglicht, den Mo-
dellbildungsprozess je nach Vorkenntnissen zu verfolgen, zu erlernen und zu
vertiefen und damit mathematisches Orientierungswissen zu erlangen. Un-
abhéngig vom Schuljahr gibt es je nach Wahl der Knoten sowohl Aufgaben,
die leicht zu 16sen und damit ideal fiir den Einstieg in das Modellieren sind,
als auch Aufgaben, die ein komplexeres mathematisches Modell der Knoten
erfordern. Es stehen sowohl Aufgaben, die einen Einzelschritt des Modell-
bildens néher beleuchten, als auch komplexe offene Aufgaben, an denen der
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gesamte Modellbildungsprozess geiibt und durchgefithrt werden kann, zur
Verfiigung. Gleichzeitig konnen die Schiilerinnen und Schiilern bei einer offe-
nen Aufgabenstellung (vgl. ,Probleme mathematisch 16sen*) mit unterschied-
lich anspruchsvollen Modellen arbeiten. Dadurch wird sowohl den leistungs-
schwécheren Schiilerinnen und Schiilern ermdoglicht, eine addquate Losung
fiir das Problem zu finden, als auch den leistungsstarken Schiilerinnen und
Schiilern eine Herausforderung geboten. Die Knotentheorie geniigt damit der
selbstdifferenzierenden Eigenschaft der Modellbildung (vgl. [Maa05]). Nicht
zuletzt sind die Aufgaben zu nennen, zu denen es bisher noch keine Losung
gibt. Da der Zugang zur Knotentheorie relativ leicht féllt, miissen die Leh-
renden immer damit rechnen, dass die Schiilerinnen andere, neue und bessere
Losungen fiir Probleme erarbeiten, oder auch sinnvolle Losungsvorschlége fiir
ungeloste Probleme finden.

Ein hier zu duflernder Kritikpunkt ist, dass sich im Alltag selten Gelegen-
heiten bieten, in denen ein Knoten mathematisiert werden muss. Dagegen
ist zu sagen, dass zum Einen durchaus Anwendungsbeispiele existieren (vgl.
[Ada95], S. 187ff [BS00], S. 371), die allerdings fiir jiingere Schiilerinnen und
Schiiler schwer zugénglich sind, und zum Anderen auch herkémmliche An-
wendungsaufgaben oft wenig alltagsnah sind, da sie hiufig stark idealisiert
sind und mathematische Inhalte lediglich in den Mantel der Anwendung ein-
kleiden (vgl. [Wes03], S. 150). Ich sehe den genannten Kritikpunkt vielmehr
als Vorteil. Am Beispiel der fiir sie eher ungewohnlichen, Mathematik der
Knoten sehen die Schiilerinnen und Schiiler, dass, wenn es notwendig sein
sollte, jede Realsituation mathematisiert werden kann. Indem sie erfahren,
dass die Mathematik aus der Schule im Laufe ihres Lebens durchaus Anwen-
dung finden kann, erschlief§t sich ihnen der Sinn der Mathematik neu. Damit
geniigt die Knotentheorie sowohl den wissenschaftsorientierten als auch den
emanzipatorischen Forderungen an die Modellbildung und nicht zuletzt ei-
nem der wichtigsten Lernziele, ,,dass Mathematik nicht nur am unmittelba-
ren Nutzen orientiert, sondern dass auch reine Mathematik sinnvoll ist und
Freude bereiten kann® ([Wes03], S.156). Gerade der letztgenannte Aspekt
wurde, mit Blick auf die Abneigung gegen das Fach Mathematik, die in ei-
nem groBen Teil unserer Gesellschaft vorherrscht (vgl. [Vol01], S. 2), bisher
von vielen Mathematiklehrerinnen und Lehrern vernachlassigt.
Abschlieflend mo6chte ich noch eine Moglichkeit nennen, Zopfe fiir Schiiler-
innen und Schiiler mit einem gewissen Anwendungsbezug auszustatten. Zur
Einfiihrung der Zopfe kénnen die Schiilerinnen und Schiiler sich mit Flach-
bandkabeln aus Computern beschéftigen. Flachbandkabel gibt es sowohl mit
parallelen als auch mit teilweise verdrillten Leitungen, so dass ihre graphi-
sche Darstellung leicht zur Darstellung von Zoépfen und der Zopfgruppen
fithrt (vgl. [O1d04]).
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Mathematische Darstellungen verwenden Das Verwenden von mathe-
matischen Darstellungen entspricht dem didaktischen Prinzip der Anschau-
ung (vgl. [Vol01], S. 122) bzw. dem Prinzip der Variation der Darstellungsebe-
nen (vgl. [TKW97], S. 85). Die Schiilerinnen und Schiiler bzw. die Lehrperson
sollen zwischen den Repréasentationsebenen ,,enaktiv®, ,ikonisch® und ,,sym-
bolisch® wechseln, indem sie sich in der jeweiligen Lernsituation fiir die in
dieser Situation oder fiir die zu diesen Zweck anschaulichste Form der Darstel-
lung eines mathematischen Objektes entscheiden. Neben dem Erlernen der
genannten didaktischen Prinzipien, fithrt die Kultusministerkonferenz noch
weitere Gesichtspunkte an, die in diesem Zusammenhang im Rahmen des
Mathematikunterrichts Beriicksichtigung finden sollen. Dazu gehort sowohl
das Anwenden, Interpretieren und Unterscheiden verschiedener Formen der
Darstellung, als auch das Herstellen von Beziehungen zwischen den Darstel-
lungsformen (vgl. [Kul03al, S. 12).

Nach dem EIS-Prinzip nach BRUNER verringert sich die Anschaulichkeit im
Mathematikunterricht zunehmend von der handlungsorientierten (enaktiven)
iiber die bildhaft-analoge (ikonische) zur sprachlich-symbolischen Darstel-
lungsebene hin. Aufgrund dieses Prinzips ist Mathematikunterricht héufig so
aufgebaut, dass die Schiilerinnen und Schiiler sich zunéchst handlungsorien-
tiert mit dem jeweiligen Unterrichtsgegenstand auseinandersetzen, bis sie zu
einer formalen, abstrakten Darstellung in der Lage sind, die von da an die
enaktive und symbolische Form der Darstellung wenn moglich vollstdndig
ersetzt (vgl. [RR00], S. 81). Dies ist nicht nur nicht konform mit den von der
Kultusministerkonferenz genannten Aspekten, sondern entspricht auch nicht
der Realitédt des Mathematik Betreibens.

Bei der Betrachtung der Darstellungsformen der Knotentheorie wird deutlich,
dass die drei genannten Darstellungsebenen gleichberechtigt nebeneinander-
stehen und, je nach Situation und verfolgtem Ziel, verschiedene Vor- und
Nachteile aufweisen. Gleichzeitig stehen sie nicht isoliert, sondern kénnen
von den Schiilerinnen und Schiilern aller Schuljahre beliebig kombiniert wer-
den, um eine vielschichtige Beschéftigung mit den Knoten zu ermdéglichen
(vgl. ,Mathematisch argumentieren, ,Probleme mathematisch 16sen“ und
,Mathematisch modellieren®). Die enaktive Beschiftigung mit Knoten aus
Seilen, Drahten oder Verlangerungskabeln ermdéglicht zunéchst ein ungehin-
dertes Verformen der Knoten. Gelingt es den Schiilerinnen und Schiilern
einen Knoten in einen anderen zu iiberfithren, lasst sich mit dieser Dar-
stellungsform allerdings schwer nachvollziehen, welche Deformationen der
Knoten durchlaufen hat. Schwierig wird es, wenn der Knoten nach nicht
erfolgreicher oder auch nach erfolgreicher Umformung in seinen Ausgangszu-
stand zuriickversetzt werden muss oder soll. Ein Knotendiagramm hat, was
den ungehinderten Umgang mit Knoten betrifft, zwar deutliche Nachteile,
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ermoglicht den Schiilerinnen und Schiilern aber, die von ihnen durchgefiihrten
Schritte nachzuvollziehen. Die Schiilerinnen und Schiiler werden schnell fest-
stellen, dass eine flexible Kombination der beiden Darstellungsformen den
grofftmoglichen Nutzen bringt. Die enaktive und ikonische Darstellungsform
der Knoten stofit jedoch an ihre Grenzen, zum Beispiel wenn sich zwei Knoten
nicht ineinander iiberfiithren lassen. Hier ist ein Wechsel in die symbolische
Darstellungsebene unumgénglich. Dazu zahlt eine der wichtigsten Darstel-
lungsformen der Knotentheorie, das formale Algebraisieren eines geometri-
schen Sachverhaltes, in diesem Fall das Bestimmen von Knoteninvarianten
aus den Knoten. Das Algebraisieren ist nur eine von vielen Moglichkeiten,
Sachverhalte in eine mathematische Fachsprache zu iibersetzen. Diese Mog-
lichkeiten werden unter dem Oberbegriff des Formalisierens zusammenge-
fasst. Daneben beinhaltet die sprachlich-symbolische Darstellungsebene noch
einen weiteren Aspekt, das Verbalisieren (vgl.[TKW97], S. 34f.). ,Das um-
gangssprachliche Reden [..] tiber formalisierte, mathematische Sachverhalte
ist wichtig zur Verstédndniskontrolle. [..] Verbalisierte Zusammenhénge wer-
den leichter behalten und koénnen leichter reproduziert, transformiert und
angewendet werden“([TKW97], S. 35). Verbalisierung (vgl. ,, Kommunizie-
ren“) ist damit neben dem Enaktivieren und dem Ikonisieren eine wichtige
Darstellungsebene, auf der sich Schiilerinnen und Schiiler intensiv mit Mathe-
matik und damit auch der Knotentheorie auseinandersetzen kénnen. Haben
die Schiilerinnen ausreichend Erfahrung im Umgang mit enaktiven, ikoni-
schen, verbalen und formalen Darstellungsformen gesammelt, sollten sie in
der Lage sein, die erlernten Darstellungsformen zueinander in Beziehung zu
setzen, zu beurteilen und bei der Beschéftigung mit der Knotentheorie sinn-
voll anzuwenden. Die Schiilerinnen und Schiiler erfahren dabei nicht nur, dass
ein bedachter Wechsel zwischen den Darstellungsebenen notwendig ist, son-
dern lernen auch die Darstellungsformen geschickt zu kombinieren. Zusétzlich
steht den Schiilerinnen und Schiilern die Moglichkeit offen, sich weitere Dar-
stellungsformen zu erarbeiten bzw. selbststindig zu entwickeln. Insgesamt
lernen die Schiilerinnen und Schiiler, verschiedene mathematische Darstel-
lungsformen und Darstellungsebenen auf unterschiedlichstem Anforderungs-
niveau zu verwenden.

Ein Beispiel fiir die Verwendung verschiedener Darstellungen auf mittlerem
Anforderungsniveau ist der Modellbildungsprozess (vgl. ,Mathematisch mo-
dellieren*) innerhalb der Aufgabe, zwei komplexe Seilknoten auf ihre Aquiva-
lenz hin zu {iberpriifen. Zunéchst zeichnen die Schiilerinnen und Schiiler die
Knotendiagramme (Ikonisierung) der Seilknoten und verschaffen sich einen
Uberblick iiber die darin enthaltenen Informationen. Dabei treffen sie ei-
ne Entscheidung dariiber, welche Knoteninvarianten berechnet werden sol-
len, um eine mogliche Nichtédquivalenz der Knoten zu iiberpriifen, und be-
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griinden diese Entscheidung (Verbalisieren). AnschlieBend werden die Knote-
ninvarianten berechnet (Formalisierung). Aufgrund ihrer Berechnungen, ent-
scheiden die Schiilerinnen und Schiiler, ob eine Nichtédquivalenz vorliegt oder
ob eine Aquivalenz nicht ausgeschlossen werden kann. Auch diese Entschei-
dung wird begriindet (Verbalisierung). Kann aufgrund der Berechnungen ei-
ne Aquivalenz der Knoten nicht ausgeschlossen werden, bedienen sie sich der
Seilknoten (Enaktivierung) und versuchen, die gegebenen Knoten ineinander
zu iiberfithren. Dabei nutzen sie Knotendiagramme (Ikonisierung), um die
durchgefiihrten Versuche zu dokumentieren.

Das Beispiel zeigt, dass die Knotentheorie eine iiberlegte Variation und eine
kreative Kombination der Darstellungsebenen und Darstellungsformen erfor-
dert und fordert. Gleichzeitig dient sie als angemessenes Beispiel dafiir, dass
die Darstellungsebenen nicht zwingend in hierarchischer Beziehung zueinan-
der stehen. Damit unterscheidet sie sich von vielen Unterrichtsthemen, die
die Variation der Darstellungsebenen als den Wechsel zwischen starr hier-
archisch gegliederten und voneinader isolierten enaktiven, ikonischen und
symbolisch-formalen Darstellungseben erscheinen lassen. Die Knotentheorie
leistet einen Beitrag dazu, dass sich das in vielen Situationen zwar sinnvol-
le, aber nicht immer optimale EIS- Prinzip nach BRUNER in den Kopfen
der Schiilerinnen und Schiiler festsetzt. Die Schiilerinnen und Schiiler wer-
den dadurch in die Lage versetzt, eine kreative und authentische Mathematik
zu betreiben und unvoreingenommen mit mathematischen Sachverhalten auf
verschiedenen Darstellungsebenen zu experimentieren.

Mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der Ma-
thematik umgehen Die allgemeine verhaltensbezogene Kompetenz des
Umgehens mit symbolischen, formalen und technischen Elementen bedarf
zundchst einer Begriffsklarung. Im vorangegangenen Abschnitt wurde der
symbolischen Darstellungsebene sowohl das Verbalisieren als auch das Forma-
lisieren zugeordnet. Deshalb erscheint es zunéchst unklar, warum hier symbo-
lische und formale Elemente der Mathematik offensichtlich als unterschied-
liche Sachverhalte betrachtet werden. Eine Auflosung dieses Widerspruchs
ist in den von der Kultusministerkonferenz formulierten Teilaspekten dieser
Kompetenz zu suchen.

Sich auf die strittigen Punkte beziehende Teilkompetenzen sind das Arbeiten
mit Variablen, Termen, Gleichungen, Funktionen, Diagrammen und Tabel-
len und das Wechseln zwischen symbolischer und natiirlicher, sowie formaler
Sprache und Umgangsprache(vgl. [Kul03al,S. 12). Aufgrund der genannten
Beispiele besteht die Versuchung, Diagramme und Tabellen als symbolische
Elemente zu verstehen, und Variablen, Terme, Gleichungen und Funktionen
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als formale Elemente gelten zu lassen. Dies widerspricht jedoch der Begriffs-
verwendung in der fachdidaktischen Literatur, die Diagramme und Tabellen
als bildhaft-analoge und nicht als symbolische Darstellungsformen benennt
(vel. [TKWO7], S. 36). Weniger eindeutig ist die fachdidaktische Literatur
hingegen, wenn es um den Begriff der Formalisierung und der formalen Dar-
stellung geht. Bei TIETZE, KLIKA und WOLPERS wird unter der sprachlich-
symbolischen Ebene die umgangssprachliche, die fachsprachliche und die
streng formale Darstellung unterschieden (vgl. [TKW97], S. 56 und ,,Ma-
thematische Darstellungen verwenden®). Gleichzeitig wird unter dem Lern-
ziel des Formalisierens die Darstellung in einer mathematischen Fachspra-
che verstanden, die zwar bewusst exakt, aber nicht zwingend streng formal
sein sollte. ,,Die moglichst formale und elegante Darstellung mathematischer
Sachverhalte des Lehrers in Anlehnung an die Universitdtsmathematik hat
nichts mit dem Lernziel Formalisieren zu tun“ ([TKW97], S. 35). Aber genau
diese formale und elegante Darstellung mathematischer Sachverhalte scheint
mit dem Begriff der ,,formalen® Elemente gemeint zu sein. Zusammengefasst
soll im Folgenden unter dem Umgang mit symbolischen, formalen und tech-
nischen Elementen der Mathematik der Umgang mit ikonischen, und damit
bildhaft-analogen, mit sprachlich-formalen, sowie mit technischen Elementen
der Mathematik verstanden werden. Dazu gehort neben den schon genannten
Teilaspekten die Anwendung von Losungs- und Kontrollverfahren, sowie der
Einsatz von mathematischen Werkzeugen (vgl. [Kul03al,S. 12).

Versteht man unter dem Umgang mit symbolischen, formalen und techni-
schen Elementen der Mathematik das Anwenden und Interpretieren der ge-
nannten mathematischen Elementen, bietet die Knotentheorie auf den ersten
Blick den Schiilerinnen und Schiilern nicht viel Raum fiir diese Kompetenz.
Variablen, Gleichungen und Funktionen sind Bestandteil eines fiir Schiiler-
innen und Schiiler weniger zugénglichen Teils der Knotentheorie. Lediglich
den Umgang mit den Invarianten kann man als Umgang mit Termen be-
zeichnen, deren Werte berechnet und interpretiert werden miissen. Diagram-
me im herkommlichen Sinn sind ebenfalls kein Bestandteil der vorgestellten
Knotentheorie und Knotentabellen erscheinen zunéchst wenig interpretati-
onswiirdig. Die vorgestellte Knotentheorie kann mit der, von den Schiiler-
innen und Schiilern gewohnten, formalen Sprache schwer erfasst werden, viel-
mehr miissen neue Fachbegriffe und neue formale Schreibweisen erarbeitet
werden. Die herkommlichen, im Laufe des Mathematikunterricht gelehrten,
Kontroll- und Losungsverfahren greifen in der Knotentheorie nicht. Auch
hier miissen neue Verfahren gelernt oder erarbeitet werden. Das Nutzen der
im Unterricht iiblichen mathematischen Werkzeuge wie Zirkel, Lineal, Geo-
dreieck, grafikfahiger Taschenrechner, Computeralgebrasysteme und anderer
Computersoftware, sowie Formelsammlungen fiithren bei der Beschéftigung
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mit der Knotentheorie zu keinem Ergebnis. Es existiert zwar ein englisch-
sprachiges Computerprogramm, das in der Lage ist, Knoten zu visualisieren
(vgl. [Sch]). Aufgrund einer mangelhaften Bedienungsanleitung bendétigt die
Beschéftigung mit diesem Programm jedoch eine lange Einarbeitungszeit.
Die genannten Schwéchen der Knotentheorie sind jedoch auch gleichzeitig ih-
re Stéarken. Die Schiilerinnen und Schiiler erfahren und reflektieren die Gren-
zen der Nutzung bisher verwendeter mathematischer Werkzeuge und haben
damit die Moglichkeit, sich von dem herkommlichen, alltédglichen Umgang
mit bildhaft-analogen, sprachlich-formalen und technischen Elementen der
Mathematik zu befreien und einen neue, andere Sicht auf den Umgang mit
Mathematik zu entwickeln. Dabei tun sie das, was Mathematiker zu Beginn
der Entwicklung der Knotentheorie auch getan haben. Sie experimentieren
mit Knoten, Knotendiagrammen und Invarianten und gewinnen neue Infor-
mationen aus den Knotentabellen oder stellen selbst Knotentabellen zusam-
men. Sie erlernen die sprachlich-symbolische Darstellung von Knoten und
Zopfen oder entwickeln eigenstdndig Notationen. Im Umgang mit der Kno-
tentheorie erlernen die Schiilerinnen und Schiilern eine neue Fachsprache und
bilden selbststandig und kreativ Begriffe, zum Beispiel durch die Benennung
einer selbst entwickelten Invariante (vgl. ,, Kommunizieren*). Fiir die gestell-
ten Aufgaben entwickeln sie zweckméflige Kontroll- und Losungsverfahren,
indem sie verschiedene Darstellungsformen verwenden (vgl. ,, Mathematische
Darstellungen verwenden®). Das notwendige Wissen erarbeiten sie sich selbst-
stdndig oder recherchieren in zur Verfiigung gestellte Skripten, in einem
der zahlreichen, zum grofien Teil auch fiir junge Schiilerinnen und Schiiler
verstiandlichen, populdrwissenschaftlichen Biichern und Artikeln iiber Kno-
tentheorie oder im Internet. Und es ist letztlich nicht auszuschliefSen, dass
die Schiilerinnen und Schiiler bisher verwendete symbolische, formale und
technische Elemente kreativ in die Knotentheorie transferieren. Damit bie-
tet die Knotentheorie den Schiilerinnen und Schiilern aller Schuljahre ei-
ne Moglichkeit, auf unterschiedlichstem Anforderungsniveau einen authenti-
schen Umgang mit der Mathematik und ihren symbolischen, formalen und
technischen Elementen zu erleben und zu betreiben.

Kommunizieren Beziiglich Mathematik lassen sich zwei Arten von Kom-
munikation unterscheiden. Zum Einen kann mit Mathematik, zum Ande-
ren iiber die Mathematik kommuniziert werden. Unter Kommunizieren mit
der Mathematik wird das Kommunizieren mit Zahlen und Formen verstan-
den, das im Alltag der Menschen iiber Jahrhunderte hinweg eine grofie Rolle
spielte und auch noch heute spielt. Mit dem Kommunizieren iiber Mathe-
matik wird das Verstehen und Verwenden der mathematischen Fachsprache
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gemeint. Beide Formen der mathematischen Kommunikation waren und sind
fiir das Teilhaben am Leben in der Gesellschaft von grundlegender Bedeu-
tung. Mathematische Sprachkompetenz ist wie jegliche Sprachkompetenz ei-
ne Schliisselkompetenz und damit eine elementare Fahigkeit zur ErschlieSung
der Umwelt. Ein Mangel an mathematischen Kenntnissen und Fahigkeiten,
wie das Nichtverstehen der mathematischen Formelsprache, bedeutet den
Ausschluss von wichtigen, nicht nur rein mathematischen Erkenntnissen (vgl.
[Vol01], S. 15f.).

Um die Beschriankung des mathematischen Wissens auf einen geringen Teil
der Bevolkerung und damit die Herausbildung einer Herrschaftsschicht zu
vermeiden, sollen die Schiilerinnen und Schiiler die Grundlagen der mathema-
tischen Sprache erlernen. Dazu gehort das Dokumentieren und verstéandliche
Darstellen und Priisentieren von Uberlegungen, Losungswegen und Ergebnis-
sen unter Nutzung geeigneter Medien, das adressatengerechte Verwenden der
Fachsprache, sowie das Verstehen und Uberpriifen von AuBerungen Anderer
und von Texten zu mathematischen Inhalten (vgl. [Kul03a], S. 12).

Der Erwerb dieser Kompetenzen ist eng verkniipft mit den bisher angefiihrten
Kompetenzen und wird im Rahmen derselben in allen mathematischen Be-
reichen erworben. Dabei ist zu beachten, dass die Bedeutung von Spra-
che, auch von mathematischer Sprache, nicht gelehrt werden kann, sondern
auf individueller Erfahrung basiert. Die Bedeutung wird erst im Verlauf ei-
ner Kommunikation von den Kommunizierenden konstruiert, indem sie eine
gemeinsame Denkebene anlegen. Deshalb ist es wichtig, dass sowohl zwi-
schen den Schiilerinnen und Schiilern und der Lehrkraft, als auch unter den
Schiilerinnen und Schiilern selbst, eine bestdndige miindliche und schriftliche
Kommunikation installiert und aufrecht erhalten wird, in deren Rahmen die
genannten Ziele verfolgt werden (vgl. [Hu803]).

Der Teilbereich der Knotentheorie, der fiir den Schulunterricht geeignet ist,
ist dadurch gekennzeichnet, dass sich die verwendeten Begriffe nur geringfiigig
mit den herkémmlichen, im Schulunterricht verwendeten Begriffen decken.
Fiir die Bearbeitung der Knotentheorie sind zunéchst kaum Fachbegriffe not-
wendig. Dies hat den Nachteil, dass nur wenige Begriffe aus bisherigen Inhal-
ten auf die Knotentheorie iibertragen werden und werden kénnen. Der Vorteil
besteht darin, dass die Knotentheorie Schiilerinnen und Schiilern aller Schul-
jahre auf unterschiedlichstem Anforderungsniveau die Moglichkeit bietet, die
Sprache der Knotentheorie aktiv nachzuerfinden (vgl. [HuB03], S. 64ff.). Kno-
ten, Knotendeformationen, Reidemeister-Bewegungen oder Knoteninvarian-
ten bieten sich dazu an, von den Schiilerinnen und Schiilern neu benannt
und beschrieben zu werden. Dabei einigen sich die Schiilerinnen und Schiiler
auf gemeinsame Vokabeln, Symbole und Notationen, die eine mathemati-
sche Kommunikation zwischen ihnen erméglichen. Durch die eigenstéandige
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Begriffshildung werden die Schiilerinnen und Schiiler motiviert, eine exakte
und verstiandliche Definition dieser Begriffe zu entwickeln. Dadurch erfahren
sie unmittelbar, ob sie ein ausreichendes Versténdnis fiir die Sachverhalte,
die von den Begriffen umschrieben werden, entwickelt haben. Die Aufgabe
der Lehrperson ist es, diesen Prozess reflektierend zu unterstiitzen. , Metako-
gnition und Metakommunikation sind wichtige Bausteine fiir ein sprachlich
kommunzierbares fundiertes Verstandnis“ ([HuB03], S. 75). Ist die Bedeutung
der selbstgewéhlten Begriffe allen Schiilerinnen und Schiilern hinreichend be-
kannt, stellt es kein Problem dar, die in der Fachliteratur verwendeten Be-
griffe mit den neu gebildeten Begriffen zu verkniipfen.

Die mathematische Sprache besteht aber nicht nur aus Fachbegriffen fiir spe-
zielle Inhalte, sondern schlieft auch eine allgemeine mathematische Gram-
matik mit ein, die sich unter Anderem auf den Aufbau von Argumentationen
oder auf das Dokumentieren, Darstellen und Présentieren von Ergebnissen
bezieht. Die Schiilerinnen und Schiiler haben die Moglichkeit, am Beispiel
der Knotentheorie Teile dieser Grammatik neu zu erlernen und anzuwenden,
oder die im bisherigen Unterricht erlernte mathematische Sprache in einen
neuen Kontext zu transferieren, um sie dort zu vertiefen. Vor allem die zuletzt
genannte Transferleistung trégt dazu bei, das Verstidndnis fiir mathematische
Sprache zu iiberpriifen und zu festigen.
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3.3 Knotentheorie in der Institution Schule

Im Abschnitt 3.2 wurde gezeigt, dass die Knotentheorie den Anspriichen
der allgemeinen mathematischen Kompetenzen geniigt. Weiterhin wurden
Griinde genannt, warum sie auch im inhaltlichen Kompetenzbereich Platz
finden kann. Leider ist die Knotentheorie kein Bestandteil der Curricula
des Unterrichtsfaches Mathematik. Es haben sich einige Aspekte heraus-
gestellt, nach denen es sinnvoll ware, die Knotentheorie zusétzlich zu den
herkdmmlichen Unterrichtsinhalten in die Schulmathematik zu integrieren.
Nun stellt sich die Frage, wie dies geschehen kann. Da der eigentliche Mathe-
matikunterricht mit den herkémmlichen Inhalten meist vollstdandig ausgelas-
tet ist, muss auf Strukturen zuriickgegriffen werden, die in erster Linie die
allgemeinen mathematischen Kompetenzen fordern, deren fachliche Inhalte
jedoch mehr oder weniger frei gewéhlt werden kénnen. Dazu zédhlen Mathe-
AG, Facharbeit und Projekt. Im Folgenden werde ich iiberpriifen, ob die
Knotentheorie in diese Bereiche sinnvoll integriert werden kann und welche
Schiilerinnen und Schiiler damit erreicht werden.

3.3.1 Mathe-AG

Eine Mathe-AG ist ein Angebot, im Rahmen dessen interessierte Schiilerinnen
und Schiiler sich iiber den eigentlichen Mathematikunterricht hinaus mit Ma-
thematik beschéftigen konnen. Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen in der
Mathe-AG unter anderem den Unterrichtsstoff vertiefen oder sich mit ma-
thematischen Disziplinen beschéiftigen, die nicht Bestandteil des Mathema-
tikunterrichts sind. Das Erlangen von neuem inhaltlichem Wissen dient in
einer Mathe-AG in erster Linie dem Erwerb von allgemeinen mathemati-
schen Féahigkeiten. Dazu gehoren das Erlernen von heuristischen Vorgehens-
weisen und mengentheoretisch-logischen Grundlagen zur Beweisfithrung, so-
wie das Entwickeln der Féahigkeit zu selbststandigem Wissenserwerb. Um dies
bestmdglichst zu foérdern, beschéftigen sich die Schiilerinnen und Schiiler al-
leine oder in Gruppen mit Aufgaben, die einem ihren Fahigkeiten angemes-
senen Anforderungsniveau entsprechen. Die Lehrkraft hat die Funktion, den
Lernprozess zu unterstiitzen, indem sie die Aufgaben mit den Schiilerinnen
und Schiilern bespricht und diese zur Reflektion ihrer Vorgehensweisen mo-
tiviert (vgl. [K6n97], S. 50).

Neben der Mathe-AG existieren weitere auflerunterrichtliche Formen der
Forderung mathematikbegabter Schiilerinnen und Schiiler, wie mathemati-
sche Korrespondenzzirkel und Mathe-Camps. Die Knotentheorie wurde in
Gottingen bereits in einer Mathe-AG und einem Mathe-Camp erprobt, wo-
bei sie als Teilgebiet der Invariantentheorie behandelt wurde.
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Der Vorteil der Forderung mathematikbegabter Schiilerinnen und Schiiler
ist gleichzeitig ein Nachteil dieser auflerunterrichtlichen Arbeit. Es nehmen
in der Regel nur besonders interessierte Schiilerinnen und Schiiler an Mathe-
AGs teil. Die Knotentheorie ist dazu geeignet, den Erwerb von allgemeinen
mathematischen Kompetenzen auf unterschiedlichstem Anforderungsniveau
zu fordern und gleichzeitig den Schiilerinnen und Schiilern eine mathema-
tische Disziplin, die nicht Bestandteil der Schulmathematik ist, handlungs-
orientiert auch auf niedrigem Anforderungsniveau ndher zu bringen. Auch
durchschnittlich und weniger begabte Schiilerinnen und Schiilern sollten die
Moglichkeit bekommen, sich mit Knotentheorie zu beschéftigen, damit auch
weniger begabte Schiilerinnen und Schiiler mit dieser ,,anderen Art der Ma-
thematik® die Gelegenheit bekommen, gute mathematische Leistungen zu
erbringen (vgl. [RR00], S. 72).

3.3.2 Facharbeit

Die Kultusministerkonferenz hat vereinbart, dass der Unterricht in der Se-
kundarstufe II sowohl fachbezogen als auch facheriibergreifend zu gestalten
ist. Ziel der gymnasialen Oberstufe ist es, den Schiilerinnen und Schiilern eine
vertiefende Allgemeinbildung, eine allgemeine Studierfahigkeit, sowie Wissen-
schaftspropadeutik zu vermitteln.

,Der Aufbau des hierfiir erforderlichen strukturierten Wissens
und der hierfiir erforderlichen Kompetenzen durch fachbezogenes
Lernen wird unterstiitzt durch Lernformen, die das Erkennen von
Zusammenhéngen fordern und geeignet sind, auch fachiibergreifende
Arbeitsformen und Methoden zu vermitteln.” ([NieO6a], S.1)

Die Facharbeit stellt eine solche Lernform dar. Im Rahmen eines Leistungs-
kurses oder eines Seminarfaches wihlen die Schiilerinnen und Schiiler ein
Thema, das in einem festgelegten Zeitraum selbststdndig bearbeitet wird. Die
Bearbeitung des Themas und die Ergebnisse werden von den Schiilerinnen
und Schiilern dokumentiert. Es hingt vom Bundesland ab, ob die Fachar-
beit zwingend facheriibergreifend sein muss, oder sich auch innerhalb eines
Schulfaches bewegen kann. Die Facharbeit ist allerdings nicht in allen Bun-
deslédndern verpflichtend.

In Niedersachsen wird die Facharbeit im Rahmen des Seminarfaches im Schul-
jahr 2006/2007 verpflichtend ab der elften Klassen eingefiihrt (vgl. [Nie05]).
Die Schiilerinnen und Schiiler wahlen in jedem Schulhalbjahr ein Thema, das
einzeln oder in Gruppen selbststéndig bearbeitet werden soll. Dabei kénnen
die Themen mit einem oder mit mehreren Fachern in Verbindung gebracht
werden. In einem der vier Schulhalbjahre der Oberstufe ist eine Facharbeit zu
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erstellen und zu présentieren. In den iibrigen Schuljahren sind gleichwertige,
meist schriftliche Leistungen im jeweilig gew#hlten Thema zu erbringen (vgl.
[NieO6a], S. 6f.).

Die Knotentheorie kann im Rahmen des Seminarfaches oder einer Facharbeit
sowohl innermathematisch, als auch aufgrund ihrer aktuellen Verkniipfung
mit Biologie, Chemie und Physik (vgl. [Ada95]) sowie ihrer historischen Ver-
kniipfung mit den genannten Féchern (vgl. [Epp99]) fachiibergreifend bear-
beitet werden. Es bieten sich folgende fachiibergreifende Themen an:

e Herstellung von verknoteten Molekiilen (Chemie, Mathematik)
e Verknotung der DNS (Biologie, Chemie, Mathematik)
e Die Geschichte des Athers (Physik, Mathematik, Geschichte)

Diese Themenbeispiele bewegen sich meiner Meinung nach auf einem ange-
messenen Anforderungsniveau fiir mathematikbegeisterte Schiilerinnen und
Schiiler der gymnasialen Oberstufe. Weitere fachiibergreifende, aber auch
zahlreiche innermathematische Themen ergeben sich aus den Aufgaben der
angehdngten Aufgabensammlung und den im Literaturverzeichnis angefiihr-
ten Biichern zur Knotentheorie. Eine Fachbereichsarbeit aus Osterreich mit
dem Titel ,Knoten aus der Sicht der Mathematik“ findet sich unter [Mif00].
Im Rahmen der Facharbeit oder des Seminarfaches kénnen und werden sich
wahrscheinlich nur einige wenige mathematikbegeisterte Schiilerinnen und
Schiiler der Sekundarstufe II mit der Knotentheorie beschiftigen, die hier ih-
re bereits in der Mittelstufe erworbenen allgemeinen mathematischen Kom-
petenzen anwenden und vertiefen. In Kapitel 3.2 hat sich jedoch gezeigt, dass
die Knotentheorie auch zum Erwerb der allgemeinen mathematischen Kom-
petenzen ihren Beitrag leisten kann. Deshalb ist es sinnvoll, die Knotentheorie
ebenfalls in der Sekundarstufe I unterzubringen.

3.3.3 Projekt

Projekte im Mathematikunterricht haben sich bis zum Ende des 21. Jahr-
hunderts nicht etabliert (vgl. [Lud80], S. 61). Inzwischen findet sich der Pro-
jektunterricht in einer Vielzahl an mathematikdidaktischer Literatur wieder
und ist zum Bestandteil von Bildungsstandards und Kerncurricula geworden.
In den Bildungsstandards der Kultusministerkonferenz wird das Projekt als
Moéglichkeit, inhaltliche und allgemeine mathematische Kompetenzen zu er-
werben, explizit benannt (vgl. [Kul03a], S. 9). Im Kerncurriculum fiir das
Gymnasium des Landes Niedersachsen ist zum Thema Projekte folgendes zu
lesen:
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,Gruppen und Projektarbeiten mit offenen Aufgabenstellungen
sind unverzichtbare Arbeitsformen, da diese in besonderem Mafle
sachbezogene Dialoge, konstruktive Kritik und die Bereitschaft
zum gemeinsamen Arbeiten fordern.“ ([NieO6b], S. 10)

Diese Empfehlung spiegelt sich auch in den neuaufgelegten Schulbiichern wie-
der, in denen mehrere Projektvorschlédge enthalten sind (vgl. [GPF04] und
[GPFO05]. Zunéchst stellt sich jedoch die Frage, wann es sich bei einer Un-
terrichtsform um Projektunterricht handelt. Es gibt eine grofle Anzahl an
Projektansétzen, so dass eine einheitliche Defintion von Projektunterricht
zundchst nicht moglich ist (vgl. [Lud80], [Leu03a] und [Rei9l]). Im Zusam-
menhang mit Projektunterricht fallen Schlagworte wie Ganzheitliches Ler-
nen, Selbstbestimmung und Gesellschaftsbezug, um nur einige wenige zu
nennen (vgl. [Hes03], S. 195). Nach LuDWIG weist ein Projektunterricht
fiinf Merkmale auf. Neben Schiileraktivitat, Gruppenarbeit, Riickkopplung
und einem gewissen organisatorischen Rahmen ist der Projektunterricht ge-
kennzeichnet durch ein abgeschlossenes Thema, das eine gewisse Struktur
aufweist, die Moglichkeit zur Differenzierung bietet und einen Umwelt- und
Lebensbezug aufweist (vgl. [Lud80]). Die in Abschnitt 3.1 ausgewihlten Bau-
steine der fiir Schiilerinnen und Schiiler geeigneten Knotentheorie besitzen
eine in sich abgeschlossene Struktur, die den Schiilerinnen und Schiiler gleich-
zeitig die Moglichkeit gibt, sich eigensténdig mit dem Thema zu beschéaftigen.
Der selbstdifferenzierende Charakter der mathematischen Modellbildung, die
ein fester Bestandteil der fiir Schiilerinnen und Schiiler geeigneten Kno-
tentheorie ist, wurde bereits in Kapitel 3.2 herausgearbeitet. Dort wurde
auch der mangelnde Anwendungsbezug der Knotentheorie diskutiert. Da die
Schiilerinnen und Schiiler in ihrem Alltag stdndig mit Knoten in Beriihrung
kommen, besitzt die Knotentheorie jedoch einen ausreichenden Umwelt- und
Lebensbezug. Da die Knotentheorie die genannten Kriterien weitgehend erfiillt
und aufgrund der in den Abschnitten 3.1 und 3.2 genannten Aspekte denke
ich, dass sich Knotentheorie hervorragend fiir Projekte mit den unterschied-
lichsten Lernzielen eignet. Im Folgenden mochte ich kurz einige Projekttideen
vorstellen.

Eine Moglichkeit, die Knotentheorie in einem Projekt zu behandeln, ist, sie
als Teilthema in ein Projekt des Mathematikunterrichts einflielen zu lassen,
das ein iibergeordnetes innermathematisches Thema erarbeitet oder einiibt
und vertieft. Das iibergeordnete Thema kann zum Einen der Erwerb ei-
ner allgemeinen mathematischen Kompetenz sein. Mogliche Themen sind
,Mathematische Modelle“ | Problemlésen“ oder ,,Beweise“. Zum Anderen
kénnen sich die Schiilerinnen und Schiiler mit einem iibergeordneten in-
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haltlichen Thema beschéftigen, wie zum Beispiel dem Thema ,, Symmetrie
und Invarianz“ als bekannter Bestandteil der Schulmathematik oder dem
Thema ,, Topologie“ als Ausblick auf noch unbekannte innermathematische
Themen auflerhalb des Lehrplans. Auch eine Kombination von allgemeinen
mathematischen und inhaltsorientierten Kompetenzen ist denkbar. In bei-
den Fillen beschéftigt sich jeweils nur eine Schiilergruppe mit Aspekten der
Knotentheorie, wihrend die anderen Projektgruppen sich mit anderen Inhal-
ten beschéftigen. Zu den von mir genannten Beispielen, mit Ausnahme des
Themas ,, Topologie“, lassen sich vielseitige Themen fiir andere Projektgrup-
pen in Schulbiichern und Aufgabensammlungen finden. Im Fall des Themas
, Topologie“ mochte ich auf die zahlreichen Biicher iiber anschauliche oder
elementare Topologie, wie zum Beispiel [Lieb5], [Jag80] oder [MW76] hin-
weisen, die eine Fiille von fiir den Unterricht geeigneten Themen bieten und
zum Teil auch mit didaktischen Kommentaren versehen sind.

Eine weitere Moglichkeit mit dhnlichen Lernzielen ist, die Knotentheorie
selbst zum innermathematischen Thema des Projektes zu machen. Auch hier
gibt es mehrere Herangehensweisen. Zum Beispiel kann den Projektgrup-
pen der Vergleich zweier Knoten als einheitliche Aufgabe gestellt werden,
wobei sich jede Projektgruppe mit einer anderen vorgegebenen Invariante
beschiéiftigt. Diese Projektidee entspricht einem niedrigen Anforderungsni-
veau und ist fiir die unteren Schuljahrgénge geeignet. Ein weiteres mogliches
Projekt auf hohem Anforderungsniveau kann so aufgebaut sein, dass sich die
Schiilerinnen und Schiiler mit komplexen offenen Themen beschéftigen, zu
deren Bearbeitung sie sich die nétigen Hilfsmittel eigensténdig beschaffen
miissen. Mogliche Themen fiir eine Projektgruppe sind:

e Knoteninvarianten

Knoten und Zopfe

Perko - Paar (vgl. Anhang A, Aufgabe 17)

Knotenspiel (vgl. Anhang A, Aufgabe 39)

Knotentricks und Fadenspiele (vgl. Anhang A, Aufgabe 38 und [Pic04])

Brunnsche Verschlingungen (vgl. Anhang A, Aufgabe 40)

Es bietet sich hier an, die Schiilerinnen und Schiiler in die Themenfindung
mit einzubeziehen, da sich so oft weitere interessante Themen finden lassen,
die die Lehrkraft nicht mit einbezogen hétte. Unter Anhang A.5 und in den
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zahlreichen Biichern zur Knotentheorie finden sich noch weitere fiir die Schu-
le geeignete Gebiete der Knotentheorie.

SchlieBlich besteht noch die Moglichkeit, die Knotentheorie aulermathema-
tisch und damit fécheriibergreifend zu betrachten. Dabei kénnen auch meh-
rere Féacher mit einbezogen werden. Der facheriibergreifende Unterricht kann
beziiglich der Knotentheorie zum einem vom ,,diktatorischen*, zum anderen
vom ,demokratischen“ Standpunkt aus betrachtet werden (vgl. [Lud03], S.
165). Vom diktatorischen Standpunkt aus ist die Knotentheorie das zentrale
Thema, das in anderen Féacher seine Anwendung findet oder auf andere Art
und Weise mit diesen Féachern verbunden ist. Mogliche, allerdings fiir die Se-
kundarstufe I wahrscheinlich zu anspruchsvolle Themen aus den Bereichen
Chemie, Biologie, Physik und Geschichte wurden bereits in Abschnitt 3.3.2
genannt. Aus Sicht des demokratischen Standpunktes steht die Mathema-
tik der Knoten gleichberechtigt neben anderen Féchern unter einem vorher
vereinbartem Oberthema. Die Knotentheorie kann hier zum Beispiel in das
allgemeine Oberthema ,, Knoten® eingeordnet werden, dass eine Vielzahl von
mathematischen und nichtmathematischen Themen auf unterschiedlichstem
Anforderungsniveau bietet.

Zusétzlich zu allen bisher genannten Themen sind folgende Inhalte moglich:
e Gordischer Knoten (Mythologie, Geschichte) (vgl. [BS00], S.373)

e Quipu - Knotenschrift der Inkas (Erdkunde, Geschichte, Sprachen, vgl.
z.B. [Wik] und [Hir])

Wortspiele mit knot - not (Englisch) (vgl. [Ada95], S. 281f.)

Keltische Knoten (Geschichte, Kunst)

Knoten in der Seefahrt (Mathematik, Sport)
e Flachbandkabel (Mathematik, Informatik) (vgl. [Old04])

Auch hier lassen sich unter Einbeziehung der Schiilerinnen und Schiiler noch
weitere Themen finden.

Die genannten Projektideen sind lediglich Beispiele und Vorschlége fiir mog-
liche Projekte mit und um Knotentheorie. Innerhalb Deutschlands ist mir
kein Schulprojekt bekannt, in dem die Knotentheorie behandelt wurde. Unter
[Los| und [Pay] finden sich jedoch einige Vorschlége fiir die projektorientierte
Beschéftigung von Schiilerinnen und Schiilern mit Knotentheorie.
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In dieser Arbeit habe ich mich aus fachwissenschaftlicher Sicht mit der Kno-
tentheorie auseinandergesetzt. Weiterhin habe ich die Mdglichkeit, sie in
die Schulmathematik zu integrieren, theoretisch beleuchtet. Es hat sich her-
ausgestellt, dass die Knotentheorie durchaus Inhalte zu bieten hat, die fiir
Schiilerinnen und Schiiler versténdlich aufbereitet werden konnen. Diese In-
halte sind jedoch kein Bestandteil der inhaltsorientierten Kompetenzen, die
durch die Bildungsstandards der Kultusministerkonferenz fiir die Schulen
verbindlich vorgeschrieben sind, obwohl es zahlreiche Argumente dafiir gibt,
warum die Invariantentheorie oder die anschauliche Topologie, als deren Teil-
gebiet die Knotentheorie gesehen werden kann, in die Schulmathematik in-
tegriert werden sollte. Trotz dieses Defizits kann die Knotentheorie ihren
Platz in der Schulmathematik finden, da sie auf unterschiedlichstem Anfor-
derungsniveau dazu geeignet ist, den Erwerb allgemeiner mathematischer
Kompetenzen zu férdern. Die Kultusministerkonferenz hat damit den Weg
der Knotentheorie in die Schule durch die Aufnahme der allgemeinen ma-
thematischen Kompetenzen in die Bildungsstandards geebnet. Gleichzeitig
stehen den Lehrerinnen und Lehrern mit der Mathe-AG, der Facharbeit und
dem Projektunterricht Strukturen zur Verfiigung, die es erméglichen, auch
Inhalte aulerhalb der inhaltlichen Kompetenzen zu behandeln und in die die
Knotentheorie hervorragend integriert werden kann. Ein wichtiges Argument
dafiir, diese Strukturen fiir die Behandlung von Knotentheorie zu nutzen, ist
die Tatsache, dass es sich bei der Knotentheorie um ein anwendungsfiahiges in-
nermathematisches Thema handelt. Die Behandlung der Knotentheorie kann
dazu beitragen, dass die durch die Bildungsstandards geférderte Ausrichtung
der Schulmathematik auf angewandte Mathematik entgegengewirkt wird. Ob
die Knotentheorie, oder auch andere interessante, nicht lehrplankonforme,
innermathematische Themen als Projekt oder Facharbeit ihren Weg in die
Schule finden werden, liegt allerdings in der Hand von aufgeschlossenen und
engagierten Mathematiklehrerinnen und -lehrern.

Ich selbst, als angehende Mathematiklehrerin, freue mich darauf, meine Ideen
in der Schule umzusetzen. Die Leserinnen und Leser werden bemerkt haben,
dass in die vorliegende Arbeit meine Begeisterung fiir dieses Thema mit ein-
geflossen ist. Ich hoffe, dass ich diese Begeisterung an meine zukiinftigen
Schiilerinnen und Schiiler weitergeben kann. Mir ist jedoch auch bewusst,
dass mein Idealismus den Schulalltag mdglicherweise nicht {iberstehen wird.
Da ich weder als Schiilerin noch als Lehrerin Erfahrungen mit der Knoten-
theorie gesammelt habe, kann ich weder eine Aussage dariiber treffen, ob sich
meine Ideen wirklich praktisch umsetzen lassen, noch langjéhrige Lehrerin-
nen und -lehrer dafiir kritisieren, dass sie nicht versuchen, Schiilerinnen und
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Schiiler lebendige innermathematische, aber nicht lehrplankonforme Themen
nahe zu bringen.

Was ich kann, ist Kritik an der universitdren Ausbildung von angehenden
Mathematiklehrerinnen und -lehrern iiben, die ich selbst durchlaufen habe.
Mein sichtbarer Enthusiasmus fiir die Knotentheorie entspringt nicht einem
generellen Enthusiasmus fiir mein Mathematikstudium. Vielmehr habe ich
mich fiir eine Staatsexamensarbeit im Fach Mathematik entschieden, damit
ich die Begeisterung fiir Mathematik, mit der ich mein Studium begonnen
habe und die ich zu verlieren drohte, zuriickgewinne. Als Betreuerin einer
Veranstaltung der Mathematikdidaktik des dritten und vierten Semesters
erlebe ich wochentlich, dass es vielen Studierenden &hnlich ergeht. Grund
fiir den Mangel an Begeisterung fiir Mathematik sind axiomatisch-deduktiv
aufgebaute Vorlesungen und ein Leistungsdruck, der durch die Einfithrung
von Bachelor/Master-Studiengéngen noch verschérft wird. Streng bewertete
Ubungszettel und benotete Klausuren lassen den Studierenden wenig Raum,
um in die Mathematik einzutauchen und sie selbststéndig zu erforschen.
Aber wie sollen Mathematiklehrerinnen und -lehrer etwas unterrichten, was
sie selbst nicht erlebt haben? Wie sollen sie Schiilerinnen und Schiiler die
Freude an authentischer Mathematik nahebringen, wenn sie diese Freude in
ihrem Studium nicht selbst erfahren haben? Zumal in der Schule dhnliche
Bedingungen vorherrschen wie die, die den Lehramtsstudierenden an der
Universitdt die Begeisterung fiir Mathematik nehmen. Aufgrund des all-
gemeinen Leistungs- und Notendruckes in unserer Gesellschaft bleiben den
Schiilerinnen und Schiiler wenig Moglichkeiten fiir eigenstédndiges entdecken-
des Lernen an einem selbstgewihlten Thema. Der Druck wird sich durch
die aktuell von der Kultusministerkonferenz beschlossene Einfithrung natio-
naler Schulvergleichstests ab dem Jahre 2009 (vgl. [Kul05]) von Seiten der
Schule noch verstiarken. Gleichzeitig wird die Handlungsfreiheit der Lehre-
rinnen und Lehrer weiter eingeschriankt, da sie dazu gezwungen sind die in
den Vergleichstests abzupriifenden Teilziele der Bildungsstandards akkurat
umzusetzen.

In der vorliegenden Arbeit bereitete es mir Probleme, die Teilziele der all-
gemeinen mathematischen Kompetenzen einzeln zu erfassen und zu beriick-
sichtigen. Es hat sich vielmehr gezeigt, dass diese Kompetenzen und damit
auch ihre Teilziele nur im Verbund erworben werden kénnen. Aber vor allem
konnen sie nicht gelehrt oder gelernt werden, sondern entwickeln sich mit
der Zeit, durch eine eigenstindige Erforschung der Mathematik, die durch
die Existenz von Notendruck und Schulvergleichstests eher verhindert als
gefordert wird. Das Abtesten der allgemeinen mathematischen Kompeten-
zen steht damit im Widerspruch zum Erreichen der Bildungsstandards. Viel-
mehr ist es notwendig, den Lehrerinnen und Lehrern und damit auch den
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Schiilerinnen und Schiilern ausreichend Freirdume zu bieten, damit der Ent-
wicklung dieser Kompetenzen nichts im Wege steht. Um diese Freirdume
zu schaffen, miissen zum Einen die Leistungsvergleichstests und der Noten-
druck vermindert und die Inhalte aufgelockert werden. Zum Anderen muss
den Lehrerinnen und Lehrern nahegebracht werden, was es bedeutet, leben-
dige Mathematik zu betreiben, sei es in Studium, Referendariat oder Fortbil-
dung. Nur so sind die Mathematiklehrerinnen und -lehrer dazu in der Lage,
einen motivierten, authentischen Mathematikunterricht zu entwickeln und
zu gestalten und diese Motivation fiir und Freude an Mathematik auch auf
Schiilerinnen und Schiiler zu iibertragen. Dann wird sich hoffentlich auch in
der Schule auch Raum fiir die Knotentheorie oder andere handlungsorien-
tierte innermathematische Themen finden, die die Schiilerinnen und Schiiler
mit Begeisterung erforschen werden.






A

Aufgabensammlung

Die folgenden Aufgaben sind eine gemischte Sammlung aus konkreten Fra-
gen und offenen Aufgabenstellungen. Sie sind nach ihrer Behandlung in den
Kapiteln geordnet. Die Aufgaben sind hauptséchlich den Biichern [Ada95],
[BS00] und [Liv95] entnommen, in denen sich noch weitere Aufgabenbeispie-
le befinden. Einige Aufgaben entstammen meinen eigenen Ideen. Es diirfte
den Leserinnen und Lesern ebenfalls nicht schwer fallen, eigene Aufgaben zu
entwickeln.

10.

A.1 Aufgaben zu den Bausteinen 1, 2 und 3

. Zeige, dass ein gegebener Knoten ein Unknoten ist.
. Zeige, dass zwei gegebene Knoten dquivalent sind.

. Verknote einen Unknoten. Begriinde, warum er immer noch ein Unk-

noten 1ist.

. Wie viele Schiilerinnen und Schiiler sind notwendig, um einen Klee-

blattknoten, einen Achterknoten, etc. zu bilden? Wie viele Schiilerinnen
und Schiiler sind mindestens notwendig, um einen nichttrivialen Kno-
ten zu bilden?

. Wie viele starre Stabe sind notwendig, um einen Kleeblattknoten, einen

Achterknoten, etc. zu bilden? Wie viele starre Stabe sind mindestens
notwendig, um einen nichttrivialen Knoten zu bilden?

. Finde eine Deformation der Whitehead-Verschlingung, die die beiden

Komponenten ineinander iiberfiihrt

Zeige, dass ein Knoten mit einer oder zwei Kreuzungen immer trivial
ist.

Zeige, dass es fiir jeden Knoten eine Projektion mit zehn Kreuzungen
gibt.

. Kann ich eine Verschlingung mit zwei Komponenten finden, deren Pro-

jektion genau drei Kreuzungen hat?

Geniigen die Reidemeister-Bewegungen, um zwei dquivalente Knoten
ineinander iiberzufithren? Begriinde deine Vermutung.
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11. Wie kann ich einen Knoten von einer Verschlingung mit zwei oder mehr
Komponenten unterscheiden?

12. Berechne fiir eine Verschlingung die Verschlingungszahlen aller mog-
lichen Orientierungen. Bewerte dein Ergebnis.

13. Ist die Anzahl der Kreuzungen eines Knotendiagramms eine Knotenin-
variante?

14. Uberpriife, ob ein Knoten dreifarbig ist oder nicht.
15. Zeige, dass die Dreifarbigkeit eine Knoteninvariante ist.
16. Zeige, dass Unknoten und Kleeblattknoten nicht dquivalent sind.

17. Zeige, dass das Perko-Paar (Abb. 55) dquivalent ist.

Abb. 55: Perko-Paar

18. Bestimme die Entknotungszahl des Achterknotens.
19. Bestimme die Entknotungszahl eines Knotendiagramms.

20. Ist es moglich, einen Knoten (eine Verschlingung) durch Abénderung
von endlich vielen Unterkreuzungen in Uberkreuzungen in den trivialen
Knoten (die triviale Verschlingung) zu verwandeln? Begriinde deine
Behauptung indem du ein Verfahren angibst.

21. Kannst du die Projektion der Boroméischen Ringe durch Abénderung
von Unterkreuzungen in Uberkreuzungen in einen Kleeblattknoten ver-
wandeln? Begriinde deine Vermutung.
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22.

23.

24.
25.

26.

27.

28.

29.

30.
31.
32.

33.

34.

A.2 Aufgaben zu Baustein 4

Bestimme das Jones-Polynom der trivialen Verschlingung mit n Kom-
ponenten.

Bestimme das Jones-Polynom der Hopf—Verschlingung, des Kleeblatt-
knotens, des Achterknotens, etc.

Berechne die Verdrillungszahl fiir verschiedene Knoten.

Uberpriife, unter welchen Reidemeister-Bewegungen die Verdrillungs-
zahl invariant ist.

Wie wirkt sich die Orientierungsumkehr auf das Jones-Polynom aus.
Beweise deine Vermutung.

Zeige, dass das Jones-Polynom durch folgende Entwirrungs-Relation
bestimmt ist:

Ty (Vi) — ty (Vo) + (82 — 73 )y(Vg) = 0

Bestimme mit Hilfe der Entwirrungs-Relation das Jonespolynom (das
HOMFLY-Polynom) eines Knotens (einer Verschlingung).

A.3 Aufgaben zu Baustein 5

Kannst du die Darstellung jedes Knotens (jeder Verschlingung) in einen
geschlossenen Zopf verwandeln? Begriinde deine Behauptung, indem du
ein Verfahren angibst.

Ein Zopf ist durch seine Erzeuger gegeben. Zeichne den Zopf.
Beweise, dass ein Zopf eine Gruppe ist.

Sind zwei gegebene Zopfe dquivalent? Begriinde deine Behauptung.

A.4 Offene Aufgaben

Finde heraus, ob zwei gegebene Knoten (Verschlingungen) dquivalent
sind oder nicht. Begriinde deine Behauptung.

Finde heraus, ob sich ein gegebener Knoten zum Unknoten entwirren
ldsst. Begriinde deine Behauptung.
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35

36.

37.

38.

39.

40.

41.
42.

43.
44.
45.
46.
47.

Wann lasst sich ein Knoten durch Zusammenziehen auflosen?

Finde Darstellungen vom Unknoten, die moglichst schwer fiir deine
Mitschiiler aufzulosen sind.

Schaue dir Seemannsknoten und andere Knoten aus dem Alltagsge-
brauch an und Vergleiche diese. Setze sie in Beziehung zur Knoten-
theorie. Stelle Vermutungen an und begriinde diese. (vgl. [Sos00], S.
14f. und[Epp99], S. 1f.)

Schaue dir einen Entknotungs-Zaubertrick an. Begriinde, warum der
Trick funktioniert. Erfinde selbst Knotentricks. (vgl. [Pra97], Chapter
I, § 2 und [Ste02b])

Spiele das Knotenspiel: Stelle dich mit deinen Mitschiilerinnen und
Mitschiilern in einen Kreis. Geht gemeinsam in die Mitte des Krei-
ses und fasst euch so an den Hénden, dass jede Hand die Hand einer
beliebigen anderen Person erfasst. Versucht euch nun zu entknoten.
Gelingt es euch immer, den enstehenden Knoten zu entknoten? Stellt
Vermutungen an und begriindet diese.

Eine Brunnsche Verschlingung ist eine nichttriviale Verschlingung, die
nach Wegfall einer Komponente trivial wird. Die bekanntesten Ver-
treter sind die boroméischen Ringe mit drei Komponenten. Gibt es
aus vier, fiinf ... beliebig vielen Komponenten bestehenden Brunnsche
Verschlingungen? Stelle selbst Vermutungen iiber Brunnsche Verschlin-
gungen auf, und versuche, diese zu beweisen.

Was haben Knoten mit Zopfen zu tun?

Kann man mit Flachbandkabeln rechnen? [Old04]

A.5 Weitere, fiir die Schule geeignete Themen der
Knotentheorie

Knotenarithmetik
Primknoten
alternierende Knoten
Knotennotationen

Knoten und Graphen
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