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Vorwort

Für eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) besagt das klassische Morse Index Theorem,
dass die Anzahl der mit Vielfachheiten gezählten konjugierten Punkte entlang einer Geodäte
γ : [a, b] → M mit dem Morse Index der zweiten Variation des Riemannschen Wirkungsfunk-
tionals A(η) =

∫ b
a
g(η′, η′)dt an dem kritischen Punkt γ übereinstimmt. Unter vergleichsweise

geringfügigen Modi�kationen der hier betrachteten zweiten Variation des Wirkungsfunktionals
stellt sich zudem, im Rahmen der physikalisch motivierten kausalen Geodäten einer Lorentz
Mannigfaltigkeit, die Gültigkeit vollkommen analoger Aussagen heraus. Diese Theoreme haben
weitreichende Erkenntnisse hervorgebracht. Neben der aus der Morse Theorie kommenden Unter-
suchungen der Topologie von Wegeräumen ist im Fall Riemannscher Mannigfaltigkeiten insbeson-
dere die Bott-Periodizität zu nennen, wohingegen im Fall kausaler Lorentz Geodäten Aussagen
physikalischer Relevanz gewonnen werden konnten (vgl. hierzu [Mi69] bzw. [BEE96]). Obwohl
hiermit die aus mathematisch und physikalischer Sicht bedeutendsten Fälle erfasst sind, besteht
dennoch ein zu rechtfertigendes Interesse an der Behandlung der bisher missachteten raumartigen
Geodäten mit dem Ziel ein besseres Verständnis für die globale Bescha�enheit von Lorentz Man-
nigfaltigkeiten zu erhalten. Bedauerlicherweise zeigt sich, dass eine weitere Verallgemeinerung
des klassischen Morse Index Theorems auf beliebige Geodäten einer Lorentz Mannigfaltigkeit a
priori zum Scheitern verurteilt ist. Hierfür sind hauptsächlich folgende Gründe erwähnenswert

• Durch eine einfache Überlegung kann eingesehen werden, dass der Morse Index einer Geo-
däte stets unendlich ist. Die diesen Missstand im kausalen Fall behebenden Manipulationen
der zweiten Variation des Wirkungsfunktionals bleiben im Fall raumartiger Geodäten er-
folglos.

• Die Menge der konjugierten Punkte entlang einer raumartigen Geodäte ist nicht notwendig
diskret.
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Diesen durchaus delikaten Schwierigkeiten konnte bisher durch zwei grundlegend verschiedene
Ansätze entgegengetreten werden:

• Betrachtung gewisser Klassen von Lorentz-Mannigfaltigkeiten, für die obige Schwierigkeiten
umgangen werden können beziehungsweise nicht auftreten.

• Aufsuchen geeigneter Verallgemeinerungen der verwendeten Gröÿen im klassischen Morse
Index Theorem.

In [Ma94] wird die erste Möglichkeit für sogenannte stationäre Lorentz Mannigfaltigkeiten
bearbeitet, wobei ein zum klassischen Morse Index Theorem analoges Resultat erzielt wird. Mit
Methoden der unendlichdimensionalen Morse Theorie lässt sich hiermit zudem die Topologie
von Wegeräumen mit den konjugierten Punkten von Geodäten als kritische Punkte des Wir-
kungsfunktionals über die gewöhnlichen Morse-Relationen in Verbindung bringen. Da die bisher
explizit bekannten Lösungen der Einsteingleichungen der Allgemeinen Relativitätstheorie von
vergleichsweise einfacher Form sind, können trotz der hierbei durchaus stringenten Forderung an
die zugrundeliegende Metrik Resultate für Mannigfaltigkeiten physikalischer Bedeutung gewon-
nen werden.
Die Beschäftigung mit der Aufsuche gewisser Verallgemeinerungen der im Morse Theorem ver-
wendeten Gröÿen ist schon methodisch von hierzu vollkommen verschiedener Natur, da nun statt
einer gezielten Meidung der oben genannten Schwierigkeiten die direkte Konfrontation mit diesen
notwendig ist. Man denke hierbei etwa an die Zählung konjugierter Punkte im klassischen Morse
Index Theorem, die nun nicht mehr sinnvoll durchzuführen ist. Der Kern der so entstandenen
Theorie besteht damit zunächst in der Aufsuche geeigneter Begri�sbildungen der Mathematik,
die eine weiterhin sinnvolle Zuweisung eines Index zur zweiten Variation des Wirkungsfunktionals
und zu der Menge der konjugierten Punkte erlauben und durch deren Gleichheit eine dem klassi-
schen Morse Index Theorem formal analoge Aussage beweisbar ist. Es ist zunächst zu beachten,
dass die gewöhnliche Anwendung der Methoden der Morse Theorie zum Erhalt von Aussagen zur
Topologie von Wegeräumen hierbei in weite Ferne rückt. Stattdessen ist das direkte Ziel zunächst
eher die Aufsuche eventuell weiterhin bestehender Zusammenhänge zwischen den konjugierten
Punkten einer Geodäte und der zugehörigen zweiten Variation des Wirkungsfunktionals. Es stellt
sich zudem heraus, dass die Einschränkung auf eine Lorentz Mannigfaltigkeit unbedeutend ist
und man stattdessen beliebige semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten betrachen kann, so dass
nun abschlieÿend nach einem Index Theorem allgemeiner Gültigkeit für Geodäten in beliebigen
semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten gesucht wird. Die Aufsuche eines Index Theorems dieser
Allgemeinheit bietet auÿerdem die Möglichkeit gefundene Resultate mit dem stets enthaltenen
Spezialfall einer Riemannschen Mannigfaltigkeit zu vergleichen.
Der erste Durchbruch bezüglich dieser Ideen gelang 1994 A. Helfer (vgl. [Hel94]), der eine äqui-
valente Formulierung des klassischen Morse Index Theorems als Aussage über Randwertpro-
bleme von Systemen gewöhnlicher Di�erentialgleichungen betrachtete und versuchte diese auf
den semi-Riemannschen Geodäten entsprechenden Fall zu verallgemeinern. Zwar konnten spä-
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ter gravierende Fehler in den Argumentationen Helfers entdeckt werden, dennoch führten seine
grundsätzlichen Ideen nach weiterer hauptsächlicher Bearbeitung von Piccione und Tausk zum
ersten Morse Index Theorem für beliebige Geodäten einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit
(vgl hierzu die Arbeiten [MPT02] und [CEPPT02]). Die hierbei verwendete Verallgemeinerung
des Morse Index der zweiten Variation des Wirkungsfunktionals ist durchaus kompliziert und
geometrisch recht bedeutungslos. Von besonderer Bedeutung in diesem Zusammenhang ist aber
die Erkenntnis mit dem Maslov Index der symplektischen Geometrie ein geeignetes Werkzeug zur
Untersuchung konjugierter Punkte entlang semi-Riemannscher Geodäten gefunden zu haben, der
zudem als Verallgemeinerung des Zählens konjugierter Punkte verwendet werden kann. Mit den
Arbeiten [GMPT01] und [PT00] konnte zudem eine weitere Möglichkeit eines verallgemeinerten
Morse Index präsentiert und die Gleichheit zu den eben erwähnten Indizes nachgewiesen werden.
Diese Verallgemeinerung wird mittels des klassichen Morse Index gewisser geometrisch motivier-
ter Einschränkungen der zweiten Variation des Wirkungsfunktionals gebildet und be�ndet sich
folglich in erstaunlicher Nähe zur De�nition des klassischen Falls.
In der recht aktuellen Arbeit [MPP05] von M. Musso, J. Pejsachowicz und A. Portaluri wurde
neben der Verwendung des Maslov Index zwei weitere Möglichkeiten der Verallgemeinerung der
Gröÿen des klassischen Morse Index Theorems präsentiert und mit diesen eine Verallgemeinerung
des klassischen Morse Index Theorems auf den allgemeineren Fall sogenannter perturbierter Geo-
däten in semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten bewiesen. Hierbei �nden sowohl der Brouwersche
Abbildungsgrad aus der Nichtlinearen Funktionalanalysis als auch der Spektral�uss selbstadjun-
gierter Fredholmoperatoren Verwendung.

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit diesen zum Erhalt allgemeiner Morse Index Theo-
reme de�nierten Gröÿen, wobei das hauptsächliche Interesse dem mittels des Spektral�usses als
Verallgemeinerung des klassischen Morse Index in [MPP05] de�nierten Spektralindex gilt. Bedau-
erlicherweise exisiert bisher kaum Literatur zu diesen Themen, so dass bereits zu den Grundlagen
der Theorie häu�g nur auf Fachartikel zurückgegri�en werden kann. Ein weiteres grundsätzli-
ches Anliegen dieser Arbeit besteht daher in der Aufarbeitung der zum Verständnis der Morse
Theorie semi-Riemannscher Geodäten notwendigen mathematischen Grundlagen, so dass zum
Einen eine genauere Betrachtung der oben genannten Schwierigkeiten der Morse Theorie auf
semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten ermöglicht wird und zum Anderen die Aussage des Mor-
se Theorems von Musso, Pejsachowicz und Portaluri aus [MPP05] verstanden werden kann.
Die Arbeit gliedert sich in vier Teile. Im ersten Teil werden zunächst einige funktionalanalytische
Grundlagen, sowie Grundbegri�e zu Hilbertmannigfaltigkeiten und zur unendlichdimensionalen
Morse Theorie bereitgestellt. Beginnend mit der rein algebraischen Komplexi�zierung reeller Vek-
torräume wird diese funktorielle Konstruktion zunächst auf reelle Hilberträume und deren Ope-
ratoren übertragen. Neben Bereitstellung dieser Konstruktion werden anschlieÿend der meÿbare
Funktionalkalkül sowie wichtige Anwendungen hiervon dargelegt. Nach einer Zusammenstellung
wichtiger Grundbegri�e zu Hilbertmannigfaltigkeiten und Hilbertbündel im zweiten Kapitel wer-
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den schlieÿlich einige Grundlagen der unendlichdimensionalen Morse Theorie vorgestellt, die zum
Verständnis der Morse Index Theoreme notwendig oder wenigstens hilfreich sind.
Im zweiten Teil der Arbeit werden die von der Theorie der Geodäten semi-Riemannscher Man-
nigfaltigkeiten vollkommen unabhängigen Hilfsmittel bereitgestellt, die zur Verallgemeinerung
der Gröÿen im klassischen Morse Index Theorem verwendet und hier als Homotopieinvarianten
der Analysis bezeichnet werden. Im ersten Kapitel dieses Abschnittes wird der aus der nicht-
linearen Funktionalanalysis bekannte Brouwersche Abbildungsgad konstruiert, der später zur
Verallgemeinerung des Zählens konjugierter Punkte verwendet wird. Sämtliche hier präsentierte
Resultate �nden sich in gängiger Literatur und könnten mit einem entsprechendem Verweis auch
weggelassen werden. Die hier gewählte Darstellung der Konstruktion ist allerdings überschaubar
und gibt zugleich sowohl eine Erläuterung des Titels der Homotopieinvariante der Analysis, als
auch ein Modell für ein generelles technisches Vorgehen zur Behandlung oben genannter Schwie-
rigkeiten bei der Zuweisung von Indizes zu semi-Riemannschen Geodäten.
Im darauf folgenden Kapitel des zweiten Teils wird eine recht ausführliche Darlegung der Theo-
rie des Spektral�usses selbstadjungierter Fredholmoperatoren auf reellen Hilberträumen gegeben.
Hierbei werden zunächst, insbesondere in Hinblick auf den vierten Teil der Arbeit, Betrachtungen
zur Topolgie des Raumes selbstadjungierter Fredholmoperatoren gemacht, wobei hauptsächlich
Resultate der Arbeit [AS69] nachvollzogen werden, in der bedauerlicherweise viele Details der
Konstruktionen der Leserschaft überlassen wurden. Auf diese recht abstrakten topologischen
Konstruktionen folgt eine moderne De�nition des Spektral�usses für selbstadjungierte Fredhol-
moperatoren nach [FPR99]. Diese wird hier zur Präsentation des Spektral�usses zunächst an-
deren möglichen De�nitionen vorgezogen, da sie im Morse Theorem [MPP05] zur De�nition des
bereits erwähnten Spektralindex verwendet wird. Nach Abschluss der Konstruktion und Prä-
sentation dieser recht analytischen De�nition des Spektral�usses wird, unter Verwendung seiner
grundlegenden Eigenschaften, dieser als Isomorphismus zwischen der Fundamentalgruppe der
total inde�niten selbstadjungierten Fredholmoperatoren und der unendlich zyklischen Gruppe
nachgewiesen. Mit diesem Resultat wird die bereits unter sehr geringen Bedingungen geltende
Eindeutigkeit des Spektral�usses durch Übertragung von Ideen aus [Les05] auf den reellen Fall
gezeigt. Abschlieÿend wird die wohl populärste Variante der De�nition des Spektral�usses aus
[Phi96] präsentiert und unter Verwendung des zuvor nachgewiesenen Eindeutigkeitsresultates als
identisch mit der De�nition aus [FPR99] erkannt werden.
Das letzte Kapitel des zweiten Teils präsentiert den Maslov Index in der speziell zur Anwen-
dung auf semi-Riemannsche Geodäten gegebenen Konstruktion aus dem Artikel [MPT02]. Für
die hier gewählte De�nition des Maslov Index und späterer Anwendungen auf Geodäten semi-
Riemannscher Mannigfaltigkeiten ist eine möglichst konkrete Beschreibung der Lagrange- Grass-
mannschen unverzichtbar, die im ersten Teil dieses Kapitels behandelt wird. Nach der anschlie-
ÿenden Konstruktion des Maslov Index werden seine Anwendung auf Di�erentialgleichungen
diskutiert.
Erst im nun folgenden dritten Teil der Arbeit werden Geodäten semi-Riemannscher Mannigfal-
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tigkeiten betrachtet. Im ersten Kapitel dieses Teils werden der Begri� der perturbierten Geodäte
sowie Jacobifelder entlang Dieser und konjugierte Punkte de�niert. Nach Klärung grundlegender
Begri�ichkeiten wird das im vorigen Teil der Arbeit bereitgestellte Konzept des Maslov Index
auf diese Geodäten angewendet und prinzipiell bereits gezeigt, dass hiermit eine sinnvolle Ver-
allgemeinerung des Zählens konjugierter Punkte entlang Geodäten zur Verfügung steht.
In den folgenden zwei Kapiteln werden die Grundlagen für jegliche Verallgemeinerungen des
im klassischen Morse Index Theorem auftretenden Morse Index der zweiten Variation des Wir-
kungsfunktionals gegeben. Die im Fall des Beweises des klassischen Theorems weniger bedeutende
Struktur des De�nitionsbereiches des Wirkungsfunktionals ist nun durch eine geeignete Hilbert-
mannigfaltigkeit zu ersetzen um insbesondere die Begri�e der unendlichdimensionalen Morse
Theorie und somit der Funktionalanalysis anwendbar zu machen. Zunächst wird hierzu die zu-
grundeliegende Mannigfaltigkeit H1(I,M) konstruiert, die als Menge aus allen Wegen γ : I →M

in der betrachteten endlichdimensionalen Mannigfaltigkeit M , die der Sobolev Regularität H1

genügen, besteht. Bedauerlicherweise vermeiden sämtliche Artikel zur Morse Theorie im semi-
Riemannschen Fall jegliche Details dieser Konstruktion und geben keinerlei Referenz oder ver-
weisen auf eine im hier betrachteten Fall nicht gültige Konstruktion. Eine geeignete Beschreibung
dieser glatten Struktur von H1(I,M) im Kontext semi-Riemannscher Mannigfaltigkeiten scheint
daher eine Lücke in den verö�entlichten Artikeln zu dem Thema zu sein. Glücklicherweise haben
Mercuri, Piccione und Tausk in dem nicht verö�entlichtem Skriptum zur Morse Theorie [MPT01]
einen Zugang zu dieser glatten Struktur angegeben, der scheinbar in Zusammenhang zu eigenen
Forschungsresultaten steht (vgl. [PT01]) und hier präsentiert werden soll. Ebenfalls angelehnt an
dieses Werk wird im darau�olgenden Kapitel die zur Morse Theorie notwendige glatte Funktion
in Form des Wirkungsfunktionals vorgestellt und ihre kritischen Punkte sowie ihre Hessesche im
Sinne unendlichdimensionaler Morse Theorie berechnet. Die so erhaltene Hessesche ist gerade
die im klassischen Theorem als zweite Variation bezeichnete Gröÿe, die nun aber gänzlich aus
der Diskussion des Wirkungsfunktionals auf der Hilbertmannigfaltigkeit H1(I,M) erhalten ist.
Im nächsten Kapitel werden kurz die Aussagen des oben erwähnten Morse Index Theorems von
Piccione und Tausk skizziert, wonach eine recht unproblematische Darstellung der verallgemei-
nerten Gröÿen des Index Theorems aus [MPP05] gegeben wird. Insbesondere wird die mittels
einer weiteren Verallgemeinerung des Spektral�usses gemachte Konstruktion des Spektralindex
einer perturbierten Geodäte präsentiert.
Der vierte Teil hat die im Titel der Arbeit enthaltene Darstellung des Spektralindex als Win-
dungszahl zum Ziel. Hierzu werden in einem ersten Kapitel Resultate zu einer topologischen
De�nition des Spektral�usses für geschlossene Wege total inde�niter selbstadjungierter Fredhol-
moperatoren komplexer Hilberträume aus der Arbeit [BW85] auf entsprechende Wege reeller
Hilberträume mit invertierbaren Endpunkten übertragen. Die erzielten Ergebnisse benötigen
insbesondere die Ausführungen zur Topologie des Raumes der selbstadjungierten Fredholmope-
ratoren aus dem zweiten Teil der Arbeit. Damit kann dann der Spektral�uss als eine Sequenz
von Isomorphismen der Fundamentalgruppen verschiedener Räume dargestellt werden.
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Im letzten Kapitel wird schlieÿlich der aus der De�nition des Spektralindex stammende Weg
selbstadjungierter Fredholmoperatoren betrachtet und die Spektren seiner Operatoren unter-
sucht. Unter Verwendung dieser Erkenntnisse wird das obige Verfahren zur Berechnung des
Spektral�usses unter einer weiteren Modi�kation auf diese spezielle Situation angewendet, womit
sich der Spektralindex letztlich als Windungszahl einer auf der S1 gegebenen stetigen Funktion
präsentiert.
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Bezeichnungen und Symbole

Es sollen einige Notationen und Konventionen festgelegt werden, die für die gesamte Arbeit gel-
ten mögen und daher im Folgenden zumeist ohne weitere Erläuterungen verwendet werden.
Zunächst sei bemerkt, dass die Natürlichen Zahlen grundsätzlich nicht das Element 0 beinhalten.
Mit dem Symbol I wird das Einheitsintervall [0, 1] bezeichnet.
Für einen topologischen Raum X und eine Teilmenge A ⊂ X bedeute, sofern keine diese Konven-
tion aufhebende Bemerkung gemacht wird, stets das A mit der von X induzierten Unterraumto-
polgie versehen sei. Bei Betrachtung von metrischen Räumen werde die Metrik grundsätzlich mit
d bezeichnet. Für eine Teilmenge ∅ 6= A ⊂ X eines metrischen Raumes X wird gelegentlich die
durch f(x) = d(A, x) auf X de�nierte Funktion Verwendung �nden. Die gleichmäÿige Stetigkeit
dieser Funktion ist unmittelbar einzusehen und wird von nun an nicht mehr gesondert begründet.
Gelegentlich, aber nicht zwanghaft, wird auf Sprechweisen der Kategorientheorie zurückgegri�en,
die ohne weitere Erläuterungen ihrer Bedeutung verwendet werden und sämtlich dem Standard-
werk [MLa72] entnommen sind.
Vektorräume seien stets über dem Körper C oder R verstanden und diese seien im Fall endlicher
Dimension mit ihren gewöhnlichen Topologien versehen. Ein topologischer Vektorraum ist
ein mit einer Topologie versehener Vektorraum, so dass die Addition und die skalare Multipli-
kation stetige Abbildungen sind. Mit den stetigen linearen Abbildungen als Morphismen bilden
die topologischen Vektorräume eine Kategorie, die je nach verwendetem Grundkörper mit TVSK

bezeichnet wird. Desweiteren sei für E,F ∈ Ob(TVSK) mit L(E,F ) die Menge aller Morphis-
men und L(E) die Menge aller Endomorphismen benannt.
De�niert man nun Ob(BANK) als die topologischen Vektorräume, deren Topologie durch eine
Norm induziert werden kann, mit dem diese Räume Banachräume sind, so erhält man eine volle
Unterkategorie von TVSK. Durch ein analoges Vorgehen mit Hilberträumen ergibt sich zudem
die volle Unterkategorie HILBK von BANK. Für E,F ∈ Ob(BANK) werden zusätzlich die
Isomorphismen mit GL(E,F ) und die Automorphismen mit GL(E) benannt. Alternativ wer-
den solche Abbildungen auch als topologische Isomorphismen bezeichnet. Bekanntlich gehört für
E,F ∈ Ob(BANK) jedes bijektive Element aus L(E,F ) bereits zur Menge GL(E,F ). Diese
Tatsache wird im Folgenden als das Prinzip der o�enen Abbildung benannt.
Für Banachräume X,Y, Z bezeichne B(X,Y ;Z) den Banachraum aller beschränkten bilinea-
ren Abbildungen X × Y → Z versehen mit der gewöhnlichen Norm. Speziell sei B(X,X;Z) =
B(X;Z) und B(X,Y ; K) = B(X,Y ). Desweiteren bezeichne Bsym(X;Z) den Banachraum aller
beschränkten symmetrischen Bilinearformen. Es besteht bekanntlich ein isometrischer topolo-
gischer Isomorphismus B(X,Y ;Z) ∼= L(X,L(Y, Z)). Unter Verwendung dieses isometrischen
Isomorphismus wird teilweise Bsym(V ) für einen endlichdimensionalen Vektorraum V als Un-
terraum von L(V, V ∗) aufgefasst, sowie für Banachräume X,Y, Z statt des Nachweises der Ste-
tigkeit einer bilinearen Abbildung aus B(X,Y ;Z) die Stetigkeit des entsprechenden Elementes
in L(X,L(Y,Z)) nachgewiesen. Hierbei bezeichne für einen endlichdimensionalen Vektorraum
V stets V ∗ den zugehörigen Dualraum. Findet dieses Symbol Verwendung bei Abbildungen, so
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bezeichnet es die bekannten Operationen des Pullbacks beziehungsweise Pushforwards einer Bi-
linearform.
Hilberträume seien grundsätzlich als separabel vorausgesetzt. Desweiteren bezeichne
S(H) ⊂ L(H) für einen Hilbertraum H die Menge aller selbstadjungierten Operatoren.
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Kapitel 1

Funktionalkalkül für

selbstadjungierte Operatoren reeller

Hilberträume

In der unendlichdimensionalen Morse Theorie lassen sich viele Überlegungen auf Aussagen zu
selbstadjungierten Operatoren reeller Hilberträume reduzieren, womit eine möglichst groÿe Ver-
trautheit mit ihren funktionalanalytischen Eigenschaften unverzichtbar ist. Bedauerlicherweise
thematisiert die gängige funktionalanalytische Literatur viele dieser Eigenschaften lediglich im
Fall eines zugrundeliegenden komplexen Hilbertraumes, so dass prinzipiell stets die Gültigkeit
verwendeter Aussagen zu prüfen ist. Dieses Kapitel wird nun aufzeigen, dass analog dem endlich-
dimensionalen Fall symmetrischer Matrizen der zugrundeliegende Skalarenkörper für das Studi-
um selbstadjungierter Operatoren auf Hilberträumen belanglos ist, und folglich alle im komplexen
Fall bekannten Aussagen ebenso auch für reelle selbstadjungierte Operatoren verwendet werden
können. Statt sämtliche Ergebnisse aus der komplexen Theorie für den reellen Fall direkt nachzu-
prüfen wird mittels der Operation der Komplexi�zierung in gewisser Weise die reelle Theorie in
die Komplexe eingebettet, womit die Möglichkeit der Bedienung bei bereits bekannten Aussagen
besteht.
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1.1 Komplexi�zierung reeller Hilberträume

In diesem Abschnitt soll aufbauend auf der algebraischen Komplexi�zierung eines reellen Vek-
torraumes die Komplexi�zierung reeller Hilberträume erläutert werden. Ein entsprechendes Vor-
gehen für reelle Banachräume ist, wenn auch geringfügig aufwändiger und weniger kanonisch,
ebenfalls möglich, wird aber hier nicht benötigt und demnach übergangen. Die Überlegungen zur
Komplexi�zierung von Vektorräumen sind wesentlich durch [PT00a, Chapter 1.3] inspiriert, die
durchaus naheliegende De�nition der Komplexi�zierung eines Hilbertraumes sowie grundlegende
Eigenschaften komplexi�zierter Operatoren sind in [Li03, Chapter 1.1] und [Wei80, Exercise 5.32]
zu �nden. Die weiteren, hier gemachten Betrachtungen können leider durch keine Quellenangabe
untermauert werden, sind aber naheliegend und werden in späteren Abschnitten benötigt.

1.1.1 Komplexi�zierung reeller Vektorräume
Es bezeichne im Folgenden stets V einen rellen Vektorraum. Für einen komplexen Vektorraum
W erhält man durch Missachtung der vorhandenen komplexen Struktur kanonisch einen reellen
Vektorraum WR, der die Reelli�zierung von W genannt wird. O�enbar gilt hierbei für einen
endlichdimensionalen Vektorraum die Beziehung dimWR = 2dimW .

1.1.1 De�nition. Eine Komplexi�zierung von V ist ein Paar (V C, ι), bestehend aus einem
komplexen Vektorraum V C und einer injektiven R-linearen Abbildung ι : V → (V C)R, so dass
(V C)R = ι(V )⊕ iι(V ).

Es ist hierbei zu beachten, dass Komplexi�zierung und Reelli�zierung keine zueinander in-
versen Operationen sind.
Die Komplexi�zierung erfüllt folgende universelle Eigenschaft

1.1.2 Lemma. Es sei (V C, ι) eine Komplexi�zierung von V und W ein komplexer Vektorraum.

Dann existiert zu jedem f ∈ HomR(V,WR) ein eindeutiges f̄ ∈ HomC(V C,W ), so dass das

Diagramm

V
f //

ι

��

W

V C
∃!f̄

==|
|

|
|

kommutiert.

Der elementare Beweis dieser Aussage soll an dieser Stelle übergangen werden. Wie gewöhn-
lich erhält man aus einer solchen universellen Eigenschaft unmittelbar die bis auf Isomorphie
bestehende Eindeutigkeit der Konstruktion.

1.1.3 Folgerung. Für je zwei Komplexi�zierungen (V C
1 , ι1), (V

C
2 , ι2) von V existiert ein eindeu-
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tiger Isomorphismus φ ∈ HomC(V C
1 , V

C
2 ), so dass das Diagramm

V C
1

φ // V C
2

V

ι1

``AAAAAAA ι2

>>}}}}}}}

kommutiert.

Als kanonisches Modell der Komplexi�zierung wird häu�g das mit der o�ensichtlichen kom-
plexen Multiplikation versehene Tensorprodukt V ⊗R C verwendet. Dennoch soll hier ein anderes,
ebenso kanonisches Modell Verwendung �nden, welches sich gelegentlich als komfortabler in kon-
kreten Rechnung erweist und durch geringe Abstraktheit auszeichnet. Wegen des vorhergehenden
Resultates ist es natürlich letztlich unbedeutend welchem Modell der Vorzug gegeben wird und
alle folgenden Resultate könnten ebenso auch mit der De�nition V ⊗R C erhalten werden.
1.1.4 De�nition. Die Komplexi�zierung von V ist V C = V ⊕ iV versehen mit der o�ensicht-
lichen C-Vektorraum Struktur und der kanonischen Einbettung ι : V ↪→ V C.

Insbesondere ergibt sich unmittelbar der Begri� der Konjugation
x+ iy = x− iy, x+ iy ∈ V C

sowie die Abbildungen
Re : V C → V , Re(z) = ι−1(

1
2
(z + z)) = x, z = x+ iy ∈ V C

Im : V C → V , Im(z) = ι−1(
1
2i

(z − z)) = y, z = x+ iy ∈ V C

Ist Ṽ ein weiterer R-Vektorraum, so erhält man für jede Abbildung T ∈ HomR(V, Ṽ ) durch
TC(x+ iy) = Tx+ iTy ein Element TC ∈ HomC(V C, Ṽ C) und eine einfache Überlegung zeigt

ker(TC) = ker(T )C, im(TC) = im(T )C (1.1.1)
Man wird hiermit unmittelbar dem folgenden Resultat zustimmen

1.1.5 Lemma. Durch
VECTR → VECTC

V 7→ V C

T 7→ TC

ist ein treuer, exakter und additiver Funktor gegeben.

Jedem Paar T, S ∈ HomR(V, Ṽ ) kann ein Element TC + iSC ∈ HomC(V C, Ṽ C) zugeordnet
werden, wobei nach De�nition

(TC + iSC)(x+ iy) = (Tx− Sy) + i(Sx+ Ty), x+ iy ∈ V C

Dies liefert folgende wichtige Beschreibung der Komplexi�zierung von HomR(V, Ṽ ).
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1.1.6 Lemma. Die Abbildung

Φ : (HomR(V, Ṽ ))C → HomC(V C, Ṽ C), T + iS 7→ TC + iSC

ist ein Vektorraumisomorphismus.

Beweis. C-Linearität und Injektivität sind klar. Ist nun A ∈ HomC(V C, Ṽ C), so de�niere man
T = Re ◦A ◦ ι, S = Im ◦A ◦ ι ∈ HomR(V, Ṽ ). Damit ist

(TC + iSC)(x+ iy) = ReAx+ iImAx+ i(ReAy + iImAy) = Ax+ iAy = A(x+ iy)

für alle x+ iy ∈ V C.
Hiermit erhält man insbesondere aus der auf (HomR(V, Ṽ ))C bestehenden Konjugation eine

entsprechende Abbildung auf HomC(V C, Ṽ C), die gerade durch TC + iSC = TC − iSC gegeben
ist und nachstehende Regeln erfüllt
1.1.7 Lemma. Für A ∈ HomC(V C, Ṽ C), B ∈ HomC(Ṽ C,WC) ist

1. A+B = A+B

2. αA = αA, α ∈ C

3. B ◦A = B ◦A

4. Az = Az für alle z ∈ V C

Das folgende Resultat ist damit unmittelbar einsichtig.
1.1.8 Lemma. Es sei A ∈ HomC(V C, Ṽ C). Dann sind äquivalent:

i Es existiert ein T ∈ HomR(V, Ṽ ) mit A = TC

ii A = A

iii Im ◦A ◦ ι = 0

1.1.2 Komplexi�zierung reeller Hilberträume
Nach der rein algebraischen Komplexi�zierung soll nun der topologische Aspekt einbezogen wer-
den. Es sei hierfür H ein reeller Hilbertraum mit Skalarprodukt 〈·, ·〉. Auf der Komplexi�zierung
HC erhält man hieraus kanonisch ein Skalarprodukt durch

〈x+ iy, u+ iv〉 = 〈x, u〉 − i〈x, v〉+ i〈y, u〉+ 〈y, v〉, x+ iy, u+ iv ∈ HC

Die hiervon induzierte Norm ‖x + iy‖ =
√
‖x‖2 + ‖y‖2 zeigt insbesondere, dass mit H auch

stets HC ein Hilbertraum ist, die Einbettung ι : H → HC eine Isometrie und die Abbildungen
Re, Im : HC → H stetig sind. Zudem ist o�enbar die Konjugation · : HC → HC ein isometrischer
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Isomorphismus.
Ist nun T ∈ L(H, H̃), so ist für x+ iy ∈ HC

‖TC(x+ iy)‖2 = ‖Tx+ iTy‖2 = ‖Tx‖2 + ‖Ty‖2 ≤ ‖T‖2(‖x‖2 + ‖y‖2) = ‖T‖2‖x+ iy‖2

und folglich TC ∈ L(HC, H̃C) mit ‖TC‖ ≤ ‖T‖. Damit ist aber o�enbar ‖TC‖ = ‖T‖ und somit
die Abbildung T 7→ TC eine Isometrie zwischen den Banachräumen L(H, H̃) und L(HC, H̃C).
Man erhält nun wie im vorigen Abschnitt einen Funktor

HILBR → HILBC

H 7→ HC

T 7→ TC

1.1.9 Lemma. Für T ∈ L(H) ist (TC)∗ = (T ∗)C.

Beweis. Folgt aus

〈TC(x+ iy), u+ iy〉 = 〈Tx+ iTy, u+ iv〉 = 〈Tx, u〉+ i〈Ty, u〉 − i〈Tx, v〉+ 〈Ty, v〉

= 〈x, T ∗u〉+ i〈y, T ∗u〉 − i〈x, T ∗v〉+ 〈y, T ∗v〉 = 〈x+ iy, T ∗u+ iT ∗v〉

= 〈x+ iy, (T ∗)C(u+ iv)〉

Neben der Stetigkeit gibt es weitere Eigenschaften die ein Operator stets simultan mit seiner
Komplexi�zierung erfüllt.

1.1.10 Lemma. Für T ∈ L(H) gilt

1. T ∈ Gl(H) ⇐⇒ TC ∈ Gl(HC)

2. T normal ⇐⇒ TC normal

3. T selbstadjungiert ⇐⇒ TC selbstadjungiert

4. T orthogonal ⇐⇒ TC unitär

Beweis. (1) folgt unmittelbar aus (1.1.1) und dem Prinzip der o�enen Abbildung. (3) ergibt sich
aus 1.1.9, (2) und (4) folgen analog unter Hinzunahme der Funktorialität der Komplexi�zierung.

Zudem erhält man analog zu 1.1.6

1.1.11 Lemma. Für zwei reelle Hilberträume H, H̃ ist

Φ((L(H, H̃))C) = L(HC, H̃C).
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Beweis. Für A ∈ L(HC, H̃C) erhält man Φ−1(A) = Re ◦A ◦ ι+ iIm ◦A ◦ ι ∈ (L(H, H̃))C.
Ist umgekehrt T, S ∈ L(H, H̃), so ist

‖(TC + iSC)(x+ iy)‖ ≤ ‖TC(x+ iy)‖+ ‖SC(x+ iy)‖ ≤ (‖T‖+ ‖S‖)‖x+ iy‖

also Φ(T + iS) ∈ L(HC, H̃C).
1.1.12 Folgerung. TC + iSC ∈ L(HC, H̃C) ⇐⇒ T, S ∈ L(H, H̃).

1.1.13 Bemerkung. Auf dem Banachraum L(HC, H̃C) besteht nun zusätzlich die o�ensichtlich
stetige Abbildung der Konjugation TC + iSC 7→ TC − iSC. Man beachte hiermit, dass insgesamt
durch Komplexi�zierung gewonnene komplexe Hilberträume und ihre Morphismen jeweils eine
wesentliche zusätzliche Struktur besitzen.

Folgendes Resultat kann mit den bisherigen Ergebnissen mühelos bestätigt werden.
1.1.14 Lemma. Es sei H ein reeller Hilbertraum.

1. P ∈ L(H) ist genau dann eine Orthogonalprojektion, wenn PC ∈ L(HC) eine Orthogonal-

projektion ist.

2. P ∈ L(HC) ist genau dann eine Orthogonalprojektion, wenn P ∈ L(HC) eine Orthogonal-

projektion ist.

8



1.2 Spektrum und Funktionalkalkül

Das Ziel dieses Abschnittes ist die Untersuchung des Spektrums und die Bereitstellung des Funk-
tionalkalküls für selbstadjungierte Operatoren reeller Hilberträume. Im Sinne der eingangs ge-
machten Erläuterungen werden die Resultate zumeist mittels der Komplexi�zierung aus dem
komplexen Fall gewonnen. Zur Anwendung dieser Idee ist zunächst die analog zum endlichdi-
mensionalen Fall symmetrischer Matrizen bestehende Invarianz des Spektrums unter der Kom-
plexi�zierung bedeutsam. Mit dieser Erkenntnis gerüstet übertragen sich grundlegende Eigen-
schaften von Spektren selbstadjungierter Operatoren komplexer Hilberträume unmittelbar auf
den reellen Fall. Die anschlieÿende Darlegung des Funktionalkalküls ist an [Wer05] orientiert,
wobei die dort gegebenen Betrachtungen unter Verwendung der Komplexi�zierung auf den reel-
len Fall übertragen werden und damit insbesondere den einfachen Zusammenhang zwischen dem
reellen und komplexen Kalkül erkennen lassen. Abschlieÿend werden Konsequenzen der Existenz
des Funktionalkalküls dargelegt, sowie die Stetigkeit des Spektrums allgemeiner Operatoren und
die Stetigkeit des Funktionalkalküls diskutiert.

Für einen reellen oder komplexen Hilbertraum H bezeichne S(H) ⊂ L(H) den abgeschlossenen
Unterraum der selbstadjungierten Operatoren und K(H) ⊂ L(H) das zweiseitige abgeschlossene
Ideal der kompakten Operatoren auf H.
Es bezeichne weiterhin für T ∈ L(H) neben der Resolvente ρ(T ) und dem Spektrum σ(T )

• σp(T ) = {λ ∈ σ(T ) : ker(λ− T ) 6= {0}} das Punktspektrum

• σd(T ) = {λ ∈ σp(T ) : dim ker(λ− T ) <∞} das diskrete Spektrum

• σc(T ) = {λ ∈ σ(T ) : ker(λ− T ) = {0}, im(λ− T ) = H} das stetige Spektrum

• σr(T ) = {λ ∈ σ(T ) : ker(λ− T ) = {0}, im(λ− T ) 6= H} das Restspektrum

Bekanntlich ist ein selbstadjungierter Operator genau dann injektiv, wenn er dichtes Bild hat
und folglich ist σ(T ) = σp(T ) ∪ σc(T ) für alle T ∈ S(H).

1.2.1 Lemma. Ist H ein reeller Hilbertraum und T ∈ S(H), so gilt

1. ρ(T ) = ρ(TC) ∩ R

2. σ(T ) = σ(TC)

3. σp(T ) = σp(TC), σd(T ) = σd(TC), σc(T ) = σc(TC)

4. Für λ ∈ σp(T ) ist E(TC, λ) = E(T, λ)C.

Beweis. 1. Folgt aus (λ− T )C = λ− TC für λ ∈ R zusammen mit 1.1.10.

2. Aus (1) mit σ(TC) ⊂ R.
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3. Die ersten beiden Gleichungen folgen mit (1.1.1) ker(λ− TC) = ker((λ− T )C) = (ker(λ−
T ))C, die letzte hieraus wegen σ(T ) = σp(T ) ∪ σc(T ) und (2).

4. Folgt ebenfalls mit ker(λ− TC) = ker(λ− T )C = (ker(λ− T ))C aus (1.1.1).

Mit diesen doch sehr elementaren Resultaten ist die Behandlung von Resolvente und Spek-
trum selbstadjungierter Operatoren auf reellen Hilberträumen vollständig auf die entsprechende
komplexe Theorie zurückgeführt. Demnach überträgt sich auch jede der bekannten Aussage über
Spektren selbstadjungierter Operatoren auf den reellen Fall, womit sich beispielsweise unmittel-
bar folgende Resultate ergeben.
1.2.2 Folgerung. Es sei T ∈ S(H).

1. σ(T ) 6= ∅.

2. Isolierte Punkte von σ(T ) sind Eigenwerte.

Es sollen nun die Überlegungen zum Funktionalkalkül folgen. Wie bereits eingangs erwähnt
wird dieser aus der Darstellung des Kalküls im komplexen Fall aus [Wer05] gewonnen. Alternative
Möglichkeiten, die ebenfalls das Bestehen des komplexen Kalküls voraussetzen sind in [Wei80,
Exercise 7.25] und [Li03, Chapter 1.2] skizziert.
1.2.3 De�nition. Es bezeichne Σ die Borel-σ-Algebra auf R und es sei H ein reeller oder
komplexer Hilbertraum. Eine Abbildung

E : Σ → L(H), A 7→ EA

heiÿt Spektralmaÿ, falls alle EA Orthogonalprojektionen sind und
1. E∅ = 0, ER = id

2. Ist Ai ∈ Σ, i ∈ N, mit Ai ∩Aj = ∅, i 6= j, so ist ∑∞
i=1EAi(x) = E∪Ai(x) ∀x ∈ H

Ein Spektralmaÿ E hat kompakten Träger, falls eine kompakte Menge K ⊂ R mit EK = id

existiert.
Es ist nicht schwer aus der De�nition abzuleiten, dass im Fall eines kompakten Trägers K

stets EA = id für alle A ∈ Σ mit K ⊂ A.
1.2.4 Lemma. Es sei H ein reeller Hilbertraum.

1. A 7→ EA ist genau dann ein Spektralmaÿ auf HC, wenn A 7→ EA ein Spektralmaÿ auf HC

ist.

2. A 7→ EA ist genau dann ein Spektralmaÿ auf H, wenn A 7→ EC
A ein Spektralmaÿ auf HC

ist.
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Beweis. 1. Da EA = EA genügt es zu zeigen, dass mit EA auch EA ein Spektralmaÿ ist. Wegen
1.1.14 ist zunächst EA simultan mit EA eine Orthogonalprojektion. Die Bedingungen (1)
sind trivialerweise auch für EA erfüllt. Da wegen 1.1.7 EA(z) = EA(z) für jedes A ∈ Σ und
z ∈ HC folgt mit der Stetigkeit der Konjugation

E∪Ai(z) = E∪Ai(z) =
∞∑
i=1

EAi(z) =
∞∑
i=1

EAi(z) =
∞∑
i=1

EAi(z)

und somit ist A 7→ EA ein Spektralmaÿ.
2. Wegen 1.1.14 ist jedes EA simultan mit EC

A eine Orthogonalprojektion. Der Nachweis der
Eigenschaft (1) ist jeweils trivial, die Eigenschaft (2) folgt sofort aus der De�nition des
komplexi�zierten Operators unter Beachtung der Wahl der Topologie auf HC mit der eine
Reihe in HC genau dann konvergiert, wenn Real- und Imaginärteil konvergieren.

Bekanntlich kann jede beschränkte und meÿbare Funktion f : R → K bezüglich eines Spek-
tralmaÿes integriert werden. Für A ∈ Σ und die Indikatorfunktion f = χA de�niert man hierzu∫

fdE = EA

setzt diesen Ausdruck linear auf Treppenfunktionen f =
∑n
i=1 αiχAi fort und de�niert schlieÿlich

für eine beliebige beschränkte und meÿbare Funktion f∫
fdE = lim

n→∞

∫
fndE (1.2.1)

wobei {fn}n∈N eine gleichmäÿig gegen f konvergierende Folge von Treppenfunktionen ist1. Die
technischen Details dieser gewöhnlichen Konstruktion erweisen sich als sehr überschaubar: Die
Unabhängigkeit von der Darstellung einer Treppenfunktion als Linearkombination von Indika-
torfunktionen ist standard, der letzte Schritt rechtfertigt sich aus der für eine Treppenfunktion
f ohne groÿe Mühe nachzuweisenden Ungleichung

‖
∫
fdE‖ ≤ ‖f‖∞ (1.2.2)

womit (1.2.1) eine Cauchyfolge in L(H) ist und folglich ein von der speziellen Wahl der appro-
ximierenden Folge von Treppenfunktionen unabhängiges Grenzelement in L(H) besitzt.
Das so de�nierte Integral werde mit ∫ fdE oder ∫ f(λ)dEλ bezeichnet. Hat das verwendete
Spektralmaÿ E einen kompakten Träger K, so de�niere man für eine beschränkte und meÿbare
Funktion f : K → K das Integral als ∫

K
fdE =

∫
χKfdE.

1.2.5 Lemma. Es sei H ein reeller Hilbertraum, EA ein Spektralmaÿ auf HC und f : R → C
beschränkt und meÿbar. Dann ist ∫

f(λ)dEλ =
∫
f(λ)dEλ

1vgl.[Wer05, Lemma VII.1.5, Satz A.1.5 (e)]
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Beweis. Zunächst ist die Aussage wegen 1.2.4 sinnvoll. Sie gilt nun mit 1.1.7 für jede Treppen-
funktion und wegen der Stetigkeit der Konjugation in L(HC) auch im allgemeinen Fall.

1.2.6 Lemma. Es sei H ein reeller Hilbertraum und A 7→ EA ein Spektralmaÿ auf H. Dann ist

für f : R → R beschränkt und meÿbar(∫
f(λ)dEλ

)C
=
∫
f(λ)dEC

λ

Beweis. Die Aussage ist mit 1.2.4 sinnvoll, für Treppenfunktionen o�ensichtlich und folgt somit
aus der Stetigkeit der Abbildung L(H) → L(HC), T 7→ TC.

1.2.7 Satz (Spektralsatz für selbstadjungierte Operatoren). Für jedes T ∈ S(H) existiert
ein eindeutig bestimmtes Spektralmaÿ E mit kompaktem Träger auf H, so dass

T =
∫
σ(T )

λ dEλ

Hierbei ist σ(T ) die kleinste kompakte Menge mit Eσ(T ) = id.

Beweis. Im Fall eines komplexen Hilbertraumes ist die Aussage bekannt (vgl. etwa [Wer05, Kap.
VII]).
Ist nun H ein reeller Hilbertraum, so betrachte man die Komplexi�zierung TC ∈ S(HC). Aus
1.2.5 erhält man mit σ(TC) ⊂ R

TC = TC =
∫
σ(TC)

λ dEλ

Wegen der im komplexen Fall gewährleisteten Eindeutigkeit des Spektralmaÿes ist aber folglich
EA = EA für alle A ∈ Σ und daher existiert mit 1.1.8 und 1.2.4 ein Spektralmaÿ A 7→ ẼA ∈ L(H)
auf H mit ẼC

A = EA für alle A ∈ Σ. Mit 1.2.6 und σ(TC) = σ(T ) ist damit aber

TC =
∫
σ(T )

λ dEλ =

(∫
σ(T )

λ dẼλ

)C

und folglich

T =
∫
σ(T )

λ dẼλ

Damit ist die Existenz nachgewiesen.
Die Eindeutigkeit folgt, da umgekehrt ẼA wegen 1.2.4 ein Spektralmaÿ ẼC

A induziert, mit dem der
zugehörige Operator TC die entsprechende Integraldarstellung besitzt. Da diese aber eindeutig
ist folgt auch die Eindeutigkeit von Ẽ.2

2Bei diesem Argument wird natürlich die nun schon mehrfach implizit verwendete Treue des Komplexi�zie-

rungsfunktors benötigt.
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Es bezeichne nun für eine kompakte Teilmenge K ⊂ R den mit der Norm ‖· ‖∞ versehenen
Banachraum

B(K) = {f : K → R : f beschränkt und meÿbar }

Damit erhält man nun für ein festes T ∈ S(H) durch

B(σ(T )) → L(H), f 7→ f(T ) =
∫
σ(T )

f(λ) dEλ (1.2.3)

analog zu komplexen Hilberträumen den meÿbaren Funktionalkalkül. Wegen (1.2.2) ist stets

‖
∫
fdE‖ ≤ ‖f‖∞ (1.2.4)

und somit ist die Abbildung (1.2.3) stetig. Es ist insbesondere zu beachten, dass im Gegensatz
zum komplexen Fall stets ein selbstadjungierter Operator erhalten wird3.
Von besonderer Bedeutung ist nun der unmittelbar aus der Konstruktion folgende Zusammen-
hang zwischen dem reellen und dem komplexen Kalkül.
1.2.8 Folgerung. Für T ∈ S(H) und f ∈ B(σ(T )) ist

f(TC) = f(T )C

Beweis. Im Beweis von 1.2.7 wurde gezeigt, dass mit dem Spektralmaÿ EA des Operators T das
Spektralmaÿ von TC gerade durch EC

A gegeben ist. Damit folgt die Behauptung mühelos aus
1.2.6.
1.2.9 Bemerkung. Durch das Spektralmaÿ wird insbesondere für feste x, y ∈ H ein reelles Maÿ
A 7→ 〈EAx, y〉 de�niert. Durch einen einfachen Grenzübergang lässt sich

〈f(T )x, y〉 =
∫
σ(T )

f(λ)d〈Eλx, y〉 ∀x, y ∈ H

zeigen. Dieses Resultat ist im komplexen Fall durchaus bekannt und besitzt vielfältige Anwen-
dungen. Da es hier im weiteren Verlauf nicht benötigt wird, soll auf den Beweis verzichtet werden.

Das Resultat 1.2.8 erlaubt nun ohne aufwändige Überlegungen den Nachweis der wesentlichen
Eigenschaften des reellen Funktionalkalküls.
1.2.10 Lemma. Es sei T ∈ S(H) selbstadjungiert.

1. (1.2.3) ist ein Algebenhomomorphismus. Insbesondere ist also

{f(T ) : f ∈ B(σ(T ))}

eine kommutative Operatoralgebra.

3Diese Eigenschaft ist allerdings wenig überraschend, da im komplexen Fall f(T ) für jede reellwertige Abbildung

ebenfalls selbstadjungiert.
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2. Sind g : σ(T ) → R und f : R → R meÿbar und beschränkt, so ist (f ◦ g)(T ) = f(g(T )).

3. Für f ∈ B(σ(T )) und Tx = λx ist f(T )x = f(λ)x.

4. Für f ∈ C(σ(T )) ist σ(f(T )) = f(σ(T )).

Beweis. Bekanntlich gelten sämtliche Aussagen im komplexen Fall (vgl. [Wer05, Kap. VII]).
Unter Verwendung von 1.2.8 erhält man hieraus

1. fg(T )C = fg(TC) = gf(TC) = gf(T )C ⇒ fg(T ) = gf(T )

2. (f ◦ g)(T )C = (f ◦ g)(TC) = f(g(TC)) = f(g(T )C) = f(g(T ))C ⇒ (f ◦ g)(T ) = f(g(T ))

3. Tx = λx⇒ TCx = λx⇒ f(TC)x = f(λ)x⇒ f(T )Cx = f(λ)x⇒ f(T )x = f(λ)x

4. σ(f(T )) = σ(f(T )C) = σ(f(TC)) = f(σ(TC)) = f(σ(T ))

Für einen Operator T ∈ S(H) und A ∈ Σ werden im Folgenden die Operatoren EA = χA(T )
als Spektralprojektoren bezeichnet. Mit den bisher erhaltenen Aussagen können nun wichtige
Erkenntnisse über diese gewonnen werden.
1.2.11 Lemma. Es sei T ∈ S(H) mit Spektralmaÿ E.

1. λ ∈ ρ(T ) ⇔ ∃U ⊂ R o�ene Umgebung von λ mit EU = 0.

2. λ ∈ σp(T ) ⇔ E{λ} 6= 0. In diesem Fall ist im(E{λ}) = E(T, λ).

Beweis. 1. Nach Konstruktion von E ist Eρ(T ) = 0 und mit der O�enheit von ρ(T ) ⊂ R
erhält man die erste Richtung. Zum Beweis der Umkehrung sei U eine Umgebung von λ
mit EU = 0. Man setze nun f(t) = 1

λ−t für t /∈ U und f = 0 sonst. Dann ist f meÿbar und
auf σ(T ) beschränkt. Ebenso gilt dies für g(t) = λ− t. Es folgt zunächst

f(T )(λ− T ) = f(T )g(T ) = (fg)(T ) = χR\U (T ) = ER\U = id

Mit f(T )g(T ) = g(T )f(T ) ist aber folglich λ ∈ ρ(T ).
2. O�enbar genügt es im(E{λ}) = ker(λ−T ) zu zeigen. Mit der Gültigkeit der entsprechenden

Aussage im komplexen Fall folgt dies aber mit 1.2.1 und 1.1.1 aus

E(T, λ)C = E(TC, λ) = im(EC
{λ}) = im(E{λ})C

1.2.12 Bemerkung. Es soll an dieser Stelle erwähnt werden, dass wie im Komplexen ein weiterer
Funktionalkalkül für Operatoren reeller Banach- und Hilberträume konstruiert werden kann.
Für einen komplexen Banachraum X und einen Operator A ∈ L(X) bezeichne H(A) die Menge
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aller komplexwertigen Funktionen, die auf einer (von der Funktion abhängigen) o�enen Umge-
bung der Menge σ(A) lokalholomorph sind. Für ein f ∈ H(A) mit o�ener Umgebung Ω(f) und
einen Integrationsweg Γ ⊂ Ω(f) mit Γ ∩ σ(A) = ∅ der σ(A) umschlieÿt wird durch

f(A) =
1

2πi

∫
Γ

f(λ)(λ−A)−1dλ

ein beschränkter linearer Operator auf X de�niert, der unabhängig von den getro�enen Wahlen
ist. Mit dieser De�nition ist die Abbildung H(A) → L(X) ein C-Algebrenhomomorphismus und
es gilt der Spektralabbildungssatz σ(f(A)) = f(σ(A)) für alle f ∈ H(A). Diese Konstruktion
wird häu�g als Dunford-Kalkül benannt.
Um diese Konstruktion auch im reellen Fall anwenden zu können betrachtet man Funktionen
mit f(TC) = f(TC) und de�niert f(T ) = Re(f(TC)). Es ist nicht schwer einzusehehn, dass die
Bedingung an die Funktion f genau dann erfüllt ist, wenn f(z) = f(z), f also die komplexe Fort-
setzung einer reellwertigen Funktion ist. Dieser Funktionalkalkül stellt sehr starke Anforderungen
an die Funktion f , ist dafür aber nicht auf selbstadjungierte Operatoren eingeschränkt.

Viele der in den folgenden Kapiteln verwendeten Aussagen könnten ebensogut auch unter
Verwendung des reellen Dunford-Kalküls bewiesen werden. Da aber hier im reellen Fall stets
selbstadjungierte Operatoren betrachtet werden, ist der meÿbare Kalkül stärker und zudem für
manche Aussagen unumgänglich.
Nach Benennung des Dunford-Kalküls sollen jetzt zwei wichtige Anwendungen zur Stetigkeit des
Spektrums zitiert werden, deren Beweise im Komplexen mittels dieses Kalküls geführt werden.
Zuvor soll noch ein wichtiges Lemma genannt werden, das ebenfalls in diesen Beweisen benötigt
wird, aber auch allgemein von hohem Interesse ist.
1.2.13 Lemma (Projektorenlemma). Es seien P,Q Projektoren auf dem Banachraum X.

Falls ‖P −Q‖ < 1, so ist

X = kerP ⊕ imQ, X = imP ⊕ kerQ

und es ist rk(P ) = rk(Q).

Beweis. [GGK90, Lemma 4.3]
1.2.14 Satz. Es sei H ein reeller oder komplexer Hilbertraum, A ∈ L(H) und Ω ⊂ K eine

o�ene Umgebung von σ(A). Dann existiert ein ε > 0, so dass σ(B) ⊂ Ω für alle B ∈ L(H) mit
‖A−B‖ < ε.

Beweis. Den Beweis für einen komplexen Banachraum �ndet man in [GGK90, Theorem 4.1].
Ist nun H ein reeller Hilbertraum so ist zunächst mit einem zu 1.2.1 analogen Beweis σ(A) =
σ(AC)∩R für alle A ∈ L(H). Ist nun A ∈ L(H) und Ω ⊂ R eine o�ene Umgebung von σ(A), so ist
C \ (R \Ω) eine o�ene Umgebung von σ(AC) in C. Mit der Gültigkeit der Aussage im komplexen
Fall existiert aber ein ε > 0, so dass für alle B ∈ L(H) mit ‖A−B‖ = ‖(A−B)C‖ = ‖AC−BC‖ < ε

stets σ(BC) ⊂ C \ (R \ Ω), also σ(B) = σ(BC) ∩ R ⊂ Ω.
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1.2.15 Satz. Es sei H ein komplexer Hilbertraum, A ∈ L(H) und σ ⊂ σd(A) eine endliche

Teilmenge. Zudem sei Γ ein stückweise stetig di�erenzierbarer Weg in C um σ mit σ(A)∩Γ = ∅
und der σ von σ(A) \ σ trennt. Dann existiert ein ε > 0, so dass für alle B ∈ L(H) mit

‖A−B‖ < ε gilt:

• σ(B) ∩ Γ = ∅.

• Der Teil von σ(B) innerhalb Γ ist eine endliche Teilmenge von σd(B).

•
∑
λ innerhalb Γ dimE(B, λ) =

∑
λ innerhalb Γ dimE(A, λ)

Beweis. [GGK90, Theorem 4.2]
1.2.16 Bemerkung. Mit einem zu 1.2.14 analogen Vorgehen kann die Aussage unter den nahe-
liegenden Modi�kationen auch auf reelle Hilberträume übertragen werden, wobei im dritten Teil
der Aussage natürlich statt Gleichheit eine Ungleichung zu verwenden ist. Diese Aussage wird
aber im weiteren Verlauf dieser Arbeit nur im komplexen Fall Anwendung �nden.

Die folgenden Resultate sind für viele Anwendungen des Funktionalkalküls von fundamentaler
Bedeutung. Für den komplexen Fall �ndet man den Beweis der zweiten Aussage in [AS69], die
ebenso bedeutungsvolle erste Aussage ist im dort gegebenen Beweis enthalten.
1.2.17 Satz. Es sei H ein reeller oder komplexer Hilbertraum und f : R → R stetig. Dann ist

die Abbildung

S(H) 3 T 7→ f(T ) ∈ S(H)

stetig.

Beweis. Es sei A ∈ S(H) und Ω ⊂ R eine beschränkte o�ene Umgebung von σ(A). Für ein
gegebenes ε > 0 wähle man nun ein Polynom p mit ‖(p − f) |Ω ‖∞ < ε

3 . Mit 1.2.14 und
der o�ensichtlichen Stetigkeit der Abbildung L(H) 3 A 7→ p(A) ∈ L(H) wähle man nun eine
Umgebung U ⊂ L(H) von A, so dass σ(B) ⊂ Ω und ‖p(B) − p(A)‖ < ε

3 für alle B ∈ U . Damit
ist aber unter Verwendung von (1.2.4)

‖f(B)− f(A)‖ ≤ ‖f(B)− p(B)‖+ ‖p(B)− p(A)‖+ ‖p(A)− f(A)‖

≤ ‖(f − p) |σ(B) ‖∞ + ‖p(B)− p(A)‖+ ‖(f − p) |σ(A) ‖∞ < ε

für alle B ∈ U ∩ S(H).
1.2.18 Folgerung. Es sei H : I × R → R eine Homotopie und H ein reeller oder komplexer

Hilbertraum. Dann ist die Abbildung

I × S(H) 3 (t, A) 7→ H(t, A) ∈ S(H)

ebenfalls eine Homotopie.
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Beweis. Zunächst ist bekanntlich die Abbildung I 3 t 7→ ft |K∈ C(K) bei Wahl der Supremums-
norm auf C(K) für jedes Kompaktum K ⊂ R stetig.
Es sei (t0, A0) ∈ I × S(H) und ε > 0 beliebig vorgegeben. Wegen 1.2.17 existiert nun ein δ > 0,
so dass

‖ft0(A)− ft0(A0)‖ <
ε

2
für alle A ∈ S(H) mit ‖A−A0‖ < δ

Mit 1.2.14 wähle man zudem eine beschränkte o�ene Umgebung Ω von σ(A0) ⊂ R, so dass
σ(A) ⊂ Ω für alle A ∈ S(H) mit ‖A−A0‖ < δ. Wegen der eingangs gemachten Bemerkung kann
nun nach eventueller Verkleinerung von δ mit (1.2.4) angenommen werden, dass

‖ft(A)− ft0(A)‖ ≤ ‖(ft − ft0) |σ(A) ‖∞ ≤ ‖(ft − ft0) |Ω ‖∞ <
ε

2

für alle |t− t0| < δ und alle ‖A−A0‖ < δ. Damit ist aber

‖ft(A)− ft0(A0)‖ ≤ ‖ft(A)− ft0(A)‖+ ‖ft0(A)− ft0(A0)‖ < ε

für alle (t, A) ∈ I × S(H) mit |t− t0|+ ‖A−A0‖ < δ.
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Kapitel 2

Hilbertmannigfaltigkeiten,

Hilbertbündel und Morse Theorie

In diesem Kapitel werden wichtige Grundlagen zur unendlichdimensionalen Morse Theorie be-
reitgestellt. Bekanntlich werden in der Morse Theorie kritische Punkte glatter Abbildungen auf
glatten Mannigfaltigkeiten betrachtet. Hierzu soll in einem ersten Abschnitt zunächst eine kurze
Zusammenstellung der damit verbundenen Begri�e gegeben werden. Die gewählte Darstellung
ist eng an [La95] orientiert, wobei hier lediglich der Spezialfall auf Hilberträumen modellierter
unendlichdimensionaler Mannigfaltigkeiten betrachtet wird, womit sich einige Darstellungen zu-
sätzlich vereinfachen. Anschlieÿend werden die ebenso benötigten Hilbertbündel de�niert, wobei
die Darstellung wie zuvor nur die in [La95] präsentierten Sprechweisen und Erkenntnisse in aller
Kürze zusammenfasst.
Der hierauf folgende wesentliche Teil dieses Kapitels präsentiert einige recht elementare aber
ebenso bedeutungsvolle De�nitionen und Aussagen der unendlichdimensionalen Morse Theorie.
Neben einer weiteren Betrachtung von Eigenschaften selbstadjungierter Operatoren werden die-
se nun insbesondere ihre Bedeutung unter Beweis stellen dürfen. Die hier gegebene Darstellung
orientiert sich an [PT88] und [Ma94], stellt aber auch schon einige im späteren Verlauf der Arbeit
benötigte Begri�e und Resultate aus [MPP05] bereit.
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2.1 Die Kategorie der Hilbertmannigfaltigkeiten

2.1.1 Objekte und Morphismen
2.1.1 De�nition. Es sei M eine Menge und H ein reeller Hilbertraum.
Ein (glatter) Atlas für M mit Werten in H ist eine Familie A = {(Ui, ϕi)}i∈I von Karten,
wobei I eine Indexmenge ist, so dass

• Ui ⊂M für alle i ∈ I und ⋃i∈I Ui = M .

• Für jedes i ∈ I ist ϕi : Ui → ϕ(Ui) eine Bijektion auf eine o�ene Teilmenge von H und für
alle i, j ∈ I ist ϕi(Ui ∩ Uj) ⊂ H o�en.

• Für alle i, j ∈ I mit Ui ∩ Uj 6= ∅ ist die Kartenwechselabbildung

ϕj ◦ ϕ−1
i : ϕi(Ui ∩ Uj) → ϕj(Ui ∩ Uj)

ein Di�eomorphismus.

Ist A = {(Ui, ϕi)}i∈I ein Atlas für eine Menge M , so existiert o�enbar genau eine Topologie
auf M , so dass alle Ui o�en und alle ϕi Homöomorphismen sind.
Für eine Menge M heiÿen zwei Atlanten A,B mit Werten in einem Hilbertraum H äquivalent,
falls A ∪ B ein Atlas für M ist. Die Äquivalenzklassen der so entstehenden Äquivalenzrelation
werden glatte Strukturen auf M genannt.

2.1.2 De�nition. Ein Paar (M,S) bestehend aus einer Menge M und einer glatten Struktur
mit Werten in einem Hilbertraum H heiÿt glatte Mannigfaltigkeit mit Modell H oder kurz
Hilbertmannigfaltigkeit.

Nach De�nition ist eine glatte Struktur für eine Menge M bereits durch die Angabe eines
Atlas eindeutig festgelegt. Da zudem jeder Atlas einer glatten Struktur die gleiche Topologie auf
M de�niert, kann eine glatte Mannigfaltigkeit stets kanonisch als topologischer Raum angesehen
werden. Abweichend vom endlichdimensionalen Fall werden keine weiteren Forderungen an diese
Topologie gestellt.

Sind M,N Hilbertmannigfaltigkeiten, so nennt man eine Abbildung f : M → N glatt,
falls für jedes x ∈ M eine Karte (U,ϕ) um x und eine Karte (V, ψ) um f(x) existiert, so dass
f(U) ⊂ V und die Abbildung

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → ψ(V )

eine glatte Abbildung zwischen Hilberträumen ist. Mit diesen De�nitionen erhält man nun die
Kategorie HMFD der Hilbertmannigfaltigkeiten deren Morphismen die glatten Abbildungen
sind.
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Es sei M eine Hilbertmannigfaltigkeit mit Modell H, x ∈M fest und

Cx := {(U,ϕ, v) : (U,ϕ) ∈ A, x ∈ U, v ∈ H}

Nun heiÿen (U,ϕ, v), (V, ψ,w) ∈ Cx äquivalent, falls Dϕ(x)(ψ ◦ ϕ−1)v = w. Der Tangen-
tialraum TxM an M bei x ist die Menge aller Äquivalenzklassen von Cx bezüglich dieser
Äquivalenzrelation. Jede Karte (U,ϕ) um x induziert eine Bijektion ϕ̂x : TxM → H durch
ϕ̂x([(U,ϕ, v)]) = v, womit TxM unabängig von der gewählten Karte mit der Struktur eines topo-
logischen Vektorraums versehen wird. Folglich ist TxM ∈ Ob(HILBR) für alle x ∈M , es besteht
aber im Allgemeinen keine kanonische Wahl eines zugehörigen Skalarproduktes auf TxM .
Sind M,N Hilbertmannigfaltigkeiten mit Modellen H, H̃ und ist x ∈ M , so lässt sich das Dif-
ferential dxf : TxM → Tf(x)N als die eindeutige Abbildung de�nieren, so dass für alle Karten
(U,ϕ) um x und (V, ψ) um f(x) mit f(U) ⊂ V das Diagramm

TxM

dxf

��

ϕ̂x // H

Dϕ(x)(ψ◦f◦ϕ−1)

��
Tf(x)N

ψ̂f(x) // H̃

kommutiert. Mit den de�nierten Vektorraumstrukturen und Topologien der Tangentialräume ist
damit dxf ∈ L(TxM,Tf(x)N).
Durchaus nützlich ist die Berechnung des Di�erentials unter Verwendung von Kurven, deren
Beweis analog zum endlichdimensionalen Fall zu führen ist.
2.1.3 Lemma. Es sei f : M → N eine glatte Abbildungen zwischen Hilbertmannigfaltigkeiten,

p ∈M , v ∈ TpM sowie γ : (−ε, ε) →M eine glatte Kurve mit γ(0) = p, γ′(0) = v. Dann ist

(dpf)v = (f ◦ γ)′(0)

2.1.4 De�nition. Es seien M,N Hilbertmannigfaltigkeiten und f : M → N eine glatte Abbil-
dung.

• f heiÿt Submersion, falls dxf : TxM → Tf(x)N für jedes x ∈M surjektiv ist.
• f heiÿt Immersion, falls für jedes x ∈ M im(dxf) ⊂ Tf(x)N abgeschlossen und dxf :
TxM → Tf(x)N injektiv ist.

• Ist f eine Immersion und f : M → f(M) ⊂ N ein Homöomorphismus, so heiÿt f Einbet-
tung.

2.1.5 Bemerkung. Die hier in gewisser Weise unsymmetrisch wirkende De�nition entsteht aus der
grundsätzlichen Abgeschlossenheit des Kerns einer stetigen linearen Abbildung. Die allgemeine
De�nition von Submersion und Immersion fordert stattdessen die Existenz von Komplementär-
räumen zu Kern beziehungsweise Bild des Di�erentials (vgl. [La95, Proposition 2.2]), womit sich
diese De�nition für Objekte der Kategorie HILBR auf 2.1.4 reduziert.
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2.1.6 De�nition. Eine Teilmenge N ⊂M heiÿt Untermannigfaltigkeit, falls ein abgeschlos-
sener Unterraum H̃ ⊂ H und für jedes x ∈ N eine Karte (U,ϕ) von M um x existiert, so dass
ϕ(U ∩N) = ϕ(U) ∩ H̃.

Ist N eine Untermannigfaltigkeit vonM , so erhält N durch Einschränkungen der Karten von
M einen Atlas mit dem N eine Hilbertmannigfaltigkeit ist. Bezüglich dieser glatten Struktur
ist die Inklusion ι : N → M eine Einbettung und das Di�erential dι kann verwendet werden
um für jedes x ∈ N den Tangentialraum TxN mit einem abgeschlossenen Teilraum von TxM zu
identi�zieren.
Für eine glatte Abbildung f : M → N heiÿe p ∈M regulär, falls dpf : TpM → Tf(p)N surjektiv
ist, andernfalls heiÿt p kritisch. Ein Punkt q ∈ N heiÿt regulärer Wert, falls f−1(q) keine
kritischen Punkte enthält.
2.1.7 Lemma. Es seien M,N Hilbertmannigfaltigkeiten und f : M → N eine glatte Abbildung.

Ist q ∈ N ein regulärer Wert von f , so ist f−1(q) eine Untermannigfaltigkeit von M und für

jedes p ∈ f−1(q) ist
Tpf

−1(q) = ker(dpf)

Beweis. [Kli82, Theorem 1.3.8]

22



2.2 Die Kategorie der Hilbertbündel

2.2.1 De�nition der Objekte und Morphismen
2.2.1 De�nition. Es seien E,M Hilbertmannigfaltigkeiten, H ein Hilbertraum sowie π : E →
M eine glatte Abbildung.
Eine trivialisierende Überdeckung A von π : E →M ist eine Familie {(Ui, τi)}i∈I bestehend
aus einer o�enen Überdeckung {Ui}i∈I von M und Di�eomorphismen τi : π−1(Ui) → Ui×H, so
dass

• Das Diagramm

π−1(Ui)
τi //

π
##GG

GG
GG

GG
G

Ui ×H

pr1
{{xx

xx
xx

xx
x

Ui

kommutiert. Insbesondere erhält man für jedes i ∈ I und x ∈ Ui einen Di�eomorphismus

τix : π−1(x) → H

• Für alle i, j ∈ I mit Ui ∩ Uj 6= ∅ und jedes x ∈ Ui ∩ Uj ist τjx ◦ τ−1
ix ∈ GL(H).

• Für alle i, j ∈ I mit Ui ∩ Uj 6= ∅ ist die Abbildung

Ui ∩ Uj → GL(H), x 7→ (τjτ−1
i )x

glatt.

Zwei trivialisierende Überdeckungen A,B von π : E → M heiÿen äquivalent, falls A ∪ B
wieder eine trivialisierende Überdeckung von π ist. Dies de�niert o�enbar eine Äquivalenzrelation
auf der Menge aller trivialisierenden Überdeckungen für π : E → M . (π,E,M,H,S), wobei S
eine Äquivalenzklasse bezüglich obiger Relation ist, wird ein Hilbertbündel mit Modellraum H

genannt. Die Struktur eines Hilbertbündels ist nach De�nition durch Angabe einer trivialisieren-
den Überdeckung eindeutig bestimmt. Zudem kann wegen der zweiten Bedingung unabhängig
von der gewählten Trivialisierung jede Faser Ex := π−1(x) eines Hilbertbündels als Objekt der
Kategorie HILBR aufgefasst werden.

2.2.2 De�nition. Es seien M,N Hilbertmannigfaltigkeiten und π : E → M,π′ : E′ → N

Hilbertbündel. Ein Hilbertbündelmorphismus π → π′ besteht aus einem Paar glatter Abbil-
dungen

f0 : M → N und f : E → E′

so dass folgende Bedingungen erfüllt sind
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• Das Diagramm
E

f //

π

��

E′

π′

��
M

f0 // N

ist kommutativ und für jedes x ∈M ist fx = f |Ex∈ L(Ex, E′f(x)).
• Für jedes x ∈M existieren Trivialisierungen

τ : π−1(U) → U ×H und τ ′ : π′−1(U ′) → U ′ ×H ′

um x bzw. f(x), so dass f0(U) ⊂ U ′ und die Abbildung
U → L(H,H ′), x 7→ τ ′f0(x) ◦ f ◦ τ

−1
x

glatt ist.
Mit diesen De�nitionen erhält man die Kategorie der Hilbertbündel HilbB. Werden

lediglich Hilbertbündel über einer festen Hilbertmannigfaltigkeit M und Bündelmorphismen mit
f0 = id betrachtet, so erhält man eine Unterkategorie HilbB(M).

2.2.2 Das Tangentialbündel
Die disjunkte Vereinigung ∐x∈M TxM lässt sich auf kanonische Weise mit einer Topolgie verse-
hen, so dass der entstehende Raum TM mit der o�ensichtlichen Projektion ein Hilbertbündel
π : TM → M bildet. Die Trivialisierungen werden hierbei von den Karten des Atlas von M

und den Abbildungen ϕ̂ induziert, wobei der Modellraum von π gerade durch das Modell von
M gegeben ist. Sind M,N Hilbertmannigfaltigkeiten und f : M → N eine glatte Abbildung,
so erhält man einen Hilbertbündelmorphismus df : TM → TN , der für jedes x ∈ M durch
das Di�erential dxf : TxM → Tf(x)N gegeben ist. Diese Konstruktion liefert insgesamt einen
kovarianten Funktor HMFD→ HilbB.

2.2.3 Das Pullbackbündel
In der Kategorie HMFD führt der kategorielle Pullback eines Hilbertbündels π : E → N mittels
einer glatten Abbildung f : M → N unter der o�ensichtlich harmlosen Identi�kation der Faser
(f∗E)x mit Ef(x) zu einem Hilbertbündel f∗π : f∗E →M mit den Eigenschaften:

• Für jedes x ∈M ist (f∗E)x = Ef(x).
• Das Diagramm

f∗E //

f∗π

��

E

π

��
M

f // N

kommutiert, wobei die obere horizontale Abbildung auf jeder Faser die Identität ist.
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• Ist E = N ×H das triviale Bündel, so ist f∗E = M ×H und f∗π die Projektion.

• Ist V ⊂ N o�en und U = f−1(V ), so ist

f∗(E|V ) = (f∗E) | U

und man hat ein kommutatives Diagramm:

f∗E |V

��

//

{{vvv
vv

vv
vv

E|V

~~||
||

||
||

��

f∗E

��

// E

��

U

zzuuuuuuuuuu
// V

||zz
zz

zz
zz

M // N

2.2.4 Exakte Sequenzen von Hilbertbündeln
2.2.3 De�nition. Es sei M eine Hilbertmannigfaltigkeit,

π : E →M, π′ : E′ →M, π′′ : E′′ →M

Hilbertbündel über M , sowie f : π′ → π, g : π → π′′ Hilbertbündelmorphismen.

• Die Sequenz
0 → π′

f−→ π

heiÿt exakt, falls eine o�ene Überdeckung {Ui}i∈I vonM mit zugehörigen Trivialisierungen
τ ′i : E′ |Ui→ Ui ×H ′ und τi : E |Ui→ Ui ×H existiert, so dass H stets eine Darstellung als
Produkt H = H ′ × Fi gestattet und das Diagramm

E′ |Ui
f //

τ ′i
��

E |Ui
τi

��
Ui ×H ′ id×ι // Ui ×H ′ × Fi

kommutiert.

• Die Sequenz
π

g−→ π′′ → 0

heiÿt exakt, falls g surjektiv ist und eine o�ene Überdeckung {Ui}i∈I von M mit zugehö-
rigen Trivialisierungen τi : E |Ui→ Ui ×H und τi : E′′ |Ui→ Ui ×H ′′ existiert, so dass H
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stets eine Darstellung als Produkt H = H ′′ × Fi gestattet und das Diagramm

E |Ui
g //

τi

��

E′′ |Ui
τ ′′i

��
Ui ×H ′′ × Fi

id×pr1// Ui ×H ′′

kommutiert.
• Die Sequenz

0 → π′
f−→ π

g−→ π′′ → 0

heiÿt exakt, falls beide Enden exakt sind und im(f) = ker(g), wobei

ker(g) =
⋃
x∈M

ker(g |Ex)

Ist π : E →M ein Hilbertbündel, so heiÿt eine Teilmenge S ⊂ E ein Unterbündel, falls eine
exakte Sequenz 0 → π′

f−→ π mit f(E′) = S existiert. Damit besitzt S unabhängig von der Wahl
des Bündels π′ und des Morphismus f eine (bis auf Isomorphie in HilbB) eindeutige Struktur
eines Hilbertbündels.
Desweiteren erhält man aus einer exakten Sequenz 0 → π′

f−→ π das Qutionentenbündel πQ mit
Totalraum E/E′ =

∐
x∈M Ex/E

′
x. Der hieraus auf kanonische Weise zu erhaltende Hilbertbün-

delmorphismus h : π → πQ ist der kategorielle Kokern des Hilbertbündelmorphismus f : π′ → π.
Dual hierzu erhält man aus einer exakten Sequenz π g−→ π′′ → 0 wie in obiger De�nition ein
Hilbertbündel πK mit Totalraum ⋃

x∈M ker(g |Ex). Der hieraus kanonisch zu erhaltende Hil-
bertbündelmorphismus h′ : πK → π ist der kategorielle Kern des Hilbertbündelmorphismus
g : π → π′′.
2.2.4 De�nition. Ist f : M → N ein glatte Abbildung zwischen Hilbertmannigfaltigkeiten, so
erhält man aus der universellen Abbildungseigenschaft eines Pullbacks einen Hilbertbündelmor-
phismus T ∗f : TM → f∗TN .

• Ist f eine Immersion so liefert dies eine exakte Sequenz 0 → TM
T∗f−−→ f∗TN . Das Qutio-

netenbündel
f∗TN/im(T ∗f)

heiÿt das Normalenbündel von f .
• Ist f eine Submersion so erhält man eine exakte Sequenz TM T∗f−−→ f∗TN → 0. Der Kern
der Sequenz heiÿt das Unterbündel von f oder Bündel entlang der Faser.
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2.3 Grundbegri�e der Morse Theorie

2.3.1 Selbstadjungierte Operatoren mit abgeschlossenem Bild
In diesem Abschnitt werden zunächst weiterführende Aussagen zu selbstadjungierten Operatoren
reeller Hilberträume präsentiert. Bei einigen Resultaten wird statt eines Beweises lediglich auf
Literatur verwiesen, in der die entsprechenden Aussagen für Operatoren komplexer Hilberträume
zu �nden sind. In diesen Fällen übertragen sich die dort gegebenen Beweise aber buchstäblich
und werden hier nicht noch einmal aufgeschrieben.
Es sei im Weiteren stets H ein reeller Hilbertraum mit Skalarprodukt 〈· , · 〉.
2.3.1 Lemma. Für T ∈ S(H) sind folgende Aussagen äquivalent

1. im(T ) ⊂ H ist abgeschlossen.

2. T |ker(T )⊥∈ GL(ker(T )⊥).

3. 0 ist kein Häufungspunkt von σ(T ).

Beweis. Die Äquivalenz der ersten beiden Aussage ist beispielsweise in [BW93, Proposition 9.4]
bewiesen.
Für T ∈ S(H) ist zunächst A = T |−1

ker(T )⊥
: ker(T )⊥ → ker(T )⊥ selbstadjungiert und dicht

de�niert. Die Äquivalenz folgt nun aus σ(A) = (σ(T ) \ {0})−1 und

‖A‖ = ‖AC‖ = sup{|λ| : λ ∈ σ(AC)} = sup{|λ| : λ ∈ σ(A)}

wobei mittlere Gleichheit in [Wer05, Satz VI.1.6&VI.1.7] gezeigt ist.
Es soll nun die Spektralzerlegung für eine groÿe Klasse selbstadjungierter Operatoren bewie-

sen werden, die in der Theorie kritischer Punkte ein wichtiges Hilfsmittel ist und demnach noch
häu�ger Verwendung �nden wird. Hierfür bezeichne zunächst für T ∈ S(H)

m(A) = inf
‖x‖=1

〈Ax, x〉, M(A) = sup
‖x‖=1

〈Ax, x〉

die obere- und untere Schranke von T .
2.3.2 Lemma. Für jedes T ∈ S(H) ist σ(T ) ⊂ [m(A),M(A)], m(A),M(A) ∈ σ(A) und zudem

‖A‖ = max{|m(A)|, |M(A)|}

Beweis. [Heu92, Satz 112.6]
2.3.3 De�nition. Es sei H ein Hilbertraum und T ∈ S(H). Dann heiÿt T

• positiv de�nit, falls ein c > 0 mit 〈Tx, x〉 ≥ c‖x‖2 für alle x ∈ H existiert.
• negativ de�nit, falls −T positiv de�nit ist.
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Eine unmittelbare Konsequenz aus 2.3.2 und der Abgeschlossenheit des Spektrums ist:
2.3.4 Lemma. T ∈ S(H) ist genau dann

• positiv de�nit, falls σ(T ) ⊂ (0,∞).

• negativ de�nit, falls σ(T ) ⊂ (−∞, 0).

Der folgende Satz liefert nun als bedeutsame Anwendung des Funktionalkalküls die Existenz
der Spektralzerlegung.
2.3.5 Satz. Es erfülle T ∈ S(H) eine der äquivalenten Bedingungen aus 2.3.1. Dann existiert

eine orthogonale Zerlegung

H = H+ ⊕H0 ⊕H−

in T -invariante Unterräume, so dass H0 = ker(T ), T |H+ positiv de�nit und T |H− negativ

de�nit ist.

Beweis. Es sei ε > 0 mit σ(T )∩ (−ε, ε) ⊂ {0}. Desweiteren sei p+ : R → R eine stetige Funktion
mit p+(t) = 1 für t ≥ ε und p+(t) = 0 für t ≤ ε

2 , p− : R → R mit p−(t) = p+(−t) und p0 : R → R
eine stetige Funktion mit p0(0) = 1 und p0(t) = 0 für |t| ≥ ε

2 . Mit

P+ = p+(T ), P− = p−(T ), P 0 = p0(T )

sind dies aber nach Wahl der Funktionen Orthogonalprojektionen mit P+ + P− + P 0 = id und
mit 1.2.11 ist im(P 0) = ker(T ). Insgesamt besteht also mit

H+ = im(P+), H− = im(P−), H0 = im(P 0)

eine orthogonale Zerlegung H = H+ ⊕H0 ⊕H−.
Man betrachte nun die Funktion σ(T ) 3 t 7→ tp+(t) ∈ R. Mit tp+(t) ≥ 0 auf σ(T ) ist unter
Verwendung von 1.2.10 TP+ = P+T mit σ(TP+) ⊂ [0,∞) und folglich T (H+) ⊂ H+ mit
σ(T |H+) ⊂ [0,∞). Da nun aber unter den Voraussetzungen an σ(T ) mit 2.3.1 T−1 : H+⊕H− →
H+⊕H− existiert und beschränkt ist, erhält man T |H+∈ GL(H+) und damit σ(T |H+) ⊂ (0,∞)
womit wegen 2.3.4 T |H+ : H+ → H+ als positiv de�nit nachgewiesen ist. Für H− schlieÿt man
vollkommen analog.

Es bezeichne C = L(H)/K(H) die Calkin-Algebra von H sowie C× die Einheitengruppe
von C. Damit ist die Menge der Fredholmoperatoren auf H bekanntlich durch

F(H) = π−1(C×) ⊂ L(H)

gegeben, wobei man dieser Darstellung zugleich die O�enheit dieser Teilmenge in L(H) entnimmt.
Dieser Unterraum zerfällt in die Zusammenhangskomponenten

Fk(H) = {T ∈ F(H) : ind(F ) = k} k ∈ Z
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Wegen der vorausgesetzten Vollständigkeit von H erweist sich ein Operator T bereits genau dann
als Fredholmoperator, wenn dim coker(T ),dim ker(T ) <∞. Da nach De�nition Fredholmopera-
toren stets abgeschlossenes Bild haben, bilden die selbstadjungierten Fredholmoperatoren

F̂(H) = F(H) ∩ S(H)

einen Raum der in Hinblick auf die bisherigen Aussagen dieses Abschnitts von besonderem In-
teresse ist.
2.3.6 Lemma. Für T ∈ S(H) ist T ∈ F̂ genau dann, wenn dim kerT < ∞ und T eine der

äquivalenten Aussagen aus 2.3.1 erfüllt.

Beweis. Für die nicht triviale Richtung des Beweises besteht mit der Abgeschlossenheit von
im(T ) bekanntlich eine Orthogonalzerlegung H = kerT ⊕ imT und damit ist dim cokerT <∞,
also T ∈ F̂ .
2.3.7 Folgerung. Es ist T ∈ F̂(H) ⇐⇒ TC ∈ F̂(HC).

Beweis. Aus 2.3.6 in Verbindung mit (1.1.1) und 1.1.10.
Man betrachte nun das essentielle Spektrum

σess(T ) = σ(π(T )) = {λ ∈ R : λ− T /∈ F(H)}

Für T ∈ F̂ ist zunächst mit (1.1.1) und 2.3.6

σess(T ) = σess(TC)

und folglich das essentielle Spektrum niemals leer. Ein besonders interessantes Resultat ist
2.3.8 Lemma. Für T ∈ F̂(H) ist σ(T ) = σess(T ) ∪ σd(T ), wobei die Vereinigung disjunkt ist.

Beweis. Das Resultat ist im komplexen Fall in [GGK90, Chapter XI,Corollary 8.5] bewiesen und
folgt nun mit σ(T ) = σ(TC), σess(T ) = σess(TC) und σd(T ) = σd(TC).

2.3.2 Anwendung des Funktionalkalküls auf Bilinearformen
In denen im nächsten Abschnitt zu präsentierenden grundlegenden Betrachtungen zur Morse
Theorie werden Bilinearformen eine entscheidende Rolle spielen. Da sie zudem in [MPP05] von
Bedeutung sind, sind die De�nitonen hier eng an diesen Artikel angelehnt.

Es sei H ein reeller Hilbertraum mit Skalarprodukt 〈·, ·〉 und es bezeichne

B(H) = {B : H ×H → R : B bilinear und beschränkt}
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Bekanntlich existiert zu jedem B ∈ B ein eindeutig bestimmtes TB ∈ S(H) mit
B(x, y) = 〈TBx, y〉 ∀x, y ∈ H

das im Folgenden als Riesz-Darstellung von B bezeichnet werde. Mit der Abgeschlossenheit
von S(H) ⊂ L(H) und

‖TB‖ = sup
‖x‖≤1

|〈TBx, x〉| = sup
‖x‖≤1

|B(x, x)| ∀T ∈ S(H)

wobei B(x, y) = 〈TBx, y〉, ist nun B(H) mit der Norm ‖B‖ = sup‖x‖≤1 |B(x, x)| ein Banachraum,
der zudem isometrisch isomorph zu S(H) ist.
2.3.9 De�nition. Es sei B ∈ B(H) und TB ∈ S(H) die Riesz-Darstellung von B.

• B heiÿt nicht entartet, falls TB ∈ GL(H).
• B heiÿt Fredholm, falls TB ∈ F̂(H).

Es bezeichne BF (H) ⊂ B(H) die Teilmenge aller Fredholm-Bilinearformen.
Das folgende Resultat wird in [MPP05, S. 76] ohne Beweis erwähnt und wird sich später als

bedeutsam erweisen.
2.3.10 Lemma. BF (H) ⊂ B(H) ist o�en und stabil unter Störungen durch schwach-stetige

Bilinearformen.

Beweis. Die O�enheit folgt unmittelbar aus der entsprechenden Aussage über Fredholmopera-
toren.
Zum Beweis der zweiten Aussage sei B : H × H → R schwach stetig und T ∈ S(H) die
Riesz-Darstellung von B. Da jedes Orthonormalsystem {ei}i∈N schwach gegen 0 konvergiert
ist 〈Ten, en〉 → 0, n → ∞ wegen der vorausgesetzten schwachen Stetigkeit von B. Für ein Or-
thonormalsystem {e0}∪{ei}i∈N werde im Folgenden für n ∈ N mit Pn die Orthogonalprojektion
auf span{e0, . . . , en−1} und mit Qn = id − Pn die hierzu komplementäre Orthogonalprojektion
bezeichnet.
Das Ziel ist zunächst die induktive Konstruktion eines Orthonormalsystems mit

‖TQn‖ ≤ |〈TQnen, en〉|+
1
n
, n ∈ N (2.3.1)

Man wähle hierzu ein beliebiges normiertes e0 ∈ H. Sind nun {e0, e1, . . . , en−1} bereits gewählt,
so existiert ein normiertes en ∈ Qn(H) = {e0, . . . , en−1}⊥ mit

‖TQn‖ = sup
‖x‖=1

|〈TQnx, x〉| ≤ |〈TQnen, en〉|+
1
n

und folglich erhält man induktiv ein Orthonormalsystem mit der Eigenschaft (2.3.1). Nun ist
aber nach De�nition Qnen = en und damit

|〈TQnen, en〉| = |〈Ten, en〉| → 0, n→∞
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Man erhält schlieÿlich mit (2.3.1)

‖TQn‖ ≤ |〈TQnen, en〉|+
1
n
→ 0, n→∞ (2.3.2)

Nun ist aber Tn = TPn = T (id−Qn) ein Operator endlichen Ranges und mit (2.3.2) gilt

‖T − Tn‖ = ‖TQn‖ → 0, n→∞

Folglich ist aber T als Grenzelement einer Folge Operatoren endlichen Ranges kompakt und
man erhält sofort die Behauptung aus der Stabilität der Fredholm Operatoren unter additiven
kompakten Störungen.

Man betrachte nun für B ∈ B(H) den abgeschlossenen Unterraum

ker(B) = {u ∈ H : B(u, v) = 0 ∀v ∈ H} ⊂ H

O�enbar ist damit ker(B) = ker(TB).

Das folgende Resultat ist die Übertragung von 2.3.5 auf Bilinearformen.

2.3.11 Satz. Es sei B ∈ BF (H). Dann existiert eine Orthogonalzerlegung H = H+ ⊕H0 ⊕H−

mit H0 = ker(B) und ein T ∈ S(H), so dass

B(Tx, Tx) = ‖P+x‖2 − ‖P−x‖2

wobei P+, P− die Orthogonalprojektionen auf H+ und H− sind.

Beweis. Mit der Riesz-Darstellung TB ∈ F̂(H) existiert wegen 2.3.1 ein ε > 0, so dass σ(TB) ∩
(−ε, ε) ⊂ {0}. Es sei nun ϕ : R → R eine stetige, strikt positive Funktion mit ϕ(t) = 1√

|t|
für

|t| ≥ ε und ϕ(0) = 1. Dann ist wegen ϕ(t) 6= 0 ∀t ∈ R

T = ϕ(TB) ∈ S(A) ∩GL(H)

Mit den Funktionen p+, p− : R → R aus dem Beweis von 2.3.5 ist

ϕ(t)tϕ(t) = sgn(t) = p+(t)− p−(t) für alle t ∈ σ(TB)

und damit TTBT = P+ − P−. Folglich ist

B(Tx, Tx) = 〈TBTx, Tx〉 = 〈TTBTx, x〉 = 〈P+x− P−x, x〉

= 〈P+x, x〉 − 〈P−x, x〉 = ‖P+x‖2 − ‖P−x‖2
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2.3.3 Kritische Punkte, die Hessesche und das Morse-Palais Lemma
Es sei M eine Hilbertmannigfaltigkeit mit Modell H und f : M → R eine glatte Funktion. In
dieser Situation ist o�enbar p ∈ M genau dann ein kritischer Punkt, wenn dpf = 0. Desweite-
ren werde die Menge aller kritischen Punkte einer glatten Funktion im Folgenden mit Crit(f)
bezeichnet. Die hier vorgestellten Resultate sind sämtlich [Ma94] und [Pa63] entnommen.

Es sei p ∈ Crit(f) und (U,ϕ) eine Karte von M mit p ∈ U . Man betrachte die Abbildung
F = f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → R und damit die quadratische Form

hessp : TpM → R, hessp(f)(v) = (D2
ϕ(p)F )(u, u) (2.3.3)

wobei v = [U,ϕ, u].
2.3.12 Lemma. hessp ist unabhängig von der gewählten Karte (U,ϕ).

Beweis. Es sei (V, ψ) eine weitere Karte von M mit p ∈ V , G = f ◦ ψ−1 und v = [V, ψ,w]. Mit
der Kartenwechselabbildung η = ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ) ist

F = f ◦ ϕ−1 = (f ◦ ψ−1) ◦ (ψ ◦ ϕ−1) = G ◦ η auf ϕ(U ∩ V )

Hiermit ist aber für jedes x ∈ ϕ(U ∩ V ) und ξ ∈ H
(DxF )(ξ) = (Dη(x)G)((Dxη)(ξ))

(D2
xF )(ξ, ξ) = (D2

η(x)G)((Dxη)(ξ), (Dxη)(ξ)) + (Dη(x)G)((D2
xη)(ξ, ξ))

Für x = ϕ(p) und ξ = u erhält man unter Verwendung von p ∈ Crit(f)

(D2
ϕ(p)F )(u, u) = (D2

ψ(p)G)((Dϕ(p)η)(u), (Dϕ(p)η)(u)) = (D2
ψ(p)G)(w,w) (2.3.4)

wobei verwendet wurde, dass (Dϕ(p)η)u = w wegen v = [U,ϕ, u] = [V, ψ,w]

2.3.13 De�nition. Für p ∈ Crit(f) heiÿt die aus (2.3.3) durch Polarisierung entstehende Bili-
nearform Hessp : TpM × TpM → R die Hessesche von f an der Stelle p.
2.3.14 Bemerkung. Mit dieser De�nition ist die Hessesche ausschlieÿlich auf den Tangential-
räumen kritischer Punkte de�niert. Es gibt alternative De�nitionen mit denen der Begri� der
Hesseschen auf das gesamte Tangentialbündel fortgesetzt werden kann. Diese De�nitionen sind
allerdings im Allgemeinen nicht intrinsisch, da weitere Wahlen, wie beispielsweise ein Zusam-
menhang auf M , benötigt werden. Näheres hierzu ist in [PT88, �9] zu �nden.

Das folgende Resultat ist von besonderer Bedeutung für die Berechnung der Hesseschen.
2.3.15 Lemma. Es sei p ∈ Crit(f), v ∈ TpM und γ : I → M eine glatte Kurve mit γ(0) = p,

γ̇(0) = v. Dann ist

hessp(v) =
d2f(γ(t))

dt2
|t=0
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Beweis. Es sei (U,ϕ) eine Karte von M mit p ∈ U und v = [U,ϕ, u]. Nun ist in einer Umgebung
von 0 ∈ R

f ◦ γ = (f ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ γ) = F ◦ σ

wobei σ : I → H eine glatte Kurve mit σ̇(0) = u ist. Mit g = f ◦ γ erhält man für hinreichend
kleines s

g′(s) = (Dσ(s)F )(σ̇(s))

g′′(s) = (D2
σ(s)F )(σ̇(s), σ̇(s)) + (Dσ(s)F )(σ̈(s))

Unter der Voraussetzung p ∈ Crit(f) ist damit für s = 0

g′′(0) = (D2
ϕ(p)F )(u, u) = Hessp(v, v)

Es sei (U,ϕ) eine Karte von M um p ∈ Crit(f) und F = f ◦ ϕ−1. Nach De�nition ist

Hessp(f)(v, v′) = (D2
ϕ(p)F ))(u, u′), v = [U,ϕ, u], v′ = [U,ϕ, u′] ∈ TpM

wobei D2
ϕ(p)F eine beschränkte, symmetrische Bilinearform auf H ist. Diese besitzt folglich eine

Riesz-Darstellung Ap ∈ S(H), die aber o�ensichtlich nicht unabhängig von der gewählten Karte
ist. Man betrachte nun aber die im Beweis von 2.3.12 gefundene Beziehung (2.3.4). Ist mit den
dort gewählten Bezeichnungen A die Riesz-Darstellung von D2

ϕ(p)F und B die Riesz-Darstellung
von D2

ψ(p)G, so erhält man

〈Au, u〉 = 〈B(Dϕ(p)η)u, (Dϕ(p)η)u〉 = 〈(Dϕ(p)η)∗B(Dϕ(p)η)u, u〉 ∀u ∈ H

und folglich ist

A = (Dϕ(p)η)∗B(Dϕ(p)η) (2.3.5)

Mit Dϕ(p)η ∈ GL(H) ist damit die nachstehende De�nition sinnvoll.

2.3.16 De�nition. Es sei f : M → R eine glatte Funktion.

• p ∈ Crit(f) heiÿt nicht entartet, falls Ap ∈ GL(H).

• f heiÿt Morse Funktion, falls alle p ∈ Crit(f) nicht entartet sind.

2.3.17 De�nition. Für p ∈ Crit(f) heiÿt

iMorse(p) = sup{dimW : W ⊂ TpM Unterraum ,Hessp(f) |W negativ de�nit } ∈ [0,∞]

der Morse Index von p.
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Es sei p ∈ Crit(f) und Ap ∈ S(H) die Riesz-Darstellung von Hessp(f) bezüglich einer fest
gewählten Karte (U,ϕ) um p. Desweiteren sei H = H+ ⊕H0 ⊕H− die gemäÿ 2.3.5 bestehende
Zerlegung von H in den maximalen Unterraum auf dem Ap positiv de�nit ist, den Kern von Ap
und den maximalen Unterraum auf dem Ap negativ de�nit ist. Die Karte (U,ϕ) heiÿt

• Morse-Karte erster Art, falls

f(ϕ−1(v)) = f(p) +
1
2
〈Apv, v〉, v ∈ ϕ(U)

• Morse-Karte zweiter Art, falls

f(ϕ−1(v)) = f(p) +
1
2
(‖P+v‖2 − ‖P−v‖2), v ∈ ϕ(U)

Hierbei bezeichne P+, P− die Projektionen auf H+,H−. O�enbar ist jede Morse-Karte zweiter
Art bereits eine Morse-Karte erster Art und wegen 2.3.11 existiert mit jeder Morse-Karte erster
Art auch stets eine Morse-Karte zweiter Art. Daher soll im Folgenden von der Existenz von
Morse-Karten gesprochen werden. Im Falle der Existenz ist o�enbar stets iMorse(p) = dimH−.
Das nun folgende Morse-Palais Lemma ist die Verallgemeinerung des bekannten Morse Lemmas
auf Hilbertmannigfaltigkeiten und ist für viele Konstruktionen der Morse Theorie unverzichtbar.

2.3.18 Lemma (Morse-Palais Lemma). Es sei p ∈ Crit(f) nicht entartet. Dann existieren

Morse-Karten um p.

Beweis. Es sei p ∈ Crit(f) und (U,ϕ) eine Karte um p. Es sei zudem F = f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → R
und (U,ϕ) so gewählt, dass ϕ(p) = 0 ∈ H.
Aus dem Taylorschen Satz (vgl. [La93, S. 349]) erhält man zunächst in einer Umgebung V von
0 die Darstellung

F (x)− F (0) =
∫ 1

0

(1− t)D2
txFdt(x, x)

und da mit F auch

x 7→
∫ 1

0

(1− t)D2
txFdt ∈ B(H) (2.3.6)

glatt ist (vgl. hierzu [La93, S. 350]), erhält man schlieÿlich eine glatte Abbildung1

x 7→ A(x) ∈ S(H)

so dass

F (x)− F (0) = 〈A(x)x, x〉, x ∈ V

1Die Abbildung B(H) 3 B 7→ TB ∈ S(H) ist linear und stetig, damit insbesondere glatt.
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Da insbesondere A(x) für jedes feste x ∈ V die Riesz-Darstellung von (2.3.6) ist, erhält man
mit A = A(0) unmittelbar (D2

0F )(x, y) = 2〈Ax, y〉 für alle x, y ∈ H. Folglich ist 2A die Riesz-
Darstellung der Hesseschen von f bezüglich der gewählten Karte und damit nach Voraussetzung
A = A(0) ∈ S(H) ∩ GL(H). Nach eventueller Verkleinerung von V ist A(x) ∈ S(H) ∩ GL(H)
für alle x ∈ V . Man de�niere B : V → GL(H) durch B(x) = A(x)−1A(0). Diese Abbildung
ist mit x 7→ A(x) ebenfalls glatt und es ist B(0) = id. Folglich kann nach eventueller weiterer
Verkleinerung von V eine Abbildung C : V → GL(H) mit C(x) =

√
B(x) de�niert werden, die

ebenfalls glatt ist, da die Wurzel in einer Umgebung von id durch eine konvergente Potenzreihe
dargestellt ist. Nun ist

B(x)∗A(x) = A(0)A(x)−1A(x) = A(0) = A(x)B(x), x ∈ V

Die Gültigkeit dieser Beziehung ist nun zunächst induktiv für jedes Polynom einsehbar und gilt
damit nach Grenzübergang auch für C(x). Man erhält

C(x)∗A(x)C(x) = A(x)C(x)2 = A(x)B(x) = A(0) = A, x ∈ V

und folglich

A(x) = C1(x)∗AC1(x), x ∈ V (2.3.7)

mit der glatten Abbildung C1 : V → GL(H), C1(x) = C(x)−1. De�niert man nun ψ : V → H

durch ψ(x) = C1(x)x, so ist zunächst wegen

Dxψ = C1(x) + (DxC1)x

D0ψ = C1(0) =
√
B(0)

−1
= id und folglich ψ : V → ψ(V ) nach eventueller weiterer Verkleine-

rung von V ein Di�eomorphismus. Unter Verwendung von (2.3.7) ist zudem

F (x)− F (0) = 〈A(x)x, x〉 = 〈C1(x)∗AC1(x)x, x〉 = 〈Aψ(x), ψ(x)〉, x ∈ V

und damit

F (ψ−1(x))− f(p) = (f ◦ (ψ ◦ ϕ)−1)(x)− f(p) = 〈Ax, x〉, x ∈ ψ(V )

Mit (2.3.5) und D0ψ = id ist abschlieÿend die Riesz-Darstellung der Hesseschen von f bezüglich
der Karte ψ ◦ ϕ |ϕ−1(V ) ebenfalls durch 2A gegeben ist.

Als unmittelbare Konsequenzen ergeben sich die nachstehenden wichtigen Aussagen.
2.3.19 Folgerung. Die Menge aller nicht entarteten kritischen Punkte ist isoliert in Crit(f).

2.3.20 Folgerung. Es sei p ∈ Crit(f) nicht entartet.

• Ist iMorse(p) = 0, so besitzt f bei p ein lokales Minimum.
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• Ist

sup{dimW : W ⊂ TpM Unterraum ,Hessp(f) |W positiv de�nit } = 0

so besitzt f bei p ein lokales Maximum.

2.3.21 Bemerkung. Die Beweise dieser Aussagen benötigt nicht notwendig das Morse-Palais Lem-
ma. Die erste Folgerung kann auch mittels des Umkehrsatzes bewiesen werden, die zweite Aussage
lässt sich auf direkterem Weg aus dem Taylorschen Satz gewinnen.
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Teil II

Homotopieinvarianten der Analysis

37





Kapitel 3

Der Brouwersche Abbildungsgrad

Das Ziel dieses Kapitels ist die De�nition des Brouwerschen Abbildungsgrades, der im Morse
Index Theorem [MPP05] zur Konstruktion eines Index für Geodäten verwendet wird, welcher
als eine Verallgemeinerung der Zählung konjugierter Punkte angesehen werden kann. Der Ab-
bildungsgrad ist in der Literatur durchaus unproblematisch au�ndbar. Dennoch soll seine Kon-
struktion hier dargelegt werden, da er ein verhältnismäÿig einfaches Modell für die grundsätzlich
der Morse Index Theorie semi-Riemannscher Geodäten beseelende Problematik bietet.
Die Motivation des Abbildungsgrades besteht in dem Verlangen nach einer möglichst einfach
zu berechnenden Zuweisung einer ganzen Zahl zu einer stetigen Funktion, mittels der möglichst
detaillierte Aussagen über die Nullstellen der Funktion gemacht werden können. Neben der schon
für glatte Funktionen bestehenden Möglichkeit der Häufung von Nullstellen, wird auch die of-
fenbare Instabilität dieser wenig Ho�nung auf eine aussagekräftige Beschreibung von Nullstel-
lenmengen mittels einer einzigen ganzen Zahl machen. Die entscheidende Idee zum Umgang mit
diesen Schwierigkeiten ist die Forderung nach Invarianz des Abbildungsgrades unter gewissen
Homotopien, mit der zugleich für die Möglichkeit einer expliziten Berechnung Sorge getragen
wird. Mit der hier gewählten axiomatischen Konstruktion des Abbildungsgrades wird zugleich
die Eindeutigkeit des Abbildungsgrades unter zwei naheliegenden weiteren Forderungen an seine
Eigenschaften gezeigt.
Von der grundlegenden Idee des Umgangs mit obigen Irregularitäten bis zum Verlauf der hier
präsentierten Konstruktion ist der Brouwersche Abbildungsgrad neben seiner Verwendung in
[MPP05] ein lehrreiches und verhältnismäÿig einfach bescha�enes Analogon zu den Methoden
der Morse Theorie allgemeiner semi-Riemannscher Geodäten, dessen grundsätzliche Idee sich in
vielen Konstruktionen und Beweismethoden wiederspiegelt.
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3.1 Axiomatische De�nition und wichtige Eigenschaften

3.1.1 De�nition. Es sei
M = {(f,Ω, y) : Ω ⊂ Rn beschränkt und o�en , f : Ω → Rn stetig , y /∈ f(∂Ω)}

Die Aussage des folgenden Satzes ist die Existenz und Eindeutigkeit des Brouwerschen Ab-
bildungsgrades. Der Rest des Kapitels beinhaltet im Wesentlichen den Beweis dieser Aussage.
3.1.2 Satz. Es existiert genau eine Funktion

deg : M → Z

mit folgenden Eigenschaften:

(d1) deg(id,Ω, y) = 1 für alle y ∈ Ω.

(d2) Für Ω1,Ω2 ⊂ Ω o�en mit Ω1 ∩ Ω2 = ∅ und y /∈ f(Ω \ (Ω1 ∪ Ω2)) ist

deg(f,Ω, y) = deg(f,Ω1, y) + deg(f,Ω2, y)

(d3) Ist H : [0, 1] × Ω → Rn eine Homotopie und y : [0, 1] → Rn ein Weg mit y(t) /∈ H(t, ∂Ω)
für alle t ∈ [0, 1], so ist deg(H(t, ·),Ω, y(t)) unabhängig von t ∈ [0, 1].

Aus den Axiomen des Abbildungsgrades erhält man mühelos das folgende Resultat.
3.1.3 Lemma. Der Abbildungsgrad besitzt die folgenden Eigenschaften:

1. Für jede o�ene Teilmenge Ω1 ⊂ Ω mit y /∈ f(Ω \ Ω1) ist deg(f,Ω, y) = deg(f,Ω1, y).

2. Aus deg(f,Ω, y) 6= 0 folgt f−1(y) 6= ∅.

3. Für |f(x)−g(x)| < d(y, f(∂Ω)) auf ∂Ω ist deg(f,Ω, y) = deg(g,Ω, y). Insbesondere ist also
deg(f,Ω, y) = deg(g,Ω, y) falls nur f |∂Ω= g |∂Ω.

4. Mit r := d(y, f(∂Ω)) ist deg(·,Ω, y) konstant auf {g ∈ C(Ω,Rn) : ‖g − f‖∞ < r} und

deg(f,Ω, ·) konstant auf Br(y) ⊂ Rn.

Beweis. 1. Mit Ω1 = Ω und Ω2 = ∅ erhält man zunächst mit (d2) deg(f, ∅, y) = 0. Ist nun
Ω1 ⊂ Ω o�en mit y /∈ f(Ω \ Ω1), so erhält man mit (d2) deg(f,Ω, y) = deg(f,Ω1, y) +
deg(f, ∅, y) = deg(f,Ω1, y).

2. Ist f−1(y) = ∅, so erhält man mit (1) deg(f,Ω, y) = deg(f, ∅, y) = 0.
3. Man betrachte die Homotopie H(t, x) = (1− t)f(x) + tg(x). Dann ist

‖H(t, x)− y‖ = ‖f(x)− y + t(g(x)− f(x))‖

≥ ‖f(x)− y‖ − ‖g(x)− f(x)‖

≥ d(y, f(∂Ω))− ‖g(x)− f(x)‖ > 0

für alle (t, x) ∈ [0, 1]× ∂Ω. Die Behauptung folgt nun mit (d3).
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4. Die erste Aussage ist eine unmittelbare Konsequenz aus (3).
Ist y1 ∈ Br(y), so existiert ein Weg y(t) von y nach y1 und die Behauptung folgt sofort aus
(d3).
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3.2 Konstruktion des Abbildungsgrades

Es gibt mehrere Konstruktionen des Abbildungsgrades. Hier wird eine eher moderne, analytische
Konstruktion gewählt, die hauptsächlich an [Te01] orientiert und wie bereits eingangs erwähnt
lehrreich in Hinblick auf die Morse Theorie semi Riemannscher Geodäten ist. Ein gänzlich ver-
schiedener Zugang der Konstruktion mittels Homologietheorie ist beispielsweise in [Bro04, Chap-
ter 8] zu �nden.

Zum Beweis des Satzes 3.1.2 wird zunächst die Existenz eines Abbildungsgrades mit den Ei-
genschaften (d1)-(d3) angenommen. Die Idee des Beweises ist hieraus zu rekonstruieren, wie sich
der Abbildungsgrad für ein beliebiges Element aus M berechnen lässt. Hierzu wird zuerst der
allgemeinste Fall stetiger Funktionen betrachtet, für die keine der oben genannten Irregularitäten
auftreten und in diesem Spezialfall eine handliche Formel zur Berechnung des Abbildungsgrades
aus den Axiomen gefolgert. Das weitere Vorgehen wird nun entscheidend durch die geforderte
Homotopieinvarianz bestimmt, da hiermit insbesondere auch eine gewisse Stabilität des Abbil-
dungsgrades bestehen muss. Weil sich nun die zur Vermeidung von Irregularitäten an die anfangs
betrachteten Funktionen gestellten Bedingungen in geeigneter Weise als generisch erweisen, wird
diese Stabilität letztlich zeigen, dass es bereits ausreicht den Abbildungsgrad im regulären Fall
berechnen zu können. Der Satz 3.1.2 läÿt sich damit abschlieÿend durch den Nachweis der Ei-
genschaften (d1)-(d3) für die so erhaltene Reduktion der Berechnung auf den regulären Fall
beweisen.
In der Morse Theorie semi-Riemannscher Geodäten wird man bei der Aufsuche geeigneter Verall-
gemeinerungen der Indizes des klassischen Morse Index Theorems mit ähnlichen Schwierigkeiten
konfrontiert, die hier eingangs bezüglich der Nullstellen stetiger Funktionen genannt wurden.
Von wesentlicher Bedeutung in der bisher entwickelten Theorie ist daher die hier zu erkennende
Kraft der Verwendung von Homotopieinvarianzen für eigentlich analytisch motivierte Begri�e.
Diese erlaubt es zum einen in gewissen irregulären Situationen überhaupt aussagekräftige Indizes
zu konstruieren. Zum anderen erhält man hiermit als grundlegende Idee den Nachweis der obli-
gatorischen Gleichheit zweier solcher Indizes in einem verallgemeinerten Morse Index Theorem
mittels aus der Homotopieinvarianz folgenden Stabilitätsresultaten zu erzielen.

Es soll zunächst eine Bemerkung gemacht werden, die sich im Folgenden häu�g als hilfreich
erweisen wird.
3.2.1 Bemerkung. Für (f,Ω, y) ∈ M ist mit der Homotopie H(t, x) = f(x) − (1 − t)y, (t, x) ∈
[0, 1]×Ω und dem Weg y(t) = t · y o�enbar y(t) /∈ H(t, ∂Ω) für alle t ∈ [0, 1] und man erhält aus
(d3)

deg(f,Ω, y) = deg(f − y,Ω, 0)

Diese Eigenschaft des Abbildungsgrades wird von nun an ohne Begründung benutzt.
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3.2.1 Der reguläre Fall
Für Ω ⊂ Rn o�en und beschränkt und f ∈ C1(Ω,Rn) ∩ C(Ω,Rn) bezeichne CV (f) die Menge
aller kritischen Werte von f .

3.2.2 Satz. Es sei deg : M → Z eine Abbildung mit den Eigenschaften (d1)-(d3). Dann ist für

(f,Ω, y) ∈ M mit f ∈ C1(Ω,Rn) ∩ C(Ω,Rn) und y /∈ CV (f)

deg(f,Ω, y) =
∑

x∈f−1(y)

sgnJf (x) (3.2.1)

wobei Jf (x) = detDxf und
∑
x∈∅ := 0.

Beweis. Für f−1(y) = ∅ folgt die Gültigkeit der Aussage unmittelbar aus 3.1.3, (2).
Es sei dementsprechend f−1(y) 6= ∅. Mit obiger Bemerkung kann zunächst ohne Einschränkung
y = 0 angenommen werden. Da nach Voraussetung 0 ein regulärer Wert von f ist, zeigt eine
einfache Überlegung unter Verwendung des Umkehrsatzes die Isoliertheit der Punkte aus f−1(0)
in Ω. Da sich zudem unter der Voraussetzung 0 /∈ f(∂Ω) die kritischen Punkte nicht am Rand
∂Ω häufen können, erhält man nun insgesamt die Isoliertheit der kritischen Punkte von f in Ω.
Somit sei f−1(0) = {x1, . . . , xN} für ein geeignetes N ∈ N.
Aus 3.1.3,(2) und (d2) erhält man nun

deg(f,Ω, 0) =
N∑
i=1

deg(f,Bδi(x
i), 0)

für hinreichend kleine δi > 0, i = 1, . . . , N , und folglich genügt es

deg(f,Bδi(x
i), 0) = sgnJf (xi), i = 1, . . . , N

nachzuweisen1.
Hierfür sei i ∈ {1, . . . , N} fest gewählt. Aus der De�nition des Di�erentials von f erhält man

f(x) = (Dxif)(x− xi) + ‖x− xi‖r(x− xi), r ∈ C(Bδi(0),Rn) mit r(0) = 0

Man betrachte nun die Homotopie

H : [0, 1]×Bδi(x
i) → Rn, H(t, x) = Dxif(x− xi) + (1− t)‖x− xi‖r(x− xi)

Mit Jf (xi) 6= 0 existiert eine Konstante λ > 0, so dass ‖(Dxif)(x − xi)‖ ≥ λ‖x − xi‖ und da
r(0) = 0 kann unter Verwendung von 3.1.3, (1) δi so klein gewählt werden, dass ‖r(x− xi)‖ < λ

für alle x ∈ Bδi(xi). Mit diesen Wahlen ist aber

‖H(t, x)‖ ≥ ‖(Dxif)(x− xi)‖ − (1− t)‖x− xi‖‖r(x− xi)‖ ≥ λδi − δi‖r(x− xi)‖ > 0

1Bδ(x) bezeichne hier stets den o�enen Ball vom Radius δ um x, wobei die gewöhnliche Norm des Rn verwendet

wird.

43



für alle (t, x) ∈ [0, 1]× ∂Bδi(x
i) und man erhält mit (d3)

deg(f,Bδi(x
i), 0) = deg((Dxif)(· −xi), Bδi(xi), 0)

Da nun bekanntlich Gl(n,R) aus den zwei Wegzusammenhangskomponenten

Gl+(n,R) = {A ∈ Gl(n,R) : detA > 0} und Gl−(n,R) = {A ∈ Gl(n,R) : detA < 0}

besteht, ist mit (d3) o�enbar

deg((Dxi)f(· −xi), Bδi(xi), 0) = deg(diag(sgn Jf (xi), 1, . . . , 1)(· −xi), Bδi(xi), 0)

Es bleibt noch

deg(diag(sgn Jf (xi), 1, . . . , 1)(· −xi), Bδi(xi), 0) = sgnJf (xi)

zu zeigen.
Für sgn Jf (xi) = 1 ist zunächst mit (d1)

deg(diag(sgn Jf (xi), 1, . . . , 1)(· −xi), Bδi(xi), 0) = deg(id(· −xi), Bδi(xi), 0)

= deg(id,Bδi(x
i), xi) = 1

Im Fall sgn Jf (xi) = −1 sei

U1 = {x ∈ Rn : |xk − xik| < 1, 1 ≤ k ≤ n}

U2 = {x ∈ Rn : 1 < x1 − xi1 < 3, |xk − xik| < 1, 2 ≤ k ≤ n}

U = {x ∈ Rn : −1 < x1 − xi1 < 3.|xk − xik| < 1, 2 ≤ k ≤ n}

und yi0 = xi + (2, 0, . . . , 0) ∈ U2. Man betrachte nun die stetige Abbildung M : U → Rn

M(x) =

diag(−1, 1, . . . , 1)(x− xi) = (−(x1 − xi1), x2 − xi2, . . . , xn − xin), x ∈ U1

x− yi0 = (x1 − (xi1 + 2), x2 − xi2, . . . , xn − xin), x ∈ U2

Mit der Homotopie2 H : [0, 1]× U → Rn

H(t, x) =

(−(1− t)(x1 − xi1) + t, x2 − xi2, . . . , xn − xin), (t, x) ∈ [0, 1]× U1

((1− t)(x1 − (xi1 + 2)) + t, x2 − xi2, . . . , xn − xin), (t, x) ∈ [0, 1]× U2

ist nun leicht einzusehen, dass 0 /∈ H(t, ∂U) für alle t ∈ [0, 1]. Folglich ist mit

H(1, x) = (1, x2 − xi2, . . . , xn − xin) 6= 0, x ∈ U

2Es ist leicht nachzuprüfen, dass auf ([0, 1] × U1) ∩ ([0, 1] × U2) = [0, 1] × (U1 ∩ U2) beide De�nitionen über-

einstimmen.
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und 3.1.3,(2)

deg(M,U, 0) = deg(H(0, · ), U, 0) = deg(H(1, · ), U, 0) = 0

Da nun wegen (d2) 0 = deg(M,U, 0) = deg(M,U1, 0)+deg(M,U2, 0)3 erhält man schlieÿlich mit
(d1) und 3.1.3,(1)

deg(diag(−1, 1, . . . , 1)(· −xi), Bδi(xi), 0) = deg(diag(−1, 1, . . . , 1)(· −xi), U1, 0)

= −deg(M,U2, 0) = −deg(id, U2, y
i
0) = −1

3.2.3 Bemerkung. Dieser Beweis unterscheidet sich etwas von dem in [Te01]. Dort wird aus M =
H(1, · ) auf ∂U und 3.1.3,(4) auf deg(M,U, 0) = 0 geschlossen. Es ist jedoch leicht einzusehen,
dass M und H(1, · ) nur auf einem �kleinen Teil� des Randes ∂U übereinstimmen, womit sich
diese Schlussweise als nicht zulässig erweist und obige Homotopie notwendig macht.

Mit der aus den Axiomen des Abbildungsgrades gewonnenen Beziehung (3.2.1) ist dieser nun
für alle hinreichend regulären Funktionen festgelegt. Das weitere Ziel ist nun (3.2.1) ohne weiteren
direkten Rückgri� auf die Axiome auf alle Elemente aus M fortzusetzen, so dass diese Fortsetzung
mit dem Abbildungsgrad im Fall seiner Existenz übereinstimmt. Diese Fortsetzung wird in zwei
Schritten konstruiert. Zunächst wird die Bedingung an den Punkt y fallen, anschlieÿend wird die
so erhaltene Fortsetzung von (3.2.1) auf allgemeine stetige Funktionen ausgedehnt.

3.2.2 Erweiterung auf Funktionen mit kritischen Werten
Zum Erhalt einer Fortsetzung von (3.2.1) auf Funktionen mit kritischen Werten ist ein weiterer
Blick auf die gewünschte Eigenschaft (d3) lehrreich. Ist f ∈ C1(Ω,Rn)∩C(Ω̄,Rn) und y /∈ f(∂Ω),
so existiert o�enbar eine Umgebung U ⊂ Rn von y, so dass ỹ /∈ f(∂Ω) für alle ỹ ∈ U . Bei
Gültigkeit von (d3) muss deg(f,Ω, y) = deg(f,Ω, ỹ) gelten, und wegen des Lemmas von Sard
�ndet man stets ein ỹ ∈ U , so dass die rechte Seite dieser Gleichung durch (3.2.1) de�niert ist.
Um dieses Vorgehen präzise zu machen ist also die Unabhängigkeit von dem gewählten ỹ ∈ U zu
zeigen.
Hierfür wird zunächst eine Darstellung von (3.2.1) benötigt, die sich auf Funktionen mit kritischen
Werten fortsetzen lässt.
3.2.4 Lemma. Es sei f ∈ C1(Ω,Rn)∩C(Ω̄,Rn), y /∈ CV (f)∪ f(∂Ω) und {ϕε}ε>0 eine Familie

glatter Funktionen, so dass supp(ϕε) ⊂ Bε(0) und
∫

Rn ϕε(x)dx = 1.
Dann existiert ein ε0 = ε0(f, y) > 0, so dass für alle 0 < ε < ε0

deg(f,Ω, y) =
∫

Ω

ϕε(f(x)− y)Jf (x)dx

3Um die Zulässigkeit dieses Schrittes zu begründen genügt es zu zeigen, dass M auf U1 ∩ U2 nirgends ver-

schwindet. Hier ist aber die erste Komponente von M(x) gerade konstant −1.
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Beweis. Für f−1(y) = ∅ erhält man zunächst ϕε(f(x)− y) = 0 für alle 0 < ε < ε0 := d(y, f(Ω))
und alle x ∈ Ω.
Ist andernfalls f−1(y) = {x1, . . . , xN}, so folgt unter Verwendung des Umkehrsatzes die Existenz
eines ε0 > 0, so dass f−1(Bε0(y)) =

⋃N
i=1 U(xi), f |U(xi) bijektiv und Jf (x) 6= 0 für alle x ∈

U(xi). Mit ϕε(f(x)−y) = 0 für x ∈ Ω\
⋃N
i=1 U(xi), 0 < ε < ε0, und einer aus den eben genannten

Eigenschaften zulässigen Substitution erhält man schlieÿlich für 0 < ε < ε0∫
Ω

ϕε(f(x)− y)Jf (x)dx =
N∑
i=1

∫
U(xi)

ϕε(f(x)− y)Jf (x)dx

=
N∑
i=1

sgn(Jf (x))
∫
U(xi)

ϕε(f(x)− y)|Jf−y(x)|dx

=
N∑
i=1

sgn(Jf (x))
∫
Bε0 (0)

ϕε(x̃)dx̃ =
N∑
i=1

sgn(Jf (x)) = deg(f,Ω, y)

wobei für die letzte Gleichheit (3.2.1) verwendet wurde.
Es sei nun f ∈ C2(Ω,Rn) ∩ C(Ω̄,Rn) und y0 /∈ f(∂Ω). Mit α = d(y0, f(∂Ω)), zwei regulären

Werten y1, y2 ∈ Bα(y0) von f und δ = α−maxi=1,2{‖yi−y0‖} existiert nach 3.2.4 ein 0 < ε < δ,
so dass

deg(f,Ω, y2)− deg(f,Ω, y1) =
∫

Ω

(ϕε(f(x)− y2)− ϕε(f(x)− y1))Jf (x)dx (3.2.2)

Es soll nun das Verschwinden dieses Integrals nachgewiesen werden.

Man betrachte die Abbildung w ∈ C1(Rn,Rn) mit

w(x) = (y1 − y2)
∫ 1

0

ϕε(x− y1 + t · (y1 − y2))dt

Mit r := α− (δ − ε) < α ist falls ‖x− y0‖ ≥ r

‖x− y1 + t(y1 − y2)‖ ≥ ‖x− y0‖ − ‖y0 − y1 + t(y1 − y2)‖ ≥ r −max{‖y0 − y1‖, ‖y0 − y2‖}

≥ α− (δ − ε)− (α− δ) = ε

und folglich ist wegen suppϕε ⊂ Bε(0)

suppw ⊂ Br(y0) (3.2.3)

Auÿerdem erhält man

(divw)(x) =
n∑
i=1

∂wi
∂xi

(x) =
∫ 1

0

n∑
i=1

∂ϕε
∂xi

(x− y1 + t(y1 − y2))(y1
i − y2

i )dt

=
∫ 1

0

∂

∂t
ϕε(x− y1 + t(y1 − y2))dt = ϕε(x− y2)− ϕε(x− y1)

(3.2.4)
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Es bezeichne nun dij(x) den Kofaktor von ∂fj
∂xi

(x) in Jf (x), also das Produkt aus (−1)i+j

und der Determinante, die man aus Jf (x) durch Streichen der j-ten Zeile und i-ten Spalte erhält.
Hiermit sei v : Rn → Rn de�niert durch

vi(x) =
n∑
j=1

wj(f(x))dij(x) für x ∈ Ω, i = 1, . . . , n (3.2.5)

und v(x) = 0 für x ∈ Rn \ Ω. Wegen (3.2.3) ist sicher w(f(x)) = 0 falls ‖f(x) − y0‖ ≥ r und
folglich ist mit ‖f(x)− y0‖ ≥ α > r für x ∈ ∂Ω der Träger von (3.2.5) in Ω enthalten. Damit ist
aber unter den gegebenen Voraussetzungen v ∈ C1(Rn,Rn).
Für das weitere Vorgehen werden die Identitäten

•
∑n
i=1

∂dij
∂xi

(x) = 0, j = 1, . . . , n

•
∑n
i=1 dij(x)

∂fk
∂xi

(x) = δjkJf (x)

benötigt. Man erhält diese Aussagen aus direkten Berechnungen, die hier übergangen werden
sollen. Details sind in [Dei85, �2] und [Ruz04, �4.1] zu �nden. Mit 3.2.4 ist damit

div v(x) =
n∑
i=1

n∑
j,k=1

dij(x)
∂wj
∂xk

(f(x))
∂fk
∂xi

(x) +
n∑
i=1

n∑
j=1

wj(f(x))
∂dij
∂xi

(x)

=
n∑

j,k=1

∂wj
∂xk

(f(x))
n∑
i=1

dij(x)
∂fk
∂xi

(x) +
n∑
j=1

wj(f(x))
n∑
i=1

∂dij
∂xi

(x)

=
n∑

j,k=1

∂wj
∂xk

(f(x))δjkJf (x) =
n∑
j=1

∂wj
∂xj

(f(x))Jf (x)

= (divw)(f(x))Jf (x) = (ϕε(f(x)− y2)− ϕε(f(x)− y1))Jf (x)

Mit einem hinreichend groÿen Quader Ω ⊂ Q = [−a, a]n erhält man hiermit schlieÿlich aus
(3.2.2) und supp v ⊂ Ω

deg(f,Ω, y2)− deg(f,Ω, y1) =
∫

Ω

div v(x)dx =
∫
Q

div v(x) = 0

wobei das verschwinden des letzten Integrals aus dem Satz von Fubini folgt4.

Damit ist also gezeigt wie man eine Abbildung M → Z mit den Eigenschaften (d1)-(d3) für
y ∈ CV (f) und f ∈ C2(Ω,Rn) ∩ C(Ω,Rn) berechnet.

3.2.3 Erweiterung auf stetige Funktionen
Bei der Fortsetzung von (3.2.1) auf Funktionen mit kritischen Werten wurde bereits eine aus
der geforderten Homotopieinvarianz (d3) motivierte Stabilitätseigenschaft verwendet. Für die

4Alternativ kann statt Q auch ein hinreichend glattes Gebiet O ⊃ Ω gewählt werden und das Verschwinden

des Integrals mit dem Integralsatz von Stokes begründet werden.
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Behandlung beliebiger stetiger Funktionen benötigt man nun eine Stabilitätsaussage der bisher
konstruierten Fortsetzung von (3.2.1).
3.2.5 Lemma. Es sei f ∈ C2(Ω,Rn) ∩ C(Ω,Rn) mit y /∈ f(∂Ω). Dann existiert zu jedem

g ∈ C2(Ω,Rn)∩C(Ω̄,Rn) ein δ > 0, so dass deg(f + t ·g,Ω, y) = deg(f,Ω, y) für alle t ∈ (−δ, δ).

Beweis. Es bezeichne im Folgenden ft = f + tg.
Für f−1(y) = ∅ ist mit δ := d(y,f(Ω̄))

‖g‖∞ zunächst o�enbar

deg(f,Ω, y) = deg(f + tg,Ω, y) = 0 für ‖t‖ < δ

Es sei nun y /∈ CV (f) und f−1(y) = {x1, . . . , xN}. Zudem bezeichne
h(t, x) = f(x) + tg(x)− y, x ∈ Ω

Damit ist h(0, xi) = f(xi)− y = 0 und Jh(0,·)(xi) = Jf (xi) 6= 0 für i = 1, . . . , N . Man erhält aus
dem Hauptsatz über implizite Funktionen die Existenz von disjunkten Umgebungen U(xi) und
stetigen Funktionen xi : (−δ1, δ1) → U(xi) mit h(t, xi(t)) = 0 für t ∈ (−δ1, δ1) und

f−1
t (y) ∩

N⋃
i=1

U(xi) = {x1(t), . . . , xn(t)}, |t| < δ1

Zudem können die Umgebungen U(xi) so klein gewählt werden, dass
sgn Jf (x) = sgnJf (xi), x ∈ U(xi), i = 1, . . . , N (3.2.6)

Man erhält desweiteren mit δ2 = d(y,f(Ω̄\
SN
i=1 U(xi)))

‖g‖∞

‖f(x) + t · g(x)− y‖ ≥ ‖f(x)− y‖ − |t|‖g‖∞ > 0

für alle x ∈ Ω \
⋃N
i=1 U(xi) und alle t ∈ (−δ2, δ2). Damit ist für δ0 = min{δ1, δ2}

f−1
t (y) = {x1(t), . . . , xn(t)}, |t| < δ0

Mit der o�ensichtlichen Stetigkeit von Jft(x) in (t, x) und (3.2.6) existiert aber ein 0 < δ ≤ δ0

mit

|Jft(x)− Jf0(x)| = |Jft(x)− Jf (x)| < min{|Jf (z)| : z ∈
N⋃
i=1

U(xi)}, (t, x) ∈ (−δ, δ)×
N⋃
i=1

U(xi)

und mit dieser Wahl von δ ist nun
sgn Jft(x

i(t)) = sgn Jf (xi(t)) = sgn Jf (xi), i = 1, . . . , N

Man erhält also insgesamt aus (3.2.1)

deg(ft,Ω, y) =
∑

x∈f−1
t (y)

sgn Jft(x) =
N∑
i=1

sgn Jft(x
i(t))

=
∑

x∈f−1(y)

sgn Jf (x) = deg(f,Ω, y), |t| < δ
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Für y ∈ CV (f) sei ỹ ∈ B ρ
3
(y) ein regulärer Wert, wobei ρ = d(y, f(∂Ω)). Mit den Ergebnissen

des vorigen Abschnitts ist damit deg(f,Ω, y) = deg(f,Ω, ỹ) und mit dem soeben betrachteten Fall
existiert ein δ̃ > 0, so dass deg(f,Ω, ỹ) = deg(f+t ·g,Ω, ỹ) für t ∈ (−δ̃, δ̃). Mit δ = min{δ̃, ρ

3‖g‖∞ }
ist

‖ỹ − ft(x)‖ ≥ ‖ỹ − f(x)‖ − |t|‖g(x)‖ ≥ ‖y − f(x)‖ − ‖ỹ − y‖ − |t|‖g(x)‖

≥ 2
3
ρ− |t|‖g‖∞ ≥ 1

3
ρ, (t, x) ∈ (−δ, δ)× ∂Ω

und folglich nach Wahl von ỹ
‖ỹ − y‖ < ρ

3
≤ d(ỹ, ft(∂Ω)), t ∈ (−δ, δ)

Damit ist aber mit den Ergebnissen des vorigen Abschnitts deg(f+t ·g,Ω, ỹ) = deg(f+t ·g,Ω, y)
und insgesamt deg(f,Ω, y) = deg(f + t · g,Ω, y) für t ∈ (−δ, δ).

Mit diesem Ergebnis kann abschlieÿend eine Fortsetung von (3.2.1) für alle f ∈ C(Ω̄,Rn) mit
y /∈ f(∂Ω) erhalten werden.
Es sei hierfür f ∈ C(Ω̄,Rn), y /∈ f(∂Ω) und α = d(y, f(∂Ω)). Es seien zudem g, g̃ ∈ C2(Ω,Rn) ∩
C(Ω̄,Rn) mit ‖g − f‖∞, ‖g̃ − f‖∞ < α. Man betrachte nun

h(t, x) = g(x) + t · (g̃(x)− g(x))

und unter Beachtung von y /∈ H([0, 1]× ∂Ω) nach Wahl von g und g̃
ϕ(t) = deg(h(t, ·),Ω, y), t ∈ [0, 1]

Für jedes fest gewähltes t0 ∈ [0, 1] erhält man mit h(t, ·) = h(t0, ·) + (t − t0)(g̃ − g) aus 3.2.5
die Konstanz von ϕ in einer Umgebung von t0. Damit ist aber ϕ stetig auf [0, 1] und folglich
konstant. Da demnach deg(g,Ω, y) = deg(g̃,Ω, y) kann nun deg(f,Ω, y) als der Abbildungsgrad
jeder solchen Funktion de�niert werden. Es ist hierbei zudem zu beachten, dass dies konsistent
mit der Eigenschaft (d3) ist.

3.2.4 Beweis des Hauptsatzes
Aus den Axiomen des Abbildungsgrades ist unmittelbar einzusehen, dass dieser, im Fall seiner
Existenz, mit der konstruierten Fortsetzung von (3.2.1) übereinstimmt. Folglich gibt es zunächst
höchstens einen Abbildungsgrad, der die Eigenschaften (d1)-(d3) erfüllt. Zudem ist damit bereits
erkannt wie sich im Fall der Existenz der Abbildungsgrad berechnet:

Es sei (f,Ω, y) ∈ M sowie g ∈ C2(Ω,Rn) ∩ C(Ω,Rn) mit ‖f − g‖∞ < d(y, f(∂Ω)) und ỹ

ein regulärer Wert von g mit ‖ỹ − y‖ < d(y, g(∂Ω)). Dann ist der Abbildungsgrad von (f,Ω, y)
gegeben durch

deg(f,Ω, y) = deg(g,Ω, ỹ) =
∑

x∈g−1(ỹ)

sgnJg(x)
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Natürlich kann g dabei auch direkt so gewählt werden, dass y bereits ein regulärer Wert von
g ist.

Um jetzt 3.1.2 zu beweisen genügt es für die gewonnene Fortsetzung von (3.2.1) die Eigen-
schaften (d1)-(d3) nachzuweisen:

(d1) Diese Eigenschaft ist mit (3.2.1) klar.
(d2) Es sei g ∈ C2(Ω,Rn) ∩ C(Ω,Rn) mit ‖f − g‖∞ < d(y, f(Ω \ (Ω1 ∪ Ω2))), so dass y ein

regulärer Wert von g ist. Wegen y /∈ g(Ω \ (Ω1 ∪ Ω2)) ist damit

deg(f,Ω, y) = deg(g,Ω, y)

deg(f,Ωi, y) = deg(g,Ωi, y), i = 1, 2

und es genügt die Aussage für g nachzuweisen. Hier ist sie aber wegen (3.2.1) o�ensichtlich.
(d3) Es sei zunächst H : [0, 1]×Ω → Rn eine Homotopie. Wegen der Kompaktheit von [0, 1]×Ω

ist diese gleichmäÿig stetig und damit ist auch die hiervon induzierte AbbildungH : [0, 1] →
C(Ω,Rn) ein stetiger Weg. Mit den Ausführungen nach 3.2.5 ist nun

deg(· ,Ω, y) : {f ∈ C(Ω,Rn) : y /∈ f(∂Ω)} → Z

lokal konstant und somit auf jeder Zusammenhangskomponente von

{f ∈ C(Ω,Rn) : y /∈ f(∂Ω)}

konstant. Mit dem Weg H : [0, 1] → {f ∈ C(Ω,Rn) : y /∈ f(∂Ω)} ⊂ C(Ω,Rn) ist aber
folglich deg(H(0),Ω, y) = deg(H(1),Ω, y).
Um nun die in (d3) angegebene allgemeine Homotopieinvarianz anzugeben erhält man
zunächst mit (3.2.1) die Translationsinvarianz

deg(f,Ω, y) = deg(f − y,Ω, 0), f ∈ {f ∈ C(Ω,Rn) : y /∈ f(∂Ω)}

Mit der bereits nachgewiesenen Homotopieinvarianz erhält man unter der Voraussetzung
y(t) /∈ H(t, ∂Ω) für t ∈ [0, 1]

deg(H(0),Ω, y(0)) = deg(H(t)− y(t),Ω, 0) = deg(H(1),Ω, y(1))

Damit ist abschlieÿend die Existenz und Eindeutigkeit des Abbildungsgrades nachgewiesen.
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Kapitel 4

Der Spektral�uss

Beginnend sollen einige motivierende Bemerkungen gemacht werden.
Es sei [a, b] 3 t → L(t) ∈ S(Rn) ein Weg symmetrischer Matrizen mit L(a), L(b) ∈ GL(n,R).
Nach [Ka95, Chapter II, Theorem 5.2] existieren nun n stetige Funktionen

λ1(t), . . . , λn(t) : [a, b] → R

so dass λ1(t), . . . , λn(t) für jedes t ∈ [a, b] die mit Vielfachheiten aufgelisteten Eigenwerte von
L(t) sind. Die grundlegende Idee des Spektral�usses ist die Zuweisung einer ganzen Zahl zu
jedem solchen Weg, mit der Aussagen zur Evolution des Spektrums σ(L(t)) entlang des Weges L
gemacht werden können. Wie bei der Betrachtung von Nullstellen stetiger Funktionen durch den
Brouwerschen Abbildungsgrad ist auch hier unmittelbar einzusehen, dass mittels einer ganzen
Zahl nicht sonderlich viele Informationen wiedergegeben werden können. Eine durchaus sinnvolle
De�nition ist

sf(L, [a, b]) = |{i ∈ {1, . . . , n} : λi(a) < 0, λi(b) > 0}| − |{i ∈ {1, . . . , n} : λi(a) > 0, λi(b) < 0}|

mit der angegeben wird wie viele positive Eigenwerte L(a) e�ektiv bei Durchlaufen des Weges
hinzugewinnt. Man vergleiche hierzu Abbildung 4.1.

Mittels der oben zitierten Darstellung des Spektrums entlang eines Weges als Menge stetiger
Funktionen erhält man unmittelbar die folgenden Eigenschaften.

1. Für zwei Wege L1 : [a, b] → S(Rn), L2 : [b, c] → S(Rn) mit invertierbaren Endpunkten und
L1(b) = L2(b) ist

sf(L1 ∗ L2, [a, c]) = sf(L1, [a, b]) + sf(L2, [b, c])

2. Für eine Homotopie H : [0, 1] × [a, b] → S(Rn) mit H(t, a),H(t, b) ∈ GL(n,R) für alle
t ∈ [0, 1] ist sf(H(t, · ), [a, b]) unabhängig von t ∈ [0, 1].
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Abbildung 4.1: Darstellung der Eigenwerte eines Weges L : [0, 1] → S(R3) mit sf(L) = 0. An den
Nullstellen der Eigenwerte ist der Beitrag zum Spektral�uss angegeben.

Die Idee des hier zu präsentierenden Spektral�usses ist diese elementare De�nition in geeigne-
ter Weise auf selbstadjungierte Operatoren reeller Hilberträume zu übertragen. Um überhaupt
brauchbare Aussagen zu Vorzeichenwechseln von Eigenwerten tre�en zu können ist sicher zu
fordern, dass in einer Umgebung von 0 das Spektrum der betrachteten Operatoren lediglich aus
isolierten Eigenwerten endlicher Vielfachheit besteht. Damit ist nun die Betrachtung des Raumes
der selbstadjungierten Fredholmoperatoren für weitere Überlegungen naheliegend.
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4.1 Die Theoreme von Kuiper, Milnor und Palais

Für spätere Überlegungen sollen zunächst drei fundamentale Resultate genannt werden, die Aus-
sagen zur Topolgie von Operatorräumen machen oder als solche Anwendung �nden werden.

Das Theorem von Milnor
Es bezeichne W die Klasse aller Räume die den Homotopietyp eines CW-Komplexes haben. In
[Mi57] werden Eigenschaften topologischer Räume de�niert, deren Vorliegen bereits zur Zuge-
hörigkeit zu W führt. Um eines dieser Resultate angeben zu können wird zunächst die folgende
De�nition benötigt.

4.1.1 De�nition. Ein topologischer Raum X heiÿe gleichgradig lokalkonvex, falls eine Um-
gebung U der Diagonale in X ×X und eine Abbildung λ : U × [0, 1] → X existiert, so dass

1. λ(x, y, 0) = x, λ(x, y, 1) = y für alle (x, y) ∈ U und λ(x, x, t) = x für alle x ∈ X, t ∈ [0, 1].

2. Es existiert eine o�ene Überdeckung {Vα}α∈I von X, so dass

Vα × Vα ⊂ U und λ(Vα × Vα × [0, 1]) = Vα

Wie bereits eingangs erwähnt ist eine der bedeutenden Aussagen der Arbeit Milnors ([Mi57,
Lemma 4])

4.1.2 Satz. Jeder parakompakte gleichgradig lokalkonvexe topologische Raum gehört zur Klasse

W.

In [AS69, S. 13] wird erwähnt, dass damit insbesondere jede o�ene Teilmenge eines Banach-
raums W angehört. Im folgenden Resultat wird diese später benötigte Aussage nun in etwas
allgemeinerer Form nachgewiesen.

4.1.3 Folgerung. Jede o�ene Teilmenge eines normierten linearen Raumes gehört zur Klasse

W.

Beweis. Es sei X ein normierter linearer Raum und A ⊂ X o�en. A ist als metrischer Raum
bekanntlich parakompakt. Man de�niere

Vx = Bd(X\A,x)(x) ⊂ A, x ∈ A

U = {(x, y) ∈ A×A : ∃B ⊂ A,B Ball mit x, y ∈ B} ⊂ A×A

Dann ist {Vx}x∈A eine o�ene Überdeckung von A und U eine o�ene Umgebung der Diagonalen
in A×A. Desweiteren de�niere man eine Abbildung λ : U × I → A durch

λ(x, y, t) = (1− t)pr1(x, y) + t· pr2(x, y) = (1− t)x+ ty

53



Diese Abbildung ist wohlde�niert, da für (x, y) ∈ U

λ(x, y, t) = (1− t)x+ ty ∈ B ⊂ A, für alle t ∈ [0, 1]

also λ(U × I) ⊂ A. O�enbar ist λ(x, y, 0) = x, λ(x, y, 1) = y, ∀(x, y) ∈ U und λ(x, x, t) = x für
alle x ∈ A, t ∈ [0, 1].
Für (y1, y2) ∈ Vx × Vx ist y1, y2 ∈ Vx = Bd(X\A,x)(x) und folglich Vx × Vx ⊂ U .
Die Inklusion Vx ⊂ λ(Vx × Vx × I) ist o�ensichtlich. Andererseits ist für (y1, y2, t) ∈ Vx × Vx × I
stets

λ(y1, y2, t) = (1− t)y1 + ty2 ∈ Vx = Bd(X\A,x)(x)

Damit sind aber alle Voraussetzungen des obigen Resultates von Milnor nachgewiesen und die
Aussage gezeigt.

Trivialerweise gehört damit insbesondere auch jeder zu einer o�enen Teilmenge eines nor-
mierten linearen Raumes homotopieäquivalente Raum zur Klasse W.
Es sei daran erinnert, dass für punktierte topologische Räume (X,x0), (Y, y0) eine stetige Ab-
bildung f : (X,x0) → (Y, y0) eine schwache Homotopieäquivalenz genannt wird, falls alle
induzierten Abbildungen

f∗ : πn(X,x0) → πn(Y, y0), n ∈ N ∪ {0}

bijektiv sind. Das folgende Resultat ist durchaus bekannt.

4.1.4 Satz (Whitehead). Für zur KlasseW gehörende topologische Räume X,Y ist jede schwa-

che Homotopieäquivalenz f : (X,x0) → (Y, y0) bereits eine Homotopieäquivalenz.

Das Theorem von Palais
Es sei H ein separabler Hilbertraum, der hier lediglich zur Vereinfachung der Schreibweise als
komplex vorausgesetzt sei. Desweiteren sei {en}n∈N eine Orthonormalbasis von H und Hn =
span{e1, . . . , en}. Es bezeichne

L(Hn) = {A ∈ L(H) : A(Hn) ⊂ Hn, A(H⊥
n ) = 0}

und

U(n) = {id+ U ∈ U(H) : U ∈ L(Hn)}

Hiermit sei

U(∞) = lim
n→∞

U(n)
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Insbesondere trage also U(∞) die schwache Topologie. Auÿerdem bezeichne

UK = {id+K ∈ U(H) : K ∈ K(H)}

Das folgende Resultat entstammt der Arbeit [Pa65] und ist dort in allgemeinerem Kontext be-
wiesen.
4.1.5 Satz. Die Inklusionsabbildung

j : U(∞) → UK(H)

ist eine Homotopieäquivalenz.

Die hier gegebene De�niton von U(n) als Unterraum der unitären Operatoren U(H) eines
separablen Hilbertraums mit der durch die Operatornorm gegebenen Topologie ist o�ensichtlich
homöomorph zu der, auf gewöhnlichem Wege de�nierten, Gruppe der unitären Matrizen. Hier-
mit sind aber wegen des Bottschen Periodizitätssatzes auch sämtliche Homotopiegruppen dieses
Raumes bekannt und man erhält als unmittelbare Konsequenz des obigen Theorems

4.1.6 Folgerung. πk(UK) ∼=

0 k gerade

Z k ungerade

Das Theorem von Kuiper
Die Darstellungen der letztgenannten Aussagen waren jeweils Folgerungen aus Theoremen, die
so abstrakt sind, dass es an dieser Stelle unangemessen wäre sämtliche hiermit verbundenen
De�nitionen und Vorbereitungen zu erläutern. Die Aussage des Theorems von Kuiper ist hingegen
wesentlich prägnanter.
4.1.7 Satz (Kuipers Theorem,[Kui65]). Es sei H ein unendlichdimensionaler reeller oder

komplexer separabler Hilbertraum. Dann ist die Gruppe der topologischen Isomorphismen GL(H) ⊂
L(H) auf einen Punkt kontrahierbar.

Da bekanntlich mittels der Homotopie

H : I ×GL(H) → GL(H), (t, A) 7→ A((1− t)(A∗A)−
1
2 + tid) (4.1.1)

die Isometrien eines Hilbertraumes stets ein Deformationsretrakt von GL(H) sind, erhält man
aus Kuipers Theorem das folgende Resultat.
4.1.8 Folgerung. Für einen reellen separablen Hilbertraum H ist die orthogonale Gruppe O(H),
für einen komplexen separablen Hilbertraum H die unitäre Gruppe U(H) auf einen Punkt kon-

trahierbar.
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4.2 Topologie von F̂

Wie bereits in der eingangs gemachten Motivation erwähnt, werden zur De�nition des Spektrall-
�usses selbstadjungierte Fredholmoperatoren verwendet. Obwohl es für die üblichen De�nitionen
des Spektralfuss nicht benötigt wird, soll in diesem Abschnitt die Topologie des Raumes der
selbstadjungierten Fredholmoperatoren näher betrachtet werden. Diese Überlegungen werden
insbesondere im vierten Teil der Arbeit benötigt. Die präsentierten Resultate sind weitesgehend
an [AS69] und [BW85] orientiert.

4.2.1 Die Unterräume F̂+, F̂−, F̂∗ ⊂ F̂

4.2.1 De�nition. Für einen reellen oder komplexen Hilbertraum H de�niert man die folgenden
Teilmengen von F̂ = F̂(H):

F̂+ = {T ∈ F̂ : σess(T ) ⊂ R+}

F̂− = {T ∈ F̂ : σess(T ) ⊂ R−}

F̂∗ = F̂ \ (F̂+ ∪ F̂−)

Die Elemente aus F̂± werden essentiell positiv beziehungsweise essentiell negativ genannt.
Operatoren aus F̂∗ werden als total inde�nit bezeichnet.
4.2.2 Lemma. T ∈ F̂± ⇐⇒ es existiert ein K ∈ KS(H), so dass T −K positiv de�nit/ negativ

de�nit.

Beweis. Für K ∈ KS(H) mit σ(T −K) ⊂ (c,∞) und c > 0 ist

σess(T ) = σess(T −K) ⊂ σ(T −K) ⊂ (c,∞)

Ist umgekehrt σess(T ) ∈ (0,∞), so existiert ein ε > 0 mit ε ∈ ρ(T ), so dass σ(T )∩(−∞, ε) nur aus
Eigenwerten endlicher Vielfachheit besteht. Damit ist aber insbesondere E(−∞,ε)(T ) ∈ KS(H).
Zudem ist mit der O�enheit der Resolvente die Einschränkung der Funktion

f(t) =

t+m, t ∈ (−∞, ε)

t, t ∈ [ε,∞)

auf σ(T ) für jedes m ∈ R stetig und es ist f(T ) = T +mE(−∞,ε)(T ). Wegen des Spektralabbil-
dungssatzes ist nun σ(T +mE(−∞,ε)(T )) ∈ (0,∞) falls nur m > | inf σ(T )|.

O�enbar sind die eben de�nierten Teilmengen von F̂∗ disjunkt.
4.2.3 Lemma. F̂+, F̂−, F̂∗ ⊂ F̂ sind o�en und abgeschlossen.

Beweis. Wegen der Disjunktheit der Mengen und F̂ = F̂− ∪ F̂+ ∪ F̂∗ genügt es die O�enheit
zu beweisen. Diese Aussage wird hier nur im Fall F̂∗ gezeigt, die Beweise der anderen beiden
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Aussagen sind damit o�ensichtlich.
Es sei nun A ∈ F̂∗(H) und ε > 0, so dass σ(A) ∩ (−ε, ε) ⊂ {0}. Zudem sei

Ω = (−∞,−ε
2
) ∪ (−ε

3
,
ε

3
) ∪ (

ε

2
,∞)

Mit 1.2.14 existiert ein δ > 0, so dass σ(B) ⊂ Ω für alle B ∈ F̂(H) mit ‖A − B‖ < δ. Hier-
mit sind aber auf der Menge aller B ∈ F̂∗(H) mit ‖A − B‖ < δ die Orthogonalprojektoren
E(−∞,− ε

2 ](· ), E[ ε2 ,∞)(· ) stetig und folglich ist nach eventueller Verkleinerung von δ

‖E[ ε2 ,∞)(B)− E[ ε2 ,∞)(A)‖, ‖E(−∞,− ε
2 ](B)− E(−∞,− ε

2 ](A)‖ < 1

für alle B ∈ F̂∗(H) mit ‖A−B‖ < δ. Mit 1.2.13 ist nun rk(E(−∞,− ε
2 ](B)) = rk(E[ ε2 ,∞)) = ∞ und

damit wegen der Kompaktheit des Spektrums B ∈ F̂∗(H) für alle B ∈ F̂ mit ‖B −A‖ < δ.

Das weitere Ziel ist zu beweisen, dass diese Mengen tatsächlich die Zusammenhangskompo-
nenten von F̂ sind und zudem ein besseres Verständnis ihrer Topologie zu erlangen. Das folgende
Resultat liefert nun eine erste Teilantwort hierzu.

4.2.4 Lemma. F̂+ ' {id}, F̂− ' {−id}

Beweis. Mit den Homotopien

H : I × F̂+ → F̂+, H(t, T ) = (1− t)T + t · id

H : I × F̂− → F̂−, H(t, T ) = (1− t)T − t · id

folgt die Behauptung unmittelbar aus 2.3.6.

4.2.2 Zur Topologie von F̂∗
Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, dass F̂+ und F̂− topologisch triviale Zusammenhangskom-
ponenten von F̂ sind. Der Nachweis des Zusammenhangs und ähnlich präziser Aussagen zur
Topologie des Komplements F̂∗ ist deutlich komplizierter und wird auch im Verlauf dieses Ab-
schnitts nur teilweise gegeben.

Homotopieäquivalenz F̂∗ ' F̂∗

4.2.5 Lemma. Die Abbbildung

F̂∗ 3 A 7→ inf |σess(A)| = inf{|λ| : λ ∈ σess(A)} ∈ (0,∞)

ist stetig.
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Beweis. Es bezeichne p : L(H) → C(H) die Projektion auf die Calkin-Algebra. Mit der Existenz
eines ε > 0, so dass σess(A) ∩ (−ε, ε) = ∅ erhält man

inf |σess(A)| = inf |σ(p(A))| = 1
sup 1

|σ(p(A))|
=

1
sup |σ(p(A)−1)|

= ‖p(A)−1‖−1

Hierbei wurde im letzten Schritt ausgenutzt, dass für A ∈ S(H) stets p(A) ein selbstadjungiertes
Element in der reellen bzw. komplexen C∗-Algebra C ist. Wegen der Stetigkeit von Inversion und
Norm in Banachalgebren lässt diese Aussage aber keinen Zweifel mehr an der oben behaupteten
Stetigkeit.

Unter Verwendung des soeben gezeigten Resultats erhält man nun eine Homotopie
H : I × F̂∗ → F̂∗, H(t, T ) = ((1− t) + t inf |σess(T )|)−1T

Damit ist σess(H(1, T )) ∩ (−1, 1) = ∅ und 1 ∈ |σess(H(1, T ))| für alle T ∈ F̂∗.

Man betrachte nun die von der Deformationsretraktion H : I × R → R mit

H(t, x) =


(1− t)x− t, x ∈ (−∞,−1)

x, x ∈ [−1, 1]

(1− t)x+ t, x ∈ (1,∞)

induzierte Homotopie H : I × F̂∗ → F̂∗.
Die Hintereinanderausführung obiger Homotopien induziert nun eine Deformationsretraktion H :
I × F̂∗ → F̂∗ auf den abgeschlossenen Unterraum

F̂∗ = {A ∈ F̂∗ : ‖A‖ = 1, σess(A) = {−1, 1}} ⊂ F̂∗

Intermezzo: Unterräume von F̂∗ und UK(H)

Im Folgenden sei H für Aussagen zu F̂ ein komplexer oder reeller Hilbertraum, bei Aussagen zu
U(H) sei stets H als komplexer Hilbertraum vorausgesetzt.
Es sei für n ∈ N ∪ {0}

F̂(m) = {A ∈ F̂∗ : σ(A) ∩ (−1, 1) = {λ1, . . . , λk}, k ≤ m}

Ũ(n) = {U ∈ U(H) : rk(id− U) ≤ n}

wobei die Eigenwerte in der De�nition von F̂(m) mit Vielfachheiten gezählt werden. Desweiteren
betrachte man die Räume

F̂(∞) =
∞⋃
n=0

F̂(n) ⊂ F̂∗, Ũ(∞) =
∞⋃
n=0

Ũ(n) ⊂ U(H)

Für fest gewählte Operatoren A ∈ F̂(∞), B ∈ Ũ(∞) können nun folgende Homotopien de�-
niert werden.
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• Es sei σ(A) ∩ (−1, 1) = {λ1, . . . , λm} und ε > 0, so dass

−1 + ε ≤ λ1 ≤ . . . ≤ λm ≤ 1− ε

Man wähle eine Deformationsretraktion h : I× [−1, 1] → [−1, 1], die [−1,−1+ ε
2 ] auf {−1},

[1− ε
2 , 1] auf {1} abbildet und auf [−1 + ε, 1− ε] die Identität ist. Diese induziert nun eine

Homotopie

h : I × F̂∗ → F̂∗ mit h(t, A) = A für alle t ∈ [0, 1]

• Die Homotopie h : I× [−1, 1] → [−1, 1] induziert auÿerdem eine Homotopie h̃ : I×S1 → S1

mit h̃(t, eiπθ) = −eiπh(t,θ). Bei entsprechender Wahl von ε > 0 kann zudem erreicht werden,
dass h̃(t, · ) = id auf σ(B) für alle t ∈ [0, 1]. Hieraus erhält man eine Homotopie

h̃ : I × UK → UK mit h(t, B) = B für alle t ∈ [0, 1]

4.2.6 Satz. Es seien A ∈ F̂(∞) und B ∈ Ũ(∞). Dann gilt

• Für jedes kompakte X ⊂ F̂∗ existiert ein n ∈ N, so dass h1(X) ⊂ F̂(n).

• Für jedes kompakte X ⊂ UK existiert ein n ∈ N, so dass h̃1(X) ⊂ Ũ(n)

Beweis. Es sei T ∈ F̂∗ und a > 0 mit ε < a < 1 und a,−a ∈ ρ(T ) gewählt. Wegen der O�enheit
von ρ(T ) existiert eine Umgebung Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3 ⊂ R von σ(T ) bestehend aus disjunkten
o�enen Mengen mit 1 ∈ Ω1, Ω2 ⊂ [−a, a] und −1 ∈ Ω3. Wegen 1.2.14 existiert ein δ > 0, so
dass für alle A ∈ F̂∗ mit ‖A− T‖ < δ stets σ(A) ⊂ Ω. Auf dieser Menge ist aber die Abbildung
T 7→ E[−a,a](T ) stetig, und nach eventueller Verkleinerung von δ besteht unter Verwendung
von 1.2.13 eine o�ene Umgebung UT von T , so dass rk(E[−a,a](T )) = rk(E[−a,a](S)) für alle
S ∈ UT . Nach Wahl von a ist damit h1(A) ∈ F̂(rk(E[−a,a](T ))) für alle A ∈ UT . Ist nun X ⊂ F̂∗

kompakt, so besteht eine endliche ÜberdeckungX =
⋃n
i=1 Ui aus solchen Mengen und man erhält

die gewünschte Behauptung aus

h1(X) =
n⋃
i=1

h1(Ui)

Im Fall von h̃ verläuft die Argumentation ganz analog.

4.2.7 Folgerung. Für jedes k ∈ N∪{0} und jede Wahl von Basispunkten A ∈ F̂(∞), B ∈ Ũ(∞)
sind die von der Inklusion induzierten Abbildungen

ι∗ : πk(F̂(∞), A) → πk(F̂∗, A)

ι∗ : πk(Ũ(∞), B) → πk(UK, B)

bijektiv.
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Beweis. Der Beweis dieser Aussagen benötigt lediglich die Eigenschaften der Homotopien aus
4.2.6 und keine speziellen Eigenschaften der Räume. Daher ist es ausreichend den Beweis für F̂∗
zu geben.
Es sei h : I × F̂∗ → F̂∗ die oben beschriebene Homotopie.
Ist zunächst g : (Sk, ∗) → (F̂∗, A), so ist wegen der Kompaktheit von g(Sk)

H : I × Sk → F̂∗, H(t, z) = h(t, g(z))

eine Homotopie mit H(t, ∗) = h(t, A) = A für alle t ∈ [0, 1] und H(1, z) ∈ F̂(∞) für alle z ∈ Sk.
Damit ist die Abbildung surjektiv.
Sind g1, g2; (Sk, ∗) → (F̂(∞), A) mit ι◦g1 ' ι◦g2 und H : I×Sk → F̂∗ eine basispunkterhaltene
Homotopie zwischen diesen Abbildungen, so istH(I×Sk) ⊂ F̂∗ kompakt und folglich ist h1(H(I×
Sk)) ⊂ F̂(n) ⊂ F̂(∞) für ein n ∈ N. Damit ist aber h1 ◦H : I×Sk → F̂(∞) eine Homotopie mit
h1(H(t, ∗)) = A für alle t ∈ [0, 1] und (h1 ◦H)(0, · ) = (h1 ◦ g1) und (h1 ◦H)(1, · ) = (h1 ◦ g2). Da
aber ht(F̂(∞)) ⊂ F̂(∞) mit ht(A) = A für alle t ∈ I ist folglich auch [g1] = [g2] ∈ π1(F̂(∞), A)
und die Abbildung injektiv.
4.2.8 Bemerkung. Aus 4.1.5 erhält man hiermit unmittelbar ein kommutatives Diagramm von
Isomorphismen

πk(Ũ(∞))
ι∗ // πk(UK)

πk(U(∞))

ι∗

OO

j∗

99rrrrrrrrrr

wobei ι jeweils die kanonische Einbettung bezeichne. Damit ist insbesondere mit 4.1.6

πk(Ũ(∞)) ∼=

0 k gerade
Z k ungerade

Für die Räume F̂+ und F̂− bilden die Operatoren id und −id jeweils kanonische Basispunk-
te, im Fall des Raumes F̂∗ existiert jedoch kein einzelner dermaÿen ausgezeichneter Operator.
Stattdessen liefert aber der Raum

J = {2P − id ∈ L(H) : P Orthogonalprojektion ,dim kerP = dim imP = ∞}

eine ganze Menge von Operatoren, die in gewisser Weise die einfachsten Operatoren dieses Raum-
es darstellen. Dieser Raum wird daher im Folgenden auch als Raum der Basispunkte von F̂∗
bezeichnet. Unter Verwendung des Funktionalkalküls ist unmittelbar einzusehen, dass J = F̂(0).
Zudem erhält man aus dem Spektralsatz für kompakte normale Operatoren Ũ(0) = {id}.
4.2.9 Folgerung. Für jede Wahl des Basispunktes A ∈ J sind die von den Inklusionen indu-

zierten Abbildungen

lim
n→∞

πk(F̂(n), A) → πk(F̂(∞), A), k ≥ 0

lim
n→∞

πk(Ũ(n), id) → πk(Ũ(∞), id), k ≥ 0
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bijektiv.

Beweis. Wie im Beweis von 4.2.7 genügt es wieder den Beweis im Fall F̂(∞) zu führen. Es
bezeichne nun jmn : F̂(n) ↪→ F̂(n) und ιn : F̂(n) ↪→ F̂(∞) die kanonischen Inklusionen.
Ist g : (Sk, ∗) → (F̂(∞), A) gegeben, so ist g(Sk) ⊂ F̂(∞) kompakt und folglich existiert ein
n ∈ N, so dass h1(g(Sk)) ⊂ F̂(n). Wegen ht(g(∗)) = A für alle t ∈ [0, 1] ist zudem [g] =
[h1 ◦ g] ∈ πk(F̂(∞), A). Damit wird aber o�enbar [h1 ◦ g] ∈ limn→∞ πk(F̂(n), A) durch die von
der Inklusion induzierte Abbildung auf [g] abgebildet und somit ist diese surjektiv.
Es sei nun g1 : (Sk, ∗) → (F̂(n), A), g2 : (Sk, ∗) → (F̂(m), A) mit ιn◦g1 ' ιm◦g2 und es bezeichne
H : I × Sk → F̂(∞) eine Homotopie zwischen diesen Abbildungen. Da aber H(I × Sk) ⊂ F̂(∞)
kompakt ist, erhält man die Existenz eines k ∈ N mit h1(H(I × Sk)) ⊂ F̂(k). Damit ist aber
o�enbar (jkn)∗[g1] = (jkm)∗[g2] und folglich [g1] = [g2] ∈ limn→∞ πk(F̂(n), A).

Berechnung von πk(F̂(∞)) im komplexen Fall
Dieser Abschnitt ist gänzlich der Berechnung von πk(F̂(∞)) gewidmet. Hierbei sei zunächst stets
H ein komplexer Hilbertraum. Zum reellen Fall ist am Ende des Abschnittes eine Bemerkung zu
�nden.

Die folgende allgemeine Aussage zu unitären Operatoren wird in den weiteren Argumenta-
tionen mehrfach benötigt und soll daher als Lemma genannt werden.
4.2.10 Lemma. Es sei U ∈ U(H) mit σess(U) = {1}. Dann ist U = id+K mit einem normalen

Operator K ∈ K(H).

Beweis. Zunächst ist U − id normal mit σess(U − id) = 0. Es bezeichne p : H → C die Projektion
auf die Calkin-Algebra von H und r : C → R den Spektralradius. Da p(U − id) ∈ C normal ist,
erhält man1

‖p(U − id)‖C = r(p(U − id)) = 0

und folglich ist U − id ∈ K(H). Damit ist alles gezeigt.
4.2.11 Folgerung. exp(πi(F̂∗ + id)) ⊂ UK(H)

Beweis. Für A ∈ F̂∗ ist B = exp(πi(A + id)) ∈ U(H) und wegen des Spektralabbildungssatzes
σess(B) = {1}. Die Behauptung folgt aus 4.2.10.

Mit dem Funktionalkalkül für komplexe selbstadjungierte Operatoren besitzt jedes T ∈ F̂(n)
eine Darstellung

T = P+ − P− +
n∑
i=1

λiPi

1Die Gleichheit von Norm und Spektralradius für normale Elemente unitaler C∗-Algebren ist eine durchaus

bekannte Tatsache. Man �ndet sie beispielsweise in [Wer05, Lemma IX.3.3]
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wobei P+ = E{1}(T ), P− = E{−1}(T ) und Pi = E{λi}(T ) die Spektralprojektoren und {λ1, . . . , λn}
die mit Vielfachheiten aufgezählten Eigenwerte von T in (−1, 1) sind. Mit dieser Darstellung ist

exp(iπ(T + id)) = exp

(
iπ(P+ − P− +

n∑
i=1

λiPi + id)

)

= exp

(
iπ(−P+ − P− −

n∑
i=1

Pi + id+ 2P+ +
n∑
i=1

(1 + λi)Pi

)

= exp

(
iπ(2P+ +

n∑
i=1

(1 + λi)Pi

)
= exp(2πiP+) exp

(
iπ

n∑
i=1

(1 + λi)Pi

)

= (id+ P+(e2πi − 1)) exp

(
iπ

n∑
i=1

(1 + λi)Pi

)
= exp

(
iπ

n∑
i=1

(1 + λi)Pi

)

=
n∏
i=1

exp(πi(1 + λi)Pi) =
n∏
i=1

(
id+ Pi

∞∑
n=1

(πi(1 + λi))n

n!

)

=
n∏
i=1

id+ Pi(eπi(1+λi) − 1) =
n∏
i=1

P+ + P− +
n∑

k=1,k 6=i

Pk + eπi(1+λi)Pi


= P+ + P− +

n∑
i=1

eπi(1+λi)Pi = P+ + P− −
n∑
i=1

eπiλiPi

Folglich ist mit V = im(E{1}(T ))⊕ im(E{−1}(T ))

exp(πi(T + id)) =

id auf V
−
∑n
i=1 e

πiλiPi auf V ⊥
∈ Ũ(n) ⊂ Ũ(∞) (4.2.1)

und man erhält das Resultat

exp(πi(F̂(n) + id)) ⊂ Ũ(n), n ∈ N ∪ {0}

womit o�enbar ebenfalls

exp(πi(F̂(∞) + id)) ⊂ Ũ(∞)

Damit besteht aber ein kommutatives Diagramm

F̂(n) //

��

F̂(∞) //

��

F̂∗

��
Ũ(n) // Ũ(∞) // UK

in dem die vertikalen Abbildungen durch exp(πi(·+id)) und die horizontalen Abbildungen durch
die Inklusionen gegeben sind.
Das Ziel dieses Abschnittes ist nun der Beweis der folgenden zentralen Aussage aus [AS69]:
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4.2.12 Satz (Atiyah,Singer '69). Die von der Abbildung

exp(πi(·+ id)) : F̂(∞) → Ũ(∞)

induzierten Abbildungen

exp(iπ(·+id))∗ : πk(F̂(∞), J) → π1(Ũ(∞), id)

sind für jedes J ∈ J und jedes k ∈ N ∪ {0} bijektiv.

Mit dem kommutatives Diagramm

limπk(F̂(n), J)
∼= //

exp(iπ(·+id))∗
��

πk(F̂(∞), J)

exp(iπ(·+id))∗
��

limπk(Ũ(n), id)
∼= // πk(Ũ(∞), id)

genügt es unter Verwendung der Eigenschaften des direkten Limes (vgl. [Swi02, Corollary 7.49])
zu zeigen, dass für jedes n ∈ N ∪ {0}

exp(πi(·+id)) : F̂(n) → Ũ(n)

eine Homotopieäquivalenz ist. Diese Aussage soll nun mittels einer Induktion nachgewiesen wer-
den.
Man betrachte hierzu die Räume

C(n) = {F ∈ F̂(∞) : σ(F ) ∩ (−1, 1) = {λ1, . . . , λn}} = F̂(n) \ F̂(n− 1)

D(n) = {U ∈ Ũ(n) : rk(id− U) = n} = Ũ(n) \ Ũ(n− 1), n ∈ N

wobei in der De�niton von C(n) die Eigenwerte mit Vielfachheiten gezählt werden. Mit den
obigen Überlegungen und des Spektralsatzes für kompakte normale Operatoren ist zunächst
exp(iπ(C(n) + id)) = D(n). Das folgende Resultat wird später im Induktionsschritt benötigt.
4.2.13 Lemma. Die Abbildung exp(iπ(· + id)) : C(n) → D(n) ist ein Faserbündel mit kontra-

hierbarer Faser.

Beweis. Zur besseren Lesbarkeit ist der Beweis in mehrere Teile gegliedert.

1. Schritt Zunächst soll gezeigt werden, dass durch

{ker(id−A)}A∈D(n), {ker(id−A)⊥}A∈D(n)

ein Unterbündel des trivialen Bündels D(n)×H und ein n-dimensionales Vektorbündel gegeben
sind. Man benötigt hierfür zunächst folgendes Resultat:
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4.2.14 Lemma. Es sei A0 ∈ D(n) beliebig gewählt. Dann existiert eine Umgebung U ⊂ L(H)
von A0, so dass

ker(id−A) ∩ ker(id−A0)⊥ = {0} für alle A ∈ U

Beweis. Man beachte, dass mit A0 ∈ U(H) der Operator id − A0 stets normal ist. Es sei V =
ker(id−A0)⊥ = im(id−A0), W = ker(id−A0) und man betrachte für S ∈ L(H) die Abbildung

ϕS : V ⊕W → H, ϕS(v ⊕ w) = (id− S)(v) + w

Nun ist die Abbildung ϕA0 ∈ L(V⊕W,H) o�enbar stetig und mitH = ker(id−A0)⊥⊕ker(id−A0)
erhält man unmittelbar die Bijektivität von ϕA0 , womit diese Abbildung wegen des Prinzips der
o�enen Abbildung ein topologischer Isomorphismus ist. Da aber GL(V ⊕W,H) ⊂ L(V ⊕W,H)
o�en ist, existiert eine o�ene Umgebung von ϕA0 in GL(V ⊕W,H). Da

ϕ : L(H) → L(V ⊕W,H), S 7→ ϕS

ebenfalls stetig ist, kann nun U als das Urbild dieser Umgebung gesetzt werden. Damit ist
ϕ(U) ⊂ GL(V ⊕W,H).
Wäre 0 6= v ∈ ker(id − A) ∩ ker(id − A0)⊥ für ein A ∈ U , so wäre ϕA(v, 0) = 0 und folglich
ϕA /∈ GL(V ⊕W,H).

Mit diesem Resultat können Trivialisierungen für die Bündel angegeben werden. Ist A0 ∈
D(n), so wähle man eine Umgebung U von A0 in D(n) wie im Lemma. Ist nun P1 ∈ L(H) die Or-
thogonalprojektion auf ker(id−A0) und P2 ∈ L(H) die Orthogonalprojektion auf ker(id−A0)⊥

bezüglich der Zerlegung H = ker(id − A0) ⊕ ker(id − A0)⊥, so sind deren Einschränkungen
P1 |ker(id−A), P2 |ker(id−A)⊥ nach De�nition von U bijektiv und somit wegen des Prinzips der
o�enen Abbildung für jedes A ∈ U topologische Isomorphismen. Hieraus erhält man nun Trivia-
lisierungen

π−1
1 (U) 3 (A, x) 7→ (A,P1 |ker(id−A) x) ∈ H × ker(id−A0)

π−1
2 (U) 3 (A, x) 7→ (A,P2 |ker(id−A)⊥ x) ∈ H × ker(id−A0)⊥

mit denen sich wie eingangs behauptet {ker(id − A)}A∈D(n) und {ker(id − A)⊥}A∈D(n) als
Vektorbündel erweisen.
Aus den gefundenen Trivialisierungen erhält man durch

π−1
1 (U) 3 (A, x) 7→ (A, (P1 |ker(id−A) (P1 |ker(id−A))∗)−

1
2P1 |ker(id−A) x) ∈ H × ker(id−A0)

π−1
2 (U) 3 (A, x) 7→ (A, (P2 |ker(id−A)⊥ (P2 |ker(id−A)⊥)∗)−

1
2P2 |ker(id−A)⊥ x) ∈ H × ker(id−A0)⊥

faserweise unitäre Trivialisierungen, die im Folgenden benötigt werden.
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2. Schritt Unter Verwendung der faserweise unitären Trivialisierungen aus dem 1. Schritt soll
nun gezeigt werden, dass exp(iπ(· + id)) : C(n) → D(n) ein Faserbündel de�niert. Hierzu soll
zunächst die Standardfaser festgelegt werden.
Für exp(iπ(T + id)) ∈ D(n) mit T ∈ C(n) ist mit (4.2.1) und den dort gewählten Bezeichnungen

exp(iπ(T + id)) =

id auf V
−
∑n
i=1 e

iπλiPi auf V ⊥

und folglich ist jedes A ∈ C(n) im Urbild von der Form

A = P+ − P− +
n∑
i=1

λiPi

wobei P+ + P− |V = idV , dim(ker(P+)) = dim(ker(P−)) = ∞ und

V = {u ∈ H : exp(iπ(T + id))u = u}

Insbesondere erhält man aus dem Spektralsatz für normale kompakte Operatoren unmittelbar
die Surjektivität der betrachteten Abbildung. Die Standardfaser sei nun durch

J (V ) = {2P − id ∈ L(V ) : P Orthogonalprojektion ,dim ker(P ) = dim im(P ) = ∞}

festgelegt, wobei bis auf Homöomorphie natürlich V durch jeden anderen separablen Hilbertraum
ersetzt werden kann. Damit ist insbesondere J (V ) ≈ J .
Ist nun Ω ⊂ D(n) o�en, so dass π1 |Ω, π2 |Ω trivial sind, so ist auch das Bündel

π1 ⊕ π2 : {ker(id−A)⊕ ker(id−A)⊥}A∈D(n) → D(n)

über Ω trivial und man hat Trivialisierungen

U ′ : (π1 ⊕ π2)−1(Ω) → Ω× (ker(id−A0)⊕ ker(id−A0)⊥) = Ω×H

die faserweise unitär sind. Hieraus erhält man eine Trivialisierung für exp(iπ(· + id)) über Ω
durch

T 7→ (exp(πi(T + id)), U ′exp(πi(T+id))T (U ′exp(πi(T+id)))
∗ |ker(id−A0)) ∈ Ω× J (ker(id−A0))

Somit ist exp(πi(·+ id)) : C(n) → D(n) ein Faserbündel.

3. Schritt Im letzten Schritt soll die zum Beweis der Behauptung noch fehlende Kontrahier-
barkeit der Standardfaser J gezeigt werden. Es ist o�enbar

J ≈ P = {P ∈ L(H) : P Orthogonalprojektion ,dim kerP = dim imP = ∞}
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4.2.15 Lemma. P ⊂ L(H) gehört zur Klasse W.

Beweis. P ∈ S(H) ist o�enbar genau dann eine Orthogonalprojektion, wenn σ(P ) = {0, 1}. Man
betrachte die wegen 1.2.14 und 1.2.15 o�ene Teilmenge

Ω = {A ∈ S(H) : σ(A) ⊂ (−1
2
,
1
2
) ∪ (

1
2
,
3
2
),

|σp(A) ∩ (−1
2
,
1
2
)| = ∞, |σp(A) ∩ (

1
2
,
3
2
)| = ∞} ⊂ S(H)

Wählt man nun eine Deformationsretraktion H : I × R → R, die (− 1
3 ,

1
3 ) auf 0 und ( 2

3 ,
4
3 )

auf 1 abbildet, so ist wegen eingangs gemachter Bemerkung und dem Spektralabbildungssatz
H1(Ω) = P. Da die selbstadjungierten Operatoren eines komplexen Hilbertraumes keinen linearen
Raum bilden, betrachte man S(H) als Unterraum der Reelli�zierung von L(H). Da dies die
Topologie von S(H) nicht verändert, ist damit Ω eine o�ene Teilmenge eines normierten linearen
Raumes und mit 4.1.3 der Klasse W angehörig. Damit ist aber P Deformationsretrakt eines
Elementes aus W und folglich die Aussage gezeigt.

4.2.16 Lemma. Die Gruppenwirkung

P × U(H) → P, (P,U) 7→ U∗PU

ist transitiv.

Beweis. Es seien P,Q ∈ P. Man wähle Orthonormalbasen {ei}i∈Z, {e′i}i∈Z von H, so dass

P (H) = span{ei}∞i=0, (id− P )(H) = span{ei}−∞i=−1

Q(H) = span{e′i}∞i=0, (id−Q)(H) = span{e′i}−∞i=−1

und de�niere

U : H → H, Ux =
∑
i∈Z

〈x, ei〉e′i

Nun ist unter Verwendung der Parsevalschen Gleichung

‖Ux‖2 = 〈
∑
i∈Z

〈x, ei〉e′i,
∑
i∈Z

〈x, ei〉e′i〉 =
∑
i∈Z

〈x, ei〉〈x, ej〉

=
∑
i∈Z

|〈x, ei〉|2 = ‖x‖2, x ∈ H

und folglich U eine Isometrie. Da zudem für y ∈ H mit x =
∑
j∈Z 〈y, e′j〉ej ∈ H

Ux =
∑
i∈Z

〈
∑
j∈Z

〈y, e′j〉ej , ei〉e′i =
∑
i∈Z

∑
j∈Z

〈y, e′j〉〈ej , ei〉e′i

=
∑
i∈Z

〈y, e′i〉e′i = y

66



ist zunächst U ∈ U(H).
Da für jedes x ∈ H

U−1QUx =
∑
j∈Z

〈
∞∑
i=0

〈x, ei〉e′i, e′j〉ej =
∑
j∈Z

∞∑
i=0

〈x, ei〉〈e′i, e′j〉ej

=
∞∑
i=0

〈x, ei〉ei = Px

ist abschlieÿend U∗QU = P und folglich die Transitivität nachgewiesen.
Mit diesem Resultat ist P mit der Gruppenwirkung

P × U(H) → P, (P,U) 7→ U∗PU

ein homogener Raum und zudem ist der Stabilisator eines beliebig gewählten P0 ∈ P durch
StabP0 = {U ∈ U(H) : U∗P0U = P0}

gegeben. Es soll zunächst gezeigt werden, dass
U(H)/StabP0 ≈ P

Hierzu ist bekannt, dass die kanonische Abbildung [U ] 7→ U∗P0U stets stetig und bijektiv ist.
Es genügt damit die Stetigkeit der Umkehrabbildung nachzuweisen. Dies kann zunächst in einer
Umgebung von P0 getan werden:
Ist P1 hinreichend nahe an P0, so ist G = G(P1) = P0P1 + (id − P0)(id − P1) ∈ GL(H) wegen
G(P0) ∈ GL(H). Damit ist aber GG∗ ∈ GL(H) und (GG∗)−

1
2G ∈ U(H). Mit

GG∗ = P0P1P0 + (id− P0)(id− P1)(id− P0)

ist aber P0GG
∗ = GG∗P0 und man erhält

((GG∗)−
1
2G)∗P0(GG∗)−

1
2G = G∗(GG∗)−

1
2P0(GG∗)−

1
2G

= G∗(GG∗)−
1
2 (GG∗)−

1
2P0G = G∗(G∗)−1G−1P0G

= G−1P0G = G−1P0(P0P1 + (id− P0)(id− P1))

= G−1P0P1 = G−1(P0P1 + (id− P0)(id− P1))P1

= G−1GP1 = P1

Folglich ist aber in einer Umgebung Ω von P0 die Umkehrabbildung durch
g : Ω → U(H)/Stab(P0), P1 7→ [(GG∗)−

1
2G]

mit G = P0P1 + (id− P0)(id− P1) gegeben.
Für ein beliebiges P ∈ P existiert nun ein U ∈ U(H) mit U∗P0U = P . Damit ist ΩP = U∗ΩU
eine Umgebung von P und mit

gP : ΩP → U(H)/Stab(P0), gP (U) = g(UPU∗)U
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erhält man die gesuchte Umkehrabbildung auf ΩP . Insgesamt ist damit aber die betrachtete Ab-
bildung stetig und folglich U(H)/StabP0 ≈ P.

Mit diesen Betrachtungen besitzt nun auch die Projektion U(H) → U(H)/Stab(P0) um jeden
Punkt einen Schnitt und folglich ist U(H) → U(H)/Stab(P0) ein Faserbündel2 mit Standardfa-
ser Stab(P0). Es ist leicht einzusehen, dass Stab(P0) ≈ U(P0(H))× U((id− P0)(H)) und damit
ist die Standardfaser von U(H) → U(H)/Stab(P0) wegen Kuipers Theorem 4.1.7 kontrahierbar.
Abschlieÿend ergibt sich nun aus der langen exakten Sequenz des Faserbündels

πn(U(H)/Stab(P0)) = 0, n ∈ N ∪ {0}

und man erhält aus 4.2.15 die Kontrahierbarkeit von J ≈ U(H)/Stab(P0)
Damit ist der Beweis der Aussage 4.2.13 beendet.
4.2.17 Bemerkung. Betrachtet man statt unitärer Operatoren im dritten Teil des Beweises or-
thogonale Operatoren eines reellen Hilbertraumes, so erhält man analog die Kontrahierbarkeit
des Basispunktraumes J der reellen total inde�niten Fredholmoperatoren.

Mit diesem Lemma ist insbesondere wegen C(0) = F̂(0) = J und D(0) = Ũ(0) der Indukti-
onsanfang bereits gegeben.
Im Sinne der nun zu führenden Induktion wird dieses Lemma verwendet um unter der vorausge-
setzten Homotopieäquivalenz exp(πi(·+id)) : F̂(n−1) → Ũ(n−1) die Abbildung exp(πi(·+id)) :
F̂(n) → Ũ(n) als Homotopieäquivalenz nachzuweisen. Hierfür werden zwei Dinge benötigt. Zu-
erst ein abstraktes Lemma, das Bedingungen aufzeigt unter denen ein solches �Zusammen�icken�
von Homotopieäquivalenzen funktioniert und danach der Nachweis der Gültigkeit dieser Bedin-
gungen im konkret vorliegenden Fall.

Das technische Lemma
4.2.18 De�nition. Eine o�ene Teilmenge U eines topologischen Raumes X heiÿt respekta-
bel, falls X \ U und ∂U zu W gehören und beide Paare (U, ∂U), (X \ U, ∂U) die allgemeine
Homotopiefortsetzungseigenschaft3 besitzen.
4.2.19 Lemma. Es sei X ein normaler topologischer Raum, A ⊂ X abgeschlossen und es

existiere eine o�ene Umgebung A ⊂ U , so dass A ein strenger Deformationsretrakt von U ist.

Dann besitzt das Paar (X,A) die allgemeine Homotopiefortsetzungseigenschaft.

Beweis. [Bre93, Theorem VII.1.5]
2Im Allgemeinen ist die Existenz eines lokalen Schnittes natürlich nicht zum Nachweis lokaler Trivialität

geeignet. Die Gültigkeit der Schlussweise ist hierbei wegen des Vorliegens eines homogenen Raumes gerechtfertigt,

vgl. [Swi02, Theorem 4.13]
3Zur Bezeichnung: (X, A) habe die allgemeine Homotopiefortsetzungseigenschaft, falls die Inklusion ι : A ↪→ X

eine Kofaserung ist.
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4.2.20 De�nition. Es sei X ein topologischer Raum und X1, X2 ⊂ X. Dann heiÿt das Tripel
(X;X1, X2) eine Mayer-Vietoris Triade, falls

1. X = X1 ∪X2

2. X1, X2 ⊂ X abgeschlossen.
3. Für X0 = X1 ∩X2 besitzen die Raumpaare (X1, X0) und (X2, X0) die allgemeine Homo-

topiefortsetzungseigenschaft.
4.2.21 Bemerkung. Die Bezeichnung entstammt dem Bestehen der klassischen Mayer-Vietoris
Sequenz für solche Triaden (vgl. hierzu [ES52, � 15]).
4.2.22 Lemma. Es seien (X;X1, X2), (Y ;Y1, Y2) Mayer-Vietoris Triaden und f : X → Y stetig,

so dass f |Xi : Xi → Yi für i = 0, 1, 2 eine Homotopieäquivalenz ist. Dann ist auch f : X → Y

eine Homotopieäquivalenz.

Beweis. [Bro68, Theorem 7.4.1]
Mit diesen De�nitionen und Resultaten kann jetzt das angekündigte technische Lemma for-

muliert und bewiesen werden.
4.2.23 Lemma. Es seien X,X ′ topologische Räume, f : X ′ → X eine stetige Abbildung, A ⊂ X

und A′ = f−1(A). Desweiteren gelte

1. f : A′ → A ist eine Homotopieäquivalenz.

2. f : X ′ \A′ → X \A ist ein Faserbündel mit kontrahierbarer Faser.

3. A besitzt eine respektable o�ene Umgebung U , so dass f−1(U) = U ′ respektabel ist und die

Inklusionen A ↪→ Ū , A′ ↪→ Ū ′ Homotopieäquivalenzen sind.

Dann ist f : X ′ → X eine Homotopieäquivalenz.

Beweis. Nach Voraussetzung sind f : X ′ \ U ′ → X \ U und f : ∂U ′ → ∂U Faserbündel mit
kontrahierbarer Faser und X ′ \ U ′, X \ U, ∂U ′, ∂U ∈ W. Wegen der langen exakten Sequenzen
dieser Faserbündel, 4.1.3 und 4.1.4 sind damit aber f : X ′ \ U ′ '−→ X \ U und f : ∂U ′ '−→ ∂U

Homotopieäquivalenzen. Zudem ist mit (3) und (1) auch f : Ū ′ → Ū eine Homotopieäquivalenz.
Mit X ′ \ U ′ ∩ Ū ′ = ∂U ′, X \ U ∩ Ū = ∂U sind nun wegen (3) (X ′;X ′ \ U ′, U ′), (X;X \ U,U)
Mayer-Vietoris Triaden und folglich insgesamt alle Voraussetzungen von 4.2.22 erfüllt, womit
f : X ′ → X eine Homotopieäquivalenz ist.

Anwendung Das soeben gezeigte abstrakte Lemma soll nun auf den hier betrachteten Fall mit

X ′ = F̂∗(n), X = Ũ(n), f = exp(πi(·+id))

A′ = F̂∗(n− 1), A = Ũ(n− 1)
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angewendet werden. Hierzu ist (1) aus 4.2.23 die Induktionsvoraussetzung und (2) ist die Aus-
sage des Lemmas 4.2.13. Es genügt also eine respektable Umgebung U zu konstruieren, die den
Eigenschaften (3) genügt.

Man betrachte nun die Funktion

κ : Ũ(n) → [−1, 1], κ(A) =

1 falls A ∈ Ũ(n− 1)

maxλ∈σ(A)\{1} Re(λ) falls A ∈ Ũ(n) \ Ũ(n− 1)

4.2.24 Lemma. κ : Ũ(n) → [−1, 1] ist stetig.

Beweis. Es sei zunächst A0 ∈ Ũ(n − 1) und ε > 0 mit Bε(1) ∩ σ(A0) = {1} beliebig gewählt.
Man wähle nun ein C1-Gebiet Ω ⊂ C mit Bε(1)∩Ω = ∅ und σ(A0) \ {1} ⊂ Ω. Wegen 1.2.14 und
1.2.15 existiert ein δ > 0, so dass σ(B) ⊂ Ω ∪ Bε(1) für alle B ∈ L(H) mit ‖A − B‖ < δ und
|σ(B)∩Ω| = |σ(A0)∩Ω|. Ist nun B ∈ Ũ(n) mit ‖B −A‖ < δ, so ist entweder B ∈ Ũ(n− 1) und
folglich κ(B) = κ(A0) oder B besitzt genau einen von 1 verschiedenen Eigenwert in Bε(1) und
in diesem Fall ist

|κ(B)− κ(A0)| ≤ | max
λ∈σ(B)\{1}

Re(λ)− 1| < ε

Folglich ist insgesamt |κ(B)− κ(A0)| < ε für alle B ∈ Ũ(n) mit ‖B − A0‖ < δ und damit κ bei
A0 stetig.
Es sei nun A0 ∈ Ũ(n)\ Ũ(n−1) und ε > 0 mit 0 < ε < 1

3 min{|λi−λj | : λi, λj ∈ σ(A0), λi 6= λj}
beliebig gewählt. Es bezeichne λ1, . . . , λn ∈ S1 die von 1 verschiedenen Eigenwerte von A0. Mit
1.2.14 und 1.2.15 existiert ein δ > 0, so dass für B ∈ Ũ(n) mit ‖B −A0‖ < δ

σ(B) ⊂ Bε(1) ∪
n⋃
i=1

Bε(λi), |σ(B) ∩
n⋃
i=1

Bε(λi)| = |σ(A0) ∩
n⋃
i=1

Bε(λi)| = n

Damit besitzt aber jedes solche B keinen von 1 verschiedenen Eigenwert in Bε(1) und man erhält
|κ(B) − κ(A0)| < ε für alle B ∈ Ũ(n) mit ‖B − A0‖ < δ. Somit ist κ bei A0 ∈ Ũ(n) \ Ũ(n − 1)
stetig.

Die Abbildung κ soll nun zum Nachweis der Eigenschaft (3) aus 4.2.23 verwendet werden.
Hierzu betrachte man mit f = exp(πi(·+id)) : F̂(n) → Ũ(n) die folgenden Mengen:

U = κ−1((0, 1]) = Ũ(n− 1) ∪ {U ∈ Ũ(n) \ Ũ(n− 1) : max
λ∈σ(A)\{1}

Re(λ) > 0}

U ′ = f−1(U) = F̂(n− 1) ∪ {T ∈ F̂(n) \ F̂(n− 1) : min
λ∈σ(T )\{−1,1}

|λ| > 1
2
}

Mit der Stetigkeit von κ ist U ⊂ X eine o�ene Umgebung von A = Ũ(n − 1) und U ′ ⊂ X ′

eine o�ene Umgebung von F̂(n − 1). Das Ziel ist nun zu zeigen, dass diese Umgebungen den
Bedingungen aus 4.2.23 (3) genügen. Bevor der Nachweis der einzelnen Eigenschaften geführt
wird, ist noch folgende einfache, aber durchaus nützliche Bemerkung angebracht.
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4.2.25 Bemerkung. Es sei X ein topologischer Raum, A ⊂ X ein Unterraum und H : I×X → X

eine Homotopie mit H(t, A) ⊂ A für alle t ∈ I und H(1, X) ⊂ A. Dann ist die Inklusion
ι : A ↪→ X eine Homotopieäquivalenz.

• Es soll zunächst gezeigt werden, dass die Paare (U, ∂U), (X \ U, ∂U) und (U ′, ∂U ′),
(X ′ \ U ′, ∂U ′) die allgemeine Homotopiefortsetzungseigenschaft besitzen. Hierbei
wird stets 4.2.19 Anwendung �nden, wobei alle betrachteten Räume metrisierbar und folg-
lich stets normal und parakompakt sind.
Betrachte (U, ∂U). Nun ist

V1 = κ−1([0,
1
2
)) = {A ∈ Ũ(n) \ Ũ(n− 1) : max

λ∈σ(A)\{1}
Re(λ) ∈ [0,

1
2
)}

eine o�ene Umgebung von ∂U = κ−1(0) in U = κ−1([0, 1]). Man wähle nun eine Homotopie
H : I × S1 → S1 mit

H(0, · ) = id, H(t, eiΘ) = eiΘ, Θ ∈ [−π
4
,
π

4
] ∪ [

π

2
,
3
2
π], t ∈ I

H(1, eiΘ) =

i,Θ ∈ [π3 ,
π
2 ]

−i,Θ ∈ [−π
2 ,−

π
3 ]

Abbildung 4.2: Zur De�nition der Homotopie H : I × S1 → S1. Die blau markierten Regionen
der S1 bleiben unter der Homotopie fest, die rot markierten werden auf i und −i deformiert. Der
grau gekennzeichnete Zwischenraum erlaubt die Wahl von H als stetige Funktion.

Die hiervon induzierte Homotopie H : I × V1 → V1 ist aber o�enbar eine Deformationsre-
traktion auf ∂U womit aus 4.2.19 die Behauptung folgt.
Für das Raumpaar (X \ U, ∂U) ist die Argumentation mit der o�enen Umgebung

V2 = κ−1((−1
2
, 0]) = {A ∈ Ũ(n) \ Ũ(n− 1) : max

λ∈σ(A)\{1}
Re(λ) ∈ (−1

2
, 0]}
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von ∂U in X \ U = {A ∈ Ũ(n) \ Ũ(n− 1) : maxλ∈σ(A)\{1} Re(λ) ∈ [−1, 0]} recht analog.
Man betrachte nun (U ′, ∂U ′) wobei

U ′ = F̂(n− 1) ∪ {T ∈ F̂(n) \ F̂(n− 1) : min
λ∈σ(T )\{−1,1}

|λ| ≥ 1
2
}

∂U ′ = {T ∈ F̂(n) \ F̂(n− 1) : min
λ∈σ(T )\{−1,1}

|λ| = 1
2
}

Mit

V ′1 = {T ∈ F̂(n) \ F̂(n− 1) : min
λ∈σ(T )\{−1,1}

|λ| ∈ [
1
2
,
2
3
)}

ist eine o�ene Umgebung von ∂U ′ in U ′ gegeben. Man wähle eine Homotopie H : I ×
[−1, 1] → [−1, 1] mit

H(0, · ) = id, H(t, x) = x, x ∈ [−1,−3
4
) ∪ [−1

2
,
1
2
] ∪ (

3
4
, 1]}, t ∈ I

H(1, x) =

− 1
2 , x ∈ (− 2

3 ,−
1
2 ]

1
2 , x ∈ [ 12 ,

2
3 )

Abbildung 4.3: Zur De�nition der Homotopie H : I × [−1, 1] → [−1, 1]

Die hiervon induzierte Homotopie H : I×V ′1 → V ′1 liefert nun eine Deformationsretraktion
von V ′1 auf ∂U ′ und das gewünschte Resultat folgt wieder aus 4.2.19.
Abschlieÿend werde (X ′ \ U ′, ∂U ′) betrachtet. Hierbei ist

X ′ \ U ′ = {T ∈ F̂(n) \ F̂(n− 1) : min
λ∈σ(T )\{−1,1}

|λ| ∈ [−1
2
,
1
2
]}

Eine o�ene Umgebung von ∂U ′ in X ′ \ U ′ erhält man durch

V ′2 = {T ∈ F̂(n) \ F̂(n− 1) : min
λ∈σ(T )\{−1,1}

|λ| ∈ [−1
2
,−1

3
) ∪ (

1
3
,
1
2
]}

mit der die Argumentation recht analog zum eben betrachteten Fall verläuft.

• Es ist nun ∂U,X \ U, ∂U ′, X ′ \ U ′ ∈ W nachzuweisen.
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Abbildung 4.4: Bewegung des Spektrums unter Deformation auf die unitären Elemente

Man betrachte zunächst ∂U und de�niere

S1 = {reiθ : θ ∈ (−π
4
,
π

4
), r ∈ (

1
2
,
3
2
)}

S2 = {reiθ : θ ∈ (
π

3
,
2
3
π) ∪ (

4π
3
,
5
3
π), r ∈ (

1
2
,
3
2
)}

S3 = {reiθ : θ ∈ [
2π
3
,
4
3
π], r ∈ (

1
2
,
3
2
)}

Mit 1.2.14 und 1.2.15 ist die Menge

{A ∈ L(H) : σ(A) ⊂ S1 ∪ S2 ∪ S3, |σ(A) ∩ (S2 ∪ S3)| = n, σ(A) ∩ S2 6= ∅} ⊂ L(H)

o�en. Durch Anwenden der Deformationsretraktion (4.1.1) erhält man hieraus zunächst
eine Teilmenge unitärer Operatoren, wobei wegen des Spektralsatzes die Spektren der ein-
zelnen Operatoren radial auf den Einheitskreis verschoben werden (siehe Abbildung (4.4)).
Ist nun H1 : I × S1 → S1 eine Deformationsretraktion mit

H1(t, eiθ) =

eiθ, für θ ∈ [π3 ,
5
3π]

1, für θ ∈ [−π
4 ,

π
4 ]

so erhält man durch Anwendung der hiervon induzierten Deformationsretraktion schlieÿ-
lich einen Unterraum A unitärer Operatoren, die jeweils n von 1 verschiedene Eigenwerte
besitzen, die sämtlich in (S2 ∪ S3) ∩ S1 liegen, und deren essentielles Spektrum aus 1 be-
steht. Mit 4.1.3 und den bisherigen Deformationen ist zudem jedes Element aus A vom
Homotopietyp eines CW-Komplexes und ∂U ⊂ A. Mit 4.2.10 ist nun aber jedes U ∈ A von
der Form id+K mit einem normalen Operator K ∈ K(H) und wegen des Spektralsatz für
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Abbildung 4.5: Zur De�nition der Homotopie H1 : I × S1 → S1

kompakte normale Operatoren ist damit A ⊂ Ũ(n). Mit einer Homotopie H2 : I×S1 → S1

mit

H2(0, · ) = id, H2(t, eiΘ) = eiΘ, Θ ∈ [−π
4
,
π

4
], t ∈ I

H2(1, eiΘ) =

i, Θ ∈ [π3 ,
2
3π]

−i, Θ ∈ [ 43π,
5
3π]

erhält man nun eine Homotopie H2 : I × A → A, die bezüglich des Unterraums ∂U die

Abbildung 4.6: Zur De�nition der Homotopie H2 : I × S1 → S1

Bedingungen aus 4.2.25 erfüllt. Damit gehört aber schlieÿlich ∂U zur Klasse W.
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Man betrachte nun X \ U . Mit

S1 = {reiθ : θ ∈ (−π
4
,
π

4
π), r ∈ (

1
2
,
3
2
)}

S2 = {reiθ : θ ∈ (
π

3
,
5
3
π), r ∈ (

1
2
,
3
2
)}

erhält man eine in L(H) o�ene Umgebung von X \ U durch

{A ∈ L(H) : σ(A) ⊂ S1 ∪ S2, |σ(A) ∩ S2| = n}

Mit zu denen im zuvor betrachteten Fall ganz analogen Deformationen erhält man nun
einen der Klasse W angehörenden Teilraum von Ũ(n), so dass jedes Element dieses Raum-
es genau n Eigenwerte in S2∩S1 besitzt und dessen Spektrum zudem nur noch 1 beinhaltet.
Mit einer nun o�ensichtlichen Deformationsretraktion ist schlieÿlich X \ U sogar ein De-
formationsretrakt dieses Raumes und folglich der Klasse W angehörend.
Die beiden verbleibenden Fälle gestalten sich als einfacher, da nun o�ene Teilmengen des
Raumes aller selbstadjungierter Operatoren bereits zu W gehören4 und somit zur De�-
nition von Umgebungen und Homotopien einfache Teilmengen der reellen Achse gewählt
werden können. Hierbei wird in einem Fall wieder 4.2.25 benötigt.

• Es bleibt abschlieÿend zu zeigen, dass die Inklusionen ι : A ↪→ U und ι : A′ ↪→ U ′

Homotopieäquivalenzen sind.
Man betrachte hierzu die Inklusion ι : A ↪→ U und wähle eine DeformationH : I×S1 → S1,
die den Halbkreises {eiΘ ∈ S1 : Θ ∈ [−π

2 ,
π
2 ]} auf 1 ∈ S1 deformiert. Diese Abbildung

induziert nun eine Homotopie H : I × U → U , die alle Voraussetzungen aus 4.2.25 erfüllt.
Im Fall ι : A′ ↪→ U ′ wähle man dementsprechend eine Homotopie H : I × [−1, 1] → [−1, 1],
die [−1,− 1

2 ] auf −1 und [ 12 , 1] auf 1 deformiert. Die Behauptung folgt jetzt ebenfalls aus
4.2.25.

Damit ist abschlieÿend das Resultat 4.2.12 bewiesen. Für den Spektral�uss von besonderer
Bedeutung ist nun die Fundamentalgruppe des Raumes F̂∗, die sich nun aus den am Anfang des
Kapitels betrachteten Homotopien, 4.2.12 und 4.2.8 unmittelbar ergibt.

4.2.26 Folgerung. Es ist πk(F̂∗) ∼=
0, k gerade

Z, k ungerade

Zur Berechnung von πk(F̂∗) im reellen Fall
Für einen separablen reellen Hilbertraum �ndet man in [AS69, S.7] die folgende Aussage.

4.2.27 Satz. F̂∗ ist ein klassi�zierender Raum für den Funktor KO−7.

4Dies wurde im Beweis zu 4.2.15 begründet
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Diese Aussage wird letztlich durch weitere Fortführung der bisherigen Betrachtungen dieses
Abschnittes gewonnen. Zwar ist das zentrale Resultat aus [AS69] hier bewiesen, für das obige
Ergebnis ist aber die Kenntnis des gesamten Artikels notwendig. Daher wird dieses ohne Beweis
zitiert. Als unmittelbare Konsequenz erhält man die Homotopiegruppen von F̂∗.

πk(F̂∗) = [(Sk, ∗), (F̂∗, ∗)] ∼= KO−7(Sk) ∼= KO(Sk+7) ∼=



0 für k ≡ 0 mod 8

Z für k ≡ 1 mod 8

Z/2 für k ≡ 2 mod 8

Z/2 für k ≡ 3 mod 8

0 für k ≡ 4 mod 8

Z für k ≡ 5 mod 8

0 für k ≡ 6 mod 8

0 für k ≡ 7 mod 8

Im weiteren Verlauf der Arbeit ist lediglich die unendliche Zyklizität der Fundamentalgruppe
dieses Raumes von Bedeutung.
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4.3 Konstruktion des Spektral�usses

In diesem Abschnitt wird die De�nition des Spektral�usses aus dem Artikel [FPR99] dargestellt,
der eine entscheidende Rolle im Morse Index Theorem in [MPP05] spielen wird. Demnach sind
die hier präsentierten Resultate im Wesentlichen aus [FPR99] übernommen und nur geringfügi-
gen Modi�kationen unterzogen. Zunächst wird statt des komplexi�zierten Dunford-Kalküls (vgl.
1.2.12) stets der hier dargelegte Funktionalkalkül und seine Stetigkeit aus 1.2.17,1.2.18 verwen-
det. Desweiteren werden einige Resultate zur Anwendung in [MPP05] in etwas allgemeinerer
Form als in [FPR99] benötigt, die dort lediglich mit Verweis auf [FPR99] verwendet werden.
Es sei von nun an wieder H ein reeller Hilbertraum mit Skalarprodukt 〈· , · 〉. Wie im vorigen
Abschnitt erläutert besteht F̂ aus den drei Zusammenhangskomponenten F̂+, F̂− und F̂∗. Für
T ∈ F̂ und M ∈ GL(H) ist auch M∗TM ∈ F̂ und man erhält eine Gruppenwirkung

F̂ ×GL(H) → F̂ , (T,M) 7→M∗TM

die als kogrediente Wirkung bezeichnet werde. Wegen Kuipers Theorem 4.1.7 kann jedes
M∗TM durch einen Weg in F̂ mit T verbunden werden und folglich schränkt sich die kogrediente
Wirkung auf jeder Komponente von F̂ zu einer Gruppenwirkung ein.
Es sei an dieser Stelle an die De�ntion des Raumes der Basispunkte

J = {2P − id ∈ L(H) : P Orthogonalprojektion ,dim kerP = dim imP = ∞}

von F̂∗ erinnert, dessen Elemente bei der folgenden De�nition des Spektral�usses eine entschei-
dende Rolle spielen. Desweiteren wurde in 4.2.17 die Kontrahierbarkeit dieses Raumes festgestellt.

4.3.1 Der relative Morse Index
4.3.1 De�nition. Für Orthogonalprojektoren P,Q ∈ L(H) heiÿt das Paar (P,Q) Fredholm,
falls

dim(imP ∩ kerQ),dim(imQ ∩ kerP ) <∞

Der Index eines Fredholmpaares ist de�niert als

ind(P,Q) = dim(imP ∩ kerQ)− dim(imQ ∩ kerP )

4.3.2 Bemerkung. Sind P,Q ∈ L(H) orthogonale Projektionen und P −Q ∈ K(H), so ist (P,Q)
ein Fredholmpaar. Denn wegen der Abgeschlossenheit von imP ∩ kerQ und imQ ∩ kerP und
P − Q |imP∩kerQ= idimP∩kerQ, P − Q |imQ∩kerP= −idimQ∩kerP sind dies nach Voraussetzung
kompakte Operatoren zwischen Banachräumen. Damit ist aber

dim imP ∩ kerQ, dim imQ ∩ kerP <∞
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4.3.3 Lemma. (P,Q) ist genau dann ein Fredholmpaar orthogonaler Projektionen, wenn

QP |imP= Q |imP : imP → imQ

ein Fredholmoperator ist. Zudem ist ind(P,Q) = ind(Q |imP ).

Beweis. Es genügt die Identität (Q(imP ))⊥imQ = imQ ∩ kerP nachzuweisen.
Ist nun x ∈ imQ mit 〈x, y〉 = 0 für alle y ∈ Q(imP ), so ist

〈Px, z〉 = 〈PQx, z〉 = 〈x,QPz〉 = 0 ∀z ∈ H

und folglich x ∈ kerP .
Ist umgekehrt x ∈ imQ ∩ kerP so ist 〈x,QPz〉 = 〈PQx, z〉 = 0 für alle z ∈ H und somit
x ∈ (Q(imP ))⊥imQ .
4.3.4 Lemma. Ist (P,Q) ein Fredholmpaar orthogonaler Projektionen und R ∈ L(H) orthogo-
nal, so gilt ind(P,Q) = ind(R−1PR,R−1QR).

Beweis. De�niere die Orthogonalprojektionen P ′ = R−1PR,Q′ = R−1QR. Es ist R : H → H

ein Isomorphismus mit R(kerP ′) = kerP , R(kerQ′) = kerQ, R(imP ′) = imP und R(imQ′) =
imQ. Da folglich

R(imP ′ ∩ kerQ′) = R(imP ′) ∩R(kerQ′) = imP ∩ kerQ

R(imQ′ ∩ kerP ′) = R(imQ′) ∩R(kerP ′) = imQ ∩ kerP

ist ind(P ′, Q′) = ind(P,Q).
4.3.5 Lemma. Für einen Weg {(Pt, Qt)}t∈I von Fredholmpaaren orthogonaler Projektionen ist

ind(Pt, Qt) konstant.

Beweis. Wegen 4.3.3 ist für jedes Fredholmpaar orthogonaler Projektionen ind(P,Q) = ind(Q |imP :
imP → imQ). Für ein fest gewähltes t0 ∈ I betrachte man nun die Wege

At = (id− Pt) + Pt0 , Bt = (id−Qt) +Qt0 , t ∈ I

Da At0 , Bt0 ∈ GL(H) existiert eine zusammenhängende UmgebungN ⊂ I um t0, so dass At, Bt ∈
GL(H) für alle t ∈ N . Damit sind aber

At |imPt : imPt → imPt0 und Bt |imQt : imQt → imQt0 , t ∈ I

Isomorphismen und folglich ist der Operator

Bt ◦Qt ◦ (At)−1 |imPt0
: imPt0 → imQt0

ein Fredholmoperator mit

ind(Bt ◦Qt ◦ (At)−1 |imPt0
) = ind(Qt |imPt) für alle t ∈ N (4.3.1)
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Nun ist aber Bt ◦ Qt ◦ (At)−1 |imPt0
: imPt0 → imQt0 ein Weg von Fredholmoperatoren in

L(imPt0 , imQt0) und folglich ist der Fredholmindex dieses Weges konstant. Wegen (4.3.1) ist
damit aber auch ind(Qt |imPt) = ind(Pt, Qt) konstant für alle t ∈ N .
Insgesamt erhält man somit die lokale Konstanz von ind(Pt, Qt) auf [a, b] und folglich ist ind(Pt, Qt)
als konstant auf [a, b] nachgewiesen.

Im nächsten Schritt soll nun der Begri� des Fredholmpaares auf eine Teilmenge der selbst-
adjungierten Operatoren übertragen werden. Hierzu sei für einen selbstadjungierten Operator
T ∈ S(H) im Folgenden

E−(T ) = χ(−∞,0)(T ), E+(T ) = χ(0,∞)(T )

4.3.6 De�nition. Zwei Operatoren S, T ∈ L(H) heiÿen Calkin-äquivalent, falls

S − T ∈ K(H)

4.3.7 Lemma. Es seien S, T ∈ GL(H) selbstadjungiert und Calkin-äquivalent. Dann sind auch

die Projektionen E−(S) und E−(T ) Calkin-Äquivalent.

Beweis. Zunächst ist für jedes Polynom p der Operator p(S) − p(T ) kompakt, da er zu dem
zweiseitigen von S − T aufgespannten Ideal gehört5. Wegen der Dichtheit der Polynome in den
stetigen Funktionen auf kompakten Intervallen und der Abgeschlossenheit der kompakten Ope-
ratoren ist damit h(S)− h(T ) für jede auf Σ = σ(S) ∪ σ(T ) stetige Funktion kompakt.
Da nun 0 kein Häufungspunkt von Σ ist und 0 /∈ Σ, ist die Funktion χ(−∞,0) stetig auf Σ und
folglich

E−(S)− E−(T ) = χ(−∞,0)(S)− χ(−∞,0)(T )

kompakt.
Es ist damit (E−(S), E−(T )) ein Fredholmpaar orthogonaler Projektionen und ermöglicht die

folgende De�nition.
4.3.8 De�nition. Für ein Paar (S, T ) Calkin-äquivalenter selbstadjungierter Isomorphismen ist
der relative Morse Index de�niert durch

µrel(S, T ) = ind(E−(S), E−(T ))

Für einen selbstadjungierten Operator T ∈ S(H) ist derMorse Index des Operators als Mor-
se Index der zugehörigen Bilinearform B = 〈T · , · 〉 de�niert. Damit ist iMorse(T ) = rk(E−(T )).
4.3.9 Lemma. Ist K ∈ L(H) kompakt und selbstadjungiert, sowie S ∈ L(H) selbstadjungiert

und positiv de�nit mit S +K ∈ GL(H), so ist µrel(S +K,S) = iMorse(S +K)

5Man überzeugt sich hierzu mühelos von der Beziehung Sn − T n = (S − T )Sn−1 + T n−1(S − T )− T (T n−2 −
Sn−2)S, n ≥ 2.
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Beweis.

µrel(S +K,S) = dim(im(E−(S +K)) ∩ ker(E−(S)))− dim(ker(E−(S +K)) ∩ im(E−(S)))

= rk(E−(S +K)) = iMorse(S +K)

4.3.10 Lemma. Die Abbildung

S(H) ∩GL(H) 3 T 7→ E−(T ) ∈ L(H)

ist stetig.

Beweis. Es sei T0 ∈ S(H)∩GL(H) und ε > 0 mit σ(T0)∩ [−ε, ε] = ∅. Wegen 1.2.14 existiert ein
δ > 0, so dass σ(T ) ∩ [−ε, ε] = ∅ für alle T ∈ U(T0) = {T ∈ S(H): ‖T − T0‖ < δ}.
Man wähle nun eine stetige Funktion

f : R → R, mit f(t) =

1, t ∈ (−∞,−ε]

0, t ∈ [ε,∞)

Wegen 1.2.17 ist die Abbildung S(H) 3 T 7→ f(T ) stetig. Da aber f(T ) = E−(T ) für alle
T ∈ U(T0) ist T 7→ E−(T ) auf U(T0) stetig.

4.3.11 Folgerung. Für einen Weg {(Tt, St)}t∈I Calkin-äquivalenter selbstadjungierter Isomor-
phismen ist µrel(Tt, St) konstant.

Beweis. Mit 4.3.10 ist {(E−(Tt), E−(St))}t∈I ein Weg von Fredholmpaaren orthogonaler Projek-
tionen und daher wegen 4.3.5

µrel(Tt, St) = ind(E−(Tt), E−(St))

konstant.

Für einen selbstadjungierten Isomorphismus T ∈ GL(H) und U ∈ O(H1,H) orthogonal lässt
sich leicht zeigen, dass E−(U−1TU) = U−1E−(T )U . Damit ist der relative Morse Index eines
Paares Calkin-äquivalenter selbstadjungierter Isomorphismen wie zu erwarten eine orthogonale
Invariante. Die für den später zu de�nierenden Spektral�uss wichtige Beobachtung ist nun aber,
dass der relative Morse Index sogar invariant unter der kogredienten Wirkung ist.

4.3.12 Satz. Es seien S, T Calkin-äquivalente selbstadjungierte Isomorphismen und H1 ein wei-

terer Hilbertraum. Dann ist für jedes R ∈ GL(H1,H)

µrel(S, T ) = µrel(R∗SR,R∗TR)
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Beweis. Für ein beliebiges R ∈ GL(H1,H) ist R∗R selbstadjungiert und positiv de�nit. Damit
existiert √R∗R und ist ebenfalls selbstadjungiert und positiv de�nit, also insbesondere ein Iso-
morphismus. Man de�niere nun U = R(

√
R∗R)−1 ∈ GL(H1,H). Dann ist U ∈ O(H) orthogonal

und man hat eine Polarzerlegung R = U
√
R∗R von R als Produkt eines orthogonalen und eines

selbstadjungierten Operators.
Der Operator (1−t)

√
R∗R+t· id ist für jedes t ∈ [0, 1] selbstadjungiert und zudem positiv de�nit,

also insbesondere ein Isomorphismus. De�niert man nun Rt = U(1− t)
√
R∗R+ t· id für t ∈ [0, 1],

so ist R0 = R,R1 = U und (R∗tSRt, R
∗TRt) ein Weg von Paaren Calkin-äquivalenter selbstad-

jungierter Isomorphismen. Man erhält nun mit der oben erwähnten orthogonalen Invarianz und
4.3.5

µrel(R∗SR,R∗TR) = µrel(R∗0SR0, R
∗
0TR0) = µrel(R∗1SR1, R

∗
1TR1)

= µrel(U∗SU,U∗TU) = µrel(S, T )

4.3.13 Lemma. Für Calkin-äquivalente selbstadjungierte Isomorphismen S, T,R ist

µrel(S, T ) = µrel(S,R) + µrel(R, T )

Beweis. Zunächst ist wegen 4.3.3
µrel(S, T ) = ind(E−(T ) |im(E−(S)): im(E−(S)) → im(E−(T ))

µrel(S,R) = ind(E−(R) |im(E−(S)): im(E−(S)) → im(E−(R))

µrel(R, T ) = ind(E−(T ) |im(E−(R)): im(E−(R)) → im(E−(T ))

Nun ist
E−(T ) |imE−(S) −E−(T ) |imE−(R) E−(R) |imE−(S) = E−(T )(id− E−(R)) |imE−(S)

und da nach Voraussetzung
E−(T )(id− E−(R)) = E−(T )(E−(T ) + (id− E−(T ))− E−(R))

= E−(T )(E−(T )− E−(R)) ∈ K(H)

haben die Fredholmoperatoren
E−(T ) |im(E−(S))∈ L(im(E−(S)), im(E−(T ))) und

E−(T ) |im(E−(R)) E−(R) |im(E−(S))∈ L(im(E−(S)), im(E−(T )))

den gleichen Index. Damit ist
µrel(S, T ) = ind(E−(T ) |im(E−(S))) = ind(E−(T ) |im(E−(R)) E−(R) |im(E−(S)))

= ind(E−(T ) |im(E−(R))) + ind(E−(R) |im(E−(S)))

= µrel(R, T ) + µrel(S,R)
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4.3.2 Kogrediente Parametrix
4.3.14 De�nition. Es sei Λ ein topologischer Raum, L : Λ → F̂∗ stetig und J ∈ J . Eine
kogrediente Parametrix für L relativ zu J ist eine stetige Abbildung M : Λ → GL(H), so
dass für jedes λ ∈ Λ

M∗
λLλMλ = J +Kλ

wobei Kλ ∈ K(H) für alle λ ∈ Λ.
Das Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis des folgenden Satzes.

4.3.15 Satz. Für einen parakompakten, kontrahierbaren Raum Λ und J ∈ J besitzt jeder Weg

L : Λ → F̂∗ eine kogrediente Parametrix relativ J .

Der Beweis des Resultates erfolgt in mehreren Schritten. Zunächst sollen einige Begri�e de-
�niert und die Beweisidee erläutert werden.

Es bezeichne KS(H) ⊂ L(H) die Menge aller kompakten, selbstadjungierten Operatoren auf
H. Man betrachte G = GL(H) × KS(H) mit der Unterraumtopologie von L(H) × L(H) und
de�niere eine stetige Abbildung

π : G → F̂∗, π(M,K) = MJM∗ +K

Hiermit ist die Aussage 4.3.15 bewiesen, sofern gezeigt werden kann, dass zu jeder Abbildung
L : Λ → F̂∗ ein Lift α : Λ → G existiert, man also stets ein kommutatives Diagramm

G

π

��
Λ

α

??��������

L
// F̂∗

erhält. Mit dem folgenden allgemeinen Resultat erhält man nun die Idee des Beweises.
4.3.16 Lemma. Es sei p : E → B ein Faserbündel und Λ ein parakompakter und kontrahierbarer

topologischer Raum. Dann besitzt jede Abbildung f : Λ → B einen Lift f̃ : Λ → E.

Beweis. Man betrachte das Pullbackbündel
f∗E

π2 //

π1

��

E

p

��
Λ

f
// B

Mit der De�nition von π2 als faserweise Identität erhält man aus jedem globalen Schnitt s : Λ →
f∗E des Pullbackbündels mit f̃ = π2 ◦ s einen Lift6 der Abbildung f : Λ → B. Nun ist aber

6Ebenso erhält man aus einem Lift auch stets einen globalen Schnitt des Pullbackbündels. Dies ist hier aber

unbedeutend.
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unter den vorausgesetzten Eigenschaften der Topologie von Λ jedes Bündel über Λ trivial und
folglich existiert für jedes f ein globaler Schnitt s : Λ → f∗E.

Der Beweis von 4.3.15 reduziert sich nun auf den Nachweis, dass π : G → F̂∗ ein Faserbündel
de�niert.
Zunächst soll hierfür G genauer betrachtet werden.

4.3.17 Lemma. Mit

g· ḡ = (MM̄,K +MK̄M∗), g = (M,K), ḡ = (M̄, K̄) ∈ G

ist G eine topologische Gruppe.

Beweis. De�niere e = (id, 0) und g−1 = (M−1,−M−1K(M−1)∗) für g = (M,K).

Zudem wirkt diese Gruppe auf F̂∗.

4.3.18 Lemma. Durch

τ : G × F̂∗ → F̂∗, τ(g, L) = τg(L) = MLM∗ +K, g = (M,K) ∈ G

ist eine Gruppenwirkung gegeben.

Beweis. Die Stetigkeit der Abbildung ist unmittelbar einsichtig.
Es ist o�enbar τe(L) = L für alle L ∈ F̂∗. Sind g = (M,K), ḡ = (M̄, K̄) ∈ G und L ∈ F̂∗, so ist

τgḡ(L) = MM̄LM̄∗M∗ +K +MK̄M∗

= τg(M̄LM̄∗ + K̄ = τg(τḡ(L))

Aus den De�nitionen erhält man π(g) = τg(J) für jedes g ∈ G. Damit ist

τg(π(h)) = τg(τh(J)) = τgh(J) = π(gh), g, h ∈ G

und folglich ist π : G → F̂∗ eine äquivariante Abbildung zwischen G-Räumen, wobei G mit der
natürlichen Wirkung auf sich selbst versehen sein möge.
Mit diesen weiteren Strukturen soll jetzt der Nachweis der de�nierenden Eigenschaften eines
Faserbündels für π : G → F̂∗ angegangen werden. Neben der lokalen Trivialität ist insbesondere
auch zu zeigen, dass die Abbildung π überhaupt surjektiv ist. Aus der Methodik des Beweises
erweist es sich allerdings als nützlich zunächst die lokale Trivialität um J nachzuweisen.

4.3.19 Lemma. Es existiert eine Umgebung U ⊂ F̂∗ um J und ein Schnitt σ : U → G von π.
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Beweis. Es sei U ⊂ F̂∗ ∩ GL(H) eine o�ene Umgebung von J in F̂∗. Wegen 4.3.10 sind die
Abbildungen U 3 T 7→ E−(T ) ∈ L(H) und U 3 T 7→ E+(T ) ∈ L(H) stetig. Es sei zudem U so
klein gewählt, dass für alle T ∈ U die Abbildung

E+(T ) ◦ E+(J) + E−(T ) ◦ E−(J) : H → H

ein Isomorphismus ist7. Damit sind aber auch für jedes T ∈ U die Abbildungen

E+(T ) |imE+(J): imE+(J) → imE+(T )

E−(T ) |imE−(J): imE−(J) → imE−(T )
(4.3.2)

Isomorphismen.
Man betrachte nun für ein festes T ∈ U die Bilinearform

B(T ) : imE+(J)× imE+(J) → R, B(T )(u, v) = 〈TE+(T )u,E+(T )v〉

Diese ist o�enbar stetig, symmetrisch und wegen σ(T |imE+(T )) ∈ (0,∞) positiv de�nit. Mit
dem Rieszschen Darstellungssatz existiert folglich ein selbstadjungierter und positiv de�nierter
Operator A+(T ) ∈ GL(imE+(J)), so dass

B(T )(u, v) = 〈A+(T )u, v〉 ∀u, v ∈ imE+(J)

Mit S+(T ) := A+(T )−
1
2 ist

〈u, v〉 = 〈A+(T )−1A+(T )u, v〉 = 〈S+(T )A+(T )u, S+(T )v〉

= 〈A+(T )S+(T )u, S+(T )v〉 = 〈TE+(T )S+(T )u,E+(T )S+(T )v〉
(4.3.3)

für alle u, v ∈ imE+(J). Insbesondere liefert diese Konstruktion eine stetige Abbildung8 S+ :
U → GL(imE+(J)). Wendet man dieselbe Konstruktion auf die stetige Bilinearform

B(T )(u, v) = 〈−TE−(T )u,E−(T )v〉, u, v ∈ imE−(J)

an, so erhält man analog eine stetige Abbildung S− : U → GL(imE−(J)) mit

−〈u, v〉 = 〈TE−(T )S−(T )u,E−(T )S−(T )v〉 (4.3.4)

für alle u, v ∈ imE−(J).
Durch

S(T ) = P+(T ) ◦ S+(T ) ◦ P+(J)− P−(T ) ◦ S−(T ) ◦ P−(J), T ∈ U

7Man beachte E+(J) ◦ E+(J) + E−(J) ◦ E−(J) = id ∈ GL(H)
8Eine Begründung für die sogar vorliegende Glattheit dieser Abbildung ist im Beweis von 2.3.18 zu �nden.
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ist insgesamt eine stetige Abbildung S : U → GL(H) gegeben. Unter Verwendung von (4.3.3)
und (4.3.4) erhält man

〈S(T )∗TS(T )u, v〉 = 〈TS(T )u, S(T )v〉

= 〈TE+(T )S+(T )E+(J)u,E+(T )S+(T )E+(J)v〉

− 〈TE+(T )S+(T )E+(J)u,E−(T )S−(T )E−(J)v〉

− 〈TE−(T )S−(T )E−(J)u,E+(T )S+(T )E+(J)v〉

+ 〈TE−(T )S−(T )E−(J)u,E−(T )S−(T )E−(J)v〉

= 〈E+(J)u,E+(J)v〉 − 〈E−(J)u,E−(J)v〉

= 〈E+(J)u, v〉 − 〈E−(J)u, v〉

= 〈(E+(J)− E−(J))u, v〉 = 〈Ju, v〉

für alle u, v ∈ H und folglich ist

J = S(T )∗TS(T ), T ∈ U (4.3.5)

Man de�niere nun eine stetige Abbildung σ : U → G durch

σ(T ) = ((S(T )−1)∗, 0)

Damit ist für T ∈ U mit (4.3.5)

(π ◦ σ)(T ) = (S(T )−1)∗JS(T )−1 = (S(T )−1)∗S(T )∗TS(T )S(T )−1 = T

und damit σ : U → G ein Schnitt der Abbildung π.
4.3.20 Lemma. π : G → F̂∗ ist surjektiv.

Beweis. Es sei S ∈ F̂∗. Zu zeigen ist die Existenz eines g = (M,K) ∈ G mit M∗JM +K = S.
Es sei hierfür K ∈ KS(H) die Orthogonalprojektion auf kerS. Damit ist T = S +K ∈ GL(H)
und mit T ∈ S(H)∩GL(H) besteht gemäÿ 2.3.5 eine Zerlegung H = imE+(T )⊕ imE−(T ). Da
je zwei separable unendlichdimensionale Hilberträume isometrisch isomorph sind, existiert nun
ein topologischer Isomorphismus

A = A+ ⊕A− : imE+(J)⊕ imE−(J) → imE+(T )⊕ imE−(T )

mit A+(imE+(J)) = imE+(T ), A−(imE−(J)) = imE−(T ). Der Beweis verläuft nun analog zu
4.3.19. Man ersetzt in (4.3.2) E+(T ) |imE+(J) durch A+ und E−(T ) |imE−(J) durch A− und
erhält damit ein M ∈ GL(H) mit J = M∗TM . Damit ist aber S = (M−1)∗JM−1 −K..

Als unmittelbare Konsequenz aus den De�nitionen der Wirkung τ und der Abbildung π erhält
man nachstehendes Resultat.
4.3.21 Folgerung. Die Wirkung τ von G auf F̂∗ ist transitiv.
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Der Beweis von 4.3.15 kann nun durch folgende Aussage beendet werden.
4.3.22 Lemma. π : G → F̂∗ ist die Projektion eines Faserbündels, wobei die Standardfaser

durch die Isotropieuntergruppe von J in G gegeben ist.

Beweis. Die Methode des Beweises ist mit den bisherigen Erkenntnissen wenig überraschend. Es
bereitet wenig Schwierigkeiten eine lokale Trivialisierung in einer Umgebung von J anzugeben
und die lokale Trivialität um einen beliebigen Punkt erhält man nun mittels Transport dieser
Trivialisierung unter Verwendung der bereits als transitiv erkannten Wirkung τ .
Wegen 4.3.19 existiert zunächst eine o�ene Umgebung U ⊂ F̂∗ ∩ GL(H) von J und ein lokaler
Schnitt σ : U → G von π. Man de�niere nun eine stetige Abbildung η : U × π−1(J) → π−1(U)
durch

η(L, g) = σ(L) · g

Es ist

π(η(L,G)) = π(σ(L) · g) = τσ(L)(π(g)) = τσ(L)(J) = π(σ(L)) = L ∀(L, g) ∈ U × π−1(J)

und somit π ◦ η = pr1. Desweiteren ist η−1 : π−1(U) → U × π−1(J) gegeben durch

η−1(g) = (π(g), σ(π(g))−1 · g)

da

(η ◦ η−1)(g) = σ(π(g))σ(π(g))−1 · g = g ∀g ∈ π−1(U)

(η−1 ◦ η)(L, g) = (π(σ(L) · g), ((σ ◦ π)(σ(L) · g))−1σ(L) · g)

= (L, σ(L)−1σ(L) · g) = (L, g) ∀(L, g) ∈ U × π−1(J)

Damit ist aber η eine Trivialisierung über einer Umgebung von J .
Für den allgemeinen Fall transportiert man diese Trivialisierung mittels der transitiven Wirkung
zu beliebigen Punkten.
Sei also L0 ∈ F̂∗ beliebig gegeben. Mit 4.3.20 existiert ein g0 ∈ G mit π(g0) = τg0(J) = L0.
Damit ist U ′ = τg0(U) eine Umgebung von L0 und τg0 : U → U ′ ist ein Homöomorphismus. Man
de�niere nun

η′ : U ′ × π−1(J) → π−1(U ′), η′(L′, g) = g0 · σ(τg−1
0

(L′)) · g

Dann ist η′ stetig und wegen

π(g0σ(τg−1
0

(L′)) · g) = τg0π(σ(τg−1
0

(L′)) · g) = g0τg−1
0

(L′) = L′

ist π ◦ η′ = pr1. Nun ist η′−1 : π−1(U ′) → U ′ × π−1(J) gegeben durch

η′−1(g) = (π(g), (g0σ(τg−1
0

(π(g))))−1g)
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denn es ist

(η′ ◦ η′−1)(g) = η′(π(g), (g0σ(τg−1
0

(π(g)))−1g)

= g0σ(τg−1
0

(π(g)))(g0σ(τg−1
0

(π(g))))−1g = g ∀g ∈ π−1(U ′)

(η′−1 ◦ η′)(L′, g) = η′−1(g0σ(τg−1
0

(L′))g)

= (π(g0σ(τg−1
0

(L′))g), (g0σ(τg−1
0

(π(g0σ(τg−1
0

(L′))g))))−1g0σ(τg−1
0

(L′))g)

= (L′, (g0σ(τg−1
0

(L′)))−1g0σ(τg−1
0

(L′))g) = (L′, g) ∀(L′, g) ∈ U ′ × π−1(J)

4.3.23 Bemerkung. Ist in der Aussage von 4.3.15 der Raum Λ eine Ck-Mannigfaltigkeit und
L : Λ → F̂∗ ebenfalls Ck, so kann der Beweis dieser Aussage ohne groÿe Mühe dahingehend ver-
allgemeinert werden, dass auch die kogrediente Parametrix M : Λ → GL(H) als Ck-Abbildung
erkannt werden kann. Denn zunächst ist G eine unendlichdimensionale Liegruppe und das hier
konstruierte Faserbündel π : G → F̂∗ wird hiermit zu einem Hauptfaserbündel. Desweiteren stellt
man bei einem Blick in die Beweise fest, dass alle konstruierten Abbildungen mit diesen Struk-
turen bereits glatt sind. Abschlieÿend erhält man das Resultat, da unter den Voraussetzungen
an Λ der Schnitt in 4.3.16 als Ck gewählt werden kann.

4.3.3 De�nition des Spektral�usses und Eigenschaften
4.3.24 De�nition. Es sei L : I → F̂∗ ein Weg mit invertierbaren Endpunkten. Dann ist der
Spektral�uss von L de�niert durch

sf(L, I) = µrel(J +K(a), J +K(b))

wobei J ∈ J und {J +Kλ}λ∈I ein beliebiger Weg von kompakten Perturbationen von J ist, der
kogredient zu L ist.

Wegen des letzten Abschnittes ist gesichert, dass stets eine solche Darstellung existiert. Es
bleibt hingegen nachzuweisen, dass sf(L) unabhängig von den getro�enen Wahlen ist. Hierzu soll
nun eine Überlegung gemacht werden, die etwas allgemeiner als notwendig ist, hierfür aber im
Folgenden hilfreich sein wird.
Es sei J ∈ J und M : I → GL(H) mit M∗

λLλMλ = J +Kλ. Desweiteren sei H1 ein beliebiger
weiterer Hilbertraum und J ′ ∈ L(H1) mit J ′ ∈ J , sowieM ′ : I → GL(H1,H) mit (M ′

λ)
∗LλM

′
λ =

J ′ +K ′
λ. Mit Nλ = M−1

λ M ′
λ ∈ GL(H1,H) ist nun

N∗
λ(J +Kλ)Nλ = (M ′

λ)
∗(M−1

λ )∗JM−1
λ M ′

λ + (M ′
λ)
∗(M−1

λ )∗KλM
−1
λ M ′

λ

= (M ′
λ)
∗(M−1

λ )∗(M∗
λLλMλ −Kλ)M−1

λ M ′
λ + (M ′

λ)
∗(M−1

λ )∗KλM
−1
λ M ′

λ

= (M ′
λ)
∗LλM

′
λ = J ′ +K ′

λ
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Insbesondere ist N∗
λJNλ = J ′ +K ′

λ −N∗
λKλNλ︸ ︷︷ ︸

∈K(H)

und damit

N∗
a (J +Ka)Na −N∗

λ(J +Kb)Nλ ∈ K(H) für jedes λ ∈ I

also beide Operatoren stets Calkin-äquivalent.
Damit ist insbesondere

{(N∗
a (J +Ka)Na, N∗

λ(J +Kb)Nλ)}λ∈I

ein Weg von Paaren Calkin-äquivalenter selbstadjungierter Isomorphismen und man erhält mit
4.3.11

µrel(J +Ka, J +Kb) = µrel(N∗
a (J +Ka)Na, N∗

a (J +Kb)Na)

= µrel(N∗
a (J +Ka)Na, N∗

b (J +Kb)Nb)

= µrel(J ′ +K ′
a, J

′ +K ′
b)

Betrachtet man nun lediglich den Fall H = H1, so erhält man die Wohlde�niertheit der obigen
Konstruktion.

Im Folgenden werden einige Eigenschaften des Spektral�usses bewiesen. Bevor hiermit be-
gonnen wird sei zunächst auf das unmittelbar aus der De�nition folgende Verhalten des Spek-
tral�usses unter orientierungserhaltenden und orientierungsumkehrenden Umparametrisierungen
des betrachteten Weges hingewiesen.

4.3.25 Lemma. Ist L : I → F̂∗ ∩GL(H), so ist sf(L, I) = 0.

Beweis. Sei M : I → GL(H) mit M∗
λLλMλ = J +Kλ für alle λ ∈ I. Dann ist

{(J +Ka, J +Kλ)}λ∈I

ein Weg von Paaren Calkin-äquivalenter selbstadjungierter Isomorphismen und folglich ist mit
4.3.11

sf(L, I) = µrel(J +Ka, J +Kb) = µrel(J +Ka, J +Ka) = 0

Die Allgemeinheit der Aussage des folgenden Lemmas ist für die später zu behandelnden
Geodäten von entscheidender Bedeutung.

4.3.26 Lemma. Sei L : I → F̂∗ mit La, Lb ∈ GL(H) und M : I → GL(H1,H). Dann ist

sf(L, I) = sf(M∗LM, I)
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Beweis. Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus den Überlegungen zur Wohlde�niertheit des
Spektral�usses: Ist M̃ : I → GL(H1) mit

(M ′
λ)
∗M∗

λLλMλM
′
λ = J ′ +K ′

λ

Dann istW : I → GL(H1,H) de�niert durchWλ = MλM̃λ ein Weg mitW ∗
λLλWλ = J ′+K ′

λ und
aus den Überlegungen zur Wohlde�niertheit des Spektral�usses folgt sf(L, I) = sf(M∗LM, I).

4.3.27 Lemma. Es sei L : I → F̂∗ mit La, Lb ∈ GL(H), so dass Lλ − La ∈ K(H) für alle

λ ∈ I. Dann ist

sf(L, I) = µrel(La, Lb) = dim(im(E−(La)) ∩ ker(E−(Lb)))− dim(im(E−(Lb)) ∩ ker(E−(La)))

Beweis. Es ist Lλ = A+Kλ, wobei A ∈ F̂∗ und Kλ ∈ K(H) für alle λ ∈ I. Für den konstanten
Weg A existiert nun eine konstante kogrediente Parametrix M ∈ GL(H). Damit ist aber der
konstante Weg Mλ = M eine kogrediente Parametrix für L : I → F̂ und man erhält mit 4.3.12

sf(L, I) = µrel(M∗LaM,M∗LbM) = µrel(La, Lb)

4.3.28 Lemma. Für L : I → F̂∗ mit La, Lb, Lc ∈ GL(H) ist

sf(L, [a, b]) = sf(L, [a, c]) + sf(L, [c, b])

Beweis. Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus 4.3.13.
4.3.29 Lemma. Es sei H : [0, 1] × I → F̂∗ eine Homotopie mit H(s, a),H(s, b) ∈ GL(H) für

alle s ∈ [0, 1]. Dann ist sf(H(s, ·)) konstant.

Beweis. Es sei J ∈ J gewählt. Wegen 4.3.15 und Λ = [0, 1] × I parakompakt und zusammen-
ziehbar existiert nun ein Weg M : [0, 1]× I → GL(H) mit

M∗
(s,λ)H(s,λ)M(s,λ) = J +K(s,λ) für alle (s, λ) ∈ Λ

Damit ist für jedes s ∈ [0, 1]

sf(Hs, I) = µrel(M∗
(s,a)H(s,a)M(s,a),M

∗
(s,b)H(s,b)M(s,b))

Die Behauptung folgt mit 4.3.11, da unter der Voraussetzung H(s, a),H(s, b) ∈ GL(H)

{(M∗
(s,a)H(s,a)M(s,a),M

∗
(s,b)H(s,b)M(s,b))}s∈[0,1]

ein Weg von Paaren Calkin-äquivalenter selbstadjungierter Isomorphismen ist.
4.3.30 Lemma. Es sei H : [0, 1] × I → F̂∗ mit H(0, a),H(0, b),H(1, a),H(1, b) ∈ GL(H) und

H(·, a),H(·, b) kogredient. Dann ist sf(H0, I) = sf(H1, I).
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Beweis. Wie in dem Beweis von 4.3.29 wähle man J ∈ J und M : [0, 1] × I → GL(H) mit
M∗

(s,λ)H(s,λ)M(s,λ) = J +K(s,λ). Da nach Voraussetzung die Wege H(·, a) und H(·, b) kogredient
sind und Kogredienz eine Äquivalenzrelation ist, sind die Wege M∗

(s,a)H(s,a)M(s,a) = J +K(s,a)

und M∗
(s,b)H(s,b)M(s,b) = J +K(s,b) kogrediente kompakte Perturbationen von J parametrisiert

durch [0, 1] und beide haben nach Voraussetzung invertierbare Endpunkte. Mit 4.3.26 erhält man

sf(M∗
(·,a)H(·,a)M(·,a), [0, 1]) = sf(M∗

(·,b)H(·,b)M(·,b), [0, 1])

und damit

µrel(J +K(0,a), J +K(1,a)) = µrel(J +K(0,b), J +K(1,b))

Mit 4.3.13 erhält man daraus

µrel(J +K(0,a), J +K(0,b)) + µrel(J +K(0,b), J +K(1,a))

= µrel(J +K(0,b), J +K(1,a)) + µrel(J +K(1,a), J +K(1,b))

und folglich

µrel(J +K(0,a), J +K(0,b)) = µrel(J +K(1,a), J +K(1,b))

also sf(H(0, ·), I) = sf(H(1, ·), I).

Von besonderer Bedeutung ist die Möglichkeit des Verzichts auf invertierbare Endpunkte bei
geschlossenen Wegen. Ist L : I → F̂∗ mit La = Lb, so existiert zunächst mit der Orthogonalpro-
jektion auf kerLa ein kompakter selbstadjungierter Operator K mit La+K = Lb+K ∈ GL(H)
und folglich kann für Lλ + K der Spektral�uss berechnet werden. Dieses Vorgehen ist zudem
unabhängig von der Wahl des Operators K. Sind nämlich K,K ′ ∈ K(H) zwei selbstadjungierte
Operatoren mit La +K,La +K ′ ∈ GL(H), so betrachte man die Homotopie H : [0, 1]× I → F̂∗
mit H(s, λ) = Lλ + sK ′ + (1 − s)K. Dann ist H(0, λ) = Lλ + K, H(1, λ) = Lλ + K ′ und
beide Wege haben invertierbare Endpunkte. Da zudem H(s, a) = H(s, b) für alle s ∈ [0, 1] ist
sf(L+K, I) = sf(L+K ′, I) wegen des vorhergehenden Lemmas. Es ist also folgende De�nition
sinnvoll.

4.3.31 De�nition. Sei L : I → F̂∗ mit La = Lb. Man de�niert sf(L, I) = sf(L +K, I), wobei
K ∈ KS(H) mit La +K = Lb +K ∈ GL(H).

Der Spektral�uss erweist sich nun als invariant unter freien Homotopien geschlossener Wege.

4.3.32 Lemma. Es sei H : [0, 1] × I → F̂∗ eine Homotopie mit H(s, a) = H(s, b) für alle

s ∈ [0, 1]. Dann ist

sf(H(0, ·), I) = sf(H(1, ·), I)
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Beweis. Der entscheidende Schritt des Beweises ist der Nachweis der Existenz eines selbstadjun-
gierten Operators K ′ ∈ K(H) mit

H(0, a) +K ′,H(1, a) +K ′ ∈ GL(H)

Hierfür sei P die Orthogonalprojektion auf kerH(0, a) und Q die Orthogonalprojektion auf
ker(H(1, a) + P ), so dass insbesondere H(0, a) + P ∈ GL(H). Man de�niere K ′ = P + εQ ∈
KS(H). Dann ist ker(H(1, a)+P+εQ) = {0} und da H(1, a)+P+εQ ein Fredholmoperator vom
Index 0 ist, erhält man aus der Fredholm-Alternative H(1, a)+K ′ = H(1, a)+P +εQ ∈ GL(H).
Desweiteren ist

‖H(0, a) +K ′ − (H(0, a) + P︸ ︷︷ ︸
∈GL(H)

)‖ =| ε | ‖Q‖

und wegen der O�enheit von GL(H) ⊂ L(H) ist insgesamt für ε > 0 hinreichend klein
H(1, a) +K ′,H(0, a) +K ′ ∈ GL(H)

Man betrachte nun die Homotopie H(s, λ) + K ′. Dann sind H(0, λ) + K ′,H(1, λ) + K ′ Wege
in F̂∗ mit invertierbaren Endpunkten und es ist H(s, a) +K ′ = H(s, b) +K ′ für alle s ∈ [0, 1].
Damit erhält man aus 4.3.30

sf(H(0, ·), I) = sf(H(0, ·) +K ′, I) = sf(H(1, ·) +K ′, I) = sf(H(1, ·), I)

4.3.33 Folgerung. Ist L : I → F̂∗ mit La = Lb und Kλ ein Weg kompakter selbstadjungierter

Operatoren mit Ka = Kb, so ist sf(L+K, I) = sf(L, I).

Beweis. Die Aussage folgt mit der Homotopie H(s, λ) = Lλ + sKλ direkt aus 4.3.32.
Bisher wurde lediglich der Spektral�uss für Wege in F̂∗ betrachtet. Es soll nun kurz erläutert

werden, wie diese De�nition auf Wege in F̂± übertragen werden kann.
Es sei hierfür L : I → F̂(H) ein allgemeiner Weg selbstadjungierter Fredholmoperatoren. Man
wähle einen unendlichdimensionalen separablen Hilbertraum H0 und versehe

Ĥ = H0 ⊕H ⊕H0

mit dem kanonischen Skalarprodukt das diese Summe orthogonal macht. Man betrachte nun den
Operator

L̂ : Ĥ → Ĥ, L̂(u, v, w) = (u, Lv,−w)

Dieser Operator ist in F̂∗ und entsprechend erhält man zu jedem Weg L : I → F̂ einen zugehö-
rigen Weg L̂ in F̂∗. Hat der ursprüngliche Weg L invertierbare Endpunkte, so gilt dies auch für
L̂ und man kann

sf(L) = sf(L̂)

de�nieren. Zu dieser De�nition sind nun zwei wichtige Beobachtungen zu machen.
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• Im Fall eines Weges L : I → F̂∗ stimmt diese De�nition mit der ursprünglichen überein.
• Alle bewiesenen Rechenregeln gelten auch für den allgemeinen Spektral�uss auf F̂ .

Die Beweise dieser Aussagen erhält man ohne groÿe Mühe aus der De�nition des allgemeinen
Spektral�usses, da die Operatoren auf den hinzugenommenen Komponenten konstant sind. Be-
deutend ist nun, dass diese De�nition des Spektral�usses sich gerade mit dem heuristischen
Zugang deckt, der in der Einleitung dieses Kapitels gegeben wurde.
4.3.34 Lemma. Es sei L : I → F̂± mit La, Lb ∈ GL(H). Dann ist

sf(L, I) = iMorse(La)− iMorse(Lb), falls L : I → F̂+

sf(L, I) = iMorse(−Lb)− iMorse(−La), falls L : I → F̂−

Beweis. Der Beweis wird in drei Fällen behandelt:
Fall 1 L(I) sei in einer einzelnen Calkin-Äquivalenzklasse enthalten.

Mit einem hinreichend kleinen ε ∈ ρ(La) ∩ (0,∞) und einem hinreichend groÿen s > 0
ist der Operator T = La + sE(−∞,ε](La) positiv de�nit und Calkin-äquivalent zu La und
folglich auch zu Lb. Mit 4.3.27, 4.3.13 und 4.3.9 erhält man hieraus

sf(L, I) = µrel(La, Lb) = µrel(La, T ) + µrel(T,Lb)

= µrel(La, T )− µrel(Lb, T ) = iMorse(La)− iMorse(Lb)

Fall 2 Es seien La, Lb positiv de�nit.
Da sowohl F̂+ als auch die Menge der positiv de�niten selbstadjungierten Operatoren
konvex ist, de�niert die Homotopie

sLλ + (1− s)id, 0 ≤ s ≤ 1, a ≤ λ ≤ b

eine Deformation von L auf einen konstanten Weg, wobei H(s, a),H(s, b) ∈ GL(H) für alle
s ∈ [0, 1]. Damit ist wegen 4.3.29 und 4.3.25 sf(L, I) = 0.

Fall 3 Für den allgemeinen Fall seien Ka,Kb kompakte, selbstadjungierte Operatoren, so dass
La +Ka und Lb +Kb positiv de�nit sind. Man de�niere

At = La + (1− t)Ka, Bt = Lb + tKb für t ∈ [0, 1]

Dann ist der Weg C = A∗L∗B in F̂+ mit selbstadjungierten Endpunkten und man erhält
aus dem zweiten Fall und 4.3.28

sf(A, [0, 1]) + sf(L, [a, b]) + sf(B, [0, 1]) = 0

Wegen des ersten Falles und der positiven De�nitheit von La + Ka, Lb + Kb erhält man
schlieÿlich

sf(L, I) = − sf(A, [0, 1])− sf(B, [0, 1])

= −(iMorse(La +Ka)− iMorse(La))− (iMorse(Lb)− iMorse(Lb +Kb))

= iMorse(La)− iMorse(Lb)
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Der Beweis der zweiten Aussage verläuft analog.
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4.4 Eindeutigkeit des Spektral�usses

In diesem Abschnitt wird der soeben de�nierte Spektral�uss als Homomorphismus
π1(F̂∗) → Z

betrachtet. Insbesondere wird sich diese Abbildung unter der in Abschnitt 4.2.2 zitierten unendli-
chen Zyklizität der betrachteten Fundamentalgruppe als bijektiv erweisen und hiermit zusätzlich
den Beweis einer Aussage ermöglichen, die jede dem Spektral�uss �ähnliche� Abbildung als be-
reits mit diesem identisch nachweist. Die hier gegebene Darstellung ist überwiegend an [Les05,
Chapter 5.2] angelehnt.

Für einen topologischen Raum X und einen Unterraum Y ⊂ X bezeichne Ω(X,Y ) die Men-
ge aller Wege γ : [a, b] → X mit γ(a), γ(b) ∈ Y . Zudem bezeichne π̃1(X,Y ) die Menge aller
Homotopieklassen in Ω(X,Y ).

Für eine Abbildung µ : Ω(X,Y ) → Z betrachte man die folgenden Eigenschaften
(K) Ist für γ1, γ2 ∈ Ω(X,Y ) der Weg γ1 ∗ γ2 de�niert, so ist

µ(γ1 ∗ γ2) = µ(γ1) + µ(γ2)

(H) µ induziert eine wohlde�nierte Abbildung µ : π̃1(X,Y ) → Z.
4.4.1 Bemerkung. Erfüllt µ : Ω(X,Y ) → Z die Eigenschaften (K) und (H), so ist für jedes x0 ∈ Y
die Einschränkung von µ auf Ω(X,x0) ein Homomorphismus π1(X,x0) → Z.
4.4.2 Bemerkung. Mit Erfüllung der Eigenschaft (H) folgt unmittelbar das Verhalten von µ unter
Umparametrisierungen eines Weges in Ω(X,Y ).
4.4.3 Lemma. Eine Abbildung µ : Ω(X,Y ) → Z die der Bedingung (K) genügt erfüllt genau

dann (H), wenn µ invariant unter Homotopien mit festen Endpunkten ist und µ(γ) = 0 für jedes

γ ∈ Ω(Y ).

Beweis. Existiert µ : π̃1(X,Y ) → Z, so ist die Invarianz unter Homotopien mit festen Endpunk-
ten trivial. Für die zweite Behauptung ist zunächst für jeden konstanten Weg µ(γ) = µ(γ ∗ γ) =
µ(γ) + µ(γ), also µ(γ) = 0. Ein Weg γ : [a, b] → X mit γ([a, b]) ⊂ Y ist nun aber mit der
Homotopie γs(t) = γ(st) in Ω(X,Y ) homotop zu dem konstanten Weg γ(0).
Für die Umkehrung sei H : I × [a, b] → X eine Homotopie mit H(s, a),H(s, b) ∈ Y für alle
s ∈ [0, 1]. Damit sind aber H(· , a),H(· , b) Wege in Y und H(0, · ) ist homotop zu

H(· , a) ∗H(1, · ) ∗H(· , b)−1

mit festen Endpunkten. Man erhält damit unter den gegebenen Voraussetzungen
µ(H(0, ·)) = µ(H(· , a)) + µ(H(1, · ))− µ(H(· , b)) = µ(H(1, · ))
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4.4.4 Lemma. F̂∗ ∩GL(H) ist wegzusammenhängend.

Beweis. Es sei J ∈ J fest gewählt. Ist nun T ∈ F̂∗ ∩ GL(H), so lehrt ein Blick in den Beweis
von 4.3.20 die Existenz eines M ∈ GL(H) mit MTM∗ = J . Mit Kuipers Theorem 4.1.7 sei nun
γ : [0, 1] → GL(H) ein Weg mit γ(0) = M,γ(1) = id. Dann ist

[0, 1] 3 t 7→ γ(t)Tγ(t)∗ ∈ F̂∗

ein Weg in F̂∗ ∩GL(H) der J und T verbindet.
Das folgende Resultat wird im Beweis der Eindeutigkeit des Spektral�usses benötigt, ist aber

o�enbar auch unabhängig hiervon bedeutsam.
4.4.5 Satz. Für jedes J ∈ J de�niert der Spektral�uss einen Isomorphismus

sf : π1(F̂∗, J) → Z

Beweis. Mit 4.3.28 und 4.3.29 ist sf : π1(F̂∗, J) → Z ein Homomorphismus. Zudem wurde im
Abschnitt 4.2.2 auf die Isomorphie π1(F̂∗) ∼= Z hingewiesen. Folglich genügt es einen Weg L :
[a, b] → F̂∗ mit L(a) = L(b) = J und Spektral�uss 1 anzugeben.
Nach De�nition von J ist

J = P+ − P− − P0

wobei P+, P−, P0 Orthogonalprojektionen sind mit P++P−+P0 = id, dim kerP+ = dim kerP− =
∞ und dim imP0 = 1. Man betrachte hiermit den Weg

L : [−1, 1] → F̂∗, t 7→ P+ − P− + tP0

Damit ist L−1 = J und man erhält aus 4.3.27

sf(L, [−1, 1]) = µrel(L−1, L1)

= dim(im(E−(L−1)) ∩ ker(E−(L1)))− dim(im(E−(L1)) ∩ ker(E−(L−1))) = 1

Mit L−1, L1 ∈ GL(H) existiert wegen 4.4.4 ein Weg in F̂∗ ∩ GL(H) von L1 nach L−1. Dieser
Weg hat wegen 4.3.25 Spektral�uss 0 und man erhält mit 4.3.28 durch Aneinanderhängen beider
Wege einen geschlossenen Weg mit Spektral�uss 1 und Basispunkt J .
4.4.6 Satz. Es sei H ein unendlichdimensionaler separabler Hilbertraum und

µ : Ω(F̂∗, F̂∗ ∩GL(H)) → Z

eine Abbildung, die (K) und (H) erfüllt. Zudem existiere ein γ ∈ Ω(F̂∗, F̂∗ ∩GL(H)) mit µ(γ) =
sf(γ) = 1. Dann ist

µ = sf : Ω(F̂∗, F̂∗ ∩GL(H)) → Z
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Beweis. Es sei J ∈ J gewählt. Da wegen 4.4.4 F̂∗∩GL(H) wegzusammenhängend ist, existieren
Wege γ̃1, γ̃2 : I → F̂∗ ∩GL(H) mit γ̃1(0) = J , γ̃1(1) = γ(a), γ̃2(0) = γ(b) und γ̃2(1) = J . Damit
ist unter Verwendung von 4.4.3

µ(γ̃1 ∗ γ ∗ γ̃2) = µ(γ̃1) + µ(γ) + µ(γ̃2) = 1 = sf(γ̃1) + sf(γ) + sf(γ̃2) = sf(γ̃1 ∗ γ ∗ γ̃2)

und folglich de�niert γ̃1 ∗γ ∗ γ̃2 einen Erzeuger von π1(F̂∗, J), auf dem µ und sf übereinstimmen.
Damit ist wegen 4.4.5

µ = sf : π1(F̂∗, J) → Z (4.4.1)

Es sei nun η ∈ Ω(F̂∗, F̂∗ ∩ GL(H)) beliebig gegeben. Wähle γ1, γ2 : I → F̂∗ ∩ GL(H) mit
γ1(0) = J , γ1(1) = η(0), γ2(0) = η(1) und γ2(1) = J . Damit ist γ1 ∗ η ∗ γ2 ein geschlossener Weg
mit Basispunkt J und man erhält aus (4.4.1)

µ(η) = µ(γ1) + µ(η) + µ(γ2) = µ(γ1 ∗ µ ∗ γ2) = sf(γ1 ∗ µ ∗ γ2)

= sf(γ1) + sf(η) + sf(γ2) = sf(η)
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4.5 Alternative Konstruktion des Spektral�usses

Es soll nun eine weitere Möglichkeit der De�nition des Spektral�usses aus dem Artikel [Phi96]
dargelegt werden und unter Ausnutzung des Resultates 4.4.6 ihre Gleichheit mit der obigen
De�nition gezeigt werden. Dass nun zwei De�nition des Spektral�usses bereitstehen wird im
letzten Teil dieser Arbeit gewinnbringend Verwendung �nden.

4.5.1 Lemma. Für B ∈ F̂∗ existiert a > 0 und eine o�ene Umgebung N ⊂ F̂∗ von B, so dass

N 3 S 7→ χ[−a,a](S) ∈ L(H) stetig und für jedes S ∈ N von endlichem Rang ist.

Beweis. Da B ein selbstadjungierter Fredholmoperator ist existiert ein a > 0, so dass ±a /∈ σ(B)
und χ[−a,a](S) eine Projektion von endlichem Rang ist. Wegen der Abgeschlossenheit von σ(B)
existiert ein ε > 0 mit ([−a− ε,−a+ ε] ∪ [a− ε, a+ ε]) ∩ σ(B) = ∅. Nun ist die Menge

N1 = {S ∈ F̂∗ : ([−a− ε,−a+ ε] ∪ [a− ε, a+ ε]) ∩ σ(S) = ∅} ⊂ F̂∗

wegen 1.2.14 o�en und auf dieser Menge ist die Abbildung S 7→ χ[−a,a](S) stetig9. Man de�niere
nun die wegen der Stetigkeit von S 7→ χ[−a,a](S) o�ene Teilmenge

N = {S ∈ N1 : ‖χ[−a,a](S)− χ[−a,a](B)‖ < 1}

Aus 1.2.13 erhält man damit abschlieÿend

dim(χ[−a,a](S)) = dim(χ[−a,a](B)) <∞

für alle S ∈ N .

Es sei B : [a, b] → F̂∗ ein stetiger Weg. Wegen der Kompaktheit von [a, b] und dem vorigen
Lemma kann man nun eine Zerlegung a = x0 < x1 < . . . , < xn = b von [a, b] und positive Zahlen
a1, a2, . . . , an wählen, so dass für jedes i = 1, 2, . . . , n die Funktion

[xi−1, xi] 3 t 7→ χ[−ai,ai](Bt) ∈ L(H)

stetig und jedes Element des Bildes von endlichem Rang ist. Man betrachte nun die Summation

µ(B) =
n∑
k=1

(
rk(χ[0,ak](B(xk)))− rk(χ[0,ak](B(xk−1)))

) (4.5.1)

4.5.2 Lemma. (4.5.1) ist unabhängig von den getro�enen Wahlen, hängt also nur von der

Funktion B : [a, b] → F̂∗ ab.

Beweis. O�enbar genügt es hierfür die Invarianz von (4.5.1) unter folgenden Operationen nach-
zuweisen:

9Mit der De�nition von N1 kann mühelos eine auf R stetige Funktion angegeben werden, die für jedes S ∈ N1

auf σ(S) mit χ[−a,a] übereinstimmt. Die Stetigkeit folgt damit aus 1.2.17
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Abbildung 4.7: Zur Berechnung von µ: Darstellung des Spektrums von Bt in einer Umgebung
von 0. Die horizontalen Linien markieren hierbei die Werte der ai aus der De�nition von µ.

1. Verfeinerung der Zerlegung von [a, b] unter Beibehaltung der projektionswertigen Funktio-
nen auf der feineren Zerlegung.

2. Veränderung der Wahl der ai unter Beibehaltung der Zerlegung.

zu (1) Ist x∗ ∈ [xi−1, xi] ein zusätzlicher Punkt für ein i = 1, . . . , n, so wird in (4.5.1) der Term
rk(χ[0,ai](B(x∗))) sowohl hinzuaddiert als auch wieder subtrahiert.

zu (2) Es sei [c, d] ⊂ [a, b] ein festes Teilintervall, χ[−a1,a1](Bt) und χ[−a2,a2](Bt) zwei stetige
Funktionen auf [c, d] wie in der De�nition von (4.5.1) und o.B.d.A. a1 ≥ a2. Da zudem
a1, a2 /∈ σ(Bt) für alle t ∈ [c, d] ist t 7→ χ[0,a1](Bt) − χ[0,a2](Bt) = χ(a2,a1](Bt) eine stetige
Funktion auf [c, d] und damit rk(χ[0,a1](Bt)− χ[0,a2](Bt)) =: n lokal konstant und folglich
konstant auf [c, d]. Man erhält schlieÿlich

rk(χ[0,a1](Bd))− rk(χ[0,a1](Bc)) =
(
rk(χ[0,a2](Bd)) + n

)
−
(
rk(χ[0,a2](Bc)) + n

)
= rk(χ[0,a2](Bd))− rk(χ[0,a2](Bc))

Es ist aus der De�nition klar, dass µ die Additivitätsbedingung (K) erfüllt.
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4.5.3 Satz. µ ist invariant unter Homotopien mit festen Endpunkten.

Beweis. Zunächst kann eine wichtige Beobachtung gemacht werden: Sind S, T ∈ F̂∗ in einer
Umgebung N wie in Lemma 4.5.1, so besitzt µ für alle ganz in N verlaufende Wege von S nach
T den gleichen Wert.
Es seien nun B : [a, b] → F̂∗ und B′ : [a, b] → F̂∗ zwei Wege und H : [0, 1] × [a, b] → F̂∗ eine
Homotopie mit

H(0, t) = Bt, H(1, t) = B′t für alle t ∈ [a, b]

H(s, a) = Ba = B′a für alle s ∈ [a, b]

H(s, b) = Bb = B′b für alle s ∈ [a, b]

Wegen der Kompaktheit von H([0, 1]× [a, b]) ⊂ F̂∗ kann man eine endliche o�ene Überdeckung

H([0, 1]× [a, b]) =
N⋃
i=1

Ni

wählen, die aus Umgebungen wie in Lemma 4.5.1 besteht. Bezeichnet nun ε0 > 0 die Lebesgue-
nummer der o�enen Überdeckung

[0, 1]× [a, b] =
N⋃
i=1

H−1(Ni)

so ist das Bild jeder Teilmenge von [0, 1] × [a, b] mit Durchmesser < ε0 in einem der Ni enthal-
ten. H kann nun in eine endliche Folge �kurzer� Homotopien zerlegt werden, indem man eine
Zerlegung von [0, 1] in abgeschlossene Intervalle Jk, k = 1, . . . ,M der Länge < ε0√

2
wählt und die

Einschränkungen H |Jk×[a,b], k = 1, . . . ,M betrachtet. Für ein fest gewähltes k ∈ {1, . . . ,M} be-
zeichne nun zur Vereinfachung der Schreibweise B und B′ Anfangs- und Endkurve der Homotopie
H |Jk×[a,b]. Nun kann aber auch [a, b] in eine endliche Anzahl von Intervallen Ĵl, l = 1, . . . , M̂
zerlegt werden, so dass H(Jk × Ĵl) stets in einem der Ni enthalten ist. Man betrachte damit das
folgende Bild

Mit der eingangs gemachten Bemerkung der Gleichheit von µ für Wege die ganz in einem Ni

verlaufen, ist aber in jedem Ni der Wert von µ des oberen Weges und des unteren Weges gleich.
Wegen der bereits nachgewiesenen Gültigkeit der Eigenschaft (K) ist nun die Summe über die µ
der unteren Wege gleich µ(B). Da sich aber die µ der vertikalen Wege paarweise annullieren ist
die Summe aller µ der oberen Wege gerade µ(B′) und man erhält insgesamt µ(B) = µ(B′).
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4.5.4 Folgerung. µ : Ω(F̂∗, F̂∗ ∩GL(H)) → Z erfüllt die Bedingung (H).

Beweis. Wegen 4.4.3 genügt es nachzuweisen, dass µ(B) = 0 für jeden Weg

B : [a, b] → F̂∗ ∩GL(H)

Ist B ein solcher Weg, so existiert wegen der O�enheit von ρ(Bt) für jedes t ∈ [a, b], 1.2.14 und
der Kompaktheit von [a, b] ein δ > 0, so dass σ(Bt) ∩ (−δ, δ) = ∅ für alle t ∈ [a, b]. Mit der nun
stetigen Funktion

[a, b] 3 t 7→ χ[− δ
2 ,
δ
2 ](Bt) ∈ L(H)

erhält man aus (4.5.1) unmittelbar µ(B) = 0.
4.5.5 Satz. Es ist µ = sf : Ω(F̂∗, F̂∗ ∩GL(H)) → Z.

Beweis. Wegen 4.5.4 und der bereits genannten Erfülltheit der Bedingung (K) genügt es mit
4.4.6 einen Weg B ∈ Ω(F̂∗, F̂∗ ∩ GL(H)) mit µ(B) = sf(B) = 1 anzugeben. Hierfür seien
P+, P−, P0 ∈ L(H) Orthogonalprojektoren mit P+ + P− + P0 = id und

dim ker(P+) = dim ker(P−) = ∞

rk(P0) = 1

Man betrachte hiermit den Weg

B : [−1, 1] → F̂∗, t 7→ P+ − P− + tP0

Dann ist B−1, B1 ∈ GL(H) und mit 4.3.27

sf(B, [a, b]) = µrel(B−1, B1)

= dim(im(E−(B−1)) ∩ ker(E−(B1)))− dim(im(E−(B1)) ∩ ker(E−(B−1))) = 1

Desweiteren ist aber o�enbar auch µ(B) = 1 und folglich die Behauptung bewiesen.
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4.6 Bemerkungen

Nach diesen recht ausgiebigen Betrachtungen zum Spektral�uss sollen einige abschlieÿende Be-
merkungen gemacht werden.

• Die De�nition des Spektral�usses aus [Phi96] ist für selbstadjungierte total inde�nite Fred-
holmoperatoren auf reellen und komplexen Hilberträumen anwendbar und auch in beiden
Varianten anzutre�en. In [Phi96] wird auch lediglich von einem Hilbertraum gesprochen
ohne einen konkreten Skalarenkörper zu benennen, wobei ein Teil dieser Arbeit sich mit
den im ersten Teil dieses Kapitels gegebene topologischen Betrachtungen beschäftigt, wobei
der Inhalt von [AS69] in aller Kürze zusammengefasst wird um den Spektral�uss als Iso-
morphimus der Fundamentalgruppe wie in 4.4.5 nachzuweisen. Dieser Teil der Arbeit kann
allerdings aus mehreren Gründen nur den komplexen Fall des Spektral�usses betre�en,
da beispielsweise mit Verweis auf den Artikel [AS69] die Fundamentalgruppe des Raumes
F̂∗ wegen einer Homotopieäquivalenz F̂∗ ' U(∞) als unendlich zyklisch erkannt werden
soll. Wegen 4.2.2 kann eine solche Homotopieäquivalenz allerdings im reellen Fall nicht
bestehen..

• Mit der De�nition des Spektral�usses nach Phillips erhält man aus der Invarianz des Spek-
trums unter Komplexi�zierung und der Beziehung E(TC, λ) = E(T, λ)C (vgl. hierzu 1.2.1)
unmittelbar die Invarianz des Spektral�usses unter Komplexi�zierung:
4.6.1 Lemma. Für einen Weg L : [a, b] → F̂∗(H) mit invertierbaren Endpunkten ist

sf(L, [a, b]) = sf(LC, [a, b])

• Bei Betrachtung von Artikeln zum Spektral�uss scheint eine wirklich wesentliche Erkennt-
nis der Darstellung des Spektral�usses aus [FPR99] die Invarianz unter der kogredienten
Wirkung zu sein, die wegen des Eindeutigkeitsresultates 4.4.6 nun auch für die populä-
re De�nition aus [Phi96] gilt. Beispielsweise �ndet man in [BF98, Theorem 4.2] in einer
Au�istung der wesentlichen Eigenschaften des Spektral�usses lediglich die durchaus leicht
einzusehende Invarianz unter der Einschränkung der kogredienten Wirkung auf die ortho-
gonalen Operatoren.
Umso bemerkenswerter ist, dass bereits jede Abbildung

µ : Ω(F̂∗, F̂∗ ∩GL(H)) → Z

die nur die Eigenschaft (H) erfüllt invariant unter der vollen kogredienten Wirkung ist. Der
Beweis dieser Aussage ist eine geradlinige und einzeilige Anwendung des Theorems von
Kuiper, die in [CFP00, Lemma 3] zu �nden ist.

• In dem Artikel [PPT04] zur Morse Theorie semi-Riemannscher Geodäten werden beide hier
beschriebene De�nitionen des Spektral�usses verwendet. Zu den dort gemachten Aussagen
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können nun zwei Bemerkungen gemacht werden. Zum Einen erweckt die dort gegebene
Beschreibung des Spektral�usses aus [FPR99] den Eindruck, dass die Invarianz unter der
kogredienten Wirkung eine Konsequenz aus dieser Konstruktion des Spektral�usses ist.
Wie eben bemerkt ist dieses Resultat aber wesentlich elementarer. Zum Anderen wird ohne
jegliche Begründung das Bestehen einer Homotopieäquivalenz F̂∗ ' U(∞) im reellen Fall
behauptet. Mit den Resultaten des Abschnittes 4.2.2 kann eine solche Abbildung jedoch
nicht existieren.

• Der Artikel [FPR99] besitzt eine durchaus ausführliche Einleitung, in der insbesondere
einige Referenzen zu weiteren Konstruktionen des Spektral�usses und deren Anwendungen
im reellen und komplexen Fall genannt werden. Es bleibt hierbei rätzelhaft, warum weder
die o�enbar so populäre Darstellung von [Phi96], noch die Isomorphismuseigenschaft des
Spektral�uss auf der Fundamentalgruppe Erwähnung �nden.
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Kapitel 5

Der Maslov Index

In diesem Kapitel wird mit dem Maslov Index das in der bisherigen Entwicklung entscheiden-
de Werkzeug der Theorie konjugierter Punkte entlang semi-Riemannscher Geodäten präsentiert.
Zum im letzten Kapitel behandelten Spektral�uss konnte mit 4.4.6 ein Resultat erzielt werden,
dass es erlaubt unter dem Namen Spektral�uss auftretende De�nitionen als identisch zu erken-
nen. Ebenfalls wird man an vielen Stellen der Literatur auf den Begri� des Maslov Index stossen.
Es ist zunächst wichtig darauf hinzuweisen, dass trotz des identischen Namens diese verschie-
denen De�nitionen im Allgemeinen keinesfalls übereinzustimmen brauchen1. Hier werden die
Betrachtungen zum Maslov Index aus dem Artikel [MPT00] präsentiert, der zugleich einer der
grundlegenden Arbeiten der Theorie semi-Riemannscher Geodäten ist. Unter Hinzunahme von
[PT00a] wird dabei versucht die nicht immer einfach zu verstehende Darstellung aus [MPT00] in
einer zugänglichen Form zu präsentieren.

1Man vergleiche beispielsweise [Arn67] für die ursprüngliche De�nition. Eine recht ausführliche Liste von

Literatur zum Maslov Index ist im Vorwort von [PT00a] zu �nden
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5.1 Grundlagen zu symplektischen Räumen

Es sei stets V ein symplektischer Vektorraum der Dimension 2n mit symplektischer Form ω.
Bekanntlich besitzt V eine Vektorraumbasis {e1, . . . , e2n}, so dass

ω(en+j , ej) = −ω(ej , en+j) = 1, j = 1, . . . , n

ω(ei, ej) = 0, falls |i− j| 6= n

die im Folgenden eine symplektische Basis von V genannt wird. Eine komplexe Struktur
für V ist eine lineare Abbildung I : V → V mit I2 = −id. Hierdurch wird auf V die Struktur
eines komplexen Vektorraums induziert, wobei I gerade der Multiplikation mit der imaginären
Einheit i entspricht2. Eine komplexe Struktur I wird kompatibel mit der symplektischen Form
ω genannt, falls die Bilinearform ω(I·, ·) ein Skalarprodukt auf V ist.
Eine lineare Abbildung T : V1 → V2 zwischen zwei symplektischen Vektorräumen (V1, ω1), (V2, ω2)
gleicher Dimension wird Symplektomorphismus genannt, falls ω2(Tx, Ty) = ω1(x, y) für alle
x, y ∈ V1.
Es sei nun R2n durch (x1, . . . , x2n) 7→ (x1, . . . , xn)+ i(xn+1, . . . , x2n) mit Cn identi�ziert. Hiemit
erhält man durch I0(ej) = en+j , I0(en+j) = −ej für j = 1, . . . , n eine komplexe Struktur I0

für R2n, wobei {e1, . . . , e2n} die kanonische Basis dieses Raumes bezeichne. Im Folgenden wer-
de mit x · y das gewöhnliche euklidische Skalarprodukt auf R2n und mit 〈x, y〉 das gewöhnliche
hermitesche Skalarprodukt auf Cn bezeichnet. Damit ist für x = (x1, . . . , x2n), y = (y1, . . . , y2n)

〈x, y〉 =
2n∑
i=1

xiyi + i
n∑
i=1

(xi+nyi − xiyi+n) = x · y + iω0(x, y)

wobei ω0 eine symplektische Form auf R2n ist, die als kanonische symplektische Form des R2n

bezeichnet wird. Hiermit ist die kanonische Basis des R2n eine symplektische Basis für (R2n, ω0)
und I0 eine kompatible komplexe Struktur. Zudem ist ω0(x, y) = (Jx) · y mit

J =

(
0 id

−id 0

)
Ein Unterraum W ⊂ V heiÿt isotrop, falls ω |W= 0 und lagrange, falls zudem dimW = n. Es
ist nicht schwer zu sehen, dass sich dies gerade mit der o�ensichtlichen Bedeutung von maximal
isotrop deckt.
Für eine Zerlegung V = L0 ⊕ L1 in Lagrange-Unterräume L0, L1 ⊂ V sei DL0,L1 : L1 → L∗0

gegeben durch
DL0,L1(v) = ω(v, ·) |L0

Da die Form ω nicht entartet ist, erhält man unmittelbar die Injektivität dieser Abbildung, die
sich folglich als eine Isomorphismus herausstellt3.

2Diese Prozedur ist grundlegend verschieden zu der im ersten Kapitel eingeführten Komplexi�zierung eines

beliebigen reellen Vektorraumes.
3Man möge sich diesen Isomorphismus gut einprägen. Er spielt eine fundamentale Rolle bei der De�nition der

Lagrange- Grassmannschen
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5.1.1 Lemma. Es sei (V, ω) ein symplektischer Vektorraum und L0 ⊂ V Lagrange.

1. V besitzt eine kompatible komplexe Struktur.

2. Es existiert L1 ⊂ V Lagrange mit V = L0⊕L1. Zudem existiert zu jeder Basis {e1, . . . , en}
von L0 eine Basis {en+1, . . . , e2n} von L1, so dass {e1, . . . , e2n} eine symplektische Basis

von V ist.

3. Für jeden Isomorphismus ψ : L0⊕{0} → Rn⊕{0} und L1 ⊂ V Lagrange mit V = L0⊕L1

existiert ein Symplektomorphismus ψ̃ : (V, ω) → (R2n, ω0) mit ψ̃ |L0⊕{0}= ψ und ψ(L1) =
{0} ⊕ Rn.

Beweis. 1. Mit der Wahl einer symplektischen Basis von V erhält man einen Symplektomor-
phismus ϕ : (V, ω) → (R2n, ω0). Mit I = ϕ−1I0ϕ ist I2 = −id und

ω(Ix, y) = ω(ϕ−1I0ϕx, y) = ω0(I0ϕx, ϕy) ∀x, y ∈ V

Folglich ist I : V → V eine kompatible komplexe Struktur für V .
2. L1 erhält man nach Wahl einer kompatiblen komplexen Struktur I für V aus L1 = I(L0).

Mit einer beliebigen Basis {e1, . . . , en} von L0 sei fi = (DL0,L1)
−1(ei) ∈ L1, wobei {e1, . . . , en}

die duale Basis bezüglich {e1, . . . , en} bezeichne. Nun ist ω(ei, ej) = 0 = ω(fi, fj) für alle
i, j = 1, . . . , n und

ω(ei, fj) = −ω(fj , ei) = −ej(ei) = −δij

Damit ist {e1, . . . , en, f1, . . . , fn} eine symplektische Basis von (V, ω).
3. Mit der Basis {ψ−1(e1), . . . , ψ−1(en)} erhält man die Fortsetzung von ψ unittelbar aus der

vorhergehenden Aussage.

Die symplektische Gruppe Sp(V, ω) ist die abgeschlossene Lie-Untergruppe von Gl(V )
bestehend aus allen Symplektomorphismen von (V, ω). Ihre Liealgebra sp(V, ω) besteht aus allen
linearen Abbildungen H : V → V mit

ω(Hx, y) + ω(x,Hy) = 0 ∀x, y ∈ V

wobei diese Gleichheit äquivalent zur Symmetrie der Bilinearform ω(H·, ·) auf V ist (vgl. hierzu
[Abb01, S. 3-4]).
Im speziellen Fall (V, ω) = (R2n, ω0) werde die Untergruppe von Gl(2n,R) bestehend aus den
unitären Transformationen bezüglich des kanonischen hermiteschen Produktes auf R2n ∼= Cn mit
U(n) bezeichnet. Da ω0 der Imaginärteil des hermiteschen Produktes ist und somit invariant unter
Anwendung von Elementen aus U(n) ist, ist U(n) eine Untergruppe von Sp(n,R) := Sp(R2n, ω0).
Desweiteren bezeichne O(n) die orthogonale Gruppe des Rn und SO(n) wie gewöhnlich die
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Untergruppe von O(n) bestehend aus den Matrizen mit Determinante 1. Für ψ ∈ O(n) ist
mit der im ersten Kapitel eingeführten Komplexi�zierung stets ψC ∈ U(n), womit sich O(n)
als Untergruppe von U(n) ⊂ Sp(n,R) au�assen lässt. Durch Betrachtung der darstellenden
Matrizen als Abbildungen auf R2n erhält man, dass O(n) unter dieser Identi�zierung gerade aus
den Elementen von U(n) besteht, die den Unterraum Rn ⊕ {0} ⊂ R2n invariant lassen.
Bekanntlich sind U(n), O(n), SO(n) kompakte Lie-Gruppen und Sp(n,R) eine nicht kompakte
Lie-Gruppe.
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5.2 Die Lagrange-Grassmannsche

Für k = 0, . . . , 2n bezeichne Gk(V ) die Grassmann-Mannigfaltigkeit bestehend aus allen k-
dimensionalen Unterräumen von V . Von besonderer Bedeutung für die De�nition des Maslov
Index ist die Teilmenge

Λ = Λ(V, ω) = {L ⊂ V : L Lagrange-Unterraum} ⊂ Gn(V )

die sich als eingebettete Untermannigfaltigkeit von Gn(V ) herausstellen wird. Sowohl zur hier
gewählten De�nition des Maslov Index als auch für Anwendungen auf konjugierte Punkte semi-
Riemannscher Geodäten ist der möglichst direkte Umgang mit diesem Objekt unverzichtbar,
womit insbesondere ein möglichst gutes Verständnis der Karten wünschenswert ist. Eine ganz
andere und wesentlich kürzer darzustellende, dafür aber in diesem Kontext wenig hilfreiche De-
�ntion �ndet man beispielsweise in [Arn67].

5.2.1 Die Grassmannsche
Bekanntlich besitzt Gk(V ) die Struktur einer glatten, kompakten Mannigfaltigkeit der Dimension
k(2n − k). Man vergleiche hierzu etwa [MiSta74, � 5] oder [Lee03, Example 1.24]. Dennoch soll
hier explizit ein Atlas für Gk(V ) angegeben werden, da die Einschränkungen dieser Karten auf
Λ im Fall k = n einen Atlas für Λ de�nieren.
Für die Darlegung der Grundlagen zur Grassmannschen sei vorübergehend V ein beliebiger
Vektorraum der Dimension n.
Für V = W0 ⊕W1 mit dimW0 = k und dimW1 = n− k bezeichne für T ∈ L(W0,W1)

graph(T ) = {v + Tv : v ∈W0} ∈ Gk(n)

den Graphen von T . Mit G0
k(W1) = {W ∈ Gk(n) : W ∩W1 = {0}} bestätigt man mühelos für

jedes Paar (W0,W1) wie oben die Bijektivität der Abbildung
ΨW0,W1 : G0

k(W1) → L(W0,W1), ΨW0,W1(W ) = T = (π1 |W ) ◦ (π0 |W )−1

wobei π0 : W0 ⊕ W1 → W0 und π1 : W0 ⊕ W1 → W1 die Projektionen bezeichnen. Damit
ist Ψ−1

W0,W1
die Abbildung, die jedem T ∈ L(W0,W1) ihren Graph graph(T ) zuordnet. Diese

Abbildungen werden den glatten Atlas von Gk(n) de�nieren.
Für einen weiteren k-dimensionalen Unterraum W ′

0 mit V = W ′
0 ⊕W1 bezeichne im Folgenden

ηW1
W0,W ′

0
: W0 →W ′

0 den durch (π′0 : W ′
0 ⊕W1 →W ′

0) |W0 gegebenen Isomorphismus.
5.2.1 Lemma. Es seien W0,W

′
0,W1,W

′
1 ⊂ V mit dimW0 = dimW ′

0 = k und W0 ⊕ W1 =
W ′

0 ⊕W1 = W0 ⊕W ′
1.

1. ΨW ′
0,W1 ◦ (ΨW0,W1)

−1 : L(W0,W1) → L(W ′
0,W1) ist gegeben durch

(ΨW ′
0,W1 ◦ (ΨW0,W1)

−1)(T ) = (π′1 |W0 +T ) ◦ ηW1
W ′

0,W0

wobei π′1 : W ′
0 ⊕W1 →W1 die Projektion bezeichne.
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2. T ∈ L(W0,W1) ist genau dann im De�nitionsbereich von ΨW0,W ′
1
◦ (ΨW0,W1)

−1, wenn

idW0 + (π′0 |W1) ◦ T ∈ GL(W0) und es ist

(ΨW0,W ′
1
◦ (ΨW0,W1)

−1)(T ) = ηW0
W1,W ′

1
◦ T ◦ (idW0 + (π′0 |W1) ◦ T )−1

wobei π′0 : W0 ⊕W ′
1 →W0 die Projektion bezeichne.

Beweis. Zum Beweis der ersten Behauptung sei x ∈W ′
0. Dann ist mit π1 + π′1π0 = 0

x+ (π′1 |W0 +T ) ◦ π0 |W ′
0
x = x+ π′1π0x+ Tπ0x = π1x+ π0x+ π′1π0x+ Tπ0x

= π0x+ Tπ0x = ηW1
W ′

0,W0
x+ TηW1

W ′
0,W0

x

und folglich graph(T ) = graph((π′1 |W0 +T ) ◦ ηW1
W ′

0,W0
). Nach De�niton der Abbildungen Ψ ist

damit die Aussage gezeigt.
Für den Beweis des ersten Teils der zweiten Aussage beachte man zunächst, dass der De�niti-
onsbereich von ΨW0,W ′

1
◦ (ΨW0,W1)

−1 gerade durch G0
k(W

′
1) gegeben ist. Es ist aber

graph(T ) ∈ G0
k(W

′
1) ⇐⇒ x+ Tx /∈W ′

1 ∀x ∈W0 \ {0}

⇐⇒ π0(x+ Tx) = x+ π′0Tx = x+ π′0 |W1Tx 6= 0 ∀x ∈W0 \ {0}

Den zweiten Teil der Aussage erhält man, da die Gleichung

x+ π′1 |W1 T (idW0 + π′0 |W1 ◦T )−1x = x̃+ T x̃

stets durch x = (idW0 + π′0 |W1 T )x̃ mit idW0 + π′0 |W1 T ∈ GL(W0) gelöst wird, womit o�enbar
die Graphen beider Abbildungen übereinstimmen.

5.2.2 Satz. A = {ΨW0,W1 : V = W0⊕W1,dimW0 = k} ist ein glatter Atlas für Gk(n) mit dem
Gk(n) die Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit der Dimension k(n− k) erhält.

Beweis. Da zu jedem W0 ⊂ V ein komplementärer Teilraum existiert, überdecken die Karten
Gk(n). Zudem ist das Bild eines jeden Kartengebietes unter der Karte eine o�ene Teilmenge des
Modells der Mannigfaltigkeit. Jegliche bisher betrachteten Kartenwechselabbildungen sind auf
o�enen Teilmengen von L(W0,W1) de�niert und glatt. Da zu jeder Abbildung auch ihre Um-
kehabbildung betrachtet wurde, sind diese Abbildungen Di�eomorphismen. Damit ist allerdings
die allgemeine Verträglichkeit der Karten noch nicht bewiesen.
Sind nun ΨW0,W1 ,ΨW ′

0,W
′
1
∈ AmitG0

k(W
′
1)∩G0

k(W1) 6= ∅, so sind aber ΨW ′
0,W

′
1
und ΨW0,W ′

1
sowie

ΨW0,W ′
1
und ΨW0,W1 miteinander verträglich. Da aber die De�nitionsbereiche von ΨW ′

0,W
′
1
und

ΨW0,W ′
1
übereinstimmen, erhält man die gewünschte Verträglichkeit von ΨW0,W1 und ΨW ′

0,W
′
1
4.

Abschlieÿend existiert nun zu je zwei Punkten aus Gk(V ) ein Element aus A, so dass beide
Punkte im De�nitonsbereich dieser einen Karte enthalten sind und indem man in der De�nition
von A nur Abbildungen ΨW0,W1 betrachtet, bei denen W0 und W1 von der Standardbasis des Rn

4Die hier verwendete Übereinstimmung der De�nitionsbereiche ist natürlich notwendig für diese Schluÿweise.
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erzeugt sind, erhält man sogar eine endliche Teilmenge von A, deren De�nitionsbereiche Gk(n)
überdecken.
Unter diesen Voraussetzungen besitzt Gk(n) eine eindeutige Struktur einer glatten Mannigfal-
tigkeit, so dass A ein glatter Atlas für Gk(n) ist (vgl. z.B. [Lee03, Lemma 1.23]).

Man betrachte nun die Wirkung der Lie-Gruppe GL(V ) auf Gk(n)

5.2.3 Lemma. Die Wirkung

GL(V )×Gk(n) → Gk(n), (A,W ) 7→ A(W ) (5.2.1)

ist glatt und transitiv.

Beweis. Die Transitivität ist klar, Die Glattheit erhält man durch Darstellung der Abbildung in
Karten oder alternativ mit [Lee03, Example 9.32].

5.2.2 De�nition der Lagrange-Grassmannschen
Das Ziel ist nun durch Einschränkung der Karten von Gn(V ) die Struktur einer glatten ein-
gebetten Untermannigfaltigkeit auf Λ ⊂ Gn(V ) zu erlangen. Für einen endlichdimensionalen
Vektorraum V bezeichne im Folgenden B(V ) den Vektorraum aller Bilinearformen auf V und
Bsym(V ) ⊂ B(V ) den Unterraum der symmetrischen Bilinearformen.
5.2.4 De�nition. Es sei V = L0 ⊕ L1 eine Zerlegung in Lagrange-Unterräume. Man de�niere
ϕL0,L1 : G0

n(L1) → B(L0) durch

ϕL0,L1(W ) = DL0,L1 ◦ΨL0,L1(W )

wobei die übliche Identi�kation L(L0, L
∗
0) ∼= B(L0) verwendet wird. Hiermit ist

ϕL0,L1(W ) = ω(T ·, ·) |L0 mit T = π1 |W ◦(π0 |W )−1

Diese Abbildung ist als Komposition einer Karte von Gn(V ) mit dem Isomorphismus DL0,L1

o�enbar ein Di�eomorphismus.
5.2.5 Lemma. Die Menge Λ ist eine glatte eingebettete Untermannigfaltigkeit von Gn(V ) der

Dimension 1
2n(n + 1). Mit Λ0(L1) = Λ ∩ G0

n(L1) schränkt sich jede der oben de�nierten Abbil-

dungen ϕL0,L1 zu einer Karte für Λ mit ϕL0,L1 : Λ0(L1) → Bsym(L0) ein.

Beweis. Es sei L ∈ G0
n(L1) und T = ΨL0,L1(L) ∈ L(L0, L1). Dann ist L genau dann ein

Lagrange-Unterraum, wenn

ω(v + Tv,w + Tw) = ω(v, Tw) + ω(Tv,w) = 0 ∀v, w ∈ L0

Dies bedeutet aber gerade die Symmetrie der Bilinearform ϕL0,L1(L) = DL0,L1 ◦ T . Da nun
Bsym(L0) ⊂ B(L0) ein Unterraum der Dimension 1

2n(n+ 1) ist, folgt die Behauptung.
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Mit den in 5.2.1 angegebenen Formeln für die Kartenwechsel in Gn(V ) können nun ent-
sprechende Formeln für Kartenwechsel in Λ angegeben werden. Es sei an dieser Stelle darauf
hingewiesen, dass für eine lineare Abbildung T zwischen Vektorräumen T ∗ sowohl den Pullback
einer Bilinearform, als auch die duale Abbildung bezeichnen kann. Die jeweilige Bedeutung wird
stets aus dem Kontext ersichtlich sein.
5.2.6 Lemma. Es seien L0, L1, L

′
0, L

′
1 ∈ Λ mit V = L0 ⊕ L1 = L′0 ⊕ L1 = L0 ⊕ L′1. Dann ist

ϕL′0,L1 ◦ (ϕL0,L1)
−1(B) = ϕL′0,L1(L0) + (ηL1

L′0,L0
)∗(B) ∈ Bsym(L′0)

für alle B ∈ Bsym(L0) und

ϕL0,L′1
◦ ϕ−1

L0,L1
(B) = B ◦ (idL0 + η

L′1
L0,L1

◦ D−1
L0,L1

◦B)−1 ∈ Bsym(L0)

für alle B ∈ ϕL0,L1(Λ0(L′1) ∩ Λ0(L1))) ⊂ Bsym(L0).

Beweis. Zunächst ist wegen 5.2.1
ϕL′0,L1 ◦ (ϕL0,L1)

−1(B) = DL′0,L1 ◦ (π′1 |L0 +D−1
L0,L1

◦B) ◦ ηL1
L′0,L0

wobei π′1 : L′0 ⊕ L1 → L1 die Projektion bezeichne. Nun ist aber leicht einzusehen, dass
DL′0,L1 ◦ D

−1
L0,L1

= (ηL1
L′0,L0

)∗ : L∗0 → L′∗0

Damit erhält man
ϕL′0,L1 ◦ (ϕL0,L1)

−1(B) = DL′0,L1 ◦ (π′1 |L0) ◦ η
L1
L′0,L0

+ (ηL1
L′0,L0

)∗(B) ∈ Bsym(L′0)

Durch Einsetzen von B = 0 ist insbesondere
ϕL′0,L1(L0) = DL′0,L1 ◦ (π′1 |L0) ◦ η

L1
L′0,L0

und die erste behauptete Beziehung gezeigt.
Die zweite Gleichung erhält man mit 5.2.1 und DL0,L2 ◦ η

L0
L1,L2

◦ D−1
L0,L1

= idL∗0 aus

ϕL0,L′1
◦ ϕ−1

L0,L1
(B) = DL0,L′1

◦ ηL0
L1,L′1

◦ D−1
L0,L1

◦B ◦ (idL0 + η
L′1
L1,L0

◦ D−1
L0,L1

◦B)−1

= B ◦ (idL0 + η
L′1
L0,L1

◦ D−1
L0,L1

◦B)−1 ∈ L(L0, L
∗
0)

5.2.7 Lemma. Für jedes L0 ∈ Λ ist der Tangentialraum TL0Λ an L0 kanonisch isomorph zu

Bsym(L0); genauer: dL0ϕL0,L1 : TL0Λ
∼=−→ Bsym(L0) ist unabhängig von der Wahl des komple-

mentären Lagrange-Unterraums L1.

Beweis. Mit V = L0 ⊕ L1 = L0 ⊕ L2 ist ϕL0,L1(L0) = ϕL0,L2(L0) = 0 ∈ Bsym(L0). Es genügt
folglich D0(ϕL0,L2 ◦ ϕ−1

L0,L1
) = idBsym(L0) zu zeigen. Mit 5.2.6 ist aber für B ∈ L(L0, L

∗
0)

D0(ϕL0,L2 ◦ ϕ−1
L0,L1

)(B) = (idL(L0,L∗0)B) ◦ idL0 + 0D0((idL0 + η
L′1
L0,L1

◦ D−1
L0,L1

◦· )−1)(B) = B
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Aus der Wirkung 5.2.3 von GL(V ) auf Gn(V ) wird eine glatte Wirkung Sp(V, ω) × Λ → Λ
induziert. Diese liefert die Natürlichkeit der Abbildungen des vorhergehenden Lemmas.
5.2.8 Lemma. Für jeden Symplektomorphismus ψ ∈ Sp(V, ω) besteht ein kommutatives Dia-

gramm

TL0Λ
dL0 ψ̂ //

��

Tψ(L0)Λ

��
Bsym(L0)

ψ∗ // Bsym(ψ(L0))

wobei die vertikalen Abbildungen die kanonischen Isomorphismen aus 5.2.7, ψ̂ : Λ → Λ der

Di�eomorphismus mit L 7→ ψ(L) und die Abbildung ψ∗ der Pushforward B 7→ B(ψ−1·, ψ−1·) ist.

Beweis. Es genügt o�enbar die Kommutativität des Diagrammes

Λ0(L1)
ψ̂ //

ϕL0,L1

��

Λ0(ψ(L1))

ϕψ(L0),ψ(L1)

��
Bsym(L0)

ψ∗ // Bsym(ψ(L0))

nachzuweisen.
Mit den Projektoren πi : L0 ⊕ L1 → Li, π̃i : ψ(L0)⊕ ψ(L1) → ψ(Li), i = 0, 1 erhält man

ψ ◦ πi ◦ ψ−1 = π̃i, i = 0, 1

und folglich ist auf ψ(L0)

ψ ◦ π1 |L ◦(π0 |L)−1 ◦ ψ−1 = (ψ ◦ π1 |L ◦ψ−1) ◦ (ψ ◦ (π0 |L)−1 ◦ ψ−1)

= (ψ ◦ π1 |L ◦ψ−1) ◦ (ψ ◦ π0 |L ◦ψ−1)−1

= π̃1 |ψ(L) ◦(π̃0 |ψ(L))−1

Damit ist aber für L ∈ Λ0(L1)

ψ∗(ϕL0,L1(L)) = ψ∗(ω(π1 |L ◦(π0 |L)−1·, ·) |L0)

= ω((π1 |L ◦(π0 |L)−1) ◦ ψ−1·, ψ−1·) |ψ(L0)

= ω(ψ−1 ◦ π̃1 |ψ(L) ◦(π̃0 |ψ(L))−1·, ψ−1·) |ψ(L0)

= ω(π̃1 |ψ(L) ◦(π̃0 |ψ(L))−1·, ·) |ψ(L0)

= ϕψ(L0),ψ(L1)(ψ(L)) = (ϕψ(L0),ψ(L1) ◦ ψ̂)(L)

und die Kommutativität des Diagramms nachgewiesen.
Mit diesem Ergebnis ist zugleich die Ableitung der Abbildung

ψ̂ : Λ → Λ; L 7→ Ψ(L)

111



als Pushforward-Operation bestimmt.

Die Wirkung von Sp(V, ω) auf Λ induziert zudem für jedes feste L0 ∈ Λ eine Abbildung

κL0 : Sp(V, ω) → Λ, κL0(ψ) = ψ(L0)

5.2.9 Lemma. Es ist didκL0(H) = ω(H·, ·) |L0 , H ∈ sp(V, ω).

Beweis. Es sei L1 ⊂ V ein Lagrange-Unterraum mit V = L0 ⊕ L1 und ϕL0,L1 die zugehörige
Karte um L0. Die Komposition der betrachteten Abbildung mit der gewählten Karte ist nun in
einer Umgebung von id ∈ Sp(V, ω) auf der π0 ◦ (ψ |L0) invertierbar ist gegeben durch

ψ 7→ (ϕL0,L1 ◦ κL0)(ψ) = ϕL0,L1(ψ(L0))

= DL0,L1 ◦ π1 |ψ(L0) ◦(π0 |ψ(L0))
−1

= DL0,L1 ◦ (π1 ◦ (ψ |L0)) ◦ (π0 ◦ (ψ |L0))
−1

Damit ist

didκL0(H) = DL0,L1 ◦ π1 ◦ (H |L0) ◦ (π0 ◦ idL0)
−1

+DL0,L1 ◦ π1 ◦ (idL0) ◦ (π0 ◦H |L0)
−1

= DL0,L1 ◦ π1 ◦HL0 = ω((π1 ◦H)·, ·) |L0= ω(H·, ·) |L0

Unter Verwendung von Lie-Gruppenwirkungen kann nun eine Darstellung von Λ als homoge-
ner Raum gewonnen werden.

5.2.10 Satz. Λ ist di�eomorph zu U(n)/O(n).

Beweis. Durch Wahl einer symplektischen Basis für (V, ω) kann die Aussage zunächst auf den
Fall (R2n, ω0) reduziert werden. Nun besteht eine glatte Wirkung der Lie-Gruppe Sp(n,R) auf
Λ. Sind nun L0, L1 ∈ Λ fest gewählt, so betrachte man Basen B0,B1 von L0 und L1, die jeweils
bezüglich des euklidischen Skalarproduktes auf R2n orthonormal sind. Da aber ω0 der Imaginär-
teil des hermiteschen Produktes ist und ω0 auf L0 und L1 verschwindet, sind B0 und B1 auch
Orthonormalbasen von Cn ∼= R2n bezüglich des Hermiteschen Produktes. Folglich existiert ein
Element aus U(n), das B0 in B1 überführt und man erhält die Transitivität der Wirkung von
U(n) ⊂ Sp(n,R) auf Λ. Da aber der Stabilisator von L0 = Rn ⊕ {0} gerade durch O(n) ⊂ U(n)
gegeben ist, erhält man unmittelbar die Behauptung.

5.2.11 Folgerung. Λ ist zusammenhängend und kompakt.
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5.2.3 Die Untermannigfaltigkeiten Λk(L0) ⊂ Λ

5.2.12 De�nition. Es sei L0 ∈ Λ und k ∈ {0, . . . , n} fest gewählt. Damit bezeichne

Λk(L0) = {L ∈ Λ : dim(L ∩ L0) = k} ⊂ Λ

sowie

Λ≤k(L0) =
k⋃
i=0

Λi(L0), Λ≥k(L0) =
n⋃
i=k

Λi(L0)

Zunächst ist Λ0(L0) ⊂ Λ als Kartengebiet o�en und di�eomorph zum Vektorraum Bsym(L0).
Das folgende Lemma liefert eine erste weitere topologische Beobachtung zu den gemachten De-
�nitionen.
5.2.13 Lemma. Für jedes k = 0, . . . , n ist Λ≤k(L0) ⊂ Λ o�en und Λ≥k(L0) ⊂ Λ abgeschlossen.

Beweis. Für L ∈ Λ≤k(L0) wähle man einen Unterraum W ∈ Gn(V ) mit V = L0 ⊕W = L⊕W .
Für eine lineare Abbildung T ∈ L(L0,W ) ist nun graph(T ) ∩ L0 = ker(T ). Da

U = {T ∈ L(L0,W ) : dim(ker(T )) ≤ k} ⊂ L(L0,W )

o�en ist, erhält man mit Ψ−1
L0,W

(U) wegen dim(L ∩ L0) ≤ k eine o�ene Umgebung von L in
Gn(V ) die aus Unterräumen W ∈ Gn(V ) mit dim(W ∩ L0) ≤ k besteht.
Da Λ ⊂ Gn(V ) eine eingebette Untermannigfaltigkeit ist, ist folglich auch Λ≤k(L0) ⊂ Λ o�en.
Die Aussage für Λ≥k(L0) ist für k = 0 klar und folgt für k ≥ 1 aus Λ≥k(L0) = Λ\Λ≤k−1(L0).

Für L0 ∈ Λ bezeichne Sp(V, ω, L0) die abgeschlossene Untergruppe von Sp(V, ω) die aus
allen Elementen ψ mit ψ(L0) = L0 besteht und Sp+(V, ω, L0) die Untergruppe und Zusam-
menhangskomponente von Sp(V, ω, L0) bestehend aus den ψ, deren Einschränkung auf L0 ori-
entierungserhaltend ist. Die Lie-Algebra sp(V, ω, L0) beider Gruppen ist die Unteralgebra von
sp(V, ω) bestehend aus den Elementen H ∈ sp(V, ω) mit H(L0) ⊂ L0

5. Die Motivation zur Ein-
führung dieser Lie-Gruppen besteht in ihrer o�ensichtlichen Wirkung auf sämtlichen in letzterer
De�nition eingeführten Teilmengen von Λ.
5.2.14 Lemma. Für jedes k ∈ {0, . . . , n} wirkt Sp+(V, ω, L0) transitiv auf Λk(L0).

Beweis. Mit 5.1.1 kann der Beweis zunächst nach geeigneter Wahl einer symplektischen Basis
von (V, ω) auf den Fall V = R2n, ω = ω0 und L0 = Rn ⊕ {0} reduziert werden. Es bezeichne
hierbei {e1, . . . , e2n} die kanonische Basis des R2n.
Für ein L ∈ Λ mit dim(L ∩ L0) = k existiert eine Isometrie ψ ∈ SO(n) des Rn mit ψ(L ∩ L0) =
Rk ⊕ {0}. Damit de�niert die Komplexi�zierung von ψ ein Element ψC ∈ Sp+(V, ω, L0) mit
ψC(L) ∩ L0 = Rk ⊕ {0}.
Betrachte nun L1 = span{e1, . . . , ek, en+k+1, . . . , e2n} ∈ Λ. Mit L1 ∩ L0 = Rk ⊕ {0} genügt es

5Man beachte hierzu, dass bekanntlich sp(V, ω, L0) = {H ∈ sp(V, ω) : exp(tH) ∈ Sp(V, ω, L0)}
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nun zu zeigen, dass zu jedem gegebenen Lagrange-Unterraum L mit L ∩ L0 = Rk ⊕ {0} ein
ψ ∈ Sp+(V, ω, L0) mit ψ(L) = L1 existiert.
Hierfür sei

V1 = span{e1, . . . , ek, en+1, . . . , en+k}

V2 = span{ek+1, . . . , en, en+k+1, . . . , e2n}

S = span{e1, . . . , en, en+k+1, . . . , e2n}

Es ist S das orthogonale Komplement von Rk ⊕ {0} bezüglich ω0, R2n = V1 ⊕ V2 und ω0

schränkt sich zu der kanonischen symplektischen Form auf V1
∼= R2k und V2

∼= R2(n−k) ein.
Diese Einschränkungen werden daher im Folgenden auch mit ω0 bezeichnet. Es bezeichne nun
π : S → V2 die Einschränkung der Projektion R2n = V1 ⊕ V2 → V2 auf S. Damit ist

ω0(π(x), π(y)) = ω0(x, y), x, y ∈ S (5.2.2)

Ist nun L ∈ Λ mit L ∩ L0 = Rk ⊕ {0}, so ist span{e1, . . . , ek} ⊂ L und mit L ∈ Λ ist folglich
L ⊂ S. Damit ist π(L) ⊂ π(S) und mit L ∈ Λ und (5.2.2) ist π(L) isotrop. Wegen

dimπ(L) = dimL− dim ker(π |L) = n− dim(L ∩ V1) = n− k =
1
2

dimV2

ist schlieÿlich π(L) ⊂ V2 Lagrange. Aus L∩L0 = Rk⊕{0} erhält man auÿerdem π(L)∩π(L0) =
{0} und es ist

Rn−k ⊕ π(L) = V2
∼= Rn−k ⊕ Rn−k

Wegen 5.1.1 existiert nun ein Symplektomorphismus ϕ : (V2, ω0) → (V2, ω0) mit ϕ |Rn−k⊕{0}= id

und ϕ(π(L)) = {0} ⊕ Rn−k = π(L1).
De�niere nun ψ ∈ Sp(V, ω) durch

ψ |V1= id, ψ |V2= ϕ

Damit ist ψ |L0= id und folglich ψ ∈ Sp+(V, ω, L0).
Mit L ⊂ S ist ψ(L) ⊂ ψ(S) = S und damit sind ψ(L) und L1 Unterräume von S. Da nun

π(ψ(L)) = π(ψ(π(L))) = π(ϕ(π(L))) = π(π(L1)) = π(L1)

und

ker(π |S) = span{e1, . . . , ek} ⊂ ψ(L), L1

ist schlieÿlich ψ(L) = L1.

5.2.15 Folgerung. Zu L0, L ∈ Λ existiert stets ein L1 ∈ Λ mit V = L0 ⊕ L1 = L ⊕ L1.

Insbesondere sind damit L0 und L im Kartengebiet von ϕL0,L1 enthalten.
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Beweis. Wie im Beweis des vorigen Satzes genügt es den Fall (V, ω) = (R2n, ω0) und L0 =
Rn ⊕ {0} zu betrachten.
Es bezeichne {e1, . . . , e2n} die kanonische Basis des R2n und mit k = dim(L0 ∩ L) sei

L2 = span{e1, . . . , ek, en+k+1, . . . , e2n}

Die Diagonale

∆ = {(v, v) ∈ R2n : v ∈ Rn} ⊂ R2n

ist ein Lagrange-Unterraum von R2n mit L0 ⊕∆ = L2 ⊕∆ = R2n.
Mit L2, L ∈ Λk(L0) erhält man nun aus 5.2.14 ein ψ ∈ Sp(R2n, ω0, L0) mit ψ(L2) = L. Mit
L1 = ψ(∆) ist folglich

R2n = ψ(L0)⊕ ψ(∆) = L0 ⊕ L1

R2n = ψ(L2)⊕ ψ(∆) = L⊕ L1

5.2.16 Satz. Für jedes k ∈ {0, . . . , n} und jedes L0 ∈ Λ ist Λk(L0) eine zusammenhängende,

eingebettete glatte Untermannigfaltigkeit der Kodimension 1
2k(k+1) von Λ. Für jedes L ∈ Λk(L0)

ist

TLΛk(L0) = {B ∈ Bsym(L) : B |L∩L0= 0}

Beweis. Es soll zunächst gezeigt werden, dass Λk(L0) eine eingebettete Untermannigfaltigkeit
von Λ ist. Hierzu ist Λk(L0) als ein Orbit der Wirkung von Sp(V, ω, L0) jedenfalls eine im-
mersierte Untermannigfaltigkeit von Λ, trägt aber damit nicht notwendig die von Λ induzierte
Relativtopologie. Wegen [Var84, Theorem 2.9.7] ist ein Orbit aber genau dann eingebettet, wenn
er lokal abgeschlossen, also Durchschnitt einer o�enen und einer abgeschlossenen Teilmenge von
Λ ist. Daher folgt diese erste Behauptung mit 5.2.13 aus Λk(L0) = Λ≤k(L0) ∩ Λ≥k(L0).
Das nächste Ziel ist die Berechnung der Kodimension. Für einen beliebigen zu L0 komplementä-
ren Lagrange-Unterraum L1 betrachte man die Abbildung

F : GL(L0)×Bsym(L1) → Sp(V, ω, L0)

mit

Ψ = F (α, β) =

α auf L0

α ◦ D−1
L1,L0

◦ β +D−1
L0,L1

◦ (α∗)−1 ◦ DL0,L1 auf L1

Hierbei sei α∗ ∈ GL(L∗0,R) die zu α duale Abbildung und β werde als lineare Abbildung L1 → L∗1

aufgefasst. Es ist zunächst die Wohlde�niertheit der Abbildung nachzuweisen. O�enbar ist stets
Ψ(L0) = L0. Für Ψ = F (α, β) genügt es nun ω(Ψx,Ψy) = ω(x, y) in den Fällen x ∈ L0, y ∈ L0,
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x ∈ L0, y ∈ L1 und x ∈ L1, y ∈ L1 nachzuweisen.
Da L0 ∈ Λ und Ψ(L0) = L0 ist zunächst ω(Ψx,Ψy) = 0 = ω(x, y) für alle x, y ∈ L0.
Für x ∈ L0, y ∈ L1 ist

ω(Ψx,Ψy) = ω(αx, (α ◦ D−1
L1,L0

◦ β +D−1
L0,L1

◦ (α∗)−1 ◦ DL0,L1)y)

= ω(αx, (α ◦ D−1
L1,L0

◦ β)y) + ω(αx, (D−1
L0,L1

◦ (α∗)−1 ◦ DL0,L1)y)

= ω(αx, (D−1
L0,L1

◦ (α∗)−1 ◦ DL0,L1)y)

= ω(αx,D−1
L0,L1

(ω(y, α−1·) |L0)) = −ω(D−1
L0,L1

(ω(y, α−1·) |L0), αx)

= −ω(y, x) = ω(x, y)

Für x, y ∈ L1 ist

ω(Ψx,Ψy) = ω((α ◦ D−1
L1,L0

◦ β)x, (α ◦ D−1
L1,L0

◦ β)y)

+ ω((α ◦ D−1
L1,L0

◦ β)x, (D−1
L0,L1

◦ (α∗)−1 ◦ DL0,L1)y)

+ ω((D−1
L0,L1

◦ (α∗)−1 ◦ DL0,L1)x, (α ◦ D−1
L1,L0

◦ β)y)

+ ω((D−1
L0,L1

◦ (α∗)−1 ◦ DL0,L1)x, (D−1
L0,L1

◦ (α∗)−1 ◦ DL0,L1)y)

= ω((α ◦ D−1
L1,L0

◦ β)x, (D−1
L0,L1

◦ (α∗)−1 ◦ DL0,L1)y)

+ ω((D−1
L0,L1

◦ (α∗)−1 ◦ DL0,L1)x, (α ◦ D−1
L1,L0

◦ β)y)

= ω(α(D−1
L1,L0

(β(x))),D−1
L0,L1

(ω(y, α−1·) |L0))

+ ω(D−1
L0,L1

(ω(x, α−1·) |L0), α(D−1
L1,L0

(β(y))))

= −ω(D−1
L0,L1

(ω(y, α−1·) |L0), α(D−1
L1,L0

(β(x))))

+ ω(D−1
L0,L1

(ω(x, α−1·) |L0), α(D−1
L1,L0

(β(y))))

= −ω(y,D−1
L1,L0

(β(x))) + ω(x,D−1
L1,L0

(β(y)))

= ω(D−1
L1,L0

(β(x)), y)− ω(D−1
L1,L0

(β(y)), x)

= (β(x))(y)− (β(y))(x) = 0

wobei für die letzte Gleichheit β ∈ Bsym(L1) verwendet wurde.
Folglich ist die Abbildung F wohlde�niert. Zudem ist sie o�ensichtlich glatt, und durch

Sp(V, ω, L0) → GL(L0)×Bsym(L1)

Ψ 7→ (Ψ |L0 ,DL1,L0 ◦ (Ψ |L0)
−1 ◦ (Ψ |L1 −D−1

L0,L1
◦ (Ψ |∗L0

)−1 ◦ DL0,L1))

erhält man eine ebenfalls glatte Umkehrabbildung. Damit ist schlieÿlich

F : GL(L0)×Bsym(L1) → Sp(V, ω, L0)

ein Di�eomorphismus und man erhält

dimSp(V, ω, L0) = n2 +
1
2
n(n+ 1) (5.2.3)
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Nun ist F (GL+(L0)×Bsym(L1)) = Sp+(V, ω, L0), wobei GL+(L0) die Gruppe der orientierungs-
erhaltenden Isomorphismen von L0 bezeichne. Damit ist Sp+(V, ω, L0) und wegen 5.2.14 auch
Λk(L0) zusammenhängend.
Zur Berechnung der Kodimension von Λk(L0) in Λ sei S ⊂ L0 ein k-dimensionaler Unterraum
und S′ = D−1

L0,L1
(Ann(S,L∗0)) ⊂ L1, wobei Ann(S,L∗0) den Annulator von S ⊂ L0 in L∗0 bezeich-

ne. Damit ist aber L = S ⊕ S′ ⊂ V Lagrange und L ∈ Λk(L0). Der Stabilisator von L bezüglich
der Wirkung von Sp(V, ω, L0) ist nun

Stab(L) = F ({(α, β) ∈ GL(L0)×Bsym(L1) : α(S) ⊂ S, β |S′= 0})

Mit dim({α ∈ GL(L0) : α(S) ⊂ S}) = k2 + n(n− k) ist

dim(Stab(L)) = k2 + n(n− k) +
1
2
n(n+ 1)− 1

2
(n− k)(n− k + 1) = n2 +

1
2
k(k + 1)

und man erhält aus (5.2.3)

dim(Λk(L0)) =
1
2
n(n+ 1)− 1

2
k(k + 1) (5.2.4)

und damit aus 5.2.5 den gewünschten Wert für die Kodimension von Λk(L0) in Λ.
Zur Berechnung des Tangentialraums sei L ∈ Λk(L0) fest gewählt. Mit 5.2.9 ist

TLΛk(L0) = didκL(sp(V, ω, L0)) = {ω(H·, ·) |L: H ∈ sp(V, ω, L0)}

Wegen H(L0) ⊂ L0 für H ∈ sp(V, ω, L0) und L0 ∈ Λ verschwinden aber die Elemente aus
TLΛk(L0) auf L0 ∩ L und es ist TLΛk(L0) ⊂ {B ∈ Bsym(L) : B |L∩L0= 0}. Mit (5.2.4) und
dim(L ∩ L0) = k ist jedoch

dim(TLΛk(L0)) =
1
2
n(n+ 1)− 1

2
k(k + 1) = dim{B ∈ Bsym(L) : B |L∩L0= 0}

und folglich die Gleichheit beider Räume gezeigt.

Die nachstehende Bemerkung ist von besonderer Bedeutung für die De�nition des Maslov
Index.
5.2.17 Bemerkung. Für L0 ∈ Λ hat die Untermannigfaltigkeit Λ1(L0) Kodimension 1 in Λ. Hier-
mit kann auf folgende Weise eine transversale Orientierung für Λ1(L0) in Λ de�niert werden:
Für jedes L ∈ Λ1(L0) ist wegen 5.2.16 TLΛ1(L0) = {B ∈ Bsym(L) : B |L∩L0= 0}. Ein Vektor
B ∈ Bsym(L) ∼= TLΛ sei nun positiv, falls B positiv de�nit auf dem eindimensionalen Raum
L ∩ L0 ist.
Zudem ist diese transversale Orientierung natürlich in dem Sinne, dass für jedes ψ ∈ Sp(V, ω, L0)
der Di�eomorphismus L 7→ ψ(L) von Λ orientierungserhaltend ist. Dies erhält man unter Ver-
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wendung von 5.2.7 unmittelbar aus dem kommutativen Diagramm

TLΛ

∼=
��

dψ̂L // Tψ(L)Λ

∼=
��

Bsym(L)

��

ψ∗ // Bsym(ψ(L))

��
Bsym(L ∩ L0)

(ψ|L∩L0 )∗// Bsym(ψ(L) ∩ L0)

Gewöhnlicherweise ist für eine Untermannigfaltigkeit N einer Mannigfaltigkeit M eine trans-
versale Orientierung als eine Orientierung des Normalenbündels ι∗(TM)/TN de�niert. Die hier
gegebene De�nition kann nun mit dieser zusammengeführt werden. Die Abbildung

TLΛ ∼= Bsym(L) 3 B 7→ B |L0∩L∈ Bsym(L0 ∩ L)

ist linear und surjektiv. Zudem ist wegen 5.2.16 der Kern dieser Abbildung gerade durch TLΛk(L0)
gegeben. Folglich induziert sie einen kanonischen Isomorphismus

TLΛ/TLΛk(L0)
∼=−→ Bsym(L ∩ L0)

der mit der bereits de�nierten positiven Basis von Bsym(L ∩ L0) zur Orientierung des Norma-
lenbündels verwendet werden kann.
5.2.18 Bemerkung. In 5.2.16 wurde der Tangentialraum TLΛk(L0) mit einem Unterraum von
Bsym(L) identi�ziert, wobei Bsym(L) mit TLΛ gemäÿ 5.2.7 durch das Di�erential einer Karte
ϕL,L1 identi�ziert ist. Bei der Beschäftigung mit Kurven l(t) in Λ ist es nun bei der Betrachtung
der Tangentialräume Tl(t)Λ vorteilhaft mit einer festen Karte ϕL0,L1 statt mit den variierenden
Karten ϕl(t),L1 zu arbeiten.
Aus 5.2.6 ist bekannt, dass für L0, L1, L ∈ Λ mit V = L0⊕L1 = L⊕L1 die Kartenwechselabbil-
dung durch

Bsym(L0) 3 B 7→ ϕL,L1 ◦ (ϕL0,L1)
−1(B) = ϕL,L1(L0) + (ηL1

L,L0
)∗(B)

= ϕL,L1(L0) + ((ηL1
L0,L

)−1)∗(B)

= ϕL,L1(L0) + (ηL1
L0,L

)∗(B) ∈ Bsym(L)

gegeben ist. Folglich ist

dB(ϕL,L1 ◦ (ϕL0,L1)
−1) = (ηL1

L0,L
)∗ für alle B ∈ Bsym(L0)

und damit

dL2ϕL,L1 = (ηL1
L0,L

)∗dL2ϕL0,L1 für alle L2 ∈ Λ0(L1) (5.2.5)

Dieses Ergebnis hat nun wichtige Konsequenzen, von denen insbesondere die Erste die eingangs
gemachte Bemerkung aufgreift und für die De�nition des Maslov Index benötigt wird.
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1. Es sei t 7→ l(t) ∈ Λ eine bei t0 di�erenzierbare Kurve und V = L0 ⊕ L1 eine Zerlegung
von V in Lagrange-Unterräume, so dass l(t0) ∈ Λ0(L1). Da Λ0(L1) ⊂ Λ o�en ist, ist nun
l(t) ∈ Λ0(L1) in einer Umgebung von t0 und man kann eine Kurve

β(t) = ϕL0,L1(l(t)) ∈ Bsym(L0)

in dieser Umgebung de�nieren. Aus (5.2.5) erhält man

β′(t0) = dl(t0)ϕL0,L1 · l′(t0) = (ηL1
l(t0),L0

)∗(dl(t0)ϕl(t0),L1(l
′(t0)))

Da aber (ηL1
l(t0),L0

) |L∩L0= id, stimmen die symmetrischen Bilinearformen β′(t0) ∈ Bsym(L0)
und unter der kanonischen Identi�zierung l′(t0) ∈ Bsym(l(t0)) auf L0 ∩ l(t0) überein.

2. Mit (5.2.5) ist

dLϕL,L1 = (ηL1
L0,L

)∗ ◦ dLϕL0,L1

und unter Beachtung von (ηL1
L0,L

) |L∩L0= id erhält man nun mit 5.2.16

dLϕL0,L1(TLΛk(L0)) = η∗(dLϕL,L1(TLΛk(L0)))

= {B ∈ Bsym(L0) : B |L∩L0= 0}

Man vergleiche diese Darstellung mit 5.2.16.
3. Da der Pullback einer positiv de�niten Bilinearform stets wieder positiv de�nit ist, ist mit

(2) für ein L ∈ Λ1(L0) und B ∈ Bsym(L0) das Element (dLϕL0,L1)
−1(B) genau dann

positiv in der transversalen Orientierung von Λ1(L0), wenn B positiv de�nit auf L∩L0 ist.
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5.3 De�nition des Maslov Index

In diesem Abschnitt soll schlieÿlich der Maslov Index de�niert und seine zentralen Eigenschaften
präsentiert werden. Zuvor sind noch einige Grundlagen allgemeiner Natur bereitzustellen, die
aus dem Bereich der Linearen Algebra und der Algebraischen Topologie kommen. Zu ersterem
Thema werden wichtige Resultate zu Bilinearformen endlichdimensionaler Vektorräume zusam-
mengestellt und abschlieÿend ein entscheidender Satz über stetig di�erenzierbare Wege Solcher
bewiesen. Bezüglich der Algebraischen Topologie wird eine elementare Betrachtung zu Wegen in
topologischen Räumen X mit Endpunkten innerhalb eines Unterraumes A ⊂ X und der ersten
relativen singulären Homologiegruppe H1(X,A) vorgenommen. Die gesamte Darstellung dieses
Kapitels ist überwiegend an [PT00a] statt wie bisher [MPT00] orientiert.

5.3.1 Vorbereitungen
Lineare Algebra
Zur De�nition des Maslov Index sind weitere Eigenschaften des Raumes Bsym(V ) von Bedeutung.
Hierzu sei für B ∈ Bsym(V )

n−(B) = sup{dim(W ) : W ⊂ V,W Unterraum , B |W negativ de�nit } = iMorse(B)

n+(B) = n−(−B)

ker(B) = {v ∈ V : B(v, w) = 0 ∀w ∈ V }

dgn(B) = dim ker(B)

sgn(B) = n+(B)− n−(B)

Es sei zudem an den Sylvesterschen Trägheitssatz erinnert, wonach für jedes B ∈ Bsym(V ) stets
eine Basis von V existiert bezüglich der die Matrixdarstellung von B durchidp×p 0p×q 0p×r

0q×p −idq×q 0q×r
0r×p 0r×q 0r×r


gegeben ist und die Zahlen p, q, r eindeutig durch B mit p = n+(B), q = n−(B) und r = dgn(B)
bestimmt sind. Insbesondere ist n+(B) + n−(B) + dgn(B) = dimV .
Zur näheren Betrachtung topologischer Eigenschaften von Bsym(V ) betrachte man nun die
Norm6

‖B‖ = sup
‖v‖≤1,‖w‖≤1

|B(v, w)|

wobei eine beliebige Norm auf V verwendet werde.
6Bekanntlich ist im Hinblick auf topologische Fragestellungen die genaue Wahl der Norm belanglos.
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5.3.1 Lemma. Für jedes k ∈ {0, . . . ,dim(V )} sind

{B ∈ Bsym(V ) : n−(B) ≥ k} ⊂ Bsym(V ) und

{B ∈ Bsym(V ) : dgn(B) = 0, n−(B) = k} ⊂ Bsym(V )

o�en.

Beweis. Zum Beweis der ersten Aussage sei B ∈ Bsym(V ) mit n−(B) ≥ k gegeben. Nach De�ni-
tion existiert ein k-dimensionaler Unterraum W ⊂ V , auf dem B negativ de�nit ist. Wegen der
Kompaktheit der Einheitssphäre von W ist

sup
v∈W,‖v‖=1

B(v, v) = c < 0

und folglich jedes A ∈ Bsym(V ) mit ‖A−B‖ < |c|
2 negativ de�nit auf W , also n−(A) ≥ k.

Zum Beweis der zweiten Aussage sei B ∈ Bsym(V ),dgn(B) = 0 und n−(B) = k, also n+(B) =
dim(V ) − k. Wegen der ersten Aussage �ndet man nun eine Umgebung um B in Bsym(V ) mit
n−(A) ≥ k und n+(A) = n−(−A) ≥ dim(V )−k. Somit ist aber in dieser Umgebebung n−(A) = k

und dgn(A) = 0.
Die Pushforward-Operation liefert eine Wirkung der Gruppe GL(V ) auf Bsym(V ) durch

GL(V )×Bsym(V ) 3 (T,B) 7→ T∗(B) = B(T−1·, T−1·) ∈ Bsym(V )

und wegen des Sylvesterschen Trägheitssatzes sind die Orbits dieser Wirkung
Bp,qsym(V ) = {B ∈ Bsym(V ) : n+(B) = p, n−(B) = q}, p+ q = 0, 1, . . . ,dim(V )

Wählt man nun eine Orientierung für V , und ist {b1, . . . , bn} eine Basis wie im Sylvesterschen
Trägheitssatz, so kann man nach eventuellem Wechsel zu {−b1, . . . , bn} stets eine solche Basis
positiv in der gewählten Orientierung wählen. Damit hat aber die Einschränkung obiger Wir-
kung auf GL+(V ) × Bsym(V ) ebenfalls die Mengen Bp,qsym als Orbits, und es ist jedes Bp,qsym
zusammenhängend. Zusammen mit 5.3.1 erhält man
5.3.2 Lemma. Die Menge aller nicht entarteten symmetrischen Bilinearformen auf V ist eine

o�ene Teilmenge von Bsym(V ), deren Zusammenhangskomponenten die Mengen

Bk,n−ksym (V ), k =, 0, . . . , n = dim(V )

sind.

Abschlieÿend ein im Folgenden sehr wichtiges Resultat über die Evolution von n+, n− entlang
hinreichend gutartiger Wege in Bsym(V ).
5.3.3 Lemma. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und A ∈ C1([0, r], Bsym(V )).
Zudem sei Ã = A′(0) |ker(A(0)) nicht entartet. Dann ist für jedes hinreichend kleine t > 0 auch

A(t) nicht entartet und es gilt

n+(A(t)) = n+(A(0)) + n+(Ã), n−(A(t)) = n−(A(0)) + n−(Ã) (5.3.1)
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Beweis. Es bezeichne N = ker(A(0)). Der Beweis wird zur besseren Lesbarkeit in drei Fälle
gegliedert.

1.Fall: N = V , Ã positiv de�nit Unter der vorausgesetzten positiven De�nitheit von A′(0)
und der Kompaktheit der Einheitskugel in V ist

c = inf
x∈V,‖x‖=1

A′(0)(x, x) > 0

Wegen der vorausgesetzten Di�erenzierbarkeit existiert nun ein ε > 0 und eine stetige Funktion
r : [0, ε) → Bsym(V ) mit

A(t) = tA′(0) + r(t), und ‖r(t)‖ ≤ c

2
t, t ∈ [0, ε)

Damit ist aber für x ∈ V mit ‖x‖ = 1

A(t)(x, x) = tA′(0)(x, x) + r(t)(x, x) ≥ ct− c

2
t =

c

2
t, t ∈ [0, ε)

und folglich A(t) für alle t ∈ (0, ε) positiv de�nit.

2.Fall: N 6= V ,A(0) positiv semide�nit, Ã positiv de�nit Es sei {0} 6= S ⊂ V ein zu N
komplementärer Unterraum, so dass A(0) positiv de�nit auf S ist. Es ist zu zeigen, dass A(t) für
hinreichend kleines t > 0 positiv de�nit auf V = N ⊕ S ist. Da A(0) positiv de�nit auf S ist,
existiert mit 5.3.2 ein ε > 0, so dass A(t) für alle t ∈ [0, ε) auf S positiv de�nit ist. Man de�niere
nun unter Verwendung der Kompaktheit der Einheitssphären

c0 = inf
x∈S,‖x‖=1

A(0)(x, x) > 0, c1 = inf
y∈N,‖y‖=1

A′(0)(y, y) > 0

Wegen der Stetigkeit von A existiert nun ein ε > 0, so dass ‖A(t)−A(0)‖ ≤ c0
2 für t ∈ [0, ε) und

folglich ist

inf
x∈S,‖x‖=1

A(t)(x, x) ≥ c0
2
> 0, ∀t ∈ [0, ε) (5.3.2)

Nach eventueller Verkleinerung von ε > 0 existiert wegen der Di�erenzierbarkeit von A bei 0
eine stetige Abbildung r : [0, ε) → Bsym(V ) mit

A(t) = A(0) + tA′(0) + r(t), und ‖r(t)‖ ≤ c1
2
t für t ∈ [0, ε) (5.3.3)

Damit ist für y ∈ N mit ‖y‖ = 1

A(t)(y, y) = tA′(0)(y, y) + r(t)(y, y) ≥ tc1 −
c1
2
t =

c1
2
t, t ∈ [0, ε) (5.3.4)

Also ist A(t) für t ∈ (0, ε) auf N und auf S positiv de�nit.
Wegen V = N ⊕ S genügt es nun zu zeigen, dass für x ∈ S, y ∈ N stets A(t) auf span{x, y}
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positiv de�nit ist. Hierfür seien x ∈ S, y ∈ N mit ‖x‖ = ‖y‖ = 1. Dann ist mit c2 = ‖A′(0)‖+ c1
2

wegen (5.3.3) für t ∈ [0, ε)

|A(t)(x, y)| ≤ |A(0)(x, y)|+ t|A′(0)(x, y)|+ |r(t)(x, y)| ≤ t‖A′(0)‖+
c1
2
t = c2t

und nach weiterer eventueller Verkleinerung von ε > 0 erhält man hieraus mit (5.3.2) und (5.3.4)

A(t)(x, y)2 ≤ c22t
2 <

1
4
c0c1t ≤ A(t)(x, x)A(t)(y, y), t ∈ (0, ε)

Damit ist aber für 0 6= αx+ βy ∈ span{x, y} und t ∈ (0, ε)

A(t)(αx+ βy, αx+ βy) = α2A(t)(x, x) + β2A(t)(y, y) + 2αβA(t)(x, y)

≥ α2A(t)(x, x) + β2A(t)(y, y)− 2|α||β||A(t)(x, y)|

> α2A(t)(x, x) + β2A(t)(y, y)− 2|α||β|
√
A(x, x)A(y, y)

= (|α|
√
A(x, x)− |β|

√
A(y, y))2 ≥ 0

und folglich A(t) positiv de�nit auf span{x, y}.

Allgemeiner Fall Für den allgemeinen Fall betrachte man nun eine Zerlegung V = S+⊕S−⊕
N , wobei N = N+ ⊕ N−, A(0) positiv de�nit auf S+, negativ de�nit auf S− und A′(0) positiv
de�nit auf N+ und negativ de�nit auf N− ist. Nun kann das Resultat der ersten Fälle sowohl auf
die Einschränkung von A(t) auf S+⊕N+ als auch auf die Einschränkung von −A(t) auf S−⊕N−
angewendet werden. Damit ist aber für t > 0 hinreichend klein A(t) positiv de�nit auf S+ ⊕N+

und negativ de�nit auf S−⊕N−, womit n+(A(t)) = dim(S+⊕N+) und n−(A(t)) = dim(S−⊕N−).
Also ist insbesondere auch A(t) für diese t > 0 nicht entartet und es gelten die behaupteten
Gleichungen (5.3.1).
5.3.4 Bemerkung. Der hier betrachtete erste Fall �ndet weder in [MPT00] noch in [PT00a]
Erwähnung. Die Bedingung S 6= {0} scheint aber im zweiten Fall unverzichtbar zu sein.

Wege in Homologie
Für ein Paar (X,A) topologischer Räume bezeichne (S(X,A), ∂) den relativen singulären Ket-
tenkomplex, Zp(X,A) = ker(∂p) die q-te Zyklengruppe und Bp(X,A) = im(∂p+1) die q − te

Rändergruppe. Für die von der Identität auf X induzierte Abbildung q : (X, ∅) → (X,A) ist die
zugehörige Kettenabbildung q• : S(X) → S(X,A) bekanntlich die Quotientenabbildung. Mit

Zp(X,A) = q−1
• (Zp(X,A)), Bp(X,A) = q−1

• (Bp(X,A))

ist

Zp(X,A) = {c ∈ Sp(X) : ∂c ∈ Sp−1(A)} = ∂−1(Sp−1(A))

Bp(X,A) = {∂c+ d ∈ Sp(X) : c ∈ Sp+1(X), d ∈ Sp(A)} = Bp(X) + Sp(A)

123



und damit insbesondere
Zp(X,A) = Zp(X,A)/Sp(A), Bp(X,A) = Bp(X,A)/Sp(A)

Somit erhält man aus elementarer Algebra einen kanonischen Isomorphismus
Hp(X,A) = Hp(S(X,A)) ∼= Zp(X,A)/Bp(X,A)

der im Folgenden die Argumentationen deutlich vereinfacht.
Es bezeichne nun ∆1 das eindimensionale Standardsimplex und für v1, v2 ∈ R2 bezeichne l(v1, v2)
das singuläre Simplex de�niert durch l(v1, v2)(t1e1+t2e2) = t1v1+t2v2. Ist speziell l(v1, v2)(∆1) =
[a, b] ⊂ R ein Intervall, so sei l(a, b) := l(v1, v2).
Für einen Weg γ : [a, b] → X mit γ(a), γ(b) ∈ A ist nun γ ◦ l(a, b) : ∆1 → X ein singuläres
1-Simplex mit ∂(γ ◦ l(a, b)) ∈ S0(A) und de�niert folglich ein Element [γ] ∈ H1(X,A). Diese
Zuweisung einer Homologieklasse zu einem Weg soll in diesem Abschnitt in aller Kürze betrachtet
werden.
5.3.5 Lemma. Es sei γ : [a, b] → X stetig mit γ(a), γ(b) ∈ A und σ : [c, d] → [a, b] stetig mit

σ({c, d}) = {a, b}. Dann ist

• [γ ◦ σ] = [γ] ∈ H1(X,A) falls σ(c) = a, σ(d) = b und

• [γ ◦ σ] = −[γ] ∈ H1(X,A) falls σ(d) = a, σ(c) = b.

Beweis. Es sei σ(a) = c, σ(b) = d. Damit ist ∂(l(a, b)− σ ◦ l(c, d)) = 0 und folglich
l(a, b)− σ ◦ l(c, d) ∈ Z1([a, b]) = B1([a, b])

Damit ist aber
γ ◦ l(a, b)− γ ◦ σ ◦ l(c, d) = γ•(l(a, b)− σ ◦ l(c, d)) ∈ B1(X) ⊂ B1(X,A)

und somit [γ ◦ σ] = [γ] ∈ H1(X,A).
Die zweite Behauptung kann mit l(a, b) + σ ◦ l(c, d) ∈ Z1([a, b]) = B1([a, b]) vollkommen analog
erhalten werden.
5.3.6 Lemma. Es sei γ : [a, b] → X mit Endpunkten in A.

1. Ist η : [c, d] → X mit Endpunkten in A und γ(b) = η(c), so ist [γ ∗ η] = [γ] + [η]

2. [γ−1] = −[γ]

3. Ist γ([a, b]) ⊂ A, so ist [γ] = 0 ∈ H1(X,A).

Beweis. Wegen 5.3.5 kann angenommen werden, dass γ : [0, 1
2 ] → X, η : [12 , 1] → X. Nun ist

l(0, 1
2 ) + l( 1

2 , 1)− l(0, 1) ∈ Z1([0, 1]) = B1([0, 1]) und somit

γ ◦ l(0, 1
2
) + η ◦ l(1

2
, 1)− γ ∗ η ◦ l(0, 1)

= (γ ∗ η)•(l(0,
1
2
) + l(

1
2
, 1)− l(0, 1)) ∈ B1(X) ⊂ B1(X,A)
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Folglich ist aber [γ ∗ η] = [γ] + [η].
Die zweite Aussage ist eine unmittelbare Folgerung aus 5.3.5.
Die letzte Aussage folgt aus γ ◦ l(a, b) ∈ B1(X,A)

5.3.7 Lemma. Es sei H : [0, 1] × ([a, b], {a, b}) → (X,A) eine Homotopie von Raumpaaren.

Dann ist

[H(0, ·)] = [H(1, ·)]

Beweis. Zunächst ist

l((0, b), (0, a)) + l((0, a), (1, a)) + l((1, a), (1, b))

+ l((1, b), (0, b)) ∈ Z1([0, 1]× [a, b]) = B1([0, 1]× [a, b])

und somit gilt

H ◦ l((0, b), (0, a))+H ◦ l((0, a), (1, a)) +H ◦ l((1, a), (1, b))

+H ◦ l((1, b), (0, b)) ∈ B1(X)

Damit ist aber unter Verwendung von 5.3.6

[H(1, ·)]− [H(0, ·)] = [H ◦ l((1, a), (1, b))]− [H ◦ l((0, a), (0, b))]

= [H ◦ l((1, a), (1, b))] + [H ◦ l((0, b), (0, a))]

= [H ◦ l((0, b), (0, a))] + [H ◦ l((0, a), (1, a))]

+ [H ◦ l((1, a), (1, b))] + [H ◦ l((1, b), (0, b))] = 0 ∈ H1(X,A)

5.3.2 Maslov Index
Man betrachte den Lie-Gruppenhomomorphismus

d = det2 : U(n) → S1

Da o�enbar O(n) ⊂ ker d induziert dieser eine Abbildung

d̄ : U(n)/O(n) → S1 (5.3.5)

durch d̄(A ·O(n)) = det2(A).

5.3.8 Lemma. Die Abbildung (5.3.5) induziert einen Isomorphismus

d̄∗ : π1(U(n)/O(n))
∼=−→ π1(S1) ∼= Z
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Beweis. Da d̄ : U(n)/O(n) → S1 ein Faserbündel mit Standardfaser ker(d)/O(n) ist, genügt es
wegen der langen exakten Sequenz des Faserbündels zu zeigen, dass ker(d)/O(n) einfach zusam-
menhängend ist.
Zunächst besteht eine durch die Inklusion induzierte transitive Wirkung von SU(n) auf
ker(d)/O(n). Nun ist Stab(Id · O(n)) = SU(n) ∩ O(n) = SO(n) und folglich hat man einen
Di�eomorphismus

SU(n)/SO(n) ∼= ker(d)/O(n)

der von der Inklusion SU(n) ↪→ ker(d) induziert wird.
Man betrachte jetzt das Faserbündel SU(n) → SU(n)/SO(n). Nun ist aber SU(n) einfach zu-
sammenhängend und SO(n) zusammenhängend. Aus der langen exakten Sequenz des Faserbün-
dels erhält man damit aber π1(SU(n)/SO(n)) = 0. Es ist zudem mit SU(n) auch SU(n)/SO(n)
zusammenhängend. Insgesamt ist damit ker(d)/O(n) einfach zusammenhängend.

Um die De�nition des Maslov Index zu geben ist man zunächst an den singulären Homolo-
giegruppen von Λ interessiert. Da Λ wegzusammenhängend ist (vgl. 5.2.10) und π1(Λ) wegen des
letzten Lemmas abelsch, ist der Hurewicz-Homomorphismus bijektiv und man erhält zunächst
H1(Λ) ∼= Z.
Für einen festen Lagrange-Unterraum L0 ⊂ V betrachte man nun die relative Homologiegruppe
H1(Λ,Λ0(L0)). Da Λ0(L0) gerade das Komplement von Λ≥1(L0) in Λ ist, de�niert nun jede Kur-
ve l : [a, b] → Λ mit Endpunkten in Λ0(L0) eine Homologieklasse in H1(Λ,Λ0(L0)). Wegen 5.2.5
bildet jede Karte ϕL1,L0 das Kartengebiet Λ0(L0) di�eomorph auf einen Vektorraum ab und dem-
nach ist Λ0(L0) kontrahierbar. Wegen der langen exakten Homologiesequenz induziert aber die
Inklusion (Λ, ∅) → (Λ,Λ0(L0)) einen Isomorphismus H1(Λ)

∼=−→ H1(Λ,Λ0(L0)) und man erhält
H1(Λ,Λ0(L0)) ∼= Z. Das Ziel ist nun die Wahl eines kanonischen Erzeugers von H1(Λ,Λ0(L0)),
so dass schlieÿlich jeder Kurve mit Endpunkten in Λ0(L0) eine ganze Zahl zugewiesen werden
kann, die dann als Maslov Index de�niert wird.
Zur Wahl eines Erzeugers wird man sich nun der transversalen Orientierung von Λ1(L0) bedienen.

5.3.9 Lemma. Es seien ψ1 ∈ Sp(V, ω), ψ2 ∈ Sp(V, ω, L0) und es bezeichne ψ̂ : Λ → Λ den

Di�eomorphismus mit L 7→ ψ(L), so dass insbesondere ψ̂2(Λ0(L0)) = Λ0(L0). Dann ist

• (ψ̂1)∗ = id : H1(Λ) → H1(Λ)

• (ψ̂2)∗ = id : H1(Λ,Λ0(L0)) → H1(Λ,Λ0(L0))

Beweis. Die erste Aussage folgt aus dem Zusammenhang von Sp(V, ω) ∼= Sp(n,R), da folglich
jedes ψ ∈ Λ durch einen Weg mit der Identität verbunden werden kann und diese eine Homotopie
zwischen ψ̂ und der Identität auf Λ liefert.
Die zweite Aussage erhält man aus der wegen Funktorialität bestehenden Kommutativität des
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Diagrammes

H1(Λ,Λ0(L0))
(ψ̂)∗ // H1(Λ,Λ0(L0))

H1(Λ)

i∗

OO

Id=(ψ̂)∗

// H1(Λ)

i∗

OO

5.3.10 Bemerkung. Es sei V = L0⊕L1 eine Zerlegung in Lagrange-Unterräume und L ∈ Λ0(L1).
Aus der De�nition von ϕL0,L1(L) ∈ Bsym(L0) ergibt sich

ker(ϕL0,L1(L)) = L0 ∩ L

Damit ist genau dann L ∈ Λk(L0), wenn dim(kerϕL0,L1(L)) = k, also
ϕL0,L1(Λ0(L1) ∩ Λk(L0)) = {B ∈ Bsym(L0) : dgn(B) = k}, k ∈ {0, . . . , n}

Insbesondere ist genau dann L ∈ Λ0(L0), wenn ϕL0,L1(L) nicht entartet ist.
5.3.11 Lemma. Es seien l1, l2 : [a, b] → Λ stetig mit Endpunkten in Λ0(L0) und L1 ∈ Λ, so
dass l1([a, b]), l2([a, b]) im Kartengebiet Λ0(L1) von ϕL0,L1 enthalten sind. Ist nun

n+(ϕL0,L1 ◦ l1(t)) = n+(ϕL0,L1 ◦ l2(t)) für t = a, b

so ist [l1] = [l2] ∈ H1(Λ,Λ0(L0)).

Beweis. Zur Abkürzung der Schreibweise sei βi = ϕL0,L1 ◦ li, i = 1, 2 und
i = n+(β1(a)) = n+(β2(a))

j = n+(β1(b)) = n+(β2(b))

Mit der Voraussetzung an die Enpunkte von l1, l2 und 5.3.10 sind β1(a), β2(a) ∈ Bi,n−isym (L0) sowie
β1(b), β2(b) ∈ Bj,n−jsym (L0). Mit 5.3.2 existieren damit stetige Kurven β3 in Bi,n−isym (L0) von β2(a)
nach β1(a) und β4 in Bj,n−jsym (L0) von β1(b) nach β2(b).
De�niere nun li = ϕ−1

L0,L1
◦ βi für i = 3, 4. Wegen 5.3.10 ist l3(I), l4(I) ⊂ Λ0(L0) und folglich

mit 5.3.6 [l3] = [l4] = 0 ∈ H1(Λ,Λ0(L0)). Damit ist wegen 5.3.6 [l1] = [l] ∈ H1(Λ,Λ0(L0)) mit
l = l3 ∗ l1 ∗ l4.
Nun sind l und l2 Kurven in Λ0(L1) mit gleichen Endpunkten und da Λ0(L1) di�eomorph zu
dem Vektorraum Bsym(L0) ist, sind l und l2 homotop mit festen Endpunkten. Damit ist aber
wegen 5.3.7 [l] = [l2] ∈ H1(Λ,Λ0(L0)) und insgesamt die Aussage bewiesen.

Zur gesuchten Möglichkeit der kanonischen Wahl eines Erzeugers von H1(Λ,Λ0(L0)) sind
zunächst weitere De�nitionen notwendig. Es sei l : [a, b] → Λ eine C1- Kurve und t0 ∈ [a, b]
mit l(t0) ∈ Λ≥1(L0). l schneidet Λ≥1(L0) transversal bei t0, falls l(t0) ∈ Λ1(L0) und l′(t0) /∈
Tl(t0)Λ1(L0). Ein solcher transversaler Schnitt heiÿe positiv, falls l′(t0) positiv bezüglich der in
5.2.17 de�nierten transversalen Orientierung von Λ1(L0) ist.
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5.3.12 Lemma. Es seien l1, l2 : [a, b] → Λ glatte Kurven mit Endpunkten in Λ0(L0). Beide
Kurven mögen Λ≥1(L0) lediglich einmal schneiden, und zwar so, dass beide Schnitte transversal

und positiv sind. Dann ist [l1] = [l2] ∈ H1(Λ,Λ0(L0)).

Beweis. Nach eventueller Umparametrisierung kann mit 5.3.5 zunächst angenommen werden,
dass beide Kurven Λ1(L0) bei einem gemeinsamen t0 ∈ (a, b) schneiden. Wegen 5.2.14 existiert
nun ein ψ ∈ Sp(V, ω, L0) mit ψ(l2(t0)) = l1(t0). Bezeichnet ψ̂ : Λ → Λ abermals den Di�eomor-
phismus mit L 7→ ψ(L), so hat auch die Kurve ψ̂ ◦ l2 einen eindeutigen Schnitt mit Λ≥1(L0), der
zudem wegen 5.2.17 transversal und positiv ist. Mit 5.3.9 ist zudem [ψ̂◦l2] = [l2] ∈ H1(Λ,Λ0(L0))
und es kann nun ohne Einschränkung l1(t0) = l2(t0) angenommen werden.
Unter Verwendung von 5.2.15 sei nun L1 ∈ Λ ein Lagrange-Unterraum, der komplementär zu L0

und l1(t0) = l2(t0) ist. Da l1, l2 einen eindeutigen Schnitt mit Λ≥1(L0) bei t0 haben, de�niert
wegen 5.3.6 die Einschränkung von li, i = 1, 2, auf jedes abgeschlossene Teilintervall mit t0 im
Inneren das jeweils gleiche Element wie li in H1(Λ,Λ0(L0)). Somit kann zusätzlich angenommen
werden, dass die Bilder von l1 und l2 ganz im Kartengebiet Λ0(L1) der Karte ϕL0,L1 enthalten
sind.
Es sei nun wieder βi = ϕL0,L1 ◦ li, i = 1, 2. Da mit 5.3.10 ker(βi(t)) = li(t) ∩ L0 und der Schnitt
von li mit Λ≥1(L0) eindeutig ist, erhält man dgn(βi(t)) = 0 für alle t 6= t0 und damit ist wegen
5.3.2 n+(βi(t)) konstant für t ∈ [a, t0) und t ∈ (t0, b].
Wegen der Positivität des Schnittes ist nach De�niton die Einschränkung von l′i(t0) auf den ein-
dimensionalen Unterraum li(t0) ∩ L0 positiv de�nit und mit 5.2.18 ist damit auch β′i(t0) positiv
de�nit auf li(t0) ∩ L0 = ker(βi(t0)). Mit Anwendung von 5.3.3 um t0 erhält man für i = 1, 2

n+(βi(b)) = n+(βi(t0)) + 1, n+(βi(a)) = n+(βi(t0))

wobei für die zweite Gleichung (5.3.1) auf die umgekehrt parametrisierte Kurve t 7→ βi(−t) an-
gewendet wurde. Wegen β1(t0) = β2(t0) ist damit aber n+(β1(a)) = n+(β2(a)) und n+(β1(b)) =
n+(β2(b)) und man erhält die Behauptung aus 5.3.11.

Man betrachte nun die Kurve

[−1
2
,
1
2
] 3 t 7→ A(t) =


eiπt 0 · · · 0

0 i
. . . ...

... . . . . . . 0
0 · · · 0 i

 ∈ U(n)

Mit A(− 1
2 ) diag{−1, 1, . . . , 1} = A( 1

2 ) wird A(t) auf eine geschlossene Kurve Ā(t) = A(t) · O(n)
in U(n)/O(n) projiziert. Zudem ist

[−1
2
,
1
2
] 3 t 7→ det2(A(t)) = (−1)n−1e2iπt ∈ S1
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bekanntlich ein Erzeuger von π1(S1) und man erhält aus 5.3.8, dass Ā ein Erzeuger von
π1(U(n)/O(n)) ist. Wegen 5.2.10 ist aber

U(n)/O(n) 3 A ·O(n) 7→ A(Rn ⊕ {0}) ∈ Λ(R2n)

ein Di�eomorphismus, mit dem nun ein Erzeuger von π1(Λ) bestimmt werden kann. Da unter
der Identi�kation R2n ∼= Cn

A(t) =



cosπt 0 · · · 0 − sinπt 0 · · · 0

0 0
. . . ... 0 −1

. . . ...
... . . . . . . 0

... . . . . . . 0
0 · · · 0 0 0 · · · 0 −1

sinπt 0 · · · 0 cosπt 0 · · · 0

0 1
. . . ... 0 0

. . . ...
... . . . . . . 0

... . . . . . . 0
0 · · · 0 1 0 · · · 0 0


ist

A(t)(Rn ⊕ {0}) = R(cos(πt)e1 + sin(πt)en+1) +
2n∑

j=n+2

Rej ∈ Λ(R2n)

ein Erzeuger von π1(Λ, {0} ⊕Rn). Ist nun (V, ω) ein symplektischer Vektorraum und L0, L1 ∈ Λ
mit L0 ⊕ L1 = V , so erhält man nach Wahl einer symplektischen Basis {b1, . . . , b2n} von V mit

L0 = span{b1, . . . , bn}

L1 = span{bn+1, . . . , b2n}

einen o�ensichtlichen Di�eomorphismus Λ(R2n) ∼= Λ der Rn ⊕ {0} auf L0 und {0} ⊕ Rn auf L1

abbildet. Also ist die Kurve

[−1
2
,
1
2
] 3 t 7→ l(t) = R(b1 cos(πt) + bn+1 sin(πt)) +

2n∑
j=n+2

Rbj ∈ Λ (5.3.6)

ein Erzeuger von π1(Λ, L1). Aus der De�nition des Hurewicz-Homomorphismus ist damit l aber
auch ein Erzeuger von H1(Λ), und da der Isomorphismus q∗ : H1(Λ) → H1(Λ,Λ0(L0)) von der
Inklusion induziert ist, de�niert l ebenso einen Erzeuger von H1(Λ,Λ1(L0)). Von diesem Erzeuger
soll nun gezeigt werden, dass er Λ1(L0) genau einmal schneidet und der Schnitt transversal und
positiv ist.
Zunächst ist

l(t) ∩ Λ≥1(L0) 6= ∅ ⇔ t = 0 und l(0) ∩ L0 = span{b1}
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also l(0) ∈ Λ1(L0). Um Positivität und Transversalität dieses Schnittes nachzuweisen, soll unter
Verwendung von 5.2.18 in einer festen Karte gearbeitet werden. Es sei hierfür

L1 = span{b1 + bn+1, . . . , bn + b2n} ∈ Λ

O�enbar ist V = L0⊕L1 und in einer Umgebung von 0 ist l(t) ∈ Λ0(L1) und folglich β = ϕL0,L1◦l
de�niert. Nun ist

β(t) = ω((π1 |l(t) ◦(π0 |l(t))−1)·, ·) |L0

mit den Projektionen πi : L0 ⊕ L1 → Li, i = 0, 1. Aus

π0(b1 cos(πt) + bn+1 sin(πt)) = (cos(πt)− sin(πt))b1,

π1(b1 cos(πt) + bn+1 sin(πt)) = sin(πt)(b1 + bn+1),

π0(bn+i) = −bi, i = 2, . . . , n

π1(bn+i) = bi + bn+i, i = 2, . . . , n

erhält man nun

(π1 |l(t) ◦(π0 |l(t))−1)b1 =
sin(πt)

cos(πt)− sin(πt)
(b1 + bn+1)

(π1 |l(t) ◦(π0 |l(t))−1)bi = −(bi + bn+i), i = 2, . . . , n

und damit ist die darstellende Matrix von β(t) ∈ Bsym(L0) bezüglich der Basis {b1, . . . , bn}
f(t) 0 · · · 0

0 −1
. . . ...

... . . . . . . 0
0 · · · 0 −1


mit

f(t) =
sin(πt)

cos(πt)− sin(πt)

Damit ist aber mit 5.2.18 und l(0) ∩ L0 = span{b1}

l′(0)(b1, b1) = β′(0)(b1, b1) = f ′(0)

=
π cos(πt)(cos(πt)− sin(πt))− sin(πt)(−π sin(πt)− π cos(πt))

(cos(πt)− sin(πt))2
|t=0

= π

und folglich schneidet l(t) Λ≥1(L0) bei 0 transversal und positiv.
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Die bisherigen Resultate können nun zusammengefasst werden.

5.3.13 Folgerung. Für jedes L0 ∈ Λ existiert eine Kurve l : [a, b] → Λ mit Endpunkten in

Λ0(L0), die Λ≥1(L0) genau einmal schneidet und dieser Schnitt transversal und positiv ist. Je

zwei solche Kurven de�nieren stets das gleiche Element in H1(Λ,Λ0(L0)), das ein Erzeuger von

H1(Λ,Λ0(L0)) ∼= Z ist.

Hiermit sei µL0 : H1(Λ,Λ0(L0)) → Z der eindeutige Isomorphismus mit µL0([E]) = 1 ∈ Z,
wobei [E] die Homologieklasse einer beliebigen Kurve wie in 5.3.13 bezeichne.

5.3.14 De�nition. Es sei l : [a, b] → Λ stetig mit Endpunkten in Λ0(L0). Der Maslov Index
von l relativ L0 ist µL0([l]) ∈ Z, wobei [l] ∈ H1(Λ,Λ0(L0)) die Homologieklasse von l bezeichne.

Mit den Eigenschaften für Wege in Homologie erhält man unmittelbar die folgenden wichtigen
Eigenschaften des Maslov Index:

5.3.15 Lemma. Es sei l : [a, b] → Λ eine Kurve mit Endpunkten in Λ0(L0). Dann gilt:

1. Ist σ : [c, d] → [a, b] stetig mit σ(c) = a, σ(d) = b, so ist µL0(l ◦ σ) = µL0(l).

2. Für m : [c, d] → Λ mit Endpunkten in Λ0(L0) und l(b) = m(c) ist

µL0(l ∗m) = µL0(l) + µL0(m)

3. µL0(l
−1) = −µL0(l)

4. Falls im(l) ⊂ Λ0(L0), so ist µL0(l) = 0.

5. Für eine Homotopie H : [0, 1]× ([a, b], {a, b}) → (Λ,Λ0(L0)) ist

µL0(H(0, ·)) = µL0(H(1, ·))

Bevor nun Anwendungen des Maslov Index diskutiert werden, sollen zunächst wichtige Er-
gebnisse zur Berechnung präsentiert werden.

5.3.16 Satz. Es sei L0 ∈ Λ und l : [a, b] → Λ mit Endpunkten in Λ0(L0). Ist l([a, b]) ⊂ Λ0(L1)
mit einem L1 ∈ Λ, also l([a, b]) ganz im Kartengebiet von ϕL0,L1 enthalten, so ist

µL0(l) = n+(ϕL0,L1(l(b)))− n+(ϕL0,L1(l(a)))

Beweis. Wegen 5.3.11 und 5.3.10 genügt es für jedes i, j = 0, . . . , n einen Weg βi,j : [0, 1] →
Bsym(L0) anzugeben mit

n+(βij(0)) = i, dgn(βij(0)) = 0

n+(βij(1)) = j, dgn(βij(1)) = 0
(5.3.7)
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und so dass die Kurve lij = ϕ−1
L0,L1

◦ βij den Maslov Index µL0(lij) = j − i besitzt.
Für i = j kann nun zunächst eine konstante Kurve gewählt werden, so dass dgnβii = 0 und
n+(βii(0)) = i.
Wegen der Eigenschaft (3) aus 5.3.15 kann zudem o.B.d.A. i < j angenommen werden. Es soll
nun zunächst der Fall j = i+1 betrachtet werden. Hierfür sei eine beliebige Basis von L0 gewählt
und man de�niere βi,i+1(t) als die Bilinearform, deren Matrixdarstellung in dieser Basis durch

diag{1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i−mal

, t− 1
2
,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
n−i−1−mal

}, t ∈ [0, 1]

gegeben ist. Damit ist

n+(βi,i+1(0)) = i, dgn(βi,i+1(0)) = 0

n+(βi,i+1(1)) = i+ 1, dgn(βi,i+1(1)) = 0

Zudem ist dgn(βi,i+1(t)) 6= 0 genau für t = 1
2 und die Ableitung β′i,i+1(

1
2 ) ist auf dem eindimen-

sionalen Raum ker(βi,i+1( 1
2 )) positiv de�nit. Wegen 5.3.10 und 5.2.18 schneidet damit aber li,i+1

den Raum Λ≥1(L0) nur bei t = 1
2 und das mit einem transversalen und positiven Schnitt. Nach

De�nition des Maslov Index ist damit

µL0(li,i+1) = 1

und der Beweis im Fall j = i+ 1 ist vollbracht.
Man wähle nun für jedes i = 0, . . . , n eine Bilinearform Bi ∈ Bsym(L0) mit n+(Bi) = i,dgn(Bi) =
0 und beliebige Kurven β̃i,i+1 : [0, 1] → Bsym(L0) mit β̃i,i+1(0) = Bi, β̃i,i+1(1) = Bi+1 für
i = 0, . . . , n− 1. Wegen 5.3.11 und des oben bereits bewiesenen Spezialfalls ist nun aber

µL0(l̃i,i+1) = 1 für l̃i,i+1 = ϕ−1
L0,L1

◦ β̃i,i+1

Für j > i+ 1 sei damit

βij = β̃i,i+1 ∗ β̃i+1,i+2 ∗ · · · ∗ β̃j−1,j

Dann erfüllt βij aber (5.3.7) und mit der Eigenschaft (2) aus 5.3.15 ist wie gewünscht

µL0(lij) = µL0(ϕ
−1
L0,L1

◦ βij) = j − i

5.3.17 De�nition. Eine C1-Kurve l in Λ hat einen nicht entarteten Schnitt mit Λ≥1(L0)
bei t = t0, falls l(t0) ∈ Λ≥1(L0) und l′(t0) |L0∩l(t0) nicht entartet ist.

Hiermit ist insbesondere jeder transversale Schnitt nicht entartet.

Das nachstehende weitere Ergebnis ist von besonderer Bedeutung für die Anwendung und
Interpretation des Maslov Index.
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5.3.18 Lemma. Es sei l : [a, b] → Λ eine C1-Kurve.

1. Hat l bei t0 ∈ (a, b) einen nicht entarteten Schnitt mit Λ≥1(L0), so ist l(t) ∈ Λ0(L0) für

alle t 6= t0 in einer Umgebung von t0.

2. Besitzt l ausschlieÿlich nicht entartete Schnitte mit Λ≥1(L0), so ist l(t) ∈ Λ≥1(L0) für nur
endlich viele t ∈ (a, b) und es ist

µL0(l) =
∑
t∈(a,b)

sgn(l′(t) |L0∩l(t)) (5.3.8)

Beweis. Wegen 5.2.15 existiert L1 ∈ Λ mit V = L0 ⊕ L1 = l(t0) ⊕ L1. Damit ist nun für eine
Umgebung von t0 stets l(t) im Kartengebiert von ϕL0,L1 enthalten. Man betrachte hiermit die
Kurve β(t) = ϕL0,L1◦l(t) auf dieser Umgebung. Mit 5.2.18 und 5.3.10 ist aber nach Voraussetzung

l′(t0) |L0∩l(t0) = β′(t0) |L0∩l(t0)= β′(t0) |ker(β(t0))

nicht entartet und man erhält mit 5.3.3

0 = ker(β(t)) = L0 ∩ l(t)

für t 6= t0 in einer Umgebung von t0. Also ist (1) bewiesen.
Mit 5.2.11 und 5.2.13 ist zunächst Λ≥1(L0) ⊂ Λ kompakt. Damit ist aber auch l([a, b])∩Λ≥1(L0)
kompakt und wegen (1) zudem diskret, also endlich.
Wegen der Endlichkeit der Anzahl der Schnitte genügt es nun mit den Eigenschaften (2) und (4)
aus 5.3.15 für hinreichend kleines ε > 0

µL0(l |[t0−ε,t0+ε]) = sgn(l′(t0) |L0∩l(t0))

zu zeigen. Man wähle hierzu wieder L1 ∈ Λ mit V = L0 ⊕ L1 = l(t0) ⊕ L1, so dass die Kurve
β(t) = ϕL0,L1(l(t)) in einer Umgebung von t0 de�niert ist. Durch Anwendung von 5.3.3 auf β
und die umgekehrt parametrisierte Kurve t 7→ β(−t) erhält man für hinreichend kleines ε > 0

n+(β(t0 + ε)) = n+(β(t0)) + n+(β′(t0) |ker β(t0))

n+(β(t0 − ε)) = n+(β(t0)) + n−(β′(t0) |ker β(t0))

und hieraus durch Subtraktion

n+(β(t0 + ε))− n+(β(t0 − ε)) = sgn(β′(t0) |ker β(t0))

Damit ist aber unter Verwendung von 5.3.16, 5.3.10 und 5.2.18

µL0(l |[t0−ε,t0+ε]) = n+(β(t0 + ε))− n+(β(t0 − ε))

= sgn(β′(t0) |L0∩l(t0)) = sgn(l′(t0) |L0∩l(t0))
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Mit diesem Resultat erhält man nun eine Interpretation des Maslov Index. Ist l : [a, b] → Λ
eine C1-Kurve mit ausschlieÿlich transversalen Schnitten mit Λ≥1(L0), so erhält man mit den
Eigenschaften des Maslov Index aus 5.3.15, dass µL0(l) die Anzahl positiver Schnitte von l mit
Λ≥1(L0) minus die Anzahl negativer Schnitte von l mit Λ≥1(L0) ist.
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5.4 Symplektische Di�erentialgleichungssysteme

In diesem Abschnitt werden zunächst sogenannte Symplektische Di�erentialgleichungssysteme
und der Begri� des konjugierten Punktes solcher Systeme de�niert, der für die verwendete De-
�nition des Maslov Index das grundlegende Anwendungsgebiet bildet. Für die hier im Vorder-
grund stehenden aus der Geometrie gegebenen Probleme ist lediglich ein gewisser Spezialfall des
Symplektischen Di�erentialgleichungssystems bedeutsam, auf den die Betrachtungen recht zügig
eingeschränkt werden, was zu einer deutlichen Vereinfachung der Argumentationen führt. Eine
ausgiebige Diskussion des allgemeinen Falls ist in [PT00a] zu �nden. Die hier gegebene Bearbei-
tung der sogenannten Morse-Sturm Systeme ist an eine dort in abstrakterem Kontext betrachtete
Darstellung aus [MPT00] angelehnt.

5.4.1 De�nitionen
Es wird nun zunächst R2n mit der kanonischen symplektischen Struktur betrachtet. Aus den
Beschreibungen von Sp(n,R) und sp(n,R) aus Abschnitt 5.1 erhält man unmittelbar

• A ∈ Sp(n,R) ⇐⇒ ATJA = J

• A ∈ sp(n,R) ⇐⇒ JA+ATJ = 0

Damit besteht insbesondere sp(n,R) aus allen Matrizen der Form(
A B

C −AT

)

wobei A,B,C ∈M(n,R) und BT = B,CT = C.
5.4.1 De�nition. Ein symplektisches Di�erentialgleichungssystem ist ein homogenes li-
neares Di�erentialgleichungssytem

w′(t) = X(t)w(t), t ∈ [a, b]

wobei X : [a, b] → sp(n,R) eine glatte Kurve in der Lie-Algebra sp(n,R) von Sp(n,R) ist.
Für

X(t) =

(
A(t) B(t)
C(t) −A∗(t)

)

wird das zugehörige symplektische Di�erentialgleichungssystem nicht entartet genannt, falls
stets detB(t) 6= 0.
Die Fundamentallösung des Systems ist die eindeutige Lösung [a, b] 3 t 7→ Φ(t) ∈ Gl(2n,R)
des Anfangswertproblems

Φ′ = XΦ, Φ(a) = id
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Für eine Lösung w = (u, v) der Gleichung ist Φ(t)(u(a), v(a)) = (u(t), v(t)) für alle t ∈ [a, b]. Mit

(ΦT (t)JΦ(t))′ = (ΦT )′(t)JΦ(t) + ΦT (t)JΦ′(t)

= Φ(t)TX(t)TJΦ(t) + Φ(t)TJX(t)Φ(t)

= Φ(t)T (X(t)TJ + JX(t))Φ(t) = 0

verläuft Φ(t) o�enbar ganz in der symplektischen Gruppe Sp(n,R).
5.4.2 De�nition. Ein nicht entartetes symplektisches Di�erentialgleichungssystems

w′ =

(
A(t) B(t)
C(t) −A(t)T

)
w

heiÿt ein Morse-Sturm System, falls B konstant ist und A = 0.
O�enbar kann jedes Morse-Sturm System dieser Form äquivalent in das System

B−1u′′(t)− C(t)u(t) = 0

transformiert werden.

5.4.2 Konjugierte Punkte symplektischer Di�erentialgleichungssyste-
me

Es sei w′ = Xw ein Symplektisches Di�erentialgleichungssystem. Bekanntlich hat der Raum

J̃ = {w = (u, v) : [a, b] → Rn ⊕ Rn : w′ = Xw, u(0) = 0}

die Dimension n. Ein t0 ∈ (a, b] heiÿt konjugiert, falls

mult(t0) = dim{w = (u, v) ∈ J̃ : u(t0) = 0} 6= 0

und in diesem Fall wird mult(t0) die Vielfachheit des konjugierten Punktes genannt.
Mit L0 = {0} ⊕ Rn betrachte man die Kurve l : [a, b] → Λ mit l(t) = Φ(t)(L0), wobei Φ die
Fundamentallösung bezeichne. Von besonderer Bedeutung ist nun
5.4.3 Lemma. Es ist genau dann mult(t0) = k, wenn l(t) ∈ Λk(L0). Insbesondere ist t0 ∈ (a, b]
genau dann konjugiert, wenn l(t0) ∈ Λ≥1(L0).

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Beziehung Φ(t)(u(a), v(a)) = (u(t), v(t))

Mit dieser Erkenntnis sind nun insbesondere Wege in der Lagrange-Grassmannschen für die
Untersuchung konjugierter Punkte einer gewissen Klasse von Di�erentialgleichungssystemen von
Bedeutung.
Mit der Interpretation des Maslov Index mag dies zu der Idee führen, die konjugierten Punk-
te eines symplektischen Di�erentialgleichungssystems mitsamt ihrer Vielfachheiten mittels des
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Maslov Index zu zählen7. Allerdings steht man hierzu zunächst vor dem Problem, dass zur De-
�nition des Maslov Index stets l(a), l(b) ∈ Λ0(L0) benötigt wird, wobei diese Bedingung wegen
Φ(0) = id für l(a) grundsätzlich nie erfüllt sein kann. Dieses Problem kann umgangen werden.
Da das Vorgehen im allgemeinen Fall durchaus schwieriger zu erörtern ist, soll es hier nur an dem
im weiteren Verlauf der Arbeit einzig interessanten Fall eines Morse-Sturm Systems vollzogen
werden.
Aus technischen Gründen emp�ehlt es sich nun Morse-Sturm Systeme ausschlieÿlich in der Form

w′ =

(
0 id

−B−1C(t) 0

)
w

beziehungsweise in der hierzu äquivalenten Darstellung

u′′(t) +B−1C(t)u(t) = 0, t ∈ [a, b] (5.4.1)

zu betrachten. Hierdurch wird natürlich die Menge der Lösungen des Systems 2. Ordnung und
folglich auch die Menge der konjugierten Punkte nicht verändert. Man betrachte nun zudem die
Vektorräume

J = {u : [a, b] → Rn : u′′(t) +B−1C(t)u(t) = 0, u(0) = 0}

J[t0] = {u(t0) : u ∈ J} ⊂ Rn, t0 ∈ [a, b]

Es ist analog zu obigem dim J = n und zudem mult(t0) = codim(J[t0]).
Das folgende Lemma liefert nun die Möglichkeit zur De�nition des Maslov Index für Morse-Sturm
Systeme.

5.4.4 Lemma. Die konjugierten Punkte eines Morse-Sturm Systems (5.4.1) können sich bei a

nicht häufen.

Beweis. Es sei J1, . . . , Jn ∈ J eine Basis von J. Nun ist aber J1(a) = · · · = Jn(a) = 0 und man
erhält aus der Theorie linearer Di�erentialgleichungssysteme, dass J ′1(a), . . . , J ′n(a) eine Basis des
Rn ist. Man de�niere nun stetige Abbildungen durch

J̃1, . . . , J̃n : [a, b] → Rn, J̃i(t) =


Ji(t)
t−a , t > a

J ′i(a), t = a
, i = 1, . . . , n

Es ist J̃1(a), . . . , J̃n(a) eine Basis des Rn und wegen der Stetigkeit der Determinante ist folglich
J̃1(t), . . . , J̃n(t) für t nahe a ebenfalls eine Basis des Rn. Aus der De�nition der J̃i folgt nun,
dass damit auch J1(t), . . . , Jn(t) für t nahe a eine Basis des Rn sind. Damit existieren aber mit
Ausnahme von a in einer Umgebung von a keine weiteren konjugierten Punkte.

7Die Bestätigung dieser Interpretation unter hinreichend gutartigen Bedingungen �ndet sich am Ende dieses

Kapitels in 5.4.10
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Mit dem vorhergehenden Lemma existiert ein ε > 0, so dass (a, a + ε] keine konjugierten
Punkte enthält. Ist zudem b kein konjugierter Punkt, so ist l(a + ε), l(b) ∈ Λ0(L0) und der
Maslov Index dieser Kurve de�nierbar. Dieser hängt wegen 5.3.15 o�enbar nicht von der Wahl
von ε > 0 ab.
5.4.5 De�nition. Für ein Morse-Sturm System mit mult(b) = 0 ist derMaslov Index de�niert
als der Maslov Index von l : [a+ ε, b] → Λ wie oben beschrieben.

Man betrachte die symmetrische Bilinearform (·, ·) = 〈B·, ·〉 auf Rn.
Zunächst ist für zwei Lösungen J1, J2 von (5.4.1)

d

dt
((J ′1(t), J2(t))− (J1(t), J ′2(t))) = (J ′′1 (t), J2(t)) + (J ′1(t), J

′
2(t))

− (J ′1(t), J
′
2(t))− (J1(t), J ′′2 (t))

= (J ′′1 (t), J2(t))− (J1(t), J ′′2 (t))

= (−B−1C(t)J1(t), J2(t))− (J1(t),−B−1C(t)J2(t))

= −〈C(t)J1(t), J2(t)〉+ 〈BJ1(t), B−1C(t)J2(t)〉 = 0

und damit

(J ′1(t), J2(t))− (J1(t), J ′2(t)) (5.4.2)

konstant auf [a, b]. Insbesondere ist für J1, J2 ∈ J

(J ′1(t), J2(t)) = (J1(t), J ′2(t)) (5.4.3)

5.4.6 De�nition. Ein konjugierter Punkt t0 heiÿt nicht entartet, falls (·, ·) |J[t0] nicht entartet
ist.

Man beachte, dass für einen nicht entarteten konjugierten Punkt t0 stets J[t0]⊕ J[t0]⊥ = Rn,
wobei ⊥ das orthogonale Komplement bezüglich (·, ·) bezeichne.

Zum Abschluss dieses Kapitels wird nun die Formel (5.3.8) zur Berechnung des Maslov Index
auf die hier de�nierte Kurve in Λ angewendet. Man benötigt zunächst
5.4.7 Lemma. l(t0) ∩ L0 = {0} ⊕ J[t0]⊥.

Beweis. Es ist

l(t0) ∩ L0 = {(0, J ′(t0)) : J ∈ J, J(t0) = 0}

Ist nun mult(t0) = n − k und J1, . . . , Jn eine Basis von J, so dass J1(t0), . . . , Jk(t0) eine Basis
von J[t0] ist und Ji(t0) = 0 für i = k+ 1, . . . , n, so genügt es zu zeigen, dass J ′k+1(t0), . . . , J

′
n(t0)

eine Basis von J[t0]⊥ ist. Nun ist aber mit (5.4.3)

(J ′i(t0), Jj(t0)) = (Ji(t0), J ′j(t0)) = (0, J ′j(t0)) = 0, j ∈ {1, . . . , k}, i ∈ {k + 1, . . . , n}
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und folglich J ′i(t0) ∈ J[t0]⊥ für i = k + 1, . . . , n. Da aber Jk+1, . . . , Jn linear unabhängig in J
sind, sind auch

(Jk+1(t0), J ′k+1(t0)), . . . , (Jn(t0), J
′
n(t0))

linear unabhängig in R2n und mit Jk+1(t0) = · · · = Jn(t0) = 0 erhält man schlieÿlich die lineare
Unabhängigkeit von J ′k+1(t0), . . . , J

′
n(t0) ∈ Rn. Die Behauptung folgt nun aus dim J[t0]⊥ =

n− k.
Für die weiteren Überlegungen bezeichne Φ : [a, b] → Sp(n, ω0) wieder die Fundamentallösung

des Systems erster Ordnung, also

Φ′(t) =

(
0 id

−B−1C(t) 0

)
Φ(t), Φ(0) = id

Man kann nun die symplektische Struktur auf R2n in gewinnbringenderweise verändern. Hierzu
de�niere man

ω((x1, x2), (y1, y2)) = (x1, y2)− (x2, y1), (x1, y2), (x2, y1) ∈ R2n

Mit dieser De�nition ist ω eine symplektische Form auf R2n. Bezeichnet nun Φ(t)x = (x(t), x′(t))
für x ∈ R2n die zugehörige Lösung des Systems erster Ordnung, so erhält man aus (5.4.2)

ω(Φ(t)x,Φ(t)y) = ω((x(t), x′(t)), (y(t), y′(t))) = (x(t), y′(t))− (x′(t), y(t))

= (x(a), y′(a))− (x′(a), y(a)) = ω(x, y)

und damit ist Φ : [a, b] → Sp(R2n, ω). Noch einfacher ist einzusehen, dass die Matrix X des
Systems eine Kurve X : [a, b] → sp(R2n, ω) de�niert.

Es sei nun zunächst daran erinnert, dass für eine glatte Abbildung f : M → N zwischen
glatten Mannigfaltigkeiten zwei Vektorfelder X ∈ Γ(M) und Y ∈ Γ(N) f-äquivalent heiÿen,
falls dpf(X(p)) = Y (f(p)) für alle p ∈ M . Falls X und Y f-äquivalent sind, so bildet f stets
Integralkurven von X auf Integralkurven von Y ab.
Es sei nun G eine Lie-Gruppe, die von links auf einer Mannigfaltigkeit M wirke. Mit der Abbil-
dung κp : G→M, κp(g) = g· p kann jedem X aus der Lie-Algebra von G ein Vektorfeld

X∗ ∈ Γ(M) durch X∗(p) = d1κp(X)

zugeordnet werden. Mit der rechts-Wirkung

rg : G→ G, rg(g′) = g′g

auf G bezeichne desweiteren

XR(g) = d1rg(X), g ∈ G
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das rechtsinvariante Vektorfeld auf G bezüglich X.
Nun ist κg·p = κp ◦ rg für alle g ∈ G und p ∈M und folglich d1κgp = dgκp ◦ d1rg. Damit ist

X∗(κp(g)) = dgκpX
R(g) ∀g ∈ G

und folglich die Vektorfelder X∗ ∈ Γ(M) und XR ∈ Γ(G) κp-äquivalent.
Ist nun X : [a, b] → g eine Kurve in der Liealgebra, so erhält man ein zeitabhängiges Vektorfeld
auf G

[a, b]×G 3 (t, g) 7→ X(t)R(g) ∈ TgG

und zudem ein zeitabhängiges Vektorfeld in M mit

[a, b]×M 3 (t, p) 7→ X(t)∗(p) ∈ TpM

Da nun κp Integralkurven auf Integralkurven abbildet, kann diese Konstruktion verwendet werden
um Lösungen von Di�erentialgleichungen auf G in Lösungen von Di�erentialgleichungen auf M
zu projizieren. Erfüllt nämlich t 7→ γ(t) die Gleichung

γ′(t) = X(t)Rγ(t)

so ist wegen der κp-Äquivalenz stets auch
d

dt
(γ(t)· p) = X(t)∗(γ(t)· p)

Diese allgemeine Bemerkung soll nun auf den hier zu betrachtenden Fall angewendet werden. Es
sei hierfür X : [a, b] → sp(R2n, ω) die Matrix des Morse-Sturm Systems. Man sieht unmittelbar
ein, dass X(t)RA = X(t)A für alle A ∈ Sp(R2n, ω) und folglich ist Φ gerade eine Integralkurve
von X(t)R. Unter Verwendung von κL0 erhält man nun die Di�erentialgleichung

l′(t) = X(t)∗l(t), t ∈ [a, b]

für die Kurve l : [a, b] → Λ mit l(t) = Φ(t)L0. Nun wurde aber das Vektorfeld X∗ bereits in 5.2.9
berechnet und man erhält mit diesem Resultat

l′(t) = X(t)∗l(t) = ω(X(t)· , · ) |l(t)∈ Bsym(l(t)), t ∈ [a, b] (5.4.4)

Mit dieser Bemerkung ist der Beweis des folgenden entscheidenden Resultates nicht mehr
sonderlich schwer.
5.4.8 Satz. Es sei b nicht konjugiert und zudem jeder konjugierte Punkt nicht entartet. Dann

besitzt das Morse-Sturm System nur endlich viele konjugierte Punkte und es ist

µL0(l) =
∑
t∈(a,b)

sgn((· , · ) |J[t]⊥)
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Beweis. Für ein t0 ∈ (a, b) sei unter Verwendung von 5.4.7 t0 ∈ (a, b) (0, x), (0, y) ∈ {0}⊕J[t0]⊥ =
l(t0) ∩ L0. Dann ist mit (5.4.4)

l′(t0)((0, x), (0, y)) = ω(X(t0)(0, x), (0, y))

= ω((x, 0), (0, y))

= (x, y)

Da nun jeder konjugierte Punkt nach Voraussetzung nicht entartet ist, ist folglich auch l′(t0) für
jeden konjugierten Punkt t0 ∈ (a, b) auf l(t0) ∩ L0 nicht entartet und zudem gilt

sgn(l′(t0) |l(t0)∩L0) = sgn((· , · ) |J[t0]⊥)

Die Behauptung folgt nun aus 5.3.18.
Aus diesem Resultat erhält man nun insbesondere zwei ebenso bedeutsame Folgerungen.

5.4.9 Folgerung. Nicht entartete konjugierte Punkte sind isoliert.

5.4.10 Folgerung. De�niert (· , · ) ein Skalarprodukt auf Rn, so ist

µL0(l) =
∑
t∈(a,b)

mult(t)

5.4.11 Bemerkung. An dieser Stelle kann die immense Bedeutung dieser Homotopieinvariante der
Analysis wohl noch nicht vollständig erfasst werden, da insbesondere noch keinerlei Bemerkung
zu möglichen Irregularitäten der Struktur konjugierter Punkte gemacht wurden. Dieses wird im
nächsten Kapitel nachgeholt.
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Teil III

Morse Index Theoreme für

Geodäten in semi-Riemannscher

Geometrie
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Kapitel 6

Grundlagen zur Morse Theorie

semi-Riemannscher Geodäten

Eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit ist ein Paar (M, g), wobeiM eine glatte endlichdi-
mensionale Mannigfaltigkeit und g ∈ Γ(S2T ∗M) punktweise nicht entartet und von konstantem
Index ν ist.
Desweiteren bezeichne grad f ∈ Γ(TM) für eine glatte Funktion f ∈ C∞(M) den Gradienten
von f , also das eindeutige Vektorfeld mit

g(grad f,X) = df(X) = Xf für alle X ∈ Γ(TM)

wobei df ∈ Γ(T ∗M) das Di�erential von f bezeichne. Es sei ∇ : Γ(TM)×Γ(TM) → Γ(TM) der
Levi-Civita Zusammenhang von M und ∇

dt die hiervon induzierte kovariante Ableitung entlang
Kurven. Zudem sei R ∈ T 1

3M = TM⊗
⊗3

T ∗M der Krümmungstensor bezüglich des Levi-Civita
Zusammenhangs versehen mit der Vorzeichenkonvention

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

Im Folgenden werden Geodäten grundsätzlich als auf dem Intervall [0, 1] de�nierte Kurven be-
trachtet, was keine Einschränkung an die Allgemeinheit der Darstellung ist. Bekanntlich ist
g(γ′, γ′) für eine Geodäte γ : I →M konstant und damit heiÿe γ

• zeitartig, falls g(γ′, γ′) < 0,
• lichtartig, falls g(γ′, γ′) = 0 und
• raumartig, falls g(γ′, γ′) > 0

Zudem wird γ kausal genannt, falls γ nicht raumartig ist. Eine semi-Riemannsche Mannigfaltig-
keit vom Index ν = 1 wird speziell als Lorentz Mannigfaltigkeit bezeichnet.
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6.1 Perturbierte Geodäten, konjugierte Punkte und der Mas-
lov Index

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden De�nitionen aus [MPP05] bereitgestellt und kom-
mentiert. Zudem wird der im letzten Abschnitt dargelegte Maslov Index auf diese Situation an-
gewendet und ein bedeutendes Resultat zu konjugierten Punkten semi-Riemannscher Geodäten
präsentiert. Es ist zu beachten, dass die hier verwendete Vorzeichenkonvention des Krümmungs-
tensors nicht mit der in [MPP05] übereinstimmt und sich daher die dort gegebenen De�nitionen
gerigfügig von diesen unterscheiden.

Im Weiteren sei V : [0, 1]×M → R eine glatte Funktion, wobei gradV stets die Anwendung
des Gradienten von M auf V (t, · ) bezeichne.

6.1.1 De�nition. Eine perturbierte Geodäte ist eine glatte Kurve, die der Di�erentialglei-
chung

∇
dx
γ′(x) + gradV (x, γ(x)) = 0 (6.1.1)

genügt1.

6.1.2 Bemerkung. Die Motivation der De�nition ist naheliegend. Kann die gewöhnliche Geo-
dätengleichung ∇

dxγ
′ = 0 als Bewegungsgleichung für ein frei fallendes Teilchen der normierten

Masse 1 mit kinetischer Energie 1
2g(γ

′, γ′) aufgefasst werden, so ist (6.1.1) gerade die Verallge-
meinerung der Bewegungsgleichung bei zusätzlicher Einwirkung eines zeitabhängigen Potentials
V .

6.1.3 De�nition. Ein Vektorfeld ξ ∈ Γ(γ) entlang einer p-Geodäte γ heiÿt Jacobifeld, falls es
der linearen Di�erentialgleichung

∇2

dx2
ξ(x)−R(γ′(x), ξ(x))γ′(x) +∇ξ(x) gradV (x, γ(x)) = 0 (6.1.2)

genügt.

6.1.4 Bemerkung. Entsprechend der Form der p-Geodätengleichung als additive Störung der
gewöhnlichen Geodätengleichung, ist auch die Jacobigleichung (6.1.2) lediglich eine additive Stö-
rung der gewöhnlichen Jacobigleichung. Die Jacobigleichung erhält man naheliegenderweise ana-
log zum nicht gestörten Fall:
Es sei γ : [a, b] →M eine p-Geodäte und Γ : (−ε, ε)× [a, b] →M eine glatte Abbildung, so dass
jedes Γ(s, · ) eine p-Geodäte ist und Γ(0, · ) = γ. Die grundlegende Idee der Jacobigleichung ist das
Aufsuchen einer Di�erentialgleichung für ξ(t) = ∂

∂sΓ(0, t), dem sogenannten Variationsvektorfeld
1Im Folgenden wird dieser Begri� häu�g durch p-Geodäte ersetzt.
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von Γ. Die Motivation besteht in der Untersuchung des Verhaltens benachbarter Geodäten, was
damit naheliegenderweise in engem Zusammenhang mit der Krümmung der Mannigfaltigkeit
steht. Man hat zunächst mit (6.1.1) für jedes s ∈ (−ε, ε)

∇
ds

∇
dt

∂

∂t
Γ(s, t) +

∇
ds

gradV (t,Γ(s, t)) = 0

Da aber für jedes Vektorfeld X entlang einer glatten Variation (vgl. [Lee97, Lemma 10.1])
∇
ds

∇
dt
X − ∇

dt

∇
ds
X = −R(

∂

∂t
Γ,

∂

∂s
Γ)X

ist
∇
dt

∇
ds

∂

∂t
Γ(s, t)−R(

∂

∂t
Γ(s, t),

∂

∂s
Γ(s, t))

∂

∂t
Γ(s, t) +

∇
ds

gradV (t,Γ(s, t)) = 0

Unter Verwendung der Symmetriebeziehung ∇
ds

∂
∂tΓ = ∇

dt
∂
∂sΓ (vgl. [Lee97, Lemma 6.3]) erhält

man

0 =
∇
dt

∇
dt

∂

∂s
Γ(s, t)−R(

∂

∂t
Γ(s, t),

∂

∂s
Γ(s, t))

∂

∂t
Γ(s, t) +

∇
ds

gradV (t,Γ(s, t))

=
∇
dt

∇
dt

∂

∂s
Γ(s, t)−R(

∂

∂t
Γ(s, t),

∂

∂s
Γ(s, t))

∂

∂t
Γ(s, t) +∇ ∂

∂sΓ(s,t) gradV (t,Γ(s, t))

und hieraus für s = 0 schlieÿlich die Jacobigleichung (6.1.2).
6.1.5 De�nition. Für eine p-Geodäte γ nennt man x ∈ (0, 1] konjugiert (zu 0), falls ein
Jacobifeld ξ ∈ Γ(γ)\{0} mit ξ(0) = 0 und ξ(x) = 0 existiert. Der entsprechende Punkt γ(x) ∈M
heiÿt konjugiert zum Punkt γ(0) entlang γ.
Dasweiteren wird γ nicht entartet genannt, falls 1 nicht konjugiert ist.

Es bezeichne weiterhin I den o�enbar n-dimensionalen Vektorraum aller Jacobifelder entlang
γ, die der Anfangsbedingung ξ(0) = 0 genügen. Man nennt

mult(x) = dim{ξ ∈ I : ξ(x) = 0} ≤ n

die geometrische Vielfachheit von x ∈ (0, 1]. Desweiteren sei

I[x] = {ξ(x) : ξ ∈ I} ⊂ Tγ(x)M

Es ist stets m(x) = codim I[x] = dim I[x]⊥ wobei ⊥ das orthogonale Komplement bezüglich
gγ(x) bezeichne.
6.1.6 De�nition. Für eine p-Geodäte heiÿt ein konjugiertes x ∈ (0, 1] regulär, falls gγ(x) |I[x]⊥

nicht entartet ist. γ heiÿt eine reguläre p-Geodäte, falls alle konjugierten x ∈ (0, 1] nicht
entartet sind.

Das Ziel ist nun die Resultate aus Abschnitt 5.4.2 auf konjugierte Punkte perturbierter Geo-
däten anzuwenden. Hierzu benötigt man eine einfache, aber in der gesamten Theorie auftretende
Konstruktion, die nun in Form einer Bemerkung gegeben werden soll.
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6.1.7 Bemerkung. Es sei γ : [0, 1] → M eine p-Geodäte. Bekanntlich liefert die Parallelverschie-
bung zu jedem Vektor V0 ∈ Tγ(0)M ein eindeutiges Vektorfeld V entlang γ, so dass V (0) = V0

und ∇
dtV ≡ 0. Da nun nach Voraussetzung ∇ der Levi-Civita Zusammenhang von (M, g) ist,

ist g(V,W ) für je zwei parallele Vektorfelder entlang γ konstant. Ist nun {e1, . . . , en} eine die
Bilinearform gγ(0)(· , · ) diagonalisierende Basis von Tγ(0)M , so existieren folglich glatte parallele
Vektorfelder {e1(t), . . . , en(t)} entlang γ, so dass

g(ei(t), ei(t)) =

1, i ≤ n− ν

−1, i > n− ν
, g(ei(t), ej(t)) = 0, i 6= j

Diese werden im Folgenden Basisvektorfelder entlang γ genannt und mit ihnen besitzt nun
jedes Vektorfeld ξ : I → TM entlang γ eine Darstellung ξ(t) =

∑n
i=1 ui(t)e

i(t) mit Funktio-
nen ui : [0, 1] → M . Bekanntlich liefert zudem jede Wahl von Basisvektorfeldern zugleich ein
Trivialisierung des Vektorbündels γ∗TM .

Durch Einsetzen solcher Basisvektorfelder in die Jacobi-Gleichung (6.1.2) erhält man nun

∇2

dx2

(
n∑
i=1

ui(x)ei(x)

)
−R

(
γ′(x),

n∑
i=1

ui(x)ei(x)

)
γ′(x) +∇Pn

i=1 ui(x)e
i(x) gradV (x, γ(x))

=
n∑
i=1

u′′i (x)e
i(x) +

n∑
i=1

(−R(γ′(x), ei(x))γ′(x) +∇ei(x) gradV (x, γ(x)))ui(x) = 0

Bildet man nun für j = 1, . . . , n punktweise g(· , ej(x)), so ist aber diese Gleichung genau
dann erfüllt, wenn

εiu
′′
i (x) +

n∑
j=1

−g(R(γ′(x), ej(x))γ′(x) +∇ej(x) gradV (x, γ(x)), ei(x))uj(x) = 0, i = 1, . . . , n

wobei

εi =

1, i ≤ n− ν

−1, i > n− ν

Betrachtet man nun die Matrix S(x) = {Sij(x)}1≤i,j≤n mit

Sij(x) = g(−R(γ′(x), ej(x))γ′(x) +∇ej(x) gradV (x, γ(x)), ei(x))

so ist unter der gewählten Trivialisierung von γ∗TM die Jacobigleichung (6.1.2) äquivalent zu
dem homogenen System gewöhnlicher linearer Di�erentialgleichungen zweiter Ordnung

Ju′′(x) + S(x)u(x) = 0 (6.1.3)
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wobei

J =

(
idn−ν 0

0 −idν

)

und

u = (u1, . . . , un) : I → Rn

Man beachte zudem, dass unter der gewählten Trivialisierung von γ∗TM die Metrik g in die
konstante Bilinearform 〈J · , · 〉 auf Rn überführt wird.

6.1.8 Lemma. Für jedes x ∈ [a, b] ist S(x) symmetrisch.

Beweis. Nach De�nition ist

Sij(x) = g(−R(γ′(x), ej(x))γ′(x), ei(x)) + g(∇ej(x) gradV (x, γ(x)), ei(x))

und die Symmetrie des ersten Summanden wegen der Eigenschaften des Krümmungstensors
gegeben. Die Symmetrie des zweiten Terms erhält man unter Verwendung der Torsionsfreiheit
des Levi-Civita Zusammenhangs aus

g(∇X grad f, Y )− g(∇Y grad f,X) = Xg(grad f, Y )− g(grad f,∇XY )

− Y g(grad f,X) + g(grad f,∇YX)

= X(Y f)− (∇XY )f − Y (Xf) + (∇YX)f

= [X,Y ]f − (∇XY −∇YX)f

= [X,Y ]f − [X,Y ]f = 0

für zwei Vektorfelder X,Y und eine glatte Funktion f auf M .

Damit ist insbesondere die transformierte Jacobi-Gleichung (6.1.3) ein Morse-Sturm System.
Man erhält also durch jegliche obige Wahl von Basisvektorfeldern einen Isomorphisms zwischen
dem 2n-dimensionalen Raum aller Lösungen der Jacobigleichung (6.1.2) und dem Lösungsraum
des Morse-Sturm Systems (6.1.3). Es ist dabei unmittelbar einzusehen, dass dieser Isomorphismus
zudem I in J abbildet. Desweiteren hat man eine Familie von Isomorphismen

ψx : Tγ(x)M → Rn, ξ =
n∑
i=1

ξie
i(x) 7→ ξ̃ = (ξ1, . . . , ξn)

für die zudem gγ(x)(ξ, η) = 〈Jξ̃, η̃〉. Damit ist nun insbesondere ψx(I[x]) = J[x] und ψx(I[x]⊥) =
J[x]⊥, wobei wie im Abschnitt 5.4.2 für J[x] mit ⊥ das orthogonale Komplement bezüglich
(· , · ) = 〈J · , · 〉 bezeichnet werde. Damit kann aber das Studium der konjugierten Punkte von
Jacobifeldern vollständig anhand der transformierten Gleichung (6.1.3) vollzogen werden. Somit
stehen aber sämtliche in Abschnitt 5.4.2 bereitgestellten Werkzeuge zur Verfügung, so dass nun
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konjugierte Punkte entlang einer p-Geodäten mittels des induzierten Weges in der Lagrange-
Grassmannschen Λ untersucht werden können.
Es sollen nun Resultate vorgestellt werden, die mittels dieses Vorgehens erhalten wurden.
Zunächst ist eine wichtige Erkenntnis, dass in gewisser Weise auch eine Umkehrung der durch
die Basisvektorfelder erhaltenen Transformation der Jacobigleichung auf ein Morse-Sturm System
gilt.

6.1.9 Satz. Für jede glatte Abbildung [0, 1] 3 x 7→ S(x) ∈ S(n) und jede Wahl von ν existiert

eine konform �ache n-dimensionale semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) vom Index ν und

eine Geodäte γ : [0, 1] →M , so dass (6.1.3) die zugehörige transformierte Jacobi-Gleichung ist.

Beweis. [MPT00, Proposition 2.3.1 & Remark 2.3.5]

Bekanntlich ist die Anzahl der konjugierten Punkte entlang einer Geodäte in einer Riemann-
schen Mannigfaltigkeit stets endlich. Die Ungültigkeit dieser Aussage ist eine ausgesprochene
Besonderheit des allgemeinen semi-Riemannschen Falles, die erst 1994 von Helfer entdeckt wurde
(vgl. [Hel94]). Dieser konstruierte mittels des obigen Ergebnis 6.1.9 und Kurven in der Lagrange-
Grassmannschen implizit eine raumartige Geodäte γ : (0,∞) → M in einer dreidimensionalen
Lorentz-Mannigfaltigkeit M , deren konjugierte Punkte durch das Intervall (1,∞) gegeben sind.
Unter Verwendung der hier gegebenen Beschreibung der Lagrange-Grassmannschen gelang es
Piccione und Tausk in [PT03] dieses Phänomen durch ein allgemeines Theorem zu beschrei-
ben. Nach De�nition einer Kategorie, deren Objekte aus Paaren symplektischer Vektorräume
und glatter Wege in ihrer Lagrange-Grassmannschen bestehen, erhält man einen Begri� der Iso-
morphie, mit dem gezeigt werden kann, dass jedes einer gewissen Zusatzbedingung genügende
Element dieser Kategorie zu dem von einer Gleichung (6.1.3) induzierten Weg in der Lagrange-
Grassmannschen des R2n isomorph ist. Da dieser kategorielle Isomorphismus nun aber die Dimen-
sionen der interessierenden Schnitte erhält, genügt es mit 6.1.9 zur Konstruktion von Geodäten
mit einer auÿergewöhnlichen Menge der konjugierte Punkte lediglich einen geeigneten Weg in
der Lagrange-Grassmannschen eines beliebigen symplektischen Vektorraumes zu konstruieren.
Hiermit konnten Piccione und Tausk das folgende Resultat beweisen.

6.1.10 Satz. Es sei n ≥ 3 und F ⊂ (0, 1] eine beliebige kompakte Teilmenge. Dann existiert eine

n-dimensionale Lorentz-Mannigfaltigkeit (M, g) und eine raumartige Geodäte γ : [0, 1] → M , so

dass F die Menge der konjugierten Punkte von γ ist.

Hiermit hat man also implizit Geodäten gegeben, die eine recht beliebige Struktur ihrer
konjugierten Punkte haben können2. Insbesondere besteht damit auf einer allgemeinen semi-
Riemannschen Mannigfaltigkeit nicht mehr die Möglichkeit einer Zählung der konjugierten Punk-
te entlang einer beliebigen Geodäte.

Die Überlegungen des letzten Kapitels legen die folgende De�nition nahe.
2Man etwa an das Cantorsche Diskontinuum.
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6.1.11 De�nition. Für eine nicht entartete p-Geodäte γ : [a, b] → M sei der Maslov Index
de�niert als der Maslov Index der transformierten Jacobigleichung (6.1.3).

Man erhält nun aus den Ergebnisses des Abschnittes 5.4.2 unmittelbar das folgende entschei-
dende Resultat.
6.1.12 Satz. Eine nicht entartete reguläre p-Geodäte γ : [0, 1] → M besitzt nur endlich viele

konjugierte Punkte und es ist

iMaslov(γ) =
∑

x∈(0,1)

sgn gγ(x) |I[x]⊥

Desweiteren sind reguläre konjugierte Punkte stets isoliert.

Hiermit erhält man insbesondere auf einem ganz anderenWeg die Endlichkeit der konjugierten
Punkte im Riemannschen Fall für die allgemeineren perturbierten Geodäten.
6.1.13 Folgerung. Ist (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und γ : [0, 1] →M eine nicht

entartete p-Geodäte, so besitzt γ nur endlich viele konjugierte Punkte und es ist

iMaslov(γ) =
∑

x∈(0,1)

mult(x)

Also ist zusammenfassend der Maslov Index eine ganze Zahl, die jeder p-Geodäte einer semi-
Riemannschen Mannigfaltigkeit zugewiesen werden kann und zudem in gewisser Weise eine Ver-
allgemeinerung der Zählung konjugierter Punkte entlang der Geodäte ist.
Mit den Konstruktionen und Resultaten des letzten Kapitels und dieses Abschnittes sind die we-
sentlichen bisher zur Verfügung stehenden Techniken zur Behandlung semi-Riemannschen Geodä-
ten dargelegt. Die Kenntnis dieser Begri�e wird in den meisten Artikeln zum Thema als bekannt
vorausgesetzt.
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6.2 Die Hilbertmannigfaltigkeit H1([a, b], M)

Die Anwendung der Morse Theorie auf Geodäten einer festen semi-Riemannschen Mannigfaltig-
keit M verwendet als zugrundeliegende Hilbertmannigfaltigkeit die mit einer geeigneten Topo-
logie versehene Menge aller Wege γ : [0, 1] → M der Sobolev Regularität H1 in M . Für diese
Menge wurde erstmalig in der Arbeit [Pa63] die Struktur einer Hilbertmannigfaltigkeit de�niert.
Die grundlegende Idee ist hierbei zunächst H1(I,M) für abgeschlossene Untermannigfaltigkeiten
M eines euklidischen Raumes als Hilbertmannigfaltigkeiten zu etablieren und anschlieÿend die
Unabhängigkeit dieser Struktur von einer wegen des Whitney Einbettungssatzes stets existie-
renden Einbettung einer allgemeinen glatten Mannigfaltigkeit M in einen solchen Koordinaten-
raum nachzuweisen. Bedauerlicherweise ist diese für jede glatte Mannigfaltigkeit M gegebene
De�nition für konkrete Rechnungen nicht sonderlich praktikabel. Ein späterer vollkommen int-
rinsischer Zugang ist in [Kli82] nachzulesen, ist aber dort bedauerlicherweise ausschlieÿlich für
Riemannsche Mannigfaltigkeiten angegeben und zumindest nicht direkt auf den Fall allgemeiner
semi-Riemannscher Mannigfaltgkeiten übertragbar3. Diesem prinzipiellen Misstand ist trotz der
fundamentalen Bedeutung von H1(I,M) für die gesamte Theorie zumeist wenig Aufmerksam-
keit geschenkt worden. In Artikeln zur Morse Theorie semi-Riemannscher Geodäten wird diese
Problematik entweder unbeantwortet gelassen oder auf [Kli82] verwiesen4. Die Gültigkeit einiger
Aussagen zu H1(I,M) und Abbildungen auf H1(I,M) aus diesen Artikeln bleibt damit unbe-
antwortet.
Erfreulicherweise �ndet sich in dem nicht vollendeten Skriptum [MPT01] eine alternative Be-
trachtung von H1([a, b],M), die scheibar an Forschungsartikel der Autoren orientiert ist (vgl.
hierzu [PT01]). Zur De�nition einer glatten Struktur wird hier aus dem Atlas von M direkt ein
Atlas für H1([a, b],M) konstruiert, mit dem dann sämtliche später zu betrachtenden Abbildung
auf diesem Raum in Karten untersucht werden können.
Wie jede Betrachtung von H1([a, b],M) ist auch diese durchaus abstrakt und benötigt einige
Vorbereitungen. Hierzu wird in einem ersten Abschnitt das spätere Modell H1([a, b],Rn) der Hil-
bertmannigfaltigkeit betrachtet, bevor im weiteren die Konstruktion des glatten Atlas zunächst
im Modell vorbereitet, und dann auf der Mannigfaltigkeit durchgeführt wird. Das eigentlich für
die Morse Theorie bedeutungsvolle Objekt ist nun eine Untermannigfaltigkeit von H1([a, b],M),
die später in diesem Kapitel de�niert wird.
In den Werken [Mi69] und [Jo02] �ndet man Beweise des Morse Index Theorems und bedeu-
tende Anwendungen für Riemannsche Mannigfaltigkeiten, wobei auf eine sonderlich genaue Be-
trachtung der Mannigfaltigkeitsstruktur des zugrundeliegenden Kurvenraumes wenig geachtet
wird, was aber in diesen Fällen auch nicht notwendig ist. Für die Behandlung allgemeiner semi-

3Die Konstruktion beginnt mit Vervollständigungen normierter linearer Räume unter Verwendung der gegebe-

nen Riemannschen Metrik.
4Ein besonderes Beispiel hierzu �ndet sich unter anderem in der Arbeit [BM92, S. 434]. Mit kommentarlosem

Verweis auf [Kli82] wird hier die Endlichkeit der Menge konjugierter Punkte entlang beliebiger semi-Riemannscher

Geodäten angenommen

152



Riemannscher Geodäten ist eine genau Beschreibung allerdings unumgänglich, um Methoden
und Konzepte der Funktionalanalysis anwenden zu können.
Der Inhalt dieses Abschnittes entstammt überwiegend [MPT01], wobei einige Resultate aus
[Pa63] und [Ma94] hinzugenommen wurden. In [MPT01] sind einige Details der Konstruktion
als Übungsaufgaben gestellt, die hier mit in die Darstellung eingebunden sind.

6.2.1 Der Hilbertraum H1([a, b], Rn)

Die in diesem Abschnitt betrachteten Funktionenräume C([a, b],Rn) und L2([a, b],Rn) seien stets
mit ihren gewöhnlichen Normen versehen.
Für zwei normierte Räume (X, ‖· ‖X), (Y, ‖· ‖Y ) ist bekanntlich durch ‖· ‖p = (‖· ‖pX + ‖· ‖pY )

1
p

mit p ∈ N stets eine Norm auf X ⊕Y gegeben. Diese Normen sind alle äquivalent und liefern die
Produkttopologie. Sofern nicht anders genannt, wird auf X ⊕ Y die Norm ‖· ‖2 verwendet.
6.2.1 De�nition. Eine Kurve γ : [a, b] → Rn ist absolutstetig, falls für jedes ε > 0 ein
δ > 0 existiert, so dass für beliebige disjunkte Teilintervalle (a1, b1), . . . , (an, bn) von [a, b] mit∑n
i=1 (bk − ak) stets

n∑
i=1

‖γ(bi)− γ(ai)‖ < ε

6.2.2 Bemerkung. 1. O�enbar ist jede absolutstetige Kurve stetig und jede Lipschitz-stetige
Kurve (folglich also insbesondere auch jede stückweise C1-Kurve) ist absolutstetig.

2. Die Menge der absolutstetigen Kurven bildet einen Untervektorraum von C([a, b],Rn), der
mit AC([a, b],Rn) bezeichnet wird.

Es sei an die allgemeine Formulierung des Hauptsatzes der Di�erential- und Integralrechnung
erinnert.
6.2.3 Satz. 1. Eine Kurve γ : [a, b] → Rn ist genau dann absolutstetig, wenn die Ableitung

γ′(t) = limh→0
γ(t+h)−γ(t)

h für fast alle t ∈ [a, b] existiert, γ′ ∈ L1([a, b],Rn) und γ(t) =
γ(a) +

∫ t
a
γ′(s)ds für alle t ∈ [a, b].

2. Ist η ∈ L1([a, b],Rn), so ist γ : [a, b] → Rn, γ(t) =
∫ t
a
η(s)ds absolutstetig mit γ′ = η fast

überall.

Beweis. [Rud99, Satz 7.11 und Satz 7.20] Hierbei sind die Ausführungen vor De�nition 7.17. zu
beachten.

6.2.4 De�nition. Man de�niniert

H1([a, b],Rn) = {γ ∈ AC([a, b],Rn) : γ′ ∈ L2([a, b],Rn)}

6.2.5 Bemerkung. Es ist nicht schwer einzusehen, dass diese De�nition in dem o�ensichtlichen
Sinne gerade mit der gewöhnlichen De�nition des Sobolev-Raumes H1,2([a, b],Rn) übereinstimmt
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(vgl. hierzu [Zie89, Theorem 2.1.4]). Dennoch werden hier Elemente aus H1([a, b],Rn) grundsätz-
lich als Funktionen und nicht als Äquivalenzklassen aufgefasst.

Das nächste Ziel ist nun den Vektorraum H1([a, b],Rn) mit einer geeigneten Topologie zu
versehen.
6.2.6 Lemma. Die Abbildung

H1([a, b],Rn) 3 γ 7→ (γ, γ′) ∈ C([a, b],Rn)⊕ L2([a, b],Rn)

ist linear, injektiv und hat abgeschlossenes Bild.

Beweis. Linearität und Injektivität sind klar. Es sei
(γn, γ′n)

n→∞−−−−→ (γ, η) ∈ C([a, b],Rn)⊕ L2([a, b],Rn), γn ∈ H1([a, b],Rn) ∀n ∈ N

Mit 6.2.3 ist γn(t) = γn(a)+
∫ t
a
γ′n(s)ds und mit γ̃(t) := γ(a)+

∫ t
a
η(s)ds ist γ̃ ∈ H1([a, b],Rn) mit

γ̃′ = η ∈ L2([a, b],Rn). Damit ist für t ∈ [a, b] unter Verwendung der Hölderschen Ungleichung

‖γn(t)− γ̃(t)‖ ≤ ‖γn(a)− γ(a)‖+
∫ b

a

‖γ′n(s)− η(s)‖ds

≤ ‖γn(a)− γ(a)‖+
√
b− a

(∫ b

a

‖γ′n(s)− η(s)‖2ds

) 1
2

= ‖γn(a)− γ(a)‖+
√
b− a ‖γ′n − η‖L2([a,b],Rn)

und folglich ‖γn − γ̃‖∞
n→∞−−−−→ 0. Damit ist aber γ = γ̃ ∈ H1([a, b],Rn) mit γ′ = γ̃′ = η, also

(γ, η) ein Element des Bildes obiger Abbildung, womit sich dieses als abgeschlossen erweist.
Das Bild obiger Abbildung ist folglich mit der Norm ‖γ‖ = ‖γ‖∞ + ‖γ′‖L2 ein Banachraum.

Da nun obige Abbildung zudem linear und injektiv ist, wird durch sie eine Norm aufH1([a, b],Rn)
induziert, mit der auch dieser Vektorraum ein Banachraum ist. Im Folgenden sei H1([a, b],Rn)
stets mit dieser Topologie versehen. Mehr über diese Topologie lehrt folgendes Resultat.
6.2.7 Lemma. Für ein festes t0 ∈ [a, b] betrachte man die Abbildungen

H1([a, b],Rn) 3 γ 7→ (γ, γ′) ∈ L2([a, b],Rn)⊕ L2([a, b],Rn) (6.2.1)
H1([a, b],Rn) 3 γ 7→ (γ(t0), γ′) ∈ Rn ⊕ L2([a, b],Rn) (6.2.2)

Dann ist (6.2.1) eine stetige, lineare und injektive Abbildung mit abgeschlossenem Bild und

(6.2.2) ein topologischer Isomorphismus.

Beweis. Man betrachte zunächst die Abbildung (6.2.1). Die Linearität ist klar. Weiterhin ist für
γ ∈ H1([a, b],Rn)

‖(γ, γ′)‖1 =

(∫ b

a

‖γ(s)‖2ds

) 1
2

+

(∫ b

a

‖γ′(s)‖2ds

) 1
2

≤
√
b− a‖γ‖∞ + ‖γ′‖L2 ≤ max{1,

√
b− a}(‖γ‖∞ + ‖γ′‖L2)
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und folglich (6.2.1) stetig. Ist nun {γn}n∈N ⊂ H1([a, b],Rn) eine Folge mit

(γn, γ′n) → (γ, η) ∈ L2([a, b],Rn)⊕ L2([a, b],Rn)

und γn(t) = γn(a) +
∫ t
a
γ′n(s)ds, so ist zunächst für jedes t ∈ [a, b]

‖
∫ t

a

γ′n(s)ds−
∫ t

a

η(s)ds‖ ≤
∫ b

a

‖γ′n(s)− η(s)‖ds ≤
√
b− a‖γ′n − η‖L2

und damit ‖ ∫ t
a
γ′n(s)ds−

∫ t
a
η(s)ds‖L2 ≤ (b− a)‖γ′n− η‖L2 → 0, n→∞. Damit konvergiert aber

auch {γn(a)}n∈N = {γn −
∫ t
a
γ′n(s)ds}n∈N in L2 und zwar gegen eine konstante Funktion c, und

insgesamt ist schlieÿlich γ(t) = c +
∫ t
a
η(s)ds für fast alle t ∈ [a, b], also γ ∈ H1([a, b],Rn) mit

γ′ = η.
Die Abbildung (6.2.2) ist zunächst o�enbar linear und wegen 6.2.3 injektiv. Ist zudem (x, η) ∈
Rn⊕L2([a, b],Rn), so ist durch γ(t) = x+

∫ t
t0
η(s)ds, t ∈ [a, b] o�enbar ein Urbild γ ∈ H1([a, b],Rn)

gegeben. Ist nun γ ∈ H1([a, b],Rn), so erhält man aus

‖(γ(t0), γ′)‖1 = ‖γ(t0)‖+ ‖γ′‖L2 ≤ ‖γ‖∞ + ‖γ′‖L2

die Stetigkeit von (6.2.2) und damit die Behauptung aus dem Prinzip der o�enen Abbildung.
Da nun wegen des Prinzips der o�enen Abbildung (6.2.1) ein topologischer Isomorphismus

auf sein Bild ist und (6.2.2) ein topologischer Isomorphismus ist, induzieren die Skalarprodukte

〈γ1, γ2〉 = 〈γ1, γ2〉L2 + 〈γ′1, γ′2〉L2 (6.2.3)

〈γ1, γ2〉 = 〈γ1(t0), γ2(t0)〉L2 + 〈γ′1, γ′2〉L2 (6.2.4)

die gleiche Topologie auf H1([a, b],Rn) wie die bereits gegebene, so dass der topologische Vek-
torraum H1([a, b],Rn) mit jedem dieser äquivalenten Skalarprodukte sogar ein Hilbertraum ist.
Von besonderer Bedeutung ist im Folgenden der Unterraum

H1
0 ([a, b],Rn) := {γ ∈ H1([a, b],Rn) : γ(a) = γ(b) = 0} ⊂ H1([a, b],Rn)

6.2.8 Lemma. H1
0 ([a, b],Rn) ist ein abgeschlossener linearer Unterraum der Kodimension 2n.

Beweis. Die Abgeschlossenheit von H1
0 ([a, b],Rn) ist mit (6.2.2) unmittelbar einzusehen.

Man betrachte nun die Abbildung

H1([a, b],Rn) 3 γ 7→ (γ̃, γ(a), γ(b)) ∈ H1
0 ([a, b],Rn)⊕ Rn ⊕ Rn (6.2.5)

wobei γ̃(t) = γ(t)− t−b
a−bγ(a)+ t−a

a−bγ(b). Diese Abbildung ist o�enbar linear und bijektiv. Folglich
ist aber die Kodimension 2n.

Sofern nicht anders gesagt, sei von nun an H1
0 ([a, b],Rn) stets mit dem Skalarprodukt (6.2.4)

für t0 = a versehen.
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6.2.9 Lemma. Man betrachte H1([a, b],Rn) mit dem Skalarprodukt (6.2.4) für t0 = a und die

Abbildung

D : H1([a, b],Rn) → L2([a, b],Rn); γ 7→ γ′

Es ist D ∈ L(H1([a, b],Rn), L2([a, b],Rn)) mit ‖D‖ = 1 und

D |H1
0 ([a,b],Rn): H

1
0 ([a, b],Rn) → D(H1

0 ([a, b],Rn))

ist eine Isometrie mit

D(H1
0 ([a, b],Rn)) = {γ ∈ L2([a, b],Rn) :

∫ b

a

γ(t)dt = 0}

= {γ : [a, b] → Rn : γ ≡ const.}⊥L2

Beweis. O�enbar ist zunächst ‖Dγ‖L2([a,b],Rn) ≤ ‖γ‖H1([a,b],Rn) für γ ∈ H1([a, b],Rn) sowie
‖Dγ‖L2([a,b],Rn) = ‖γ‖H1([a,b],Rn) für γ ∈ H1

0 ([a, b],Rn). Damit ist aber

D ∈ L(H1([a, b],Rn), L2([a, b],Rn))

mit ‖D‖ = 1 und D |H1
0 ([a,b],Rn eine Isometrie.

Für γ′ ∈ D(H1
0 ([a, b],Rn)) gilt ∫ b

a
γ′(t)dt = γ(b) − γ(a) = 0. Ist umgekehrt ∫ b

a
η(t)dt = 0 mit

η ∈ L2([a, b],Rn), so ist γ(t) =
∫ t
a
η(s)ds ∈ H1

0 ([a, b],Rn) mit Dγ = η. Die letzte behauptete
Gleichheit gilt wegen ∫ b

a
〈η(t), c〉dt = 〈

∫ b
a
η(t)dt, c〉 für alle η ∈ L2([a, b],Rn) und c ∈ Rn.

6.2.10 Lemma. Für γ ∈ H1
0 ([a, b],Rn) und η ∈ AC([a, b],Rn) ist

〈η′, γ〉L2([a,b],Rn) = −〈η, γ′〉L2([a,b],Rn)

Beweis. Zunächst ist die Funktion [a, b] 3 t 7→ 〈η(t), γ(t)〉 ∈ R o�enbar absolutstetig mit Ablei-
tung 〈η′(t), γ(t)〉+ 〈η(t), γ′(t)〉 für fast alle t ∈ [a, b]. Mit 6.2.3 erhält man∫ b

a

〈η′(t), γ(t)〉dt+
∫ b

a

〈η(t), γ′(t)〉dt =
∫ b

a

(〈η(t), γ(t)〉)′dt

= 〈η(b), γ(b)〉 − 〈η(a), γ(a)〉 = 0

6.2.11 Lemma. C∞([a, b],Rn) ⊂ H1([a, b],Rn) ist dicht.

Beweis. Mit t0 = a wird C∞([a, b],Rn) ⊂ H1([a, b],Rn) unter dem topologischen Isomorphismus
(6.2.2) auf Rn ⊕ C∞([a, b],Rn) abgebildet. Man erhält die Aussagen hiermit aus der Dichtheit
von C∞([a, b],Rn) in L2([a, b],Rn).
6.2.12 Lemma. Für γ ∈ H1([a, b],Rn) ist

‖γ(t)− γ(s)‖ ≤ |t− s| 12 ‖γ′‖L2([a,b],Rn) für alle t, s ∈ [a, b]
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Beweis.

‖γ(t)− γ(s)‖ = ‖
∫ t

s

γ′(x)dx‖ ≤
∫ b

a

χ[min{s,t},max{s,t}](x)‖γ′(x)‖dx

≤ |t− s| 12 ‖γ′‖L2([a,b],Rn)

6.2.13 Folgerung. H1([a, b],Rn) ⊂ C
1
2 ([a, b],Rn), wobei C 1

2 ([a, b],Rn) den Raum der 1
2 -Hölder

stetigen Funktionen bezeichne.

6.2.14 Satz. H1([a, b],Rn) ist kompakt in C([a, b],Rn) eingebettet, d.h. die Inklusion
H1([a, b],Rn) ↪→ C([a, b],Rn) ist kompakt.

Beweis. Es sei S ⊂ H1([a, b],Rn) eine beschränkte Teilmenge. Diese ist damit o�enbar auch
in C([a, b],Rn) beschränkt und es existiert eine Konstante M > 0 mit ‖γ′‖L2([a,b],Rn) < M für
alle γ ∈ S. Damit ist aber wegen 6.2.12 ‖γ(t) − γ(s)‖ ≤ M |t − s| 12 für alle s, t ∈ [a, b] und
alle γ ∈ S, also insgesamt S ⊂ C([a, b],Rn) beschränkt und gleichgradig stetig. Wegen des
Satzes von Arzelà-Ascoli ist folglich S ⊂ C([a, b],Rn) relativkompakt. Nach De�nition ist also
die betrachtete Inklusion kompakt.
6.2.15 Folgerung. H1([a, b],Rn) ist kompakt in L2([a, b],Rn) eingebettet.

Beweis. Da die Einbettung C([a, b],Rn) ↪→ L2([a, b],Rn) stetig ist, folgt dies unmittelbar aus
6.2.14.
6.2.16 Lemma. Unter der Identi�kation Rm ⊕ Rn = Rm+n ist die o�ensichtliche Abbildung

H1([a, b],Rm)⊕H1([a, b],Rn) → H1([a, b],Rm+n)

in der Norm (6.2.4) eine Isometrie.
Beweis. Für γ ∈ H1([a, b],Rm) und η ∈ H1([a, b],Rn) ist

‖(γ, η)‖2H1([a,b],Rm+n) = 〈(γ, η), (γ, η)〉H1([a,b],Rm+n)

= ‖γ(t0)‖2 + ‖γ′‖2L2([a,b],Rm) + ‖η(t0)‖2 + ‖η′‖2L2([a,b],Rn)

= ‖γ‖2H1([a,b],Rm) + ‖η‖2H1([a,b],Rn)

6.2.2 Konstruktion von H1([a, b], M)

6.2.17 De�nition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n. Ein Weg γ : [a, b] →
M heiÿt von Sobolev-Klasse H1, falls für jede Karte ϕ : U → Ũ von M und jedes Intervall
[c, d] ⊂ [a, b] mit γ([c, d]) ⊂ U stets ϕ ◦ γ |[c,d]∈ H1([c, d],Rn).
Es bezeichne H1([a, b],M) die Menge aller Wege der Klasse H1 in M .
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6.2.18 Bemerkung. Es ist genau dann γ ∈ H1([a, b],M), wenn für jedes t0 ∈ [a, b] ein ε > 0 und
eine Karte (U,ϕ) von M existiert, so dass γ([t0 − ε, t0 + ε] ∩ [a, b]) ⊂ U und

ϕ ◦ γ |[t0−ε,t0+ε]∩[a,b]∈ H1([t0 − ε, t0 + ε] ∩ [a, b],Rn)

Vorbereitungen im Modell zur Konstruktion des Atlas
6.2.19 Satz. Es sei U ⊂ R× Rm o�en und α ∈ C(U,Rn).

• hC [U ] := {γ ∈ C([a, b],Rm) : graph(γ) ⊂ U} ⊂ C([a, b],Rm) ist o�en.

• Die Abbildung hC [α] : hC [U ] → C([a, b],Rn) mit

hC [α](γ)(t) = α(t, γ(t)), t ∈ [a, b]

ist stetig.

Beweis. Es sei γ ∈ hC [U ]. Dann ist graph(γ) ⊂ U kompakt in R× Rm und da

Ω = R× Rm \ U ⊂ R× Rm

abgeschlossen ist und Ω ∩ graph(γ) = ∅, ist d(Ω, graph(γ)) =: ε > 0. Damit ist aber

U ε
2
(γ) = {η ∈ C([a, b],Rm) : ‖η − γ‖∞ <

ε

2
} ⊂ hC [U ]

also hC [U ] ⊂ C([a, b],Rm) o�en.
Es sei nun η ∈ hC [U ] und ε1 > 0, sowie ε > 0 wie im ersten Teil des Beweises gewählt und
B(η) = {(t, x) ∈ R×Rm : d((t, x), graph(η)) ≤ ε

2}. Wegen der Kompaktheit von B(η) ⊂ R×Rm

ist aber α : B(η) → Rn gleichmäÿig stetig und folglich existiert ein δ > 0, so dass für alle
(t, x), (s, y) ∈ B(η) mit ‖(t, x) − (s, y)‖ < δ stets ‖α(t, x) − α(s, y)‖ < ε1. Damit ist aber
‖α(t, γ(t))− α(t, η(t))‖∞ < ε1 für alle γ ∈ hC [U ] mit ‖γ − η‖∞ < min{δ, ε2}.

Die weiteren Konstruktionen benötigen mehr Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis.
6.2.20 De�nition. Es sei Y ein Banachraum. Eine separierende Familie für Y ist eine Menge
F bestehend aus Abbildungen λ ∈ L(Y, Zλ), wobei jedes Zλ ein Banachraum ist, so dass für alle
v ∈ Y \ {0} ein λ ∈ F mit λ(v) 6= 0 existiert.

Zur Veranschaulichung besitzt beispielsweise wegen des Hahn-Banach Theorems jeder Ba-
nachraum Y die separierende Familie L(Y,K).
6.2.21 Lemma. Es seien X,Y Banachräume, U ⊂ X o�en, f : U → Y eine Abbildung und F
eine separierende Familie für Y . Desweiteren sei g ∈ C(U,L(X,Y )) und es existiere für jedes

x ∈ U, v ∈ X und λ ∈ F die Richtungsableitung

∂(λ ◦ f)
∂v

(x) = lim
t→0

(λ ◦ f)(x+ tv)− (λ ◦ f)(x)
t

mit
∂(λ ◦ f)
∂v

(x) = λ(g(x) · v)

Dann ist f ∈ C1(U, Y ) mit Df = g.
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Beweis. Es sei x ∈ U fest und r de�niert durch
f(x+ h)− f(x) = g(x) · h+ r(h)

Damit genügt es limh→0
r(h)
‖h‖ = 0 nachzuweisen.

Für ein hinreichend kleines h ist das abgeschlossene Geradensegment [x, x + h] in U enthalten
und folglich kann für jedes λ ∈ F eine Funktion

[0, 1] 3 t 7→ (λ ◦ f)(x+ th) ∈ Zλ

de�niert werden. Wegen
d

dt
(λ ◦ f)(x+ th) = lim

δ→0

(λ ◦ f)(x+ th+ δh)− (λ ◦ f)(x+ th)
δ

=
∂(λ ◦ f)
∂h

(x+ th), t ∈ [0, 1]

ist nach Voraussetzung jede dieser Funktionen di�erenzierbar mit
d

dt
(λ ◦ f)(x+ th) = λ(g(x+ th) · h)

Unter Verwendung des Mittelwertsatzes (vgl. [La93, XIII,Theorem 4.2]) erhält man nun für jedes
λ ∈ F

λ(r(h)) = (λ ◦ f)(x+ h)− (λ ◦ f)(x)− λ(g(x) · h) =
∫ 1

0

d

dt
(λ ◦ f)(x+ th)dt− λ(g(x) · h)

=
∫ 1

0

λ(g(x+ th) · h)dt− λ(g(x) · h) = λ

(∫ 1

0

g(x+ th) · h dt− g(x) · h
)

Wegen der de�nierenden Eigenschaft einer separierenden Familie ist damit aber

r(h) =
∫ 1

0

g(x+ th) · h dt− g(x) · h =
(∫ 1

0

g(x+ th)− g(x)dt
)
h

und folglich
‖r(h)‖ ≤ ‖h‖ sup

t∈[0,1]

‖g(x+ th)− g(x)‖

woraus mit g ∈ C(U,L(X,Y )) die Behauptung folgt.
Um im Folgenden einfacher argumentieren zu können, soll noch eine einfache Bemerkung

vorausgeschickt werden.
6.2.22 Bemerkung. Es seien X,Y Banachräume, Z ein topologischer Raum und T ∈ L(X,Y )
injektiv mit abgeschlossenem Bild. Desweiteren seien f : Z → Y und f0 : Z → X Abbildungen,
so dass das Diagramm

Y

Z

f
>>~~~~~~~

f0

// X

T

OO

kommutiert. Dann ist wegen der Abgeschlossenheit von imT ⊂ Y und des Prinzips der o�enen
Abbildung T : X → im(T ) ein topologischer Isomorphismus und folglich f genau dann stetig,
wenn f0 stetig ist.

159



6.2.23 De�nition. Für U ⊂ R× Rm o�en sei

h[U ] = {γ ∈ H1([a, b],Rm) : graph(γ) ⊂ U} ⊂ H1([a, b],Rm)

Für α ∈ C1(U,Rn) de�niert man zudem

h[α] : h[U ] → H1([a, b],Rn), h[α](γ)(t) = α(t, γ(t)), t ∈ [a, b]

Mit γ ∈ h[U ] ist auch die Kurve t 7→ (t, γ(t)) absolutstetig und damit auch jede Verknüpfung
mit einer lokal lipschitzstetigen Funktion α : U → Rn. Mit

d

dt
α(t, γ(t)) =

∂α

∂t
(t, γ(t)) +

∂α

∂x
(t, γ(t))γ′(t)

ist aber wegen der von α geforderten Regularität auch dh[α](γ)
dt ∈ L2([a, b],Rn) und folglich obige

De�niton sinnvoll.

6.2.24 Lemma. Für U ⊂ R× Rm o�en ist h[U ] ⊂ H1([a, b],Rm) o�en.

Beweis. Wegen 6.2.19 ist hC [U ] ⊂ C([a, b],Rm) o�en und folglich h[U ] = hC [U ] ∩H1([a, b],Rm)
in der von C([a, b],Rm) induzierten Relativtopologie auf H1([a, b],Rm) o�en. Die Behauptung
folgt nun aus der Stetigkeit der Inklusion H1([a, b],Rm) ↪→ C([a, b],Rm).

Das nachstehende Ergebnis ist der zentrale Schritt zur Konstruktion eines glatten Atlas für
H1([a, b],M).

6.2.25 Satz. Es sei U ⊂ R× Rm o�en und α ∈ Ck(U,Rn), 1 ≤ k ≤ ∞. Dann ist

h[α] ∈ Ck−1(h[U ],H1([a, b],Rn))

Falls k ≥ 2 ist für alle γ ∈ h[U ], v ∈ H1([a, b],Rm)

Dγh[α](v)(t) =
∂α

∂x
(t, γ(t)) · v(t), t ∈ [a, b] (6.2.6)

Der Beweis wird letztlich über Induktion nach k geführt. Zur besseren Lesbarkeit sind ein-
zelne Teile in Lemmata zerlegt. Der Nachweis der Formel (6.2.6) wird sich dabei als zusätzliches
Ergebnis ergeben. Vor Beginn der Induktion ist es zunächst notwendig den Spezialfall k = 1
gesondert zu betrachten.

6.2.26 Lemma (Spezialfall k = 1). Für α ∈ C1(U,Rn) ist h[α] : h[U ] → H1([a, b],Rn) stetig.

Beweis. Wegen 6.2.6 und 6.2.22 genügt es die Stetigkeit der Abbildungen

h[U ]
h[α]−−→ H1([a, b],Rn) ↪→ C([a, b],Rn) (6.2.7)

h[U ]
h[α]−−→ H1([a, b],Rn) D−→ L2([a, b],Rn) (6.2.8)
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nachzuweisen. Die Stetigkeit von (6.2.7) folgt mit ι ◦ h[α] = hC [α] ◦ ι auf h[U ] aus der Stetigkeit
von ι : H1([a, b],Rm) ↪→ C([a, b],Rm) und 6.2.19.
Zum Nachweis der Stetigkeit von (6.2.8) erhält man zunächst für γ ∈ h[U ]

d

dt
h[α](γ)(t) =

∂α

∂t
(t, γ(t)) +

∂α

∂x
(t, γ(t)) · γ′(t)

Damit ist (6.2.8) aber als Summe zweier Operatoren gegeben. Der erste Summand ist darstellbar
als

h[U ] ↪→ hC [U ]
hC [ ∂α∂t ]
−−−−→ C([a, b],Rn) ↪→ L2([a, b],Rn)

und ist folglich wegen 6.2.19 und der Stetigkeit der verwendeten Inklusionen stetig. Der zweite
Summand ist darstellbar als

h[U ] ↪→ hC [U ]⊕ h[U ]
hC [ ∂α∂x ]⊕D
−−−−−−−→ C([a, b],L(Rm,Rn))⊕ L2([a, b],Rm) B−→ L2([a, b],Rn)

mit der bilinearen Abbildung
B : C([a, b],L(Rm,Rn))× L2([a, b],Rm) → L2([a, b],Rn), B(T, f)(t) = T (t) · f(t) (6.2.9)

Da letztere Abbildung wegen

‖B(T, f)‖2L2([a,b],Rn) =
∫ b

a

‖T (t) · f(t)‖2dt ≤
∫ b

a

‖T (t)‖2 · ‖f(t)‖2dt

≤ ‖T‖2∞
∫ b

a

‖f(t)‖2dt = ‖T‖2∞‖f‖2L2([a,b],Rn)

stetig ist, folgt die Stetigkeit des zweiten Summanden aus 6.2.19 und 6.2.9.
Der speziell betrachtete Fall k = 1 dient letztlich der Vorbereitung der Induktion. Ebenso

gilt dies auch für folgendes Resultat, dessen Beweis allerdings den bewiesenen Spezialfall schon
benötigt.
6.2.27 Lemma. Die Abbildung

O : H1([a, b],L(Rm,Rn)) → L(H1([a, b],Rm),H1([a, b],Rn))

de�niert durch O(T )(v)(t) = T (t) · v(t) für alle t ∈ [a, b], T ∈ H1([a, b],L(Rm,Rn)), v ∈
H1([a, b],Rm) ist linear und stetig.

Beweis. Es genügt bekanntlich hierfür die Stetigkeit der Abbildung
B̂ : H1([a, b],L(Rm,Rn))×H1([a, b],Rm) → H1([a, b],Rn)

mit B̂(T, v)(t) = T (t) · v(t), t ∈ [a, b] zu zeigen. Mit 6.2.16 kann man nun die Identi�kation
H1([a, b],L(Rm,Rn))×H1([a, b],Rm) ∼= H1([a, b],L(Rm,Rn)⊕ Rm)

vornehmen. Damit ist B̂ = h[B] mit B : L(Rm,Rn)⊕ Rm → Rn;B(T, v) = Tv und die Behaup-
tung folgt aus 6.2.26.

161



6.2.28 Lemma (Induktionsanfang k = 2 und (6.2.6)). Für α ∈ C2(U,Rn) ist h[α] ∈
C1(h[U ],H1([a, b],Rn)).

Beweis. Für jedes t ∈ [a, b] betrachte man die wegen (6.2.4) o�enbar stetige Evaluationsabbildung
λt : H1([a, b],Rn) 3 γ 7→ γ(t) ∈ Rn

Damit ist F := {λt : t ∈ [a, b]} eine trennende Familie für H1([a, b],Rn). Desweiteren de�niere
man g : h[U ] → L(H1([a, b],Rm),H1([a, b],Rn)) durch

g(γ)(v)(t) =
∂α

∂x
(t, γ(t)) · v(t), γ ∈ h[U ], v ∈ H1([a, b],Rm)

Wegen g = O ◦ h[∂α∂x ] ist diese Abbildung mit 6.2.26 und 6.2.27 stetig. Da nun für alle v ∈
H1([a, b],Rm)

∂(λt ◦ h[α])
∂v

(γ) = lim
s→0

(λt ◦ h[α])(γ + sv)− (λt ◦ h[α])(γ)
s

= lim
s→0

α(t, γ(t) + sv(t))− α(t, γ(t))
s

=
d

ds
α(t, γ(t) + sv(t)) |s=0

= g(γ)(v)(t)

erhält man die Behauptung aus 6.2.21.
Der Induktionsschritt ist nun ausgesprochen einfach:

Ist α ∈ Ck+1(U,Rn), so ist ∂α
∂x ∈ C

k(U,L(Rm,Rn)), also nach Induktionsvoraussetzung

h[
∂α

∂x
] ∈ Ck−1(h[U ],H1([a, b],L(Rm,Rn)))

Da O linear und stetig ist, ist damit aber

Dh[α] = O ◦ h[
∂α

∂x
] ∈ Ck−1(h[U ],L(H1([a, b],Rm),H1([a, b],Rn))

also h[α] ∈ Ck(h[U ],H1([a, b],Rn).
Damit ist schlieÿlich 6.2.25 bewiesen.

Abschlieÿend soll noch ein Resultat gezeigt werden, dass erst später benötigt wird.
6.2.29 Lemma. Es sei U ⊂ R×Rp o�en und α ∈ Ck(U ×Rm,Rn) mit 1 ≤ k ≤ ∞. Zudem sei

α(t, x, ·) ∈ L(Rm,Rn) für jedes (t, x) ∈ U . Dann ist die Abbildung

hH1−L2 [α] : h[U ]× L2([a, b],Rm) → L2([a, b],Rn)

de�niert durch

hH1−L2 [α](γ, v)(t) = α(t, γ(t), v(t)), t ∈ [a, b]

in Ck−1(h[U ]× L2([a, b],Rm), L2([a, b],Rn)).
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Beweis. Nach Voraussetzung ist die Abbildung ᾱ : U 3 (t, x) 7→ α(t, x, ·) ∈ L(Rm,Rn) in Ck und
folglich h[ᾱ] ∈ Ck−1 wegen 6.2.25. Nun ist hH1−L2 [α] gerade die Komposition aus der Abbildung

h[ᾱ]× id : h[U ]× L2([a, b],Rm) → H1([a, b],L(Rm,Rn))× L2([a, b],Rm)

und der bilinearen Abbildung
B : H1([a, b],L(Rm,Rn))× L2([a, b],Rm) → L2([a, b],Rn), B(T, t)(t) = T (t)· f(t)

Wegen der Glattheit stetiger Bilinearformen genügt es folglich die Stetigkeit letzterer Abbildun-
gen nachzuweisen. Diese kann nun entweder durch eine elementare Abschätzung wie für (6.2.9) ge-
wonnen werden, oder man schlieÿt sie aus der Stetigkeit der Einbettung H1([a, b],L(Rm,Rn)) ↪→
C([a, b],L(Rm,Rn)) mit der nachgewiesenen Stetigkeit von (6.2.9).

Konstruktion einer glatten Struktur
6.2.30 De�nition. Eine einparametrige Familie von Karten auf einer n-dimensionalen
glatten Mannigfaltigkeit M besteht aus o�enen Teilmengen U ⊂ R×M, Ũ ⊂ R× Rn und einer
glatten Abbildung ϕ : U → Rn, so dass die Abbildung

ϕ◦ : U 3 (t, x) 7→ (t, ϕ(t, x)) ∈ R× Rn

ein Di�eomorphismus auf im(ϕ◦) = Ũ ist.
Es bezeichne für ein festes t ∈ R

Ut = {x ∈M : (t, x) ∈ U}

Ũt = {v ∈ Rn : (t, v) ∈ Ũ} und
ϕt(x) = ϕ(t, x) : Ut → Ũt

Eine einparametrige Familie von Karten werde mit ϕ = (ϕt, Ut, Ũt) bezeichnet.
6.2.31 Lemma. 1. Ist ϕ = (ϕt, Ut, Ũt) eine einparametrige Familie von Karten, so ist jedes

ϕt : Ut → Ũt mit Ut 6= ∅ eine Karte von M .

2. Ist umgekehrt U ⊂ R×M o�en, ϕ : U → Rn glatt und jedes ϕt : Ut → Rn mit Ut 6= ∅ eine
Karte von M , so ist ϕ eine einparametrige Familie von Karten auf M .

Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen ist ϕt : Ut → Ũt für jedes t ∈ R mit Ut 6= ∅
ein Di�eomorphismus zwischen o�enen Teilmengen und folglich eine Karte für M . Das zeigt die
erste Behauptung.
Zum Beweis der zweiten Aussage sei zunächst (t0, x0) ∈ U beliebig gewählt. Damit ist aber
x0 ∈ Ut0 und nach Voraussetzung ϕt0 : Ut0 → Ũt0 ⊂ Rn eine Karte von M . Nun ist U ⊂ R×M

eine glatte Mannigfaltigkeit und für ein hinreichend kleines ε > 0 erhält man um (t0, x0) eine
Karte für U durch

id× ϕt0 : (t0 − ε, t0 + ε)× Ut0 → (t0 − ε, t0 + ε)× Ũt0
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Die glatte Abbildung ϕ◦ : U → Ũ = ϕ◦(U) ist in dieser Karte die Identität und damit wegen des
Umkehrsatzes bei (t0, x0) ein lokaler Di�eomorphismus.
Insgesamt ist also ϕ◦ : U → Ũ ein bijektiver lokaler Di�eomorphismus und damit bereits ein
globaler Di�eomorphismus. Folglich ist ϕ = (ϕt, Ut, Ũt) eine einparametrige Familie von Karten
auf M .
6.2.32 De�nition. Es seien M,N glatte Mannigfaltigkeiten, U ⊂ R×M o�en und α : U → N

eine glatte Abbildung. Man de�niert
h[U ] = {γ ∈ H1([a, b],M) : graph(γ) ⊂ U}

und eine Abbildung h[α] : h[U ] → H1([a, b], N) durch
h[α](γ)(t) = α(t, γ(t))

Als nächstes sollen die bisherigen Konstruktionen verwendet werden, um H1([a, b],M) mit
der Struktur einer Hilbertmannigfaltigkeit wie in 2.1.1 zu versehen.
Man betrachte hierzu eine einparametrige Familie von Karten ϕ = (ϕt, Ut, Ũt) in M und damit
die Abbildung

h[ϕ] : h[U ] → h[Ũ ]

Mit der Di�eomorphie von ϕ◦ : U → Ũ ist die Abbildung Ũ 3 (t, x) → ϕ−1
t (x) ∈ M glatt und

induziert o�enbar die inverse Abbildung
h[ϕ]−1 : h[Ũ ] → h[U ], h[ϕ]−1(γ)(t) = ϕ−1

t (γ(t))

womit sich h[ϕ] als Bijektion auf die wegen 6.2.24 o�ene Menge h[Ũ ] ⊂ H1([a, b],Rn) herausstellt.
Desweiteren ist für jedes (h[U ], h[ϕ]), (h[V ], h[ψ]) mit h[U ] ∩ h[V ] 6= ∅

h[ϕ](h[U ] ∩ h[V ]) = h[ϕ][h[U ∩ V ]] = h[ϕ◦(U ∩ V )]

wegen 6.2.24 eine o�ene Teilmenge von H1([a, b],Rn).
Zur Untersuchung des Kartenwechsels genügt es nachzuweisen, dass jede Abbildung

h[ψ] ◦ (h[ϕ])−1 : h[ϕ◦(U ∩ V )] → h[ψ◦(U ∩ V )]

glatt ist. Es ist aber für γ ∈ h[ϕ◦(U ∩ V )]

(h[ψ] ◦ h[ϕ]−1)(γ)(t) = (ψt ◦ ϕ−1
t )(γ(t)) = h[α](γ)(t)

mit der glatten Abbildung α : ϕ◦(U ∩ V ) → Rn, α(t, x) = (ψt ◦ ϕ−1
t )(x). Wegen 6.2.25 ist damit

aber auch h[ψ] ◦ (h[ϕ])−1 : h[ϕ◦(U ∩ V )] → h[ψ◦(U ∩ V )] glatt.
Also ist bisher gezeigt, dass für jede einparametrige Familie von Karten ϕ = (ϕt, Ut, Ũt) die Ab-
bildung h[ϕ] eine Karte der Menge H1([a, b],M) ist, und dass diese Karten paarweise verträglich
sind. Um hieraus wirklich eine glatte Struktur für diese Menge zu erhalten bleibt zu zeigen, dass
die Kartengebiete der Karten h[ϕ] die Menge H1([a, b],M) überdecken.
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6.2.33 Bemerkung. Es sei daran erinnert, dass für eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g)
eine reelle Zahl r > 0 ein Normalenradius für ein p ∈ M heiÿt, falls die Exponentialabbildung
expp : Br(0) → expp(Br(0)) ein Di�eomorphismus ist und ein totaler Normalenradius, falls r ein
Normalenradius für p und alle Punkte in expp(Br(0)) ist. Hierbei bezeichne Br(0) ⊂ TpM den
o�enen Ball vom Radius r bezüglich der Metrik g auf TpM . Es ist ein durchaus bekanntes Resultat
der Riemannschen Geometrie (vgl. etwa [Lee97, Lemma 5.12]), dass zu jedem Kompaktum K ⊂
M ein r > 0 existiert, das totaler Normalenradius für jeden Punkt von K ist.
6.2.34 Lemma. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und γ : [a, b] → M eine stetige Kur-

ve. Dann existiert eine einparametrige Familie von Karten ϕ = (ϕt, Ut, Ũt) von M , so dass

graph(γ) ⊂ U .

Beweis. Es sei g ∈ Γ(S2T ∗M) eine beliebige Riemannsche Metrik für M . Man betrachte zudem
eine beliebige stetige Fortsetzung von γ auf R und wähle einen totalen Normalenradius r > 0
für die kompakte Menge K = γ([a − 1, b + 1]). Wegen bekannter Approximationsresultate der
Di�erentialtopologie (vgl. [Hir97, Chapter 2]) existiert nun eine glatte Kurve µ : (a−1, b+1) →M

mit dg(γ(t), µ(t)) < r für alle t ∈ (a − 1, b + 1), wobei dg die von g auf M induzierte Metrik
bezeichne. Wie in 6.1.7 wähle man auÿerdem glatte, parallele Vektorfelder {e1(t), . . . , en(t)}
entlang µ, die punktweise eine Orthonormalbasis von Tµ(t)M bilden. Hiermit erhält man für
jedes t ∈ (a − 1, b + 1) einen Isomorphismus σt : Tµ(t)M → Rn. Mit dem Di�eomorphismus
expµ(t) : Tµ(t)M ⊃ Bµ(t)(0; r) → expµ(t)(Bµ(t)(0; r)) de�niere man nun Ut = expµ(t)(Bµ(t)(0; r))
und damit für jedes t ∈ (a − 1, b + 1) eine Karte ϕt = σt ◦ exp−1

µ(t)
5. Da wegen der lokalen

Di�eomorphie der Exponentialabbildung um Punkte des Nullschnittes in TM (vgl. [GHL04,
Proposition 2.88]) auch die Abbildung ϕ : U =

⋃
t∈(a−1,b+1){t} × Ut → Rn glatt ist, ist ϕ =

(ϕt, Ut, Ũt) wegen 6.2.31 eine einparametrige Familie von Karten für M . Die Behauptung folgt
nun, da graph(γ) ⊂ U nach Wahl von η.

6.2.3 Das Tangentialbündel TH1([a, b], M)

Mit der Etablierung von H1([a, b],M) als Hilbertmannigfaltigkeit besitzt H1([a, b],M) wie in 2.1
beschrieben an jedem Punkt γ ∈ H1([a, b],M) einen Tangentialraum, deren Vereinigung versehen
mit einer von H1([a, b],M) kanonisch induzierten Topologie das Tangentialbündel bilden. Für
praktisches Arbeiten mit H1([a, b],M) ist die dort gegebene Beschreibung von TγH1([a, b],M)
als topologischer Vektorraum gewisser Äquivalenzklassen sicherlich nicht sonderlich hilfreich. Das
Ziel ist daher eine deutlich konkretere Beschreibung von TH1([a, b],M) zu erhalten. Insbeson-
dere sei daran erinnert, dass sich wegen des Modells H1([a, b],Rn) die Topologie der einzelnen
Tangentialräume durch ein Inneres Produkt erzeugen lässt mit dem diese Hilberträume sind.

5Diese Karten de�nieren um jedes µ(t) Riemannsche Normalkoordinaten
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6.2.35 De�nition. Für ein festes t0 ∈ [a, b] bezeichne

Evalt0 : H1([a, b],M) →M, Evalt0(γ) = γ(t0)

die Evaluationsabbildung bei t0.

Ist ϕ = (ϕt, Ut, Ũt) eine einparametrige Familie von Karten für M , so hat man ein kommu-
tatives Diagramm

h[U ]

h[ϕ]

��

Evalt0 // Ut0

ϕt0

��
h[Ũ ]

Evalt0

// Ũt0

(6.2.10)

Damit ist Evalt0 in den Karten h[ϕ] von H1([a, b],M) und ϕt0 von M durch eine Einschrän-
kung der Abbildung Evalt0 : H1([a, b],Rn) → Rn gegeben. Da diese Abbildung aber o�ensichtlich
linear und beschränkt ist, ist Evalt0 : H1([a, b],M) →M für jedes t0 ∈ [a, b] glatt.

6.2.36 Lemma. Es sei ϕ = (ϕt, Ut, Ũt) eine einparametrige Familie von Karten für M . Dann

ist Φ = (dϕt, TUt, Ũt × Rn) eine einparametrige Familie der glatten Mannigfaltigkeit TM .

Beweis. Bekanntlich ist dϕt : TUt → Ũt × Rn für jedes t ∈ R eine Karte des Tangentialbündels
TM . Man betrachte nun die Menge

U =
⋃
t∈R

{t} × TUt

und die auf o�ensichtliche Weise von den dϕt induzierte Abbildung

Φ : U → R2n

Wegen der Glattheit von dϕ : TU → R2n ist diese Abbildung ebenfalls glatt und man erhält die
Behauptung aus 6.2.31.

6.2.37 Satz. Es seiM eine glatte Mannigfaltigkeit. Für γ ∈ H1([a, b],M) und v ∈ TγH1([a, b],M)
de�niere man ein Vektorfeld entlang γ durch

v(t) = dγEvalt · v, t ∈ [a, b]

Dann ist v ∈ H1([a, b], TM) und die Abbildung

TH1([a, b],M) 3 v 7→ v ∈ H1([a, b], TM) (6.2.11)

ist ein Di�eomorphismus zwischen Hilbertmannigfaltigkeiten.
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Beweis. Es sei ϕ = (ϕt, Ut, Ũt) eine einparametrige Familie von Karten für M und
Φ = (dϕt, TUt, Ũt × Rn) die zugehörige einparametrige Familie von Karten für TM .
Nun ist das Di�erential

Th[ϕ] : Th[U ] → h[Ũ ]×H1([a, b],Rn) ⊂ H1([a, b],Rn)×H1([a, b],Rn)

eine Karte des Tangentialbündels TH1([a, b],M). Zudem ist
h[Φ] : h[U ] → h[Ũ × Rn] ∼= h[Ũ ]×H1([a, b],Rn)

eine Karte von H1([a, b], TM). Aus dem Diagramm (6.2.10) erhält man für γ ∈ H1([a, b],M) das
kommutative Diagramm

Tγh[U ]

dγh[ϕ]

��

dγEvalt // Tγ(t)Ut

dγ(t)ϕt

��
H1([a, b],Rn)

Evalt // Rn

Hiermit erhält man aber ein kommutatives Diagramm

Th[U ]
(6.2.11) //

Th[ϕ]

��

h[U ]

h[Φ]

��
h[Ũ ]×H1([a, b],Rn)

id
// h[Ũ ]×H1([a, b],Rn)

womit die Abbildung (6.2.11) in geeigneten lokalen Koordinaten stets die Identität ist. Hieraus
folgen sämtliche Behauptungen.
6.2.38 De�nition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und γ ∈ H1([a, b],M). Ein Vektorfeld
v entlang γ heiÿt von der Klasse H1, falls v ∈ H1([a, b], TM).

Von nun an sei stets TH1([a, b],M) mit H1([a, b], TM) mittels des Di�eomorphismus (6.2.11)
identi�ziert. Insbesondere wird für jedes γ ∈ H1([a, b],M) der Tangentialraum TγH

1([a, b],M)
mit dem Vektorraum aller H1-Vektorfelder entlang γ identi�ziert. Zudem ist damit für γ ∈
H1([a, b],M) das Di�erential der Karte gegeben durch

TγH
1([a, b],M) 3 v 7→ (dγ(t)ϕt) v(t) ∈ H1([a, b],Rn) (6.2.12)

6.2.4 Glatte Abbildungen auf H1([a, b], M)

6.2.39 Lemma. Es seien M,N glatte Mannigfaltigkeiten, U ⊂ R ×M o�en und α : U → N

eine glatte Abbildung. Dann ist h[U ] ⊂ H1([a, b],M) o�en und h[α] : h[U ] → H1([a, b], N) ist

glatt. Desweiteren ist für jedes γ ∈ h[U ] und jedes v ∈ TγH1([a, b],M)

dγh[α](v)(t) =
∂α

∂x
(t, γ(t)) · v(t), t ∈ [a, b]

wobei ∂
∂x das Di�erential der Mannigfaltigkeit M bezeichne.
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Beweis. Es sei γ ∈ h[U ]. Dann existiert eine Karte (h[Ũ ], h[ϕ]) von H1([a, b],M) mit γ ∈ h[Ũ ]
und zudem ist h[U ] ∩ h[Ũ ] = h[U ∩ Ũ ]. Nun ist aber letztere Menge wegen

h[U ∩ Ũ ] = h[ϕ]−1(h[ϕ◦(U ∩ Ũ)])

nach De�nition der Topologie von H1([a, b],M) o�en und folglich eine o�ene Umgebung von γ
in h[U ].
Es sei nun γ ∈ h[U ] und (ϕt, U ′t , Ũ ′t), (ψt, Vt, Ṽt) einparametrige Familien von Karten mit h[U ′] ⊂
h[U ], h[α](γ) ∈ h[V ]. Dann ist für γ ∈ h[Ũ ′]

(h[ψ] ◦ h[α] ◦ (h[ϕ])−1)(γ(t)) = ψt(αt(ϕ−1
t (γ(t))))

und mit der Glattheit der Abbildung (t, x) 7→ ψt(αt(ϕ−1
t (x))) folgt die Glattheit von h[α] :

h[U ] → H1([a, b], N) aus 6.2.25. Da ϕt, ψt für jedes feste t Karten der Mannigfaltigkeiten M und
N sind erhält man hiermit abschlieÿend das Di�erential der Abbildung aus (6.2.6).

6.2.40 Folgerung. Es seien M,N glatte Mannigfaltigkeiten und H : N× [a, b] →M glatt. Dann

ist die Abbildung

Ĥ : N 3 x 7→ H(x, ·) ∈ H1([a, b],M)

glatt und ihr Di�erential ist gegeben durch

(dxĤ · v)(t) =
∂H

∂x
(x, t) · v, x ∈ N, v ∈ TxN, t ∈ [a, b]

Beweis. Betrachte eine glatte Fortsetzung vonH auf eine o�ene Umgebung vonN×[a, b] inN×R.
Es bezeichne c : N → H1([a, b], N) die Abbildung, die jedem x ∈ N die Kurve mit konstantem
Wert x zuweist. Diese Abbildung ist glatt und wegen Ĥ = h[H]◦ c folgt die Behauptung aus dem
Lemma.

6.2.41 Satz. Die Menge C∞([a, b],M) ist dicht in der Hilbertmannigfaltigkeit H1([a, b],M).

Beweis. Es sei ϕ = (ϕt, Ut, Ũt) eine einparametrige Familie von Karten für M . Da h[Ũ ] ⊂
H1([a, b],Rn) o�en ist folgt aus 6.2.11, dass der Schnitt h[Ũ ] ∩ C∞([a, b],Rn) ⊂ h[Ũ ] dicht ist.
Da nun h[ϕ]−1 : h[Ũ ] → h[U ] ein Homöomorphismus ist, der glatte Kurven auf glatte Kurven
abbildet, erhält man

h[U ] = h[ϕ]−1(h[Ũ ]) = h[ϕ]−1(h[Ũ ] ∩ C∞([a, b],Rn)) = h[ϕ]−1(h[Ũ ] ∩ C∞([a, b],Rn))

= h[U ] ∩ C∞([a, b],M) ⊂ h[U ] ∩ C∞([a, b],M)

Damit ist aber h[U ] ⊂ C∞([a, b],M) und folglich H1([a, b],M) = C∞([a, b],M)
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6.2.5 Die Untermannigfaltigkeit H1
pq([a, b], M)

6.2.42 De�nition. Für feste p, q ∈M de�niert man

H1
pq([a, b],M) := {γ ∈ H1([a, b],M) : γ(a) = p, γ(b) = q}

6.2.43 Lemma. Die Abbildung F : H1([a, b],M) → M ×M mit F (γ) = (γ(a), γ(b)) ist eine

Submersion.

Beweis. Die Abbildung ist lediglich die bereits als glatt nachgewiesene Evaluationsabbildung
in der jeweiligen Komponente. Das Di�erential dγF : TγH1([a, b],M) → Tγ(a)M × Tγ(b)M ist
gegeben durch dγFv = (v(a), v(b)) und folglich ist die Abbildung eine Submersion.

6.2.44 Folgerung. Für jedes Paar (p, q) ∈M ×M ist H1
pq([a, b],M) eine glatte Untermannig-

faltigkeit von H1([a, b],M) und für jedes γ ∈ H1
pq([a, b],M) ist

TγH
1
pq([a, b],M) = {v ∈ TγH1([a, b],M) : v(a) = 0, v(b) = 0}

Beweis. Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus 2.1.7.

6.2.6 Rechnen in Koordinaten
In diesem Abschnitt sollen einige Bezeichnungen bezüglich des Umgangs mit Koordinaten auf
H1([a, b],M) festgelegt werden. Es sei hierfür (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit
und ∇ ein zunächst beliebiger Zusammenhang auf M .
Es sei nun ϕ = (ϕt, Ut, Ũt) eine einparametrige Familie von Karten fürM , (t, x̃) ∈ Ũ , x = ϕ−1

t (x̃),
{e1, . . . , en} die kanonische Basis des Rn und Xi(t, x) = dxϕ

−1
t · ei, i = 1, . . . , n. Man betrachte

hiermit die folgenden glatten Abbildungen

b : Ũ → Rn, b(t, x̃) =
∂ϕ

∂t
(t, x)

A : Ũ → L(Rn), A(t,x̃)(ei) = dxϕt
∂Xi

∂t
(t, x)

Γ : Ũ → B(Rn; Rn), Γ(t,x̃)(ei, ej) = dxϕt∇XiXj(t, x)

g̃ : Ũ → Bsym(Rn), g̃(t,x̃) = gx(dxϕ−1
t ·, dxϕ−1

t ·)

Dabei sei ∇XiXj(t, x) die kovariante Ableitung des Vektorfeldes x 7→ Xj(t, x) in Richtung
Xi(t, x) und ∂Xi

∂t (t, x) die Ableitung der Kurve t 7→ Xi(t, x) in TxM . Mit diesen De�nitionen sind
im Wesentlichen alle Informationen erfasst, die benötigt werden um die im Folgenden Abschnitt
zu besprechenden Funktionen auf H1(I,M) in einer Karte h[ϕ] zu beschreiben. Es sollen nun
einige Aussagen über diese Abbildungen gezeigt werden.
Es sei γ ∈ h[U ] und γ̃ = h[ϕ](γ), also

γ̃(t) = ϕ(t, γ(t)), t ∈ [a, b] (6.2.13)
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Es sei weiterhin d̃(γ̃) ∈ L2([a, b],Rn) gegeben durch

d̃(γ̃)(t) = dγ(t)ϕt γ
′(t)

Nach De�nition kann also d̃(γ̃) als Koordinatendarstellung von γ′ interpretiert werden. Man
erhält nun durch Di�erentiation von (6.2.13)

γ̃′(t) =
dϕ(t, γ(t))

dt
=
∂ϕ

∂t
(t, γ(t)) + dγ(t)ϕt γ

′(t)

und folglich

d̃(γ̃)(t) = γ̃′(t)− b(t, γ̃(t)) (6.2.14)

Mit dieser Beobachtung soll zunächst die Glattheit dieser Abbildung nachgewiesen werden.

6.2.45 Lemma. Die Abbildung d̃ : h[Ũ ] → L2([a, b],Rn) ist glatt.

Beweis. Man betrachte die Darstellung (6.2.14). Nun ist die Abbildung

D : H1([a, b],Rn) 3 γ̃ 7→ γ̃′ ∈ L2([a, b],Rn)

wegen 6.2.9 linear und beschränkt und folglich auch glatt. Wegen der Glattheit von Ũ 3 (t, x̃) 7→
b(t, x̃) ist aber wegen 6.2.25 auch h[b] : h[Ũ ] → H1([a, b],Rn) glatt und mit der stetigen Einbet-
tung ι : H1([a, b],Rn) → L2([a, b],Rn) erhält man aus

d̃(γ̃) = Dγ̃ + ι ◦ h[b](γ̃)

die zu zeigende Aussage.

Ist v ∈ TγH1([a, b],M) und ṽ = dγh[ϕ](v), also mit (6.2.12)

ṽ(t) = dγ(t)ϕt v(t)

so erhält man mit den zeitabhängigen Vektorfeldern {X1, . . . , Xn} eine Darstellung

v(t) =
n∑
i=1

ṽi(t)Xi(t, γ(t)) (6.2.15)

Bezeichnet nun D̃γ̃(ṽ) : [a, b] → Rn die als Koordinatendarstellung der kovarianten Ableitung
∇v
dt entlang γ zu interpretierende Abbildung, gegeben durch

D̃γ̃(ṽ)(t) = dγ(t)ϕt
∇v
dt

(t)
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so erhält man mittels (6.2.15) für diese Abbildung

D̃γ̃(ṽ)(t) = dγ(t)ϕt

n∑
i=1

(
ṽ′i(t)Xi(t, γ(t)) + ṽi(t)

∂Xi

∂t
(t, γ(t)) + ṽi(t)

∇
dt
Xi(t, γ(t))

)

= ṽ′(t) +A(t,γ̃(t))(ṽ(t)) +
n∑
i=1

ṽi(t)dγ(t)ϕt∇γ′Xi(t, γ(t))

= ṽ′(t) +A(t,γ̃(t))(ṽ(t)) +
n∑
i=1

ṽi(t)dγ(t)ϕt∇dγ(t)ϕ−1
t

Pn
j=1 d̃(γ̃)j(t)ej

Xi(t, γ(t))

= ṽ′(t) +A(t,γ̃(t))(ṽ(t)) +
n∑

i,j=1

ṽi(t)d̃(γ̃)j(t)dγ(t)ϕt∇XjXi(t, γ(t))

= ṽ′(t) +A(t,γ̃(t))(ṽ(t)) + Γ(t,γ̃(t))(d̃(γ̃)(t), ṽ(t))

(6.2.16)

6.2.46 Lemma. Die Abbildung

D̃ : h[Ũ ] 3 γ̃ 7→ D̃γ̃ ∈ L(H1([a, b],Rn), L2([a, b],Rn))

ist glatt.

Beweis. Es sollen hierzu die Summanden in (6.2.16) einzeln betrachtet werden.
Die Abbildung, die jedem γ̃ ∈ h[Ũ ] die Ableitung als Operator in L(H1([a, b],Rn), L2([a, b],Rn))
zuweist ist als konstante Abbildung glatt.
Für den zweiten Summanden der Abbildung erhält man aus der glatten Abbildung A : Ũ →
L(Rn) eine wegen 6.2.25 glatte Abbildung

h[A] : h[Ũ ] → H1([a, b],L(Rn)), γ̃ 7→ A(·,γ̃(·))

Man betrachte zudem die auf die o�ensichtliche Weise de�nierte bilinare Abbildung

B : H1([a, b],L(Rn))×H1([a, b],Rn) → L2([a, b],Rn)

Eine einfache Abschätzung wie in (6.2.9) gewährleistet nun die Stetigkeit dieser Abbildung und
folglich ist auch die lineare Abbildung

B̂ : H1([a, b],L(Rn)) → L(H1([a, b],Rn), L2([a, b],Rn))

stetig. Da aber die betrachtete Abbildung durch

B̂ ◦ h[A] : h[Ũ ] → L(H1([a, b],Rn), L2([a, b],Rn))

gegeben ist, ist insgesamt ihre Glattheit nachgewiesen.
Zum Nachweis der Glattheit des dritten Teils der Abbildung betrachte man zunächst die glatte
Abbildung

Ũ × Rn 3 (t, x̃, z) 7→ Γ(t,x̃)(z, · ) ∈ L(Rn)
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Da diese nun linear in z ist, erhält man aus 6.2.29 eine glatte Abbildung

h[Γ] : h[Ũ ]× L2([a, b],Rn) → L2([a, b],L(Rn))

Desweiteren erhält man abermals aus der auf o�ensichtliche Weise de�nierten bilinearen Abbil-
dung

B : L2([a, b],L(Rn))×H1([a, b],Rn) → L2([a, b],Rn)

eine glatte Abbildung

B̂ : L2([a, b],L(Rn)) → L(H1([a, b],Rn), L2([a, b],Rn))

Insgesamt ist damit der betrachtete Teil der Abbildung durch

γ̃ 7→ B̂(h[Γ](γ̃, d̃(γ̃)))

gegeben und folglich unter Verwendung von 6.2.45 ebenfalls glatt.
Abschlieÿend kann noch die semi-Riemannsche Metrik in diesem Zusammenhang betrachtet

werden. Dies ist bedeutend einfacher. Da g̃ : Ũ → Bsym(Rn) glatt ist, ist wegen 6.2.25 auch

h[g̃] : h[Ũ ] → H1([a, b], Bsym(Rn))

glatt.
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6.3 Das Wirkungsfunktional auf H1(I, M)

Nachdem im letzten Abschnitt mit H1([a, b],M) das zentrale Objekt der Morse Theorie von Geo-
däten bereitgestellt wurde, soll nun der für eine Morse Theorie noch fehlende Morphismus in Form
des sogenannten Wirkungsfunktionals diskutiert werden. Da die Anwendung von H1([a, b],M)
nun explizit auf Geodäten abzielt, werde wieder lediglich das Intervall [0, 1] betrachtet. Die hier
gewählte Darstellung wird vielfach von [MPT01] abweichen, da hier einerseits der allgemeinere
Fall der perturbierten Geodäten aus [MPP05] betrachtet wird, zum anderen die Darstellung in
[MPT01] weitesgehend der Morse Theorie von Geodäten Riemannscher Mannigfaltigkeiten ge-
widmet ist und sich folglich für den hier zu betrachtenden Fall als recht unbrauchbar erweist.
Das Ziel dieses Abschnittes ist neben der De�nition des Wirkungsfunktionals und des Nachweises
der Glattheit insbesondere die Berechnung ihrer im Abschnitt 2.3.3 de�nierten Hesseschen. In
[MPT01] wird zwar das Morse Index Theorem der Riemannschen Geometrie abschlieÿend zitiert,
die hier nun explizit berechnete Hessesche dort aber erst in der Formulierung des Theorems ge-
nannt und nicht einmal mit dem Wirkungsfunktional in Verbindung gebracht.

6.3.1 De�nition. Für eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) und ein glattes Potential
V : [0, 1]×M → R ist das Wirkungsfunktional AV : H1([0, 1],M) → R de�niert durch

AV (γ) =
1
2

∫ 1

0

g(γ′(x), γ′(x))dx−
∫ 1

0

V (x, γ(x))dx

6.3.2 Satz. Das Wirkungsfunktional AV : H1([0, 1],M) → R ist glatt.

Beweis. Es sei ϕ = (ϕt, Ut, Ũt) eine Familie von Karten von M und h[ϕ] : h[U ] → h[Ũ ] die
zugehörige Karte von H1([0, 1],M). Man betrachte hiermit die Abbildung in lokalen Koordinaten

ÃV = Ẽ + P̃ = AV ◦ h[ϕ]−1 : h[Ũ ] → R

Ist nun γ̃ ∈ h[Ũ ] und bezeichne γ = h[ϕ]−1γ̃ ∈ h[U ], so ist mit den Abbildungen aus Abschnitt
6.2.6

Ẽ(γ̃) =
1
2

∫ 1

0

gγ(t)(γ′(t), γ′(t))dt

=
1
2

∫ 1

0

gγ(t)(dγ(t)ϕ−1
t d̃(γ̃)(t), dγ(t)ϕ−1

t d̃(γ̃)(t))dt

=
1
2

∫ 1

0

g̃(t,γ̃(t))(d̃(γ̃(t)), d̃(γ̃(t)))dt

Man betrachte jetzt die Abbildung
ξ : H1([0, 1], B(Rn))× L2([0, 1],Rn)× L2([0, 1],Rn) → R

de�niert durch

ξ(G, γ, η) =
1
2

∫ 1

0

G(t)(γ(t), η(t))dt
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Diese Abbildung ist aber o�enbar trilinear und wegen

|ξ(G, γ, η)| ≤ 1
2

∫ 1

0

|G(t)(γ(t), η(t))|dt ≤ 1
2

∫ 1

0

‖G(t)‖‖γ(t)‖‖η(t)‖dt

≤ 1
2
‖G‖∞

∫ 1

0

‖γ(t)‖‖η(t)‖dt ≤ 1
2
‖G‖H1‖γ‖L2‖η‖L2

zudem beschränkt und folglich glatt. Der erste Summand des Wirkungsfunktionals kann damit
in lokalen Koordinaten dargestellt werden durch

h[Ũ ] 3 γ̃ 7→ ξ(h[g̃], d̃(γ̃), d̃(γ̃)) ∈ R

und ist folglich unter Verwendung der Resultate aus 6.2.6 glatt.
Für den zweiten Summanden des Wirkungsfunktionals ist

P̃ (γ̃) =
∫ 1

0

Ṽ (t, γ̃(t))dt

wobei die glatte Abbildung Ṽ : Ũ → R durch Ṽ (t, x̃) = V (t, ϕ−1
t x̃) de�niert sei.

Auch diese Abbildung lässt sich wieder als Komposition zweier glatter Abbildungen erkennen. Zu-
nächst ist h[Ṽ ] : h[Ũ ] → H1([a, b],R) mit h[Ṽ ](γ̃)(t) = Ṽ (t, γ̃(t)) wegen 6.2.25 glatt. Desweiteren
ist aber die Abbildung I : H1([a, b],R) → R mit I(f) =

∫ b
a
fdt ein stetiges lineares Funktio-

nal und damit insbesondere glatt. Wegen P̃ = I ◦ h[Ṽ ] erhält man schlieÿlich die Glattheit von
P̃ : h[Ũ ] → R und so die Behauptung.
6.3.3 Satz. Das Di�erential des Wirkungsfunktionals ist gegeben durch

dγAV (ξ) =
∫ 1

0

gγ(t)

(
∇
dt
ξ(t), γ′(t)

)
dt−

∫ 1

0

gγ(t)(gradV (t, γ(t)), ξ(t))dt (6.3.1)

Beweis. Zunächst ist die linke Seite wegen 6.3.2 eine glatte Funktion auf TH1([a, b],M). Man
betrachte nun die rechte Seite der Gleichung, die nun ebenfalls als glatt nachgewiesen werden soll.
Hierfür können natürlich beide Summanden einzeln betrachtet werden. Ist also ϕ = (ϕt, Ut, Ũt)
eine einparametrige Familie von Karten von M , so erhält man für den ersten Summanden in
lokalen Koordinaten des Tangentialbündels (vgl. hierzu (6.2.12))

h[Ũ ]×H1(I,Rn) 3 (γ̃, ṽ) 7→
∫ 1

0

g̃(t,γ̃(t))(D̃γ̃(ṽ)(t), d̃(γ̃)(t))dt = ξ(h[g̃], D̃γ̃(ṽ), d̃(γ̃)) ∈ R

Hiermit verläuft der Beweis ohne bemerkenswerte Veränderungen so wie beim Nachweis der
Glattheit für das Wirkungsfunktional.
Für den zweiten Summanden betrachte man zunächst die glatte Abbildung

Ũ 3 (t, x̃) 7→ dϕ−1
t (x̃)ϕt gradV (t, ϕ−1

t (x̃)) = Ṽ (t, x̃) ∈ Rn

Man erhält hieraus mit 6.2.25 eine glatte Abbildung

h[Ṽ ] : h[Ũ ] → H1([a, b],Rn)
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Unter der schon häu�g verwendeten Schlussweise liefert dies ein glatte Abbildung

h[Ũ ]×H1(I,Rn) 3 (γ̃, ṽ) 7→
∫ 1

0

g̃(t,γ̃(t))(Ṽ (t, γ̃(t)), ṽ(t))dt = ξ(h[g̃], (ι ◦ h[Ṽ ])(γ̃), ι(ṽ)) ∈ R

wobei ι : H1(I,Rn) ↪→ L2(I,Rn) die Inklusion bezeichne. Damit ist aber die rechte Seite in
(6.3.1) ebenfalls eine glatte Funktion auf TH1([a, b],M). Insbesondere sind damit beide Seiten
stetig und folglich genügt es für den Beweis der eigentlichen Aussage mit 6.2.41 die zu zeigende
Gleichheit im Fall eines glatten ξ (und folglich auch eines glatten γ) nachzuweisen.
Ist nun γ ∈ C∞([0, 1],M) ⊂ H1([0, 1],M) und ξ : [0, 1] → TM ein glattes Vektorfeld entlang
γ, so existiert bekanntlich eine glatte Abbildung (−ε, ε) × [0, 1] 3 (s, t) 7→ H(s, t) ∈ M mit
H(0, t) = γ(t) und ∂H

∂s (0, t) = ξ(t) für alle t ∈ [0, 1] (vgl. [Lee97, Lemma 6.4]). Wegen 6.2.40 ist
mit γs = H(s, ·) aber (−ε, ε) 3 s 7→ γs ∈ H1([0, 1],M) eine glatte Kurve mit d

dsγs |s=0= ξ. Mit
2.1.3 ist aber folglich

dγAV (ξ) =
d

ds
AV (γs) |s=0

Aus6
d

ds
AV (γs) =

1
2
d

ds

∫ 1

0

gγ(t)(∂tγs, ∂tγs)dt−
d

ds

∫ 1

0

V (t, γs(t))dt

=
1
2

∫ 1

0

∂

∂s
gγ(t)(∂tγs, ∂tγs)dt−

∫ 1

0

∂

∂s
V (t, γs(t))dt

=
∫ 1

0

gγ(t)

(
∇
ds
∂tγs, ∂tγs

)
dt−

∫ 1

0

gγ(t)(gradV (t, γs(t)), ∂sγs)dt

=
∫ 1

0

gγ(t)

(
∇
dt
∂sγs, ∂tγs

)
dt−

∫ 1

0

gγ(t)(gradV (t, γs(t)), ∂sγs)dt

(6.3.2)

erhält man also schlieÿlich

dγAV (ξ) =
∫ 1

0

gγ(t)(
∇
dt
ξ(t), γ′(t))dt−

∫ 1

0

gγ(t)(gradV (t, γ(t)), ξ(t))dt

Von nun an werde für zwei feste Punkte p, q ∈M stets das eingeschränkte Wirkungsfunktional
Apq = AV |H1

pq(I,M): H1
pq(I,M) → R betrachtet.

6.3.4 Lemma. Die kritischen Punkte von Apq : H1
pq(I,M) → R sind glatt.

Beweis. Da Glattheit eine lokale Eigenschaft ist, kann der Beweis dieser Aussage analog zu
[Jo02, S. 361-362] in Karten geführt werden. Der Beweis ist somit vollkommen unabhängig von
den Überlegungen zur glatte Struktur von H1(I,M) und soll daher übergangen werden.
6.3.5 Satz. Die kritischen Punkte des eingeschränkten Wirkungsfunktionals sind die p und q

verbindenden p-Geodäten.

6In der folgenden Rechnung wird eines der bereits in 6.1.4 zitierten Resultate verwendet.
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Beweis. Zunächst ist für eine glatte Kurve γ ∈ H1
pq(I,M) und ξ ∈ TγH1

pq(I,M)

0 =
∫ 1

0

d

dt
g (γ′(t), ξ(t)) dt =

∫ 1

0

g

(
∇
dt
γ′(t), ξ(t)

)
dt+

∫ 1

0

g

(
γ′(t),

∇
dt
ξ(t)

)
dt

Hieraus erhält man mit 6.3.3

dγApq(ξ) =
∫ 1

0

g

(
∇
dt
ξ(t), γ′(t)

)
dt−

∫ 1

0

g(gradV (t, γ(t)), ξ(t))dt

= −
∫ 1

0

g

(
∇
dt
γ′(t), ξ(t)

)
dt−

∫ 1

0

g(gradV (t, γ(t)), ξ(t))dt

= −
∫ 1

0

g

(
∇
dt
γ′(t) + gradV (t, γ(t)), ξ(t)

)
dt

(6.3.3)

Ist nun γ ∈ H1
pq(I,M) ein kritischer Punkt, so ist mit 6.3.4 γ ∈ C∞(I,M) und man erhält aus

(6.3.3) ∫ 1

0

g

(
∇
dt
γ′(t) + gradV (t, γ(t)), ξ(t)

)
dt = 0 ∀ξ ∈ TγH1

pq(I,M)

Angenommen es existiert nun ein t0 ∈ [0, 1] mit ∇
dtγ

′(t0) + gradV (t0, γ(t0)) 6= 0, so gibt es ein
ξ(t0) ∈ Tγ(t0)M mit

gγ(t0)

(
∇
dt
γ′(t0) + gradV (t0, γ(t0)), ξ(t0)

)
6= 0

Man setze nun ξ(t0) als Vektorfeld entlang γ fort, so dass gγ(t)(∇dtγ′(t)+gradV (t, γ(t)), ξ(t)) 6= 0
auf supp(ξ) ⊂ [0, 1]. Damit ist aber∫ 1

0

g

(
∇
dt
γ′ + gradV (t, γ(t)), ξ(t)

)
dt 6= 0

im Widerspruch zu obiger Aussage. Folglich ist γ eine p-Geodäte.
Ist umgekehrt γ eine p-Geodäte, so ist diese jedenfalls glatt und (6.3.3) zeigt sofort, dass γ ein
kritischer Punkt von Apq ist.
6.3.6 Satz. Es sei γ ∈ H1

pq(I,M) ein kritischer Punkt von Apq : H1
pq(I,M) → R. Dann ist die

Hessesche von Apq an der Stelle γ gegeben durch

Hessγ(Apq)(ξ, η) =
∫ 1

0

gγ(t)

(
∇
dt
ξ(t),

∇
dt
η(t)

)
dt

−
∫ 1

0

gγ(t)(−R(γ′(t), ξ(t))γ′(t) +∇ξ(t) gradV (t, γ(t)), η(t))dt

Beweis. Man beachte zunächst, dass γ als kritischer Punkt von Apq insbesondere glatt ist. Nach
De�nition der Hesseschen ist diese stetig. Um nun auch die Stetigkeit der rechten Seite einzusehen,
kann diese in zwei Teilen betrachtet werden.
Für den ersten Summanden

H1 : TγH1
pq(I,M)× TγH

1
pq(I,M) 3 (ξ, η) 7→

∫ 1

0

gγ(t)

(
∇ξ
dt

(t),
∇η
dt

(t)
)
dt
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können hierzu insbesondere die bereits erzielten Ergebnisse betrachtet werden. Bezüglich des von
einer Karte des Tangentialbündels induzierten topologischen Isomorphismus (vgl. (6.2.12)) erhält
man eine Darstellung

H1(I,Rn)×H1(I,Rn) 3 (ξ̃, η̃) 7→
∫ 1

0

g̃(t,γ̃(t))(D̃γ̃(ξ̃)(t), D̃γ̃(η̃)(t))dt

mit der sich diese Bilinearform unmittelbar als stetig erkennen lässt. Für den zweiten Summanden
der Abbildung sei

ξ̃(t) =
n∑
i=1

ξi(t)ei, η̃(t) =
n∑
i=1

ηi(t)ei ∈ H1(I,Rn)

wobei {e1, . . . , en} die kanonische Basis des Rn bezeichne. Man erhält nun mit

ξ(t) = dγ(t)ϕ
−1
t ξ̃(t) =

n∑
i=1

ξi(t)Xi(t, γ(t))

η(t) = dγ(t)ϕ
−1
t η̃(t) =

n∑
i=1

ηi(t)Xi(t, γ(t))

das Resultat

H2(dγ(t)ϕ−1
t ξ̃, dγ(t)ϕ

−1
t η̃)

=
n∑

i,j=1

∫ 1

0

ξi(t)ηj(t)g(−R(γ′(t), Xi(t, γ(t)))γ′(t) +∇Xi(t,γ(t)) gradV (t, γ(t)), Xj(t, γ(t)))dt

= 〈S(t)ξ̃, η̃〉L2(I,Rn)

mit einer glatten Abbildung t 7→ S(t) ∈ L(Rn). Damit existiert aber ein c > 0 mit

|H2(ξ, η)| ≤ ‖S‖∞‖ξ̃‖L2‖η̃‖L2 ≤ c‖S‖∞‖ξ̃‖H1
0
‖η̃‖H1

0

und demnach ist auch H2 stetig.
Mit 6.2.11 genügt es wieder den Nachweis der Gleichheit im Fall glatter Vektorfelder ξ, η entlang
γ zu erbringen.
Ist nun ξ : [0, 1] → TM ein glattes Vektorfeld entlang γ, so existiert analog zum Beweis von 6.3.3
eine glatte Abbildung (−ε, ε) × [0, 1] 3 (s, t) 7→ H(s, t) ∈ M mit H(0, t) = γ(t) und ∂H

∂s (0, t) =
ξ(t) für alle t ∈ [0, 1] wobei zusätzlich H(s, 0) = γ(0) und H(s, 1) = γ(1) für alle s ∈ [0, 1] (vgl.
[Lee97, Lemma 6.4]). Wegen 6.2.40 ist mit γs = H(s, ·) aber (−ε, ε) 3 s 7→ γs ∈ H1

pq([0, 1],M)
eine glatte Kurve mit d

dsγs |s=0= ξ. Wegen 2.3.15 ist damit

hessγ(Apq)(ξ) =
d2

ds2
Apq(γs) |s=0
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Man erhält nun mit (6.3.2) zunächst7
d2

ds2
A(γs) =

∫ 1

0

∂

∂s
g

(
∇
dt
∂sγs, ∂tγs

)
dt−

∫ 1

0

∂

∂s
g(gradV (t, γs(t)), ∂sγs)dt

=
∫ 1

0

g

(
∇
ds

∇
dt
∂sγs, ∂tγs

)
dt+

∫ 1

0

g

(
∇
dt
∂sγs,

∇
ds
∂tγs

)
dt

−
∫ 1

0

g

(
∇
ds

gradV (t, γs(t)), ∂sγs

)
dt−

∫ 1

0

g

(
gradV (t, γs(t)),

∇
ds
∂sγs

)
dt

=
∫ 1

0

g(R(∂sγs, ∂tγs)∂sγs, ∂tγs)dt+
∫ 1

0

g

(
∇
dt
∂sγs,

∇
ds
∂tγs

)
dt

−
∫ 1

0

(
∇
ds

gradV (t, γs(t)), ∂sγs

)
dt+

∫ 1

0

g

(
∇
dt

∇
ds
∂sγs, ∂tγs

)
dt

−
∫ 1

0

g

(
gradV (t, γs(t)),

∇
ds
∂sγs

)
dt

Unter Verwendung von
d

dt
g

(
∇
ds
∂sγs, ∂tγs

)
= g

(
∇
dt

∇
ds
∂sγs, ∂tγs

)
+ g

(
∇
ds
∂sγs,

∇
dt
∂tγs

)
erhält man schlieÿlich

d2

ds2
A(γs) = −

∫ 1

0

g(R(∂tγs, ∂sγs)∂sγs, ∂tγs)dt+
∫ 1

0

g

(
∇
dt
∂sγs,

∇
ds
∂tγs

)
dt

−
∫ 1

0

(
∇
ds

gradV (t, γs(t)), ∂sγs

)
dt+

∫ 1

0

d

dt
g

(
∇
ds
∂sγs, ∂tγs

)
dt

−
∫ 1

0

g

(
∇
ds
∂sγs,

∇
dt
∂tγs + gradV (t, γs(t))

)
dt

= −
∫ 1

0

g(R(∂tγs, ∂sγs)∂sγs, ∂tγs)dt+
∫ 1

0

g

(
∇
dt
∂sγs,

∇
dt
∂sγs

)
dt

−
∫ 1

0

(
∇
ds

gradV (t, γs(t)), ∂sγs

)
dt+

∫ 1

0

d

dt
g

(
∇
ds
∂sγs, ∂tγs

)
dt

−
∫ 1

0

g

(
∇
ds
∂sγs,

∇
dt
∂tγs + gradV (t, γs(t))

)
dt

und damit für s = 0

hessγ(Apq)(ξ) = −
∫ 1

0

g(R(γ′, ξ)ξ, γ′)dt+
∫ 1

0

g

(
∇
dt
ξ,
∇
dt
ξ

)
dt

−
∫ 1

0

g(∇ξ(t) gradV (t, γ(t)), ξ(t))dt

=
∫ 1

0

g

(
∇
dt
ξ,
∇
dt
ξ

)
dt+

∫ 1

0

g(R(γ′, ξ)γ′, ξ)dt

−
∫ 1

0

g(∇ξ(t) gradV (t, γ(t)), ξ(t))dt

Die Behauptung folgt nun unter Ausnutzung der Bilinearität durch Polarisierung.
7In diesen Rechnungen werden die in 6.1.4 zitierten Resultate verwendet.
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6.3.7 Bemerkung. Mit einem ähnlichen Regularitätsargument, mit dem auch 6.3.4 gezeigt werden
kann, ist einzusehen, dass ker(Hγ(Apq)) Teilmenge der glatten Vektorfelder entlang γ ist. Mit
diesem Resultat erhält man aber unmittelbar, dass der Kern der Hesseschen gerade aus den bei p
und q verschwindenden Jacobifeldern entlang γ besteht. Insbesondere ist also Hessγ(Apq) genau
dann nicht entartet, wenn 1 für die Geodäte γ nicht konjugiert ist. Dies erklärt die Namensgebung
für nicht entarteten p-Geodäten.
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Kapitel 7

Morse Index Theoreme in

semi-Riemannscher Geometrie

In diesem Kapitel werden zunächst die Aussagen der klassischen Morse Index Theoreme für
Riemannsche und kausale Lorentz Geodäten formuliert. Anschlieÿend werden zumeist in aller
gebotenen Kürze die wesentlichen bisherigen Erfolge der Verallgemeinerung dieser Theoreme
auf Geodäten allgemeiner semi-Riemannscher Mannigfaltigkeiten präsentiert. Einzig wird hierbei
dem Morse Index Theorem aus [MPP05] mehr Raum zur Verfügung gestellt, da dieses in Hinblick
auf den vierten Teil dieser Arbeit von besonderer Bedeutung ist. Insbesondere wird hier schlieÿlich
der im Titel erwähnte Begri� des Spektralindex einer perturbierten Geodäte de�niert.
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7.1 Klassische Morse Index Theoreme

7.1.1 Das Morse Index-Theorem der Riemannschen Geometrie
Mit den bisher getro�enen Vorbereitungen und De�nitionen kann das klassische Morse Index
Theorem unmittelbar genannt werden (vgl. [Mi69, Theorem 15.1], [Jo02, Theorem 4.3.2]) :
7.1.1 Satz. Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und γ : [0, 1] → M eine Geodäte

mit γ(0) = p, γ(1) = q. Dann besitzt γ nur endliche viele konjugierte Punkte und es ist

iMorse(hess(Apq)(γ)) =
∑

0<t<1

m(t)

Bekanntlich besitzt das Morse-Theorem eine Vielzahl bedeutender Anwendungen auf die hier
aber nicht näher eingegangen werden soll1.
Eine durchaus interessante Folgerung erhält man aus dem Morse-Palais Lemma 2.3.18. Damit
ist eine nicht entartete Geodäte γ : [0, 1] → M mit γ(0) = p, γ(1) = q genau dann ein lokales
Minimum von Apq, wenn γ keine konjugierten Punkte besitzt. Andernfalls ist die betrachtete
Geodäte lediglich ein Sattelpunkt des Funktionals Apq.

7.1.2 Die Morse Index Theoreme für kausale Geodäten der Lorentz-
geometrie

Für den Fall einer kausalen Geodäte in einer Lorentzmannigfaltigkeit überträgt sich das Morse
Index Theorem in zwei von der Kausalität der Geodäte abhängigen verschiedenen Weisen. Bevor
die entsprechenden Aussagen hier kurz erläutert werden, sei zunächst darauf hingewiesen, dass
sich im Riemannschen Fall der Morse Index einer Geodäte nicht verändert falls die Hessesche des
Wirkungsfunktionals statt auf TγH1

pq([a, b],M) lediglich auf dem Unterraum aller Vektorfelder
entlang γ betrachtet wird, die punktweise orthogonal zu γ′ sind2. Das Morse Index Theorem der
Riemannschen Geometrie kann folglich ebenso durch Einschränkung der Hesseschen auf diesen
Unterraum formuliert werden.
Im Fall einer zeitartigen Geodäte ist die Hessesche auf dem Unterraum aller zu γ tangentialen
Vektorfelder negativ de�nit und hat damit keinen endlichen Morse Index. Die Lösung dieses
Problems liefert nun gerade die oben für den Riemannschen Fall als unbedeutend erkannte Ver-
änderung des Index Theorems. Durch Einschränkung auf den Unterraum aller zu γ′ punktweise
orthogonalen Vektorfelder kann die analoge Aussage des Morse Index Theorems mittels eines
recht ähnlichen Beweises erhalten werden (vgl. [BEE96, � 10.1]).
Im Fall einer lichtartigen Geodäte behält man die Einschränkung auf den Unterraum der zu γ tan-
gentialen Vektorfelder bei, erhält aber eine weitere Schwierigkeit aus der nun geltenden Beziehung
g(γ′, γ′) = 0. Es lässt sich leicht nachrechnen, dass jedes Vektorfeld der Form Y (t) = f(t)γ′(t) mit

1Die wohl bekannteste aus dem Morse Theorem erhaltene Errungenschaft ist die Bott-Periodizität (vgl. hierzu

[Mi69, �23-24], [Bo59])
2Diese Erkenntnis lässt sich zum Beispiel mühelos aus den Überlegungen aus [Lee97, S. 186] folgern.
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einer glatten Funktion f : [0, 1],→ R mit f(0) = f(1) = 0 bereits im Kern der eingeschränkten
Hesseschen liegt, was sich als wesentliche Schwierigkeit bei einer Verallgemeinerung des Morse
Theorems in diesem Fall erweist. Man bildet aber nun den Unterraum aller solcher fγ′ wie eben
beschrieben und betrachtet hiermit den Quotientenraum. Die Hessesche kann nun auf diesem
Quotientenraum betrachtet werden und es stellt sich die Gültigkeit des Morse Index Theorems
in einer analogen Form heraus (vgl. [BEE96, � 10.3]).
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7.2 Schwierigkeiten bei Verallgemeinerung auf semi- Rie-
mannsche Mannigfaltigkeiten

Die zunächst entscheidende Erkenntnis bei der Betrachtung von Geodäten in allgemeinen semi-
Riemannschem Mannigfaltigkeiten ist, dass eine Verallgemeinerung der Morse Index Theoreme
7.1.1 und 7.1.2 auf allgemeine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten a-priori zum Scheitern ver-
urteilt ist. Diese Tatsache erhält man aus den folgenden zwei Beobachtungen.
Die erste dieser Beobachtungen wurde bereits in Abschnitt 6.1 vorgestellt. Betrachtet man Geo-
däten in den Fällen, die bisher in diesem Abschnitt nicht behandelt wurden, so wird im Allge-
meinen die Anzahl konjugierter Punkte einer Geodäte nicht endlich sein. Damit ist eine Zählung
konjugierter Punkte wie in den klassischen Morse Index Theoremen natürlich unmöglich.
Die zweite wichtige Beobachtung betri�t die Hessesche von Apq. Ist Y ein Jacobi-Feld entlang
einer Geodäte γ und f : [0, 1] → R eine glatte Funktion mit f(0) = f(1) = 0, so erhält man
zunächst

Hessγ(Apq)(fY, fY ) =
∫ 1

0

g

(
∇(fY )
dt

,
∇(fY )
dt

)
dt+

∫ 1

0

g(R(γ′, fY )γ′, fY )dt

=
∫ 1

0

(f ′)2g(Y, Y )dt+
∫ 1

0

2ff ′g
(
∇Y
dt

, Y

)
dt

+
∫ 1

0

f2g

(
∇Y
dt

,
∇Y
dt

)
dt+

∫ 1

0

f2g(R(γ′, Y )γ′, Y )dt

=
∫ 1

0

(f ′)2g(Y, Y )dt+
∫ 1

0

2ff ′g
(
∇Y
dt

, Y

)
dt

+
∫ 1

0

f2g

(
∇Y
dt

,
∇Y
dt

)
dt+

∫ 1

0

f2g

(
∇2Y

dt2
, Y

)
dt

=
∫ 1

0

(f ′)2g(Y, Y )dt+
∫ 1

0

d

dt
(f2g

(
∇Y
dt

, Y

)
)dt

=
∫ 1

0

(f ′)2g(Y, Y )dt

Man wähle nun ein t0 ∈ (0, 1). Ist nun ν > 0, so existiert ein Jacobifeld Y entlang γ, so dass
g(Y, Y ) < 0 in einer Umgebung V ⊂ [0, 1] von t0. Damit ist aber Hessγ(Apq) auf dem unendlich
dimensionalen Unterraum {fY : supp(f) ⊂ V } ⊂ TγH

1(I,M) negativ de�nit und folglich der
Morse Index von γ unendlich3. Im vorigen Abschnitt wurde im Fall kausaler Geodäten in Lor-
entzmannigfaltigkeiten ein Ausweg aus dieser Situation in diesem Fall aufgezeigt. Ist aber ν > 2
oder γ eine raumartige Geodäte einer Lorentzmannigfaltigkeit, so kann obiges Jacobifeld sicher
orthogonal zu γ′ gewählt werden und folglich führen auch diese Manipulationen der Hesseschen
nicht zur Endlichkeit des Morse Index.

3Mit dieser Erkenntnis ist insbesondere ein weiterer Blick auf das Morse-Palais Lemma 2.3.18 und die letzte

Bemerkung des Abschnitts 7.1.1 interessant.
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7.3 Das Theorem von Piccione und Tausk

Es sei γ eine Geodäte und man betrachte die Hessesche

Hessγ(Apq)(ξ, η) =
∫ 1

0

gγ(t)

(
∇
dt
ξ(t),

∇
dt
η(t)

)
dt+

∫ b

a

gγ(t)(R(γ′(t), ξ(t))γ′(t), η(t))dt

eingeschränkt auf den Unterraum aller punktweise zu γ orthogonalen Vektorfelder. Unter Verwen-
dung der Glattheit von γ können nun wie in 6.1.7 punktweise orthogonale parallele Vektorfelder
{e1(t), . . . , en−1(t)} entlang γ gewählt werden, die zudem punktweise orthogonal zu γ sind. Damit
erhält man aber stets eine Darstellung

ξ(t) =
n−1∑
i=1

ξi(t)ei(t) η(t) =
n−1∑
i=1

ηi(t)ei(t)

Durch Einsetzen in die eingeschränkte Hessesche erhält man nun mühelos eine Darstellung

Hessγ(Apq)(ξ, η) = 〈Jξ̃′, η̃′〉L2(I,Rn−1) − 〈Sξ̃, η̃〉L2(I,Rn−1)

wobei ξ̃(t) = (ξ1(t), . . . , ξn−1(t)), η̃(t) = (η1(t), . . . , ηn−1(t)), J eine konstante symmetrische
Matrix und S = S(t) ein glatter Weg symmetrischer Matrizen ist. Insbesondere stellt man
fest, dass auf dem Unterraum H2,2(I,Rn−1) ∩H1

0 (I,Rn−1) stets durch partielle Integration die
Darstellung

Hessγ(Apq)(ξ, η) = −〈Jξ̃′′ + Sξ̃, η〉L2(I,Rn−1)

gewonnen werden kann. Man betrachte hiermit den Di�erentialoperator
J : H2,2(I,Rn−1) ∩H1

0 (I,Rn−1) ⊂ L2(I,Rn−1) → L2(I,Rn−1)

(J u)(t) = u′′(t) + J−1S(t)u(t)
(7.3.1)

Zur Motivation des Folgenden betrachte man diesen Operator zunächst im Riemannschen Fall.
Hier ist stets J = id und mittels des Spektralsatzes für (unbeschränkte) selbstadjungierte Opera-
toren erhält man nun eine Zerlegung von L2(I,Rn−1) in Eigenräume des Operators, mit der sich
ohne Schwierigkeiten die Gleichheit des Morse Index der Hesseschen des Wirkungsfunktionals mit
der Mächtigkeit des negativen Spektrums dieses Di�erentialoperators zeigen lässt. Hiermit kann
das Morse Theorem im Riemannschen Fall als eine Aussage über Randwertprobleme gewisser
Systeme von Di�erentialgleichungen angesehen werden.
7.3.1 Satz (Morse Index Theorem). Die Summe der mit Vielfachheiten gezählten konju-

gierten Punkte der Jacobi-Gleichung von γ ist gleich der Anzahl der mit Vielfachheiten gezählten

negativen Eigenwerte von (7.3.1).
Betrachtet man zudem das aus (7.3.1) zu gewinnende homogene Di�erentialgleichungssys-

tem, so stellt man fest, dass die konjugierten Punkte des Systems mitsamt ihrer Vielfachheiten
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ebenfalls bereits mit denen der Geodäte übereinstimmen, so dass diese Formulierung des Morse
Index Theorems sich vollständig auf eine Aussage über Randwertprobleme gewöhnlicher Di�e-
rentialgleichungen reduziert.
Diese Version des klassischen Index Theorems war letztlich der Anfang der Überlegungen für
eine Verallgemeinerung auf allgemeine semi-Riemannsche Geodäten. Im Spezialfall einer eindi-
mensionalen Mannigfaltigkeit ist dies gerade einer der berühmten Sturm-Sätze aus der Theorie
der Randwertprobleme gewöhnlicher skalarer Di�erentialgleichungen und so ist letztlich das Rie-
mannsche Morse Index Theorem die natürliche Verallgemeinerung dieses Theorems auf den Fall
von Systemen unter der Zusatzbedingung, dass die Matrix S in (7.3.1) stets symmetrisch be-
züglich des euklidischen Skalarproduktes ist. Interressanterweise hat nun letztlich der Beweis des
Sturm Theorems die Richtung für eine Verallgemeinerung auf den semi-Riemannschen Fall ge-
liefert. Hier ist das entscheidende Hilfsmittel eine Transformation auf Polarkoordinaten mit der
die zu betrachtenden Indizes als Windungszahlen auf RP 1 ≈ S1 dargestellt werden können. Dies
führt um im semi-Riemannschen Fall Stabilität und sinnvolle Aussagen zu erlangen auf die Idee
der Verwendung homologischer Invarianten wie sie bereits im zweiten Teil der Arbeit vorgestellt
wurden. Die erste Arbeit die sich letztlich mit einer Verallgemeinerung der di�erentiellen Version
des Index-Theorems auf semi-Riemannsche Geodäten beschäftigte wurde 1994 von Helfer gegeben
(vgl. [Hel94]). Die entscheidenden Erkenntnisse der Arbeit bestehen in der nicht mehr notwen-
dig geltenden Endlichkeit der konjugierten Punkte (vgl. Abschnitt 6.1) und des Vorschlages die
Zählung konjugierter Punkte im klassischen Morse Index Theorem durch den Maslov Index des
zugehörigen Morse-Sturm Systems zu ersetzen. Dies sind sehr entscheidende Erkenntnisse, die
prinzipiell der Anfang der Morse Index Theorie für semi-Riemannsche Geodäten war. Bedauer-
licherweise weist die Arbeit von Helfer einige entscheidende Mängel in der Beweisführung auf.
Diese wurden von Mercuri, Piccione und Tausk in [MPT00] benannt und das Index Theorem von
Helfer für reguläre Geodäten gezeigt. In [CEPPT02] konnten schlieÿlich Eidam, Pereira, Piccione
und Tausk die allgemeine Gültigkeit des von Helfer angegebenen Index Theorems nachweisen.
Die Verallgemeinerung des Morse Index der Hesseschen verwendet dabei motiviert durch 7.3.1
den Di�erentialoperator (7.3.1). Dieser wird auf dem durch die Bilinearform

ĝ(u, v) =
∫ b

a

〈Ju, v〉dt

gegebenem Krein-Raum betrachtet. Er ist bezüglich des Krein-Produktes symmetrisch und im
Fall J = id erhält man o�enbar wieder die Ursprüngliche De�nition. Letztlich wird dieser Ope-
rator nun einem durchaus recht komplizierten Prozess unterworfen, indem er zunächst kom-
plexi�ziert wird um anschlieÿend Aussagen über den reellen Anteil des Spektrums zu erhalten.
Insbesondere stellt sich so heraus, dass (7.3.1) nur endlich viele reelle negative Eigenwerte besitzt,
die stets endliche Vielfachheit haben. Der spektrale Index wird nun de�niert als

ispec(γ) =
∑

λ∈σ(J C)∩R
λ<0

sgn(ĝ |Hλ)
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wobei Hλ = Gλ(J C) ∩ L2(I,Rn−1) und

G(J C) =
∞⋃
k=1

ker(λ− J C)k

den verallgemeinerten Eigenraum des komplexi�zierten Operators J C zum Eigenwert λ bezeich-
ne. Man beachte, dass im Riemannschen Fall der spektrale Index gerade die Summe der negati-
ven Eigenwerte mit Vielfachheiten wie in 7.3.1 ist. Zudem lassen sich aus diesem Index Theorem
auch die klassischen Index Theoreme der Lorentz-Geometrie folgern (vgl. hierzu [MPT00, Re-
mark 6.2.5]). Bedauerlicherweise besitzt der spektrale Index nach De�nition keine geometrische
Interpretation.

Dennoch konnte parallel zu diesen Überlegungen auch eine geometrische Verallgemeinerung
des Morse Index der Hesseschen einer Geodäte gegeben werden. Die Idee eines verallgemeiner-
ten Morse Index besteht in einer Einschränkung der Hesseschen auf gewisse geometrisch mo-
tivierte Unterräume von TγH1

pq(I,Rn), auf denen der Index der Hesseschen endlich ist. Hierzu
sei eine k-dimensionale tangentiale Distribution entlang γ eine Familie von Unterräumen
Dt ⊂ Tγ(t)M , so dass glatte Vektorfelder {Y1, . . . , Yk} entlang γ existieren, die punktweise eine
Basis von D bilden4. Eine maximale negative Distribution entlang γ ist eine ν-dimensionale
tangentiale Distribution entlang γ, so dass g auf jedem Dt negativ de�nit ist. Man beachte, dass
mit der Wahl von orthonormalen, parallelen Basisvektorfeldern entlang γ wie in 6.1.4 o�enbar
jede Geodäte eine maximale negative Distribution besitzt.
Ist nun eine maximale negative Distribution D entlang γ gegeben, so de�niert man die folgenden
abgeschlossenen Unterräume von TγH1

pq(I,M)

KD ={v ∈ TγH1
pq(I,M) : g

(
∇v
dt
, Yi

)
∈ H1(I,R)

,
d

dt
g

(
∇v
dt
, Yi

)
= g

(
∇v
dt
,
∇Yi
dt

)
+ g(R(γ̇, v)γ̇, Yi), i = 1, . . . , k}

SD = {v ∈ TγH1
pq(I,M) : v(t) ∈ Dt ∀t ∈ [a, b]}

Hierbei sind {Y1, . . . , Yk} beliebige Basisvektorfelder für Dt wie in der De�nition und es ist nicht
schwer die Unabhängigkeit von KD von dieser Wahl zu zeigen. Ist v ∈ TγH1

pq(I,M) bereits von
der Klasse C2, so ist genau dann v ∈ KD, wenn ∇2v

dt2 + R(γ′, v)γ′ orthogonal zu D ist. Damit
kann KD anschaulich als Raum der Jacobi-Felder entlang D interpretiert werden. Mit diesen
De�nitionen kann nun gezeigt werden, dass für eine beliebige Distribution D entlang γ

iMorse(γ,D) := n−(Hess(Apq)(γ) |KD )− n+(Hess(Apq)(γ) |SD )

sinnvoll ist, da beide Zahlen der rechten Seite endlich sind. Die Wahl der Räume ist insbesondere
aus Problemen für spezielle Lorentz-Mannigfaltigkeiten motiviert. Für eine riemannsche Geodäte

4Damit ist eine tangentiale Distribution entlang γ eine tangentiale Distribution des Bündels γ∗TM , vgl. [Lee03,

S. 495]
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ist stets D = 0 und folglich KD = TγH
1
pq(I,M) sowie SD = 0. Damit erhält man in diesem

Fall genau den klassisch betrachteten Morse Index. Ebenfalls sieht man durch eine einfache
Überlegung, dass für eine zeitartige Lorentz-Geodäte mit der Wahl Y = γ′ der Raum KD gerade
aus allen Elementen aus TγH1

pq(I,M) besteht, die punktweise orthogonal zu γ′ sind5. Und da
in diesem Fall o�enbar n+(Hess(Apq)(γ) |SD= 0 erhält man den im zeitartigen Morse Index
Theorem verwendeten Index.

Mit diesen Betrachtungen können nun die Aussagen der Artikel [MPT02],[CEPPT02],[PT00]
und [GMPT01] in einem Resultat zusammengefasst werden.
7.3.2 Satz (Morse Index Theorem von Piccione und Tausk). Es sei (M, g) eine semi-

Riemannsche Mannigfaltigkeit und γ : [0, 1] → M eine nicht entartete Geodäte. Zudem sei D
eine beliebige maximale negative Distribution entlang γ. Dann ist

imaslov(γ) = ispec(γ) = iMorse(γ,D)

Der Beweis der Gleichheit mit iMorse(γ,D) benötigt dabei ausschlieÿlich den Maslov Index.
Der spektrale Index tritt in diesen Arbeiten nicht mehr auf.

5Man beachte hierzu, dass in dieser Situation stets g
“
∇v
dt

, γ′
”

= 0 ∈ H1(I, R)
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7.4 Das Theorem von Musso, Pejsachowicz und Portaluri

7.4.1 Der Spektral�uss für Wege Fredholm-quadratischer Formen
7.4.1 De�nition. Es sei H ein Element aus Ob(HILBR). Eine Abbildung q : H → R heiÿt eine
Fredholm-quadratische Form, falls ein die Topologie auf H erzeugendes Skalarprodukt und
damit ein B ∈ BF (H) mit

q(u) = B(u, u) ∀u ∈ H

existiert.

Es bezeichne QF (H) die Menge aller Fredholm-quadratischer Formen. Aus der De�nition von
QF (H) ist unmittelbar einzusehen, dass dieser Raum kanonisch als Element von Ob(BANR) auf-
gefasst werden kann.

Zur De�nition des Spektral�usses für Wege Fredholm-quadratischer Formen benötigt man
insbesondere die Begri�e aus Abschnitt 4.3. Es sei H ein Element aus Ob(HILBR) und 〈· , · 〉,
〈· , · 〉1 zwei Skalarprodukte, deren Normen die gegebene Topologie auf H erzeugen. Wegen des
Rieszschen Darstellungssatzes existiert nun ein bezüglich 〈· , · 〉 selbstadjungierter Operator D ∈
L(H) mit

〈u, v〉1 = 〈Du, v〉 ∀u, v ∈ H (7.4.1)

Fasst man D als Operator D : H1 → H auf und bezeichnet ĩd : H → H1 die Identität, so
erhält man aus

〈ĩd u, v〉1 = 〈u, v〉1 = 〈Du, v〉 = 〈u,Dv〉

die Beziehung

D = ĩd
∗

: H1 → H (7.4.2)

Es sei nun qt : H → R ein Weg Fredholm-quadratischer Formen und A : [a, b] → S(H), B :
[a, b] → S(H1) Wege mit

qt(u) = 〈A(t)u, u〉 = 〈B(t)u, u〉1

Dann ist aber wegen (7.4.1) und (7.4.2)

At = DBt = ĩd
∗
Bĩd

189



und man erhält aus 4.3.26
sf(A, [a, b]) = sf(B, [a, b])

Damit ist folgende De�nition möglich.
7.4.2 De�nition. Der Spektral�uss eines Weges q : [a, b] → QF (H) mit nicht entarteten
Endpunkten ist de�niert durch

sf(q, [a, b]) = sf(Aq, [a, b])

wobei mit einem Skalarprodukt 〈·, ·〉 dessen Norm die Topologie von H induziert Aq(t) der ein-
deutige selbstadjungierte Operator mit 〈Aq(t)u, u〉 = q(t)(u) für alle u ∈ H sei.

Die Eigenschaften des Spektral�usses aus Abschnitt 4.3 übertragen sich mit dieser De�niton
o�enbar recht direkt auf die Situation der quadratischen Formen.
7.4.3 Lemma. 1. Für q ∈ C([a, b], QF (H)) mit q(t) nicht entartetet für alle t ∈ [a, b] ist

sf(q, [a, b]) = 0.

2. Ist M ∈ C([a, b],L(H,H1)) ein Weg invertierbarer Operatoren zwischen den Hilberträumen

H und H1 und ist p ∈ C([a, b], QF (H1)) de�niert durch p(t)(v) = q(t)(M(t)−1v), so ist

sf(p, [a, b]) = sf(q, [a, b])

3. Für h ∈ C([0, 1]× [a, b], QF (H)) mit h(s, a), h(s, b) nicht entartet für alle s ∈ [0, 1] ist

sf(h(0, ·), [a, b]) = sf(h(1, ·), [a, b])

4. Für c ∈ (a, b) mit q(c) nicht entartet ist

sf(q, [a, b]) = sf(q, [a, c]) + sf(q, [c, b])

Die eben genannte zweite Eigenschaft ermöglicht nun die De�nition des Spektral�usses in
einer etwas allgemeineren Situation. Es sei daran erinnert, dass jede Faser eines Hilbertbündels
ein Objekt der Kategorie HILBR ist, aber kein kanonisches Skalarprodukt trägt.
7.4.4 De�nition. Es sei H ein Hilbertbündel über dem Intervall [a, b]. Eine verallgemeinerte
Familie Fredholm-quadratischer Formen ist eine glatte Abbildung q : H → R, so dass
für jedes t ∈ [a, b] die Einschränkung qt = q |Ht→ R auf die Faser Ht über t eine Fredholm-
quadratische Form ist.
7.4.5 De�nition. Es sei H ein Hilbertbündel über [a, b] mit Modell H und q : H → R eine
verallgemeinerte Familie Fredholm-quadratischer Formen, so dass qa und qb nicht entartet sind.
Dann de�niert man den Spektral�uss von q durch

sf(q) = sf(q̃, [a, b])

wobei q̃t(u) = qt(Mtu) mit einer Trivialisierung M : [a, b]×H → H von H.
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Es ist mit der oben genannten Eigenschaft (2) des Spektral�usses Fredholm-quadratischer
Formen unmittelbar einsichtig, dass diese De�nition unabhängig von der Wahl der Trivialisierung
ist.

7.4.2 Der Spektralindex
In 6.3.6 wurde die Hessesche

hessγ(Apq) : TγH1
pq(I,M) → R

an einem kritischen Punkt des Wirkungsfunktionals als

hessγ(Apq)(ξ) =
∫ 1

0

g

(
∇
dx
ξ(x),

∇
dx
ξ(x)

)
dx

−
∫ 1

0

g(−R(γ′(x), ξ(x))γ′(x) +∇ξ(x) gradV (x, γ(x)), ξ(x))dx

(7.4.3)

berechnet. Das Ziel ist nun die unter Verwendung der Hesseschen gemachten Konstruktionen
aus [MPP05] mittels der hier gegebenen De�nition von H1(I,M) zu präsentieren6. Damit un-
terscheidet sich die Vorgehensweise hier etwas von der aus [MPP05].
Es seien p, q ∈M fest gewählt und γ eine nicht entartete p-Geodäte von p nach q. Man betrach-
te nun den von γ kanonisch induzierten Weg Γ in H1(I,M) de�niert durch Γ(t) = γt mit
γt(x) = γ(t·x). Die Stetigkeit von Γ ist in einer Karte von H1(I,M) unmittelbar einzusehen.
Aus der Gültigkeit der p-Geodätengleichung für γ erhält man

∇
dx
γ′t(x) + t2 gradV (t·x, γt(x)) = 0

und folglich ist γt ein kritischer Punkt der glatten Funktion At : H1
p,γ(t)(I,M) → R de�niert

durch

At(γ) =
1
2

∫ 1

0

g(γ′(x), γ′(x))dx− t2
∫ 1

0

V (t·x, γ(x))dx

Es bezeichne im Folgenden

hesst(A) : TγtH
1
p,γ(t)(I,M) → R

die zugehörige quadratische Form der Hesseschen von At an dem kritischen Punkt γt.
Man betrachte nun die in 6.2.43 als Submersion nachgewiesene Abbildung

F : H1(I,M) →M ×M, F (γ) = (γ(a), γ(b))

Hieraus erhält man gemäÿ 2.2.4 als Kern der Sequenz

TH1(I,M) T∗F−−−→ F ∗(T (M ×M)) → 0

6Bedauerlicherweise werden auch in [MPP05] nur recht vage Aussagen zur genauen De�nition von H1(I, M)

gemacht und unter anderem auf [Kli82] verwiesen
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das Unterbündel kerT ∗F von F . Unter der üblichen Identi�kation ist unmittelbar einzusehen,
dass der Totalraum dieses Bündels durch

{ξ ∈ H1(I, TM) : ξ(0) = 0, ξ(1) = 0}

gegeben ist. Hiermit betrachte man nun das Pullbackbündel Γ∗ kerT ∗F über [0, 1]. Mit dem
Resultat 6.3.6 kann leicht die Glattheit der Familie der Hesseschen {hesst(A)}t∈I als Abbildung
auf dem Totalraum des global trivialen Bündels Γ∗ kerT ∗F eingesehen werden.
Das Ziel ist nun die Darstellung dieser Abbildung bezüglich einer Trivialisierung dieses Bündels
wie in der De�nition 7.4.5. Hierzu sei zunächst an die Beschreibung der Karten des Tangential-
bündels TH1(I,M) aus (6.2.12) erinnert. Diese Karten liefern nun direkt Trivialisierungen für
Γ∗ kerT ∗F , womit für jede einparametrige Familie ϕ = (ϕt, Ut, Ũt) für M mit graph(γ) ⊂ U

durch

I ×H1
0 (I,Rn) 3 (t, ξ) 7→ (dγ(t·)ϕ−1

t· )ξ ∈ Γ∗ kerT ∗F

eine globale Trivialisierung des Bündels gegeben ist. Um nun tatsächlich die gewünschte Darstel-
lung obiger Familie der Hesseschen aus [MPP05] zu erhalten benötigt man noch einen weiteren
Schritt.

7.4.6 Lemma. Zu jeder p-Geodäte γ : [0, 1] → M existiert eine einparametrige Familie von

Karten ϕ = (ϕt, Ut, Ũt), so dass graph(γ) ⊂ U und

ei(t) = Xi(t, γ(t)) = dγ(t)ϕ
−1
t ei, t ∈ [0, 1], i = 1, . . . , n

Basisvektorfelder entlang γ wie in 6.1.7 sind.

Beweis. Hierfür ist der Beweis der Aussage 6.2.34 lehrreich. Da nun bereits eine p-Geodäte
als glatte Kurve vorliegt, ist die dort gemachte Approximation in der gewählten Riemannschen
Metrik nicht mehr notwendig, und es können analog zu den dort gemachten Konstruktionen
Riemannsche Normalkoordinaten bezüglich der auf M gegebenen semi-Riemannschen Metrik
entlang γ gewählt werden (vgl. hierzu [ONei83, S. 72-73]). Die gewünschte Parallelität kann unter
Verwendung der Eigenschaften Riemannscher Normalkoordinaten nachgewiesen werden.

Mit

ξ̃(x) =
n∑
i=1

ξ̃i(x)ei ∈ H1
0 (I,Rn)

gewinnt man aus 6.3.6 bezüglich obiger Trivialisierung und unter Verwendung der Bezeichnungen
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aus dem Abschnitt 6.1 eine Darstellung der Hesseschen
hesst(A)(dγ(t·x)ϕ−1

t·x ξ̃)

=
∫ 1

0

g

(
∇
dx

n∑
i=1

ξ̃i(x)ei(t·x),
∇
dx

n∑
i=1

ξ̃i(x)ei(t·x)

)
dx

−
∫ 1

0

g

(
−R

(
γ′t(x),

n∑
i=1

ξ̃i(t)ei(t·x)

)
γ′t(x) + t2∇Pn

i=1 ξ̃i(t)e
i(t·x) gradV (t·x, γt(x))

)
dx

=
∫ 1

0

n∑
i=1

εi(ξ̃′i(x))
2dx

− t2
∫ 1

0

n∑
i=1

g(−R(γ′(t·x), ei(t·x))γ′(t·x) +∇ei(t·x) gradV (t·x, γ(t·x)), ei(t·x))ξ̃i(x)2dx

= 〈Jξ̃, ξ̃〉H1
0 (I,Rn) − 〈Stξ̃, ξ̃〉L2(I,Rn)

(7.4.4)
wobei mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 6.1

St(x) = t2S(t·x), t, x ∈ [0, 1] (7.4.5)
In dieser Form wird die Hessesche in [MPP05] verwendet (vgl. hierzu die Formel (5.1) in

[MPP05]), womit dies schlieÿlich aus den hier gemachten Betrachtungen zu H1(I,M) gerecht-
fertigt ist.

Entscheidend ist nun
7.4.7 Satz. {hesst(A)}t∈I ist eine verallgemeinerte Familie Fredholm-quadratischer Formen.

Beweis. Wegen (7.4.4) besitzt für jedes t ∈ [0, 1] die entsprechende Hessesche eine Darstellung
hesst(A)(ξ̃) = 〈Jξ̃, ξ̃〉H1

0
− 〈Stξ̃, ξ̃〉L2

Da die von J auf H1
0 (I,Rn) induzierte Abbildung ein topologischer Isomorphismus ist, ist die

Riesz-Darstellung des ersten Summanden der quadratischen Form ein Element in GL(H1
0 (I,Rn)).

Der zweite Summand ist die Einschränkung einer stetigen quadratischen Form von C(I,Rn) auf
H1

0 (I,Rn). Wegen der Kompaktheit der Einbettung ι : H1(I,Rn) ↪→ C(I,Rn) (vgl. 6.2.14) ist
damit aber diese quadratische Form aufH1

0 (I,Rn) schwach stetig und man erhält die Behauptung
aus 2.3.10.

Wegen 6.3.7 ist nun ht genau dann nicht entartet, wenn 1 nicht konjugiert für γt ist. Deswei-
teren ist mit (7.4.5) stets S0 = 0 und folglich mit (7.4.4) o�enbar auch h0 nicht entartet.
Hiermit kann man den später im vierten Abschnitt dieser Arbeit zentralen Begri� de�nieren.
7.4.8 De�nition. Der Spektralindex einer nicht entarteten p-Geodäte γ : [0, 1] → M ist
de�niert als

ispec(γ) = − sf({hesst(A)}t∈I)
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Aus der De�nition des Spektral�usses für verallgemeinerte Familien Fredholm-quadratischer
Formen ist damit insbesondere auch die Unabhängigkeit von der hier speziell gewählten Trivia-
lisiserung von Γ∗ kerT ∗F sichergestellt.
Eine besonders wichtige Bemerkung ist die Übereinstimmung mit dem Morse Index im Fall einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit.
7.4.9 Lemma. Für eine nicht entartete p-Geodäte γ in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit

(M, g) ist

ispec(γ) = iMorse(γ)

Beweis. Den Beweisen zu 7.4.7 und 2.3.10 entnimmt man, dass im Fall einer Riemannschen Man-
nigfaltigkeit der Weg darstellender Operatoren der Familie der Hesseschen eine Weg kompakter
Störungen der Identität ist. Die Behauptung folgt aus 4.3.34

7.4.3 Der konjugierte Index
Da γt eine p-Geodäte bezüglich des Potentials Vt(x, p) = V (t·x, p) ist, erhält man als zugehörige
Jacobi-Gleichung

∇2

dx2
ξ(x) +R(γ′t(x), ξ(x))γ

′
t(x) +∇ξ(x) gradVt(x, γt(x))

=
∇2

dx
ξ(x) + t2(R(γ′(t·x), ξ(x))γ′(t·x) +∇ξ(x) gradV (t·x, γ(t·x)))

Wählt man nun wie in Abschnitt 6.1.7 Basisvektorfelder {e1(x), . . . , en(x)} entlang γ, so induzie-
ren diese wie in der Rechnung zu (7.4.4) Basisvektorfelder {e1(t·x), . . . , en(t·x)} entlang γt. Mit
diesen erhält man durch eine zu der in Abschnitt 6.1 präsentierten beziehungsweise zu (7.4.4)
analogen Rechnung eine Familie von Di�erentialgleichungen

Ju′′(x) + St(x)u(x) = 0

wobei St(x) = t2S(t·x) für t, x ∈ [0, 1], S(t, x) = St(x) in [0, 1] × [0, 1] glatt ist und mit 6.1.8
S∗t = St für alle t ∈ [0, 1].

Mit diesen Überlegungen induziert also eine solche Wahl von Basisvektorfeldern eine Bijektion
zwischen der Menge aller Lösungen u = (u1, . . . , un) des Randwertproblems

Ju′′(x) + St(x)u(x) = 0. u(0) = u(1) = 0 (7.4.6)
und Jacobi-Feldern entlang γt die bei 0 und 1 verschwinden. Diese Menge ist o�enbar bijektiv
zur Menge aller Jacobi-Felder entlang γ die bei 0 und t verschwinden. Insgesamt ist also t ∈ (0, 1]
genau dann ein konjugierter Punkt, wenn (7.4.6) eine nicht triviale Lösung besitzt.
Um diese Beobachtung zu verwenden, wird das Randwertproblem komplexi�ziert.
Es sei O das beschränkte Gebiet in der komplexen Zahlenebene de�niert durch

O = {z = t+ i · s ∈ C : 0 < t < 1,−1 < s < 1}
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Man betrachte nun für jedes z = t+ i · s ∈ O, x ∈ I die Matrix

Sz(x) = St(x) + i· s· id

Hiermit verallgemeinert sich (7.4.6) zu einer komplexen Di�erentialgleichung

Ju′′(x) + Sz(x)u(x) = 0 (7.4.7)

Mit v = Ju′ transformiert sich diese Gleichung auf das komplexe System erster Ordnung

w′(x) = Hz(x)w(x) (7.4.8)

wobei w = (u, v) : I →∈ C2n und

Hz(x) =

(
0 J

−Sz(x) 0

)

Es sei nun ψz(x) die Fundamentallösung des Systems (7.4.8), also die eindeutige Lösung des
Anfangswertproblems ψ′z(x) = Hz(x)ψz(x)

ψz(0) = id

Mit der Zerlegung von ψz(x) in Blöcke

ψz(x) =

(
az(x) bz(x)
cz(x) dz(x)

)

bezeichne im Folgenden bz = bz(1).
Desweiteren betrachte man für jedes z ∈ O den zu der Di�erentialgleichung (7.4.7) gehörigen
Di�erentialoperator

Az : D(A) ⊂ L2(I,Cn) → L2(I,Cn)

Azu(x) = Ju′′(x) + Sz(x)u(x)
(7.4.9)

mit D(Az) = H2(I,Cn)∩H1
0 (I,Cn). Es ist durchaus bekannt, dass dieser Operator selbstadjun-

giert ist (vgl. [GGK90, Chapter XVI]).
Zur De�nition des konjugierten Index wird man nun durch folgendes Lemma geführt.

7.4.10 Lemma. Es sind äquivalent:

(a) kerAz 6= {0}

(b) Im(z) = 0 und t = Re(z) ist konjugiert für die reelle Di�erentialgleichung (7.4.6)

(c) det bz = 0
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Beweis. Gilt (a), so ist zunächst o�enbar Im(z) = s = 0, da das Spektrum eines selbstadjun-
gierten Operators stets reell ist. Da aber für jedes Element aus kerAt Real- und Imaginärteil
eine Lösung des Randwertproblems (7.4.6) sind, ist damit t konjugiert. Die Umkehrung ist klar.
Folglich sind (a) und (b) äquivalent.
Ist nun det bz 6= 0 und u ∈ kerAz, so ist für die zugehörige Lösung w(x) = (u(x), v(x)) des
Systems

w(1) =

(
u(1)
v(1)

)
=

(
az(1) bz(1)
cz(1) dz(1)

)(
u(0)
v(0)

)
und mit u(0) = u(1) = 0 erhält man bzv(0) = bzJu

′(0) = 0 und folglich ist wegen det bz 6= 0
auch u′(0) = 0. Damit ist insgesamt u ≡ 0, also kerAz = 0. Zum Beweis der Umkehrung sei
det bz = 0 und man wähle 0 6= v0 ∈ ker bz. Mit w0 = (0, v0) ist nun

ψz(x)w0 =

(
bz(x)v0
dz(x)v0

)
eine Lösung des Systems (7.4.8) und folglich u(x) = bz(x)v0 eine Lösung von (7.4.7), wobei wegen
bz(0) = 0

u(0) = u(1) = 0

Da aber u 6= 0 erhält man schlieÿlich kerAz 6= 0.
Man de�niere nun eine Abbildung

ρ : O → C durch ρ(z) = det bz (7.4.10)
Ist γ eine nicht entartete p-Geodäte, so ist kerA0 = kerA1 = {0} und mittels des vorherigen
Lemmas ist damit 0 /∈ ρ(∂O). Mit den in Abschnitt 3 gemachten Betrachtungen kann man nun
die folgende De�nition geben.
7.4.11 De�nition. Der konjugierte Index einer nicht entarteten p-Geodäte ist de�niert durch

icon(γ) = −deg(ρ,O, 0)

Aus den grundlegenden Eigenschaften des Brouwerschen Abbildungsgrades erhält man hierbei
die Unabhängigkeit von der speziellen Wahl des Gebietes O ⊂ C mit [0, 1] ⊂ O

7.4.4 Das Morse Index Theorem
Mit den bisher gegebenen De�nitionen ist die genaue Formulierung des Morse Theorems nun
bereits zu vermuten. Dennoch kann aber zu den bisherigen Überlegungen auch noch der Maslov
Index eingebracht werden. Hierzu betrachte man mit den Bezeichnungen des vorigen Abschnittes
den Weg

ψt = ψt(1), t ∈ [0, 1]
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Wie in Abschnitt 5.4 verläuft dieser Weg in Sp(n,R) und mit der Wahl von L0 = {0}⊕Rn erhält
man nun aus der De�nition von ψt zusammen mit 5.4.3 unmittelbar, dass t ∈ (0, 1] genau dann
konjugiert ist, wenn ψt(L0)∩L0 6= {0}. Man beachte hierbei, dass im Gegensatz zur Darstellung
in Abschnitt 5.4 hier stets ψ0(L0) ∩ L0 = {0} und da für eine nicht entartete p-Geodäte nach
Voraussetzung zudem ψ1(L0)∩L0 = {0} ist der Maslov Index iMaslov(γ) dieser Kurve de�nierbar.
Mit dieser abschlieÿenden De�nition kann nun das Indextheorem formuliert werden.
7.4.12 Satz. Es sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, V : I ×M → R ein glattes

Potential und γ : I →M eine nicht entartete perturbierte Geodäte. Dann ist

ispec(γ) = icon(γ) = imaslov(γ)

Ist γ zudem regulär, so ist

ispec(γ) = icon(γ) = imaslov(γ) =
∑

x∈(0,1)

sgn(g |I[x]⊥)

Es sollen abschlieÿend noch zwei Bemerkungen gemacht werden.
7.4.13 Bemerkung. Der Beweis des Index Theorems beruht auf durchaus komplizierten funk-
tionalanalytischen Techniken. Ein besonders wichtiges Hilfsmittel hierbei ist eine Arbeit zum
Spektral�uss von Robbin und Salamon ([RS95]), die in [FPR99] auf die dort gegebene De�nition
des Spektral�uss übertragen wurde. Hiermit kann zur Berechnung des Spektral�usses der Familie
der Hesseschen aus (7.4.4) die Familie der durch (7.4.6) gegebenen Di�erenialoperatoren Ã auf
H2(I,Rn) ∩H1

0 (I,Rn) betrachtetet werden. Es ist hierbei ÃC
t = At mit dem selbstadjungierten

Di�erentialoperator (7.4.9). Diese Familie wird durch eine additive Perturbation Ãδt = Ãt + δid

in eine generische Situation versetzt, mit der ker Ãδt 6= {0} für eine lediglich endliche Anzahl an
Punkten t1, . . . , tk ∈ O. De�niert man nun für jeden dieser Punkte eine quadratische Form durch

Γ(Ãδ, tj) =
∫ 1

0

〈 d
dt
St(x)· , · 〉dx |ker eAδtj

so ist letztlich wegen der Resultate aus [RS95]

ispec(γ) = −
k∑
j=1

sgn(Γ(Ãδ, tj))

Zur Behandlung des konjugierten Index kann mit dem Operator (7.4.9) für z = t + i· s, so dass
A−1
z de�niert und beschränkt ist

dAzA−1
z :=

∂

∂t
SzA−1

z dt+ i
∂

∂s
SzA−1

z ds

de�niert werden. Hiermit kann der konjugierte Index als Kurvenintegral

icon(γ) = − 1
2πi

∫
∂O

tr(dAzA−1
z ) (7.4.11)
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dargestellt werden. Wegen der topologischen Natur des Brouwerschen Abbildungsgrades kann nun
obige Störung von Ãt ohne Veränderung des Abbildungsgrades auf diese Situation angewendet
werden, und man erhält unter Verwendung der elementaren Eigenschaften des Abbildungsgrades

icon(γ) = −
k∑
j=1

1
2πi

∫
∂Dj

tr(dAδz(Aδz)−1)

wobeiDj hinreichend kleine Kreisscheiben um tj sind. Es genügt also schlieÿlich die Gleichheit der
einzelnen Summanden zu zeigen, was sich als rein funktionalanalytisches Problem herausstellt,
allerdings trotz dieser Reduktion auf einen einfach erscheinenden Fall durchaus mit erheblichem
Aufwand verbunden ist.
7.4.14 Bemerkung. Mit dem Index Theorem von Musso, Pejsachowicz und Portaluri ist der Be-
gri� des Spektral�usses in die Theorie semi-Riemannscher Geodäten eingebracht worden. Das
wesentliche Resultat der Arbeit [FPR99] besteht neben einer alternativen De�nition des Spek-
tral�usses in der Anwendung auf gewisse Bifurkationen von Operatorfamilien. Hierauf hat die
Diskussion des Spektral�usses in [MPP05] und [PPT04] die Möglichkeit gegeben �Bifurkationen
von Geodäten� zu untersuchen:
7.4.15 De�nition. Es sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, γ : [a, b] → M eine
Geodäte. Ein Punkt t0 ∈ (a, b) heiÿt Bifurkationspunkt für γ, falls eine Folge γn : [a, b] → M

von Geodäten in M und eine Folge {tn}n∈N ⊂ (a, b) existiert, so dass
1. γn(a) = γ(a) für alle n ∈ N.
2. γn(tn) = γ(tn) für alle n ∈ N.
3. γ′n(a) → γ′(a), n→∞.
4. tn → t0, n→∞.
Man beachte, dass wegen (2) und (4) auch γn(tn) → γ(t0) für n→∞. Zudem erhält man aus

dem Umkehrsatz, dass jeder Bifurkationspunkt bereits ein konjugierter Punkt ist und im Rahmen
der klassischen Indextheoreme kann auch die Umkehrung dieser Aussage gezeigt werden. Für die
allgemeine Theorie semi-Riemannscher Geodäten stellt sich diese De�nition aber als besonders
interessant heraus, da man zeigen kann, dass eine Veränderung der im Morse Index Theorem zu
einer Geodäte zugeordneten Indizes auf einem Teilstück der Geodäte bewirken, dass innerhalb
des Teilstückes ein Bifurkationspunkt aufzu�nden ist. Die Indizes im Morse Index Theorem be-
rücksichtigen nach De�nition nicht jeden konjugierten Punkt entlang der betrachteten Geodäte.
Mit diesem Resultat ist aber zumindest eine Teilmenge der konjugierten Punkte bestimmt, die
eine geometrisch anschauliche Bedeutung haben und auf deren Existenz aus den Indizes des Mor-
se Index Theorems geschlossen werden kann. Damit ist die Untersuchung solcher Bifurkationen
in das Interesse der semi-Riemannschen Geometrie gerückt (vgl. z.B. auch [PP05], [GGP04]).
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Teil IV

Der Spektralindex als Windungszahl
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Kapitel 8

Alternative De�nition des

Spektral�usses

In diesem Kapitel werden die in Abschnitt 4.2 dargestellten Erkenntnisse zur Topologie gewis-
ser Räume von Operatoren aus dem zweiten Teil der Arbeit zu einer weiteren De�nition des
Spektral�usses verwendet. Hierzu wird in einem ersten Abschnitt zunächst ein kurzer Überblick
über die Resultate gegeben, an denen diese Darstellung orientiert ist. Anschlieÿend wird mit der
verallgemeinerten Windungszahl ein für diese De�nition des Spektral�usses wesentliches Hilfs-
mittel de�niert, bevor schlieÿlich die eigentliche nun topologische De�nition des Spektral�usses
im letzten Abschnitt dieses Kapitels betrachtet wird.
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8.1 Ein kurzer Überblick über Resultate von Booss und Wo-
jciechowski

In [BW85] wird im ersten Kapitel eine auf [APS76] aufbauende, aber von den bisherigen De�-
nitionen abweichende Darstellung des Spektral�usses für geschlossene Wege selbstadjungierter
total inde�niter Fredholmoperatoren auf komplexen Hilberträumen gegeben. Die grundlegende
Veränderung besteht in der Ausnutzung der Bijektivität der Abbildungen aus 4.2.12, was nun
bei Betrachtung der Fundamentalgruppe von grosser Bedeutung ist. Da dies die grundlegende
Idee für sämtliche folgende Ergebnisse zum Spektral�uss ist, sollen die Konstruktionen hier zu-
nächst skizziert werden. Um die Darstellung etwas zu vereinfachen sei angenommen das jeder
betrachtete Weg A : S1 → F̂ stets A(0) = A(1) ∈ J erfüllt.
Grundlage sind die Deformationen aus dem Abschnitt 4.2.2. Mit ihnen lässt sich jeder Abbildung
A : S1 → F̂∗ eine Abbildung g : (S1, 1) → (U(n), id) zuweisen, mit der kanonisch ein Element

a-ind(A) ∈ K−1(S1)

de�niert werden kann. Wegen der Verwendung von Homotopieäquivalenzen hängt hierbei a-indA
insbesondere nur von der Homotopieklasse in π1(F̂∗, J) ab. Desweiteren liefert einem aber der
Chern-Charakter einen Isomorphismus

ch : K−1(S1) → H1(S1) ∼= Z

wobei die Identi�zierung mit Z durch Auswerten auf der Fundamentalklasse bezüglich der kano-
nischen Orientierung von S1 gegeben ist. Der Chern-Charakter lässt sich beschreiben als Win-
dungszahl deg(g), wobei die Abbildung g : S1 → U(n) zunächst zu einer Abbildung g̃ : S1 → S1

deformiert wird. Hiermit erhält man schlieÿlich ein Diagramm von Isomorphismen

π1(F̂∗, J) //

a-ind

��

π1(S1, 1)

deg

��
K−1(S1) ch // Z

und durch Auswerten der Abbildung für einen besonders handlichen Erzeuger von π1(F̂∗, J)
erhält man schlieÿlich das fundamentale Resultat

sf(At) = deg(g) = ch(a-ind(At))[S1]

womit der Spektral�uss zum einen als Windungszahl einer Abbildung S1 → S1 beschrieben
werden kann, andererseits (und das ist der entscheidende Punkt in der Arbeit von Booss und
Wojciechowski) aber auch als virtuelles Bündel über S2. In der (späteren) Arbeit von Phillips
[Phi96] wird zudem analog die Darstellbarkeit des Spektral�usses als Windungszahl wie eben
beschrieben im komplexen Fall bemerkt.
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8.2 Verallgemeinerte Windungszahl

Es sei H ein komplexer Hilbertraum und man betrachte den im Abschnitt 4.1 de�nierten Raum

U(∞) = lim
n→∞

U(n) mit U(n) = {U = id+A ∈ U(H) : A ∈ L(Hn)}

Für U = id+A ∈ U(∞) bezeichne

tr(U − id) =
∑
j

λj(A), det(U) =
∏
j

(1 + λj(A))

die Spur und die Determinante (vgl. hierzu etwa [GGK90]). Diese Ausdrücke können be-
kanntlich für jeden Operator endlichen Ranges de�niert werden, es ist aber ebenso bekannt, dass
man durch sie bei Verwendung der Normtopologie im Allgemeinen keine stetigen Abbildungen
erhält. Dieser Mangel wird nun durch die hier vorliegende schwache Topologie behoben.

8.2.1 Lemma. det : U(∞) → C und tr : U(∞) → C sind stetig.

Beweis. Wegen der schwachen Topologie auf U(∞) genügt es die Stetigkeit der Abbildungen
auf jedem der Räume U(n) zu zeigen, die nach De�nition weiterhin die von der Normtpologie
induzierten Topologien tragen. Ist nun A ∈ U(n) gegeben, so �ndet man wegen 1.2.14 aber zu
jedem ε > 0 ein δ > 0, so dass für alle B ∈ U(n) mit ‖B −A‖ < δ stets

max
µ∈σ(B),λ∈σ(A)

|µ− λ| < ε

womit die Stetigeit der Abbildungen auf U(n) unmittelbar einzusehen ist.

Hiermit induziert die Determinante nun einen Homomorphismus

det∗ : π1(U(∞), id) → π1(S1, 1)

und nach Komposition mit dem durch die gewöhnliche Windungszahl gegebenen Isomorphis-
mus deg : π1(S1, 1) → Z kann man de�nieren

8.2.2 De�nition. Die Abbildung

w : π1(U(∞), id) → Z, w = deg ◦det∗

heiÿt die verallgemeinerte Windungszahl.

8.2.3 Lemma. Die verallgemeinerte Windungszahl ist ein Isomorphismus.

Beweis. Wegen π1(U(∞), id) ∼= Z genügt es einen geschlossenen Weg γ durch id mit w(γ) = 1
anzugeben. Hierfür seien mit der zur De�nition von U(∞) gewählten Orthonormalbasis {ek}k∈Z
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• P1 die Orthogonalprojektion auf span{ek : k 6= 0}

• P0 die Orthogonalprojektion auf span{e0}

Man betrachte den Weg

γ : [−1, 1] → U(∞), γ(t) = P1 + eπi(1+t)P0

Damit ist aber o�enbar

det(γ(t)) = eπi(1+t) ∈ S1, t ∈ [−1, 1]

womit insgesamt w(det ◦γ) = 1 ∈ Z.
Es soll eine weitere Darstellung der verallgemeinerten Windungszahl angegeben werden.

8.2.4 Lemma. Es sei A ∈ π1(U(∞), id) ein Weg mit A ∈ C1([0, 1], U(∞)). Dann ist

w(A) =
1

2πi

∫ 1

0

tr(A−1(t)A′(t))dt

Beweis. Wegen der schwachen Topologie auf U(∞) existiert ein n ∈ N mit A([0, 1]) ⊂ U(n) und
nach De�nition der Determinante kann nun jedes A(t) als gewöhnliche n × n-Matrix aufgefasst
werden. Ist nun A(t) = (b1(t), . . . , bn(t)) mit den Spaltenvektoren bi(t) der Matrix, so ist zunächst

d

dt
detA(t) =

n∑
i=1

det(b1(t), . . . , b′i(t), . . . , bn(t))

= det(A(t))
n∑
i=1

det(A(t)−1(b1(t), . . . , b′i(t), . . . , bn(t)))

= det(A(t))
n∑
i=1

det(e1, . . . , (A(t)−1b′i(t))i, . . . , en)

= det(A(t))
n∑
i=1

(A(t)−1A′(t))ii

= det(A(t)) tr(A(t)−1A′(t))

Nach De�nition der verallgemeinerten Windungszahl ist nun die gewöhnliche Windungszahl der
Funktion

[0, 1] 3 t 7→ det(A(t)) ∈ S1

zu berechnen. Nach De�nition der Windungszahl erhält man aber

w(A) =
1

2πi

∫ 1

0

1
detA(t)

d

dt
detA(t) dt =

1
2πi

∫ 1

0

tr(A(t)−1A′(t))dt
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8.2.5 Bemerkung. In dem im vorigen Abschnitt erwähnten Artikel [BW85] wird statt der hier
verwendeten Determinante jedes Element g ∈ π1(U(∞)) in eine Abbildung S1 → U(1) ' S1

deformiert, womit die gleiche Abbildung auf π1(U(∞)) erhalten wird. Die hier gewählte De-
�nition der verallgemeinerten Windungszahl entstammt natürlich der analogen De�nition des
Isomorphismus π1(U(n)) ∼= Z.
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8.3 Übertragung auf allgemeine Wege reeller Fredholmope-
ratoren auf reellen Hilberträumen

Das Ziel folgender Konstruktionen ist die Übertragung der in 8.1 skizzierten Ideen auf nicht
notwendig geschlossene Wege selbstadjungierter total inde�niter Fredholmoperatoren in reellen
Hilberträumen. Hierzu sollen zwei mögliche Konstruktionen zur Behandlung nicht notwendig
geschlossener Wege vorgestellt werden, die hier in Hinblick auf Anwendung auf den Spektralindex
semi-Riemannscher Geodäten nur für reelle Hilberträume präsentiert werden, aber ebenso auch
im komplexen Fall angewendet werden können.
Es sei von nun an H stets ein reeller Hilbertraum. Zudem sei an dieser Stelle noch einmal an den
Basispunktraum

J = {J = 2P − 1 ∈ L(H) : P Orthogonalprojektion ,dim ker(P ) = dim im(P ) = ∞}

erinnert, dessen Kontrahierbarkeit bereits durch 4.2.17 gezeigt wurde. Im Folgenden werden die
Bezeichnungen aus Abschnitt 4.2 übernommen.
Es erweist sich als sinnvoll zunächst die Übertragung der Ideen von Booss und Wojciechowski
auf den reellen Fall zu erläutern. Man benötigt hierzu das folgende Resultat

8.3.1 Lemma. Für jedes J ∈ J ist die kanonische Abbildung

ι∗ : π1(F̂(∞), J) → π1(F̂(∞), JC)

ein Isomorphismus1.

Beweis. Man betrachte das Diagramm

π1(F̂(∞), J)

sf
%%JJJJJJJJJJ
ι∗ // π1(F̂(∞)C, JC)

sf
yyrrrrrrrrrrr

Z

Mit den Resultaten aus Abschnitt 4.2 bestehen von den Inklusionen induzierte Isomorphismen

π1(F̂(∞), J) ∼= π1(F̂∗(H), J) ∼= Z

π1(F̂(∞), JC) ∼= π1(F̂∗(HC), JC) ∼= Z

womit sich nun mit 4.4.5 und der ersten Bemerkung in Abschnitt 4.6 die als Spektral�uss an-
gegebenen Abbildungen in obigem Diagramm als Isomorphismen herausstellen. Die Behauptung
folgt nun mit der wegen 4.6.1 gewährleisteten Kommutativität des Diagrammes.

1Hier bezeichne F̂(∞) sowohl den entsprechenden Teilraum der selbstadjungierten Fredholmoperatoren auf H

als auch auf HC!
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Hiermit hat man eine Sequenz von Isomorphimen

π1(F̂∗, J) //

∼=

���
�
�

π1(F̂(∞), J)
ι∗ // π1(F̂(∞), JC)

exp(πi(·+id))∗
��

Z π1(U(∞), id)woo π1(Ũ(∞), id)oo

(8.3.1)

in der die erste Abbildung der oberen Zeile durch die Deformationen aus Abschnitt 4.2.2
gegeben ist2 und die erste Abbildung der unteren Zeile in 4.2.8 erläutert ist. Insbesondere sind
die Umkehrabbildungen dieser Abbildungen von den Inklusionen induziert.
Zur Vereinfachung der Schreibweise bei der Behandlung der Sequenz (8.3.1) wird von nun an die
Komplexi�zierung eines Operators mit dem gleichem Symbol wie der Operator bezeichnet.
Um die Gleichheit des Isomorphismus (8.3.1) mit dem Spektral�uss nachzuweisen, genügt es die
Gleichheit auf einem Erzeuger von π1(F̂∗, J) nachzuweisen.
Dazu betrachte man den Weg L = L1 ∗ L2 ∈ π1(F̂∗, J), wobei

L1 : [−1, 1] → F̂(∞), L1(t) = P+ − P− + tP0

mit Orthogonalprojektoren P+, P−, P0 ∈ L(H) mit P+ +P− +P0 = idH , P+−P−−P0 = J und
dim imP0 = 1 sowie L2 ein beliebiger Weg in J ist, der P++P0−P− ∈ J und P+−(P−+P0) ∈ J
verbindet. Nun ist aber wegen J ⊂ GL(H) mit 4.3.25 und 4.3.27

sf(L) = sf(L1)

= dim(imE−(L1(−1)) ∩ kerE−(L1(1)))− dim(imE−(L1(1)) ∩ kerE−(L1(−1))) = 1

Betrachtet man andererseits die Windungszahl, so ist aber mit exp(πi(L2 + id)) ≡ id

[exp(πi(L+ id))] = [exp(πi(L1 + id)) ∗ exp(πi(L2 + id))]

= [exp(πi(L1 + id))] ∈ π1(Ũ(∞), J)

Mit

exp(πi(L1(t) + id)) = exp(πi(P+ − P− + tP0 + id)) = exp(πi(P+ − P− − P0 + (1 + t)P0 + id))

= exp(πi(2P+ − id+ (1 + t)P0 + id) = exp(πi(2P+ + (1 + t)P0))

= exp(2πiP+) exp(πi(1 + t)P0) = exp(πi(1 + t)P0) = id+ (eπi(1+t) − 1)P0

= P+ + P− + eπi(1+t)P0

ist dieser Weg aber bereits ein Element in π1(U(∞), J) und als solcher wurde seine Windungszahl
bereits im Beweis von 8.2.3 berechnet. Man erhält damit

w([exp(πi(L1 + id))]) = 1 ∈ Z

2Die Bekanntheit dieser Deformationen wird im Folgenden vorausgesetzt.
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und folglich ist die Gleichheit der obigen Sequenz (8.3.1) von Isomorphismen mit dem Spektral-
�uss nachgewiesen und damit die Konstruktion von Booss und Wojciechowski auf den reellen Fall
übertragen. Insbesondere ist die Sequenz damit unabhängig von der zur De�nition von U(∞)
benötigten Wahl einer Orthonormalbasis von H.

Es sei jetzt L : [a, b] → F̂∗ ein Weg mit invertierbaren Endpunkten. Desweiteren werde für
T ∈ F̂∗ mit T̃ ∈ F̂(∞) stets das Bild dieses Elementes unter den der ersten Zeile der Sequenz
(8.3.1) zugrundeliegenden Abbildungen bezeichnet. Es sollen nun zwei topologische Möglichkeiten
der Berechnung des Spektral�usses vorgestellt werden.

Die Methode der unsichtbaren Schlieÿung Hierzu wähle man einen beliebigen Weg L1 :
[0, 1] → F̂∗ ∩GL(H) mit L1(0) = L(b) und L1(1) = L(a), so dass ein t0 ∈ [0, 1] mit L1(t0) ∈ J
existiert. Damit ist Lc = L ∗ L1 : I → F̂∗ ein geschlossener Weg mit Lc(I) ∩ J 6= ∅ und der
Spektral�uss dieses Weges kann folglich mittels der obigen topologischen Konstruktion berechnet
werden. Wegen 4.3.25 ist sf(L ∗ L1) = sf(L) und daher liefert dieses Vorgehen den Spektral�uss
des ursprünglichen Weges L und ist zudem unabhängig von der speziellen Wahl der unsichtba-
ren Schlieÿung L1.

Somit ist prinzipiell die Möglichkeit der topologischen Darstellung des Spektral�usses für nicht
notwendig geschlossene Wege gegeben. Es ist aber unmittelbar einsichtig, dass dieses Vorgehen in
Hinblick der zu wählenden unsichtbaren Schlieÿung im Allgemeinen nicht sonderlich ökonomisch
ist. Der Aufwand hierfür kann aber durch eine einfache Überlegung deutlich verringert werden.

Die Methode der reduzierten unsichtbaren Schlieÿung Man wähle beliebige Elemen-
te J1, J2 ∈ J und Wege L1, L2 : I → F̂∗ ∩ GL(H) mit L1(0) = J1, L1(1) = L(a), L2(0) =
L(b), L2(1) = J2. Der zusammengesetzte Weg Lrc = L1 ∗ L ∗ L2 heiÿe eine reduzierte un-
sichtbare Schlieÿung von L. Eine entscheidende Beobachtung ist nun, dass der Raum J unter
sämtlichen in der oberen Zeile der Sequenz (8.3.1) vorzunehmenden Deformationen fest bleibt,
so dass also J̃ = JC für alle J ∈ J . Damit de�niert insbesondere bereits exp(iπ(L̃rc + id)) ein
Element in π1(Ũ(∞), id) und die Behauptung ist nun, dass dieses Element unter den verbleiben-
den Isomorphismen der Sequenz (8.3.1) bereits den Spektral�uss der ursprünglichen Familie L
liefert.
Aus der Methode der unsichtbaren Schlieÿung erhält man zunächst, dass mit einem beliebigen
Weg L3 : I → F̂∗ ∩ GL(H) mit L3(0) = Lrc(1) = J2, L3(1) = Lrc(0) = J1 die Anwendung der
Abbildungen aus (8.3.1) auf Lrc ∗L3 den Spektral�uss von L liefern. Wegen des Wegzusammen-
hangs von J kann aber der Weg L3 ganz in J verlaufend gewählt werden, und wird in diesem
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Fall vollständig auf id ∈ Ũ(∞) abgebildet. Damit ist

[exp(πi( ˜Lrc ∗ L3 + id))] = [exp(πi(L̃rc + id)) ∗ exp(πi(L3 + id))]

= [exp(πi(L̃rc + id)] ∈ π1(Ũ(∞), id)

und folglich der Spektral�uss von L bereits durch Anwendung des verbleibenden Teils der Se-
quenz auf [exp(πi(L̃rc + id)] ∈ π1(Ũ(∞), id) gegeben. Insbesondere ist die Konstruktion damit
auch unabhängig von den gewählten Wegen L1 und L2.

Aus dieser Konstruktion erhält man eine Folgerung die es sich lohnt gesondert zu formulieren.
8.3.2 Bemerkung. Für jeden Weg L : I → F̂∗ ∩GL(H) mit L(0), L(1) ∈ J ist

[exp(πi(L̃+ id))] = id ∈ π1(Ũ(∞), id)

Wegen der Überlegungen zur reduzierten unsichtbaren Schlieÿung ist das Element [exp(πi(L̃rc+
id))] ∈ π1(Ũ(∞), id) unabhängig von den gewählten Wegen L1 und L2. Hiermit ist folgende De-
�nition sinnvoll.
8.3.3 De�nition. Es sei L : I → F̂∗ ein Weg mit invertierbaren Endpunkten. Mit einer redu-
zierten unsichtbaren Schlieÿung Lrc von L heiÿe

[exp(πi(L̃rc + id))] ∈ π1(Ũ(∞), id)

die Spektralklasse von L.
Damit ist also jedem Weg ein Element in π1(Ũ(∞), id) zugeordnet, das durch den Spektral-

�uss der Familie bestimmt ist. Man kann nun 8.2.4 anwenden und so eine Integraldarstellung für
den Spektral�uss erhalten.
8.3.4 Folgerung. Es sei L : I → F̂∗ ein Weg mit invertierbaren Endpunkten und es be-

zeichne L̂ ∈ π1(Ũ(∞), id) die Spektralklasse von L. Mit dem Isomorphismus π1(Ũ(∞), id) ∼=
π1(U(∞), id) ist dieser Weg homotop zu einem geschlossenen Weg L̂ : [0, 1] → U(n), der zudem
nach weiterer Deformation als glatt angenommen werden kann. Dann ist

sf(L) =
1

2πi

∫ 1

0

tr(L̂−1(t)L̂′(t))dt

8.3.5 Bemerkung. In der Darstellung des Spektral�usses mittels (8.3.1) sind zur Bildung der
reduzierten unsichtbaren Schlieÿung zwei Wege zu wählen, die jeweils einen Endpunkt des be-
trachteteten Weges mit einem Element in J verbinden. Die Existenz dieser Wege erhält man
unmittelbar aus dem Wegzusammenhang von F̂∗ ∩GL(H), bisher ist aber keinerlei Bemerkung
zu ihrer Konstruktion gemacht worden. Eine Möglichkeit besteht darin den zu betrachtenden
Weg zunächst den notwendigen Deformationen zu unterwerfen, so dass er sich in F̂(∞) be�ndet.
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Betrachtet man nun einen der invertierbaren Endpunkte dieses Weges3, so kann wegen der Of-
fenheit der Resolventenmenge eine Homotopie H : I × R → R gewählt werden, die das gesamte
Spektrum dieses Operators auf das aus 1 und −1 bestehende essentielle Spektrum des Operators
deformiert. Eine solche Homotopie induziert einen Weg in F̂(∞) der den betrachteten Endpunkt
des deformierten Weges mit J verbindet. Aus der De�nition der reduzierten unsichtbaren Schlie-
ÿung ist unmittelbar einzusehen, dass die Verwendung dieser Wege ebenfalls die Spektralklasse
des ursprünglichen Weges liefert.

Auch wenn sie für den hier behandelten Kontext nicht sonderlich wichtig erscheint, soll auch
die Idee der Identi�zierung des Spektral�usses mit dem Chern-Charakter eines gewissen virtuellen
Bündels wie in [BW85] kurz in dem hier gescha�enen Zusammenhang erläutert werden.
Bekanntlich liefert jede Abbildung g : (S1, 1) → (U(∞), id) durch Verkleben der trivialen Bündel
auf oberer und unterer Hemisphäre entlang des Äquators mittels dieser ein Bündel Eg über
ΣS1 = S2.
8.3.6 Lemma. Es existiert ein kanonischer Gruppenisomorphismus

F : π1(Ũ(∞), id)
∼=−→ K−1(S1)

Beweis. Wegen 4.2.8 ist π1(Ũ(∞), id) ∼= π1(U(∞), id). Die verbleibende Abbildung ist durch das
obige Verkleben trivialer Bündel induziert. Ihre Bijektivität ist beispielsweise in [Swi02, 11.40-
11.43] bewiesen.

Es sei L : [a, b] → F̂∗ ein Weg mit invertierbaren Endpunkten.
8.3.7 De�nition. Das Bild a-ind(L) der Spektralklasse von L unter F heiÿe der analytische
Index von L.

Mit dieser De�nition ist also jedem, in dem hier behandelten Sinne geeigneten, Weg ein
virtuelles Bündel über S2 zugeordnet, das nun mit dem Spektral�uss des Weges in Verbindung
gebracht werden kann.
8.3.8 Satz. Die Evaluation des Chern-Charakters des analytischen Index auf der Fundamental-

klasse der S1 bezüglich der kanonischen Orientierung ist der Spektral�uss

sf(L) = ch(a-ind(L))[S1]

Beweis. O�enbar ist ch([Eg]−n) = c1(Eg) ∈ H2(S2,Z) wobei c1 die erste Chern-Klasse bezeich-
ne. Aus [McDSa98, S. 75-78] erhält man nun, dass c1(Eg)[S1] die Windungszahl der Determinante
von g und folglich mit (8.3.1) der Spektral�uss von L ist.

3Unter den hier betrachteten Deformationen von F̂∗ wird F̂∗ ∩GL(H) in sich abgebildet.
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Kapitel 9

Die Spektralklasse perturbierter

semi-Riemannscher Geodäten

Im vorigen Abschnitt wurde eine Darstellung des Spektral�usses angegeben, die es erlaubt (theo-
retisch) für jeden Weg selbstadjungierter total inde�niter Fredholmoperatoren den Spektral�uss
zu berechnen. Insbesondere sind hierbei die Schritte zum Erhalt der Spektralklasse recht ex-
plizit angebbar. Wie bei allen bisherigen De�nitionen des Spektral�usses ist aber dennoch kein
Rahmen gescha�en, der es erlaubt für einen konkret auf einem Hilbertraum gegebenen Weg
selbstadjungierter total inde�niter Fredholmoperatoren direkt seinen Spektral�uss aufzuschrei-
ben. Die Übertragung der grundlegenden Idee von Booss und Wojciechowski auf nicht notwendig
geschlossen Wege erfolgte hier vor dem Hintergrund einer neuen Darstellung des Spektralindex
für perturbierte Geodäten auf semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten. Im Grunde kann der bis-
her dargestellte Zugang natürlich als solcher dienen, dennoch hat man aber in diesem Fall statt
eines allgemeinen Weges selbstadjungierter Fredholmoperatoren mit (7.4.4) immerhin eine recht
genaue Darstellung des Weges quadratischer Formen, deren Riesz-Darstellungen nach De�nition
zur Berechnung des Spektralindex verwendet werden. Demnach wird man versuchen diese Riesz-
Darstellungen der Operatoren zu berechnen, um hiermit eventuell genauere Aussagen über das
Spektrum tre�en zu können und mit diesen Erkenntnissen die Berechnung der Spektralklasse zu
vereinfachen.
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9.1 Der darstellende Operator

9.1.1 Berechnung des darstellenden Operators

Es sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit vom Index ν und γ : [0, 1] → M eine
p-Geodäte. Man betrachte den Weg der quadratischen Formen (7.4.4)

ĥt(u) =
∫ 1

0

〈Ju′(x), u′(x)〉dx−
∫ 1

0

〈St(x)u(x), u(x)〉dx, u ∈ H1
0 (I,Rn)

Zunächst soll der Weg der Riesz-Darstellungen dieser quadratischen Formen bestimmt wer-
den, wobei wie gewöhnlich das Skalarprodukt 6.2.4 mit t0 = 0 verwendet wird. Man erhält nun
unter Verwendung von 6.2.10

ĥt(u) =
∫ 1

0

〈Ju′(x), u′(x)〉dx−
∫ 1

0

〈St(x)u(x), u(x)〉dx

=
∫ 1

0

〈Ju′(x), u′(x)〉dx+
∫ 1

0

〈
∫ x

0

St(τ)u(τ)dτ + c1, u
′(x)〉dx

=
∫ 1

0

〈Ju′(x) +
∫ x

0

St(τ)u(τ)dτ + c1, u
′(x)〉dx

Folglich genügt es aber eine Stammfunktion F von Ju′(x) +
∫ x
0
St(τ)u(τ)dτ + c1 anzugeben,

die zudem die Randbedingungen F (0) = F (1) = 0 erfüllt. Eine Stammfunktion ist aber durch

Ju(x) +
∫ x

0

∫ s

0

St(τ)u(τ)dτds+ c1x+ c2

mit c1, c2 ∈ R gegeben und die zu erfüllenden Randbedingungen erfordern c2 = 0 und

c1 =
∫ 1

0

∫ s

0

St(τ)u(τ)dτds

Somit erhält man als Riesz-Darstellung des Weges quadratischer Formen

Lt : H1
0 (I,Rn) → H1

0 (I,Rn),

(Ltu)(x) = Ju(x) +
∫ x

0

∫ s

0

St(τ)u(τ)dτds− x

∫ 1

0

∫ s

0

St(τ)u(τ)dτds
(9.1.1)

9.1.1 Bemerkung. Mit dem in (6.2.5) de�nierten Projektionsoperator p : H1(I,Rn) → H1
0 (I,Rn)

ist unmittelbar einzusehen, dass

p(Ju(x) +
∫ x

0

∫ s

0

St(τ)u(τ)dτds) = (Ltu)(x), u ∈ H1(I,Rn)
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9.1.2 Eigenschaften und Spektrum
Man betrachte nun Lt : H1

0 (I,Rn) → H1
0 (I,Rn) mit (Ltu)(x) = Ju(x) + (K1

t u)(x) − (K2
t u)(x)

wobei

(K1
t u)(x) =

∫ x

0

∫ s

0

St(τ)u(τ)dτds

(K2
t u)(x) = x

∫ 1

0

∫ s

0

St(τ)u(τ)dτds

Desweiteren sei nun stets 1 ≤ ν ≤ n − 1. Damit ist aber o�enbar J ∈ J ⊂ GL(H1
0 (I,Rn))

und wegen des Beweises von 7.4.7 zudem K1
t − K2

t ∈ K(H1
0 (I,Rn)). Eine unmittelbare, aber

ebenso wichtige Erkenntnis ist nun, dass Lt als Weg ein konstanter invertierbarer Operator ist,
der durch einen Weg kompakter selbstadjungierter Operatoren gestört wird. Es lassen sich nun
die folgenden Beobachtungen machen

• Unabhängig von t ∈ [0, 1] ist stets σess(Lt) = {−1,+1}.

• Man erhält aus (7.4.5) S0 = 0 und folglich ist (L0u)(x) = Ju(x), also insbesondere L0 ∈ J .

• Wegen 4.3.27 hängt der Spektral�uss des Weges Lt nur von den Endpunkten L0, L1 ∈
GL(H1

0 (I,Rn)) ab und ist durch

sf(Lt) = µrel(L0, L1) = dim(imE−(L0) ∩ kerE−(L1))− dim(imE−(L1) ∩ kerE−(L0))

gegeben.

Man beachte, dass die kompakten Operatoren K1
t ,K

2
t einzeln betrachtet keine Operatoren

auf H1
0 (I,Rn) de�nieren. In der Ho�nung genauere Aussagen über das Spektrum von Lt zu

gewinnen, soll nun diese Familie von Operatoren auf dem gröÿeren Raum H1(I,Rn) betrachtet
werden, auf dem eine Zerlegung in die drei Summanden möglich ist. Bedauerlicherweise verliert
man hierbei die Selbstadjungiertheit der Operatoren. Neben der weiterhin gültigen Stetigkeit
der Operatoren auf H1(I,Rn) soll insbesondere gezeigt werden, dass die Fortsetzung von Lt auf
H1(I,Rn) weiterhin eine Störung eines konstanten invertierbaren Operators durch eine Familie
kompakter Operatoren ist. Im Folgenden wird die Fortsetzung eines Operators auf H1(I,Rn)
durch das Symbol ·̂ von dem ursprünglich betrachteten Operator unterschieden.

9.1.2 Lemma. Die Operatoren

K̂i
t : H1(I,Rn) → H1(I,Rn), i = 1, 2

sind für jedes t ∈ [0, 1] kompakt.

Beweis. Man betrachte zunächst K̂1
t . Es ist unter Verwendung des Skalarproduktes 6.2.3 für
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u ∈ H1(I,Rn)

‖K̂1
t u‖2H1(I,Rn) = ‖

∫ x

0

∫ s

0

St(τ)u(τ)dτds‖2H1(I,Rn)

=
∫ 1

0

‖
∫ x

0

∫ s

0

St(τ)u(τ)dτds‖2dx+
∫ 1

0

‖
∫ x

0

St(τ)u(τ)dτ‖2dx

≤
∫ 1

0

(∫ x

0

∫ s

0

‖St(τ)‖‖u(τ)‖dτds
)2

dx+
∫ 1

0

(∫ x

0

‖St(τ)‖‖u(τ)‖dτ
)2

dx

≤ ‖St‖2∞‖u‖2∞
∫ 1

0

1
4
x4 + x2dx =

23
60
‖St‖2∞‖u‖2∞ ≤ c‖u‖2∞

und folglich K̂1
t : C(I,Rn) → H1(I,Rn) stetig. Da aber wegen 6.2.14 die EinbettungH1(I,Rn) ↪→

C(I,Rn) kompakt ist, erhält man insgesamt die Kompaktheit des Operators

K̂1
t : H1(I,Rn) → H1(I,Rn)

Für K̂2
t : H1(I,Rn) → H1(I,Rn) ist rk(K̂2

t ) ≤ n für alle t ∈ [0, 1] und somit sind diese Operato-
ren insbesondere kompakt.

O�enbar ist für alle t ∈ [0, 1]

im(L̂t) ⊂ H1
0 (I,Rn)

und da auch bei Betrachtung der Operatoren auf H1(I,Rn) das essentielle Spektrum stets durch
{−1, 1} gegeben ist, erhält man aus der de�nierenden Gleichung eines Eigenwertes die Beziehung

σ(L̂t) = σ(Lt), t ∈ [0, 1]

Hiermit kann also das Spektrum des Operators Lt ebensogut auf dem grösseren Raum
H1(I,Rn) untersucht werden. Da folgende Betrachtungen sich ausschlieÿlich auf das Spektrum
konzentrieren, soll obige Unterscheidung der Operatoren nach zugrundeliegendem Hilbertraum
nicht weiter verwendet werden.

9.1.3 Lemma. σ(J +K1
t ) = σess(J +K1

t ) = {−1, 1} für alle t ∈ [0, 1]

Beweis. Es sei λ 6= −1, 1 und u ∈ H1(I,Rn) mit

Ju(x) +
∫ x

0

∫ s

0

St(τ)u(τ)dτds = λu(x)

Man de�niere M := supx,t∈[0,1] ‖St(x)‖ und N(λ) := ‖(J −λid)−1‖ und hiermit soll induktiv die
Ungleichung

‖u(x)‖ ≤ MnN(λ)n‖u‖∞
n!

xn, x ∈ [0, 1], n ∈ N (9.1.2)
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gezeigt werden. Damit ist natürlich u = 0 und folglich λ /∈ σ(J +K1
t ).

Wegen λ 6= −1, 1 ist nun zunächst J − λid ∈ Gl(n,R) und folglich

u(x) + (J − λid)−1

∫ x

0

∫ s

0

St(τ)u(τ)dτds = 0 (9.1.3)

Damit ist aber

‖u(x)‖ ≤ ‖(J − λid)−1‖
∫ x

0

∫ s

0

‖St(τ)‖‖u(τ)‖dτds

≤ N(λ)M‖u‖∞
1
2
x2 ≤ N(λ)M‖u‖∞x, x ∈ [0, 1]

und die Aussage gilt für n = 1. Ist nun die Gültigkeit für ein n ∈ N vorausgesetzt, so erhält man
für x ∈ [0, 1] aus (9.1.3)

‖u(x)‖ ≤ ‖(J − λid)−1‖
∫ x

0

∫ s

0

‖St(τ)‖‖u(τ)‖dτds ≤ N(λ)M
∫ x

0

∫ s

0

‖u(τ)‖dτds

≤ Mn+1N(λ)n+1‖u‖∞
n!

∫ x

0

∫ s

0

τndτds

=
Mn+1N(λ)n+1‖u‖∞

(n+ 1)!
1

n+ 2
xn+2 ≤ Mn+1N(λ)n+1‖u‖∞

(n+ 1)!
xn+1

Damit ist aber die Ungleichung (9.1.2) nachgewiesen und wegen obiger Bemerkung die Aussage
bewiesen.
9.1.4 Folgerung. Es ist σ(K1

t ) = {0} für alle t ∈ [0, 1].

Beweis. Mit einem vollkommen analogen Beweis kann gezeigt werden, dass stets σ(id +K1
t ) =

σess(id+K1
t ) = {1}. Die Behauptung folgt aus σ(K1

t ) = σ(id+K1
t )− 1.

Wie bereits bemerkt ist rk(K2
t ) ≤ n für jedes t ∈ [0, 1]. Wegen 9.1.3 hat man damit zunächst

das an sich interessante Resultat, dass im Fall des Weges der darstellenden Operatoren der Hes-
seschen semi-Riemannscher Geodäten sämtliche Verantwortung für nicht verschwindenden Spek-
tral�uss bei einem Operator endlichen Ranges liegt. Diese Beobachtung gipfelt nun in der Fra-
gestellung ob dies weitere Aussagen über das Spektrum von Lt erbringt. Insbesondere wäre man
natürlich an Resultaten interessiert, die einem eine möglichst geringe Mächtigkeit des Spektrums,
oder zumindest gewissen Teilen des Spektrums, beschert. Immerhin sichert σess(Lt) = {−1, 1}
die Einsparung wenigstenes eines Schrittes bei denen zum Erhalt der Spektralklasse notwendigen
Deformationen. Eine Einschränkung des gesamten Spektrums könnte vielleicht zu weiteren Ver-
einfachungen führen. Die vielleicht intuitiv auftretende Vermutung, dass σ(Lt) tatsächlich recht
�zahm� ist, könnte man durch zwei weitere Beobachtungen stützen.

• Wegen 9.1.1 ist stets p(J + K1
t ) = Lt mit der kanonischen Projektion p : H1(I,Rn) →

H1
0 (I,Rn), wobei wegen 9.1.3 σ(J +K1

t ) = {−1, 1}.
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• Mit [GGK90, Corollary 4.5] und 9.1.4 existiert zu jedem der Operatoren K1
t eine Fol-

ge {Ft(n)}n∈N von Operatoren endlichen Ranges mit ‖Ft(n) − K1
t ‖ → 0, n → ∞ und

σ(Ft(n)) = {0} für alle n ∈ N.

Wegen der ersten Bemerkung stellt sich nun die Frage, ob Aussagen über das Spektrum der
Operatoren Lt als Bilder von J +K1

t unter der Projektion gemacht werden können1. Die zweite
Bemerkung mag dazu verleiten die Operatoren J + K1

t durch Störungen endlichen Ranges des
Operators J zu approximieren und hiermit die Wirkung auf das Spektrum durch K2

t als eine
weitere Störung endlichen Ranges zu untersuchen.
Jeder dieser Punkte hat natürlich zum Ziel das Spektrum der Operatoren Lt als möglichst einfach,
oder eventuell gar endlich, nachzuweisen. Dass diese Ideen leider aussichtslos sind, kann hingegen
durch ein einfaches Beispiel nachgewiesen werden.

Ein Gegenbeispiel zur Zahmheit des Spektrums Es sei n ≥ 4, 2 ≤ ν ≤ n − 2 und
J = diag{εi}1≤i≤n mit

εi =

1, 1 ≤ i ≤ n− ν

−1, n− ν < i ≤ n

sowie

A = diag{−1, 1, . . . , 1,−1}

Man betrachte hiermit den Integraloperator

L : H1
0 (I,Rn) → H1

0 (I,Rn)

(Lu)(x) =Ju(x) +
∫ x

0

∫ s

0

Au(τ)dτds− x

∫ 1

0

∫ s

0

Au(τ)dτds

Das Eigenwertproblem dieses Operators zerfällt nun in die n Eigenwertprobleme

εiu(x) +
∫ x

0

∫ s

0

κiu(τ)dτds− x

∫ 1

0

∫ s

0

κiu(τ)dτds = λu(x) (9.1.4)

mit

κi =

1 1 < i < n

−1 i = 1, n

Bei Bestehen der Gleichung (9.1.4) ist unmittelbar einsichtig, dass jede Eigenfunktion bereits
glatt sein muss, und durch zweimaliges Di�erenzieren dieser Gleichung erhält man für λ 6= −1, 1

1Bedauerlicherweise ist p keine Orthogonalprojektion.
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stets ein zu der Integralgleichung äquivalentes Sturmsches Eigenwertproblem, das sich mit be-
kannten Mitteln der Lösungstheorie linearer gewöhnlicher Di�erentialgleichungen zweiter Ord-
nung mit konstanten Koe�zienten lösen lässt. Man erhält so die diskreten Eigenwerte und Eigen-
vektoren des Operators L : H1

0 (I,Rn) → H1
o (I,Rn). Um diesen Vorgang hier etwas abzukürzen

sei einfach behauptet, dass für jedes k ∈ N

uk ∈ H1
0 (I,Rn) mit uk(x) = sin(kπx), x ∈ [0, 1]

ein Eigenvektor des durch die Gleichung (9.1.4) gegebenen skalaren Integraloperators zum Ei-
genwert

λk = εi −
κi
k2π2

ist. Diese Aussage bestätigt man durch die einfache Rechnung

εiuk(x) +
∫ x

0

∫ s

0

κi sin(kπτ)dτds− x

∫ 1

0

∫ s

0

κi sin(kπτ)dτds

= εiuk(x) +
∫ x

0

κi
kπ

− κi
kπ

cos(kπs)ds− x

∫ 1

0

κi
kπ

− κi
kπ

cos(kπs)ds

= εiuk(x) +
κix

kπ
− κi
k2π2

sin(kπx)− κix

kπ

= (εi −
κi
k2π2

)uk(x)

Damit ist für obigen Operator L⋃
k∈N

{−1− 1
k2π2

,−1 +
1

k2π2
, 1− 1

k2π2
, 1 +

1
k2π2

} ⊂ σ(L)

und folglich besitzt der Operator nicht nur unendlich viele Eigenwerte, sondern sogar in jedem der
o�enen Intervalle (−∞,−1), (−1, 0), (0, 1), (1,∞) unenedlich viele. Folglich besitzt das Spektrum
des Operators L die höchste Komplexität, die bei Gültigkeit von σess(L) = {−1, 1} möglich ist
und insbesondere bestehen damit im Allgemeinen keine weiteren Möglichkeiten weitere zum
Erhalt der Spektralklasse notwendige Deformationen auszulassen.
Man beachte, dass die eingangs gestellten Bedingungen an ν und n lediglich zur Konstruktion
eines Operators dessen Spektrum sämtliche vier Möglichkeiten der Häufung aufweist gemacht
wurden. Man sieht aber aus der Konstruktion, dass auch bei Verzicht auf diese Bedingungen
stets ein Operator existiert, dessen Spektrum zumindest einen Häufungspunkt besitzt.
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9.2 Zur Berechnung der Spektralklasse semi- Riemannscher
Geodäten

9.2.1 De�nition. Es sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit vom Index 1 ≤ ν ≤
n−1, V : I×M → R ein glattes Potential und γ : [0, 1] →M eine nicht entartete p-Geodäte. Dann
heiÿe die Spektralklasse des zugehörigen Weges (9.1.1) der Riesz-Darstellungen der Hesseschen
die Spektralklasse von γ.

Es bezeichne nun wie in obiger De�nition Lt : H1
0 (I,Rn) → H1

0 (I,Rn) den zugehörigen Weg
der Riesz-Darstellungen des Weges der Hesseschen einer p-Geodäte.
Im vorigen Abschnitt wurden bereits die folgenden Eigenschaften des Weges Lt ermittelt:

• σess(Lt) = {−1, 1} für alle t ∈ [0, 1].
• Es ist stets L0 ∈ J .
Für die notwendigen Deformationen zur Berechnung der Spektralklasse einer p-Geodäte hat

man folglich zwei Vereinfachungen. Zum Einen muss keine das essentielle Spektrum betre�ende
Deformation vorgenommen werden, zum Anderen genügt es einen zusätzlichen Weg zur Kon-
struktion einer reduzierten unsichtbaren Schlieÿung zu bestimmen.
Mit der zusätzlichen Information, dass für die hier betrachteten Wege keinerlei essentielles Spek-
trum in (−1, 1) auftritt, und folglich auch kein Häufungspunkt des Spektrums in diesem Intervall
ist, kann nun versucht werden die Deformationen weiter zu vereinfachen. Hierzu benötigt man
zunächst folgendes Resultat, das anschaulich unmittelbar einsichtig sein sollte.
9.2.2 Lemma. Es sei A : [a, b] → F̂∗ ein Weg mit invertierbaren Endpunkten und f : R → R
eine stetige, monoton wachsende Funktion mit f−1(0) = {0}. Dann ist

sf(At) = sf(f(At))

Beweis. Hierfür erscheint die De�nition des Spektral�usses nach Phillips aus Abschnitt 4.5 ge-
eignet zu sein. Es ist hier somit von Nutzen die Gleichheit beider De�nitionen nachgewiesen zu
haben.
Es seien nun (xi, ai) und (x̃i, ãi) Paare reeller Zahlen für At und f(At) wie in der De�nition des
Spektral�uss nach Phillips. Zunächst kann nach Verfeinerung der Zerlegung des Intervalls xi = x̃i

angenommen werden. Nun ist aber unter den Voraussetzungen an die Funktion f : R → R stets
[f−1(−ãi), f−1(ãi)] ein 0 enthaltendes Intervall, auf dem f Maximum und Minimum auf dem
Rand annimmt. Unter Verwendung von 1.2.10 erhält man

χ[−ãi,ãi](f(St)) = (χ[−ãi,ãi] ◦ f)(St) = χ[f−1(−ãi),f−1(ãi)](St)

und diese Funktion ist somit nach Voraussetzung auf [xi−1, xi] stetig. Desweiteren erhält man
aus dem Spektralabbildungssatz (vgl. 1.2.10) nach Wahl der ãi in der Konstruktion des Spek-
tral�usses nach Phillips, dass ãi /∈ σ(f(St)) = f(σ(St)) und folglich f−1(ãi) /∈ σ(St) für alle
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t ∈ [xi−1, xi]. Mit ai /∈ σ(St) für alle t ∈ [xi−1, xi] ist nun aber auch

χ[0,ai](St)− χ[0,ãi](f(St)) = χ[0,ai](St)− χ[0,f−1(ãi)](St)

= ±χ(min{ai,f−1(ãi)},max{ai,f−1(ãi)}(St)

stetig auf [xi−1, xi] und folglich von konstantem Rang n. Man erhält damit

rk(χ[0,ai](Sxi))− rk(χ[0,ai](Sxi−1)) = (rk(χ[0,ãi](f(Sxi)))± n)− (rk(χ[0,ãi](f(Sxi−1)))± n)

= rk(χ[0,ãi](f(Sxi)))− rk(χ[0,ãi](f(Sxi−1)))

und die Behauptung direkt aus der De�nition des Spektral�usses nach Phillips.
Dieses Resultat führt in Hinblick auf Anwendungen für die Spektralklasse von Geodäten auf

folgende De�niton.
9.2.3 De�nition. Für δ ∈ (0, 1] sei eine zähmende Funktion zumWert δ eine stetige, monoton
wachsende Funktion f : R → R mit f−1(0) = {0} und

supp(f2 − 1) ⊂ (−δ, δ)

9.2.4 Bemerkung. Bekanntlich existiert zu jedem δ ∈ (0, 1] sogar eine glatte zähmende Funktion
zum Wert δ.

Die Anwendung dieses Begri�es liegt nun auf der Hand:
Ist allgemein A : [a, b] → F̂∗ ein Weg der bereits mit einer reduzierten unsichtbaren Schlieÿung
versehen worden sei, so existiert wegen der Kompaktheit von [a, b] ein δ > 0, so dass σess(At) ∩
(−δ, δ) = ∅ für alle t ∈ [a, b]. Ist nun f : R → R eine zähmende Funktion zum Wert δ > 0, so
ist wegen 9.2.2 sf(At) = sf(f(At)) und zudem f(Aa) = Aa, f(Ab) = Ab wegen Aa, Ab ∈ J . Der
Weg f(At) verläuft aber wegen des Spektralabbildungssatzes bereits vollständig in F̂(∞) und
ist demnach keiner weiteren Deformation zu unterziehen. Damit kann nun die Spektralklasse des
Weges A direkt als

[exp(πi(f(At) + id))] ∈ π1(Ũ(∞), id)

angegeben werden.
In diesem Fall ist allerdings das gewählte δ > 0 abhängig von dem betrachteten Weg At und
kann sicherlich nicht uniform für alle Wege in F̂∗ gewählt werden. Dieser Missstand tritt aber
nun im Fall der Spektralklassen von Geodäten nicht auf und folglich kann mit der Wahl ei-
ner beliebigen zähmenden Funktion der Weg der Riesz-Darstellungen jeder p-Geodäte behandelt
werden. Selbstverständlich entbindet dies im Allgemeinen nicht von der Wahl des einen verblei-
benden Weges zum Erhalt einer reduzierten unsichtbaren Schlieÿung. Man kann die gewonnenen
Erkenntnisse nun wie folgt zusammenfassen.
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9.2.5 Satz. Es sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit vom Index 1 ≤ ν ≤ n − 1,
V : I ×M → R ein glattes Potential und γ : [0, 1] → M eine nicht entartete p-Geodäte. Zudem

bezeichne Lt : H1
0 (I,Rn) → H1

0 (I,Rn) den Weg (9.1.1) der Riesz-Darstellungen der Hesseschen.

Dann kann die Spektralklasse von γ wie folgt berechnet werden:

• Man wähle eine (aus maximal einem zusätzlichen Weg bestehende) reduzierte unsichtbare

Schlieÿung Lrc von L und eine beliebige zähmende Funktion f : R → R. Dann ist die

Spektralklasse von γ gegeben durch

[exp(πi(f(Lrc) + id))] ∈ π1(Ũ(∞), id)

• Man wähle unter Verwendung von L1 ∈ GL(H) ein δ > 0 mit σ(L1)∩ (−δ, δ) = ∅ und eine

beliebige zähmende Funktion zum Wert δ. Dann ist die Spektralklasse von γ gegeben durch

[exp(πi(f(L) + id))] ∈ π1(Ũ(∞), id)

In diesem Fall ist die gewählte zähmende Funktion abhängig von der betrachteten p-Geodäte.

Es sollen zunächst einige Bemerkungen zu diesem Resultat gemacht werden.
9.2.6 Bemerkung. Bei sämtlichen Betrachtungen zur Spektralklasse von p-Geodäten wurden
bisher die Fälle ν = 0 und ν = n ausgeschlossen. Diese Einschränkung diente hier nicht nur einer
zwischenzeitlichen Vereinfachung der Schreibweisen. Falls man eine unsichtbare Schlieÿung Lc
eines Weges L : I → F̂± wählt, so erhält man aus der Kontrahierbarkeit von F̂± stets sf(Lc) = 0
und wegen der Additivität und des Verschwindens des Spektral�usses für Wege invertierbarer
Operatoren erhielte man das im Allgemeinen unsinnige Resultat sf(L) = 0. Folglich kann aber
eine unsichtbare Schlieÿung nicht existieren, also F̂± ∩GL(H) nicht wegzusammenhängend sein.
Am Ende des Abschnittes 4.3 wurde allerdings gezeigt wie einem Weg in F̂± unter Beibehaltung
des Spektral�usses ein Weg in F̂∗ zugewiesen werden kann (vgl. 4.3.34). Mittels dieser Prozedur
kann nun die De�nition von Spektralklassen auch auf solche Wege ausgedehnt werden und so
können obige Überlegungen unmittelbar auch auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten und den wohl
eher bedeutungslosen Fall ν = n übertragen werden.
9.2.7 Bemerkung. Mit dem Resultat 9.2.5 ist eine in gewisser Weise topologische Darstellung
des Spektralindex einer p-Geodäten bestimmt. Denn bezeichnet nun [L(γ)] ∈ π1(U(∞), id) das
Bild der Spektralklasse der p-Geodäte in der Sequenz (8.3.1), so ist mit den Überlegungen aus
Abschnitt 8.3

ispec(γ) = −w([L(γ)]) (9.2.1)
Dabei ist zu beachten, dass damit eine Darstellung des Spektralindex als verallgemeinerte
Windungszahl vorliegt. Alternativ zeigt ein Blick in die De�niton der verallgemeinerten Win-
dungszahl, dass nach Anwendung der Determinantenabbildung zunächst ein Element in π1(S1, 1)
zugewiesen wird aus dem nun der Spektralindex der p-Geodäte durch Bildung der klassischen
Windungszahl erhalten wird. Dieses Vorgehen ist demnach eine Darstellung des Spektralindex
perturbierter semi-Riemannscher Geodäten als Windungszahl.
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9.2.8 Bemerkung. Wie bereits in 7.4.13 vorgestellt, ist ein wichtiger Bestandteil des Beweises
des Morse-Theorems von Musso, Pejsachowicz und Portaluri die Darstellung des konjugierten
Index in der Form (7.4.11), die von der Form an die Integraldarstellung der verallgemeinerten
Windungszahl in 8.2.4 erinnert.
9.2.9 Bemerkung. Man betrachte die zur De�nition des konjugierten Index verwendete Abbil-
dung ρ : O → C (vgl. (7.4.10)). Nach Wahl eines Homöomorphismus ∂O ≈ S1 erhält man
hieraus eine stetige Kurve g : S1 → C \ {0} ' S1. Wegen [Dei85, 6.6] ist nun der konjugierte
Index der betrachteten p-Geodäte γ gerade die klassische Windungszahl der Kurve g. Mit der
hier präsentierten Darstellung des Spektralindex als Windungszahl ist das eigentlich so analy-
tisch formulierte Morse Theorem als Gleichheit zweier Windungszahlen für Elemente in π1(S1, 1)
dargestellt. Man erinnere sich hierbei an die Ausführungen zum Morse Theorem von Piccione
und Tausk, in der eine zentrale Idee des Beginns der Morse Theorie semi-Riemannscher Geodäten
der klassische Beweis eines Resultates der Sturm-Theorie war, in dem die Gleichheit der den hier
entsprechenden Indizes durch die Gleichheit zweier Windungszahlen von Elementen in π1(S1, 1)
gezeigt wurde. Das Sturm-Theorem ist, wie dort angemerkt, ein Spezialfall des klassischen Morse
Index Theorems und folglich auch in dem Morse Theorem von Musso, Pejsachowicz und Portaluri
enthalten.
9.2.10 Bemerkung. In 7.4.14 wurde der Begri� der Bifurkation für Geodäten in semi-Riemannschen
Mannigfaltigkeiten de�niert. Damit erhält man aus dem Nichtverschwinden der Indizes des Mor-
se Theorems, dass die betrachtete Geodäte einen Bifurkationspunkt enthält. Mit (9.2.1) erhält
man nun, dass dementsprechend aus der Nichttrivialität der Spektralklasse in π1(Ũ(∞), id) stets
auf die Existenz eines Bifurkationspunktes der Geodäte geschlossen werden kann. Dies kann nun
natürlich auch für Teilstücke von Geodäte angewendet werden, die selber als Geodäten nicht
entartet sind.

Wegen der in der letzten Bemerkung dargestellten Anwendung der Spektralklasse auf die
Untersuchung des Auftretens von Bifurkationspunkten von semi-Riemannschen Geodäten, ist es
natürlich wünschenswert eine möglichst explizite Beschreibung der verallgemeinerten Windungs-
zahl für die Spektralklassen von Geodäten zu erlangen. Daher soll abschlieÿend eine Möglichkeit
zur weiteren Vereinfachung eher spekulativen Charakters gegeben werden.
Man betrachte hierzu die di�erentielle Formel zur Berechnung der verallgemeinerten Windungs-
zahl in 8.2.4. Beachtet man, dass die hier einzusetzenden Operatoren, abgesehen von einer wei-
teren Deformation, von der Form exp(πi(Lt + id)) unitär sind, so erhält man nach einer kurzen
formalen Rechnung unter Missachtung aller wegen des Vorliegens operatorwertiger Funktionen
gebotenen Vorsicht, eine durchaus handliche Formel. Diese Idee ist die Grundlage der folgenden
Überlegungen, wobei obige �formale� Rechnung natürlich so nicht zulässig sein kann, und sofern
das betrachtete Integral überhaupt existiert noch einige vielleicht durchaus nicht triviale Details
zu klären sind.
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Es sei L : I → F̂∗ ein Weg der Klasse C1, der bereits mit einer unsichtbaren Schlieÿung
versehen sei und f ∈ C1(R), so dass

• exp(πi(f(Lt) + id)) ∈ C1(I, U(∞)) mit f(L0), f(L1) ∈ J

• exp(πi(f + 1)) besitzt eine Fortsetzung als holomorphe Funktion g : C → C.
Die erste Bedingung fordert insbesondere, dass der dort betrachtete Weg bereits in U(∞)

verläuft, wobei zu beachten ist, dass zur De�nition von U(∞) eine Orthonormalbasis des zugrun-
deliegenden Hilbertraumes zu wählen ist. Die zweite Forderung wird es erlauben den Dunford-
Kalkül zu benutzen, um obige heuristische Betrachtung zur Di�erentiation auf eine solide Basis
zu stellen.
Zunächst benötigt man zwei weitere Hilfsergebnisse.
9.2.11 Lemma. Es sei f : R → R eine stetige Funktion und Lt : I → S(H) ein di�erenzierbarer

Weg von Operatoren. Dann ist

[(
d

dt
Lt), f(Lt)] = (

d

dt
Lt)f(Lt)− f(Lt)(

d

dt
Lt) = 0

Beweis. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit genügt es die Aussage für f = id zu zeigen. Denn
damit kommutiert d

dtLt mit jedem Polynom p(Lt) und der allgemeine Fall kann durch Grenz-
übergang erhalten werden. Hierfür ist aber

2Lt(
d

dt
Lt) =

d

dt
(L2

t ) = (
d

dt
Lt)Lt + Lt(

d

dt
Lt)

also [ ddtLt, Lt] = 0.
9.2.12 Lemma. Ist λ ∈ ρ(Lt) für alle t ∈ [0, 1], so ist

d

dt
(Lt − λ)−1 = −(Lt − λ)−1(

d

dt
Lt)(Lt − λ)−1

Beweis. Bekanntlich gilt für Operatoren S, T ∈ L(H) und λ ∈ ρ(S) ∩ ρ(T ) stets die Resolven-
tengleichung

(λ− S)−1 − (λ− T )−1 = (λ− S)−1(S − T )(λ− T )−1

Man erhält hieraus

(Lt+h − λ)−1 − (Lt − λ)−1 = −(Lt+h − λ)−1(Lt+h − Lt)(Lt − λ)−1

und damit unter der vorausgesetzten Di�erenzierbarkeit von Lt das Resultat.
Unter Verwendung der ersten Voraussetzung besitzt mit 8.2.4 die verallgemeinerte Windungs-

zahl eine Darstellung

w(Lt) =
1

2πi

∫ 1

0

tr
(

exp(πi(f(Lt) + id))∗
d

dt
(exp(πi(f(Lt) + id)))

)
dt (9.2.2)

222



Nun ist exp(πi(f(Lt) + id))∗ = exp(−πi(f(Lt) + id)). Zudem besteht unter Verwendung des
Dunford-Kalküls mit der obigen zweiten Voraussetzung und einem geeigneten Integrationsweg
Γ ⊂ C eine Darstellung

exp(πi(f(Lt) + id)) = g(Lt) =
1

2πi

∫
Γ

g(λ)(Lt − λ)−1dλ

Mit der möglichen Vertauschbarkeit von Di�erentiation und Integration (vgl. [La93, Theorem
8.1]) erhält man unter Verwendung von 9.2.12

d

dt
(exp(πi(f(Lt) + id))) = − 1

2πi

∫
Γ

g(λ)(Lt − λ)−1(
d

dt
Lt)(Lt − λ)−1dλ

Mit (9.2.2) erhält man hiermit zunächst

w(Lt) = − 1
2πi

∫ 1

0

tr
(

exp(−πi(f(Lt) + id))
∫

Γ

g(λ)(Lt − λ)−1(
d

dt
Lt)(Lt − λ)−1dλ

)
dt

und unter zweimaliger Anwendung von 9.2.11 ist

w(Lt) = − 1
2πi

∫ 1

0

tr
(

(
d

dt
Lt) exp(−πi(f(Lt) + id))

∫
Γ

g(λ)(Lt − λ)−2dλ

)
dt (9.2.3)

Da nun mit der Cauchy-Integralformel∫
Γ

g(λ)(Lt − λ)−2dλ = −g′(Lt)

und

g′(λ) = πieπi(f(λ)+1)f ′(λ)

erhält man aus (9.2.3) abschlieÿend das Resultat

w(Lt) =
1
2

∫ 1

0

tr((
d

dt
Lt)f ′(Lt))dt (9.2.4)

Die folgende Aussage ist nun eine erste Anwendung dieser Integraldarstellung.
9.2.13 Satz. Es sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit vom Index 1 ≤ ν ≤ n− 1,
V : I × M → R ein glattes Potential und γ : [0, 1] → M eine nicht entartete p-Geodäte.

Zudem sei mit dem reduziert unsichtbar geschlossenem Weg Lt : H1
0 (I,Rn) → H1

0 (I,Rn) der

Riesz-Darstellungen der Hesseschen bereits exp(πi(Lt + id)) ∈ C1(I, U(∞)) ein Repräsentant

der Spektralklasse. Dann ist

ispec(γ) = −1
2

∫ 1

0

tr(
d

dt
Lt)dt
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Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen genügt es in (9.2.4) f = id zu setzen.
Ist nun f ∈ C1(R) eine zähmende Funktion mit exp(πi(f(Lt) + id)) ∈ C1(I, U(∞)), so kann

unter dieser Voraussetzung die Integraldarstellung 8.2.4 zur Berechnung des Spektralindex ver-
wendet werden. Bedauerlicherweise ist die hier gegebene Herleitung der Beziehung (9.2.4) unter
diesen Voraussetzungen nicht anwendbar, da zähmende Funktionen die Möglichkeit einer holo-
morphen Fortsetzung wie oben gefordert ausschlieÿen.
Mit diesen Überlegungen stellen sich nun zwei naheliegende Fragen mit deren Formulierung die-
ses letzte Kapitel und damit die vorliegende Arbeit ein Ende �nden soll:

Es sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit vom Index 1 ≤ ν ≤ n− 1, V : I ×M → R
ein glattes Potential und γ : [0, 1] → M eine nicht entartete p-Geodäte. Zudem bezeichne
Lt : H1

0 (I,Rn) → H1
0 (I,Rn) den bereits reduziert unsichtbar geschlossenen Weg der Riesz-

Darstellungen der Hesseschen.

• Existiert zu Lt stets eine Orthonormalbasis des Hilbertraumes H1
0 (I,Rn) und eine zähmen-

de Funktion f : R → R, so dass exp(πi(f(Lt) + id)) ∈ C1(I, U(∞))?
• Ist mit einer solchen Wahl einer zähmenden Funktion stets die Integraldarstellung

ispec(γ) = −1
2

∫ 1

0

tr((
d

dt
Lt)f ′(Lt))dt

gültig?
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