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Einleitung

0.1 Vorwort

Dieses Skript mag manche Funktion haben, allerdings mit Sicherheit nicht diejenige eines
Lehrbuchs. Vielmehr mochte es eine Ergdnzung zur Vorlesung sein und als Hilfe bei der
Bearbeitung der Ubungsaufgaben und der Klausurvorbereitung dienen. Es ist entstanden
nach dem Manuskript der Vorlesung von Prof. Elstrodt im Sommersemester 2001, das Prof.
Elstrodt mir freundlicherweise in der Vorlesungs-freien Zeit zur Verfiigung gestellt hat.

0.2 Motivation

Unter einer Differentialgleichung versteht man eine Gleichung zwischen einer Funktion f,
ihren Ableitungen f”, ..., f” und der Variablen x vom Typ

Flx, f0),f (x0),....f™ @) =0.
Wir wollen das etwas priziser aussprechen:

0.2.1 Definition Es seien I c R ein Intervall, G < R"*? (n > 1), f: I — R n-mal differenzier-
bar, und fiir x € I sei

(6, f), f (x0),.... [P () eG

[ erfiillt eine gewéhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung , wenn es eine Funktion
F: G— R, F#0, gibt, so dass

Flx,f(),f (0),...f"®0)=0  (xeD 0.1)
Lisst sich (0.1) nach £ (x) auflésen in der Form

fP@W=H(x @), @®,...,.f"Vw) 0.2)
mit passendem H, so heillt die Differentialgleichung explizit (von n-ter Ordnung).

Auf solche Differentialgleichungen wird man in vielen Bereichen der Mathematik und
Physik gefiihrt. Gerade die Physik ist hier eine reiche Quelle interessanter Beispiele: Die
grundlegenden Gesetze der Physik sind ja von dem Typ, dass sie angeben, wie gro die
Anderung einer physikalischen GroRe ist, z. B.

Bewegungsgesetz Kraft = Impulsinderung = Masse x Beschleunigung nach dem 2. New-
tonschen Gesetz.



Induktionsgesetz Induzierte Spannung = — Anderung des magnetischen Flusses, in For-
meln

ao

Uind:f@d[':_a

nach der sog. Lenzschen Regel.

Gesetz des radioaktiven Zerfalls Anderung der Teilchenzahl = —A- Teilchenzahl. Dabei ist
A >0 die Zerfallskonstante. (Schrédinger-Gleichung)

Das Ziel in der Physik besteht im allgemeinen darin, aus einer Gleichung dieses Typs
und ggf. vorhandenen weiteren Bedingungen (,Anfangsbedingungen®) die jeweils interes-
sierende physikalische GréBe zu bestimmen. Wir betrachten diese Aufgabe hier unter rein
mathematischen Aspekten und interessieren uns hier fiir die Aufgabe, die Losungen von
(0.1) zu bestimmen. Auch wird es eine wesentliche Aufgabe fiir uns sein, allgemeine Kri-
terien dafiir zu finden, wann (0.1) eine Losung hat (Existenzsitze), und unter welchen Be-
dingungen eine solche Losung ggf. eindeutig bestimmt ist. Die Physiker wissen, dass ein
verniinftig gestelltes Problem genau eine Lésung hat, und es ist Aufgabe der Mathematiker,
diese plausible Grundiiberzeugung durch handfeste allgemeine Kriterien zu untermauern
(Eindeutigkeits-Satz). Natiirlich interessieren wir uns auch fiir Lésungsverfahren fiir spezi-
elle Differentialgleichungen.

Bezeichnungsweise: In der Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen heilt die
gesuchte Funktion meistens nicht f sondern y = y (x), und man schreibt (0.1) in der Form

F(x,y,y,...y")=0  (xeD, 0.3)

wobei man sich bei y,7/,...,y" das Argument x eingetragen denken muss. Oft hat die
Variable x die Bedeutung ,Zeit“ und wird dann in der Regel mit ¢ bezeichnet. Natiirlich
braucht man sich bei der Betrachtung von Differentialgleichungen nicht auf Funktionen
einer Variablen zu beschrénken:

0.2.2 Definition Sei M < R"” offen, y: M — R m-fach stetig partiell differenzierbar, G c R?
(p hinreichend grof?), und fiir alle x € M sei

ay 6y QVite+Vn
veer Xy ey ey ———— V| €G
(xl o 0 ax{%-ax,”fy

(vi+...4+v, < m). Genligt y einer Gleichung der Form

6y ay av1+..,+vn
Flxy,....,xn,—,..., ooy ———— Y| =0
R TR TR P Pk

mit einer Funktion F: G — R, F # 0, so sagt man, y geniige einer partiellen Differentialglei-
chung der Ordnung m.
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Beispiel: Fiir jede holomorphe Funktion f: M — C (M c R? = C) geniigen u := Re f und
v:=Im f der Potentialgleichung

02 N 02 0 02 . 0% 0
- —|u=0, [— — |l =
dxf 6x§ dxf 6x§

Mit partiellen Differentialgleichungen werden wir uns hier gar nicht beschéftigen, da sie
eine sehr umfangreiche Theorie eigener Art erfordern. Indirekt greift die Theorie der par-
tiellen Differentialgleichungen aber auch in die Theorie der gewdhnlichen Differentialglei-
chungen ein, denn sie fithrt vermoge der Methode der Separation der Variablen auf viele
interessante Beispiele von gew6hnlichen Differentialgleichungen und Probleme iiber ge-
wohnliche Differentialgleichungen.

Um einen ersten Eindruck zu geben, betrachten wir einige Beispiele:

0.2.3 Beispiel y' = 0 auf einem Intervall I ¢ R. Dann gibt es ein ¢ € R mit y(x) = ¢ fir
alle x € I. Der aus Elstrodt (2002a) bekannte Beweis basiert auf dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung. Die Differentialgleichung hat hier nicht nur eine sondern unendlich
viele Losungen. Kennt man aber die Losung an einem Punkt xj € I, etwa y (xp) = @, so ist y
eindeutig festgelegt: y (x) = « fiir alle x € I.

0.2.4 Beispiel (Freier Fall im homogenen Schwerefeld) Ein im Punkt sy = 0 ruhender Kor-
per (,Massenpunkt®) wurde zur Zeit t = 0 losgelassen und falle unter dem Einfluss der
Schwerkraft senkrecht nach unten im Vakuum (,freier Fall“). s(#) sei der Weg, den der Kor-
per zur Zeit t > 0 zuriickgelegt hat. v (#) sei die Geschwindigkeit zur Zeit . Dann gilt:

v(t) = ds (1) =:$(0)
cde T
(In der Physik wird nach Newton die Ableitung nach der Zeit durch einen tiber die Funktion
geschriebenen Punkt bezeichnet.) b(t) sei die Beschleunigung zur Zeit ¢, also

dv . .
b(t)=—(=0()=31).
dt

Nach Voraussetzung ist nun
b(t) = g = Fallbeschleunigung ~ 9,80665m/s>.
Das gibt die Differentialgleichung

§=g. (0.4)
Beispiel 0.2.3

d .
:E(s—gt)ZO > $=gt+ta (1=0)

mit geeignetem a € R.

=>i(s—l tz—at)—O:s(t)—l Prat+B  (t=0)
ar\*" 28 B =28 -



mit geeignetem S € R. Das ist die allgemeine Lésung der Differentialgleichung (0.4). Welches
sind nun die Werte von «@ und ? Offenbar ist s(0) = § der Ort des Massenpunktes zur Zeit
t =0 und $(0) = a die Geschwindigkeit des Massenpunktes zur Zeit ¢ = 0. Wir betrachten
den Fall der Anfangsbedingungen s(0) = 0 und $(0) = 0. Dann wird s(t) = %gt2 (Fallgesetz
von Galileo Galilei). Man sieht durch Einsetzen: s(1) = 5, d. h. ein Sprung aus einer Hohe
von 5m dauert ungefdhr 1 Sekunde, s(2) = 20, d. h. ein Sprung vom Mathematik-Gebaude
dauert ca. 2 Sekunden.

0.2.5 Beispiel (Exponentielles Wachstum bzw. Abfallen) In vielen Naturgesetzen ist die An-
derung einer Groe proportional zum Bestand. Das fiihrt auf die Differentialgleichung

y=Ay  (xeD (0.5)
mit einer festen Konstanten A € R.

!/

= (ye_“) =(y-Ay)eM™=0 (xeD

Beispiel 0.2.3
LTy = (xeD

mit einer Konstanten a € R, und dies ist offenbar wirklich eine Losung von (0.5). Damit
haben wir alle Lésungen von (0.5). Ist z.B. 0 € I, so ist y durch den Anfangswerg a = y (0)
eindeutig festgelegt. — Die Gleichung (0.5) kommt z. B. in der Natur vor bei folgenden Gele-
genheiten:

(i) Barometerformel: p (h) sei der Luftdruck in der Hohe h iiber dem Erdboden, he I :=
(0,00, % = —pg, wobei p = p (h) die Dichte der Luft in der Hohe h sei, g wie gehabt
die Fallbeschleunigung. (Gerthsen und Meschede (2004): ,,Beim Anstieg um A% dndert
sich p um —pgAh.“) Nach der Gasgleichung ist aber p- V konstant (V entspricht dem
Volumen), d. h. wegen p = A—‘;I (M entspricht der Masse) ist % = % konstant.

d _f0
:d—Z: —%g -p=ph)=ae Zggh (h=0)
=A=const

mit geeignetem a. Hier ist a = py der Luftdruck am Boden, und wir erhalten die Baro-
meterformel

_n
p = poe o 81 (h=0)

Diese Formel gilt bei einer Atmosphire konstanter Temperatur, die in der Realitdt auf
der Erde nicht vorliegt! Bei einer Temperatur von 0°C (= pg = 1,292 kg/m?®) und einem
Normaldruck von ca. 1013,25 hPa liefert die Barometerformel: Bei Anstieg um 5,541
km halbiert sich der Luftdruck.

(i) Gesetz des radioaktiven Zerfalls: Die Anzahl der in der Zeiteinheit zerfallenden Atome
einer radioaktiven Substanz ist stets proportional zur Anzahl der vorhandenen (noch
nicht zerfallenen) Atome N (£):

AN =-ANAt (At hinreichen klein)
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Stoff Halbwertszeit
238U (Uran) 4,47-10° Jahre
235U (Uran) 7,04-108 Jahre

226Ra (Radium) 1599 Jahre

222Rn (Radon) 3823 Tage
209pg (Polonium) 105 Jahre
212pg (Polonium) | 3,04-1077 Sekunden
214pg (Polonium) 0,16 Sekunden
230Th (Thonium) 7,54 -10* Jahre
228Th (Thonium) 1912 Jahre
14 (Kohlenstoff) 5730 Jahre
239pu (Plutonium) 24360 Jahre

Tabelle 0.1: Einige Halbwertszeiten

wobei A > 0 eine positive Konstante ist, die nur vom Material abhéngt, nicht aber von
duBeren Versuchsbedingungen wie Druck, Temperatur, chemischer Bindung etc. Wir
idealisieren die Situation, nehmen N als differenzierbare reellwertige Funktion an und
erhalten die Differentialgleichung

dN
“_—_AN
dt

mit der sog. Zerfallskonstante A.
=>N= Noe_Mt_tO), Ny = N (1), top = Anfangszeit

Die Anzahl der Atome nimmt also exponentiell ab. Wie schnell die Abnahme erfolgt,
héngt nur von der Materialkonstante A ab. Wann ist nur noch die Hélfte des zur Zeit
0 vorhandenen Materials da? Ist N = 1 Np, so ist e (%) = 1. Sei ¢t — 1y =: 1 die sog.

Halbwertszeit , d.h. /11‘% =log2 = 0,6931 und damit t = lngZ und A = lot—fz. An Stelle

der Zerfallskonstanten wird meistens die Halbwertszeit angegeben, und czliese ist von
Material zu Material sehr unterschiedlich (siehe Tabelle 0.1). Nach dem Kohlenstoff-
Isotoph '*C ist die sog. C'*-Methode zur Altersbestimmung benannt, fiir die Willard
Frank Libby 1960 den Nobelpreis fiir Chemie erhielt. Nach 10 Halbwertszeiten ist vom
urspriinglich vorhandenen Material noch 2719 = ﬁ = 1%ovorhanden. — Die natiirli-
che Radioaktivitdt des Urans kann z. B. zur Altersbestimmung der Erde verwandt wer-
den: Man bestimmt die Anzahl N der in einem (méglichst alten) Stiick Fels enthaltenen
2381J. Sodann braucht man Nj, die Anzahl der zur Entstehungszeit der Erde vorhande-
nen Atome 2380, Diese Anzahl lisst sich iiber das (stabile) Zerfallsprodukt 206pp, (Blei),
das im Fels steckt, ndherungsweise ermitteln. Da die Halbwertszeit bekannt ist, findet
man: Alter der Erde = 4,6-10° Jahre. Selbst bei der Altersbestimmung von Geméilden
leistet das radioaktive Zerfallsgesetz gute Dienste; so konnte schon manche Filschung

als solche entlarvt werden. Das trifft z. B. auf die beriihmten Filschungen von Han van



Meegeren zu. Dieses Beispiel und viele andere Beispiele aus der Praxis findet man in
Braun (1975).

Exponentielles Wachstum einer Bakterienpopulation: Sei B (#) die Anzahl der Bakterien zur
Zeit t. Fiir kleine At ist AB(f) = aB(f) At mit ¢ > 0. Wenn wir idealisieren und B (#) als
differenzierbare Funktion annehmen, erhalten wir die Differentialgleichung

B' (1) = aB (1) (tc—: s [o,oo[)

und diese hat die Losung B (f) = By e®' mit By = B(0). Die Bakterienpopulation wichst also
exponentiell rasch an, und das kann auch in der Natur sehr rasch gehen, wie man z.B.
an Zeitrafferaufnahmen am Mikroskop eindrucksvoll sehen kann. Nach einer bestimmten
Zeit t», der Verdoppelungszeit, werden doppelt so viele Bakterien vorhanden sein wie zur
Zeit 0: 2By = Bpe*2, d.h. & = lngz_ Nach der Zeit 10#, hat sich die Population um den
Faktor 2!0 = 1024 vermehrt, also rund vertausendfacht. — Fiir die Menschheit auf der Erde
ist #» = 35 Jahre. Das diirfte ungefdhr hinkommen, denn ich habe noch auf der Schule um
1950 gelernt, dass es rund 2 Milliarden Menschen gebe. , = 35 Jahre entspricht a = 0,02
pro Jahr, also B = Bye®%?!, wobei t in Jahren angegeben werden muss. Wegen %246 ~ 2,5
stimmt das einigermalien, denn z. Zt. gibt es rund 6 Milliarden Menschen auf der Erde. Erst
im Jahre 2500 wird es etwas eng, denn dann steht jedem Menschen noch genau 1 m? fester
Erdoberflache zur Verfiigung — sofern das Wachstum anhilt.

0.2.6 Beispiel (Harmonischer Oszillator) Bei miRiger Entfernung des Massenpunktes aus
der Ruhelage ist die riicktreibende Kraft K = —Dx, x = x(#), t € R, D = Federkonstante.
Andererseits ist nach Newton K = mX = Masse x Beschleunigung, und wir erhalten die
Differentialgleichung des harmonischen Oszillators:

- 2 2 D
X+w°x=0, w'=—,w>0teR
m

(freie Schwingung ohne Dampfung). Diese Differentialgleichung lasst sich wie folgt elemen-
tar 16sen: Dazu setzen wir

x(0) .
yi=x—x(0)coswt— Tsmwt

und finden: j+w?y =0. > L (j2 +w?y?) = 0. = y? + w?y? = C fiir alle ¢ € R mit passendem
C. Wegen y (0) = y(0) =0 ist C =0, also > +w?y* =0. = y=y=0, also

x(0) .
x(t)=x(0)coswt+ —sinwt (teR, w=2mv)
w

d.h. x ist eine harmonische Schwingung. Das kann man noch etwas anders fassen: Setze

0)12)1/2 . . i .
A= (x(O)2 + (%) ) . Dann gibt es genau ein a € R, so dass % = cosa und % =sina,
und dann ist
x(t) = A(cosacoswt +sinasinwt) = Acos(wf — a) (teR)

Damit wird vollends klar, dass x eine harmonische Schwingung der Amplitude A ist mit
Phasenverschiebung a. Geddampfte Schwingungen werden wir spéter betrachten.
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0.2.7 Beispiel (Mathematisches Pendel) Sei ¢ = ¢ (¢) die Auslenkung eines Pendels der Ldn-
ge ¢. Dann betrigt der zuriickgelegte Weg ¢ - ¢, die wirkende Kraft also nach Newton mé¢.
Andererseits betrdgt die gesamte Schwerkraft mg, die wirksame Komponente also mgsin .
Wir kommen also zur Bewegungsgleichung:

Q= % sin¢.
Diese ist unabhédngig von m! Diese Differentialgleichung lasst sich nicht elementar 16sen.
Fiir kleine Schwingungen ist ndherungsweise sin¢ = ¢, und die Schwingung ist ndherungs-
weise harmonisch. Allgemein fiihrt die Lésung der Differentialgleichung auf elliptische Funk-
tionen. Das ist ein durchaus typisches Phdnomen: Viele Differentialgleichungen, die keine
elementaren Losungen haben, fithren auf wichtige neue Funktionen, z. B. die hypergeome-
trischen Funktionen, Besselsche Funktionen, Legendre-Funktionen etc.

0.2.8 Beispiel Differentialgleichung der Schar der Parabeln mit Brennpunkt 0 und y-Achse
als Symmetrieachse, Brennweite p:

2 p
Y=3,72 (p>0)

>y =

RSJE

=2yy = x—z—l— 2
' =x| 2 =x(y*-1).

Fiir variables p geniigen die Parabeln alle der Differentialgleichung
2yy =x(y?*-1).

0.2.9 Beispiel Differentialgleichung der Schar von Parabeln und Geraden des Typs y =
Ax*+Bx+C, " =0mit A,B,CeR.

0.2.10 Beispiel Differentialgleichung der Parabelschar

y(x) = (x—a)? (@eR)
y=2(x-a),
y*=4y

Diese Differentialgleichung hat neben den obigen Parabeln z. B. noch die Lésung y = 0.
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1.1 Explizite Differentialgleichungen 1. Ordnung, Beispiele
elementar integrierbarer Differentialgleichungen

Geometrische Deutung expliziter Differentialgleichungen 1. Ordnung: Sei G c R?, I c R ein
Intervall (beliebigen Typs), y: I — R, und fiir alle x € I sei (x,y (x)) € G. Ferner sei f: G— R,
und y geniige der expliziten Differentialgleichung

Y =), .y

Ist nun x € I, so ist (x,y(x)) € G, und die Funktion y hat in x die Steigung y' = f(x, ).
Wir tragen daher in (x,y) € G einen Einheitsvektor ab mit <-a gegen die x-Achse, tana =
f(x,y). Das tun wir in allen Punkten (x,y) € G und erhalten ein Richtungsfeld. Ist nun
(x0,)0) € G, so betrachten wir die Aufgabe: Lose die Differentialgleichung y' = f(x, ) mit
der Anfangsbedingung y (xy) = yo. Geometrisch bedeutet das: Bestimme eine ,Kurve“ y(x),
welche durch (xo, o) verlduft und die Eigenschaft hat, dass in jedem Punkt (x,y(x)) der
Vektor des Richtungsfelds gleichzeitig Tangentenvektor an die Kurve ist.

Unter hinreichenden Glattheitsvoraussetzungen an f ist es durchaus plausibel, dass man
durch jeden Anfangswert (xo, yo) genau eine solche Losungskurve legen kann.Es wird ein
wesentliches Ziel des ndchsten Kapitels sein, das streng nachzuweisen.

1.1.1 Beispiel G =1 xR, und f sei nur abhingig von x. Dann hat die Differentialgleichung
(1.1) die Form

y=fx (xeD (1.2)

Das Richtungsfeld hdngt dann gar nicht von y ab. Sei f stetig. Dann liefert der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung: Fiir jedes x € I ist ¢ (x) := f;; f (1) dt eine Lésung der

10
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Differentialgleichung ¢’ = f, und alle Losungen dieser Gleichung erhélt man in der Form
y(x) =@ (x)+ C mit C € R. Ist yp € R beliebig vorgegeben, so existiert genau eine Lésung y
von (1.2) mit y (xp) = yo, und zwar

y(x)=yo+f f(ode (xel

Diese Losung existiert in ganz I: Das Anfangswertproblem ist eindeutig l6sbar.
1.1.2 Beispiel G =R xJ und f nur abhéngig von y: Dann hat (1.1) die Form

V=) @eR (1.3)

mit in J stetigem f. Das Richtungsfeld hingt dann gar nicht ab von x. Zur Lésung nehmen
wir an, es sei y eine Losung, xo € R und f(y(x)) # 0. Da f stetig ist, gibt es eine ganze
Intervall-Umgebung U von xo mit f (y(x)) # 0 fiir alle x € U, und auf U gilt dann

AN (1.4)

Integration von xy nach x liefert

X

Y v dy
— _dx= —
TR0

denn auf U ist entweder stets f (y (x)) >0 oder stets <0, d. h. )’ stets > 0 oder stets <0, d. h.
y streng monoton, und die Substitutionsregel kann mit y angewandt werden. Bezeichnet
also F eine Stammfunktion von %, so ist F(y) —F(y0) = x — xo, also F(y) = x—xo + F (o).
Mit G:= F~!|p(y) ist dann

=X — X,

y=G(x—x0+F(y)) (xeU) (1.5)

Probe: Die Funktion (1.5) erfiillt die Anfangsbedingung y (xo) = G(F (o)) = o, und es gilt:

1 1
e J— f (y)
2 1
PO 1
Insbesondere haben wir gezeigt: Unter den obigen Annahmen ist das Anfangswertproblem
¥ = f(¥), y(x0) = yo (lokal) eindeutig 16sbar. Dazu folgendes konkretes

Y'=G (x-x+ F30)) =

1.1.3 Beispiel y' =/|y|, G =R? Symmetrie: Ist y eine Losung auf |a, [, so ist auch z (x) :=

-y (—x) eine Losung auf |-, —a|. Wir betrachten daher zunéchst nur positive Losungen.
. .. . ! /

Sei also I c R und y|I > 0. Nach Beispiel 1.1.2 ist % =1,d.h. (23) =1,dh.2yy=x+C

mit C € R, und das gilt nur fiir x > —C, da laut Vorgabe y > 0. = y(x) = i (x+C)? fiir x> —C.
Diese Losungen lassen sich zu Lésungen auf ganz R fortsetzen: Setzen wir

1x+0?  firx=-C,
~lx+0? furx<-C’

ye(x):= {



12 1 Elementare Losungsmethoden

_3 4
Abbildung 1.1: y, g mita=-1und f=1

so ist yc fiir jedes C € R eine Losung der Differentialgleichung y’ = | y|. Insbesondere hat

fiir alle (xo, o) € R? das Anfangswertproblem )’ = \/m , ¥(x0) = yo eine Losung. Diese ist
aber nicht eindeutig bestimmt: z. B. 16st yc-¢ das Anfangswerteproblem y(0) =0 (xo = yo =
0), aber auch y = 0 ist eine Losung dieses Anfangswertproblems! Es gibt unendlich viele
weitere Losungen , denn fiir beliebige a, B e R, a < f ist

Hx-pg)? firx=p,
0 firasx<p,

—1x—a)? firx<a

(siehe Abb. 1.1) eine Losung, und diese erfiillt fiir beliebige a < 0 < § die Anfangsbedin-

gung y(0) = 0. Also: Fiir die Differentialgleichung y’ = | y| hat jedes Anfangswertproblem
unendlich viele Losungen.

Beispiel 1.1.1: ' = f (x) und Beispiel 1.1.2: )’ = f(y) lassen sich verallgemeinern zu
1.1.4 Beispiel (Differentialgleichungen mit getrennten Variablen)
Y=gy, (1.6)
wobei f: I =R, g: ] — R stetig seien upd I, ] < R Intervalle. Als Losungsansatz bietet sich

ﬁ =f(x) an (y = y(x)), also

v d x
f i f £© de, (1.7)
Yo 8(77) Xo
d.h. G(y) - G(yo) = F (x) = F (x0),

G(y)—G(yo)=fyj£,

nach Beispiel 1.1.2 und Beispiel 1.1.3

F(x)—F(xo):f £ de
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Dann liefert Auflosung nach y:
y=H(F(x)-F(x)+G(y)), H=G"
Dieser Ansatz klappt in der Umgebung jedes Punktes y, € J mit g (yo) # 0:

1.1.5 Satz Vorgelegt sei die Differentialgleichung (1.6), wobei f: I — R, g: ] — R stetig seien.
Ferner seien (xo, yo0) € I x J und g nullstellenfrei in J. Dann gibt es eine (ggf. einseitige) Um-
gebung U von xy und eine Losung y: U — ] der Differentialgleichung (1.6) auf U, welche der
Anfangsbedingung y (xy) = yo geniigt, und zwar ergibt sich y durch Auflésen von (1.7) nach

Y.

BEwEls Angenommen, es sei y eine Losung von (1.6) in einer Umgebung U (ggf. einseitig)
Y&

von Xxp mit y(xp) = yp. Fiir alle ¢ € U gilt dann 20©)

(bzw. [x, xo]) liefert:

YO x
dé = dé.
fxog(y(f)) ¢ fxof(a ¢

= f (&), und Integration tiber [xg, x]

Y&
g(y(©)’

Ist nun G eine Stammfunktion von é, so ist d%G(x &) = also haben wir, wenn wir

mit F eine Stammfunktion von f bezeichnen:
G(y(®)-G(y0) =F(x) - F(xp).

Nun ist g stetig und nullstellenfrei, also é > 0 auf ganz J oder é <0 auf ganz J. = G ist
stetig differenzierbar und streng monoton, hat also eine streng monotone Umkehrfunktion
H:=G!.

y(x)=H(F(x)-F(x)+G(y))  aufU

= y ist eindeutig bestimmt. Dieses y ist wirklich eine Lésung, denn:

!/ ! ! ]‘
Y0 =H'(Fx —F(icro) +G(y0))F'(x) = mf(x) =g(y@)f ),
=G(y(x))
und es gilt
¥ (x0) = H (F (x0) = F (x0) + G (y0)) = H(G(y0)) = yo. O

1.1.6 Beispiel j’ = e¥sinx. Die Voraussetzungen von Satz 1.1.5 sind erfiillt, und unser An-
satz liefert: 77y’ = sinx, d.h. (—e‘y)' = (—cosx)’, also e = cosx + C mit konstantem C,
d.h. y(x) = —log(cos x + C). Der Definitionsbereich D von y hingt stark ab von C:

C>1 D=R.
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/\\\\ //\

Abbildung 1.2: yc mit C = -3, ,C=1,C=1,C=2,

SIE]

—-1<C<1 Es gibt ein a €]0,7] mit C = —cosa, und dann ist cosx + C = cosx —cosa > 0,
falls —a < x—2nk < a mit k € Z. Dann ist also

D= J12nk-a,2nk+al.
kez

C < -1 nicht sinnvoll, D = @.
Sind (xo, yo) € R? beliebig vorgegeben, so gilt wegen log(10,00[) = R:
Y(x0) =yo© yo=—log(xg+C) © e =cosxg+C < C=e " —cosxp,

und dieses C ist notwendig > —1, d. h. das zugehdérige y ist sinnvoll, da xp € D.
Ergebnis: Fiir alle (xo, o) € R? ist das Anfangswertproblem

¥y =e’sinx, ¥ (x0) = Yo

lokal eindeutig l6sbar. Fiir X = 7% + cosxy > 1 ist die Losung auf ganz R definiert, fiir
—1 < C <1 hat die Losung den obigen Definitionsbereich D.

Obgleich die Differentialgleichung keine Probleme mit dem Definitionsbereich bereitet,
sind die Losungen nicht notwendig auf ganz R definiert. Selbst eine ,kleine“ Anderung der
Anfangswerte kann ganz erhebliche Anderungen bei der Losung bewirken (siehe Abb. 1.2).

Oft lassen sich Differentialgleichungen durch einfache Transformationen auf bekannte
Differentialgleichungen zuriickfiihren:

1.1.7 Beispiel
y' =f(ax+by+c) (1.8)
mit a, b, c € R. Sei gleich b # 0 (sonst liegt Beispiel 1.1.1 vor). Ansatz: u(x) = ax+ by (x) +c.
>u=a+by =a+bf(u (1.9)

also eine Reduktion auf Beispiel 1.1.2. Umgekehrt: Jede Lésung u von (1.9) liefert eine Lo-
sung y von (1.8).
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Abbildung 1.3: Richtungsfeld einer homogenen Differentialgleichung

1.1.8 Beispiel y' = (x+y)2. u=x+y=>u =1+y =1+u?. = (arctanu)’ = 1, d. h. arctanu =
x+C (nur moglich, solange x+C € |-, Z[), also u = tan (x + C) und somit y = tan (x + C) - x.
Zur Probe rechnet man nach:

y’:tan’(x+C)—1:1+tan2(x+C)—1:(x+y)2

1.1.9 Beispiel (Homogene Differentialgleichungen) Die Funktion f(x,y), f stetig, heilt
homogen , falls fiir alle A € R gilt: f (Ax,Ay) = f (x,y). Dann ist mit A := 1 fiir x #0:

fly)=r(LE)=g(2),

X

d. h. die Differentialgleichung hat die Form:

y'=f(£) (x #0, g stetig) (1.10)

Ansatz: u = @

>y =wx) =ut+xu =g,
d. h. die Differentialgleichung nimmt die Form an:

_gw-x
X

) (1.11)

so dass eine Reduktion auf eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen vorliegt.
Umgekehrt liefert jede Losung von (1.11) vermoége y = ux eine Losung von (1.10).
Richtungsfeld einer homogenen Differentialgleichung: Auf allen Geraden durch 0 ist % =c
konstant, und auf dieser Geraden ist die Richtung festgelegt durch tana = g(c). Das sieht
so aus wie in Abb. 1.3.

1.1.10 Beispiel Die Differentialgleichung

(1.12)
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ist homogen. Setze u = 2. Aus (1.11) folgt dann: u' = W = -, d.h v?u' = -1, also

(1) = (log|xl) fiir x#0, d. h. u® = —log|x* + C fiir x #0, also y* = x* (~log|x* + C) fiir
x #0.

Fiir beliebiges C € R und x # 0 ist das wirklich eine Lésung von (1.12), denn

2 2 3 3 3 J’3 2
3y°y' =3x"(-loglx|° +C) + x ——):3——3x,

d.h. y' = £ — % (beachte: y # 0.

x P
Anfangsbedingungen: Der Anfangswert xy = 0 ist offenbar nicht sinnvoll. Sei xo # 0, yp € R:
y erfiillt die Anfangsbedingung y (xo) = yo genau dann, wenn y; = x3 (—log|xol® + C), d. h.
3
wenn C = z—§+log|x0|3. Das Anfangswertproblem (1.12) mit y (xp) = yp ist also auf ]0,00[ (im
Fall xy > 0) bzw. auf ]—o0,0[ (im Fall x( < 0) eindeutig 16sbar.

ax+by+c

1.1.11 Beispiel y' = f ( axtpyT 7) mit a,b,c,a,B,y € R. Zur Reduktion der Differentialglei-
chung unterscheiden wir 2 Fille:

1. Fall: det(g g) # 0. Wir wollen neue Variablen einfithren gemill x = u+ h, y = v+ k mit
konstanten h, k € R, die wie folgt gewdhlt werden:

ax+by+c=au+bv+ah+bk+c,
ax+pPy+y=au+pPv+ah+pfk+vy,

und wegen det(g fé) # 0 konnen h, k so gewdhlt werden, dass ah + bk + ¢ = 0 und

ah+ Bk+7y =0. Dann hat die Differentialgleichung die Form v’ = f (M), und das

au+pv
ist eine homogene Differentialgleichung.

2. Fall: det( b) = 0. Dann sind die beiden Zeilen dieser Matrix linear abhéngig.

a
a p
(i) a=b=a=p=0:Dann ist die Differentialgleichung trivial.

(i) (a b)# (0 0). Dann gibt es ein A€ R, so dass (¢ f)=A(a b). Die Diffe-

rentialgleichung hat also die Form y' = f (#%).
(1) b=0:Klar
(2) b#0: Setze z:= ax+ by, dann ist z' = a+ bf(f;fy), also haben wir eine
Reduktion auf den Fall (1.3) aus Beispiel 1.1.2
(iii) (a b)=(0 0), aber (a B) # (0 0). Damit die Differentialgleichung inter-
essant ist, setzen wir ¢ # 0 voraus und setzen g (t) := f (%) fur ¢ #0, und haben
ax+fy+y)

die Differentialgleichung y’ = g( , also eine Reduktion auf den Fall (2ii)

mit A =0.

In allen Féllen ist die Differentialgleichung damit auf bekannte Félle reduziert.
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1.2 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

1.2.1 Definition (Lineare Differentialgleichung erster Ordnung) Eine Differentialgleichung
heiflt linear von erster Ordnung, wenn sie die Form

[y +gy=nh (1.13)

mit stetigen f, g, h: I — R hat. Ist f nullstellenfrei, so kann gleich f =1 angenommen wer-
den, und dann hat (1.13) die Normalform

y'+gy=h (1.14)
mit stetigen g, h: I — R. Istin (1.14) h =0, so heifl$t (1.14) homogen, sonst inhomogen.

1.2.2 Satz Vorgelegt sei die lineare Differentialgleichung erster Ordnung (1.14) mit stetigen
g h: I — R. Dann existiert zu jedem (xo, o) € I xR genau eine Losung y: I — R von (1.14)
mit y (xo) = Yo, und diese Losung ist gegeben durch

X t X
y(x)=(y0+f h(t)exp(f g(u)du) dt)exp(—f g(t)dt) (xel (1.15)
Xo X X

0 0

Bewers (i) Lésung der homogenen Differentialgleichung y' + gy = 0: Sei y Losung der
Differentialgleichung y’ = —gy. Man dividiert an dieser Stelle nicht durch y, da y =0
eine Losung ist, y also a priori nicht notwendig nullstellenfrei ist.

d X X
= a(y(x)eXpU g dt)) = (y’(x)+g(x)y(x))exp(f g dr) =0

Die Funktion ist folglich konstant, also ist wegen der Anfangsbedingung y (xp) = yo:

X
y(X)=yoeXp(—f g(t)dt) (xel)

Dieses ist wirklich eine Losung der homogenen Differentialgleichung! Das ist (1.15) im
Falle h =0, also ist die Behauptung bewiesen fiir i = 0.

(ii) Allgemeiner Fall: Wir setzen (,,Variation der Konstanten®)

z(x)::y(x)exp(fxg(u) du) (xel

Dann ist die Anfangsbedingung y (xp) = yo < z(xo) = Yo.

=>z'= () +gy) exp (f g (w) du) = h(x)exp (f g (w) du) (1.16)
e — Xo Xo
=hwg(1.14)

X t
3z(x):f h(z)exp(f g(u)du) dt+yp (1.17)
Xo Xo
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16st die Differentialgleichung (1.16) und erfiillt die Anfangsbedingung z (xo) = yo.
Ergebnis: Wenn eine Losung y von (1.14) mit y (xp) = yo existiert, so ist

X

z(x) :y(x)exp(f g(w du)

0

Losung von (1.16) mit z(xp) = yp, und z ist durch (1.17) gegeben, d.h. y ist durch (1.15)
gegeben.

Umgekehrt: (1.15) ist wirklich eine Lésung von (1.14) mit y (xo) = yo; Probe: y (xg) = yp ist
klar.

Y (x)+gx)yx)
= (h(x) exp (f g(w) du))exp (—f g(n dt) +y(x) (-g(x)+gx) yx) O

=h(x).

1.2.3 Bemerkung a) Sind yj, y» zwei Losungen der inhomogenen Differentialgleichung
(1.14), so ist y; — y» eine Losung der homogenen Differentialgleichung

y' +gy=0. (1.18)

b) Ist y; irgendeine ,feste“ Losung von (1.14), so erhélt man alle Lésungen y von (1.14)
in der Form y = y; + z, wobei z eine Losung von (1.18) ist.

¢) Der Losungsraum der homogenen Differentialgleichung (1.18) hat die Dimension 1
und wird von ¢ (x) := exp(— f;f) gt dt) aufgespannt. Insbesondere ist jede Losung
y # 0 von (1.18) nullstellenfrei auf I.

1.2.4 Beispiel (Fall mit (Luft)reibung im homogenen Schwerefeld) Zur Veranschaulichung
der Situation siehe Abb. 1.4. K = (0,—mg) sei die Schwerkraft, g die Fallbeschleunigung,
R = —xv mit x > 0 sei die Reibungskraft, v = (%,y) die Geschwindigkeit und b = (%, j)
die Beschleunigung. Die Bewegungsgleichung mb = K —xv besagt dann: mX = —xx und
mj=—«xy—mg, d.h. mit A:= = > 0:

i+Ak=0, j+Ay=-g

Mit der Anfangsgeschwindigkeit x (fp) =: ug, y (fo) =: vp erhalten wir dann aus (1.15):

% (1) = uge M=),

t

y(t) = (VO -g eﬁ(f—lo) df) e—l(l—fo)
To

o~ Mi=to) _ g (1 _ e—A(t—to))’

=1 1
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die Geschwindigkeit in x-Richtung nimmt also exponentiell ab.

= x (1) = x(tp) Lo (1 _ e—/l(t—to))
—— /1

=:X0

y()=y(t) + % (1 _ e—/l(t—to)) _ 8 g (1 _ e—m—zo))

A(t_t0)+ﬁ

=y(t) + (% + %) (1 - e_/l(t_to)) - % (t—1o).

Das sind die Losungen der Bewegungsgleichung.

. U miuy
= lim x(t) = x(ty) + — = x(ty) + ——
t—oo A K

lim x () =0,
t—00
.8
}ggo y()= N
d.h. die x Koordinate ist beschrénkt, die Geschwindigkeit in x-Richtung nimmt exponentiell
ab, und die Geschwindigkeit in y-Richtung ist fiir groe # nahezu konstant. Das kann man

z.B. schon bei Sinkversuchen in Fliissigkeiten beobachten.
Fir ug # 0 erhalten wir:

y=yo+(L+5) (1-e0) S -1
R’

=(x—xn) X
=(x—xo0) 3

_ g\ 1 g A
_y0+(v0+1) u—O(x(t)—x0)+—log(l—u—o(x(t)—xg)

12
8\ 1 g (A A . A 3
:J’O+(U0+1)u—o(x(t)—xo)—ﬁ(u—o(x(l)—xo)-i'%(x(ﬂ—xo) +%(x(l)—xo) +...

K—0 Vo g 2
— — (x(2) = x0) — == (x () = x0)°,
Yo+ ” (x (1) = xo0) 2 (x (1) = xo)

0

falls |ui0 (x(t)— x0)| < 1, nach Definition von A. Dabei hebt sich der erste Term der Reihe
gegen den zweiten Summanden aus der Klammer weg.

Das stellt die bekannte Wurfparabel dar, d. h. im Falle x = 0 (d. h. Fall ohne Reibung) fallt
der Massenpunkt auf einer Parabel.

1.2.5 Beispiel (Wechselstromkreis) (,quasi-stationdr®, siehe Abb. 1.5) U sei die Spannung
(bekannt), I die Stromstédrke (gesucht), R ein Ohmscher Widerstand (konstant), L eine
Selbstinduktion (konstant). = U = gesamter Spannungsabfall = Spannungsabfall am Ohm-
schen Widerstand + induzierte Spannung = RI + L%. Als Anfangsbedingung haben wir
I1(0) = Ip. Das fiihrt uns zu der Differentialgleichung

dl R_ U

—t—I==
dt L L



20 1 Elementare Losungsmethoden

X
Abbildung 1.4: Fall im homogenen Schwerefeld

] » L

Abbildung 1.5: Stromkreis aus Beispiel 1.2.5
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Mit g := % und h:= % entspricht das der Form von (1.14), wir konnen also Satz 1.2.2 an-
wenden, und erhalten

tU(S) SR IR
I(ﬂ—(10+f0 Texp(fo zdu)ds)exp(—fo zdu)

t
:(Io+f we%sds)e_§t (reR)
o L

Betrachten wir nun den Spezialfall des Sinus-formigen Wechselstroms: U = Upsinwt mit
w=27v>0.

U, t
=>I()= (Io + Tof sinws-e%sds) e it
0

Wegen

" RL

el [sinwt— —cosot|| 5——=
R R? + w22

i, (R . w’L | RL
er!| Tsinwi—wcoswi+wcoswt+ —=sinwi

R2 + w22
Ry
=el'sinwt
folgt
R t
Up| ei’RL |, wL _R,
I()=|Ip+— | == |sinws— —cosws e L
L | R? + 0?2 R o
(I + Yool )e‘§t+ Yo (Rsinwt—wLcoswt)
= —_ ————— (Rsinwt-w wrt).
0T R4 @212 R+ @2[2

Es gibt ein (modulo 27 eindeutiges) ¢ € R mit

R wL .
VEEzatz 0 VRrerz ¥

und mit dieser Phasenverschiebung ¢ erhalten wir'

I(t)—(1+ Yol )e_%t+ Yo sin(wt - ¢)
0T Rz 0212 VRZ + 0?12 @

Ergebnis: Bis auf den vom Einschaltvorgang herriithrenden exponentiell abfallenden Anteil
ist der Strom sinusférmig mit derselben Frequenz wie die Spannung, aber in der Phase
verschoben. Die Amplitude des Stroms ist aber nicht gleich %, wie man vom Gleichstrom

e U,
her erwarten mochte, sondern ——.
’ VRZ+w?[2

Lsin (wt - ¢) = sin (~¢) coswt +sinwt cos (~¢) = sinwt cos g —sinpcoswt
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1.2.6 Beispiel (Bernoullische Differentialgleichung) (benannt nach Johann Bernoulli, 1667—
1748).

y+g@)y+hx)y*=0, (1.19)

g, h: I — R stetig. Fiir @ € R\ Z ist hier y > 0 vorauszusetzen, fiir a € N ist keine besondere
Voraussetzung bzgl. y notig, fiir a € Z, a <0 ist y als nullstellenfrei vorauszusetzen.
Triviale Fille:

a =1: Homogene lineare Differentialgleichung in Normalform (1.18): Lésung ist bekannt:
(1.15).

a =0: Inhomogene lineare Differentialgleichung in Normalform (1.14): Lésung ist bekannt:
(1.15)

Losungsansatz: Sei gleich a ¢ {0,1}, xo € I und U c I eine (ggf. einseitige) Umgebung von
Xo, ¥: U — R sei eine Losung von (1.19), insbesondere sei y* sinnvoll (d. h. y geniige obigen
Anforderungen); zusétzlich sei y~% sinnvoll, d. h. y|y sei auch im Falle a € N nullstellenfrei.
Multiplikation von (1.19) mit (1 — a) y~“ liefert dann:

-0y %Y +gx0-a)y *+(1-a)h(x) =0,
d.h.
(yl_“)/ +1-a)gx)y+Q-a)h(x)=0.

= z:= y!~% ist sinnvoll und geniigt der linearen Differentialgleichung erster Ordnung

Z+(1-a)gx)z+(1—-a)h(x)=0. (1.20)
Umgekehrt: Ist z: U — R eine Losung von (1.20) und y := zT sinnvoll, so ist

1y y
R A -h J__ —h a’
1_azz gx)y (x)z gxX)y—-hx)y
also gilt (1.19).
Diskussion des Anfangswertproblems: Gegeben sei die Differentialgleichung (1.19) mit a €
R, a # 1; gesucht ist eine Losung y > 0 mit y (xg) = yo, wobei xp € I, yp > 0 vorgegeben seien.
Losung: Nach Satz 1.2.2 existiert eine Losung z von (1.20) mit z (xg) = yé‘“ > 0, und es gibt

eine Intervallumgebung U < I von xo mit z|y > 0. Obige Uberlegung liefert jetzt y := ZTa
ist auf U definiert und positiv, y 16st (1.19) und es gilt y (xp) = yp. Das Anfangswertproblem
ist also lokal eindeutig l6sbar. Fiir spezielle a sind weitere Fille zu diskutieren:

a =0: klar nach (1.15), jedes Anfangswertproblem ist eindeutig auf ganz I 16sbar.
a€”Z, a #1: Auch Lésungen y < 0 sind zu diskutieren: (1.19) liefert:
(=) +g@ (=) + =D hx) (-y)* =0. (1.21)

D. h. mit y ist auch —y Lésung einer Bernoullischen Differentialgleichung mit (-1)%*! h
an Stelle von h.
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(i) a ungerade: Mit y ist auch —y Losung von (1.19). D. h.: Die negativen Losungen
von (1.19) erhilt man aus den positiven durch Ubergang y — —y.

(ii) a gerade: Ist y <0 Lésung von (1.19), so ist v:= —y > 0 eine Lésung von (1.21),
und (1.21) ist vom Bernoulli-Typ, und die positiven Lésungen des Anfangswert-
problems sind nach obigem bekannt.

a >0: Wegen 0% =0 ist auch y =0 eine (triviale) Losung von (1.19).
1.2.7 Beispiel
1
'+ ——y+1+x)y' =0 x#-1 1.22
Y17 ( )y (x#-1) (1.22)

Die Differentialgleichung ist auch fiir y < 0 sinnvoll. Sei y eine nullstellenfreie Lésung im
Intervall I cR\{-1}. = z = y~3 ist Lésung der Differentialgleichung

Z - 3 z—=3(1+x)=0 (x#-1). (1.23)
1+x

Mit (1.15) folgt dann fiir —1 ¢ [xo, x] bzw. [x, Xp] mit beliebigem z; € R:

X ro x 3
:’Z(x)=(20+f 3(1+t)e‘fxolf_ud“dt)exp(f —dt)
Xo Xo 1+¢

Wir rechnen zunichst fiir —1 < x¢ < x und erhalten:

X
20 = (Zo+[ 3(1 + 1) e-300g(1+0-log(1+x)) dt) £3(10g(1+0)-log(1+x7))
X

0

x 1+ x0)3 1+ x)3
= 3(1+¢ d
(ZO+[350 0y Y m?
=z M+3(1+x)3 T di
T+ x)3 v (L+ 02
(1+x)3 3 lx
=z0m+3(l+x) [-a+n7'L,
also
3 3
z(x) = zg 1+ 1+ -3(1+x)>. (1.24)
(1+XQ)3 1+ xp

Das ist die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems z' — lf—xz -3(1+x)=0,
z(xp) = 29, wobei die Losung bei beliebigem zp € R, xo # 1 existiert auf ganz ]—oco,—1[ im
Fall xy < =1 bzw. |-1,00[ im Fall xy > —1. Diese Losung wurde unter der Voraussetzung
—1 < xp < x hergeleitet, aber nun sehen wir: Fiir beliebiges xy # —1 ist (1.24) eine Losung
von (1.23) mit z (xp) = zp fiir beliebiges zy € R (triviale Probe). Die Losung ist sogar auf ganz
R sinnvoll, (1.23) nur fiir x # —1. Zur Lésung (1.24) von (1.23) gehort die Losung y = z73:

1
y(x) = , (1.25)

3 P
i/zo(“x) +300° 314 52

1+x9 1+xg
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Abbildung 1.6: y (x) = ‘m

und diese ist sinnvoll, solange x- # —1, x # —1 und der Nenner nicht verschwindet. y (xp) =
2-073 = ¥o0, d.h. wdhle zj := yg, und das Anfangswertproblem der Differentialgleichung
(1.19) mit dem Anfangswert y (xg) = yp ist fiir yo # 0 lokal eindeutig 16sbar. Fiir yy = 0 hat
(1.22) die triviale Losung y = 0; diese kann man als Grenzfall von (1.25) fiir zy — oo auffassen.
— Weiter gilt mit xp # -1 # x:

3 1+x
<0
1+ x9
Z0 1
=3 3+3 1+x)#3
(1 + xp) 1+ xp

—~

=:C

3 3
1+x
+3( )
1+ x9

—3(1+x)2%#0

N

3
< C=00derC#0AX# E—l.
Beispiel: xo =0, y9 = —1 (d.h. zp = —1). Dann haben wir die Lésung des Anfangswertpro-
blems
1 1 1

V2010730102 V0102 2x-l) Ylrxid-z2n

und dies ist die Losung des Anfangswertproblems mit maximalem Definitionsintervall I =
]-1,1[ (siehe Abb. 1.6).

y(x)

1.2.8 Beispiel (Riccatische Differentialgleichung) benannt nach GrafJacopo Francesco Ric-
cati, 1676-1754, der wichtige Arbeiten zur Theorie der Differentialgleichungen schrieb.

Y +gx)y+h(x)y*=kx) (1.26)



1.2 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung 25

mit stetigen g, h, k: I — R. Die Losungen der Riccatischen Differentialgleichung lassen sich
- von Spezialfdllen mit z. B. h = 0 abgesehen - nicht elementar angeben. Die Differentialglei-
chung hat aber folgende merkwiirdige Eigenschaft: Kennt man eine Losung der Riccatischen
Differentialgleichung, so sind die {ibrigen elementar berechenbar.

Beweis Sei ¢ eine ,bekannte“ Lésung von (1.26), y irgendeine Lésung von (1.26), u:= y—¢.
Dann gilt mit (1.26)

W+gu+h(y*-¢?)=0,
[
=u(u+2¢)
und das schreibt sich als
U +(g(0)+2¢ () h(x) u+h(x)u?=0. (1.27)

Das ist eine Bernoullische Differentialgleichung vom Typ (1.19) mit a = 2. Diese wird durch
z:= u"! (Annahme: u sei nullstellenfrei im betrachteten Intervall) iiberfiihrt in die lineare
Differentialgleichung

Z—(g@)+2¢0 () h(x))z—h(x) =0, (1.28)

und diese kann man mit (1.15) 16sen. — Wir haben schon gesehen: Jede nullstellenfreie
Losung z von (1.28) gibt die Losung u:= z~! von (1.27), und dann ist y := u+ ¢ eine Lésung
von (1.26), da

y=u+¢ =—(g+20h)u—hu*-gp-he*+k

O
=—g(u+@)-h(u+g) +k.
1.2.9 Beispiel
y —2xy—-y*=2 (1.29)

Diese Riccati-Differentialgleichung (g(x) = —2x, h = -1, k = 2) hat die spezielle Lésung
@(x)= —% fiir x # 0. Wir schreiben (1.28) um und erhalten:

Z +

2
2x——)z+1:0.
X

X t X
(1£1>5)z(x):(z0+f (—l)exp(f (2u—%)du)dt)exp(—f (ZI—%)dt)

x 2 x?
zo—[ exp|t* — x5 —log— | dt|exp|—(x* — x§) +1log =
X0 XO xO

2 x ,t?

X o Pex) 2o [T gy

2 )
0 N Xo

—_ ~~
Losung der hom. Gl. Losung der inhom. Gl.
Z+(2x-2)2=0 7 +(2x-2)z+1=0
X

I
&
4
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Hier ist noch

.2 xet2 _2 [* 1Y .
x’e xf —Zdtzxze x f (——) el dt
Xo A Xo t
2 )x X
.2 e .2 1 2
=x?e™ |-—| +x%e” f —2te’ dt
t Xo

Xo

2 X
X" _(2_,2 42 2

= —x+ e (FX) y oy f e’ dt,
xO Xo

und wir erhalten

20 1 (422 2 [r 2
z(xX) == -— x2e (%) 4y 2x2e "f el dt
xo X() Xo
2 —x? 2 —x? * 2
=Cx“e™* +x—-2x"e e’ dt
Xo

mit konstantem C.

S>y=u+¢@
1
=—=+z!
x
_1, 1
X x+x2e ™ (C—Zf;; etzdt)

also ist

—e " (C—Zf;; e’ dt)

y(x) = (1.30)

1+xe ™ (C—Zf;f) et dt)

eine Losung von (1.29). Diese Losung ist iiberall dort definiert, wo der Nenner nicht ver-
schwindet, speziell auch fiir x = 0! Besonders einfach wird die Sache fiir xy = 0: Fiir jedes
Yo € R ist das Anfangswertproblem der Differentialgleichung (1.29) mit y (0) = yo lokal ein-
deutig l6sbar, denn mit C:= -y leistet (1.30) das Gewiinschte. Fiir beliebiges xp, das keine
Nullstelle des Nenners ist, gilt:

y(xo)ZJ’O@l—ZZJ/O

o —C(1+x0y0) = ygex§

2
yoe™

>sC=——7"—,
1+ Xx0y0
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und das Anfangswertproblem ist lokal eindeutig 16sbar genau dann, wenn xyyp # —1, denn
dann ist mit obigem C automatisch

2
X0)o ) _ e’

ex§+x0C:ex§(l— =
1+XQy0 1+.X'0y0

und man kann rechnen wie oben angefiihrt.

1.3 Exakte Differentialgleichungen

1.3.1 Beispiel (Differentialgleichung einer Kurvenschar) Gegeben seien ein Gebiet G c R?
und f: G — R stetig. Dann bilden die Lésungen der Differentialgleichung y’ = f (x, y) fiir va-
riable Anfangswerte (xo, yo) € G eine Kurvenschar, die G uberdeckt: siehe Satz 2.1.7
Umgekehrt: Sei eine Kurvenschar gegeben bestehend aus differenzierbaren Funktionen, die
G einfach iiberdeckt. Dann ist diese Kurvenschar die Menge der Losungen einer geeigne-
ten Differentialgleichung: Sei z.B. (xo, o) € G und ¢ die Kurve zu (xo, yo): ¢ (xo) = yo. Fiir
(x,¥) € G mit ¢ (x) = y (d. h. fiir Punkte auf dem Graphen von ¢) setzen wir f(x,y) := ¢’ (x)
(Beachte: ¢ ist differenzierbar nach Voraussetzung!). Dadurch wird eine (stetige) Funktion
f: G — R definiert, und nach Konstruktion ist jede Funktion der Kurvenschar Losung der
Differentialgleichung y' = f(x,y). Dabei wird man als Kurven ¢ nicht nur Graphen von
Funktionen der Variablen x betrachten, sondern gleich allgemeinere Kurven (x(1),y (1)),
wobei t € I ein geeigneter Parameter ist.

1.3.2 Beispiel G =R?\{0}, x> + y?> = r? (r > 0) bildet eine Schar konzentrischer Kreise. Die
zugehorige Differentialgleichung lautet: yy' + x = 0. Wenn wir uns auf Funktionen der Va-
riablen x beschridnken wollen, haben wir z. B. folgende Moglichkeiten: G* := {(x,y): y >0},
Losungen hier y(x) = Vr2 —x? fiir —r < x <r (r > 0 Parameter) oder G = {(x,y): y <0}, Lo-
sungen y(x) = —Vr2—x? fiir —r < x < r (r > 0 Parameter). Wenn wir im urspriinglichen G
bleiben wollen, konnen wir nicht mehr Funktionen von x als Losungen erwarten. Aber fiih-
ren wir den Winkel als Parameter ein, (x 1),y (t)) =r(cost,sint) (0 <t <2m), so bilden diese
Kurven Losungen der Differentialgleichung yy’ + xx’ = 0. Da es auf die Wahl des Kurvenpa-
rameters nicht ankommt, schreibt man das gern in der Form ydy+ xdx = 0. Das kann man
als Abkiirzung fiir die vorangehende Differentialgleichung ansehen (das dt lasst man hier
einfach weg). Auch kommt die Symmetrie in (x, y) besser zum Ausdruck: In den Punkten
der x-Achse wird man lokale Losungen nicht in der Form y (x) suchen, sondern in der Form
x(y) und y als Variable ansehen.

Allgemein: Hat man eine Kurvenschar der Form F(x,y) = C, ((x,y) € G), so geniigt diese der
Differentialgleichung

0Fdx OFdy OF OF
——+——=0 d h —dx+—dy=0;
ox dr oy dr oderatel - 5y 4 T 5y Y
wenn wir Losungen als Funktionen von x ausschreiben, haben wir die Differentialgleichung
OF OFd
£ oo

—+——=0.
0x Oydx
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Solche Differentialgleichungen nennt man exakt:

1.3.3 Definition (Exakte Differentialgleichung) Seien G c R? ein Gebiet und g,h: G — R
stetig. Die Differentialgleichung

g(x,y)dx+h(x,y)dy=0 (1.31)
auf G heilst exakt, wenn es eine stetig differenzierbare Funktion F: G — R gibt mit

Fr=g  F=hk (1.32)
F heit dann eine Stammfunktion der Differentialgleichung (1.31).

1.3.4 Folgerung Hat (1.31) eine Stammfunktion F im Gebiet G, so ist F bis auf eine Kon-
stante eindeutig bestimmt.

Bewers Ist E eine zweite Stammfunktion, so hat u := F — E die Eigenschaft: u ist stetig
differenzierbar mit u, = u, = 0. Dann verschwinden wegen u; = (grad i, <) fiir beliebiges
¢ € R? alle Richtungsableitungen von u, so dass u konstant ist. Siehe dazu auch Forster
(1999). O

1.3.5 Satz Ist die Differentialgleichung (1.31) exakt mit Stammfunktion F auf G, so erhdlt

man durch (lokale) Auflosung der Gleichung F(x,y) = C der sog. Niveaukurve simitliche

Losungen (;Eg) von (1.31). Zu jedem (xo,y0) € G mit Fy (xo,0) = h(x0,y0) # 0 setze man

C := F (xo, o). Dann gibt es offene Intervall-Umgebungen U von xo und V von y, mitUxV c
G und eine stetig differenzierbare Lésung y: U — V der Differentialgleichung

g(xy)+h(xy)y =0 (1.33)
mit Anfangswert y (xo) = Yo, so dass F (x,y (x)) =C fiiralle xe U und
{(x,y) € G: F(x,y) = C} n (U x V) = Graph .

Bemerkung Ist Fy (xo,0) = g(x0,0) # 0, so existiert entsprechend eine Losung x(y) der
Differentialgleichung

dx
x,y)—+h(x,y)=0 (1.34)
g( y)dy (%)

mit x(yo) = xo, die in einer Umgebung von x, erkldrt ist und die man durch Auflésung von
F(x(y),y) = F(x0, o) erhlt.

Bewers Sei J <R ein Intervall und (3): J — G differenzierbar. Dann gilt laut Kettenregel:

L . . d
gx+hy=Fx+F,y= %F(x(t),y(t));
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Abbildung 1.7: Niveaukurve

also ist () Losung von gx + hy = 0 genau dann, wenn F (x(£), y (#)) konstant ist auf J. Sei
weiter (xo, o) € G und Fy (xo, y0) = h (X0, yo) # 0. Im Falle Fy(xo, yo) = & (%0, y0) # 0 schlieft
man ebenso mit x (y) statt y (x). Wegen g—’; (x0,y0) # 0, existiert nach dem Satz iiber implizite
Funktionen (siehe Elstrodt (2002a)) eine Umgebung U von xy und eine Umgebung V von
¥o und eine Funktion y: U — V mit F(x,y(x)) = C auf U, und {(x,y) € G: F(x,y)=C}n
(U x V) = Graph y. Nach der Kettenregel gilt fiir x € U:

d
0= aF(x,y(x)) =Fe(xy@)+f(xy@)y 0 =g(xy®)+h(xy®)y x),

d.h. y ist eine Losung von (1.33). |

1.3.6 Beispiele  a) Die Differentialgleichung 2xdx +2ydy = 0 ist exakt, denn F(x,y) =
X%+ y2 ist Stammfunktion. Die Niveaukurven F (x, y) = R? (R > 0) sind Kreise. Diese

kénnen wir global parametrisieren in der Form (;Eg) = R(S%3]) fiir ¢ € [0,271], und
das ist eine Losung der Differentialgleichung. Aber wir kdnnen die Kreise nicht global
als Graphen von Funktionen in x darstellen: Wohl aber konnen wir die Kreise ,lokal“
als Funktionen in x darstellen in einer Umgebung des Anfangswertes (xo, o), wenn

Fy (x0,y0) = h(x0,0) = 2y0 # 0 (siehe Abb. 1.8): Fiir y, # 0 ist

y(x) = (sgnyo) /(x5 +y3) — x?

Losung in U = U, (x¢), und dabei darf durchaus yy > 0 oder auch y, < 0 sein. Fiir
¥o = 0 schreibe man die Losung lokal als x = x(y)! Das geht, da Fy (xo, yo) 2x0 # 0, falls
Yo = 0.

b) Die Differentialgleichung

(y*e™ +3x%y) dx+ (> + (1 +xy) e?) dy=0
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~- - fiir Funktionen
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Abbildung 1.8: Parametrisierung von Kreisen

ist exakt mit der Stammfunktion F (x, y) = y (e*” + x*). Die Auflésung von F(x,y) =C
nach y oder x ist hier nicht ohne weiteres in expliziter Form méglich. Aber nume-
risch ist eine solche Auflosung mit Computerhilfe in der Regel in befriedigender Weise
moéglich.

Im Prinzip kann man nach Satz 1.3.5 die Losungen exakter Differentialgleichungen sofort
angeben. Wie priift man, ob eine Differentialgleichung exakt ist?

1.3.7 Satz (Notwendige Bedingung fiir Exaktheit) Gegeben sei die Differentialgleichung
g(x,y)dx+h(x,y)dy=0 (xeG) (1.35)

mit dem Gebiet G und stetig differenzierbaren Funktionen g, h: G — R. Ist (1.35) exakt, so gilt
8y = hy (xe@G). (1.36)

Beweis Ist (1.35) exakt, so existiert eine stetig differenzierbare Funktion F: G — Rmit Fy = g
und F = h. g, h sind stetig differenzierbar, also ist F zweimal stetig partiell differenzierbar,
und es gilt:

gy = (Fx)y = (Fy), = ha. O

Bemerkung Die Differentialform erster Ordnung w auf G heilt geschlossen, falls dw = 0. Im
Falle w = gdx + hdy ist (vgl. Forster (1977)):
do=dgndx+dhndy
=(gxdx+gydy) ndx+ (hydx+hydy) Ad,
=(hy—gy) dxndy,



1.3 Exakte Differentialgleichungen 31

dabeigilt dxAndx=dyndy=0,dxndy=—-dyndx, und das ist eine Basis der Differential-
formen zweiter Ordnung. dw heil3t die dullere Ableitung oder das Differential von w. Siehe
dazu auch Forster (1996), Kénigsberger (1903).

Wir haben also: w geschlossen < 3w = dF mit dF = Fxdx+ Fy,dy. Satz 1.3.7 besagt in die-
ser Redeweise: w exakt = w geschlossen. Hintergrund dieser Implikation ist die allgemeine
Rechenregel d (dF) = 0. Die Umkehrung ist hier im Allgemeinen falsch, gilt aber unter einer
wichtigen Zusatzvoraussetzung: Ist G einfach zusammenhingend, so ist jede geschlossene
Form auf G exakt.

1.3.8 Beispiel Die Differentialform

w=(3y+e")dx+(3x+cosy)dy
— —
=8 =:h

ist geschlossen, denn a% (3y+e*) =3, £ (3x+cosy) = 3. Ist w exakt? Wenn ja, ist &£ = g,
2—5 =h,d.h. & =3y+e*, also F(x,y) = 3xy+e*+¢(y) mit einer differenzierbaren Funktion

¢: R— R. Die Bedingung ‘;—1; =h(x,y) =3x+cosy L3x+¢ (y) fithrt uns zu ¢ (y) := siny, so
dass wir mit

F(x,y)=3xy+e“+siny

eine Stammfunktion von w haben, und wir kdnnen die Differentialgleichung nach Satz 1.3.5
16sen.

1.3.9 Beispiel Die Differentialgleichung

o dy
12xy+3+6x~ — =0
—_—— ~—dx
=g =:h
erfiillt die notwendige Exaktheitsanforderung: g—§ =12x = %. Konstruktion einer Stamm-
funktion: Ist F Stammfunktion, so gilt £ = g = 12xy +3, also F(x,y) = 6x°y +3x + ¢ ().

Die Bedingung 35 = 6x*+¢/(y) 2 h(x,y) = 6x2 liefert ¢’ = 0. Also ist F(x,y) = 6x2y +3x
Stammfunktion. Sei xg # 0, o € R. Dann ist die Losung des Anfangswertproblems y (xo) = o
lokal gegeben durch

F(x, J’) = 6x2y+3x = F(xo,yo) = 6x(2,y0 +3Xxy,

d.h.

~ 6x5 Yo +3x0 —3x ~ 2x2y0+ X0 — X
- 6x2 B 2x2

(x#0).

In der Tat ist dies eine Losung des Anfangswertproblems, solange x # 0, und diese Lésung
ist fiir die x mit sgn x = sgn x( eindeutig bestimmt.
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1.3.10 Beispiel Das Gebiet G = R?\{0} ist nicht einfach zusammenhingend. Die Differenti-
alform

_ Y X
w__x2+y2 dx+ 1y dy
—_—— ——
=g =:h

ist geschlossen, denn

i(_ y )__ Xy _E(L)
oy \ x2+y?) (x2+y2)2_ax x2+y2)

Aber o ist nicht exakt! Fiir x #0 ist F (x, ) := arctan £ eine Stammfunktion, denn

oF 1 AN
oy () e
OF 1 1

— = -—=h(xy).
6y 1+()}/)2 X ( y)

Aber w ist nicht exakt! Angenommen, es gibt doch eine Stammfunktion F auf G. Dann kann
wegen Folgerung 1.3.4 gleich angenommen werden, dass F(x, y) = arctan  fiir x > 0, und
nach Folgerung 1.3.4 existiert ein C € R, so dass fiir x <0 gilt: F(x,y) = arctan C—yx +C. Zur
Bestimmung von C lassen wir (x, y) — (0,1) gehen, und zwar einmal aus Richtung positiver
x, und einmal aus Richtung negativer x. Wegen

lim F(x,y) =~
im X, V) =—,
oo VT2
x>0
lim F(xy)=-—=+C
i X, V)=—=
(x,y)—©,1) Y 2
x<0

ist notwendig C = n. Mit diesem Wert fiir C ist in der Tat

arctan fiirx>0

F(x,y)=1{% flirx=0,y>0 (1.37)

arctan% +x firx<o0

eine Stammfunktion von w auf dem kleineren Gebiet R*\ {() : y < 0}. Aber es gibt keine auf
R?\ {0} stetige Funktion F, die mit den Werten aus (1.37) vertréglich ist! Es gilt namlich bei
0,-1):

/4
lim F(x,y)=——,
(x,y)—0,-1) (x.7) 2

x>0

T 3

lim F(xy)==+n=—
(x,)—(0,-1) 2 2
x<0

)

und dasselbe gilt in allen Punkten (0, y) mit y <0. Also ist w nicht exakt.
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Erfiillt die Differentialgleichung

d
gy +h(xy) 72 =0

die notwendige Exaktheitsbedingung g—y = % auf G, so braucht keine Stammfunktion zu
existieren. Die ndhere Untersuchung hat gezeigt, dass es wesentlich vom zugrunde liegen-
den Gebiet abhéngt, ob eine Stammfunktion existiert oder nicht, und zwar féllt die Antwort
stets dann positiv aus, wenn G einfach zusammenhéngend ist. Diese Bedingung bedeutet
anschaulich, dass G ein Gebiet ,ohne Locher” ist.

Einfach zusammenhidngende Gebiete spielen in der Funktionentheorie eine wichtige Rol-
le und werden dort auf vielerlei ganz verschiedene Arten charakterisiert; z. B. gilt fiir be-
schriankte G: G ist einfach zusammenhingend genau dann, wenn R? \G zusammenhzngend
ist. Siehe dazu auch Elstrodt (2003), Satz 22.5.

Wir wollen eine fiir unsere Zwecke besonders handliche Definition des einfachen Zusam-
menhangs mit Hilfe von Kurven in G vornehmen.

1.3.11 Definition = a) Eine Kurve in G (bzw. ein Weg in G) ist eine stetige Abbildung
x(U)
y@)

wobei [a, b] < R ein kompaktes Intervall ist. y (a) heilt der Anfangspunkt von vy, y (b)
der Endpunkt von v, [y]| oder y(la,b]) die Spur von y. y heilt geschlossen genau
dann, wenn vy (a) =y (b).

y: la,bl— G, t—y(1) =(

b) Seien vg,y1: [0,1] — G zwei geschlossene Kurven in G. Dann hei3t yy homotop zu v,
wenn es eine stetige Funktion

@:[0,1]x[0,1]—- G
gibt, so dass gilt:

) @(s,0)=7yo(s) flir0ss<1,
(i) p(s,D=7y1(s) fiross<l,

(i) @0, )=, ) fir0<st<1,dh. y,:=¢(,1): [0,1] — G ist eine geschlossene
stetige Kurve fiir alle ¢ € [0, 1].

Schreibweise: y¢ ~ y1 (dies ist eine Aquivalenz-Relation!).

Anschauliche Vorstellung: y¢ = ¢ (-,0) wird im Laufe der Zeit ¢ € [0,1] tiber die ge-
schlossenen Kurven vy, stetig in y; deformiert, ohne dass eine der geschlossenen Kur-
ven y; ,zerrissen“ wird.

1.3.12 Beispiel G=R?>\{0},0<r <R:

; rCcosS2ms
Yo (s) 1= rezmsz(rsinmrs) 0<s<1),

Rcos2rms

o 27is _
Y1(8):=Re™ = (RsinZns

) O0=<s<]1).
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= Yo ~ 71, denn
@: [0,11x[0,1] = G, @(s,0):=(r+t(R- r)) e2ris 0<s,t<1)
leistet das Verlangte.

1.3.13 Definition a) Sei a € G. Dann heilt y;: [0,1]1 = G, 71(s):=afir0<s<1ein
konstanter Weg.

b) Sei y: [0,1] — G ein stetiger geschlossener Weg. Dann heilt v nullhomotop in G,
wenn y zu einem konstanten Weg in G homotop ist. Man sagt in diesem Fall auch, y
sei stetig auf einen Punkt zusammenziehbar.

1.3.14 Beispiel a) G = R?, dann ist y(s) := e**** fiir 0 < s < 1 nullhomotop in G, denn
@ (s, 1) := (1 - t) e*"S leistet das Verlangte.

b) G=R?\{0}, dann ist Y (s):= e2mis fiir 0 < s < 1 nicht nullhomotop.

1.3.15 Definition (Einfacher Zusammenhang) G heilt einfach zusammenhéngend, wenn
jede geschlossene Kurve in G nullhomotop in G ist.

1.3.16 Definition (Sterngebiet) G heil3t sternférmig oder Sterngebiet, wenn es ein a € G
gibt, so dass fiir alle be G gilt: fa+t(b—a): 0<t<1}cG.

1.3.17 Beispiel ~ a) {kx: k € R} c R? ist ein Sterngebiet.
b) Ein ,Stern“ mit Mittelpunkt a im R? ist ein Sterngebiet.
c) R®\{(x,0): x <O} ist ein Sterngebiet.

1.3.18 Satz Jedes Sterngebiet ist einfach zusammenhdngend.

BewEis Sei yg: [0,1] — G geschlossen und a wie in Definition 1.3.16, y; (s) =afiir0< s< 1.
Dann leistet

ps,0:=a+1-0(yo(s)—a)eG  (0<st<1)
das Verlangte:

@ (s,0) =70 (s) 0<s<1),
@(s,1)=y1(5) 0<s<]l),
(P(O,t):a+(1—t)()/0(0)—a):a+(1_t)(f},0(1)_a):(p(1’t) 0<t<l). .

1.3.19 Definition (Stiickweise stetige Differenzierbarkeit) Die Kurve y: [a, ﬁ] — R? heillt
stiickweise stetig differenzierbar, wenn es eine Unterteilung @ = @y < ... < a, = B gibt, so
dass Y'[aj,l,aj] fiir 1 < j < n stetig differenzierbar ist (mit einseitiger Differenzierbarkeit in
den Endpunkten).



1.3 Exakte Differentialgleichungen 35

1.3.20 Beispiel Jeder Streckenzu ist bei passender Parametrisierung stiickweise stetig diffe-
renzierbar.

1.3.21 Definition (Kurvenintegral) Seien g,h: G — R stetigund y:=(3): [a, ] — G stiick-
weise stetig differenzierbar. Dann wird definiert:

B dx(t
f(gdx+hdy) ::f (g(x(t),y(t)) )
: « dr

n o pra,
| (g(x(t»y(t))
=1JQy-1

v

+h(x(t),y(t))%)dt
dx (1) dy (1)

dat

+h(x(0),y (@) )dt

1.3.22 Beispiel Seiy(f):=a+t(b—a)€G, a,beG,0<t<1,wobeia=(gl), b= (Z;) Dann
ist

1
f(gdx+hdy)=f0 (g(y(@®) (b1 —a1) + h(y (@) (b2 — a)) dt.
Y

1.3.23 Satz (Rechenregeln) ) Bezeichnet y~ (1) := y(a+ f—1t) fiir a < t < B die ,riick-
wdrts durchlaufene” Kurve vy, so ist

fy (gdx+hdy) = —fy(gdx+ hdy).

b) Ist ¢: [a',B'] — |, B] bijektiv und stiickweise stetig differenzierbar mit ¢' (t) > 0 fiir

alle te [/, B'] (ggf. einseitige Ableitungen an den Unstetigkeitsstellen von ¢'), so heifst
Yo :=yo@: [a,B'] = G eine Umparametrisierung von y. Es gilt die Substitutionsregel:

fm (gdx+hdy) :L(gdx+hdy).

c) Existiert eine stetig differenzierbare Stammfunktion F, so dass Fy = g und Fy = h, so
gilt:

fy (gdx+hdy) = F(y(8)) - F(y @)

mit den Bezeichnungen wie in Definition 1.3.21.

Beweis hier nur zu c):

@y dx(t dy(t
| (gaxsnan =3 (Fx(x(r),y(r)) XD L (x(0,y () 2D
Y v=1v0y-1 \ dat dt ),
:dl:(ry(t))
dt D

. (F (@)~ (r (@v-1)

1

F(y(B))-F(r@).
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Im folgenden bereiten wir den Hauptsatz iiber Stammfunktionen (Satz 1.3.27) vor. Der
Beweis beruht maRgeblich auf

1.3.24 Lemma (Poincaré) benannt nach Henri Poincaré, 1854-1912, franzgsischer Mathe-
matiker, schrieb iiber 500 Arbeiten und 30 Biicher, Vetter von Raymond Poincaré, dem 9.
Prasidenten der franzésischen Republik (1913-1920).

Es seien G ein Sterngebiet und die Differentialgleichung

gdx+hdy=0, (1.38)
g, h: G — R stetig differenzierbar, erfiille die notwendige Exaktheitsbedingung
8y = ha. (1.39)

Dann existiert eine Stammfunktion F: G — R von (1.38) mit g = Fy und h = F),, und zwar
folgende: Sei a € G so beschaffen, dass

o) :=a+ t((x)—a)eG ((x)eG, te[O,l]). (1.40)
y y
Dann ist
F(oy)= [ e aceneman (7))
eine Stammfunktion von (1.38) auf G.

Beweis Nach Definition ist mit a = (g):

F(x»y)=f01(g(a+ t(x-a),B+t(y-p)) x-a)+h(a+t(x-a),f+t(y-p)) (y-p)) dt

Nach der in Elstrodt (2002a) entwickelten Theorie ist die Differentiation unter dem Integral
zuldssig und liefert unter Benutzung der Kettenregel:

%F(x,y) =f01(gx(a+t(x—a),ﬁ+t(y—,6))t(x—a)+g(a+t(x—a),ﬁ+t(y—,6))
+hy(a+t(x—a),B+t(y—p))t(y-p)) dt

(129)f01((8x(a+ t(x—a),B+t(y-p))(x-a)

+gy(a+tx—a),B+t(y-p))(y-8))¢
+g(a+t(x—a),B+t(y-p))) dr

-, (el ()l ool () )
L sl (-
= sl e((5)-<)

O—g(w)
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und analog folgt ‘;—I; = h. Dito gilt auch der n-dimensionale Fall, siehe dazu Konigsberger
(1903), S. 193. a

1.3.25 Satz (Homotopieinvarianz des Kurvenintegrals) Es seien g,y zwei (frei) homotope
geschlossene Streckenziige im (nicht notwendig einfach zusammenhdngenden) Gebiet G und
8 h: G — R stetig differenzierbar mit g, = hy. Dann gilt:

f(gdx+hdy):f (gdx+hdy)
Yo T

unt entsprechendes fiir stiickweise stetig differenzierbare frei homotope geschlossene Kurven.

Beweis Sei I =[0,1] und ¢: I x I — G eine Homotopie, die y, in y; tiberfiihrt wie in Defini-
tion 1.3.11b). Dann ist K:= ¢ (I x I) € G kompakt. Sei

. [ginf{lx-ylxek, yecr}, fallsGe# g,
" | r > 0beliebig, falls, G=R2 "

= r >0, und fiir alle (s,1) € I x I ist K; (¢ (s, 1)) € G. ¢ ist stetig, also gleichmiRig stetig auf
dem Kompaktum I x I, d. h.

s\ (¢

t) \¢

Wir wihlen ¢ := r und diirfen oBdA gleich annehmen, dass das zugehorige 6 die Form ¢ = %
hat mit geeignetem n € N. Dann ist also mit diesem n:

/()< 1G)-(2)

Wir spannen zwischen yo und y; ein Netz von Streckenziigen: zj := ¢ (%, 5) € K c G fur
0< j,k<ngemiB (1.41). Die z; liegen also alle auf yo, und die z; , alle auf y;. Nach Wahl
von r und (1.41) lieft dann der Streckenzug o jx: Zjx — Zj+1,k = Zj+1,k+1 — Zj k+1 — Zjk §aNz
in K; (zjx) € G. 0 j ist geschlossen und liegt ganz in einem Sterngebiet (K; (z;)), also liefert

Lemma 1.3.24 zusammen mit Satz 1.3.23 ¢):

<6 |psn-9(s )] <e.

s\ (s
Ve>0 36>0 V( J,( ,)EI,
t t 9

2
<= |os,n-0(s, )| <r (1.41)
, n

f (gdx+hdy)=0 (0<j,k<n)
Ojk

Esseinun 0: zox — 21,k — .-+ — Zn,k = 20,k fUr k=0,...,n. Dann ist nach Satz 1.3.23 a):

n
0=Y (gdx+hdy)1~3'§3a)f5(gdx+hdy)—f (gdx+hdy),
k

j=0v0jk Oks1

d.h. fiir alle k=0,...,n—1 ist

f (gdx+hdy) :f (gdx+hdy),
6k 5k+1
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also
f(gdx+hdy):f (gdx+hdy).
8o 6n

Wir miissen nur noch zeigen [5 = [, und [5 = [, . Wir machen uns klar, dass do ein
Streckenzug ist, der Punkte z;o auf yo verbindet. Wir definieren fiir j = 0,...,n—1 Wege
Tj: Zjo — Zj+1,0 — Zj,0, wobei der ,Hinweg“ entlang y, verlaufe und der ,Riickweg“ auf
der Verbindungsstrecke der Punkte, die ein Teil von §g ist. Nach (1.41) liegt dann 7; ganz
in K (2j,0), und Lemma 1.3.24 liefert wegen Satz 1.3.23 c): frj (gdx+hdy) =0, also auch

Y020 J:, (gdx+hdy) =0.
= (gdx+hdy):f (gdx+hdy).
Yo 6o
Ebenso schliet man mit §, und ;. O

1.3.26 Korollar Ist y: [0,1] — G nullhomotop bzgl. G und g, h: G — R stetig differenzierbar
mit gy, = hy, so gilt:

f(gdx+hdy) =0.
Y

BEwEIs y ~ y1, wobei ¥, ein konstanter Weg ist. Dann liefert Satz 1.3.25:

gdx+hdy)= gdx+hdy)=0,
Y Y
1

da y; konstant ist. O

1.3.27 Satz (Hauptsatz iiber Stammfunktionen) Es seien G c R? ein einfach zusammen-
héingendes Gebiet und g,h: G — R stetig differenzierbar mit der notwendigen Exaktheits-
bedingung gy, = hy. Dann hat die Differentialgleichung

d
g(x,y)+h(x,y)d—i/ =0 (1.42)

eine Stammfunktion F, und zwar folgende: Man wiihle einen festen Punkt (xo, yo) € G und
verbinde (x, y) € G mit (xo, yo) durch einen ganz in G verlaufenden Streckenzugyg(')yj)/o). Dann
héngt

Fay)= [, (g6m) de+h(En) dn) (1.43)

(x0.30)

(%y)

nicht ab von der Auswahl von Y Goo

) und ist eine Stammfunktion von (1.42)
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Beweis 1.

2. Schritt:

Schritt: F ist wohldefiniert.
Begriindung: Wir gerbinden (xo, yo) € G mit (x,y) € G durch zwei stiickweise ste-

(x,y) —(xy)

(x0,0) und Y(xo,J/o)

tig differenzierbare Kurven y in G und miissen zeigen:

[, GEmacsnienan= [ (s de+nen)an)

(x0.70) (x0.30)

Dazu beachten wir: Durch Aneinanderhdngen von yg(’)yio) und (?Eiﬂy J)/O))_ ent-
steht eine geschlossene stiickweise stetig differenzierbare Kurve d in G. G ist ein-

fach zusammenhéngend, 6 also nullhomotop. Dann liefert Korollar 1.3.26:

[ (&(em dc+nen) am) =0

Mit Satz 1.3.23 a) folgt daraus

o (Em) dstnEnyan)= [ (gl6n) d+h(&n) dn).

(x0.70) (x0.%0)

F ist eine Stammfunktion. Sei a € G, r > 0, K, (a) c G. Wir zeigen: F |k, (4 ist
Stammfunktion.

Begriindung: Sei (x,y) € K; (@), a = (). Nach dem 1. Schritt ist es belanglos, auf
welchem Wege wir (x, y) mit (xo, yo) verbinden. Wir wihlen den Weg wie folgt:
Sei § irgendein stiickweise stetig differenzierbarer Weg in G von (xo, yo) nach a

() 2510 als Verkettung

und o (1) :=a+t((}) - a) fiir 0 < < ¢. Wir wihlen Yoo -

von 6 und o und haben
F(y)= [ (s(&m) de+ h(en) dn)+ [ (g(6n) dé + h(&n) dn).

Betrachten wir das in Abhingigkeit von () € K; (a), so ist das §-Integral ei-
ne Konstante, aber das o-Integral nach Lemma 1.3.24 eine Stammfunktion auf
K; (a). Also ist F |k (4) eine Stammfunktion. ]

1.3.28 Beispiel Wir betrachten die sog. Windungsform

y

- dx+
X2+ y2 X2 + y2

dy=0

auf G := R?\{(x,0) : x <0}. Wir wissen, dass die notwendige Exaktheitsbedingung erfiillt
ist, und wir wissen nach Satz 1.3.27, dass auf G (Sterngebiet!) eine Stammfunktion exis-
tiert. Wir konnen das Integral explizit ausrechnen: Dabei nutzen wir aus, dass wir den Weg
beliebig wahlen diirfen. Wir wiahlen (xo, yo) = (1,0), setzen fiir r > 0 und |9 < 7 (x,y) =
(rcosd, rsind) und wihlen den in Abb. 1.9 zu sehenden Weg.

n dé ¢ dn

P = [, [ e ) gy
( y) Y((fby)) §2+n2dt Ez+n2dt
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(x,y)
Y(XOJ/O)

~ \
NIE7A

0 (1,0 (r,0)

Abbildung 1.9: Der Weg aus Beispiel 1.3.28

Das Integral von (1,0) nach (r,0) liefert den Beitrag 0, denn auf dieser Strecke ist i (t) =
% = 0. Das Integral iiber den Kreisbogen parametrisieren wir durch ¢ (£) = rcos t und n (¢) =

rsint fur ¢ € [0,9], bzw. [9,0] und erhalten

F(xy) fﬂ( rsint (Crsing+ rcost ( t)) dr fﬁl 9
x,y)= - - —rsin - r cos = =9.
¥ 0 r2cos? t+ r2sin® t r2cos? t+ r2sin? t 0

(Das stimmt auch fiir —7 < 9 < 0). Das stimmt mit unserem friitheren Beispiel 1.3.10 {iberein.

1.3.29 Definition (Integrierende Faktoren, Multiplikatoren) Oftist die Differentialgleichung
g+hy' =0, g, h: G— R stetig, nicht exakt, kann aber durch Multiplikation mit einer geeigne-
ten stetigen Funktion M: G — R exakt gemacht werden, wobei M (mdglichst) nullstellenfrei
sein soll: Die stetige Funktion M: G — R (M nullstellenfrei) heit ein integrierender Faktor
oder ein (Eulerscher) Multiplikator fiir die Differentialgleichung g+hy' =0in G, g,h: G—R
stetig, falls die Differentialgleichung Mg+ Mhy' = 0 exakt ist. Sind M, g, h stetig differenzier-
bar, so lautet die notwendige Exaktheitsbedingung (Mg) y=Mh)y, d.h.

Myg+Mgy=Myih+ Mhy,
gMy—hMy=M (hx—g,).

Diese partielle Differentialgleichung ist im Allgemeinen nicht leicht zu l6sen, manchmal
findet man Losungen in der Form M = M (x): Dann hat man die Differentialgleichung

% _ 8 Yy hx

M h
d.h. im Falle M > 0: (logM)' = gyfhx.
Ein solches M existiert genau dann, wenn die rechte Seite nur von x (und nicht von y)
hx_gy

abhéngt. Ebenso: Ein Multiplikator M = M (y) > 0 existiert genau dann, wenn nur

abhidngt von y, und dann ist

d hx_gy
—logM = .
iy 8 (v) 2
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1.3.30 Beispiel Die Differentialgleichung

(2x* +2xy* +1)y+(3y°+x) ¥y =0
N v ———

-

=& =:h
ist nicht exakt, da gy =2x* +6xy* +1# hy =1, aber

—hy 2x(x+3y?
g~y _2x(x+3y) .
h 3y2+x

Es gibt also einen Multiplikator M (x), und zwar M (x) = e* . Wir erhalten die dquivalente
Differentialgleichung

e~ (2x* +2xy* +1) y+ e~ (3y°+x)y' =0
=g s

Man rechnet leicht nach, dass
gy=e* (22 +6xy° +1) =" (2x(3y% +x)+1) = hy.
In R? hat die Differentialgleichung eine Stammfunktion F:
Fr=g=e" (2x* +2xy*+1)y,
Fy=h=e" (3)°+x).
=F(x,y)= e (P +xy) + 9 (x)
- F,=2xe" (¥ +xy) + e y+¢ (x)

= ¢’ = 0 durch Koeffizientenvergleich, wir kénnen also ¢ (x) = 0 wihlen.

F(x,y)=e* (1*+xy)

ist also eine Stammfunktion auf R?. Die Gleichung F (x,y) = F (xo, yo) ldsst sich allgemein
weder nach x noch nach y auflésen, in speziellen Fillen aber doch, ndmlich wenn yg +
XoYo =0 ist.

1.4 Systeme linearer Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten

»
Sei I c R ein Intervall, y = ( : ) : I — R" differenzierbar, A € M (n x n,R). Eine Differential-

In
gleichung des Typs

y=Ay (xeD (1.44)
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heillt ein System linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten; ausfiihrlich:
Sei A= (ajk)

1sj,ksn:

!/
yi=ariitaiy2+...tainyn

/
Yn=an1y1tap2)y2+...+annyn.

Anfangswertproblem: Sind x € I, b € R” gegeben, so bestimme man eine Lésung von (1.44)
mit y(x9) = b. Wir werden sehen: Dieses Anfangswertproblem ist eindeutig l6sbar, die L6-
sung existiert auf ganz I und kann explizit angegeben werden.

Bemerkung Auf den ersten Blick erscheinen solche System recht abstrakt. Wir werden ihre
Niitzlichkeit aber noch sehen, denn die Lésungstheorie der linearen Differentialgleichungen
n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Yy ra, 1y V1 tay +agy=0 (y: I-R)

ergibt sich ganz leicht aus der Losungstheorie fiir das System (1.44).

Losungsansatz: Im Fall n =1 hat man y' = ay, y: [ — R, a € R und die allgemeine Lésung
y = ype®* =) fiir x € I.
Idee: Wen man e” fiir Matrizen definieren koénnte unter Erhalt der wichtigsten Rechenre-
geln, so wird y = eA*=%)p mit b € R” eine Losung von (1.44) sein mit y (xo) = b.
Ansatz: e/ := Py %Ak. Wir behandeln im folgenden die Félle K = R oder C parallel. Wir
begeben uns auf einen kleinen Exkurs iiber die Exponentialfunktion von Matrizen:

1.4.1 Lemma Fiir alle A € M (nx n,K) konvergiert die Reihe e? := ¥%°_ -L. A im Sinne

m=0 m!
elementweiser Konvergenz der Folge der Teilsummen (Z’:ﬂzo %Am)lpo, d.h. im Sinne der

1
Norm [ X| := (Z;’ el |xj,k|2)2 auf dem K-Vektorraum der (n x n)-Matrizen. Fiir jedes u > 0
ist die Konvergenz gleichmif3ig auf der Menge

My :={A=(ajr) e MnxnkK): |a]—,k| <pfiralle j,k=1,...,n}.

BEwErs Sei p>0 und A€ My; A™ = (a(.”,?)
Ik ) jk=1,..,n

(n,u)0 und ’a% Sp< (n,u)l; induktiv schlieBen wir weiter: Ist m > 0 und bekannt, dass

.. . o _s. _
fiir m = 0. Dann ist |ajyk| = |6],k| <1=

|a§.’y’£| < (np)" fir alle j,k=1,...,n, so ist

n
=12 @i acel< X ()" = ()™
<t M
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(m) (m)

=Y 0 ar’n—’,“ konvergiert, denn iﬁl—f < ("r’:l ), , und das ist der m-te Term der Reihe
& (nw)"
Y ———=exp(np).
m=0 1M
Der Weierstraldsche Majorantentest liefert jetzt die Behauptung. |

1.42Lemma a) Ist MeGL, (K), so gilt: &M AM = pleAM.
b) exp (diag(dy,...,A,)) = diag(e’ll,...,elﬂ).

¢) Sind A4,...,A, € C die mit algebraischer Vielfachheit gezdhlten Eigenwerte von A, so

sind eM, ..., e* die mit algebraischer Vielfachheit gezihlten Eigenwerte von e,

BEWEIS a) klar, denn

f L(M_IAM)M =M ( f LA'")M
m=0 m! - m=0 m! ,

und p — oo liefert a).
b) klar

c) Uber C ist A zu einer oberen Dreiecksmatrix mit A,,...,A, auf der Hauptdiagonalen
dhnlich: Es gibt ein M € GL,, (C) mit

/11 *
M 'AM =
0 An
Dann ist
A *
(M~tam)" = ,
0 A
also nach a):
eM *

_ -1
M- leAM = oM 'AM _

Das liefert die Behauptung. |

1.4.3 Korollar dete? = 5P 4; insbesondere ist e4 € GL,, (K) fiir alle A€ M (n x n,K).



44

1 Elementare Losungsmethoden

Beweis Nach Lemma 1.4.2 c) ist

deteA — e/11+...+/1n — eSpurA. O

1.4.4 Beispiele  a) Sei A diagonalisierbar, A= M~'DM, D = diag(}4,...,A,). Nach Lem-

b)

c)

ma 1.4.2b) ist eP = diag(e’ll,...,e’l"), also e/ = M‘ldiag(e’ll,...,eA")M.

Zerfdllt das charakteristische Polynom von A iiber K in Linearfaktoren (iiber C gilt das
immer), so ist A= M~ (D+ N)M mit D = diag(1y,...,A,) und nilpotentem N, DN =
ND (z.B. Jordan-Normalform). = e4 = M~'ePeN M, denn nach Satz 1.4.5 ist eP*N =
ePel, und hier ist eV = Y=o %N’", da NF = 0 fiir alle k > n. Ist also die Jordan-
Normalform bekannt, so ist e = M~'eP e’ M elementar berechenbar. Ein bequemes

Verfahren zur Berechnung von e findet sich bei Gantmacher (1965).
A= (3 %) hat das charakteristische Polynom

5-X —4

PA=|A—XEz|=’ 4 _3_x

’:X2—2X+1:(X—1)2,

ist aber nicht diagonalisierbar, da sonst A zu E, dhnlich sein, also gleich E, sein miiss-
te. = A=E+ N, wobei N = (4 ~%), N?=0.

0
= et =el2elN = (e )(Ez + N) =eA.
0 e
Fiir x € R hat Ax die Minimalzerlegung Ax = (xE») + (xN), also

0
eAx:(eO ex) (E2+xN)=ex(E2+xN).

X

1.4.5 Satz Sind A, B € M (n x n,K) vertauschbar, d. h. AB = BA, so gilt: eA™8 = e4eP.

BEwEIs

m

(A+B)" = Z
j=0

m
J

AlB™m,

da AB = BA. Daher gilt fiir alle p e N:

2r |

Y —@a+B™ =) —a*

— m! k!

m=0 , k=0
Ykso=m 35 A¥ 7B

+Rp, (1.45)

> B
=?

wobei Ry =% k=0 %Ak + %B[ . Die Anzahl der Summanden in dieser Darstellung von

max(k,f)>p
k+¢<2p

Ry, betrégt

2p p
2 ) (2p-k+1)=2) v=p(p+1).
k=p+1 v=1
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Sei S ein Matrixelement im Term %Ak %B[ , n die Anzahl der Summanden im Produkt AkB¢ ,
1 wie in Lemma 1.4.1. Dann gilt

k 4 2p
n n (k,0)> n
51 < n )" (1) maxtco=p (np)
k! 2! p!
. . . ()" p—oo

Dann sind alle Koeffizienten von R, bereits < np(p +1) 5 ——0 (vgl. Konvergenz-
Beweis fiir die Exponential-Reihe). = R, P70 € M(nx n,K). Lassen wir in (1.45) nun
p — oo gehen, folgt die Behauptung. |
1.4.6 Korollar ¢ 4 = (e%) ™" fiir alle A€ M (n x n,K).
BEwEIS

eAe_A Satz:1.4.5 eA_A: eO:En. O

1.4.7 Satz Fiir jedes A€ M (n x n,K) ist die Funktion R 3 x — e* elementweise beliebig oft
differenzierbar, und es gilt:
d

¥ = pe* (xeR).
dx

Beweis In der Notation des Beweises von Lemma 1.4.1 ist

und hier konvergieren die Potenzreihen fiir alle x € R, diirfen also beliebig oft termweise
differenziert werden. Das liefert

=Y ——mx = > ———x" = Ae/*. O
dx = m! = m!
jk=1,..,n jk=1,..,n

Kehren wir nun zuriick zur Betrachtung von Differentialgleichungen:
1.4.8 Satz Vorgelegt sei die Differentialgleichung
y'=Ay (1.46)
auf dem Intervall I mit Ae M(nx n,K), y: I - K", K=R oder C. Dann gilt:

a) Fiir jedes xo € I, yo € K" hat das Anfangswertproblem y (xy) = yo fiir die Differential-
gleichung (1.46) genau eine Losung und zwar

y(x) =Wy (xel). (1.47)
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Speziell gilt die Alternative: Entweder ist y =0 (im Fall yy = 0), oder es ist y (x) # 0 fiir

alle x € I (im Fall yy # 0). Beachte: Auch im ersten Fall konnen gewisse Koordinaten-
n

funktionen von y = ( : ) Nullstellen haben, aber es gibt keine gemeinsame Nullstelle

Vn
aller Koordinatenfunktionen.

b) Fiir jedes xy € I ist K" 3 yo — y, wobei y Losung von (1.47) sei, ein Isomorphismus des
K-Vektorraums K" auf den K -Vektorraum & der Losungen von (1.46). Insbesondere hat
¥ die Dimension n iiber K.

BEWEIS a) Nach Satz 1.4.7 gilt: %eA(x—xo) = AeAr=X0)  Also ist y(x) = eA(x"CO)yo fiir alle
x € I Losung von (1.46), und zwar erfiillt diese Losung die Anfangsbedingung y (xp) =
Yo- Sei y irgendeine Lésung von (1.46) mit y (xg) = yo.

d
= E (e—A(x—xo)y) — _Ae—A(x—xo)y+ e—A(x—xU)yl — _Ae—A(x—xo)y+e—A(x—xo)Ay =0.

e~ A=%)y jst also koordinatenweise konstant gleich dem Wert an der Stelle x;, und
der ist yp, also: y(x) = eAlx—xo) ¥o nach Korollar 1.4.6.

Alternativ zeigt man yp =0= y =0. yg # 0 = y(x) # 0 fiir alle x € I, da eA* %) ¢
GL, (K).

b) Die Abbildung K" 3 yg — y, wobei y Losung von (1.47) sei, ist nach a) injektiv mit
Umkehrabbildung & 3 y — y (xg) € K”. Das liefert die Behauptung. O

Ist die Jordansche Normalform von A bekannt, so kann man eA®%) gofort hinschreiben
und (1.46) bei beliebiger rechter Seite durch (1.47) l6sen.

1.4.9 Beispiel I =R, A= (3 _%), die Differentialgleichung y' = Ay, d.h.
Y1 =5y1-4y2
V2 =4y -3y2

Ax

Oben haben wir schon e”* ausgerechnet, und wir finden: Fiir xp €R, yp € R? ist

Y@ e T (Bt (x-x) Nyy  (N:=A-Ep)
die Losung des Anfangswertproblems, d. h.

y () = (yo+ (x—x0) (Nyp)) e* .
Probe: y (xp) = yp ist klar.

Y @)= (Ny)e*™ +(y=+(x—x0) Nyo)e* ™ = (E»+ N) y = Ay.

=Ny wegen N2=0 =y(x)
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1.4.10 Beispiel Ist Ae M (n x n,K) nilppotent, A* =0, so hat y' = Ay, y(xo) = yo die Lésung

B=1 (g _ YV
y(x) — eA(x—xo)yO — (Z (x xO)

v=0

Av Yo

v!

H-1 oy v-1
Probe: y' = (Z %

v=1

A" | yo = Ay. Hier erhalten wir also reine Polynomfunktionen als

Losungen.

1.4.11 Satz (Basis des Losungsraums) Wir wollen eine Basis des Losungeraums & der Dif-
ferentialgleichung y' = Ay bestimmen, ohne die Jordan-Form von A auszurechnen. Sei A €
M (nxn,K), pa:=det(A— XE,) zerfalle iiber K in Linearfaktoren (automatisch fiir K = C),
A1, ..., Ak seien die verschiedenen Eigenwerte von A. Dann ist

k
pa=ED"[T(X-2;:)",

j=1

Kk
ma =[] (X-21;)" = Minimalpolynom von A.
j=1

Setzen wir Uj := ker(A—A;E,)!" fiir j =1,...,k, so ist nach dem Satz von der Minimalzer-
legung (Jordan-Form) dimU; = m; fiir j =1,...,k und K" = 655?:1 Uj. Fiir j =1,...,k ist U;
A-invariant, und (A—A;E,) lu; ist nilpotent vom Index ;. Fiir jedes c € U; ist daher

pAx—x0) (A=AjEn)(x=X0) pA;(x—x0)E

c=e "c
:e/lj (x—xO)En

_ elj(x—x:)e(A—/len)(x—xO)C

Mj-1 x—x0)V
= ety L= %) (A-AjEn)"c.
v=0 v

Wenn die Anfangswerte eine Basis von K durchlaufen, durchléiuft das entsprechende y eine
Basis von & nach Satz 1.4.8.
Ergebnis: Durchléiuft ¢ eine Basis Bj von Uj, so durchléuft

it (x—xo)v v
Ye):={ ), T(A—A]En) c | etit—x0) (ceBj, j=1,...,k)
v=0 :

eine Basis von &. Die effektive Bestimmung der c erfordert die Bestimmung einer Basis von
Losungen fiir ein homogenes lineares Gleichungssystem. Diese Basis von ¥ ist also durch die
Anfangsbedingung y. (xy) = c¢ eindeutig festgelegt. Dieses Verfahren klappt immer im Falle
K =C, und im Falle K = R sicher dann, wenn p 4 iiber R zerfillt. Im Falle A€ M (n x n,R)
kann man auch nach obigem Muster verfahren, wenn man iiber C zerlegt und eventuell
komplexwertige Losungen zuldisst. Wenn man reellwertige Losungen haben méchte, geht man
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wie folgt vor:
Wir setzen nun voraus: Sei Ae M (nx n,R), K=R,
k

pa= D" [T (X=2;)"
j=1

k
ma=[](X-2;)"
j=1

mitAy, ..., Ar €R, Apy1,..., Ak €C, wobei k—r =25, ImA;41,...,ImA; s> 0, Arysiy = Apyy fiir

v=1,...,s,alsolmA4g:1,...,0ImA, 425 <0. Fiir j=1,...,r istimmernochdimRker(A—itjEn)”f

mj, und setzen wir B; als Basis von kergr (A—A;En)! fiir j = 1,...,r, so sind die zugehéri-
gen yc (c€ Bj, j =1,...,1) reell und natiirlich linear unabhdngig. Fiir j =r+1,...,1+s sei Bj
eine Basis von kercn (A— AjEn)", wobei wir (A—A;En)" als Endomorphismus von C" auf-
fassen, c € Bj und y. wie oben. Dann sind die Funktionen Rey.: I — R" undImy.: I — R"
reellwertig und

4 (Reyc(x)) =Re (iyc (x)) =Re(Ay: (x)) = A(Rey, (x))
dx dx

und ebenso mit Im y,.
Behauptung: Die Funktionen y.(x) (c € Bj, j = 1,...,r) zusammen mit den Funktionen
Rey. (x),Imy.(x) (c€ Bj, j=r+1,...,r +5) bilden eine Basis von £ iiber R.

Bewers Es ist nur zu zeigen, dass die obigen r +2s = n Funktionen linear unabhéngig sind
tiber R. Ist nun c € kergn (A— A;E,)" fiir r+1<j<r+s, soist

_ — A\ :
c € kergn (A—/len) " = keren (A=AjysEn)H
(beachte: uj = pjis), und Bjs:={C: c€ Bj} fiir j =r,...,r +s ist eine Basis von Uj,. Fiir

die obigen y. gilt bei dieser Basiswahl: y. = yz, wobei y. zu 1;, yz zu A; ]+s gehort. Sei
Bj:={cjy:v=1,...,mj} fir j=1,...,r,r +1,...,r +s. Angenommen, mit a;, V,a , ERist

r mj r+s Mm; r+s 1mMj
! —
Z Z af,Vij,v + Z Z avaReij,v + Z Z aj,vlmycj,v =0
j=1v=1 j=r+lv=l1 j=r+lv=l1
Dann liefert Re y. = % (ye+ys) und Imy, = % (ye—y2):
rom; rts Mg rts Mg 1
! —
IPITHUNED M 3 (TR TTH ESE o | LALLM
j=1v=1 Jj=r+lv= 1 j=r+lv= 1

Die hier auftretenden y,,, etc. sind nach dem schon Bewiesenen linear unabhéngig tiber

C, also aj, =0 fur j=1,...,r, v=1,...,m; und ajyvpmia’jv =0fir j=r+1,...,r+s,
v=1,...,m;j. Also sind alle a, = 0 und alle a’jv:O. Das liefert die Behauptung. O
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1 1 5 1
. -1 -1 -1 3 ) ) )
1.4.12 Beispiel A= 5 ] 1 1 2 pa=X-4)"X+4)°und my=(X-4)°(X+4)
-1 3 -1 -1

zerfallen iiber R, so dass die obige Konstruktion unnétig ist. A; =4, A, = —4, m; =my =2,
U1 =2 =2, Uy =ker(A — 4E,)?. Wir berechnen

32 0 -32 0
0 32 0 -32
=32 0 32 0
0 -32 0 32

(A—4Ey)?* =

hat den Rang 2, also dimU; =2 = m;.

5 1 5 1

-1 3 -1 3
U, =ker(A+4E,) = ker 5 1 5 1l

-1 3 -1 3

Die Matrix hat den Rang 2, also dim U, = 2 = m,. Die Basis B; von Uj sieht wie folgt aus:

1 0
Bi=1{c¢,:= 1 C12:= !
1= 0= paz=|q) 0
-1 1
wobei c;,; Eigenvektor von A zum Eigenwert 4 ist:

-3 1 5 1 1
-1 -5 -1 3 -1
(A—4E4) 1= 5 1 _3 1 1 =0.

-1 3 -1 -5)\-1

Weiter gilt
-3 1 5 11}/0 2
1 -5 -1 3 [|1 -2
— = = = 2 .
(A-4E4) 12 5 1 -3 1 llo 9 C1,1
-1 3 -1 -5/J\1 -2

Die zugehorigen Losungen lauten:

Yoy, (¥) = e* ¢y

Ver, (X) = €' (Ey + (x = x0) (A= 4Ep) c1,2 = €* 57 (c1 2+ 2 (x— Xo) €1,1) -
Die Basis B, von U, sieht so aus:

1

oS = O

Bz = 62,1 = , 62,2 =

-1
0 -1
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Die zugehorigen Losungen:
V2,1 (X) = cpp et

V2,2 (X) = ca 00”0,

Insgesamt ist y,, (4, v =1,2) eine Basis des Losungsraums von y' = Ay.

Bisher haben wir nur die homogene Gleichung y’ = Ay betrachtet; nun wenden wir uns
der inhomogenen Gleichung y' = Ay + f zu:

1.4.13 Satz Es seien A€ M (nx n,K), I cR ein Intervall und f: I — K" stetig, xo € I und
yo € K". Dann hat die Differentialgleichung

y=Ay+f (1.48)

genau eine stetig differenzierbare Losung y: I — K" mit

¥ (x0) = yo, (1.49)
ndamlich
X
y(x) = e g0 4 f e £ (1) dt. (1.50)
Xo

BEwEIs Sei y eine Losung von (1.48) mit (1.49), z(x) := e~ 4~%)y (x). Dann ist
Z’ (x) = _Ae—A(x—XO)y (x) + e—A(X—xo)y’ (x) = e—A(X—Xo)f (x),

z(x0) = yo.

X

:>z(x):y0+f e A(t_x")f(t)dt.

Xo
SULLAS | ) = A3 3 +fx A0 £ (1) d,
Xo
d.h. y ist durch (1.50) gegeben. — Umgekehrt: Die Probe bestétigt: (1.50) ist Lésung von
(1.48) mit (1.49). (]

Ein schones Beispiel ist der freie Fall im Vakuum in der Nédhe der Erdoberflache unter
Berticksichtigung der Erdrotation, zu finden in Gantmacher (1965), S. 111 ff.

1.5 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

1.5.1 Definition (Differentialgleichung n-ter Ordnung) Sind ay,...,@,-1 €K, I R ein In-
tervall, y: I = K, g: I =K, so heil3t

Yy ra, 1y YV vy vagy=¢g (1.51)
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eine inhomogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Ist g =0, also

Yy ra, 1y Vs a1y +agy=0, (1.52)

so heil3t die Differentialgleichung homogen.

1.5.2 Folgerung  a) Die Menge V:={y: I — K: y n-mal differenzierbar mit (1.52)} ist ein
K-Vektorraum; alle y € V' sind beliebig oft differenzierbar.

b) Ist (1.51) 16sbar, so ist die Menge der Losungen von (1.51) eine Restklasse modulo V,
d.h. sind y;, y» zwei Losungen von (1.51), so ist y; — y» € V, und ist y; eine Lésung
von (1.51), so ist {y; + y: y € V} die Menge aller Losungen von (1.51).

Welche Dimension hat V2 Diese Frage ldsst sich am einfachsten mit Hilfe eines passenden
linearen Differentialgleichungs-Systems beantworten.

1.5.3 Konstruktion Homogene lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten und zugeordnete homogene Systeme linearer Differentialgleichungen ers-
ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Sei y: I — K eine n-mal differenzierbare Losung von (1.52). Wir setzen

21
z:=|: [: I-K" zk::y(k_l) (k=1,...,n)
Zn
Dann liefert (1.52): z] = 23,...,2,,_, = Zyp—1 und z), = —@p21 — ... — @,_12,, oder anders ge-
schrieben
0 1 0 0
0 0 1 0
Z=Az mit A=| : : : (1.53)
0 0 0 1
—-@y —a] -2 ... —Qp_]

Ersichtlich ist die Abbildung y — z, wobei y Losung von (1.52) und z Lésung von (1.53) sei,
linear und injektiv. Umgekehrt: Ist z: I — K" eine Lésung von (1.53), so ist y:=z;: [ - K
eine n-mal differenzierbare Losung von (1.52). Die Abbildung

¢: V—%:={z: I - K" differenzierbar: z' = Az}, ¢(y):==2

ist offenbar ein Vektorraum-Isomorphismus. Aber wir wissen: dimyk & = n nach Satz 1.4.8 b).OJ

1.5.4 Satz  a) Der K-Vektorraum V der Ldsungen der homogenen linearen Differential-
gleichung (1.52) mit konstanten Koeffizienten hat die Dimension n: dimy V = n.
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b) Sind xo € I, y9,1,---, Yn—1 € R beliebig vorgegeben, so gibt es genau eine Losung y: I —
R von (1.52) mit y (xo) = Xo, ¥' (x0) = ¥1,- .., y(”‘“ (x0) = Yn-1-

BEWEIS a) dimK v Konstrulglon 1.5.3 dimK P Satz 1:.4.8 b) .
Jo
b) Zu zj:= ( . | € K" existiert nach Satz 1.4.8a) genau ein z € ¥ mit z(xy) = zo. Dann
Yn-1
leistet y := ¢! (2) = z1 das Verlangte und ist wegen V = £ nach Satz 1.4.8 eindeutig
bestimmt. O

1.5.5 Satz (Basissatz) Vorgelegt sei die Differentialgleichung (1.52) iiber K, y: [ — K (man
kann I = R wéihlen), und das sog. charakteristische Polynom von (1.52) p (X) := X" +a,,_1 X" 1+
...+ a1 X + ag zerfalle iiber K in Linearfaktoren:

k
pX)=](x-2;)",
j=1
A1,..., Ak € K verschieden, my,...,mi €N, my +...+ my = n). Dann bilden fiir jedes x, € I die
Funktionen
Yiv(0) = (x—x0)" M (j=1,...kv=0,.,mj-1) (1.54)

ein Hauptsystem des Losungsraums V von (1.52). Insbesondere ist damit fiir K = C eine Basis
des Losungsraums von (1.52) bekannt.

Bewers Wir betrachten den Isomorphismus
y
!
p:V—-L={z: 1-K": 2/ =Az}, y—z=

y(n—l)

aus Konstruktion 1.5.3 mit

0 1 0 0
0 0 1 0
A= :
0 0 0 1
-y —ay —az ... —Qp-1

Mit Argumenten der Linearen Algebra sieht man nun leicht, dass
paX) = D" (X "+ ap X ra X+ ag) = (D" p(X);

daher der Name charakteristisches Polynom fiir p. Nach Voraussetzung zerféllt p 4, und wir
kénnen die Basiskonstruktion aus Satz 1.4.11 fiir die Differentialgleichung z’ = Az anwen-
den. Dazu brauchen wir das Minimalpolynom m4 von A: Wiederum mit Methoden der
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Linearen Algebra finden wir: p4 = (—1)" my fiir obiges A, also m4 = p. Wir wollen aber die-
se Information gar nicht benutzen, da sie sich bei unseren Argumenten automatisch ergibt.
pa zerfillt, also auch m 4, etwa

k
ma(X) = [] (X=2,)".
j=1

Satz 1.4.11 besagt: & hat eine Basis von Funktionen des Typs

Hj-1 x—x0)Y
zZe(x)=| ). = Xo)” (A- /1]~En)qv c | etitx—xo),
v=0 vl
wobei c € B; eine Basis von U; durchléduft fiir j =1,..., k. Die Elemente von V sind beliebige
Linearkombinationen der ersten Koordinatenfunktionen solcher z.. Also ist jedes y € V eine
Linearkombination des Typs

kM-l
Y=Y D iy (1.55)
j=1 VYo

mit den y;, aus (1.54). Wir setzen g := Zlepj < nund

a1,0
a1,u,-1
a0
: k Hi—1
wW:={a= eKT: Y > ajpyjveVy
A2,12-1 j=1v=0
a0
® -1

Dann ist W c K9 ein Untervektorraum, und

k mi—1
v W=V, aHZ Zajvij

j=1v=0
ist eine surjektive lineare Abbildung, denn jedes y € V hat ja eine Darstellung (1.55). Wegen
dimk V = n ist dimk y (W) = n, denn dimy V + dimk kery = dimx W. Aus W < K9 folgt
q = dimW = dimy (W) = n, also g = n. Wegen u; < m; ist aber ohnehin g = Zlepj <
Z?zl mj=n,dh.g=n,uj=mjfirj=1,....k, pa=(-1)"my, dimW = g = n, also W = K".
Nun ist ¥: K" — V surjektiv, dimK” = dim V' = n, also ist ¢ ein Isomorphismus, der eine
beliebige Basis von K" in eine Basis von V iiberfiihrt. Wahlt man in K” die Standardbasis
e1,...,en, so sind v (e1),..., ¥ (e,) gerade die yj, fiir j=1,...,kund v=0,...,m; - 1. |
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1.5.6 Satz (Basissatz, reelle Version) Gegeben sei die Differentialgleichung (1.52) mit Koef-
fizienten ay,...,a,—1 € R, und das charakteristische Polynom

pX)=X"+a, 1 X" .+ X +apeR[X]

von (1.52) habe iiber C die Zerlegung
k -
pX) =[] (Xx-2;)"
Jj=1

mit verschiedenen Ai,...,Ax € C, wobei Ay,...,A; €R, Aj=aj+ifj und dj s =aj—if; mit
a;€R, ;>0 fiir j=r+1,...,r+s. Dann hat der Losungsraum Vg von (1.52) tiber R fiir jedes
xo € I das Hauptsystem

(x — xg)" et X0) (j=1..,nv=0,...,m;-1)
(x—xo)ve“f(x_x")cosﬁj (x— x0) (1.56)
(x—xo)"e“f(x_x(’)sinﬁj (x— x0) (j=r+1,...,r+sv=0,...,mj—1)

Bewers Nach Satz 1.5.5 sind die Funktionen (1.56) wegen e®*f = ¢%(cosf+isinf) eine
Basis von V¢ iiber C. Sei y € V. Dann ist y eine Linearkombination der Funktionen (1.56)
mit Koeffizienten aus C. Ubergang zum Realteil: y ist Linearkombination der Funktionen
(1.56) mit reellen Koeffizienten. = (1.56) ist ein Erzeugendensystem von Vi und hat genau
n = dimg Vg Elemente. Also ist (1.56) eine Basis von V. O

1.5.7 Beispiel Die Differentialgleichung y” + ay = 0 haben wir schon in Beispiel 0.2.6 (im
Fall @ = »? > 0) und in Aufgabe 5 (fiir den Fall @ = —A? < 0) betrachtet. Jetzt geht das so: Das
charakteristische Polynom p (X) := X? + a zerfillt iiber R genau dann, wenn « < 0.

(i) @ =-A%<0. Dann ist p(X) =(X-21)(X+A). Dann liefert Satz 1.5.5 mit K = R: Es gibt
ein Hauptsystem, und zwar e?*, e=** (oder cosh Ax, sinh A1x).

(i) a=0=>pX)= X2. In diesem Fall liefert Satz 1.5.5 mit K = R das Hauptsystem 1, x

(i) a=w?>0= p(X)=(X-iw) (X +iw) Jetzt liefert Satz 1.5.6 fiir K = R das Hauptsystem

iiber R: coswx, sinwx. Alternativ liefert Satz 1.5.5 fiir K = C das Hauptsystem {iiber C:
eiwx’ e—iwx.

1.5.8 Beispiel (Homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung) (mit konstanten Ko-
effizienten iiber R): y" +2ay’ + by =0 (a, b € R). Charakteristisches Polynom:

p(X)=X2+2aX+b:(X+a)2+b_a2_

3 Fille konnen auftreten:

) @®-bP>0=>pX)=X-A)(X-A) mit A; = —a+Va’-b, A\ =—-a-Va’-beR,
Hauptsystem: e!1*, et2*,
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/11x /11x

(ii) @*>~b=0= p(X) = (X+a)? A =—a, m; =2, Hauptsystem: eM*, xe

(iii) a®>-b<0=> pX)=(X-11)(X—-2A2) mit ;; = —a+ivb—a? ImA; >0, A, = /1_1, im
Sinne von Satz 1.5.6 setze man a; := —a, f1 := Vb— a?, Hauptsystem: e*1*cos 3 x,
e"*sin 1 x. Man kann hier auch tiberall x — xy an Stelle von x schreiben, wenn das
bequemer ist.

1.5.9 Beispiel (Gedimpfte Schwingung) Wir befinden uns in der Situation von Beispiel 0.2.6
(siehe Abb. 1.10): Riicktreibende Federkraft Kgycx = —Dx, mit der Federkonstante D > 0,

Reibungskraft: Kgein, = —2RX (fiir geringe Geschwindigkeiten ist diese also proportional zur

Geschwindigkeit), R = 0; Masse: mX = —Dx—2Rx%, also:

. 2R D
X+—x+—x=0.
m m
Beispiel 1.5.8 liefert die Hauptsysteme a = %, b= %

(i) a®>b (d. h. die Reibung ist grofd im Verhéltnis zur riicktreibenden Kraft: R%2> mD):

A=—a+ \/az—b:%(—R+\/R2—mD)<0,
/12:%(—1?— R2—mD)<0

Hauptsystem et (!=0) gA2(i=0) Anfangsbedingung x () = xo, o (fo) = Vo:

x(f) = aell(l—to) +ﬁe/12(l—to),

wobei xg = a+f, vo = M+ Ao . Also ist @ = 4225, p= Lo,
vo — M xo M=ty _ Y0~ A xo e t=10)

/11 - /12 /11 - /12
ist die Losung der Differentialgleichung mit x (#) = xo, X (fp) = vp.
In unserem Beispiel sind R > 0, — 2V —mD ”f;‘mD < 0, d.h. der Massenpunkt bewegt sich
exponentiell in die Ruheposition zuriick: Situation bei gut eingestellten Schwingtiiren
oder bei einer Schwingung in zdhem Medium.

=>x() =

(i) a®> =b, d.h. R* = mD. > Ay = =&, m; = 2, Hauptsystem: e1(=%), (¢— z5) M=%,
Anfangsbedingung: x (fy) = xo, X (tp) = vo:

x (1) = aeM ) 4 B(t—1t) e (t=t)

Xo=a, vp=Aa+p, also a=xp, f=v9—A—1xp,
x(8) = x9eM U0 4 (1 — Ay x0) (£ — fp) M 710,

In jedem Fall kehrt der Massenpunkt asymptotisch in die Ausgangslage zuriick, ohne

zu schwingen. Allerdings kann es — je nach Wahl von xp und vy — vorkommen, dass

die Riickkehr in die Ausgangslage ,einseitig“ stattfindet, oder dass der Massenpunkt

zundchst tiber 0 hinaus zuriickschnellt und dann in die Ausgangslage zuriickkriecht.
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(iii) a? < b, d.h. R? < mD (Reibung klein im Verhiltnis zur riicktreibenden Kraft). Dann ist
eine echte geddmpfte Schwingung zu erwarten, da sich im Grenzfall R = 0 bekanntlich
eine ungeddmpfte Schwingung einstellt:

R
A =—-a+iVb-a? a=——,

m
1
=a1+if pr=- vmD-R>0,
m
Hauptsystem:
e® (=1 cos By (£ 1), e =0 sin By (1 - 19).

Anfangsbedingung: x (ty) = xo, X (fo) = vo,
x(t) = ae®i—1) cos By (t—ty) + ,Be“l(t_t(’) sin B; (£ —to),

Xo=a, Vg =aa; + fP, also

Vo — 1 Xp U0+%x0
a = Xp, ﬁ: = 1 2,
pr LymD-R
und damit
_Rg_yy  VmD—R? mvo+Rxy _ri_,y . VmD—R?
x(t) =xpe m' 70 cos ————— (1 — tg) + ——=e m'""gin (t—10).
m vmD — R? m

2

Exponentiell geddmpfte Schwingung; R = 0: % =0, w>0:

Vo .
X = Xpcosw (f— ty) + —sinw (t — ty)
w

ist die Losung aus Beispiel 0.2.6. Man kann auch hier die maximale Amplitude und die
Phasenverschiebung berechnen wie in Beispiel 0.2.6 und fiir x eine Darstellung des

Typs
x(6) = Ae” " cos (w (1 - 1) — @)
herleiten.

Nun betrachten wir inhomogene lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten:

1.5.10 Satz Vorgelegt sei die inhomogene lineare Differentialgleichung (iiber K) (1.51). mit
stetigem g: I — K. Dann existiert zu beliebig vorgegebenen xy € 1, yy, ..., yn-1 € K genau eine
Lésung y: I — K (n-mal stetig differenzierbar) von (1.51) mit

¥ (x0) = Yo, ¥V (x0) = Yo (1.57)
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0_

X

Abbildung 1.10: Geddmpfte Schwingung einer Feder aus Beispiel 1.5.9

Beweis Sei y eine n-mal differenzierbare Losung von (1.51). Wir setzen

y
yl
z: [ - K", z:= . ,
y(n—l)
und haben:
y v
0 . : _
z = e | = y(n_l) =Az+f
y —apy—...—ap1y" V+g
mit
0 1 0 0
0
0 1 0
A= : : , fi=|"|: I—K" stetig
0
0 0 0 1
g
—dy —a&1 —aA2 ... —QAp-1

Umgekehrt: Ist z: I — K" differenzierbar mit z’ = Az + f, so ist y := z; eine n-mal differen-

zierbare Lésung von (1.51). Nun hat nach Satz 1.4.13 die Differentialgleichung z’' = Az + f

fiir jedes xg € I, zg € K" genau eine Losung z mit z (xg) = zp, ndmlich

X
z(x) 1= eA¥7%0) 7 +f M0 £ (1) dt.
X

0

Wihlen wir zg:= (o, ..., yn_l)T, Aund f wie oben, so folgt die Behauptung, und wir haben

die Losung sogar explizit angegeben.

|
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Effektive Bestimmung der Losungen: Gegeben seien die inhomogenen Differentialglei-
chungen (alles tiber K) (1.51) mit g: I — K stetig und die zugehdrige homogene Differenti-
algleichung (1.52). Sei u;,..., u, eine Basis des Lésungsraums V von (1.52). Dann brauchen
wir nach Folgerung 1.5.2b) nur eine sog. partikuldre Lésung u von (1.51), und erhalten in
der Gestalt

u=ug+Au+...+Auy A, Ap€K)

alle Losungen von (1.51) iiber K. Da das Anfangswertproblem fiir (1.51) fiir jeden An-
fangswert (1.57) nach Satz 1.5.10 eindeutig losbar ist, ist damit bei bekannten Funktio-
nen uy, Ui, ..., U, die Losung des Anfangswertproblems auf die Losung eines linearen Glei-
chungssystems reduziert. Eine Basis uy,..., u, ist bekannt aus Satz 1.5.5 und Satz 1.5.6.
Bleibt das Problem: Wie findet man ein uy? Die Antwort findet sich in Konstruktion 1.5.12.
Vorab ein

1.5.11 Lemma Ist uy,...,u,: I — K eine Basis des Losungsraums V von (1.52) iiber [K, so
gilt fiir alle xo € I:

uy (x) Uy (x)
up(x) . up(x) -
W (x):= . . =W (xg) ¥ 1% 20  (xel)
ugn_l) x) ... u%"_l) (x)

W (x) nennt man die Wronskische Determinante, benannt nach Graf Hoéné Wronski, 1778—
1853.

BeEwelrs W ist differenzierbar, und nach der Leibniz-Formel fiir die Determinante

n
detM= ) [][Mioqusgno

oeS,i=1
gilt:
! !
ul .. u, u Up ux Un
! ! n "
W' (x) = “ o + “ o toH]
V=1 : : : . (n-2) (n-2)
(n-1) (n-1) (n-1) (n-1) (n) (n)
Uy cee Uy Uy e Uy Uy .o Uy
alle gleich 0!
u .. Un
!/ !
U .. Uy
(n-1) (n-1)
—Ap-1U, —...—QoU] ... —Qup_1U, —...—QolUy
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= W (x) = W (xp) e”%-1*=%) fiir alle x € I. Da das Anfangswertproblem der Differentialglei-
chung (1.52) mit den Anfangsbedingungen y (xo) = yo, ¥’ (X0) = y1, ..., Y"1 (x0) = yn_1 fiir
beliebiges (yo, ..., yn_l)T € K™ 16sbar ist, sind die Vektoren

u (xo) Un (Xo)
uj (xo) uy, (xo)
u" ™ (xo) ™" (xo)

linear unabhéngig, also ist W (xg) # 0. Das gilt fiir beliebiges x¢ € I. Da wir nur W (x) # 0 fiir
alle x brauchen, ist fiir den engeren Zweck der folgenden effektiven Losungsbestimmung
die genaue Bestimmung der Determinante W (x) hier eigentlich nicht notig, kommt aber
von selbst mit heraus. O

1.5.12 Konstruktion (Effektive Bestimmung einer partikuliren Losung) Gegeben seien Kon-
stanten ao, ..., @, €K, g: I — K stetig, p(X) :== X"+ a1 X" 1 +...+ag, D:= %; dann ist
die inhomogene Differentialgleichung (1.51) dquivalent zu p (D) y = g, die zugehorige ho-
mogene Differentialgleichung (1.52) zu p (D) y = 0. Sei uy, ..., u, ein Hauptsystem von (1.52).
Zur Bestimmung einer partikuldren Losung u von (1.51) machen wir den Ansatz

n
u= Z cjuj
j=1

mit differenzierbaren Funktionen ¢;: I — K fiir j = 1,...,n (Methode der Variation der Kon-
stanten). Dann gilt:

I _\n ! _

w=3x",cju; falls Z] 1 ] =0,

I n n

u'=Y" c;u" falls Y. c".u', —0

. =144 1
n—1Gleichungen ! / =1

unb = ciu,, fallsy” ' ul"?=0

] 16t j=1 J Uj ’

und es folgt weiter:
ul® = u'm (n-1)
Z cju” + Z cju",

also nach Multiplikation mit ay, ..., ®;—1 und Summation

p(D)u= Z cipDuj+ Z c]u(" D
j=1 ‘qa—‘ j=
d.h. p(D)u=g, falls ©7_ 1c]u3" Vo g
Ergebnis: Sind die differenzwrbaren Funktionen cy,...,c,: I — K so gewdhlt, dass

Z ™ = (i=1,...,m), (1.58)
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so ist u = Z;?zl cjuj eine partikulire Losung der Differentialgleichung (1.51). Wir zeigen
weiter: (1.58) ist 16sbar! Wir fassen (1.58) auf als lineares Gleichungssystem fiir cj,...,c),

(und zwar fiir jedes feste x € I): Nach Lemma 1.5.11 ist die Determinante

up (x) Uy (x)
up(x) .o up(x) -
W(x):= . . =W (x) e¥ 1) 20 (xel).
A € B 71 €9

Dann liefert die Cramersche Regel: Es gibt eindeutig bestimmte stetige Funktionen c;,...,c),: I —
K, so dass (1.58) gilt. Zu diesen (stetigen!) ci, e, cﬁ, wihlen wir Stammfunktionen cy,...,c,: I —
K und bilden u := 27:1 cjuj. Dann ist u eine partikuldre Losung von (1.51). O

Bemerkung Eine Abdnderung von cy, ..., c, um irgendwelche Konstanten muss nach dieser
Uberlegung erlaubt sein und ist es offenbar auch, denn sie bedeutet eine Abidnderung von
u um eine Losung des homogenen Systems.

Ergebnis: Sind ag,...,a,-1 € K und g: I — K stetig, uy,..., u, eine Basis des Losungs-
raums der Differentialgleichung (1.52), so gibt es eine partikuldre Losung u der inhomoge-
nen Differentialgleichung (1.51) von der Form u = 27:1 cjuj mit einfach stetig differenzier-
baren Funktionen cy,...,c,: I — K. Ein solches System von Funktionen cy, ..., ¢, erhdlt man
durch Auflosen des linearen Gleichungssystems (1.58) nach c},...,c;, und anschlieRende

Wahl von Stammfunktionen cy,...,c, zu cj,...,c),.

1.5.13 Beispiel (Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung) Man vgl. hierzu auch
Beispiel 1.5.8.

y'+ay +by=g (1),

g: I — R, a,beR. Wir betrachten z. B. den Fall a® — b > 0 und haben nach Beispiel 1.5.8 das
Hauptsystem u; = eM?, up = e*! mit A, = —a+va?—b und A, = —a— Va2 — b. Wir setzen
wir oben unsere partikuldre Losung an in der Form 1y = cyu; + coup mit ¢y, ¢: I — R und
haben als Gleichungssystem (1.58):

cieM! + chet2! =0,

At

Aicre +Azcée’12t =g(n,

und das wird geldst von

!/ ]' —All’
- ),
a=nont 8¢

! 1 Aot
= t
R ey EL

Zu diesen ci, cé bestimme man (irgendwelche!) Stammfunktionen c;,c,: I — R. Diese exis-
tieren, da g stetig ist. Dann ist ug = ¢ u; + coup eine partikuldre Losung der inhomogenen
Differentialgleichung, und in der Gestalt

u=(c1+ap)u+(c+az) us (a1,a2€R)
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erhalten wir alle Lésungen der inhomogenen Differentialgleichung.
D Das Beispiel klappt unverdndert iiber C; so lange 11 # A,, d.h. a # b gilt.

Manchmal kann man viel einfacher eine spezielle Losung finden, wenn die Funktion g auf
der rechten Seite der inhomogenen Differentialgleichung von speziellem Typ ist. Folgender
Satz gibt ein Beispiel:

1.5.14 Satz Es seien ay, ..., a1 €K, und gegeben sei die Differentialgleichung
Y+ a1y V4 +agy=g0) e (xeR) (1.59)

mit einem Polynom g € K[X] vom Grad m, A € K. Ferner sei A Nullstelle der Vielfachheit
k = 0 des charakteristischen Polynoms

pX)=X"+a, 1 X" +.. . +ag.

(Dabei heifst k = 0: p(A1) # 0.) Dann hat (1.59) eine spezielle Losung u der Form u(x) =
xF ¢ (x) eM mit ¢ e K[X], mit gradp < grad g.

Bewers per Induktion nach m := grad g. Wir zerlegen p (X) = q (X) (X — 1k, mit g e K[X],
q) #0.

m=0: Mit g(x) = a leistet ¢ (x) := % das Verlangte, denn mit D := % gilt:

k Ax _ k@ k Ax
pD)x“px)e™ =qD)(D-A) k!q(/l)xe

= ae’ = g (x) M.

a

Ax
FION

=q (D)

m-—1— m:
p(D) (xm+ke/1x) = q(D) (D — M)k xmHk A
=(m+k)(m+k=1)-...-(m+1) g(D) x"eM
= h(x)eM

mit geeignetem & € K[X] vom Grad m. Sei nun grad g = m, h wie oben und die Be-
hauptung richtig fiir einen Polynomgrad < m — 1. Dann existiert ein a € K, so dass fiir
g1 := g—ah gilt: grad g; < m—1. Die Induktionsvoraussetzung liefert jetzt die Existenz
eines ¢; € K [X] mit grad¢; < gradg; < m—1 und

p (D) xF @y (x) M = g1 (x) .
Fiir ¢ := @1 + ax™ gilt nun:
p (D) x*¢ (x) M = p (D) x*¢1 (x) e** + ap (D) x™+Fel*
= (g1 (0) +ah(x)) e* = g (x) M.

lim f(x)=3 (1.60)

X—00
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Vorbemerkung: Wir werden im folgenden Differentialgleichungen des Typs

V' =f(xy) @2.1)

betrachten, wobei f: G — R", G c R"*1; gesucht sind Lésungen y: I — R" mit Graphy c G,
so dass (2.1) gilt. In der Regel interessiert man sich fiir Lésungen y, die der Anfangsbedin-
gung y (xp) = yp genligen.

Viele Differentialgleichungen haben a priori nicht die Gestalt (2.1), lassen sich aber auf die
Form (2.1) bringen;

2.0.1 Beispiel Vorgelegt sei die Differentialgleichung
Y =F(xyy,....y" ) 2.2)
mit F: G — R, G cR"*! offen; gesucht ist eine n-mal differenzierbare Funktion y: I — R mit

(%,y(x),...,y" V' (x)) € G fiir alle x € I, so dass (2.2) gilt. Jeder solchen Losung ordnen wir
den Vektor

62
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zu und haben: z ist differenzierbar mit
y V'

: y(n'—l) =f(x2 (2.3)

y F(x,y,...,y" D)

mit geeignetem f: G — R"; wobei G der Definitionsbereich von F ist. Das ist eine Differen-
tialgleichung vom Typ (2.1) fiir z. — Ist umgekehrt z: I — R" eine differenzierbare Lésung
von (2.3), d.h. von

22
Z = , (z:(zl,...,zn)T),
Zn
F(xvzly---vzn)
so gilt fiir y := z1: y ist n-mal differenzierbar mit y\) = z} = z;,, fiir i = 1,...,n—1 und

y" =z, = F(x,21,...,2p) = F(x,¥,...,y" V). Auch die Anfangsbedingungen iibertragen
sich problemlos von y auf z und umgekehrt: Geniigt y der Differentialgleichung (2.2) und
der Anfangsbedingung y (xo) = yo, ¥’ (x0) = y1, -, y(”_l) (x0) = yn—1, SO geniigt

y(n—l)
der Anfangsbedingung z (xo) = (0, y1,- ..,yn_l)T =: zg. Umgekehrt: Geniigt z der Differenti-
algleichung (2.3) und der Anfangsbedingung z (xo) = zp € R”, so geniigt y := z; der Differen-
tialgleichung (2.2) und der Anfangsbedingung

¥ (x0) Yo
¥ (x0) n
. =20 = .
= (xq) Yn-1

Also: Die Zuordnung y — z liefert unter Mitnahme der Anfangsbedingung eine Bijektion
zwischen den Lésungen von (2.2) und (2.3). Da (2.1) formal noch etwas allgemeiner aus-
sieht als (2.3), werden wir im folgenden wesentlich mit (2.1) arbeiten. Daher sind (2.2) und
(2.3) im Sinne dieser Korrespondenz dquivalent. — Diese Korrespondenz ldsst sich noch ver-
allgemeinern, indem man System von Differentialgleichungen des Typs

yg,”f):f]-(x,yl,...,yY”_D,...,ym,...,yﬁ,?'"_l)) (j=1,....,m) (2.4)

auf die Gestalt (2.1) bringt. Wir werden uns also auf Systeme des Typs (2.1) beschrdnken
und fiir diese Existenz- und Eindeutigkeitssédtze und Sétze iiber die stetige Abhdngigkeit der
Losungen von den Anfangswerten herleiten.
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2.1 Der Satz von Arzela-Ascoli und der Existenzsatz von Peano

benannt nach den italienischen Mathematikern Cesare Arzela (1547-1912), Giolio Ascoli
(1843-1896) und Guiseppe Peano (1858-1932).

Die Differentialgleichung (2.1) hat unter der blolen Annahme der Stetigkeit von f bereits
eine Losung mit beliebig vorgegebenem Anfangswert, aber die Losung muss nicht eindeutig
sein.

Zur Vorbereitung des Satzes von Peano einige Tatsachen i{iber Funktionenfolgen:

2.1.1 Definition (Gleichgradige Stetigkeit) Sei D < R” (oder in einem anderen metrischen
Raum) und M eine Menge von Funktionen f: D — R™ (oder einen anderen metrischen
Raum).

a) M heildt gleichgradig stetig in a € D, wenn zu jedem € >0 ein §, > 0 existiert, so dass
| f(x) = f (@), <€ fiir alle x € D mit | x—all <&, und alle f € M.

b) M heildt gleichgradig stetig auf D, wenn M in jedem a € D gleichgradig stetig ist.

¢) M heilt gleichstetig (oder auch gleichmiRig gleichgradig stetig), wenn zu jedem ¢ >0
ein & > 0 existiert, so dass | f (x) - f (y)||, < fiir alle x, y € D mit || x— y| <& und alle
feM.
Vorsicht: In der englischsprachigen Literatur sind diese Begriffe nicht ganz einheitlich:
z.B. verwendet Stromberg den Begriff ,, equicontinuous“ im Sinne von b).

d) M heiBt punktweise beschréinkt, wenn fiir alle x € D die Menge {f (x): f € M} cR™
beschréinkt ist, d. h. wenn es zu jedem x € D ein Cy € R gibt, so dass || f (x)||, < Cy fiir
alle fe M, xeD.

e) M heilt gleichmdpig beschréiinkt, wenn es ein C > 0 gibt, so dass | f (x)||, < C fiir alle
feM, xeD.

2.1.2 Beispiele a) Fir a,beRsei ¢, p: R— R, ¢g4p(x) := ax+ b; ferner sei C >0 und
M .= {(pa,b: a,beR, |al < C}. Dann ist M gleichstetig, aber nicht punktweise beschrankt.
Fiir C> 0ist M:={@4: lal < C, |bl < C} punktweise beschrénkt, aber nicht gleichmi-
Big beschrankt.

b) Ist K < R" kompakt und (f),, eine gleichméRBig konvergente Folge stetiger Funktio-

nen fi: K —R™, fi o frsoist M:={f}u{fi: k=1} gleichstetig und gleichméRig
beschrankt.

BEweis Sei € > 0. Nach dem Cauchy-Kriterium gibt es zu € > 0 ein N, so dass fiir alle
m,n =N, x € K gilt: || fn (x) - f,(0)| < §. K ist kompakt und fy stetig, also ist fy
gleichmiRig stetig, es gibt also ein 6 >0, so dass | fy (x) — f (y)| < § fiir alle x,y € K
mit |x—y|| <6.=> Firallen=N, x,yeK, |x-y| <& ist

1 )= fu W < 0 = fv G| + [ v 0 = A )+ I () = £ (D) <
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und fiir n — oo folgt auch || f (x) - f(y)| <e&. Da fi,..., fn-1 gleichméRig stetig sind
auf K, folgt nach eventueller geeigneter Verkleinerung von 4 (zum Minimum der 6,
der gleichméligen Stetigkeit von f7,..., fv-1):

Vx,yeK, |x-y| <6, gimM  |g-g(¥)|<e.

gleichmilig

M ist also gleichstetig. Ferner: f;, f, also
VxeK,nzny(l) ||fx)-frx] <1

f ist stetig, f |k also beschrankt: ||f(x) || < C fiir alle x € K. Also ist ||fn (x) || < C+1 fur
alle n = ng (1) und alle x € K. Somit ist M gleichmiig beschréankt. O

2.1.3 Satz Es seien X c R" und (f) eine gleichgradig stetige Folge von Funktionen fi.: X —
R™, die auf einer dichten Teilmenge D c X konvergiere. Dann gibt es eine stetige Funktion
f: X—R™, sodass (fi) i>1 auf jedem Kompaktum K < X gleichmdifSig gegen f | konvergiert.
Fiir X ldsst sich auch ein beliebiger topologischer Raum, fiir R™ ein beliebiger vollstindiger
metrischer Raum wdhlen, siehe Stromberg (1996), S. 165.

BEweEls Seien x€ X, € >0. > 35, >0, so dass
€
I fe @) = fie )] < 3 2.5)

fir alle k=1 und te X, |t—-xl| <8y. D> X =>3te D, |t—x| <8y und da (fic (®) 51
konvergiert, folgt: Es gibt ein N € N mit

€
|fe@-fe ] <3 2.6)
fiir alle k,¢ = N. (2.5) und (2.6) liefern zusammen:

[fe = fr@| < | fi - fe O+ fe - fe @)+ fe - fr 0| <e, fallsk,¢=N.

k—o0

= (fk (%)) 5, ist eine Cauchyfolge in R™, also existiert ein f: X — R™ mit fj f (punkt-
weise). Wir zeigen: f ist stetig: Sei x € X, € > 0, §, wie oben, t€ X, [t — x|l <y und ¢ so
grof3, dass

I @-fe ol <3 @)
| f 0 - fr )| < g 2.8)

(2.5),(2.6),(2.8)

=" fo-f@|<|lr@-fo|+|lfe@-fe@|+|fr0-f@]<e. 2.9
= f ist stetig in x. — Sei K < X kompakt. Wir zeigen: fi |x — f |k gleichm&Rig. Dazu sei € > 0.
Zu x € K wihlen wir d, > 0 gemil (2.5), und dann gilt mit demselben 6, auch (2.9) (s.0.). K
kompakt liefert: 3x1,..., xp € k, so dass
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Sei nun N so grof3, dass
17 () = Fe ()] < g firalle j> N, j=1,...,p. (2.10)
Sei t€ K= 3], so dass t € U; und damit fiir alle k > N:

If@=fe@ll < £ @=f )|+ 1fG) = fie )| + |1 fie () = fie @] < 22

<enach (2.9) <£ nach (2.10) <§ nach (2.5)

gleichmalRig

= frlx flk. O

2.1.4 Lemma Es seien D c R" abzdhlbar und ( fk),621 eine punktweise beschriankte Folge

von Funktionen fi: D — R™. Dann hat (f;) eine punktweise konvergente Teilfolge ( fkj)

jz1

Dies ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Bolzano und Weierstral3.

Bewers Sei D = {x;: j =1}. Die Folge (fi(x1)) ist beschréinkt, hat also eine konvergente
Teilfolge ( f,i” (xl))k>1. Die Folge ( flil) (xg))k>1 ist beschrénkt, hat also auch eine konvergen-

: 2) IR : () ()
te Teilfolge ( fi (Xg))k>2 usw. Es gibt eine Teilfolge ( fi )k;l von (f), so dass ( fi (xv)) o1
konvergiert fiir v=1,..., j. Die Diagonalfolge ( f (k))k>1 ist fiir k = j eine Teilfolge von ( fk(J ))

k k=1

O

= (flik) (xj))k>1 konvergiert also fiir alle j > 1.

2.1.5 Satz (Arzela-Ascoli) Es seien K ¢ R" kompakt und M eine Menge von stetigen Funk-
tionen f: K — R"™. Dann sind dquivalent:

a) M ist gleichgradig stetig und punktweise beschrdnkt.

b) Jede Folge ( fk)k21 von Funktionen aus M hat eine gleichmdifsig konvergente Teilfolge
( fkj) 1 die gegen eine stetige Funktion f: K — R™ konvergiert.
j=

¢) M ist gleichstetig und gleichmdifsig beschrdnkt.

Allgemeiner steht a)=b) in Stromberg (1996), S. 167. Vgl. Heuser (1990), S. 563. Die Aqui-
valenz ,a)<b)“ wird von Heuser als ,Satz von Arzela-Ascoli“ bezeichnet; c¢) liefert aber eine
weitere wesentliche Vertiefung.

Beweis ,a)=b)” Das ist die wesentliche Aussage, die nach Stromberg (1996) noch viel all-
gemeiner gilt! R” ist separabel, also ist auch K separabel, es gibt also eine abzzdhlbare
dichte Teilmenge D c K. Sei (fi),-, eine Folge aus M. Dann liefert Lemma 2.1.4 die

Existenz einer Teilfolge ( fkj) . die auf D konvergiert. Mit Satz 2.1.3 folgt jetzt Aussa-
e
ge b).
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»b)=>c)" Wire M nicht gleichstetig, so gibe es ein gy > 0 mit folgender Eigenschaft: Zu
jedem & > 0 existiert ein f € M und x,y € K mit |x-y| <& und ||f (x) - f(y)| = €o.
Zu 6 := 1 wihle man ein solches f = f und dazu x, yx € K mit ||x¢ - yi| < 4 und
| fic (x) = fie (v&) | > €0. Da K kompakt ist, hat (x),, eine konvergente Teilfolge. Wir
kénnen somit oBdA gleich annehmen, dass x; — x € K, also auch y; — x € K. Nach

/7% f, und

Voraussetzung hat (f) > €ine gleichmidRig konvergente Teilfolge f;
dann gilt wegen

j—oo

|6 o) = 0] < s () 1 (1) 0,

[ o) = o]

und dem Analogon fiir yy,:

Jx; (xkj) = Jk; (ykj) e, f-fx=o0.

Das ist aber ein Widerspruch, denn die Terme auf der linken Seite sind alle in der
Norm = €. Folglich ist M gleichstetig.

Wiére M nicht gleichmiig beschriankt, so gidbe es zu jedem k € N ein fi € M und ein
x € K mit || f (xi)| = k. (fi) x>, hat eine gleichméRig konvergente Teilfolge ( fkj) o

> j=
j—o00

etwa fi. auf K. Aber f ist beschriankt, wihrend fiir alle j gilt: || fi. | xx. ||| =
J J g ] J

gleichmilig
k;j> j. Das ist ein Widerspruch, demnach ist M gleichméRig beschrénkt.

~C)=a)” trivial O

Kehren wir nun zuriick zu den Differentialgleichungen mit

2.1.6 Satz Es seien I:=[xg,xo+¢]1 R, f: I xR" — R" stetig und beschrdnkt. Dann existiert
zu jedem yo € R" eine Losung y: I — R" der Differentialgleichung y' = f (x, y) mit y (xo) = yo.

Bewels Wir approximieren die gesuchte Losung durch passende Streckenziige im Rich-
tungsfeld: Teilung von I durch fortgesetzte Halbierung der Intervalle: Teilung Ty xiy :=
X0 +VZL,C fir v=0, 1,...,2k, k = 0; Streckenzug: yi: I — R” mit

Vo) { Yo fiir x = xp (vorg. AW fiir alle k = 0)
k =

Vi () + (2= x0) [ (X Vi (xk,0)) - flr Xy < X< X1, V=0, 2k 1.

= yi: I — R" ist stetig (aber nicht notwendig differenzierbar). Wir wollen y; als Integral
einer Funktion z; schreiben und setzen fiir k = 0:

f (%0, ¥0) fiir x = xo,

zr: I = R"Y,  zip(x):=
f(xk,v»J/k (xk,v))y falls Xy < X < Xkv+1» osv< 2k_ 1,
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und fiir diese x ist

X

Vie (0) = yie (xk,v) + f z (1) dt

Xk,v
v X
= velxro) + 3 0 (k) = v b)) + [zt de
/le Xk,v
v Xk X
=Y+ zk(t)dH—f z (B dt
p=1vXk,u-1 Xie,v
X
= Yo +f zi (1) dt,
Xo
alsofiirxp<sx<xp+¢:
X
Vi (x) = y0+f zi (B dt. (2.11
Xo

Auf die Folge (yx) wollen wir Satz 2.1.5 anwenden:

(i) Die Folge (y) ist gleichméRig beschrénkt, denn: Sei z.B. | f||, < C auf I x R”. Dann ist
flirxel

X
Iy @], <70l + f a0 de| <y, +ec. (2.12)
I-l2<C 2

(i) (yx) ist gleichgradig stetig, sogar gleichstetig, denn fiir alle 7, x € I ist

t
||yk(t)—yk(x)||2:Hf zk(t)dt‘ <Clx—1l. (2.13)
X 2

Satz 2.1.5 liefert nun: Es gibt eine Teilfolge ( ykj) - und eine stetige Funktion y: I — R” mit
]j=
y auf I. Wir zeigen: Mit diesen k; gilt: 2, (x)

k—o0 j—oo

Yk, . -~ f(xy()auf I.

Begriindung: Fiir x = xy ist die Konvergenz klar. Sei xo < x < x9p + ¢, j = 0. Dann existiert ein
vi=vjx)e {0,...,2kf - 1}, so dass Xijv; < XS X w41 Dann ist

'xkjyvj —x' <27kig 2.14)
und damit

“J/kj (xlc,-,vj)‘y(x)||2S J|ykj (xkfr"f)_ykf (X)“% +J|ykf (X)_y(X)”%

-~ ~~

<C27" ¢ nach (2.13) wg. (2.14) 700
glm.
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Also yy; (xkj,,,j) ;== y(x) auf I und ebenso x,,y, i

gim. glm.
”ykj (xkj,\,j) , < [vol,+¢C =:R, und f ist auf dem Kompaktum K := I x [-R,R]" gleich-

malig stetig. Daher folgt:

x auf I. Weiter ist nach (2.12)

”ij (x) —f(x,y(X))”z - ||f(xki"’j’yki (xkﬂf)) ‘f(x'y(x””z <€

j—oo
glm.

fiir alle j > jo und alle x € I. Also: z, (x) f (%, ¥ (x)). Damit ist die Zwischenbehauptung

bewiesen.
Grenziibergang j — oo in (2.11) liefert:

X

J’(X)ZyoJrf f(ty®)dt (xel)

Xo

f ist stetig, nach dem Hauptsatz also y differenzierbar mit y’ = f(x, y), und nach Konstruk-
tion ist y (xp) = yo. O

2.1.7 Satz (Existenzsatz von Peano) FEs seien xo€R, yp e R"?, a,>0,

X
K:= {(y) Clx—xol<a, |y—yol, S,B} cR™1,
und f: K — R" sei stetig (also auch beschrinkt),

M= max{|f (x))],: (xy) €K},
_ {min(a, %), falls M > 0,
- a, falls M =0.

Dann gibt es mindestens eine Losung y: [xg— 0, xo + 0] — R" der Differentialgleichung (2.1)
mit y (xo) = Yo.

Kurzfassung: Bei stetigem f ist das Anfangswertproblem y' = f(x,y), y(xo) = yo lokal
l6sbar, und iiber das Existenzintervall der Losung gibt Satz 2.1.7 Auskunft.

BeEweis Wir setzen J:= [xg— a, Xo + al,

f(xy) fiir ||y - yoll, < B,

:] Rn_)an’ y =
g X g(x y) {f(x’yo_km(y—yo)) fiir ”y_y0||2>ﬁ

Dann ist g stetig und beschrankt:

I (o))< m o= max {1 (), ) < -
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Wir betrachten die Differentialgleichungen

y'=g(xy) auf [xg,x+al
y=-g(-xy)  auf[-xg,—xo+al

und Satz 2.1.6 liefert die Existenz von Lésungen y1, y, dieser Differentialgleichungen: y; : [xo, xo + @] —
R™ und y,: [—x9,—Xo + @] — R" mit y; (x0) = yo, y2 (—x0) = yo. Wir setzen

y:]_,Rn, y(x)': yl(x), fallsxe[xO,x0+a],
y2 (=x), fallsx € [xo— a,xo].

Dann ist y stetig und fiir x # xo differenzierbar mit y’ = g (x, y). Wir priifen die Differenzier-
barkeit im Punkte xo: Rechtsseitig gilt: y, (xo) = g (X0, yo), linksseitig: y (xo) = —y5 (—xo) =
g (x0,y2). Also ist y in ganz J differenzierbar mit y’ = g(x, y) fiir alle x € J und y (xo) = yo.
Dabher ist fiir alle x € [xy — @, x¢ + &] schon

X

y(x)=yo+f g(tyw)de
Xo

also ||y (x)=yo|, < Mlx—xol. Fiir |[x—xol < 6 aus Satz 2.1.7 ist |y (x)—yo|, < M6 < B,
[x0—0,x9+0] < J und g'[xo—a,x0+5]xm = fl[Xo—é,xo+5lxm' Also leistet y|(x,—5,x,+6] das
Verlangte. O

2.1.8 Bemerkung In Satz 2.1.7 braucht die Losung nicht eindeutig zu sein: In Beispiel 1.1.3

haben wir gesehen, dass das Anfangswertproblem y' = \/|y|, ¥ (0) = 0 unendlich viele L6-
sungen hat.

2.2 Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard und Lindel6f

benannt nach Emile Picard (1856-1941), franzosischer Mathematiker, Doktorvater von Hen-
ri Lebesgue, bekannt durch die Picardschen Sitze in der Funktionentheorie, und

Ernst Lindelof (1870-1946), finnischer Mathematiker, Begriinder der sog. ,finnischen Schu-
le“ der Funktionentheorie.

Bekanntlich heilt eine Funktion g: I — R (I c R sei ein Intervall) Lipschitz-stetig in xq € I,
benannt nach Rudolf Lipschitz (1832-1903), deutscher Mathematiker, ab 1864 Professor in
Bonn, bekannt durch Arbeiten zur Analysis sowie zu Grundsatzfragen und der Zahlentheo-
rie, falls es eine Umgebung U von xp und ein ¢ > 0 gibt, so dass fiir alle xe Un I gilt:

|g (x) — g (x0)| < Clx—xo].

Wir brauchen einen entsprechenden Begriff fiir die Funktion g (x,y) auf der rechten Seite
der Differentialgleichung (2.1) nur in bezug auf die Variable y:

2.2.1 Definition (Lipschitz-Bedingung) Sei G < R"*!, f: G — R". Wir schreiben die Punkte
aus G in der Form (x, y) mit x€ R und y € R".
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a) f geniigt in G lokal einer Lipschitz-Bedingung (in bezug auf y), wenn zu jedem Punkt
(a,b) € G eine Umgebung U und eine Konstante C = 0 existieren, so dass

1 Ceyn) = F (o y2)l < Cllyi =2l
fiir alle (x,y1),(x,2) e UNG.

b) f geniigt in G einer Lipschitz-Bedingung (in bezug auf y), falls eine Konstante C > 0
existiert, so dass

If (x.31) = F (5, y2) |, < Cllya = y2 |,
fiir alle (x,y1),(x,y2) € G.

2.2.2 Satz Es seien G < R™*! offen, und f: G —R™, (x,y) — f(x,y) sei in bezug auf y total
differenzierbar!, und die partiellen Ableitungen von f seien lokal beschréiinkt. Das ist z. B.
dann erfiillt, wenn f bzgl. y stetig partiell differenzierbar ist. Dann geniigt [ lokal einer
Lipschitz-Bedingung bzgl. y.

Bewels Der Beweis geniigt im Fall m =1, denn aus
|fu(eo ) = fu(x2) | < Cllyi = 2],

fir g=1,..., m folgt fiir f=(fi,..., fin) :

”fudﬂ_fﬁnWW2:JfZMA%yﬂ_ﬁJ%MMZSVECWW_Yﬂr
=

Sei (a,b) € G, und die Umgebung U < G von (a, b) sei konvex, und es gelte: g—){v (x, y)| <
M fiir alle (x,y) € U und v = 1,...,n. Seien (x,u),(x,v) € U. Wir betrachten die Funktion
g(1) := f(x,u+t(v—u) (beachte: U ist konvex!) fiir t € ]—¢,1+ €[ mit hinreichend kleinem
€ > 0. Dann ist g laut Kettenregel differenzierbar und der Mittelwertsatz fiir Funktionen
einer Variablen liefert:

|f v - fxw|=]g)-g0)|=]g @]

(vy—wy) =— (x,u+é(v—u)
v;l layv

J

-

IlsM

<MY |lvy—uyl<nMlu-vl,.
v=1 g
<llv—-ull,

mit passendem ¢ € [0, 1]. O

Inach Roelcke (1961) reicht sogar partielle Differenzierbarkeit
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Der Beweis ldsst leicht erkennen, wann f auf ganz K < G einer (globalen) Lipschitz-
Bedingung geniigt.

2.2.3 Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard und Linedel6f) Es seien xo € R, yg €
R", a,f>0,

x
K:= {(y) eR™: [x—xol<a ||y-yol, sﬁ}
und f: K — R" sei stetig und geniige auf K bzgl. y einer Lipschitz-Bedingung. Ferner seien

M:=max{|[f(xy)[,: (xy) €K},
5o min (a, %) , fallsM >0,
a a, falls M =0.

Dann gibt es genau eine differenzierbare Funktion y: [xy—0,xo+0] — R", die der Diffe-
rentialgleichung y' = f(x,y) und der Anfangsbedingung y(xo) = yo geniigt. Diese Losung
y wird erhalten durch die Methode der sukzessiven Approximation: Man wdihle irgendei-
ne stetige Funktion yi: [xo—8,%0+6] — R" mit y1 (x0) = yo, |31 (x) = yo|, < B fiir alle x €
[Xo— 08, X0 + 6] (z. B. y1 (x) := yy fiir alle x) und setze iterativ fiir k = 1:

X

Vie+1 () 1= Yo +f fltye®)de (x € [x0—6,x0+6]). (2.15)
Xo

Dann ist (yx) sinnvoll und konvergiert gegen y gleichmdfSig auf [xo — 8, xo + 8).

Bemerkung FEine axiomiatische Fassung der Methode der sukzessiven Approximation fin-

det sich bei Barner und Flohr (2000) auf S. 146 (Banachscher Fixpunktsatz) und die Anwen-

dung auf den Satz von Picard und Lindel6f ebenda auf S. 154f. Dort wird der Fixpunktsatz

fiir vollstindige metrische Rdume ausgesprochen; bei Heuser (1995a) und Walter (1976a)
wird dieser Satz nur fiir Banach-Radume formuliert.

Beweis Existenz: Die y; sind wohldefiniert. Das zeigt man per Induktion:

k=1: Klar

k— k+1: Sei bekannt, dass |yk(t)—yol|, < B fiir alle t € [xg—6,xp+6]. Dann ist
£ (t, yx (1)) sinnvoll und

X
[ ¥k+1 O = yoll, = j);of(t,.}/k(t))dt SMlx_(sxOlsﬁ
I-llosM 2 S

fir |x— x| <0.

Die Definition der yj ist somit sinnvoll.
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Behauptung Es sei (Lipschitz-Bedingung)
[ £ w—fx,v),<Clu-vl
fiir alle (x, u), (x, v) € K. Dann gilt fiir |x — xp| < 6:

(Clx—xo)* !
Vi1 0 —yx @), < ZﬁTf)' k=1).

BEGRUNDUNG k=1:

|2 ) =31 @[, < | y2 ) = yo |, + |11 ) = w0 -

~
<fs.o. <p

Bemerkung Wéihlt man gleich y; := yy, so ist

X M
[y2 )= (x)||2: f f(t,yo) dt| <Mlx—xol=—= (Clx—xl) SM5<f
Xo S=—~—" C

I-l.<M
Steigt man damit in die weitere Induktion ein mit

M (Clx—xoh)*
ks 00 =i ), < =

so folgt dort

_ M (Clx—xo)**!

fo|C(t—xo)|k
C (k+1)!

[Vir2 ) = yen @), <C LT ®

dt|
Das fiihrt zu etwas schirferen Abschitzungen.
k—k+1:

[ Vs2 () = yie1 )|, =

fxx (F (6 vk D)= F (6 ye () dt

2

<C f |y -y 0], dt

xR
<2p Ty
28Ck
< pc

X
k-1
k—1)! fxo' %ol ’

(Clx—xo)*
:ZIBTO
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Da die Reihe }.77 % gleichmalig fiir |x — xo| < 6 konvergiert (Exponentialrei-
he), folgt: Die Reihe

1)+ Y (Ve () = e (1)
k=1

konvergiert gleichméBig auf [xp—&,x9+ 0], d.h. y(x) := limy_, y (x) ist stetig auf
[Xo—a,XO +5].

Behauptung y ist differenzierbar, y' = f (x, y) auf [x9 — 8, xp +0]. und y (xp) =
BeGRUNDUNG Fiir |x — xp| < 8 ist nach dem obigen
ly )= yoll, = lim [ ye o) = yol|, < B-
k—o0

Die Abbildung x — f(x, y (x)) ist also sinnvoll, und nach der Lipschitz-Bedingung ist

I (e 00) - £y ), < C e -y, .

= f (% e (x)) = f(x,y(x) bzgl. x € [xg — 8, x9 + 8]. Der Grenziibergang k — oo in

(2.15) ist wegen dleser gleichmilligen Konvergenz legitim und liefert:

X

y(x)=y0+f f(ty®)de (Ix—xol <6) v

0

Damit ist der Existenzbeweis abgeschlossen. Wir zeigen als

Zusatz Es gilt die Fehlerabschétzung:

(Clx xol)f (Clx—x0D* e
Iy ) = yier1 ]|, < 2/32 <op——g——e
fir alle k=0, |x— x| <6.
BEGRUNDUNG Es ist
YO =y @+ Y (Y @-y;x)  (x—x0l<8).
j=k+1

und damit

ly () =y ), < |yjn 0=y 0],

Py
* (C|x—xo|)f—1
Z+ -1

Clx xol)]

:Zﬂ eC|)C—)Co|_kZ1 (C|X—X()|)j .

=0 J!
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Nun gilt nach der Taylor-Formel: e* = Z;?;é );—j, + Ry (x) mit dem Restglied von Lagrange
(k)
R (x) = ‘pT!@xk, wobei ¢ (x) := e*, mit passendem ¢ zwischen 0 und x, also Ry (x) =

et %’,( Das liefert

k=1 yj

j=o J!

X

k
e’ - I el

< —
Tk

und damit

(C|x_x0|)ke(;|x_x0|

Ic' (lx—x0l <9). v

Iy ) = yerr ()|, < 28

Eindeutigkeit: Sei z: [xo— 8, xo + 8] — R” eine zweite Losung mit z(xg) = yo, 2’ = f(x,2).
Dann ist

z(x)=yo+f fz()dt (lx—xol < 9)
Xo

und ebenso mit .

= [z -y, = Hf (ft,z(e) = f(t,y®)) dt

2

Lip.-Bed. X
< cf lzy-y@|, dt
Xo N—————

<llz@-poll+lyo-y@®|<2p

<2BClx— xol.
. 2|X—X()|2
:>||z(x)—y(x)||2<Cf 20 -y 0], dr| <2pc? =2
X S—— .
’ <2BClt-x|
und mit Induktion folgt weiter:
k1x = xol*

||z(x)—y(x)||2 <2BC k!

fiir alle k=1, |[x— x| < 0. Grenziibergang k — oo liefert: z(x) = y(x) fir [x—xp| < 6. O

Zusatz Satz 2.2.2 gilt entsprechend fiir

Kz{(;):xosxsxo-#a, ||y—y0||2s,3}

mit y: [xp, Xo + 0] — R". Der Beweis verlduft wie gehabt.
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Manchmal kann man mit der Methode der sukzessiven Approximation wirklich die Lo-
sung der Differentialgleichung bestimmen:

2.2.4 Beispiel Ae M (nxn,R), yo € R"?, xo € R, und gesucht sei die Losung der Differenti-
algleichung y’ = Ay, y (xo) = yo. Man sieht leicht, dass eine Lipschitz-Bedingung erfiillt ist.
Sukzessive Approximation:

1 (x) := Yo,

X
Vi+1 (%) ::y0+[ Ay (t) dt (xeR, k=1
Xo

Behauptung

Va1 (x) = Z@A% (k >0) (2.16)
j=o I*

BEGRUNDUNG Induktion.
k=0: ist klar
k— k+1: Gelte (2.16) mit k an Stelle von k + 1. Dann folgt

xk= 1(t—xo)j

) k
Vi1 (X) = yo+f — L Aty Z(x x0) Aly,. v
Xo :

Fiir k — oo gilt daher:

k—o0 j:O il

und wir wissen schon von friiher, dass das die Losung des Problems ist.
2.2.5 Beispiel y' =2xy auf R?, y(0) = yo. Iteration: y; := yj,
X
Vie+1 () 1= Yo +2f0 tyr (1) dt.

Induktion liefert:

x4 2k
yk+1(x):y0(1+x2+§+...+7 .

k— .. . . L .
Also yg (x) ac Yo exz, und man iiberzeugt sich sofort, dass dies die Losung ist.

Die Eindeutigkeitsaussage von Satz 2.2.3 gilt allgemeiner (,global“) und nicht nur ,lokal“
auf hinreichend kleinem Intervall [xy — &, xo + 01:
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2.2.6 Satz (Eindeutigkeitssatz) Es seien G < R"™! und f: G — R" eine stetige Funktion, die
lokal einer Lipschitz-Bedingung (bzgl. y) geniige. Ferner seien I c R ein Intervall, y1,y,: I —
R" zwei Funktionen mit Graphy; c G fiir j = 1,2, und yy, y» seien Losungen der Differential-
gleichung y' = f (x,y) auf 1. Gilt dann y; (xo) = y2 (xo) fiir ein xo € I, so ist y1 = y».

Beweis Behauptung Gilt y; (a) = y» (a) fiir ein a € I, so gibt es ein § > 0, so dass y; (x) =
¥2 (x) fiir alle x € I mit |[x—al < 6.
BEGRUNDUNG y} =f(xy;) firallexel, j=1,2.
X
yj(x):yj(a)+f f(tyj(®)dt (xel, j=1,2)

a
X

= y1(xX) = y2 (%) =[ (f(ty @)= f(ty2(0)) dr (xel)

a

f ist lokal Lipschitz-stetig, zum Punkt (a, y1 (a)) = (a, y2 (@) € G gibt es also eine Umgebung
U und ein C > 0, so dass

|F (& w - f &), <Cllu—vl,

fiir alle (¢, u), (t,v) € UN G. — Wir nehmen an, a sei kein rechter Eckpunkt von I und zeigen
die Behauptung fiir ein Intervall [a, a + 6]. (Ist a auch kein linker Eckpunkt von I, so zeigt
man ebenso die Existenz eines §, so dass die Behauptung auf [a -6, al gilt.)

¥1,¥2 sind stetig, es gibt also ein §; > 0, so dass [a,a+8,] I und (,y;(1) € UNG fiir
j=l2.=>Firasx<a+6; gilt

ly1 0 = y2 (0, sc’faxnyl(t)—yz(t)nz dt|.

Wir setzen fira< x<a+0;:
M (x) :=max{|| y1 (0 = y2 (1), : € [a,x]}

und haben | y1 (x) = y2 ()|, < Clx—al M (x), also fir a< r< x< a+61:
In@-y 0|, <Clt—alM@) <Clx-alM(x),

und das Supremum auf der linken Seite gibt: M (x) < C|x— a|l M (x). Mit 6 := min (6 1 m)

giltdannfirasx<a+0: M(x) < %M(x), dh Mx)=0.=2yxX) =X firasx<a+d.
Gleicher Schluss ,nach links“ liefert die Behauptung. v

Behauptung y; (x) = y» (x) fiir alle x € I, x = xo.

BEGRUNDUNG Sei a := sup {x el:yy(=py ) firxyst< x}. Ist a = oo oder a rechter Eck-
punkt von I, so ist die Behauptung klar wegen der Stetigkeit von y;, y». Sonst gibt es ein
61 >0, so dass [a,a+0 —1] c I, und wegen der Stetigkeit von yj, y, ist y; (@) = y»2 (a). Die
erste Behauptung liefert die Existenz eines 6 > 0 mit [a, a + 6] c I, so dass

Y lia,a+6) = Y2 lla,a+61 -

Das aber ist ein Widerspruch zur Maximalitit von a, und so folgt die Behauptung. v
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Gleicher Schluss ,nach links“ liefert: y; (x) = y, (x) fiir alle x € I, x < xp. Damit folgt die
Behauptung. O

2.2.7 Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz) Es seien G c R"*! offen, und f: G — R" sei
stetig und geniige lokal einer Lipschitz-Bedingung bzgl. y. Dann gilt: Fiir jedes (xo, yo) € G hat
das Anfangswertproblem y' = f (x,y), y (x0) = yo genau eine Lésung y: ] — R", Graphy c G,
die nicht echt fortsetzbar ist. Diese Losung kommt nach rechts und nach links dem Rand von
G beliebig nahe in folgendem Sinne:

{(x,y®): xeJ,x=x}=:T", und

{(x,y(x): xeJ,x<xo} =T~
sind keine kompakten Teilmengen von G.

Bemerkung I'* keine kompakte Teilmenge von G ist gleichbedeutend mit dem Vorliegen
eines der folgenden Fille (b rechter Endpunkt von J):

(i) b=o0 oder
(i) beRund lim,_,_o |y )|, =oco oder
(iii) be R und mx_.b_g ||y(x) ||2 < 0o, aber T'*NRAG # Q.

Entsprechend mit I'~.

Bewers Seien a > 0, f > 0 so gewdhlt, dass

K:{(;): |x— X0l < a, ||y—y0||2sﬁ}cG.

Nach Aufgabe 44 ist f|g Lipschitz-stetig bzgl. y; ferner ist f | stetig. Satz 2.2.3 liefert damit
die Existenz eines § > 0 und einer Lésung y: [xo — 8, x + 8] — R mit y' = f(x, ), y (x0) = yo,
und dieses y ist eindeutig bestimmt. Gleicher Schluss mit xo + 6 und Anfangswert y (xp + 6)
und der Zusatz zum Beweis von Satz 2.2.2 zeigen: y kann iiber xy + é hinaus nach rechts
(und analog tiber xp — & hinaus nach links) fortgesetzt werden, und zwar eindeutig (nach
Satz 2.2.6). Sei

J:={IcR: IIntervall, xo€ I, Iy;: I = R", y; = f(x,y1), y1 (x0) = yo}

Dann ist J := Ujeqy I ein Intervall. Wir definieren fiir x € J: y(x) := y;(x), falls x € I. Diese
Definition ist sinnvoll, denn ist auch x € T € 3, so ist y; (x) = y;(x), da y11;~7 = ¥jl;~j Dach
Satz 2.2.6. Also ist y: ] — R" die Losung des Anfangswertproblems y' = f(x,y), y (x0) = yo
mit maximalem Definitionsbereich, d. h. y ist nicht mehr echt fortsetzebar zu einer Losung
der Differentialgleichung.

Behauptung I'* ist keine kompakte Teilmenge von G.
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BEGRUNDUNG Angenommen, b sei das rechte Intervallende von J und I't < G sei kompakt.
Dann ist b € R. Wir zeigen zunichst: b € J: Gamma™ ist kompakt und f stetig, also ist
| f 17|, < C fiir geeignetes C > 0. Nach der Differentialgleichung ist

y(x)=yo+f f(tyw)dt (xo<x<Db)

Xo

Also ist fiir xg < x, x' < b:

[ —

X
Iy -y(x)]|,= |fx’f(t,y(t))dt <Clx-x|
I-l.<C )

In dieser_Situation liefert das Cauchy-Kriterium: lim,_;_o y (x) =: y* existiert; offenbar ist
(b,y*) eI't ¢ G. Angenommen, es sei b ¢ J. Dann setzen wir

{y(x) firxe]J,
z(x):=
yx furx=»b

und zeigen: z ist Losung des Anfangswertproblems. Offenbar ist z|; = y Losung des An-
fangswertproblems, und z ist stetig. Weiter ist Graphzc I'* < G und

z(b)y=y" = xlirgloy(x)

lim (yg +fxxf(t,y(t)) dt)

x—b—0 o
b
=yo+f f(t,z(1)drt,
Xo

denn f und z sind stetig. Fiir x € J ist ohnehin
X
z(x) = yo +f f(t,z(0)dt,
Xo

d. h. diese Gleichung gilt fiir alle x € Ju{b}. Also ist z auf ganz Ju{b} differenzierbar mit z’ =
f (x,z), ferner ist z (xp) = yo, z also Losung des Anfangswertproblems und echte Fortsetzung
von y. Das aber ist ein Widerspruch, also ist b e J.

= (b,y (b)) € G, und die Losung y ldsst sich nach Satz 2.2.3 {iber b hinaus fortsetzen. Das
aber ist ein Widerspruch. Folglich ist I'* keine kompakte Teilmenge von G. v

Analog zeigt man: I~ ist keine kompakte Teilmenge von G. |

2.3 Systeme linearer Differentialgleichungen

2.3.1 Definition (System linearer Differentialgleichungen) Seien I < R ein Intervall und
A: 1 — M(nxn,R), b: I — R" stetig. Dann heit y' = A(x) y + b(x) fiir x € I ein System
linearer Differentialgleichungen. Analog tiber C.
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2.3.2 Satz Sind A, b, I wie in Definition 2.3.1, so gibt es zu jedem (xo, yo) € I x R" genau eine
auf ganz I definierte Losung y: I — R" des Anfangswertproblems

Y =AX)y+b(x) (xel
¥ (x0) = yo.

(2.17)

Ebenso fiir komplexwertige Losungen.

Bewers Unsere Differentialgleichung hat die Form y' = f(x,y) mit f(x,y) := A(X) y + b (x)
fiir (x,y) € I xR™. Sei L < I kompakt. Dann ist fiir alle x € L und y,y’ € R"

If (e y) = £y, = A (y=¥)] < Clly-¥']l,
mit geeignetem C >0, denn: Ist A= (aj,k)j’k, y= (yl,...,y,,)T, so ist

1

n n Z%CSU n n ) n ) n ) 2
= (£ (£ aun) | 2| £ £t trz|| [ £ ] 10
j=1\k=1 j=1] k=1 r=1 jok=1

N——

=lyll;

und hier sind die a i auf I stetig, also auf L beschrinkt. Satz 2.2.7 liefert jetzt die Existenz
einer Losung y: J — R" mit maximalem Definitionsbereich J c I.

Behauptung J=1

BEGRUNDUNG Seien c rechter Eckpunkt von J, ¢; rechter Eckpunkt von I und angenommen,
dass c<c;. Flir xg < x < cist

X

y(xX)=yo +f f(ty@®)adr,
Xo

und wie im Beweis von Satz 2.2.7 folgt: y* :=lim,_.._¢ y (x) existiert, ist Losung der Differen-
tialgleichung, und Satz 2.2.3 mit Anfangswert (c, y*) liefert: y ist iiber ¢ hinaus nach rechts
fortsetzbar. Das aber ist ein Widerspruch zur Maximalitidt von J. = ¢ =¢;.

Es konnte immer noch gelten ¢ = c;, aber c ¢ J, c € I. Um diesen Fall zu widerlegen, verwen-
den wir nochmals das obige Argument: limy_.._o y (x) =: y (¢) existiert, und der Grenziiber-
gang liefert:

X

y(x)=yo+f f(t,y®)dt,
Xo

gilt auch fiir xyp < x < c¢. Also kann ¢ zum Definitionsbereich von y hinzugenommen wer-
den. J ist aber maximal, mit c € I folgt also c € J. Der gleiche Schluss nach links liefert die
Behauptung I = J. v
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2.3.3 Satz Sind A, b, I wie in Definition 2.3.1, so gilt:
a) V:={y: 1-R": y' = A(x) y} ist ein n-dimensionaler R-Vektorraum.

b) Man erhdlr genau alle Losungen der inhomogenen Differentialgleichung y' = A(x) y +
b(x), indem man zu einer speziellen (,partikuliren®) Ldsung der inhomogenen Dif-
ferentialgleichung eine geeignete Lisung der homoegenen Differentialgleichung y' =
A(x)y addiert.

Bewers  a) SeixgeIfestundg: V —R", ¢(y):=y(x) fiir y € V. Dann ist ¢ ein Vektorraum-
Isomorphismus nach Satz 2.3.2.

b) klar O

2.3.4 Folgerung Sei A: [ — M (n x n,R) stetig, und vorgelegt sei die homogene Differential-
gleichung

y'=Ay  (aufl). (2.18)

a) Es gibt n linear unabhingige Losungen von (2.18) y1,...,¥n: I — R"; je n linear un-
abhingige Losungen bilden eine Basis des Losungsraums V. Jedes solche System
Y1,..., Yn heillt ein Hauptsystem oder ein Fundamentalsystem von (2.18).

b) Ist yi,...,¥n irgendein System von Lésungen von (2.18), so geniigt die zugehorige
,Losungsmatrix“ Y := (y1,...,¥n) : I — M (n x n,R) der Differentialgleichung Y’ = AY.

c) Seiyi,..., yn ein Hauptsystem. Ist z: I — R" eine Losung von y’ = A(x) y, so existieren
Y1,---,Yn € R mit
Y1
zZ=7v1Y1+...+Yn¥n=Ygc, c=1:
Yn
Das bedeutet:

(1) Z=(z1,...,2p) : I = M (nx n,R) ist Losungsmatrix genau dann, wenn es ein C €
M (n x n,R) gibt mit Z=YC.

(2) Z = (z1,...,2y,) ist Hauptsystem genau dann, wenn es ein C € GL, (R) gibt mit
Z=YC.

d) Ist xpel, Yo e M(nxn,R), so existiert genau eine Losungsmatrix ¥ mit Y (xg) = Yp.

e) Seien yi,...,y, Losungenvon (2.18), Y := (y1,..., y»). Nach dem Beweis von Satz 2.3.3 a)
ist fiir jedes xg € I die Abbildung

O VoR", @y (¥):=y(x) eR"
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ein Isomorphismus. Daher gilt:

Y ist Hauptsystem
oVxpel Y(xp)eGL,(R)
oIdxpel Y (xp) € GL, (R)

(Wenn ein solches xo € I existiert, so sind y1, ..., yn linear unabhingig, da ¢, (y1),...,9x, (¥n)
linear unabhéngig sind)

oY:R"—>V, ¢~ Ycistsurjektiv

&Y:R"—V, c~— Ycistinjektiv

f) Sei xp € I, und das Hauptsystem @ = ((pl,...,(pn) : I — M (nx n,K) sei definiert durch
@ (x0) = Ep, d.h. ¢j(x0) = ej := j-ter Einheitsvektor im R". Ist dann y, € R" belie-
big vorgegeben, so ist y = @y, die Losung des Anfangswertproblems y' = A(x) y,
y (x0) = yo. Also: Sind y1,...,yn Losungen von (2.18) und Y = (yi,...,¥s), so gilt:
Y (x) =2 (x)Y (x0).

2.3.5 Satz (Wronskische Determinante) Sind A: I — M (n x n,R) stetig und yy,...,yn: I
R"™ Losungen der homogenen Differentialgleichung y' = Ay und W (x) := det(y1 (x),..., yn ()
fiir x € I, so gilt: W' = Spur A- W, also

X

W (x) = W (xp) exp (f (Spur A(r)) dt (x,x0€1).

0

W (x) heifst die Wronskische Determinante, benannt nach dem polnischen Mathematiker
Graf Hoéné Wronski, 1778-1853, der diese Determinante 1821 einfiihrte.

BeEwEls Sei yj := (Y1,k,...,yn,k)T der k-te Spaltenvektor von W, z; := (yjyl,...,yj,n) der j-te
Zeilenvektor von W. Dann ist nach dem in Lemma 1.5.11 Gesagten:

21
] z1 :
zi_
! Zz : Jll
W=+t o F > | %
_ i=1
nll ] Z].+1
Zn z), )
Zn

Hier ist

n
ajkVk1,- kz QAj,kVk,n
=1

(A1) j-r (Ayn) ) (

n
= Z (ykl) ,J’kn) ]kzk'
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<1 bl
Zj-1 Zj-1
’
=>| Z; |=ajj| zj |=aj;W
Zj+1 2j+1
Zn Zn

= W' = (Spur A) W.

X
:W(x)zW(xo)eXp(f (Spur A(n) dt|. O
X

0

2.3.6 Korollar In Satz 2.3.5 gilt: Die Wronski-Determinante W (x) = det (y; (x),..., y» (1)) ist
entweder konstant = 0 oder nullstellenfrei auf I. Es gilt: y,..., y, bilden ein Hauptsystem
genau dann, wenn fiir alle x € I gilt: W (x) # 0, was genau dann der Fall ist, wenn fiir irgend-
ein xg € I gilt: W (xg) #0.

Bemerkung Eine kunstvolle andere Art der Berechnung von W findet man bei Walter (1976a)
auf S. 112; dabei wird Folgerung 2.3.4 wesentlich benutzt. — Roelcke (1961) schlieBt auf S. 51

reichlich kompliziert mit dem Entwicklungssatz. In beiden Féllen werden die Spalten von

W differenziert, was wegen der Differentialgleichung y; = Ayy nahe liegt, aber die weite-

re Rechnung nicht so transparent macht wie der obige Beweis mit der Differentiation der

Zeilen.

Das Problem der Bestimmung der Lésungen von (2.17) zerfillt in zwei Teile:
(A) Bestimmung einer partikuldren Losung;
(B) Bestimmung eines Hauptsystems von (2.18).
(A) konnen wir 16sen, wenn ein Hauptsystem bekannt ist:

2.3.7 Satz Seien I, A,b wie in Definition 2.3.1 und y\,...,¥n ein Hauptsystem von (2.18).
Dann gibt es zu jeder Losung y von (2.17) stetig differenzierbare Funktionen cy,...,cy: I =R,
so dass y = Z;’zl cjyj. Notwendig und hinreichend dafiir, dass 27:1 cjyj eine Losung von
(2.17) ist, ist die Differentialgleichung

Y. ciyi=b  (aufl) 2.19)
=1

fiir c1,...,¢n G Variation der Konstanten®). Ist Y := (yl,...,yn), co € R" beliebig, xo € I, so
liefert
1 (x) .
cx)=| : |i=co+| Y'Wb®dt (xeD

cp (x) .



84 2 Existenz- und Eindeutigkeitssiitze

eine Losung der Differentialgleichung (2.19) und damit eine partikuldre Losung von (2.17),
und zwar die Losung y = Z;’zl cjyj=Yc.

n

BEWEIS y = Z]:

also wenn

167 Vi ist Losung von (2.17) genau dann, wenn y = Y ¢ Losung von (2.17) ist,

y=Y'c+Yc=Ay+b=AYc+bh,

und das ist genau dann der Fall, wenn Y¢' = b ist (das ist (2.19)), also ¢/ = Y ~!b, das aber
heil3t, dass

X
c(x)=co +f Y'obwdt (xxeD
Xo

mit irgendeinem ¢y € R”. Beachte: Y ! ist stetig (sogar stetig differenzierbar) nach der Cra-
merschen Regel, d.h. £ — Y1 (1) b(r) ist stetig. O

Wir haben also das Problem (A) auf das Problem (B) zuriickgefiihrt. Dieses Problem lédsst
sich allgemein nicht ohne weiteres l6sen (wohl aber im Spezialfall, dass A konstante Koef-
fizienten hat). Aber: Wenn man eine nicht-triviale Losung (z. B. durch Raten) gefunden hat,
so ldsst sich das Problem reduzieren auf ein System von n — 1 Differentialgleichungen mit
Satz 2.3.8.

Bekannt seien p = 1 linear unabhéngige Losungen y1, ..., yp fiir 1 < p < n der homogenen
Differentialgleichung (2.18); wir bilden die Matrix

U
—_———
eM(nxp,R)

wobei U € M(p x p,R) und V € M((n— p) x p,R) sei, und setzen voraus: U ist invertierbar

auf I. Ggf. muss man dazu die Koordinaten von yi,...,y, vorher geeignet nummerieren,

damit diese Voraussetzung (wenigstens auf einem Teilintervall von I) erfiillt ist. Die Matrix
-1 1

(3 é)q) ist invertierbar, und (%,’ 1%) = (_‘l/]U—l F?,,) ist stetig differenzierbar. Daher kénnen

wir die weiteren Lésungen von (2.18) ansetzen in der Form

(U 0} (w) _ Vw4 0\ ( Uw
Y=lv Eg)\z) z) \Vw+z
mit w: I — RP und z: I — RY stetig differenzierbar. Wir formulieren die Differentialglei-

chung y' = Ay um zu Bedingungen an w und z. Bei diesem Ansatz gilt:
o)\’ 0
y = (Yw+ (z)) =Y'w+Yuw + (z') =AY w+ (

Uw ) 2.20)

Vvw' + 7

und zerlegen wir A= (* 8) mit Be M (p x ¢,R) und C e M(q x q,R), so folgt:

0 * B)(0 Bz
Ay—A(Yw+(Z))—AYw+(* C)(z)_AYuH_(Cz)' (2.21)
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Also gilt nach (2.20) und (2.21):

Uw' = Bz,

y =Ay = z d.h.
Vw +z' =Cz

o Ay e w' =U"1Bz,

y=a Z=(C-VU'B)z

Das ist ein homogenes System von nur noch g Gleichungen fiir z, und wenn man die Lésun-
gen dieses Systems bestimmt hat, findet man w aus w’ = U~! Bz durch einfache Quadratur.
Diese Uberlegungen fassen wir zusammen zu

2.3.8 Satz (Reduktionsverfahren von d’Alembert) benannt nach Jean-Baptist le Rond d’Alembert,
1717-1783, franzosischer Mathematiker, Physiker und Philosoph.

Gegeben sei die stetige Funktion A: I — M (n x n,R), und bekannt seien p (1 < p < n) linear
unabhdingige Losungen y\, ..., yn der Differentialgleichung (2.18) mit der Eigenschafft, dass in

(yircnyp)=Y = ((‘i)

mitU e M(px p,R) und Ve M(qx p,R) (q=n-p) gilt: U(t) € GL, (R) fiir alle t € 1. Ferner
sei A= (% B) mitBe M(px q,R) und C € M(q x q,R). Dann erhdlt man genau alle Losungen
y von (2.18) in der Form

[ Uw
Y= WVw+z

mitw: [ — RP und z: I — RY stetig differenzierbar, wenn z, w die Losungen des Systems
{z’ =(C-VU™'B)z
w' =U"'Bz
durchlaufen. (z =0 und w = e; liefert die bekannte Losung y;.)
Ein Beispiel dazu findet sich in Aufgabe 41.

Zusatz (zu Satz 2.3.8) Es seien in der Situation von Satz 2.3.8 z1,...,24: I — RY ein Haupt-
system der Differentialgleichung

Z=(C-vU'B)z
————
eM(qxqR)

und wy,..., wq: I — RP ein zugehoriges System von Stammfunktionen geméR w;C =U 1Bz
fir k=1,...,q und

__ Uwy _
yp+k._(Vwk+Zk) (k=1,...q).

Dann ist y1,..., ¥p, Yp+1s--+» Yp+q = Yn €in Hauptsystem von (2.18).
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BEwEels Angenommen, es seien Aj,...,1, € R und Z” Ajyj=0,d.h.

ifl' -+i/1 ( Uwy )—Y /1.1 +i7‘ ( Uwi
] iYi = PR\ VW, + 21 /1 = PR\ VW + 2
p

M

U 0\|A,| & U wy
= —+ =0.
(V Eq) 0 ];/lpﬂc (Vwk+zk 0

Weiter ist
Uwr \ (U 0)(wg
Vwy+ zp v Eq Zk ’
also

é“’*"(vgﬁzk)_(v Ec,)i ( )

k=1
und wegen der Invertierbarkeit von ([‘f bgq) haben wir

M

A
e z Aok (“’:) ~0. 2.22)

0
= Y k=1 9Ap+kzk = 0, also wegen der linearen Unabhédngigkeit der zx schon A41,...,Ap+q =

An =0. Dann sagt aber (2.22): A; =...= A, =0, also verschwinden alle ;. O

BewEIS (ALTERNATIV) mit Hilfe der Wronski-Determinante: Wir schreiben:

(yl,...,yp;yp+lr""yp+Q): Y’(V Eq)(zl qu))
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mitY = (Y)eM(nxp,R) (UeM(pxp,R),VeM(qxp,R)und W = (wy,...,wq) € M (p x q,R)
und Z = (z1,...,24) € M (g x g,R). Daher ist

det(y1,..., ¥ps Yp+1s---» Yp+q) = detUdet Z #0,

denn U ist nach Voraussetzung invertierbar, und z,..., z4 ist ein Hauptsystem. |

2.4 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

2.4.1 Definition (Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung) Eine lineare Differential-
gleichung n-ter Ordnung in Normalform ist eine Differentialgleichung der Form

Y a1 Oy Va0 Y +a(x)y=b(x) (xel. (2.23)

mit stetigen Funktionen ay,...,a,-1,b: I — R. Ist b = 0, so heilst die Differentialgleichung
homogen, ansonsten inhomogen. Analog fiir C.

Setzt man z:= (y, y’,...,y("‘l))T =(z1,...,2n) ", S0 ist (2.23) d4quivalent zum System

/

z; y
Z/: . = : :A(X)Z+b(x)en
) yrh
)\ (aoy+...+ any™ V) + b
mit
0 1 0 0 0
0 1 0 0
A=
: . . 0
0 0 0o - 0 1
—ap —ay —az -+ —4p-2 —04p-1

Da A und b stetig sind auf I, haben wir sofort
2.4.2 Satz Seien ay,...,an-1,b: I — R stetig.

a) Zuallen xo€ 1, yo,..., yn-1 € R gibt es genau eine (auf ganz I definierte) Losung y: I —
R der Differentialgleichung (2.23) mit y (xo) = Yo, ¥’ (x0) = ¥1, ..., y("‘” (X0) = ¥n-1-

b) Die Menge V der Losungen der homogenen Differentialgleichung
Yy a1y V4 +ay=0 (aufI) (2.24)

bildet einen n-dimensionalen Vektorraum iiber R. Eine Basis von V nennt man ein
Hauptsystem oder Fundamentalsystem der Differentialgleichung (2.24).
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¢) Man erhdlt genau alle Losungen der inhomogenen Differentialgleichung (2.23), indem
man zu einer speziellen (sog. ,partikulédiren”) Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung eine geeignete Losung der homogenen Differentialgleichung addiert.

BEWEIS a) klar nach der Vorbemerkung und Satz 2.3.2.

b) Sei £ der Losungsraum des Systems z’' = A(x) z (A wie oben). Dannist p: V — %, y —
z=(y..., y(”‘”)T ein Isomorphismus. Daher ist die Behauptung klar nach Satz 2.3.3

c) klar O

2.4.3 Satz (Wronskische Determinante) Es seien ay,...,a,-1: I — R stetigund y,...,y, LO-
sungen der homogenen Differentialgleichung (2.24),

1 Yn
yi Vi
W= . )
yin—l) y’(1n—l)

die Wronskische Determinante. Dann gilt:

a) W (x)=—-a,-1(x) W(x), also

X

W (x) = W (xp) exp (—f

0

au—1 (1) dl’) (x,xp€1)

b) y1,...,¥n sind linear unabhdingig genau dann, wenn es ein xy € 1 gibt mit W (xp) # 0,
und das ist genau dann der Fall, wenn fiir alle x € I gilt: W (x) #0.

(n—l))T

BEwels  a) Man betrachte die Bijektion y — z:= (3,)/,...,y zwischen den Lésun-

gen von (2.24) und
Z=AX)z, (A(x) von Seite 87). (2.25)

Dann liefert Folgerung 2.3.4: W' = (Spur A(x)) W = —ap,_1 (x) W, also

X

W (x) = W (xp) exp (—f

0

au—1 (1) dl’) (x,xp€l).

b) y1,...,¥n sind nach Satz 2.4.2 a) und b) linear unabhingig genau dann, wenn es ein
Xxo € I gibt, so dass W (xp) # 0, da das dortige ¢ ein Isomorphismus ist, und das ist
nach der Formel aus a) genau dann der Fall, wenn fiir alle x € I schon W (x) # 0 gilt.O0

Das Problem der Bestimmung der Losungen der Differentialgleichung (2.23) mit stetigen
Koeffizienten ay, ..., a,_1, b zerfillt in zwei Teile:
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(A) Bestimmung einer partikuldren Losung der Differentialgleichung (2.23).

(B) Bestimmung eines Hauptsystems der homogenen Differentialgleichung (2.24).
Die Losung von (A) bei bekannter Losung von (B) ist Thema in

2.4.4 Satz (Variation der Konstanten) Es seien ay,...,a,-1,b: [ — R stetigund y,, ...,y ein
Hauptsystem der homogenen Differentialgleichung (2.24). Dann gibt es zu jeder Losung y der
inhomogenen Differentialgleichung (2.23) stetig differenzierbare Funktionen cy,...,c,: I — R,
so dass

n
y=) ¢jyj- (2.26)
j=1

Beachte: Gleicher Ansatz wie im Falle konstanter Koeffizienten ay, ..., a,—1: siehe Konstrukti-
on 1.5.12! Gleiche Bedingung (2.27) wie in Konstruktion 1.5.12!

Notwendig und hinreichend daffiir, dass (2.26) eine Lésung von (2.23) ist, ist das Bestehen der
Differentialgleichungen

n
Y iy =buub (v=0,.,n-1) (2.27)
=1

fiir c1,...,cp. Die Funktionen ci,...,c, geniigen genau dann den Gleichungen (2.27), wenn
c,...,c, die Form haben

Wi (1)
x WI()

¢ (x) = cjo+(=1)/*" b(tydt  (xel)

mit beliebigem festen xy € I und beliebigen Konstanten cy,...,Cpn,0, Wobei

N Yn
W ¥ T
-1 -1
wo Y
N e Viel o Yiel e Yn
/ / / /
nooe Vi Vi o n
Wj .= . . . .
(n-2) (1-2) (n-2) (n-2)
2 VT YT e

die Wronski-Determinante von yy,..., yn bzw. die Wronski-Determinante der Ordnung n—1
von yi,...,¥j-1,Yj+1,--+» Yn Seien.

Bewers Wir betrachten die Zuordnung

y y{

y Vi
y—2z:= : , yJ — z] = A

(n-1) (.n—l)
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wie oben. yy, ...,y ist ein Hauptsystem fiir (2.24), also z,..., 2z, ein Hauptsystem fiir
Z' = A(x) z+ be,, (A(x) von Seite 87) (2.28)

Nun haben wir: y ist eine Losung von (2.23) genau dann, wenn z Losung von (2.28) ist.
Das ist nach Satz 2.3.7 genau dann der Fall, wenn es stetig differenzierbare Funktionen
Cly...,Cp: I — R gibt mit z = Z;’:lcjzj und Z;’:lc}zj = be,. Unter Verwendung obiger
Zuordnung heillt das: Es gibt stetig differenzierbare Funktionen c;,...,c;: I — R mit y =
Z;’Zl cjyj und ijl c}y;.v) =0y p-1b fir v=0,...,n—1. Das hier auftretende lineare Glei-
chungssystem fiir die c} hat die Determinante W (x), und da y;,..., y, linear unabhéngig
sind, ist W (x) nullstellenfrei, d. h. man kann c}, ..., c;, mit der Cramerschen Regel ausrech-

nen. Sei

n e Yi-1 0y . Yn
vy y}_l 0 y}H e Y
Ci=| . : : . R
= o » »
T e B I
Dann ist c}. (x) = 51;83 fir x€ I und j =1,...,n. C; ldsst sich bequem berechnen durch

Entwicklung nach der j-ten Spalte:

»1 Yj-1 Yij+1 Yn
n o Yig Vi - .
Cj () = (~1)J*" ! a b(x) = (=D W; (1) b(x).
S U B [ B

Ergebnis: y ist Losung von (2.23) genau dann, wenn y = 27:1 cjyj, wobei cy,...,cp: I >R
die Form
* Wi (1)

il L pwdt (xel, xgeIfest)

GO=cor EDTR W

haben mit ¢;o €R fiir j =1,...,n. O

Zusatz Fiir jedes xg € I ist

n

yo=Y ((—1)”"

j=1

Wj(l‘)
x WD)

b (1) dt) Vi (x) (xel)

eine partikuldre Losung von (2.23).
2.4.5 Beispiel Sei n =2, y1,y, ein Hauptsystem der Differentialgleichung

V'+ary +apy=>b (2.29)
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mit stetigen ag, a;, b: I — R. Dann ist W) (x) = y» (x) und W (x) = y; (x), also ist

* 1 (8)
w0 W (1)

* o (1)
x W)

n@ y200)

:f 1(x) y2 (%) bt d
Xo W (1)

y(x):= (— b(t)dt)y1 (x)+( b(t)dt)yz (x)

eine spezielle Losung von (2.29). Hier ist noch bekannt aus Satz 2.4.3:

t
W(t) = W(to)exp(—f a (s) ds),
fo

so dass alles elementar berechenbar wird: Fiir beliebige xo, ty € I ist

X

t
y(x) = (11 () y2 () = y2 (&) y1 (x)) exp U a (s) dS) b(r)dt
1

1
W(t()) Xo 0

eine partikuldre Losung von (2.29).

Nun wollen wir mit der Bestimmung eines Hauptsystems fiir (2.23) auch Problem (B) ange-
hen. Wie bei Systemen lésst sich Problem (B) nicht allgemein 16sen (wohl aber z. B. im Falle
konstanter Koeffizienten!). Daher bietet sich das Reduktionsverfahren von d’Alembert aus
Satz 2.3.8 an. Wendet man aber dieses Verfahren an auf das System (2.28), das zur Diffe-
rentialgleichung (2.23) in Normalform (d. h. Koeffizient 1 bei y(")) gehort, so wird man auf
Systeme gefiihrt, die nicht mehr die spezielle Gestalt (2.28) haben, d. h. die nicht zu linearen
Differentialgleichungen der Ordnung g in Normalform geh6ren. Daher bietet sich folgende
Variante des fritheren Reduktionsverfahrens von d’Alembert an:

2.4.6 Satz (Reduktionsverfahren von d’Alembert) Es seien ay,...,a,—1: I — R stetig, und
y1: I — R sei eine nullstellenfreie Losung der Differentialgleichung (2.24). Vermége y = y1v
entsprechen die Losungen y von (2.24) bijektiv den Lésungen v von

v 4 b v V4 bV =0, (2.30)
wobei
bj(x) = L i i,a,-(x)yfi‘f)(x) (j=1,...n-1, an:=1). 2.31)
y1(x) i=j\J

Ist wy,..., wy—1 ein Hauptsystem der Differentialgleichung
w Vb, w4 tbw +bhw=0, (2.32)

und sind vy, ..., v,—1 Stammfunktionen von wy,..., Wy_1, SOISt Y1, Y2 := V1 Y1), ¥n = Un—1)1
ein Hauptsystem von (2.24).
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Beweis Wir setzen y = y; v und haben mit a,, := 1:

M=

i=0 0 j=0

1

3 )y ({)aiyl(i—j)
j=0  i=j\J

Der Summand fiir j =0 ist

n .
b3 a =0,
i=0

—_——
=0

da y; Losung von (2.24) ist, also beginnt obige Summe erst mit j = 1. Weiter ist der Beitrag
fiir j = n gleich

n —
vm)(ﬂ)%)’i" M=vMy,

so dass wir wegen der Nullstellenfreiheit von y; mit b, := 1 haben:
n . n .
YaiyP=yn) ij(])-
i=0 j=1

Damit ist die Bijektion zwischen den Losungen von (2.24) und (2.30) klar. Seien nun wy, ..., w,—1
ein Hauptsystem von (2.32), vy,...,v,-1 Stammfunktionen von wy,...,w,—;. Dann sind

Y1, Y2:= V1)1,..., Yn := Up-1)1 LOsungen von (2.24). Angenommen, 3 j—; nAjyj=0mitAy,..., A €
R. Abspalten des Faktors y; und Division liefert:

n
AM+) Ajvj_=0. (2.33)
j=2

Wir differenzieren und erhalten 27:2 Ajwj-1 =0. Aber wy,..., w1 bilden ein Hauptsys-
tem, folglich sind A, =...,A;, = 0 und wegen (2.33) auch 1; = 0. Also sind jy,...,y, linear
unabhingig und somit ein Hauptsystem. O

Damit ist Problem (B) auf das Auffinden einer Lésung der homogenen Differentialgleichung
reduziert. Dafiir gibt es kein patentrezept, aber oft fithrt geschicktes Raten und Probieren
zum Ziel. . . Beispiele dazu finden sich bei Heuser (1995a), S. 255ff

2.4.7 Beispiel Sei n =2. Ist y; eine Losung von

V' +ary' +agy =0, (2.34)
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und ist y; nullstellenfrei auf I, so ist im Sinne von (2.31)

by (x) =

2 .
y l(x) Z ia;(x) yi’_l) (x) (az =1
1 i=1
1 /!
= (a1 (x0) y1 (0) +2y] (%))

/

)
;= ay (x) + (log y? (1))

Beachte: Hier miissen wir log yf nehmen und nicht 2logy;, da y; negativ sein kann. Die
Differentialgleichung (2.32) lautet nun w’ + b; (x) w = 0, und diese hat die Lésung

X
wi (x) = exp (co — f by (1) dt) (co konstant, x € I, xg € I fest)
Xo

2.31) *

= Coyl_2 (x) exp (—f
X

0

ay (1) dt)

mit einer Konstanten Cy # 0. w; hat die Stammfunktion

X

vl(x):C1+f wy (1) dt

Xo

mit einer Konstanten C; und xy, x wie oben, und wir erhalten das Hauptsystem y1, y» :=
v1)1. Auf die Werte der Konstanten Cyp # 0 und c; € R kommt es dabei iiberhaupt nicht an.
Probe der Differentialgleichung:

Y2=1nn

/ ! / /
Yo=i1tniy;=wiyi1t+ 1y

oo / I "o / "
Vo =wiyi+wny + vy Hviy) = wiy 2wy iy,

Also ist

1! ! I / / !
Yy +avys+aoys = vi (y) + ary) + aoyr) +2w1y; + wyy1 + awi 1

~ v

=01

/ 2y
=yn|w;+ d1+y— w1
1

=h,
=0

2.4.8 Beispiele  a) y’+ y=0. Wir kennen die Losung y; (x) = cosx. Wir betrachten diese

Losung im Intervall I = |-Z, Z[; dort ist y; nullstellenfrei. Nach Beispiel 2.4.7 finden
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wir eine linear unabhingige Lésung y» in der Form y» = v;y;, wobei v; Stammfunk-
tion von w; ist und w; Losung von w' + by (x) w = 0. Hier ist a; (x) =0, also

/

¥y (%)
n (x)
wy (x) = C_y;? (x) = Cy

X 1
vl(x)zf Co 5 dx = Cytanx+ C;.
x, COS*X

/
’

b (x)=a; (x)+2 = (logcos® (x))

cos?x’

Wir wihlen Cy =1, C; = 0; dann ist v; =tanx, y» = v1); = sinx, und wir haben das
wohlbekannte Hauptsystem (zunéchst nur auf I, aber die Funktionen sind auf ganz R
ein Hauptsystem.)

b) Wir betrachten die Differentialgleichung y” — y'cos x + ysinx = 0 mit I = R. Eine L6-
sung ist y; (x) = e~ fiir x € R. Dazu gehort

/

¥ (X)
b1(x)=a; (x)+2 = —-CO0SX+2C0SX=COSX,

y1(x)

und ebenso fiir w: w' + cos xw = 0, spezielle nicht-triviale Losung dazu: w (x) = e~ 5"~

mit Stammfunktion v (x) = [, ;f) e sl dr Das gibt das Hauptsystem

sinx

J’l(x):e ’
X

Yo (x) =y (x)v(x) :f pSinx—sint g,

Xo

2.5 Stetige und differenzierbare Abhangigkeit der Losungen

2.5.1 Satz Es seien G c R"*! ein Gebiet, f: G — R" stetig und beschréinkt: |f| < K auf G,
ferner gelte die Lipschitz-Bedingung

[fw-fxv|,<Clu-vls,

fiir alle (x,u), (x, v) € G mit einem C > 0. Die Funktionen y,j: I — R seien stetig differenzier-
bar mit Graphy c G, Graphy c G, y(xo) = yo, ¥ (%0) = Jo mit xo,%0 € I, yo, o € R", und es
gelte mit gewissen €,€ = 0:

Iy - f(xym)],<e
17 @-fryw)|,<é  xeD.

Dann gilt:

E+E

”J/(.X') - J7(JC) ”2 < T (eClx—xol - 1) + ((K-l-é‘) |.X'() — .f0| + ”y() - }70 ”2) eCIx—xol
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Spezialfille:

a) y' = f(x,¥), xo = %o, Yo = Jo. Dann ist
||y(x)—j/(x)||2<%(eclx_x"'—l) (xel

b) y' =f(xy), 7 =f(x 7). Dann ist
ly 0 =9 @], < (Klxo = 2ol + o= ol ) e ™ (xeD

(Lipschitz-stetige Abhédngigkeit von den Anfangswerten)

Bewers Setze z:= y—y. Dann gilt:

Iz (xo)ll2 < || 1y (x0) = 9 (Ro) ||, + || 9 (Ro) — 7 (x0) ||,

Xo
=||y0—j/0||2+f 9 (1) dt
Xo 2
560 550
<||yo—f/o||2+f (' O-f(6y®)dr +f f(ty®)dt
Xo - ~ 4 Xg N——r
-l <& 2 -l <K )

< |lyo =0, + (K +8) Ix0 = Zol.

Das ist die Behauptung fiir x = xo.
Sei nun x € I, x > xp. Ist z(x) =0, so ist die Behauptung klar. Sei also z(x) #0,

c:=min{te[xg,x]:z(s)#Z0 Vselt x]}.

Ist ¢ > xo, so ist z(c) = 0. Also gilt stets: |z (c)ll2 < |z (x0)ll2. [Izll2l1¢,x ist stetig differenzierbar

mit ||z||’2 = <||Zz’ﬁ;>, und die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert:
llzl5| < |||,  auflc,xl.

Nun gilt fiir ¢ €]c, x]:

12llz (0] < [’ @, = |ly' @ -5 @,

<e+é+|f(Ly®)-f(6yw)],
<e+é+Cllyn-p@|,
=e+&+Cllz(Dl32,

alsogiltfir c<d<xwegen z(t) Z0fird< t< x:

X ’ f x / t X
[ o) < [ ROl e [Mare
d

d €E+E+ClzD, a E+E+Clz(Dl2
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und somit

1 E+E+Cllz(x)|2

cl®crerCle@ly| S

’

d.h.

e+2+ClzWlla<(e+&+Clz(d)ly) et 9,

d.h. furd | x:
e+E+Clz(Mz<(E+E+Clz©ON2)e“Y 9 < (e+&+Cllz(x)lly) eCF

Das aber bedeutet:

e+¢ _ -
lz(0)l2 < T(ec(x %) 1) + |z (x0) [l €€
e+E€ _ . R A )
< (€ — 1) + (K +8) |x = Zol + || 0 — Jo | ) €~
Das gilt also fiir alle x € I, x > x¢. Analog fiir x < xp. .

2.5.2 Beispiel (Differentialgleichung des mathematischen Pendels) In Beispiel 0.2.7 hat-
ten wir die Differentialgleichung

. _ /8
sing (w. é)

kennen gelernt. Fiir kleine ¢ approximiert man sin¢ = ¢ und lost statt der wahren Dif-
ferentialgleichung die Niherungsgleichung 1 = —w?vy, die eine harmonische Schwingung
beschreibt. Wir grol3 ist der Fehler in den Losungen? Wir nehmen als Anfangsbedingung
to =0, ¢ (0) =y (0) =0, ¢ (0) =9 (0) = o und schreiben um auf Systeme:

r=l)=Ga) G-

)L e

N 1!’ — 372
7= ()=t

1
19/~ £, = (051 +a?singn)'| =07 |31 —sin .

..__g . _ 2
¢==,sing=-ow

No

Wir kennen aber y: v () = %sinwt firteR, d.h. y,(8) = ;sinwt,

y-r(6ym)|, =w2|sin(% sinwt) - %sinwt|
3

wzl'@sinwt'sslmo' =,
M w 6 w
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falls |Z)—°| <1, t€R, denn eine alternierende Reihe mit monoton abnehmenden Gliedern ist
betragsmillig hochstens so grofd wie der Betrag des ersten Terms.
Lipschitz-Bedingung:

_ Uy _ U2
||f(t,u)—f(t,l/)”2— (_wzsinul) (—wzsinm) 2

(NI

2
= | w? (sinuy —sinwv;) + (up — 1/2)2
N— ———

=(u;—vy) cosg

D=

< (0* (ur = v1)? + (U2 — 12)?)
<Cllu-vl,
mit C:= max(l,wz). Wir befinden uns im Spezialfall Satz 2.5.1 a), so dass gilt:
3

|10l
w

ol < Ml L an
ly-y@,<z==5 " -1)<

Clt
2] e,

[N

denn nach dem Mittelwertsatz ist e* — 1 < xe* fiir x = 0.
Ergebnis: Fiir | 22| <1 gilt mit C := max (1,w?):

3
’(p(t)—%sinwt'sé%ltlecltl (teR).

Die Bewegung des Pendels ist also (wenigstens fiir kleine Zeiten bzw. kleine Werte von 7y,
also kleine Ausschlédge, ndherungsweise harmonisch.

Nicht nur in Abhéingigkeit von den Anfangswerten sind die Losungen des Anfangswertpro-
blems y' = f(x,y) mit y(xo) = yo stetig. Man kann sich vorstellen, dass auch f noch stetig
von weiteren Parametern abhédngt. Beschreibt die Gleichung z. B. die Bewegung eines Sys-
tems von Massenpunkten, so werden die Massen solche Parameter sein. In der Praxis sind
sie nur bis auf unvermeidliche Messfehler genau bekannt, und fiir den Mathematiker ergibt
sich die nahe liegende Aufgabe zu zeigen, dass kleine Anderungen in den Parametern nur
zu kleinen Anderungen in der Lésung des Anfangswertproblems fiihren. Das ist in der Tat
der Fall:

2.5.3 Satz Sei in der Situation von Satz 2.5.1 zusditzlich die Funktion f stetig abhdngig vom
Parameter A fiir |11 — Apll, < ¢ (c > 0), und gelte die Lipschitz-Bedingung bzgl. y gleichmdifsig
in bezug auf A, d. h.

If e w,2) = f x|, <Cllu-vl,

fiir alle (x,u), (x,v) € G, 1A= Aoll < c. Dann héingt die Losung y; (-; X0, yo) des Anfangswert-
problems y' = f (x,y,A), y (x0) = yo stetig ab von (xo, Yo, A).
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Der Beweis verlduft dhnlich wie bei Satz 2.5.1 und kann nachgelesen werden bei Coddington
und Levinson (1998) in Theorem 7.4 auf S. 29. Dort wird sogar eine prizisere und schirfe-
re Aussage bewiesen als Satz 2.5.3. Der Beweis stiitzt sich aber nicht auf die Methode von
Satz 2.5.1 sondern benutzt die Methode der sukzessiven Approximation. Noch etwas allge-
meiner steht die Sache bei Walter (1976a) auf S. 93 als ,Satz {iber stetige Abhéngigkeit“, und
ein dhnlicher Satz steht bei Heuser (1995a) auf S. 144 als Satz 13.1. Bei Knobloch und Kappel
(1974a) steht im wesentlichen unser Spezialfall b) von Satz 2.5.1, allerdings in einem Punkt
wesentlich allgemeiner und daher sehr technisch.

Neben der stetigen Abhéngigkeit von den Anfangswerten interessiert auch die Frage nach
der Differenzierbarkeit der Losungen nach den Anfangswerten und entsprechend die Frage
nach der differenzierbaren Abhéngigkeit von eventuellen weiteren Parametern. Dabei wird
man natiirlich annehmen, dass f nicht nur stetig ist und einer Lipschitz-Bedingung geniigt,
sondern dariiber hinaus auch hinreichend oft differenzierbar ist.

2.5.4 Satz Es seien G < R"*! ein Gebiet und f: G —R", (x,y) — f(x,y) sei stetig und bzgl. y
stetig (partiell) differenzierbar. Dann geniigt f lokal einer Lipschitz-Bedingung bzgl. y nach
Satz 2.2.2, also gilt Satz 2.2.7. Fiir (xo,y0) € G sei y(+;Xo,y0) die eindeutig bestimmte Li-
sung des Anfangswertproblems y' = f(x,y), y (xo) = yo mit maximalem Definitions-Intervall
1(x0,y0) und

x
D::{(xo) : xel(xo,yo)}c[R{'”z.
Yo

Dann ist D c R"*? offen, und die Funktion

x
D> (xo) — y(x, X0, y0)
Yo

ist auf D stetig partiell differenzierbar.

Bewers Dies und noch mehr wird bewiesen bei Knobloch und Kappel (1974a), und zwar die
Offenheit von D als Satz 3.1 auf S. 122, die Differenzierbarkeit und der Rest als Satz 3.2 auf
S. 125. Vgl. auch Walter (1976d) und Arnold (1979). Satz 2.5.4 steht auch im wesentlichen
bei Stepanov (1976) auf S. 291 bzw. S. 296 (hohere Ableitungen). Ein allgemeinerer Satz, der
zusitzlich die Differenzierbarkeit nach Parametern beinhaltet, steht als Theorem 7.5 auf
S. 30 bei Coddington und Levinson (1998). Ein einfacher Satz iiber Differenzierbarkeit nach
einem Paramter steht bei Heuser (1995a), S. 145 und Stepanov (1976), S. 294. Ein allgemeiner
Satz iiber differenzierbare Abhingigkeit von Parametern steht bei Walter (1976c¢). Eine sehr
gute Darstellung des Themas gibt Knobloch und Kappel (1974b). O

2.6 Trennungs-, Vergleichs-, Oszillations- und Amplitudensatz

Ziel wird die genauere Untersuchung der Eigenschaften der Losungen linearer Differential-
gleichungen 2. Ordnung sein.
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2.6.1 Beispiel Die Differentialgleichung y” + y = 0 auf R hat das Hauptsystem y; (x) = cosx,
¥2 (x) = sinx fiir x € R. Diese Funktionen haben bekanntlich folgende Eigenschaften:

a) y1,¥2 haben hochstens abzidhlbar viele Nullstellen. Jede Nullstelle ¢ ist einfach (d. h.
yj und y} haben keine gemeinsame Nullstelle), und die Nullstellen hdufen sich nicht
in R.

b) Die Nullstellen von y;, y» ,trennen sich®, d. h.: zwischen je zwei aufeinanderfolgenden
Nullstellen von y; liegt genau eine Nullstelle von y, und umgekehrt.

Dies ist ein Spezialfall eines allgemeinen Sachverhalts:

2.6.2 Satz (Sturmscher Trennungssatz) benannt nach Charles Sturm, 1803-1855, schweizer
Mathematiker.

Es seien ag, a;: I — R stetig. Dann gelten fiir die Losungen der homogenen Differentialglei-
chung

Vitar )y +ao(0y=0  (aufl) (2.35)
folgende Aussagen:

a) Ist y # 0 eine Losung von (2.35), so hat y hdochstens abzdhlbar viele Nullstellen. Die
Nullstellen sind sémtlich einfach und haben keinen Héufungspunkt in I.

b) Die Nullstellen zweier linear unabhdngiger Losungen y1, y» von (2.35) trennen sich.

Beweis siehe Heuser (1995a), S. 329.

a) Sei ¢ € I Nullstelle der Losung y: I — R, y # 0. Dann ist ' (¢) # 0, denn sonst wire ja y
Losung des Anfangswertproblems bestehend aus der Differentialgleichung (2.35) mit
y (&) = y' (&) = 0. Dieses Anfangswertproblem hat aber nur die triviale Losung y = 0
nach Satz 2.4.2 a). Also ist ' (¢) # 0, ¢ eine einfache Nullstelle.
Angenommen, die Nullstellen hdufen sich in x( € I: Dann gibt es eine Folge von Null-
stellen ¢, € I mit &, 7, X, ¢n # Xp fiir alle n € N. Dann ist y (xg) = lim,_. ¥y (£5) =0,
Y (x0) = limy o HEp=LE0)
¥ (xo) =0 ist y' (x0) #0.
Die Menge der Nullstellen ist abzéhlbar (ggf. endlich oder leer): Sei K I ein kompak-
tes Teilintervall. Da sich die Nullstellen nirgends in I haufen, hat jeder Punkt a € K
eine offene Umgebung U,, in der keine Nullstelle ¢ # a liegt. K ist kompakt, folglich
gibt es ay,...,a;, € K, so dass K c Uf/”zl U,,. K enthilt daher hochstens endlich vie-
le Nullstellen, denn ist £ € K eine Nullstelle, so gilt: ¢ € {ay,..., an,}. Damit enthélt I
hochstens abzédhlbar viele Nullstellen von y.

= 0. Das aber ist ein Widerspruch, denn wegen y # 0 und

b) Sei nun y;, y» ein Hauptsystem von (2.35), und seien &;,¢2 zwei aufeinander folgende
Nullstellen von y», 1 < ¢ —2. Wir wissen:

1 x) y2 (%)

W(x) = Vi) @)

(xel)
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ist nullstellenfrei auf I. OBdA gelte W (x) > 0 fiir alle x € I (anderenfalls ersetze man
y1— —y1). Dann ist W (&;) = y1(&;) v (&) > 0 fiir j =1,2. OBdA diirfen wir anneh-
men: y, (£1) > 0 (sonst: y; — —y1, y2 — —J2). ys ist stetig differenzierbar, es gibt also
ein 6 >0, so dass y, auf [{; —§,¢; + 01N [ streng monoton wachsend ist, also y» (£) >0
fiir t €1&,61+0]1N1 # @. Wire nun auch yé (&2) > 0, so hitten wir die Existenz ei-
nes 61 >0, so dass y» auf [{2 —01,¢2 + 1] N I streng monoton wachsend wére, insbe-
sondere also y» (s) < 0 fiir s € [§2 —61,& —2[ N I. Wahlen wir solche s, t, so haben wir
&1 <t < s< &, und nach dem Zwischenwertsatz liegt eine weitere Nullstelle von y»
zwischen t und s: Das aber ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass ¢; und ¢&;
aufeinander folgende Nullstellen seien. Demnach ist yé (€é2) <0 (der Fall yé €2)=0
scheidet nach a) aus). Nun haben wir y; (£1) y5 (£1) >0, 5 ($1) >0, also y; ({1) >0 und
ebenso y; ({—2) ¥, (£2) >0 und y, (&) <0, also y; (£2) < 0. Nach dem Zwischenwert-
satz liegt zwischen ¢; und ¢, mindestens eine Nullstelle x; von y;. Gébe es eine zweite
Nullstelle x, # x; von yj, &1 < X2, X1 < &2, so gidbe es (gleicher Schluss wie oben mit
x1,%2 und y; an Stelle von &1,¢, und y,) zwischen x; und x, eine Nullstelle von y»,
was zu einem Widerspruch fiihrte. O

Im folgenden legen wir lineare Differentialgleilchungen zweiter Ordnung nicht in Nor-
malform

y'+ary +aoy=>b (2.36)
mit stetigen ag, a1, b: I — R zugrunde sondern in etwas anderer Form:

2.6.3 Lemma (Aquivalente Umformulierung von (2.36)) Jede lineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung in der Normalform (2.36) ist 4quivalent zu einer Differentialgleichung des

Typs

(py) +ay=r (2.37)
mit stetigen p, q,r: I — R, p > 0 stetig differenzierbar.
BewEis (2.37)—(2.36) (2.37) besagt: py” + p'y' + qy = r, also wegen p > 0:

!/
1 p !/ q r
y+—=y+-y=-—
p p p
und hier sind alle Koeffizienten-Funktionen stetig, da p stetig differenzierbar ist.

(2.36)—(2.37) Gegeben sei (2.36), F eine Stammfunktion von a; (diese existiert, da a, stetig
ist). Mit p:=el, q:= age’, r:= bel sind p, g, r stetig, p > 0 stetig differenzierbar und

(py) +ay-r=e"y'+e'my +e"ayy—e'b=e"(y' +ary' +aoy-b),

d. h. wenn (2.36) gilt, so gilt (2.37) mit den angegebenen p, q,r. O
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2.6.4 Satz (Lagrangesche Identitiit) Es seien p: I — R stetig differenzierbar, p >0, q: I — R
stetig, Lu:= (pu' )' + qu, falls u: I — R zweimal differenzierbar ist. Sind u,v: I — R zweimal
differenzierbar, so gilt:

_4d = 4
uLv vLu—dx(p(uv vu))—dx(p W (u,v)),

wobei W (u,v) = | .| die Wronskische Determinante von u und v bezeichne.

Beweis Nachrechnen:

uLv—vLu=u(pv"+p'v'+qv)-v(pu"+p'u' + qu)

=p(uv"—vu")+p' (uv' - vu) 0
d
— (o - ).

2.6.5 Satz (Sturmscher Vergleichssatz) Es seien p: I — R stetig differenzierbar, p >0, q1,q2: I —
R stetig und g» < q1 auf I. Ferner seien u # 0 eine Losung von

(pt) +qru=0  (aufl) (2.38)
und v # 0 eine Losung von
(pv) +qav=0  (aufl). (2.39)

Dann liegt zwischen je zwei aufeinander folgenden Nullstellen von v (siehe Satz 2.6.2 a)) min-
destens eine Nullstelle von u. Achtung: Es wird nicht behauptet, dass v iiberhaupt Nullstellen
hat!

Bewers Es seien x; < x» zwei aufeinanderfolgende Nullstellen von v. OBdA diirfen wir an-
nehmen: v (x) > 0 fiir x; < x < x2. Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann ist u (x) # 0
fiir x; < x < x», also darf oBdA gleich angenommen werden, dass u(x) > 0 fiir x; < x < x».
Nun multiplizieren wir (2.38) mit v und (2.39) mit u, setzen Lw := (pw')'+ g, w, und erhalten
durch Subtraktion der ersten Gleichung von der zweiten:

(u(pv) + qeu) = (v (pu) + qruv) = u(pv') v (pul) + (g2~ q1) uv
=uLv-vLu+(q2—q1)uv

SatZ:2.6.4%(p(uvl_Uu/))+(q2—q1)uvzo

Integration iiber [x1, x»] liefert:

X2

f (g1 - g2) uvdx=[p(uv' —vu)] = p L) ulx) v' (x2) - p () ulx) v' (x1),

X \.—V—./
' >0auf]xy,x,[
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da v (x;) = v(xp) = 0. Nach unseren Normierungen ist das Integral positiv, also:
p (x2) u(x2) V' (x2) = p (x1) u(x1) v’ (x1) > 0. (2.40)

Hier ist v’ (x;) # 0 # v/ (x2), da nach Satz 2.6.2a) die Nullstellen einfach sind, und wegen
v(x1) = v(xp) =0 und vl 5 > 0 folgt: v'(x1) > 0 und v'(x) < 0. Weiter ist p(x;) > 0,
p(x2) >0und u(x;) =0, u(x2) = 0. Daher ist

p (x2) u(x2) V' (x2) — p (x1) u(x1) V' (%) <0,

>0 =0 <0 >0 =0 >0

und das steht im Widerspruch zu (2.40). Folglich hat u eine Nullstelle in ] x;, x2[. O

2.6.6 Beispiel Die Differentialgleichung y” + y =0 (g; = 1, I = R) hat die nicht-trivialen L6-
sungen u(x) = Acos(x+a) mit A,a € R, A# 0, und diese Losungen haben Nullstellen im
Abstand 7.

Fiir 0 < w < 1 hat die Differentialgleichung y" + w?y = 0 (g2 = w? < qi1, I = R) die nicht-
trivialen Losungen v (x) = Bcos (wx + f) mit B, B € R, B # 0. Diese Losungen haben Nullstel-
len im Abstand 7 > 7. Also liegt zwischen je zwei aufeinander folgenden Nullstellen von v
mindestens eine Nullstelle von u (evtl. liegen auch mehrere Nullstellen von u zwischen zwei
aufeinander folgenden Nullstellen von v).

Fiir w = 0 hat die Differentialgleichung y” =0 (g2 = 0 < g1, I = R) die nicht-trivialen Lésun-
gen v(x) = ax+ b mit a,b € R, (a,b) # (0,0), und keine dieser Losungen hat zwei Null-
stellen. Dann liefert Satz 2.6.5 keine Information. Ahnlich ist die Lage fiir y” — w?y = 0
(w >0, g» = —w? < q1, I = R). Hauptsystem ist e“*, e"“*, und eine nicht-triviale Losung
v(x) = ae®* + be™®* mit a,b e R, (a,b) # (0,0) hat fiir a =0 oder b =0 gar keine Nullstelle.
Fiir a # 0 # b kann a > 0 angenommen werden, und fiir b < 0 ist dann v wachsend und hat
genau eine Nullstelle, d. h. auch hier liefert Satz 2.6.5 keine Information.

2.6.7 Beispiel (Die Nullstellen der Besselschen Funktionen) Die Differentialgleichung
xzy"+xy'+(x2—v2)y=0 (2.41)

heil3t die Besselsche Differentialgleichung, benannt nach dem Astronomen, Mathematiker
und Geodéten Friedrich Wilhelm Bessel, 1784-1846, der 1838 die Parallaxe von 61 Cygni be-
stimmt hat und damit einen fundamentalen Beweis der Richtigkeit des kopernikanischen
Systems erbrachte. Normalerweise betrachtet man die Besselsche Differentialgleichung auf
C und ldsst auch komplexe v zu. Die Losungen sind genau bekannt; fiir sie gelten zahlrei-
che Formeln, die man bei Bedarf (neben vielen anderen) nachsehen kann bei Magnus u. a.
(1966). Wir diskutieren (2.41) nur in R und setzen voraus:

vz=0, x>0. (2.42)
Substituiert man

i VE-y, (2.43)
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so ist (2.41) dquivalent zu

also

" 1—4v?
U+ |1+ u=0. (2.44)
4x2
1

u=xzy,

P 1,

u==-x"zy+xzy,
W'=—-x"Ty+x 2y +x2y"

I 1-4v? 1, -1, 1 _3 x2-v? 1 _s
u +|1+ u=x2y +x 2y—Zx 2y+ x2y+Zx 2y

= x72 (2y" +xy + (2= 2)y).

Da u und y dieselben Nullstellen haben, betrachten wir die Differentialgleichung (2.44),
denn sie hat unsere Standardform (2.37), die wir in Satz Satz 2.6.5 zugrunde legen. Wir
unterscheiden die drei Félle: 0<v<3,v=1 undv> 3.

Osv< % :Esgilt gp:=1<1+ 1_x42"2 =: q fiir alle x > 0. Daher liegt der Vergleich mit der
Differentialgleichung
V'+v=0 (g2=1) (2.45)

v>35e

nahe: Nicht-triviale Losungen von (2.45) sind die Funktionen v (x) = sin (x — ¢) fiir x €
R, wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist, und diese haben die Nullstellen ¢+ kx mit
k€ Z. Satz 2.6.5 liefert: Fir 0 < v < % hat jede Losung y # 0 der Differentialgleichung
(2.41) in jedem Intervall der Form 0 < ¢+ kn < x < ¢+ (k+ 1) 7 fiir beliebiges ¢ € R und
k € Z mindestens eine Nullstelle. D. h.: Jede Losung y # 0 von (2.41) hat im Falle 0 <
V< % unendlich viele Nullstellen, und aufeinander folgende Nullstellen haben immer
einen Abstand < 7. Heuser (1995a) gibt auf S. 332 an, dass der Abstand aufeinander

folgender Nullstellen fiir 7 — co gegen 7 konvergiert.

: Dann lautet (2.44) einfach: u” + u = 0, d. h. die Differentialgleichung ist elementar

und hat die nicht-trivialen Losungen u = Asin(x—¢) mit A # 0 und ¢ € R. Im Falle
V= % haben aufeinander folgende Nullstellen jeder nicht-trivialen Losung y von (2.41)
den konstanten Abstand 7.

1-4v2

4x?

dem ersten Fall sind jetzt aber die Rollen vertauscht, da g, = 1+ %, g1 =1.Satz 2.6.5
liefert: Zwischen je zwei aufeinander folgenden Nullstellen jeder nicht-trivialen Lo-
sung y von (2.41) liegt mindestens eine Nullstelle von v (x) = sin(x—¢), also min-
destens eine der Zahlen ¢ + km mit beliebigem ¢ € R und k € Z. Sei nun ¢ € R. In

Nunist g =1+

< 1= g1, und wir vergleichen (2.44) mit v” + v = 0: Gegeniiber
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|90, o + 7| hat dann v (x) = sin(x — o) keine Nullstelle. Also kann y in g, o + 7]
keine zwei Nullstellen haben. Im Falle v > % haben aufeinander folgende positive
Nullstellen einer nicht-trivialen Losung von (2.41) also stets einen Abstand = . Die
Existenz von Nullstellen im Fall v > L wissen wir bisher nicht; sie folgtso:Sei0<a <1

2
fest; man denke sich a dicht bei 1. Wegen 1 + 1;;‘;2” £ Xmoo,

i—;"z = g fiir alle x = xp. Die Differentialgleichung

1 gibt es zu a ein xp > 0, so

dass g2 =a? <1+
V' +a’v=0 (2.46)

bietet sich jetzt zum Vergleich an: Zwischen je zwei Nullstellen der nicht-trivialen
Losung v (x) = sin(ax—¢) von (2.46) liegt mindestens eine Nullstelle jeder nicht-
trivialen Losung y von (2.41). Die Nullstellen sind hier die Zahlen é ((p + kn) firkez,
diese haben den Abstand 7. Insbesondere existieren also fiir jedes solche y unendlich

viele Nullstellen 0 < ¢ <és <...< &, <..., wobei &, ks
obigen Resultat folgt fiir alle hinreichend groen n:

oo, und zusammen mit dem

T
<1 —En < po

Da hier «a beliebig dicht bei 1 liegen darf, folgt: Fiir v > % hat jede nicht-triviale Lésung
y von (2.41) unendlich viele Nullstellen 0 < ¢; <éy <... <&, <..., &y damdac
gilt: $pv1—En 2 .

oo, und es

In Satz 2.6.5 braucht die Losung v gar keine Nullstellen zu haben, und dann liefert der
Satz keine Aussage. Der folgende Satz 2.6.8 gibt ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz
unendlich vieler Nullstellen:

2.6.8 Satz (Oszillationssatz) Es seien I = [a,oo[ und p, q wie in Satz 2.6.4, und es gelte: ¢ >0

auf 1, [° % und [7° q(x) dx divergieren. Dann ist jede nicht-triviale Losung der Differen-

tialgleichung (pu’ )' + qu =0 (auf 1) oszillatorisch, d. h. hat unendlich viele Nullstellen. Nach

Satz 2.6.2 bilden also die Nullstellen eine monoton wachsende Folge a<¢{; <z <...<¢{, <
v én 272, 0o, alle Nullstellen sind einfach, u oszilliert.

Bewers Heuser (1995a), S. 334f. Wir setzen v:= pu/; dann ist v’ = (pu/)' = —qu, d.h.

I I A

Fiir jedes ¢ = a ist

u (&) 0
[vo) o)

denn das lineare System (2.47) hat nur die triviale Lésung mit dem Anfangswert (:‘Eg)

(6),

und nach Voraussetzung ist u # 0. Wegen (2.48) ist

u(d)) sind (x)
(v (cf)) =rto (COS{) (x)) (x=a) (2.49)
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mit den stetig differenzierbaren Funktionen r (x) := (u? (x) + v? (x))% und 9 (x) fiir x = a.

X—00

Behauptung 9 (x) oo. Dann hat sin9 (x) unendlich viele Nullstellen und damit auch

u.
BEGRUNDUNG Aus (2.49) folgt:
u' =r'sin9+r9 cosd = %cosﬁ,
v =r'cos®—rd'sind =—qrsind.
Hier wird die erste Gleichung mit cos?, die zweite mit —sin multipliziert und addiert:

1
=9 = —cos? 9+ qgsin?9 > 0. (2.50)
p

= 0: [a,00[ — R ist streng monoton wachsend. Die Behauptung wird bewiesen sein, wenn
wir zeigen: 9 ist unbeschrinkt. Das zeigen wir indirekt: Wére 9 beschréankt, so existierten
die Grenzwerte a := limy_..cos? 39 (x) und B = limy_o sin? 9 (x), und es wire a + =1,
insbesondere a > 0 oder > 0. Sei x > a so groR, dass cos?9 (x) = %, sin® 9 (x) > g fiir alle
X = xo. Dann liefert (2.50) fiir alle x = xp:

9 (x) — 9 (x0) :f 9 (x) dx

=f Lcoszﬁ(tnq(t)sinza(r) dt
Xo p(t)%,_z ———

=

N

x x
zgf Aar b gt dt —= oo
2 Xo p(t) 2 Xo

nach der Voraussetzung des Satzes. Das aber ist ein Widerspruch, 9 somit unbeschrénkt. v*

Wenn nun eine Losung u # 0 von (pu/) + qu = 0 unendlich viele Nullstellen hat, wie
hoch/tief sind dann die ,Ausschldge” (,Amplituden®, d.h. die Maxima und Minima) zwi-
schen den aufeinander folgenden Nullstellen? Dariiber gibt Satz 2.6.9 Auskunft:

2.6.9 Satz (Amplitudensatz) Es gelten die Voraussetzungen aus Satz 2.6.4, und zusdtzlich
seien q stetig differenzierbar und nullstellenfrei auf I, pg monoton (wachsend oder fallend)
auf . Dann gilt: Ist u # 0 eine Losung der Differentialgleichung Lu = (p u')'+ qu =0, und sind
Xi < Xg+1 2wei aufeinander folgende Extrema von u, so gilt: |u(xi)| < |u(xx+1)|, falls (pq)' <
0, und |u(xi)| = |u(xk+1)|, falls (pq)' = 0. D. h.: Das Wachsen bzw. Fallen der Amplituden
von u ist dem von pq entgegengesetzt.
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BewErs siehe Heuser (1995a), S. 335, oder Walter (1976a), S. 193. Fiir v := u® + # (pu')?
(Beachte: pu/' ist differenzierbar, da (pu')’ = —qu) gilt:

~

I _ uu'+i u u//_(pq) u/2:_ rfu
oz ) o) ) (v

v~

==2uu’

Wegen v (xi) = u? (xy) folgt:

(xk+1)|, falls (pq) <0,
(xk41)|, falls (pg) = 0.

Zusatz Ist ( pq)' <0 bzw. >0, so nehmen die Amplituden streng zu bzw. streng ab.

2.6.10 Beispiel Schon in Beispiel 2.6.7 haben wir gezeigt: Jede Lésung y: 10,00l = R, y #0
der Besselschen Differentialgleichung

Y +xy +(x*-v¥)y=0  (v=0fest;x>0) (2.51)

hat unendlich viele Nullstellen. Wir haben sogar gesehen: Die Abstédnde aufeinander folgen-
der Nullstellen konvergieren gegen m. Wir zeigen noch einmal die Existenz unendlich vieler
Nullstellen mit Satz 2.6.8. Die Differentialgleichung (2.51) lautet:

n/ VZ
(xy)+(x—7)=0 (x>0,

dh.p=x,g=x- "—xz Betrachten wir die Differentialgleichung nur fiir x = v+1, so ist klar: Auf
00 dx

[v+1,00list p>0, g >0 und die Integrale /7, ;%5 und [i¥; g dx divergieren. Daher hat jede
2

Losung y # 0 von (2.51) auf [v + 1,00[ unendlich viele Nullstellen. Weiter ist (pq) (x) = x*—v
streng monoton wachsend, g nullstellenfrei fiir x > v. Dann liefert Satz 2.6.9: Ist y # 0 eine
Losung von (2.51), und sind v < x; < x§4+1 zwei aufeinander folgende Extrema von y, so gilt:

|y (i) | > [y (x|
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3.1 Randwertprobleme

Problemstellung: Vorgelegt sei die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung y” + a; y' +
apy = b auf dem kompakten Intervall I = [a, b] mit stetigen ag, a;,b: I — R. Bisher haben
wir fiir xo € I, yo, 1 € R das Anfangswertproblem y (xg) = yo, ¥’ (x0) = y1 gelost und gezeigt,
dass dieses Anfangswertproblem stets eindeutig l6sbar ist. Neben dem Anfangswertproblem
sind in Mathematik, Naturwissenschaften und Technik besonders die Randwertprobleme
von Bedeutung: Dabei ist die gesuchte Funktion besonderen Bedingungen in den beiden
Endpunkten des Intervalls [a, b] unterworfen. Ein Beispiel dafiir ist eine schwingende Saite,
die an beiden Enden aufgehéngt ist (siehe dazu Heuser (1995a), S. 372-376).
Solche Randbedingungen sind z. B. die sog. Randbedingungen

erster Art: y(a) =11, y(b) =n2;
zweiter Art: y'(a) =11, Y (b) =13;
dritter Art: ay(a) + azy (@) =11, P1y (D) + B2y (b) =12 mit (a1, az) # (0,0) # (b1, B2).

Diese Randbedingungen sind linear in y, aber nicht die allgemeinsten linearen Randbedin-
gungen; man konnte auch Randbedingungen des Typs

a1y (@ +azy (@ +asy(b)+asy (b) =n1p1y (@) + B2y (@ + B3y (D) + fay’ (b) =n2

mit linear unabhingigen Vektoren («;,..., @4), (ﬁl,..., ,64) betrachten. Natiirlich kann man
entsprechende Probleme fiir lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung betrachten; das
geschieht z. B. bei Weise (1966).

Zur Vereinfachung betrachten wir nur den Fall von Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung. Dieser Fall ist durchaus typisch und fiir Anwendungen besonders wichtig. Wir kon-
zentrieren uns also auf die sog.

107
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3.1.1 Problem (Sturmsche Randwertaufgabe) Gegeben seien im kompakten Intervall I =
[a, b] die Funktionen p,q,g: I — R, p > 0 stetig differenzierbar, g und g stetig. Gesucht sind
die Losungen y der Differentialgleichung

(py) +ay=¢g (aufI), die den Randbedingungen

{Ray:= ary(a)+azy (@ =mn 3.1)
Rpy:= P1y () + B2y (b) =12

mit vorgelegten konstanten (a, a2) # (0,0) # (81, B2), 11,72 € R gentigen.

Warnung: Schon sehr einfache Randwertprobleme kénnen unldsbar oder nicht eindeutig
I6sbar sein.

3.1.2 Beispiele a) y'+y=0,1=[0,2n]

Randbedingung I: y(0) =0, y(2m) = 1. Jedes Losung y(x) = cjcosx + cpsinx der
Differentialgleichung ist 2z-periodisch, die Randbedingung ist
also niemals erfiillt. - Andert man diese Randbedingung zu

Randbedingung II: y(0) =0, y(27) =0, so heilt das: ¢; = 0. Das Randwertproblem
hat also die unendlich vielen Lésungen y, (x) = csinx mit c e R.

Randbedingung III: y(0) =0, ¥’ (27) = 1. Dann besagen diese Bedingungen fiir y: ¢; =
0, ¢ =1, d. h. das Randwertproblem hat die eindeutige Losung
y(x) =sinx fiir xe I.

b) y" =0, 1=1[0,1]; Losungen y(x) = ax+ f mit a, f € R.

Randbedingung I: y(0) =n-1, y(1) = n; liefert das Gleichungssystem =1, a+f =
12, und das ist eindeutig l6sbar fiir alle n;,7>.

Randbedingung II: y' (0) = 11, y' (1) = 12 liefert das Gleichungssystem fiir a, : @ =
11, @ = 12, und das ist fiir 77 # 12 gar nicht, fiir n; = 12 nicht
eindeutig 1osbar.

3.1.3 Lemma (Alternative) Folgende Aussagen sind dquivalent:
a) Die Sturmsche Randwertaufgabe aus Problem 3.1.1 hat genau eine Losung.
b) Die zugehorige homogene Sturmsche Randwertaufgabe
(py) +4y=0,  Ray=Rpy=0 (3.2)

ist nur trivial 16sbar.

Ray1 Rayo
Rpyr Rpy2

c) Fir jedes Hauptsystem y;, y» von (3.1.3) gilt: #0.
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Beweis Sei y irgendeine Lésung der inhomogenen Gleichung (3.1) und y;, y» ein Haupt-
system von (3.1.3). Dann hat jede Losung y von (3.1) die Form y = yp+¢1 y1 + c2y2. Nun gilt:
Aussage a) ist gleichbedeutend mit der eindeutigen Losbarkeit des linearen Gleichungssys-
tems

Ray=Rayo+c1Ray1 +C2Ray2 =M1
Rpy=Rpyo+ c1Rpy1+ C2Rpy2 =12

gz;i g% # 0. < Das homogene Randwertproblem (3.2)

ist nur trivial 16sbar. O

nach ¢, ¢z, das wiederum besagt:

Frage: Wenn das homogene Randwertproblem (3.2) nur die triviale Lésung hat, wie fin-
det man dann die Lésung des inhomogenen Problems (3.1)? Die Antwort erfolgt in zwei
Schritten:

(A) Es gentigt die Losung fiir n; =1, = 0: siehe Satz 3.1.4
(B) Bestimmung der Losung im Falle n; =1, = 0: siehe Satz 3.1.5

3.1.4 Satz Unter den Voraussetzungen von Problem 3.1.1 sei das homogene Randwertpro-
blem (3.2) nur trivial lésbar. Ferner sei w: [a,b] — R die (nach Lemma 3.1.3 vorhandene
eindeutig bestimmte) Losung des halbhomogenen Problems

(pw)) +quw=g-((pf) +af)  (aufI=la,b)),
R,w=Ryw =0,

wobei f: [a,b] — R irgendeine zweimal stetig differenzierbare Funktion ist mit R,f = n1,
Ry f =12 (man kann z. B. stets f als Polynom wdhlen). Dann ist y := w+ f die (nach Lem-
ma 3.1.3 vorhandene eindeutig bestimmte) Losung des Sturmschen Randwertproblems (3.1).

BEWEIS
(py) +aqy= (pw') +qw +(pf) +qf =g,
———
=g—((pf)) +af)
und R,y=Rsw+R,f =m, Rpy=Ryw+Rypf =1n>. O

3.1.5 Satz Vorgelegt sei das halbhomogene Sturmsche Randwertproblem

Y — —
{(Py) +qy=g aufl=1[aDb] 53
Ray=Rpy=0
mit den Voraussetzungen aus Problem 3.1.1, und das zugehdrige homogene Randwertpro-
blem (3.2) sei nur trivial losbar. Dann gibt es ein Hauptsystem y1,y» der Differentialglei-
chung (py’)' + gy =0, welches den Randbedingungen R,y1 =0, R,y = 0 geniigt. Mit y1,y»
bilde man die Greensche Funktion (benannt nach George Green, 1793-1841):

Ny @)
Gx, t):=4 P@wa a<x<t<hb
, b)) y1(D)y2(x) u<i<x<b
p@W(a) St<x<b,



110 3 Rand- und Eigenwertprobleme

11(x) y2(x)

wobei W (x) = | Y %@

die Wronskische Determinante sei. Dann ist p (x) W (x) = p(a) W (a)

fiir alle x € [a, b], da(pW) = p'W+pW' = p’W+p_7p, W = 0. Die eindeutig bestimmte Losung
y des Randwertproblems (3.3) ldsst sich dann angeben in der Form

y(x):fabG(x,t)g(t)dt (x€la,b)).
Die Greensche Funktion hat folgende Eigenschaften:
(i) G: [a,b] x [a, b] — R ist stetig und symmetrisch: G (x, t) = G (¢, x) fiir alle t,x € [a, D].
(ii) Fiir x # t ist G nach x differenzierbar und erfiillt die Differentialgleichung
(pGy (D) +qG(, =0,
wobei Gy die Ableitung nach dem ersten Argument bezeichne.

(iii) Auf der Diagonalen t = x existieren noch die einseitigen Ableitungen von G, und es gilt:

/
Gx(x+0,x):M fiirasx<b,
pa) W (a)
Gﬂx—O,x)zM fiira<x<b;
pa)W(a)

insbesondere gilt die Sprungrelation

1 "
Gy(x+0,x) =Gy (x—0,x) = —— fiira<x<b.
p(x)

Resultat: Ist G bekannt (d. h. sind y, y» bekannt), so ldsst sich fiir jedes g das Randwertpro-
blem (3.3) losen. Bestimmung von y1, y»: siehe Bewelis.

Beweis Die homogene Differentialgleichung (3.2) hat zwei eindeutig bestimmte Losungen
¥1,¥2, die den Anfangswertbedingungen y, (a) = az, y; (@) = —a; bzw. y» (b) = Bo, y, (b) =
— B2 mit den Koeffizienten a1, a2, 81, B2 aus (3.1) geniigen. = R;y1 =0, Rpy2 =0.

Behauptung y, y» bilden ein Hauptsystem von (3.2)

BEGRUNDUNG Wegen (aj, @) # (0,0) # (,81,,32) sind y; # 0 # y». Wéren yj, y» linear abhén-
gig, so wire y; = 1y» mit A e R, 1 #0, und y; wiére Lésung des homogenen Problems (3.2).
Das ist ein Widerspruch, denn nach Voraussetzung hat das homogene Problem nur die tri-
viale Losung, aber y; # 0. v

Sei nun y: [a,b] — R die Losung des halbhomogenen Problems (3.3). Dann ldsst sich (Va-
riation der Konstanten) y schreiben in der Form y = ¢, ;1 + ¢2 y» mit stetig differenzierbaren
Funktionen ci,¢;: [a, b] — R. Wir wollen die Formeln aus Satz 2.4.4 und Beispiel 2.4.5 fiir
c1, 2 benutzen und schreiben dazu unsere Differentialgleichung in der Form:

!

W P 4.8
YVi+=y+-y=2
p’ pp
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mitag=2, a1 =2 und b= %. Dann ist nach Satz 2.4.4 und Beispiel 2.4.5 mit xy = a:

Ty () g(0)

c1(x)=c10— W@ pn P
——
=b(t)

Yy () g(o)
= =——dt
C2(X)=cCo0+ . WO P

mit

"o xp' (1)
W) =17, /|=Wi(x) _f “
R WERN ] o
:al(t)
X w
:W(xo)exp(— [Ing(t)]xo):%

d.h. p(x) W (x) = p(a) W (a) konstant fiir alle x € [a, b]. Das setzen wir oben ein und erhal-
ten:

1 X
Cl(x):CI,O_—f y2 () g (1) dt,
pl@Wi(a)Ja (3.4)

1 X
co(x) = Cz,o—mfa (g de

Die Konstanten cy 9, ¢2,0 sind aus den Randbedingungen zu bestimmen. Wir wissen a priori,
dass solche eindeutig bestimmten Konstanten existieren, welche y zur eindeutig bestimm-
ten Losung des Randwertproblems (3.3) machen. Nach (2.27) mit b = % ist

CLy1+Cy2=0
C,y,+C,y, =§,
171 2J2 p
also
y(a) =ci(a)y1(a)+cz(a) y2 (a)
V(@ =ci(a)y)(@+c(a)y,(a).

=> Ryy=a1y(a)+azy (@) =c1(a) Rgy1+¢2 (@) Ray2 = ¢2(a) Ry yo.
——
=0
Hier ist R;y» # 0, denn wire Ry, =0, so hitten wir

a1y1 (@) +azy; (@) =0, (3.5)

a1y (@) +azy, (a) =0,

d.h. (a1, a2) # (0,0) wire Losung des homogenen linearen Gleichungssystems (3.5). Aber
(3.5) hat die Determinante W (a) # 0, das ist ein Widerspruch.
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= R,y = ¢2(a) Rgy» mit Ry, # 0, und die Randbedingung R,y = 0 ist gleichbedeutend mit
¢z (@) =0. Analog bei b: Ry =0 < c; (b) =0. Das setzen wir in (3.4) ein und erhalten:

1,0 Y2 () g () dt, d.h. (%)= y2 () g(8) dt;

1 b

m P(a)W(d)fa
1 X

(,‘2’0—0 d.h. Cz(x)—ip(a)w(a)j;yl(t)g(t)dt.

1 b
p@W (a) fx

Die Lésung y von (3.3) ist also gegeben durch

b
y(x)=c1(x) y1(x)+c2(x) y2 (%) =f G(x,t)g(r) dt

a

mit der Greenschen Funktion

NENA0)
Gl e | @@ asxsts<b
e n () y2(x) a<t<x<bh
p(a)W(a) = = = .

Die Greensche Funktion hat die in Satz 3.1.5 genannten Eigenschaften:
(i) G(x, 1) =G(t, x) fiir alle ¢, x € [a, b] und die Stetigkeit von G sind klar.

(ii) Fir x # t ist G (-, t) nach x differenzierbar und erfiillt die Differentialgleichung
(pGx (D) +qG(, 1) =0.

(iii) Auf der Diagonalen ¢ = x existieren noch die einseitigen Ableitungen von G, und es

gilt:
Gx(x+0,x)=M fira<sx<b,
p(a) W (a)
/
Gx(x—O,x):M fira<x<b,
p@ W (a)

und es gilt die Sprungrelation

Gx(x+0,x)—Gx(x—0,x):$ fira<x<b,
denn
74
PGP0 =Y, (0 2 (1) = W (x) = %. O

Zusatz Als Funktion von x geniigt G auch den Randbedingungen R,G (-, t) = R,G (-, 1) = 0.
Das folgt sofort aus den Randbedingungen R;y; =0 und Rpy» = 0.
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Frage: Wenn das homogene Randwertproblem (3.2) eine Losung y # 0 hat, unter welchen
Bedingungen ist dann das halbhomogene Problem (3.3) 16sbar? Die Antwort gibt der fol-
gende

3.1.6 Satz Wenn das homogene Randwertproblem (3.2) eine Lésung y, # 0 hat!, so ist das
halbhomogene Problem (3.3) genau dann lésbar, wenn

b
f gn@de=0. (3.6)

Bemerkung Diese Losung kann wegen (3.2) nicht eindeutig bestimmt sein.
BeEwErs Wir setzen Ly := (py/ )' + gy und haben die Lagrangesche Identitédt aus Satz 2.6.4:
vLu—ulLv=(p (v —uv').
«=" Sei (3.3) losbar mit Lésung y und y; # 0 eine Losung von (3.2). Dann ist
b b
f L(y)n —L(yl)ydt=f gDy (1 dt
a =~ a

~——
:g :0

Satz 2.6.4

no y(t)Hb
AGERAGII

(PO @Y ®-yOym)]°= [p(t)

Ist nun @; =01in (3.1), so ist a2 #0, d. h. ¥’ (a) = y; (@) =0, also

n@ yla
yi@ y(a)

Im Falle a; #0 ist

1

a)

1

a)

aryr (@) +azy, (@) ary(a)+azy (a)
y1 (@ y' (@)

Ray1  Ray
yi@ y(a)

na@ yla
yi@ y(a)

Gleicher Schluss bei b liefert (3.6).

"

»~<=" Gelte (3.6), und yp sei Losung von Ly, = g. Weiter sei y» Losung von (3.2), so dass
¥1,y2 ein Hauptsystem von (3.2) bilden. Nach der FuBnote auf Seite 113 geniigt dann
¥» nicht den Randbedingungen in (3.2). Schirfer: Dann ist R;y» # 0: Wére ndmlich
R,y2 =0, so wére

a1y (@ +azy) (@) =0,
a1y (@) +azy, (a) =0,

IDer Losungsraum von (3.2)ist dann eindimensional, der Losungsraum von (3.2) ohne Randbedingungen
zweidimensional, und es gibt eineLosung mit R,y # 0 wegen der Losbarkeit des Anfangswertproblems.



114 3 Rand- und Eigenwertprobleme

und dieses lineare Gleichungssystem hétte die Losung (a1, @) # (0,0). Das aber ist ein
Widerspruch, denn

na) y(a)

yi(@  y,(a) 70

Also: R;y» # 0. Wir setzen nun eine Losung von (3.3) an in der Form y = yg + cy»,
also Ly = g, wobei c € R so bestimmt sei, dass R;y = R;y0 + ¢Rsy2 = 0. Dadurch ist ¢
eindeutig bestimmt. Nun haben wir

b b

fL(y)yl—L(yl)ydt=f g0y () dr=0

a =~ RT)_/ a
:g =

nach Voraussetzung; andererseits ist nach der Lagrangeschen Identitit die linke Seite

gleich
b
n@ ym ] n® yb @ ya
t =pb -
[”( o yoll PP w yol P9 @ vy
=0 nachWa;lTvon ¥ (s.0.)
nb yb) ~0
i) ¥y
Hier ist (ﬁ Eg) #(9), da y1 # 0 wegen der eindeutigen Losbarkeit des Anfangswertpro-

blems. Es gibt also ein 1 € R, so dass

(y(b)) :A(yl (b))
y' (b) y (b))
= y = Ay, denn sowohl y als auch A1y; 16sen das Anfangswertproblem mit den An-
fangswerten Ay, (b) und Ay| (b). = Rpy = ARpy1 = 0. y ist also Losung von (3.3). O
Nebenbei haben wir im Verlauf des Beweises von Satz 3.1.6 bewiesen:

3.1.7 Lemma Sind u, v Losungen von (3.2) mit R,u = R,v =0, so gilt:

u(a) v(a)
u'(a) v (a)

)

entsprechend bei b.

3.2 Das Sturm-Liouvillesche Eigenwertproblem

3.2.1 Beispiel Die Differentialgleichung der schwingenden Saite fiihrt auf folgendes Pro-
blem: Gesucht sind die A € R, fiir welche die Differentialgleichung y” + Ay = 0 auf I = [0, 7]
unter den Randbedingungen y (0) = y (n) = 0 eine Losung y # 0 hat. D. h. wir interessieren
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uns fiir die Fille, in denen das Randwertproblem keine eindeutig bestimmte Lésung hat. Ist
y # 0 eine Losung dieses Problems, so ist

Af y? (x) dx = —f V') ydx=[-y (x)y(x)]g+[ (y' (x))2 dx,
0 0 — 2 Jb

=0nach RB

also A = 0, und wegen der Randbedingungen ist notwendig A > 0. Dann hat die Diffe-
rentialgleichung nach Beispiel 0.2.6 genau die Losungen y (x) = a cos VAx + BsinVAx. Die
Randbedingungen liefern: y(0) =0 < a =0 und y(0) = y(n) =0 & y(x) = BsinV1y, wobei
BsinVAx = 0. Hier gilt wegen A > 0:

sinVAr=0ov1leNeIneN A=n?eN.

Ergebnis: Das Randwertproblem y” + Ay = 0, y(0) = y () = 0 ist nur fiir die Zahlen A = n?
mit n € N nicht-trivial 16sbar, und dann sind y, (x) = sinnx mit n € N bis auf konstante
Faktoren genau alle Losungen. Die Eigenfunktionen y, sind orthogonal in bezug auf das
Skalarprodukt

f.g) = fo fgdx

auf C [0, 7] oder besser L% (0,7), denn

/3 T
fsinmxsinnxdx:f E(cos(m—n)x—cos(m+n)x)dt
0 0
T 1 : _ T - _
:{E—H[smmzx]g—g fiir m = n,

1
m+n

[5 (55 sin(m —n) x - sin(m+n)x)]; =0 fiirm#n,

m-n
.h.
2 2
(\/;ym; \/;yrﬁ = 5m,n-

Frage: Kann man jeden Ton der Saite durch Uberlagerung harmonischer Schwingungen
herstellen? Das fiihrt zu Fourier-Reihen.

Das Randwertproblem der schwingenden Saite ist ein Beispiel fiir ein reguldres Sturm-
Liouvillesches Eigenwertproblem, das wir in Problem 3.2.2 formulieren. Das Problem ist
benannt nach CHARLEsS STURM (1803-1855), einem Schweizer Mathematiker, der ab 1830
in Paris lebte und dort gemeinsam mit seinem franzésischen Freund und Mathematiker-
Kollegen JosepH LiouviLLE (1809-1882) die Theorie des sog. reguldren Sturm-Liouvilleschen
Eigenwertproblems schuf. Die Theorie hat im 20. Jh. durch Hermann Weyl, Edward Charles
Titchmarsh und Kunihiko Kodaira erhebliche Ausdehnungen erfahren. Wir beschéftigeun
uns nur mit einem relativ einfachen Spezialfall (kompaktes Intervall, Differentialgleichung
der Ordnung 2, ,glatte” Koeffizientenfunktionen). Im folgenden sei stets I = [a, b] ein kom-
paktes Intervall.

d
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3.2.2 Problem (Regulires Sturm-Liouvillesches Eigenwertproblem) Auf dem kompakten
Intervall [a, b] seien die Funktionen

p,q,r: I —R alle stetig, pstetig differenzierbar, p >0, r > 0. (3.7
Fiir ue C2(I) sei

Lu:=(pu) + qu. 3.8)
Ferner seien aj,..., B2 €R, (a1, a2) # (0,0) # (B1, B2), und fiir u € C* (I) seien

Ryu:=a1u(a)+asu' (a)

/ 3.9
Rpu:=pB1u(b) + Bou (b).
Gesucht sind die A € R und y € C? (I), fiir welche das homogene Randwertproblem
Ly+Ary=0
yeery (3.10)
R,y+Rpy=0

eine Losung y # 0 hat. D.h.: Gesucht sind die Eigenwerte A und Eigenfunktionen y des
Differentialoperators —%L, —%Ly = Ay unter den Randbedingungen (3.10).

3.2.3 Folgerung  a) Nach der Alternative Lemma 3.1.3 gilt: A ist ein Eigenwert

<= Das homogene Randwertproblem Ly+ Ary =0, R,y + Rpy = 0 hat eine Lésung
y#0

<= Das Randwertproblem Ly+Ary =g, R,y = Rpy = 0 ist fiir kein g € C (I) eindeutig
16sbar.

<= Fiir jedes Hauptsystem y;,y» von Ly + Ary =0 gilt:

Rayn Rayo
Rpy1 Rpy2

Frage: Gibt es stets Eigenwerte und Eigenfunktionen? Die Antwort liefert folgender

3.2.4 Satz (Existenzsatz) Das reguliire Sturm-Liouvillesche Eigenwertproblem (3.2.4) hat ei-
ne streng wachsende Folge (1;) >0,

n—oo
/10</11</12<..., /1”———’00

von Eigenwerten. Jeder Eigenwert ist einfach, d. h. der zugehorige Eigenraum ist eindimen-
sional. Ist u, # 0 eine Eigenfunktion zum Eigenwert A,, und

b
v,,::(f rufldx) u, (n=0), (3.11)
a

(NI
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S0 ist (Vy) =1 ein Orthonormalsystem in bezug auf das Skalarprodukt

<f,g>r:=f1fgrdx (f,geC), (3.12)
d. h. es gilt
(Vi Undr = O (m,n=0). (3.13)

vp hatinla, bl genau n Nullstellen. Zwischen je zwei aufeinander folgenden Nullstellen von
vy, liegt eine Nullstelle von vy, .

Der Beweis folgt nach Satz 3.2.15.
Frage: Wir , grolR“ ist der von den Eigenfunktionen aufgespannte Unterraum? Die Antwort
liefert folgender

3.2.5 Satz (Entwicklungssatz) In der Situation von Satz 3.2.4 gilt: Jedes f € C' (I) mit R, f =
Ry f =0 ldsst sich in eine gleichmdifsig absolut konvergente Reihe nach den Eigenfunktionen
entwickeln:

=Y (frvn),vn (3.14)
n=0

Mehr dazu im néchsten Kapitel, Satz 3.3.1 und zugehorige Bemerkungen. Die Beweise dieser
Sétze erfordern eine Menge Arbeit. Vorab zeigen wir einen kleinen Teil des Beweises von
Satz 3.2.4:

3.2.6 Satz Die Eigenwerte des Eigenwertproblems (3.10) sind alle einfach.

Bewers Es seien u # 0 # v zwei Eigenfunktionen zum Eigenwert A. Aus R,u=R,v =0, d.h.

aju(a)+aru (a)=0,
avia)+av (a)=0,
(a1, a2) #(0,0)

folgt dann (Lemma 3.1.7):

ula) u'(a)
via) v (a)

Hier steht die Wronskische Determinante von © und v, und da diese an der Stelle a ver-
schwindet, sind u, v nach Satz 2.4.3 linear abhingig, also ist A einfacher Eigenwert. O

3.2.7 Satz Die Eigenwerte des Eigenwertproblems (3.10) sind nach unten beschrénkt, d. h. es
gibt ein M € R, so dass fiir jeden Eigenwert A von (3.2.4) gilt: A = M.
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Beweis Sei u eine Eigenfunktion zum Eigenwert A:

(pu!) +qu+Aru=o,
Rou+ Ryu=0.

Dann gilt:
Afruzdxzf(—(pu’)'—qu)udx
I I
partz'lm'—[pu’u]2+fpu’2dx—fqu2dx.
I I
Hier hat wegen R,u = Ryu = 0 die eckige Klammer die Form
—[pu’u]Z:clu2 (@) + cou?® (b)
mit ¢, c; € R, und mit c:=|c;| +|c2| =0 (c hidngt nicht von u ab) gilt:
Afruz dx;—c(u2 (@) + u? (b))+fpu’2dx—fqu2dx. (3.15)
I I I

Zur Abschidtzung des ersten Terms verwenden wir das
3.2.8 Lemma Sei r: I — R stetig, r >0, m := minye; r (x), € >0 und
M (€) := L + #
em (b-am
Dann gilt fiir alle u € C! (I) und alle x € I

u? (x) sg[ u?dx+ M(E)fruz dx. (3.16)
I I
Wir setzen den Beweis von Satz 3.2.7 fort: (3.15) und (3.16) liefern:
/lfruzdxz —ZC(efu’zd)H M(s)fruzdx) +fpu'2dx—fqu2dx
I I I I I

:f(P—Z&‘C) ulde—ZCM(E)fruzdx—fquzdx.
I I I

Hier wéhlen wir € > 0 so klein, dass 0 < 2ec < minye; p (x). Dann héngt € nicht von u ab. Das
liefert:

)Lfruzdxz—ZCM(E)[ruzdx—fquzdx
I I I

Q 2

=—(2cM(e)+— ru“dx

mjJi

mit Q := maxyes g (x), m wie oben. u#0und r >0
:>/1>—(20M(£)+2).
m

Das ist die Behauptung von Satz 3.2.7. O
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BEwEIs von Lemma 3.2.8: Sei € >0, ue€ C'(I), xe I und xp € I so gewdhlt, dass u? (xg) =
minye; u® (X);
X
f 2u'udt’
Xo

1
X 2 (1 x
f u’zdt’) (—f wdt
Xo £ Xo
x 1 X
fu'zdt fuzdt’
Xo & Xo

+_
1 1 b
—+—)f ru*dt
b-am em)Ja

[ J
v~

=M(e)

= u? (x) < u? (x0) +

csu
< u”(xp) +2(e

)%

(3.17)
< u (x0) + €

b
ssf u?dr+
a

wegen

2v/af<sa+p fiir a, = 0. (3.17)
O

Die Frage nach der Existenz von Eigenwerten wird durch das folgende Lemma zuriick ge-
spielt auf die Frage nach der Existenz von Eigenfunktionen eines Fredholmschen Integral-
operators, benannt nach dem schwedischen Mathematiker Ivar FREDHOLM (1866-1927), der
durch seine Theorie der Integralgleichungen einen wesentlichen Ansto gab zur Entwick-
lung der Funktionalanalysis durch Hilbert, von Neumann, Riesz etc.

3.2.9 Satz Es sei 0 kein Eigenwert des Eigenwertproblems (3.10). Dann gilt:

a) Ist \eR und y € C2(D, y # 0 eine Losung des Eigenwertproblems (3.10), so ist A # 0
und

w:=\ryeC() (3.18)

ist eine Losung der Fredholmschen Integralgleichung

fK(x, HDw(t)dt=pw(x) (xel) (3.19)
I

W= % £0 (3.20)

und dem symmetrischen stetigen Kern

K(x,t)=—vVrx)rGx,1) (3.21)

mit der Greenschen Funktion G aus Satz 3.1.5.
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b) Umgekehrt: Ist we C(I), w # 0 eine Losung von (3.19), so ist u # 0, und
L wec (3.22)
=—w .
G
ist eine Eigenfunktion von (3.10) zum Eigenwert

Ai=—. (3.23)
U

Beweis  a) 0 ist kein Eigenwert von (3.10), also existiert nach Satz 3.1.5 die Greensche
Funktion G: I x I — R. Diese hat die folgende Eigenschaft: Fiir jedes beliebige g € C (I)
hat das Randwertproblem

(pu) +qu=g
Rau=Rpu=0

(3.24)

die eindeutig bestimmte Losung
u(x):fG(x,t)g(t)dt (xel.
I

Laut Voraussetzung ist (3.24) erfiillt mit u = y, g = —Ary; dabei ist A # 0, da 0 kein
Eigenwert ist. = y geniigt der Integralgleichung

y(x):—/lfG(x, pry) dt (xel, (3.25)
I

d.h. w:=/ry e C(I) geniigt der Fredholmschen Integralgleichung (3.19) mit y = %
und K aus (3.21). K ist stetig und symmetrisch, da G stetig und symmetrisch ist.

b) Angenommen, w € C (I) und
fK(x,t)w(t)dtZO (xel.
I

Dann ist u:= %we C () und

flG(x,t)u(t)dtzo (xeD. (3.26)
Andererseits: Nach Satz 3.1.5 ist

y(x):fIG(x,t)u(t)dt (xel 3.27)
die eindeutig bestimmte Lésung des Randwertproblems

(py) +ay=u,
Ray =Ryy=0.
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Da aber nach (3.26) und (3.27) y =0 ist, folgt: u = 0. Also ist u = 0 kein Eigenwert der
Integralgleichung (3.19). Sei nun 0 # w € C(I) eine Losung von (3.19). = u # 0, und
0#y:= # w € C(I) gentiigt der Integralgleichung (3.25) mit A := i, d.h. esist

y(x)=fG(x,t)g(t)dt (xel)
I

mit g:=—-Ary e C(I). Satz 3.1.5 liefert: Da 0 kein Eigenwert ist, ist y die zweimal stetig
differenzierbare Losung von (3.10). (Die zweimalige stetige Differenzierbarkeit von y
kommt einfach durch Anwendung von Satz 3.1.5 heraus.) |

Ergebnis: Mit Satz 3.2.7 kdnnen wir (s.u.) den Beweis der Existenz von Eigenwerten auf den
Fall reduzieren, dass 0 kein Eigenwert ist. Mit Satz 3.2.9 wird die Frage dquivalent umgeformt
zur Frage nach der Existenz von Eigenwerten fiir die Fredholmsche Integralgleichung. Letz-
tere Frage werden wir mit Hilfe der Spektraltheorie kompakter selbstadjungierter linearer
Operatoren in einem Prihilbertraum losen.

Exkurs (Spektraltheorie kompakter selbstadj. linearer Operatoren im Prahilbertraum)
H := C(I) ist ein Prahilbertraum iiber R, d. h. ein R-Vektorraum mit dem Skalarprodukt

(f,g)::flfgdx.

Zu diesem Skalarprodukt gehért die Norm

=0t =([ fzdx)%.

Die Konvergenz in H ist die Konvergenz in der Norm: Fiir f,, f € H gilt:

fn ”_’TOO» felfi-f| —=0  (Konvergenzim quadratischen Mittel)

Diese Konvergenz ist von der punktweisen und der gleichm#Bigen Konvergenz sorgfiltig zu

unterscheiden; es gilt z. B.: f;, nl_m =1 n_;o f, aber die Umkehrung ist hier falsch.
glm.

Sei K: I x I — R stetig. Dann definiert K einen linearen Operator

T: H— H, (Tf)(x)::fIK(x,y)f(y)dy (xel.

Diese Konstruktion klappt auch in L2 (1), falls K messbar ist und [, |K (x,y)|* dxdy < co.
Ersichtlich ist T linear und hat Werte in H, und T ist beschrédnkt, d. h. es gibt eine Kon-
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stante C =0, so dass || Tf| < C| f| fiir alle f € H. Begriindung:
2 2
I = [ (7£) o) d
2
- [([ ks ay) ax

CSU

L[| ey ay [ 2 0) ay| ax

=ls1°

([ [zaxay)urie.

Analoges gilt im L? (I). Insbesondere ist T stetig. — Umgekehrt zeigt man leicht: Jede stetige
lineare Abbildung S: H — H ist beschrinkt. Fiir jedes solche S setzt man

ISI:=sup{|[Sf||: feH, |f]=<1},

und dann gilt:

Isrl<usilrl (reH).

Insbesondere gilt fiir das obige T

%
LE (f szxdy) .
IxI

3.2.10 Satz Ist K symmetrisch, d. h. K (x,y) = K (y, x), so ist T selbstadjungiert, d. h.

(Tf,8)=<fTg (f,.g€ H).

Beweis Fiir f,ge€ H ist

.9 = [ | [ K() £ dy g ax™2" [ r()( [ k(n0) g dx| dy=r 7). O

ZK(}/,X)

Anmerkung: Ist K nicht notwendig symmetrisch, so hat die Adjungierte T* von T den Kern
K* (x,y) = K (y,x) nach obigem Beweis.

3.2.11 Satz T ist kompakt (,vollstetig®), d. h.: Fiir jede beziiglich der Norm beschrdnkte Folge
(fn) =1 in H hat (T f,),-, eine beziiglich der Norm konvergente Teilfolge.

BewErs Sei f, € H, | fx| < C fiir alle n €N, und seien € >0 und 6 das Delta der gleichmaRi-
gen Stetigkeit von K auf I x I, d. h.

|[Kx,n-K(x,)|<e V&0, )elxI |&x0-(x,)|,<6.
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Danngilt Vx,x' €I, |[x-x'| <6 VneN:

(TF) 0= (T£:) ()] < [ K0 =K (<, 0)] |5 0]

-

<€

<<exn|fal)
CSU

< el 5]

<CVb-ae.

= (T fy) ist gleichstetig. Wir wollen Satz 2.1.5 anwenden und miissen noch priifen, ob (T f;)
gleichmRig beschrénkt ist. Dazu zeigen wir: |K (x,y)| < M fir alle x,y € . = Vx€ I, neN

a0l < [ [K ()] f2 (0)] dy < MGl ' VB=am | fu] < VB=amc.
IN——
<M

= (T f,) ist gleichmiRig beschrinkt. Satz 2.1.5 liefert nun: (T f;,) hat eine gleichméRBig kon-
vergente Teilfolge (T f,,),>,, und diese konvergiert a forteriori im quadratischen Mittel. O

Die folgenden Uberlegungen gelten fiir beliebige beschrinkte selbstadjungierte lineare Ope-
ratoren S in einem beliebigen Prahilbertraum H tiber R mit Skalarprodukt (:,-) und zugeho-
riger Norm |-|.

3.2.12 Satz Sei S ein selbstadjungierter linearer Operator im Préhilbertraum H # {0}. Dann
gilt:

a) Sind u, v Eigenvektoren von S zu den Eigenwerten A bzw. pu, A # u, so ist ulv.
b) Ist S beschrinkt, so gilt:
ISl =sup{|(Sf, |: feH, |f]|=1}.
BEwEIs a)
Au, v) =(Su, v) =(u, Sv) = uu, v).
A#u=<{u,v)y=0.

b) Fiir fe H, ||f| =1ist

st 01 IsELIFl =< s,

also

a:=sup{[(Sf.N|: feH, |f]|=1}<ISI.

Umgekehrt: S selbstadjungiert, also folgt (wir bewegen uns in R!)

(Sf.)=—(S(f+g).f+&—<(S(f-8).f-8).

|
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Das liefert
1 1
[(Sf.8)| < ;ﬂ(llf+gl|2 +|r-gl?)= 5“(||f||2 +lel?).

= sup [(Sf.8)|<a. (3.28)
Ifl=llgll=1

Hier ist

sup [<Sf,&)|=|Sf],
lgll=1
also besagt (3.28): sup|| =1 ||Sf|| <a,d.h. S| <a. O

3.2.13 Satz Ist S ein kompakter selbstadjungierter linearer Operator im Prihilbertraum H #
{0}, so existiert ein Eigenwert A von S mit || = |S|.

Bemerkung Fiir jeden Eigenwert p von S gilt trivialerweise |u| < |S||. Der Satz garantiert
also, dass es einen Eigenwert von grofStmoglichem Betrag gibt.

Bewers (i) S=0= 0 ist Eigenwert vom Betrag || S||.
(ii) S#0=[SI >0, und Satz 3.2.12b) liefert, da S selbstadjungiert ist:

ifneH, ”fn” =1 |<anrfn>|

Gegebenenfalls nach Ubergang zu einer Teilfolge kann oBdA angenommen werden:

n—oo

ISl

(Sfarfu) =220, IAI=1ISI.

S ist kompakt, also hat (Sf,) nach Satz 3.2.11 eine konvergente Teilfolge. Nach erneu-
tem Ubergang zu einer Teilfolge kann also 0BdA angenommen werden, dass (Sfy),s;
konvergiert. Wegen |A| = || Sf || >0 kann man den Limes von (Sf,) in der Form A f mit
f € H schreiben und hat

Sfn ";‘” Af. (3.29)

Nun gilt:

0<|Sfn-Afu’
= [Sfull® =22 ¢S fn, fu) +A2 || fu|?
—— —— ——

<lISI*=A2 BNy =1
<2A% = 2A(Sfu, ) —2 0.
n—oo

= [ Af = ALall <IAS = Sall + [Sfu = Aful = 0.

n—oo

Da hier A # 0 ist, folgt f, —— f, speziell || f|| = 1. S ist stetig, also folgt Sf,, —— Sf,
nach (3.29) gilt auch Sf;, ity f, also wegen der Eindeutigkeit des Limes bereits
Sf=Af,|f| =1. = f ist Eigenvektor zum Eigenwert A. O
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Kommentar: Jeder endlich-dimensionale euklidische Vektorraum ist (reeller) Prahilbertraum.
Auf diesem ist jeder lineare Operator T: V — V kompakt (nach Bolzano-Weierstral}), denn
jeder lineare Operator auf V ist beschrankt. In Satz 3.2.13 ist also ein wohlbekannter Satz
der Linearen Algebra II iiber die Existenz von Eigenwerten selbstadjungierter linearer Ab-
bildungen enthalten. Der obige Beweis kommt ganz ohne charakteristisches Polynom und
Fundamentalsatz der Algebra aus! — Wie im Beweis zu Satz 3.2.15 kann man dann die Exis-
tenz einer Orthonormalbasis von Eigenvektoren beweisen.

3.2.14 Satz Sei S ein kompakter selbstadjungierter linearer Operator im Prdhilbertraum H.
Dann gilt:

a) Fiir jedes € > 0 gibt es hichstens endlich viele Eigenwerte A von S mit |A| = €.
b) Jeder Eigenwert A # 0 von S hat endliche Vielfachheit.

BEWEIS a) Gidbe es unendlich viele verschiedene Eigenwerte A, von S mit |1,| = ¢ und
mit zugehoérigen Eigenvektoren vy, [lv,ll = 1, so gilt nach Satz 3.2.12: (v, vn) = 6mn
fiir alle m, n € N. Die Folge (Svy) ;=1 = (Anvy) > miisste eine Norm-konvergente Teil-
folge enthalten. Es ist aber wegen v, Lv, fiir m # n:

IAmVm = Anvnll® = A2, + A2 = 22,
Das aber ist ein Widerspruch zum Cauchy-Kriterium.

b) Gébe es unendlich viele linear unabhingige Eigenvektoren zum Eigenwert A, so gébe
es ein Orthonormalsystem (v,) von Eigenvektoren zum Eigenwert A. Da S kompakt
ist, miisste (Sv,) eine konvergente Teilfolge enthalten. Aber: Wegen Sv,, = Av,, ist fiir
m# n:

1SV, — Sv,ll2 =212 #0.

Auch das ist ein Widerspruch zum Cauchy-Kriterium. O

3.2.15 Satz (Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren) Es seien H ein unendlich-
dimensionaler Prihilbertraum (iiber R) und S: H — H ein selbstadjungierter, kompakter li-
nearer Operator.

a) Dann hat S eine (nach Vielfachheit gezdiihlte) unendliche Folge (1,) = (reeller) Eigen-
werte

n—o0
Aol = A1l = A2l =..., Ap——0,

in der jeder von 0 verschiedene Eigenwert von S vorkommt, mit einem zugehérigen
Orthonormalsystem (f,) von Eigenvektoren:

an:/lnfnr (fm:fn)zamn (m,neNp).
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Dabei gilt: Ist

H,:= (span(fo,...,fn_l))l ={geH: (fj,g =0fiirj=0,...,n—-1},

so ist H, S-invariant, und es ist

|Anl= sup |(Sg .&)|=Slm, (n=0).

geH,
lgll=1

b) Ist g=Sf e S(H) (f € H), so hat g die folgende Entwicklung im Sinne der Norm von
H:

g=3 @R fi=3 Al fi
k=0 k=0

Bemerkung Ein kompakter selbstadjungierter linearer Operator in einem Hilbertraum (das
ist ein vollstdndiger Prihilbertraum) hat ein vollstindiges Orthonormalsystem von Eigen-
vektoren (und die Folge der von 0 verschiedenen Eigenwerte ist eine Nullfolge). Das kann
leicht aus Satz 3.2.15 gefolgert werden. Wenn man ein vollstdndiges Orthonormalsystem von
Eigenvektoren hat, kann man natiirlich jedes g € H entwickeln analog zu b). Aber: In Pri-
hilbertrdumen gilt Entwickelbarkeit nur unter einschrinkenden Voraussetzungen wie unter
b). Zu dieser Problematik siehe Dieudonné (1978), 11.5.7 und 11.5.8 und dazu Exercise 14.

Bewrrs  a) Esist Hy = H, und nach Satz 3.2.13 gibt es einen Eigenwert 1y von S mit
Aol = 1181l = sup{[<Sg,&)| : g€ H, [ g] =1}

(siehe auch Satz 3.2.12 b).) Sei fy ein normierter Eigenvektor zu Ay. Damit sind Ay, fo
konstruiert. Sei weiter n = 1, und Ay,...,A,-1 mit zugehorigen orthonormierten Fi-
genvektoren fy, ..., f,—1 seien schon konstruiert.

Hy,:= (span (fo,..., fu1))"

= H,, ist ein unendlich-dimensionaler Prahilbertraum, und H,, ist S-invariant, denn:
Seige Hy,,0sj<n-1.

= (Sg, i) =(8g Sfj)=<&Ajfj) =0.

= Sg € Hy. = S|g, ist ein kompakter selbstadjungierter linearer Operator im Prahil-
bertraum Hj, und Hj, ist unendlich-dimensional. Satz 3.2.13 liefert dann: S|y, hat
einen Eigenwert A, mit |A,| = sup gep, |(Sg, g>| und eine zugehorige Eigenfunktion

| o =
[ mit | f,| = 1. Satz 3.2.14 liefert: |A,]

0, und nach Konstruktion gilt:

Aol = A1 =A2] = ...
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Bemerkung Ist H ein Hilbert-Raum, so kann man (f,;) durch eine Orthonormalbasis

von (span(f,: n= 0))L c ker S zu einer Orthonormalbasis von Eigenvektoren von S
ergidnzen. Vgl. Dieudonné (1978).

b) Sei fe€ H.

n-1
=>gn:=f- Z (f, fi) fx € Hp,
k=0

also gilt:

ISgnll < |S1a ] | 82 < 1Aul [ £ =0,
——"

=l <|I£ll

denn nach Pythagoras ist

el = 1117 - 3 45,0 <1

Wegen

n—1 n—1
Sgn=8- Y Ml fo) fe=8— ) (& fi) fi
k=0 k=0

ist damit alles klar. O

BEwEIs (zu Sarz 3.2.4) Nach Satz 3.2.7 gibt es ein M € R, so dass fiir alle Eigenwerte 1 von
(3.10) gilt: A = M. Sei @ € R, a < M. = « ist kein Eigenwert des Problems (3.10). Wir betrach-
ten das Eigenwertproblem

Lu+aru+uru=0,
Rau=Rpu=0.

(3.30)

Offenbar gilt: A ist Eigenwert von (3.10) mit Eigenfunktion u genau dann, wenn p:=1-a
Eigenwert von (3.30) ist mit Eigenfunktion u. Satz 3.2.4 gilt genau dann fiir das Eigenwert-
problem (3.10), wenn er fiir das Eigenwertproblem (3.30) gilt, und nach Konstruktion ist
1 = 0 kein Eigenwert fiir (3.30). Mehr noch: Alle Eigenwerte von (3.30) sind laut Konstruk-
tion positiv. D. h.: Wir diirfen fiir den Beweis oBdA gleich annehmen, dass alle Eigenwerte
von (3.10) positiv sind. Nun greift Satz 3.2.9: A ist Eigenwert von (3.10) mit Eigenfunktion u
genau dann, wenn py = 1 Eigenwert ist von

T:C()—C), Tf(x)::fK(x,z)f(t)dt (xe)
1
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(K aus (3.21)) mit Eigenfunktion w = y/ru. Beachte: u = 0 ist kein Eigenwert von T nach
Satz 3.2.9! Nun ist aber T kompakt und selbstadjungiert nach Satz 3.2.10 und Satz 3.2.11.
Nach Satz 3.2.15 hat T eine Folge (i) von Eigenwerten mit

n—oo

lwo| = || =.... wn—=0,

n—oo

und da alle Eigenwerte positiv sind, gilthier yo =2 1 =2y =..., up >0fiiralleneN, y,
0. Sei (wy) ein zugehoriges Orthonormalsystem von Eigenfunktionen. = A, := i fiir alle
n = 0 sind Eigenwerte von (3.10) mit zugehoérigen Eigenfunktionen v,, := % wy, fiir alle n = 0.

Dabei gilt im Sinne von (3.12):

(Vm»Vn>r:fVmVnrdx:fwmwndxzémn)
1 1

d.h. (vy) ist ein Orthonormalsystem beziiglich des Skalarprodukts (3.12). Nach Satz 3.2.6
sind alle Eigenwerte einfach, also po > pu; > o > ..., un >0, pn 172, 0, also A <A <A<
coo A === 00. Bleibt zu zeigen:

3.2.16 Satz Fiir die Eigenfunktionen v, (n = 0) des Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblems
Problem 3.2.2 gilt: v, hat in la,b| genau n Nullstellen. Zwischen je zwei aufeinanderfol-
genden Nullstellen von v, liegt eine Nullstelle von v,41. Sind a < x1 < X2 <...< X, < b die
Nullstellen von vy, so liegt inla, x1| und in |x,, bl eine Nullstelle von vy .

Bewers Dass v, in |a, b[ genau n Nullstellen hat, beweist man mit Hilfe der Priifer-Trans-
formation (vgl. Beweis von Satz 2.6.8) und einigen tiifteligen Argumenten, die wir aus Zeit-
griinden weglassen miissen. Am besten kann man die Details nachlesen bei Hsieh und
Sibuya (1999), S. 159ff., Beweis von Theorem VI.3.11, und bei Coddington und Levinson
(1998), S. 212 ff., Beweis von Theorem 2.1 oder bei Weidmann (1987a). Einen Teil der Aussa-
gen von Satz 3.2.16 kann man sehr durchsichtig mit der Methode des Beweises von Satz 2.6.5
beweisen. Wir zeigen:

(I) Hat v, in ]a, b[ genau k = 0 Nullstellen a < x; < xp <... < X < b, so hat v, in ]a, b[
k+1 Nullstellen x},..., X, ,,, so dass a<x; <x; <X, <Xz <...<Xp <X, <b.
Begriindung:

(i) Zwischen x; und x;4; (1< j < k—1) liegt eine Nullstelle von v, nach Satz 2.6.5.
(i) Inla,x;[undin |xg, b| (Fall k = 1) (bzw. in]a, b[ im Fall k = 0) liegt eine Nullstelle
von V1.
Begriindung: Sei
) falls k=1,
“|b, falls k=o.
Angenommen, die Behauptung sei falsch. Dann diirfen wir oBdA annehmen,
dass fiir a < x < c gilt: v, (x) >0, vy41 (x) > 0. Aus
Lv,+A,rv, =0,

Ly +Aps17vpg1 =0
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erhalten wir (Multiplikation mit v,+; bzw. v, und Subtraktion):

0=vp1Lvy—vpLvpe — Aps1 = Ap) 100 VR4

Satz2.6.4 d Vnil Un
= __'( / = Anse1 = An) rvRvpsa
dx Un+1 %% —_——— — —
>0 >0 auf ]a,c[
¢ v val1€
n+l1 n
z0<f Aps1 = Ap)rvpvpardx=|pl , (3.31)
a Vn+1 Un a

Schon in Lemma 3.1.7 haben wir gesehen, dass die Randbedingungen implizie-

Un+1 Un
1%

ren, dass fiir x = a und fiir x = b verschwindet.

a1 Un
Fall (A) Fiir ¢ = b ist die rechte Seite in (3.31) gleich Null: Widerspruch!
Fall (B) Fiir ¢ = x; ist die rechte Seite von (3.31) gleich

Un+1 (x1) v, (1)
p(x1) 20 | =P 1) vpsr (1) vy, (1) (3.32)
v () vy (x)

Hier ist p (x1) > 0, v+ (x1) =0, aber v;, (x1) <0, d.h. die rechte Seite von
(3.32) ist < 0. Das aber ist ein Widerspruch zur Positivitdt von (3.31).

Der gleiche Schluss klappt fiir | xk, b[: Wieder nimmt man oBdA an, dass v, (x) >
0, Un+1 (x) >0 auf | xx, b[, und hat

b
0<f Ans1=AR) rvpvpsdx
x

k

-[»

= —p (%K) vas1 (x) U, (k)

Unsl Up (3.33)

!/ !
Vn+1 Un

Xk

(auch hier verschwindet die Determinante an der Stelle b, v, (x;) = 0). Hier ist
p(xk) >0, vps1 (xk) =0, v, (xx) > 0, also (3.33)< 0: Widerspruch zu (3.31)!

Damit ist (I) bewiesen. Zum vollstindigen Beweis von Satz 3.2.16 fehlen noch zwei
Punkte:

(IT) Zwischen je zwei aufeinander folgenden Nullstellen von v,4 in ]a, b[ liegt eine Null-
stelle von v,. (= Hat v, genau k Nullstellen in ]a, b, so hat v, dort genau k+1
Nullstellen.)

(I vy hat in ]a, b[ keine Nullstelle. O

Die Punkte (IT) und (III) lassen wir aus Zeitgriinden offen. O
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Bemerkung Das in Satz 3.2.16 angesprochene Nullstellenverhalten liegt bei vielen klassi-
schen Systemen orthogonaler Polynome vor (Legendresche Polynome, Tschebyscheffsche
Polynome, Laguerresche Polynome, Jacobische Polynome, ...). Zu diesen Polynomen siehe
z.B. Courant und Hilbert (1924, 1937) oder Tricomi (1955) oder Szeg6 (1998).

Bemerkung Hochstadt (1975) behauptet, dass man dhnlich wie oben auch zeigen kann,
dass zwischen je zwei aufeinander folgenden Nullstellen von v,4; auch eine Nullstelle von
v, liegt. Das kann so nicht stimmen: Wir haben oben den Vergleichssatz benutzt, und der
unterstellt nur die Giiltigkeit der Differentialgleichungen, aber keine Randbedingungen. Aus
den Differentialgleichungen

V'+w’y=0, A =w’<l, (3.34)
YV'i+y=0, =1 (3.35)

folgt aber nur: Die Nullstellen der Lésungen von (3.34)
y1(x) = Acos(wx+ a) (A#£0)

haben konstanten Abstand 7, > 1, die Nullstellen der Lsungen von (3.35)
y2(x)=Bcos(x+p)  (B#0)

haben aber den konstanten Abstand 7. Zwischen je zwei aufeinander folgenden Nullstellen
von y; liegt eine Nullstelle von y», eventuell sogar mehrere Nullstellen von y», aber zwischen
2 aufeinander folgenden Nullstellen von y, braucht keine Nullstelle von y; zu liegen. Fiir
die Giiltigkeit von Satz 3.2.16 sind daher die Randbedingungen ganz wesentlich!

Literaturhinweise: Bei Heuser (1995b) und Walter (1976b) findet man gut lesbare Darstel-
lungen des Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblems, desgleichen bei Peyerimhoff (1970),
Storch und Wiebe (1999). Hervorragend ist auch Coddington und Levinson (1998). Dort
wird auch das sog. ,singuldre“ Sturm-Liouville-Problem behandelt. Zu diesem gibt es viele
weitere Literatur, z. B. Hellwig (1964), Jorgens (1964), Jorgens und Rellich (1976), Weidmann
(1987b), Weidmann (2003). Dieses Buch enthélt eine sehr schone Behandlung von regu-
larem und singuldrem Sturm-Liouville-Problem unter systematischem Einsatz der Spek-
traltheorie (auch unbeschréankter) linearer Operatoren im Hilbert-Raum. Eine gut lesbare,
moderne Darstellung der Theorie gewodhnlicher Differentialgleichungen (einschliellich des
Sturm-Liouville-Problems) ist Hsieh und Sibuya (1999). Ein klassisches Werk iiber die Eigen-
werttheorie gewohnlicher Differentialgleichungen ist Titchmarsh (1962, 1958). Den Zusam-
menhang mit Problemen der mathematischen Physik findet man in dem Klassiker Courant
und Hilbert (1924, 1937).

3.3 Entwicklungssatze

Wir behalten die Situation und die Bezeichnungen von Abschnitt 3.2 bei: Sturm-Liouvillesches
Eigenwertproblem: I = [a,b], p,q,r: I — R stetig, p stetig differenzierbar, p > 0, r > 0,
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Lu:= (pu) +qu (ue C* (). (a1,az) # (0,0) # (B1, B2):

Ryu:=au(a) +asu' (a)
Ryu:= Bru(b) + Bou' (b)

Wir betrachten das Eigenwertproblem

Lu+Aru=0
Ruu=Ryu=0  (ueC*(), LeR)

Eigenwerte Ao < A; < A3 <..., A, ——> 00, zugehoriges Orthonormalsystem von Eigenfunk-
tionen v, (n = 0), Skalarprodukt:

(.= | ferdsn  wm v, =S
Ist A = 0 kein Eigenwert, G die Greensche Funktion,

Kx,t)=—vrx)r®G(x,1,

so ist A Eigenwert von L mit Eigenfunktion v genau dann, wenn
(Tw) (x) := fK(x, Dw)dt=pw(x)
I

mitu=%, w=+\/rv.

3.3.1 Satz (Entwicklungssatz) Seien o<1y <Az <..., A, 27X, 0o die Eigenwerte des Sturm-
Liouvilleschen Eigenwertproblems und v, (n = 0) ein zugehdriges Orthonormalsystem von
Eigenfunktionen. Dann hat jedes f € C? (I) mit R,f = Ry, f = 0 die gleichmdifig absolut und
im quadratischen Mittel konvergente Reihenentwicklung

f: Z <f’vn>ry"
n=0

(frvn),:= ffvnrdx.
I

Bemerkung Der Satz gilt auch fiir alle f € C! (I) mit R,f = R f = 0. Siehe dazu Kamke
(1950).

Beweis Wie zu Anfang des Beweises von Satz 3.2.4 kénnen wir durch eine , Verschiebung“
erreichen, dass 0 kein Eigenwert ist. Dadurch werden die Eigenfunktionen nicht verdndert.
Daher kann oBdA angenommen werden: 0 ist kein Eigenwert. Sei f € C>(I), R,f = R, f = 0.

=>Lf=(pf) +qf=-VrgeCW,
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und 0 ist kein Eigenwert. Dann liefert Satz 3.1.5:

f(x)=fIG(x, 1) (—\/r(t)g(t))dt,
dh.
\/r(x)f(x)sz(x,t)g(t)dtz Tgx)eTH
I

mit H = C () und T aus dem Beweis von Satz 3.2.4. Satz 3.2.15b) liefert nun
oo
VIf=)Y (JTf, wi) wi, (3.36)
k=0
wobei die Reihe im quadratischen Mittel konvergiert und wobei hier
(u,v)zfuvdx (u,ve H=C ().
I

Nach Definition der vy = % wy. heildt das:

(&)
f= z (frvidy vk (Entwicklung im quadratischen Mittel)
k=0

Behauptung: Die Entwicklung gilt auch im Sinne der gleichmBig absoluten Konvergenz.
Begriindung: Unter (3.36) ist

T selbstadj.

Vrf, we) wi (x) =(Tg, wg) wi (%) (8, Twy) wi (x) =48, wi) pr Wi (x),

also

2 Wrfwdwe ()] = ) (g wi)| [pewr (0]
k=m

k=m

n b : (357
Csu
< ( Y (g, wk>2) ( > (mwr (X))Z) .
k=m k=m
Hier ist fiir alle k=0
ukwk(x)=fIK(x,t) wi (1) dt =(K(x,"), wg),
also nach der Besselschen Ungleichung (siehe z. B. Elstrodt (2002b))
% 2 2
Z (l,lk Wi (X)) = Z (<K (xr ) ’ Wk>)
k=m k=m
12
< [IK(x, )l (3.38)

:f(K(x, 0)?dt
1

<M?(b-a) (xel, mneN),
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wobei |K| < M auf I x I. (3.37) und (3.38) besagen dann mit der Besselschen Ungleichung:
Das Cauchy-Kriterium fiir die gleichmélige Konvergenz von (3.36) ist erfiillt, die Reihe

720 ) k), vk konvergiert also gleichmiRig absolut auf I. Da die Reihe im quadratischen
Mittel gegen f konvergiert und f stetig ist, folgt die Behauptung. |

3.3.2 Korollar (v,) ist ein vollstdndiges Orthonormalsystem in
L‘:‘(I) :{f: I — R messbar: fl|f|2rdx<oo}
(mit Skalarprodukt (f, g), = fI fgrdx), d.h. Fiir jedes f € Lf (I) gilt:
[e.0]
f= z (frvn), vn (Konvergenz im quadratischen Mittel).
n=0

Insbesondere gelten fiir f, g € L2 (I) die Parsevalsche Gleichung

r8r=2. frvn), (vn 8,
n=0

und die Vollstdndigkeitsrelation
2 2
115 = 2 [<Fromd ™

n=0

BEWEIS
U:={heC*(): Ryh=Ryh =0}

liegt dicht in L2 (I), und span(v,: n=0) =: V liegt dicht in U. = V liegt dicht in L2 (I).
Der Satz von der besten Approximation (siehe Elstrodt (2002c), dieser Satz gilt auch fiir
Prahilbertrdaume!) liefert nun die Behaptung. O

3.3.3 Satz (James Mercer, 1909) Es sei0 kein Eigenwert des Sturm-Liouvilleschen Eigenwert-
problems. Dann hat die Greensche Funktion G die gleichmdifsig absolut konvergente Entwick-
lung

(e8]

Gx,n=-y %vn(x) v () (xrel).
n=0""n

BEwEIS Sei wieder
Kxt):=—vrx)r®G(x,1

und dazu

(Tf)(x):fIK(x,t)f(t)dt (feCcm),
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Eigenwerte u,, Eigenfunktionen w, = y/rv,. Offenbar ist die Behauptung dquivalent zur
gleichmilig absoluten Konvergenz von

Kx,0) =) pnwn (x) wy(1).
n=0

1

Wegen A, o0, Ay = . gibt es ein N € N mit u, >0 fiir alle n = N. N sei im folgenden

fest gewédhlt. Wir setzen

n—-1
K (x,0):= K(x,0) = ) pewy (x) wy (1)
k=0

und dazu
T,: H— H, (Tnu)(x):fKn(x,t)u(t)dt (ue H=C()).
I

Eine kleine Rechnung liefert:

n—1
(Tpw,uy =(Tu,uy = Y pi{u, wi)>.
=0

Andererseits ist nach Satz 3.2.15b)
(&)
Tu= Z Ui U, Wi) Wi (Konvergenz im quadratischen Mittel),
k=0
also

(Tu,uy =) i, wi)?,
k=0

n-1
= (Tou,uy = (Tu,u) — Y g (U, wi)?
k=0 (3.39)

i, wid?.

18

k

n

Behauptung: Fiir alle n = N und x € I ist K, (x, x) = 0.

Begriindung: Angenommen n = N und K, (xg, xo) < 0 fiir ein xp € I. Dann gibt es ein § > 0,
so dass K, (x, ) < 0 fiir alle x, t € I mit |x— xg| <9, |t — x0| < 6. Wahlt man u € C(I), so dass
uz=z0,uz0{xel: ulx)>0clxg—9,xy+0I soist fiir n = N: (T,u,u) <0, und das ist ein
Widerspruch zu (3.39)

Fir alle n= N, x € I ist also

n—1
0<K,(x,x)=K(x,x)— Z Uk (w;C (x))z,
k=0
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und wegen pj > 0 fiir k = N folgt:

o0
> pi (ux () konvergiert auf 1, (3.40)
k=0

denn die Teilsummen sind fiir n = N monoton und beschriankt. Weiter ist firalle n=m = N,
tel

N-1
pe(we )’ <K, 0- Y pj(w; )’ <M
=0

J

-

mit geeignetem M > 0, also fiir alle x, ¢ € I:

n 2
Y el wg (x) wk(m) CSU(

k=m

(i (x))z) ( ) .Uk(wk(t))z)

n
< | X mk
<MY we(wr ).
k=m
(3.40) zusammen mit dem Cauchy-Kriterium hat die absolute Konvergenz der Reihe
[e.]
Y e wi (x) w (1)
k=0

zur Folge fiir alle x, t € I, und fiir jedes x ist die Konvergenz beziiglich ¢ gleichm#RBig absolut.

n—oo

K(x, 1) = Y pewi () we (£) =: L(x, 1), (3.42)
k=0

und bei festem x ist die Konvergenz gleichméalig bzgl. ¢. Fiir alle x € I gilt nun nach der
Vollstdndigkeitsrelation

f K2(x,0) dt = (K (5,), Kn (5,)
1

n-1 n—-1
=(K(x,),K(x,0) =2 Y (K (x,), w) wi (x) + Y pw? (x) (3.43)
k=0 k=0
n-l 2 n—oo
=K, )1% =Y ((K(x,), wg))” —=>0
k=0

wegen (K (x,-), wg) = g wy (x). Da bei festem x die Konvergenz bzgl. ¢ in (3.42) gleichmiRig
ist, folgt:

Vxel f(L(x, 0)?dt=0, (3.44)
I

d. h. wegen (3.43)

1K (e, )12 = Y 1 (wr (0)° (3.45)
k=0



136 3 Rand- und Eigenwertprobleme

Da L(x,-) stetig ist, liefert (3.44)
Vxel L(x,)=0, dh.Vx,tel L(x1t)=0,

d. h. wegen (3.44)

Kx,0)=)Y prwrQwe ()  (x,t€D.s (3.46)
k=0

Das ist zwar die behauptete Reihenentwicklung, aber bisher wissen wir nur, dass die Reihe

fiir jedes x € I bzgl. ¢ gleichmilig absolut konvergiert. Deshalb miissen wir noch einmal
ausholen zum Beweis der GleichméRigkeit der Konvergenz bzgl. x, t € I: (3.46) liefert:

K0 =Y w(wp @) (xeD. (3.47)
k=0

Die Teilsummen der Reihe sind fiir n = N monoton (wegen p > 0 fiir k = N), alle Terme sind
stetig, und x — K (x, x) ist stetig. Der Satz von Dini liefert dann: (3.47) konvergiert gleichma-
Big auf I. Nochmalige Anwendung der Abschétzung (3.41) liefert: Das Cauchy-Kriterium fiir
die gleichméRig absolute Konvergenz von (3.46) ist erfiillt, d. h. (3.46) konvergiert gleichma-
Big absolut, wie zu zeigen war. O

3.3.4 Korollar Sei 0 kein Eigenwert des Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblems. Dann
gilt:

a)

o0

n=0 /171

—fG(x,x)r(x) dx =
I

Die Reihe konvergiert absolut, da fast alle Terme positiv sind.

b)

ff (G, 0)°r(x)r@)dxdt= iz
Ix1 n=0 /ln

Beweis  a) klar, da wy = /v und
flvi Xrx)dx=1,
und gliedweise Integration in (3.47) ist zuldssig wegen der gleichmé&Rigen Konvergenz.
b)
ffI (G, )21 ()7 (1) dxdt:fIIIK(x, I? dx

345 [R5 2 S 2 =
=0 Y we(we () dx= ) =) -
T'k=0 k=0 k=0 Ak

1

Die Reihe in der letzten Zeile ist dabei gleichméillig absolut konvergent, da (3.47)

gleichmillig absolut konvergent ist und ke, O
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3.3.5 Korollar Fiir die Eigenwerte des Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblems gilt:
1
Z /1— konvergiert

(auch wenn 0 Eigenwert ist!). Der Strich am Summenzeichen bedeutet: Der Eigenwert 0 ist
von der Summation auszuschlieBen, wenn 0 Eigenwert ist.

Bewels Parameterverschiebung um a wie zu Beginn des Beweises von Satz 3.2.4 liefert mit
Korollar 3.3.4:

X 1
> konvergiert,
=0 /1;1 -
und wegen 1, —— oo folgt:
X, 1
Z /1— konvergiert. a

Interessante Aufgaben und Beispiele finden sich noch bei Heuser (1995a), S. 419f.
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