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2 CARSTEN SCHUTT

1. EINFUHRUNG

FEine Differentialgleichung ist eine Gleichung, in der unabhéngige Variablen,
Funktionen und Ableitungen von Funktionen auftreten.

Eine Losung einer Differentialgleichung ist eine Funktion f, die diese Gleichung
erfiillt. Haufig schreibt man auch y = f(x) und

F(x’ y? y/7 M "y(n)) = 0

Die Ordnung einer Differentialgleichung ist gleich der Ordnung der héchsten Ableitung,
die in der Gleichung auftritt. Gleichungen, in denen auch partielle Ableitungen
auftreten, heissen partielle Differentialgleichungen, die anderen heissen gewohnliche
Differentielgleichungen.

Wir wollen hier lernen, wie man Losungen von Differentialgleichungen findet.
Haufig sind wir nicht an irgendeiner beliebigen Losung interessiert, sondern an
Losungen die bestimmte Bedingungen erfiillen, z.B. sogenannte Anfangswerte: Finde
eine Losung f(x) der Differentialgleichung

Fx, f(z), f'(z)) =0

die im Punkt z¢ den Wert yg annimmt, d.h. f(z¢) = yo. Dann stellt sich die Frage
nach der Eindeutigkeit der Losung.

Differentialgleichungen treten in Physik, Chemie, Biologie, Ingenieurwissenschaften,
Geowissenschaften, Ozeanographie, Geowissenschaften und Wirtschaftswissenschaften
auf.

Beispiel. (i) (Bakterienwachstum) Durch Beobachtung stellt man fest, dass der
Zuwachs einer Bakterienkultur in kleinen Zeitrdumen proportional zur Gréfie der
Bakterienkultur selbst ist. Dann erfillt die Grofie der Bakterienkultur P(t) zur Zeit

t die Differentialgleichung

dP
> —aP
o = aP()

Die Lésungen der Gleichung sind durch

gegeben.
(ii) (Bevdlkerungswachstum und logistische Differentialgleichung) Das Wachs-
tum der Bevdlkerung der Welt ldsst sich approximativ durch die logistische Differ-

entialgleichung
dP

— =P —1P?
a ~ T
beschreiben. Als Losungen erhalten wir
g
P(t) =
O = s — e
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(iii) (Verbreitung von Gerichten) Eine menschliche Population habe die Anzahl N.
Ein Geriicht verbreite sich durch Mundpropaganda: FEin Mitglied der Population
erfahre das Geriicht dadurch-und nur dadurch-, dass ein anderes Mitglied es ihm
Jihr erzdhlt. I(t) sei die Anzahl der Informierten zur Zeit t und k die Anzahl der
Kontakte, die jeder Informierte in einer Zeiteinheit habe. Dann gilt approximativ

die Differentialgleichung

dI N -1
iy A Seh
dt N

und es ist

N
M= —new

eine Losung.
(iv) (Freier Fall) Ein Massenpunkt bewege sich nur unter Einfluss der Schw-
erkraft entlang der x-Achse. Dann gilt

ma = mg

und
z(t) = 2(0) + v(0)t + gt

wobei x(t) der Ort und v(t) die Geschwindigkeit zur Zeit t sind.
(v) (Freier Fall mit Luftwiderstand) Fir den freien Fall mit Luftwiderstand set-
zen wir als Differentialgleichung

mI = mg — px

an, wobei p als Widerstandskoeffizient bezeichnet wird. Als eine Lésung erhalten
wir

Lésungen. P(t) bezeichnet die Grofie der Bakterienkultur zur Teit ¢.
P(t+ At) — P(t) = AP ~ aP(t)At

Hieraus ergibt sich

AP P
— ~aP(t) bzw. C;—t =

Az aP(t)

Wir leiten nun die Losung her. Offensichtlich ist P = 0 eine Losung der Gleichung,
die aber wenig interessant ist. Wir nehmen an, dass es einen Zeitpunkt ¢y mit
P(ty) # 0 gibt. Da P stetig ist (P ist differenzierbar), gilt P(t) # 0 in einer
Umgebung von tp.

Hieraus folgt

L1 4p t
——ds=/ads=at—t
/,5‘j P(s) ds ( )

to
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P(t) 4 P(t
oz(tfto):/ —dP =1n *)
Pito) P P(to)

P(t) = P(tg)e®!~")

(ii) Die Erdbevolkerung hat sich etwa alle 35 Jahre verdoppelt. Es liele sich also
hier das Bakterienmodell anwenden. Wir erhalten fiir die Bevolkerungszahl P im
Jahre ¢ 4+ 1986

P(t+1986) = 5- 10"

und speziell
P(2501) ~ 148, 7 Billionen Menschen

Dies ist unrealistisch, da die feste Erdoberflaiche ungefahr 149 Billionen Quadrat-

meter betragt.
P.F. Verhulst (1804-1849, belgischer Mathematiker) schlug die logarithmische
Differentialgleichung

~— =~P —7P?
a 0T

vor, wobei v die Geburtsrate und 7 die Sterberate ist. Diese Gleichung beriicksichtigt
die Verschlechterung der Lebensumstéinde durch die grofiere Bevolkerungszahl. Wir

16sen nun die Gleichung.
1 dP

:’yP—TPQE

t t 1 dP
ds :/ - ds
/to o VP(s) = TP(s)? ds

Wir wenden nun Partialbruchzerlegung an.

_ 1t _1_ . _ 7T _
P(y—71P) ~P ~(y—7P)

1

to T dP
t-to= / 7P A P(s) ds
B P q T
B /P(to) YP(s) * v(y — 7P(s))
Pt) 1. ~—7P(t)

1
— ——1In
v P(to) v ~v—71P(t)

dP

Wir erhalten

Y(t—to) _ P(t)(y — 7P(t))

‘ P(to)(y — 7P(1))
o Y
P(t) R (% — 7_>e—'y(t—to)

(iii) Jeder Informierte hat in einer Zeiteinheit k Kontakte. Wir nehmen an, dass hi-
ervon ¢(t)k Kontakte mit Nichtinformierten stattfinden, wenn ¢(t) der Prozentsatz
der Nichtinformierten zur Zeit bezeichnet. Es gilt
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Also wird im Zeitintervall At von einer informierten Person an

N - I(t)

q(t)kAL = EAt

Nichtinformierte die Information weitergegeben. Da es I(¢) Informierte gibt, wird
in einer Zeiteinheit A die Information an

I(t) N _NI(t) kAt
Also gilt
Al ~ I(t) ( )kAt
bzw. ar klE
dt N

Dies ist eine logistische Differentialgleichung. Mit tg = 0, v = k, 7 = % und
I(to) = 1 erhalten wir
N

0= w—nem

(iv) Es sei m die Masse des Massenpunktes und

z 2.,
v(t) = 2(t) = C(ii_t und b(t) = i(t) = Z?

sind Geschwindigkeit und Beschleunigung. Nach dem Newtonschen Kraftgesetz gilt
fiir die Kraft K = m&. Ausserdem gilt in der Nahe der Erdoberfliche K = myg.
Also folgt & = g.

/t gds = /t #(s)ds = (t) — ito)
(t—to)g = @(t) — (to)

/t(s — to)gds = /tﬂb(s) —i(to)ds

Lt = 12)g — gto(t — to) = x(t) — (to) — i(to)(t — to)
(t) = x(to) + ((to) — gto)(t — to) + $9(t* — 1)
Mit tp = 0 und v(0) = %(0) erhalten wir
z(t) = 2(0) + v(0)t + gt

(v) Es gilt
mI = mg — pt

Mit & = v erhalten wir
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Mit der Substitutionsformel erhalten wir

t t . o(t)
/ ds = L(s)ds = / Ldv = —
to to Mg — pv(s) v(te) Mg — PV

m . mg = pu(t)

t—tg=—
p mg— pv(ty)

m
p

1y ™9 = po(t)
mg — pv(to)
—to)ds
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2. EINFACHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND LOSUNGSMETHODEN

(1) Richtungsfeld

Es handelt sich hierbei um ein Verfahren, eine Differentialgleichung graphisch zu
l6sen. Es stellt auch ein Hilfsmittel dar, um das Verhalten von méglichen Losungen
zu studieren und um so eventuell einen Losungsansatz zu finden.

Die Gleichung

y = f(z,y)

ordnet jedem Punkt (z,y) des R? eine Steigung zu. Aus diesen Linien- bzw. Stei-
gungselementen kann man Losungskurven zusammensetzen. Natiirlich erhédlt man
so keine exakten Losungen.

Beispiel.

(i)y =2*>+y* xe[-1,1], y € [-1,1]
(ii) y =xy, x € [-1,1], y € [-1,1]
(iii) y =", x € [-1,1], y € [-1,1]

A A T
S S A A tdttmama st AL t:\\\\»»*”/////
/////////////// \\\\\\‘—»4»’—’)/7////
/////xy,yxt//// \\\\\,\&,4».—»/////
AP AP A e R g g
VAP A e e r av ., - > "
VA A G —— e - - >
LA A R . I il e i et i i i
VA A R . . It i e i il i
VAP AP S A g i i S UG
A A A v ow oo AN g R
A A v v ovoeoeowowow A S /////"”""‘\\\\\
S ASA A totovowowowoooa AN ;////)”*"‘\\\\\
SAASA o towowomomoa fASS /;///”***»\\\\\
frAA A pf )] T LN
y = a? +y? y =y
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rrri/////////‘//‘
/r//I/I////////
,f/////////////
rr//////////‘///
v 4 A A A A A A A AASAASN
A A A A A A A A A A A A AA
A A A A A A A A A A A A A AA
A A A A A A A A A A A A A A A
A A A A A A A A A A A 7 A A
A A A A A A A A A A A A A A ox
f AAA A A A A A A 4t v o ow
P S A A A A A A o ow oo
PRI A A A A At ot r e
/////////////rr
/////////I/Irrr
yliely

(ii) Getrennte Verénderliche
Es seien f : [a,b] = R und g : [¢,d] — R stetige Funktionen und es gelte fiir alle
y € [e,d], dass g(y) # 0. Die Differentialgleichung

G

9y

hat
y(x) = G H(G(y(w0)) + F(x) — F(x0))

als Losungen. Hierbei ist G Stammfunktion von g und F von f. G ist invertierbar,
da g entweder strikt positiv oder strikt negativ ist.
Wir zeigen, wie man auf diese Losungen kommt. Aus der Differentialgleichung
folgt
9wy = f(z

vt [

Mit der Substitutionsformel folgt

y(x) x
/y oy = / S

G(y(@)) — Gly(xo)) = F(x) — F(xo)

(iii) Homogene Differentialgleichungen
Es sei h : [a,b] — R eine stetige Funktion und

r-o(2)

Als Losungsansatz verwenden wir

u(z) = == bzw. zu(z) = y(x)
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Hierbei schlielen wir den Fall z = 0 aus.

uw(z) + xu'(z) = h(z)

Dies ist eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen. Wir kénnen nun (ii)
anwenden.
Wir haben gezeigt, dass u eine Losung von

u/ _ h(u) —u

T

s=h()

ist. Die Umkehrung kann man ebenfalls zeigen.

ist, falls y eine Losung von

Beispiel.

[ V)

YT
r 2

ist eine homogene Differentialgleichung. Sie hat

oo () o

Zo

1
3
g )

als Losungen.

Lésung. Wir setzen u = ¥ bzw. ru = y. Dann gilt

v +u=1y
xu’—i—uzu——Q
u
1
u = -— bzw. — iy ==
Tu x

T T 1
—/ uZu’dt:/ ~dt
xo xo t

Mit der Substitutionsformel folgt

—1u(z)® + u(zo)® =In
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(iv) Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Es seien g, h : [a,b] — R stetige Funktionen. Die Differentialgleichung

Y +g(x)y = h(z)

heisst lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Falls h = 0, so sagen wir, dass
die Gleichung homogen ist. Dies entspricht der Terminologie der linearen Algebra
und sollte nicht mit den Gleichungen von (ii) in Zusammenhang gebracht werden.

Die Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung bilden einen 1-dimensionalen
Teilraum des Vektorraumes C'[a, b] aller stetig differenzierbaren Funktionen. (Falls
y Losung ist, dann ist y’ = —gy notwendig stetig.)

Man erhalt samtliche Losungen der inhomogenen Gleichung, indem man zu einer
speziellen Losung der inhomogenen Gleichung die Losungen der homogenen addiert.

Falls y; und yo Loésungen der homogenen Gleichung sind, dann gilt

Yy +9y1 =0 Yy +gy2 =0

Wir addieren beide Gleichungen.

(1 +v2) + 91 +1y2) =0

Also ist y; + yo eine Losung. Genauso zeigt man, dass ay eine Losung ist, falls
a € R und y eine Losung ist. Damit ist gezeigt, dass die Losungen der homogenen
Gleichung einen Teilraum bilden. Wir zeigen nun, dass sdmtliche Losungen der
homogenen Gleichung von der Form

y(x) = coxp <_ /x g(t)dt> ceR

0

exp (— /x g(t)dt)

ist eine Basis des Losungsraumes.
Man findet diese Losungen leicht, da y' = —g(z)y getrennte Variablen besitzt.
Wir nehmen nun an, dass es Losungen gibt, die von anderer Gestalt sind. Also

sind, d.h. die Funktion

i) = w)exp (- [ a0yt ) = a(a)expl~Gia)

0

(Da die e-Funktion strikt positiv ist, kann man immer hierdurch dividieren.) Es
folgt
y' = @ exp(—G) — Pgexp(—G) = —gy = —gP exp(-G)
P’ exp(—G) =0
' =0
Nach Analysis Iist ® damit eine konstante Funktion.

y1 und yo seien Losungen der inhomogenen Gleichung. Wir zeigen, dass y; —
yo eine Losung der homogenen Gleichung ist. Hieraus folgt sofort, dass sich alle



GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 11

Losungen der inhomogenen Gleichung durch eine spezielle plus sdmtliche Losungen
der homogenen gewinnen lassen.

yitgyp=nh Y2 +gy2 =h
Wir subtrahieren die zweite Gleichung von der ersten.
(y1 —y2) +9(y1 —y2) =0
Das Anfangswertproblem
y' +g(x)y = h(z) y(wo) = 1o

hat genau eine Losung

y(z) = e~ 4@ (yo +/ h(t)eG(t)dt)
Zo

mm=/%wm

0

wobei

Dass es sich hierbei um eine Losung handelt, lasst sich leicht durch Einsetzen
nachpriifen. Wir wollen hier aber die Methode darstellen, mit der man diese Losung
berechnet. Es ist die Methode der Variation der Konstanten. Wir setzen

y(z) = C(z)eC@ amzjﬁww

0

(Man nimmt also an, dass die Konstante C, die in der homogenen Losung auftritt,
tatséchlich eine Funktion ist.)

Y +gy=Ce +C(-@e ¢ +gCe % =h
Wegen g = G’ folgt

C'e®=h C' = he®
| neca (/c’m C(x) - (o)
C(x) fC’(:co)+/ h(t)eC® dt

y(z) = C(x)e ¢ = ¢=C@ <C’(:ro) + /: h(t)eG(t)dt)

0

Die Bedingung y(z¢) = yo fuhrt wegen G(z0) = 0 auf

y(2) = Cla)e=C@) — ¢~G@) <y0 +/ h(t)eG(t)dt>

Die Eindeutigkeit dieser Losung folgt, da wir die Gesamtheit aller Losungen kennen.
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(v) Bernoulli-Gleichung (Johann Bernoulli, 1667-1748)

Johann war der jiingere der Briider Bernoulli. Sein Vater wollte, dass er Kauf-
mann wird, und, als dies nichts wurde, sollte er Medizin studieren. Er hat bei
seinem alteren Bruder Jakob Mathematik studiert.

Johann bearbeitete das Brachistochronen-Problem: Welches ist der Weg, auf
dem sich ein Massenpunkt unter Schwerkraft in kiirzester Zeit von einem Punkt
zum néachsten bewegt. Die zugehorige Differentialgleichung lautet

Er fand heraus, dass es sich um eine Zykloide handelt.

x =1(¢ — sin @)
y=r(1l—cos¢)

Er forderte andere Mathematiker heraus, das Problem zu lésen. Er verriet nur,
dass die Losung eine wohlbekannte Kurve ist. Insbesondere schickte er einen Brief
an Newton, weil er vermutete, dass Newton Methoden von Leibniz gestohlen hatte
und deshalb wohl nicht in der Lage sei, das Problem zu losen. Newton erhielt den
Brief am 29.1.1697 gegen 16 Uhr und hatte einen anstrengenden Tag hinter sich.
Gegen 4 Uhr morgens hatte er das Problem gel6st.

Wegen dieses Vorganges schrieb Leibniz einen Brief an die Royal Society und
erklarte, dass er nichts damit zu tun habe.

Die Losungen des Brachistochronen Problems von Newton, Leibniz, Jakob Bernoulli
und Johann Bernoulli sind gemeinsam im Mai 1697 in der Zeitschrift Acta Erudi-
torum verdffentlicht worden.

Man bezeichnet

Y +g(x)y + h(z)y* =0 a#l

als Bernoulli-Gleichung, wobei g, h : [a,b] — R stetige Funktionen sind.
Wir 16sen dies Gleichung. Wir kénnen diese Gleichung auf eine lineare Differ-
eentialgleichung zuriickfithren. Man multipliziert die Gleichung mit (1 — «)y .

(1—a)y Y + (1 —a)g(x)y' "+ (1 —a)h(z) =0

W) + (1 —a)g(z)y' ™+ (1= a)h(z) =0

Wir setzen z = y'~ und erhalten
2+ (1 —-a)g(x)z+ (1 —a)h(x) =0

Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung.
(vi) Riccati-Gleichung (J.F. Riccati, 1676-1754)

Es seien g, h, k : [a,b] — R stetige Funktionen. Man nennt

Y + g(x)y + h(zx)y® = k(x)
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eine Riccati-Differentialgleichung. Falls man eine spezielle Losung der Riccati-
Gleichung kennt, so kann man die Riccati-Gleichung in eine Bernoulli-Gleichung
iiberfithren: Es sei ¢ eine bekannte Losung der Riccati-Gleichung. Dann folgt aus

&+ gbp+ho? =k
v +gy+hyt=k

(y—9¢) +9ly—9)+h(y*>—¢°)=0
Mit
V= =y—d)y+9)=u—0)(y—¢+20)
erhalten wir

(y—9) + (g +20h)(y — ¢) + h(y — ¢)* =0

Dies ist eine Bernoulli-Gleichung.
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3. EXAKTE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Es seien P,Q : (a,b) x (¢,d) — R stetige Funktionen. Man sagt, dass die
Differentialgleichung

P(z,y) + Q(%y)@ =0

dx
exakt ist, falls es eine Funktion F : (a,b) x (¢,d) — R gibt, so dass
oF _p or _
Or Jy

und falls P und @ stetig sind. In diesem Fall 1dsst sich eine solche Gleichung leicht
16sen. Mittels Kettenregel folgt.

dF(z,y(z)) _ 0F(z,y)  OF(z,y)dy _

dx ox oy dr 0

Also gilt
dF (z,y(z))
dx
D.h. dass y eine implizite Funktion der Gleichung F(z,y) = c ist.

=0 bzw. F(z,y(z)) =c

Satz. Es seien P,Q : (a,b) X (¢,d) — R stetige Funktionen. Die Differentialgle-
ichung

P(x,y) + Q(%y)j—z =0

sei auf (a,b) x (¢,d) exakt und F sei eine Stammfunktion. Dann ist y genau dann
eine Losung der Differentialgleichung auf (a,b), wenn es ein ¢ gibt, so dass fir alle
x € (a,b)

F(z,y(x)) = c

gilt.

Satz. Es seien P,Q : (a,b) x (¢,d) — R stetig differenzierbare Funktionen. Die
Differentialgleichung

Pz, y) + Q(%y)j—i =0
ist genau dann exakt, wenn auf (a,b) X (¢, d)
or _ 0
y Or
gilt.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass es eine Stammfunktion F' gibt. Aus der Vor-
lesung Analysis I wissen wir, dass fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
F:(a,b) x (¢,d) = R

0*F _ 0*F

0xdy  Oyox
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gilt. Andererseits gilt

0Q  9*’F 9*F 0P
or  Oyox oyox Oy
Wir nehmen nun an, dass %—5 gllt Wir setzen

(z,y)
F(z,y) = /( P(s,t)ds+ Q(s,t)dt

%0,Y0)

Zur Wohldefiniertheit dieses Kurvenintegrals muss man zeigen, dass es tiber geschlossene
Wege 0 ist. Nach dem Satz von Green gilt

/aG P(s,t)ds+ Q(s,t)dt = //@—a—Pd t)=0

O

Beispiel. Die Differentialgleichung

d
2xy® + 3x?y? el =0

dr
ist exakt und hat ,
y=cx 3 ceR
als Losungen.
Lésung. Aus
P(z,y) = 2zy° Q(x,y) = 3z%y°

folgt

oP E?Q

—— = 6zy’ =6

ay Y oz = 0y
Nach Satz existiert eine Stammfunktion F. Fiir eine solche Stammfunktion muss

oF oF

il PROYE =3

ox vy 8y v
Hieraus folgt

F(z,y) = 2*y* + ¢(y) F(z,y) = 2*y® + ¢(x)

gelten, wobei ¢ und v differenzierbare Funktionen sind. Damit folgt weiter
F(a,y) = 2% +c
Also gilt fiir die Losungen 22y> = c. Schliellich erhalten wir

Yy =cx

wio

ceR
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Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhalten wir, dass dies (sdmtliche)
Losungen auf (0,00) sind. O

Ist die Differentialgleichung

P(x,y) +Q(w7y)j—z =0

nicht exakt, so kann man versuchen eine Funktion M (z,y) zu finden, so dass

M(z,y)P(x,y) + M (2, y)Q(x, y% —0

exakt ist. Falls M iiberall von 0 verschieden ist, so gilt genau dann
dy dy
P(z,y) + Qz,y)—— =0  wenn  M(z,y)P(z,y) + M(z,y)Q(z,y) — =

und die Losungen beider Gleichungen sind identisch.
Wir miissen also eine Funktion M finden, so dass

OMP  OMQ
oy  Ox

gilt. M heifit integrierender Faktor. Dies kann moglicherweise schwerer sein, als
die urspriingliche Gleichung zu 16sen. Man ist auf Intuition und Gliick angewiesen.
In manchen Fallen gibt es eine solche Funktion, die nur von z abhangt. Dann
vereinfacht sich das Problem zu

orP  _dM oQ dM _ M (0P 0Q
dy _Qdaz +M8x baw. dr  Q (83/ 89:)

Beispiel. Die Differentialgleichung

d
(3zy + y?) + (2® + zy)% =0

ist nicht exakt. Fin integrierender Faktor ist M (x) = x. Ldsungen der Gleichung

sind
2c B 4
y=-ct\/ 5tz x#£0, 2¢>—=x
x

Lésung. Aus

P(z,y) = 3y + y* Q(z,y) = 2* + a2y
folgt
oP oQ
= = 2 !
By 3z + 2y g r+y
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Wir suchen nach einem integrierenden Faktor M, der nur von x abhangt.

dM:M(3x+2y)—(2m+y) M x4y M

dx x? +xy z(x+y) =
Wir 16sen die Gleichung und finden, dass M (z) = z eine Losung ist. Deshalb ist

d
322y + 2y?) + (2° + 22 )ﬁ =0

eine exakte Gleichung. Wir 16sen sie. Es muss gelten

oF OF
— = 32%y + 2y° — =2+ 2%y
Or oy
Hieraus folgt
F(z,y) = 2%y + 32%9° + ¢(y) F(z,y) = 2%y + 32%° + ¢()

Somit erhalten wir
F(x,y) =2’y + 2%y’ + ¢
und die Losungen erfiillen
a:3y + %xzyQ =c
2c

v 2y =

2
y:—xj:y/—g—i—xQ
x

17
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CLAIRAUT UND D’ALEMBERT

Alexis C. Clairaut, 1713-1765, wurde in Paris geboren und war das, was man
als Wunderkind bezeichnet. Mit zehn Jahren las er I'Hopitals Analyse des inifin-
iment petits und hielt mit 12 Jahren einen Vortrag an der Pariser Akademie der
Wissenschaften. Mit 18 wurde er Mitglied der Akademie und forschte dann auf
dem Gebiet der Himmelsmechanik. Spéater interessierte er sich fiir Paddagogik und
schrieb Lehrbiicher.

Jean d’Alembert wurde als Kind von seiner Mutter auf den Stufen einer Pariser
Kirche ausgesetzt. Sie hatte ihr Gelobnis als Nonne gebrochen und befiirchtete
grossere Schwierigkeiten. d’Alembert wurde von einer armen Familie adoptiert,
wurde aber von seinem leiblichen Vater finanziell unterstiitzt. 1738 wurde er
Rechtsanwalt, interessierte sich aber fir Mathematik. Er studierte Mathematik
selbst und verdffentlichte Arbeiten auf den Gebieten Differentialgleichungen und
Hydrodynamik. 1741 wurde er Mitglied der Pariser Akademie und wurde einer der
fihrenden Mathematiker seiner Zeit.

In einigen Fallen lasst sich eine Differentialgleichung dadurch l6sen, dass man y’
als Parameter p einfithrt und die Losung in Parameterform (x(p),y(p)), p € [a, b),
angibt. Die Differentialgleichung

y=uxzy +9)

heisst Clairaut-Differentialgleichung. Wir nehmen hier an, dass g € C'[a, b] gilt.
Wir losen diese Differentialgleichung, indem wir 3/ = p als Parameter einfiihren.
Nach der Kettenregel gilt

d
,_dy _dydp g
dxr dpdx Fn

bzw.
dr  dy
Pap = ap
(Wir nehmen an, dass diese Ausdriicke sinnvoll sind. Wir werden sehen, dass wir
mit diesem Ansatz Losungen erhalten.) Wir haben also

y(p) = z(p)p + 9(p)
pE =1y

Wir differenzieren die erste Gleichung nach p.
y=pt+zr+g
Wegen pi = g folgt © = —¢g. Somit haben wir, dass

z(p) = —g(p)
y(p) = —pg(») + 9(p)
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eine Losung ist, falls z(p) invertierbar ist, d.h. falls z.B.
0# i(p) = —4(p)
Ausserdem ist auch fiir alle ¢ € [a, b] die Funktion
y = cx + g(c) ceR

eine Losung. Dies rechnet man leicht nach. Es handelt sich um eine Schar von
Geraden.

Man stellt fest, dass die Losung in Parameterdarstellung die Enveloppe der Ger-
adenschar ist, d.h. zu jedem Punkt der Losungskurve gibt es eine Gerade, die in
genau dem Punkt die Kurve tangiert.

Die Kurve wird in dem Punkt

(z(p),y(p)) = (=9(p), —pg(») + 9(p))

von der Geraden
y =px+g(p)

tangiert. Die Steigung der Geraden ist p und die Steigung der Kurve im Punkt
(z(p),y(p)) ebenfalls p, weil p = g—g gilt. Ausserdem liegt der Punkt (x(p),y(p))
sowohl auf der Kurve, als auch auf der Geraden.

Die Differentialgleichung
y=xf(y) +9)

heisst Differentialgleichung von d’Alembert. Wir nehmen an, dass f,g € C[a, b
gilt. Wir fithren 3’ = p als Parameter ein.

y(p) = =f(p) +9(p)
y =pi
Wir differenzieren die erste Gleichung nach p.
y=af+af+g

Wegen pt = y folgt .

ip—fl==zf+g
Also gilt .
P ORI ()

p—fp) p—[f(p)

falls p # f(p). Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Wir l6sen

dies und erhalten damit eine Losung der d’Alembert-Gleichung in Parameterform.
Falls es ein ¢ € R mit f(c) = ¢ gibt, so ist

i‘:

y = cx + g(c) reR

eine Losung.
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Beispiel. (i)
y=axy +e¥
ist eine Differentialgleichung von Clairaut.
y=cx +e° ceR

ist die Losungsschar der Geraden. Die Enveloppe ist

y=z(ln(—x) — 1) x <0
(ii)
, 1
y=ay + -
Y
ist eine Differentialgleichung von Clairaut. Die Losungsschar der Geraden ist
1
y=cxr+ — ceR
c
und die Enveloppe ist
y =42z z>0
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Lésung. (i) Die Losungsschar der Geraden erhilt man unmittelbar, indem man fiir
y' die Konstante ¢ einsetzt.
Die Parameterdarstellung der Enveloppen ist

2(p) = —¢?

y(p) = —pe” + €?

Es folgt p = In(—=z) und
y=z(ln(—x) — 1)

(ii) Fiir die Enveloppe erhalten wir

Damit folgt y? = 4. O
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DER SATZ VON PEANO

(G. Peano, 1858-1932)

Wir wollen hier untersuchen, unter welchen Voraussetzungen das Anfangswert-
problem

/

Y = f(z,y) y(70) = vo

eine Losung hat. (Wir nehmen i.a. an, dass f stetig ist.) Wir beobachten, dass y
genau dann eine Losung des Anfangswertproblems ist, falls

y(2) = 9o + / " eyt

gilt. Die Aquivalenz ergibt sich durch einfaches Integrieren bzw. Differenzieren.

Satz. (Peano) Es sei [ : [xg,x0 + a] X [yo — b,yo + b] — R eine stetige Funktion
und

b
= = 1 R
M Lo max |f(z,y)] ¢ =min {a7 }
y€Elyo—b,yo+b]

Dann existiert eine Losung y des Anfangswertproblems y' = f(x,y) mit y(zo) = yo,
die auf [xo,x0 + ] oder einem grifieren Intervall definiert ist.

Satz. (Peano) Es sei f : [xo,zo+a] xR — R eine stetige, beschrinkte Funktion und
Dann existiert eine Losung y des Anfangswertproblems y' = f(x,y) mit y(zo) = yo,
die auf [zg,xo + a] definiert ist.

Wir wollen veranschaulichen, weshalb eine Losung im Intervall [z, 2o + ¢] mit
¢ = min{a, 2} existiert. Wegen y' = f(z,y) gilt in [zo, 20 + a] X [yo — b, yo + b]

' (@) < [f(2,y(2))] < M

Deshalb befindet sich y in dem Keil, der durch die Geraden gebildet wird, deren
Steigungen M und —M sind und die sich in (xg,yo) schneiden.
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y=M(x—z0)x+y

Yo

y=—M(x —z0)x + Yo

Zo

Beispiel. [He, p.69] Das Anfangswertproblem
y =2’ +y y(0)=1

hat eine Lésung, die auf [0, %] oder einem grésseren Intervall existiert. (Die Losungen
sind nicht durch elementare Funktionen darstellbar.)

Beweis. Wir schranken f auf [0, ;] X [%, %] ein. f ist stetig. Es gilt
5
M= max g = (074 () =
16[0,5]
1/6[%%]

Damit erhalten wir

O

Beispiel. (Torricellis Gesetz) [Dr] Wir betrachten einen Behdlter, der mit Wasser
gefillt ist und am Boden ein kleines Loch hat. Evangelista Torricelli (1608-1647)
fand heraus, dass die Menge des Wassers, das herauslauft, proportional zur Wurzel
der Wasserhohe im Behdlter ist.

y(t) sei die Wasserhohe zur Zeit t. Dann gilt

y = —kVy y=0
0 y <0
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Bevor sich Torricelli mit dem Problem beschdftigte, glaubte man, dass die Wasser-
menge proportional zur Hohe y sei.

y' ist die Anderung der Wasserhéhe und damit direkt proportional zur Wasser-
menge, die aus dem Loch herauslduft.

Losung. Wir erstellen zunachst die Differentialgleichung. Wir nehmen im weiteren
an, dass der Behélter ein Zylinder ist, deren Grundfliche den Fliacheninhalt Fz hat.
Das Loch habe den Flacheninhalt F7,.

In einigen Lehrbiichern findet man als Erklarung, dass ein Wassertropfen, der
sich imfreien Fall von einer Hohe y > 0 befindet, bei der Hohe 0 die Geschwindigkeit
\/2gy erreicht hat. Man kann aber wohl kaum sagen, dass sich die Wassertropfen
im freien Fall befinden.

Wir nehmen an, dass sich das Wasser nicht bewegt, die kinetische Energie des
Wasser also 0 ist und damit die Bewegungsenergie des Wasser demnach gleich der
potentiellen Energie ist. Die potentielle Energie eines Molekiils ist gleich mgh,
wobei h der Abstand des Molekiils vom Boden ist.

Der Energieverlust, in dem Fall, dass wir einen Tropfen von der Wasseroberfldche
entfernen, sollte derselbe sein, falls ein Wassertropfen aus dem Loch austritt. Die
Energie eines Tropfens auf der Wasseroberflache ist gleich der potentiellen Energie
mgy. Die Energie eines Tropfen, der aus dem Loch austritt, ist gleich der kinetis-

chen Energie %mv? Also gilt
v=1/29y

Dieses Argument ist nicht richtig, wenn das Loch grof ist. In diesem Fall tritt im
Wasser eine Stromung auf und die kinetische Energie, der Molekiile im Behalter ist
nicht mehr 0.

Es sei Ay die Anderung der Wasserhohe in der Zeit At (beachte, dass Ay < 0).
Dann gilt fiir den Wasserverlust im Zylinder

Fy - Ay~ —FrvAt = —Fp\/2gyAt

Also gilt
dy _ o

- 2
a -~ F, VY

Wir erhalten

V29y(t) — V/2gy(to) = —%(t —to)

falls y(¢) > 0 und damit

= ( y<t0>—%<t—to>)2

Als Losung erhélt man fiir den Anfangswert y(0) = yg > 0

y(t):{(\/y—_gt)Q OStS%\/y_O
0 Vo <t
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Fiir den Anfangswert y(to) = 0 erhalten wir viele Losungen. Fiir jedes ¢; mit t; < ¢
ist )
k k
st — 5t t<t
y(t) = (2 1732 ) 1
0 t>t

eine Losung. [J

Ein metrischer Raum (X, d) ist eine Menge X mit einer Metrik d.

i) Ve,ye X :d(x,y) >0

(
(ii) Ve,y € X 1 d(z,y) =0z =y
(iii) Yo,y € X : d(z,y) = d(y, )

(

iv) Va,y,z € X 1 d(x,y) < d(z,2) +d(z,y)

Ein metrischer Raum heifit vollstandig, falls jede Cauchy-Folge konvergiert. Falls
X ein Vektorraum mit einer Norm || || ist, so ist X bzgl d(z,y) = ||l — y|| ein
metrischer Raum. Falls ein Vektorraum bzgl. dieser Metrik vollstandig ist, so
heisst er Banachraum. Wir sagen auch, dass der Vektorraum bzgl. der Norm
vollstandig ist.

Eine Teilmenge Y eines metrischen Raumes X ist mit der gegebenen Metrik d
wiederum ein metrischer Raum. Eine abgeschlossene Teilmenge eines vollstandigen
Raumes ist wiederum vollstandig.

Lemma. (i) Cla,b] ist bzgl. der Norm

[flloc = max |¢(z)|

z€la,b]

ein Banachraum.
(ii) Es sei xg € [a,b] und yo € R, M € R. Dann ist

{# € Cla,b]| ¢(w0) = yo und |p(z) —yo| < M}

eine abgeschlossene Teilmenge von Cla,b] und damit ein vollstandiger, metrischer

Raum bzgl. d(¢,v) = [|¢ — Plloo-
Beweis. (1) Wir miissen zeigen, dass C|[a, b] vollstidndig ist. Es sei ¢,,, n € N, eine
Cauchy-Folge in C|a, b].
Ve > 03INVn,m > N : d(¢n, dom) < €
Ve > 03NVn,m > N : m[a)%] | (z) — P ()] <€
xre|a,

Ve > 0aNVn,m > NVz € [a,b] : |pn(x) — ¢ (2)] < €

Insbesondere ist ¢, (x), n € N, fiir jedes = eine Cauchy-Folge und konvergiert
deshalb gegen einen Wert ¢(z).

Ve > 03NVn > NVz € [a,b]Vm > N : |pn(x) — ¢ (2)] < €
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Es folgt
Ve > 03NVn > NVz € [a,b] : |p,(x) — ¢(z)| < €

Da die Funktionen ¢, n € N, stetig sind und gleichméfig gegen ¢ konvergieren, so
ist nach Analysis III auch stetig und damit ¢ € Cla, b].

Ve > 03ANVn > NV : d(én(x), d(x)) < €

O

Es sei (X, d) ein metrischer Raum und T': X — X eine Abbildung. Ein Punkt
z € X heifit Fixpunkt von T, falls T(z)=z.

Eine Losung des Anfangswertproblems ist also ein Fixpunkt der Abbildung T :
Clzo,x0 + ] — Clzo,x0 + (]

Ty() =0+ [ * F(ty ()

Ein metrischer Raum (X, d) heisst total beschrénkt, falls es fiir alle € > 0 eine
endliche Teilmenge E von X gibt, so dass fur alle z € X ein y € F mit d(x,y) < €
existiert.

Lemma. Fs sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann sind dquivalent:
(i) (X,d) ist kompakt.

(ii) (X, d) ist vollstandig und total beschrankt.

(iii) Jede Folge hat eine konvergente Teilfolge.

Fine Teilmenge K eines Vektorraumes heisst konvex, falls fiir alle z,y € K und
alle \mit 0 < A <1
A+ (1-Nye K

gilt. Hieraus folgt durch Induktion, dass fiir alle 1, ...,x, € K und alle \1,..., A\, €
R mit A\; > 0 und Z?:l Ai=1

n
Z Airi € K
=1

gilt.

Die konvexe Hiille einer Menge M ist der Durchschnitt aller konvexen Mengen,
die die Menge M als Teilmenge enthalten. Falls M eine endliche Menge ist, d.h.
M = {x1,...,Zm}, dann schreiben wir fiir die konvexe Hiille [z, ..., Zm].

Lemma. (Fizpunktsatz von Brouwer) Es sei By = {x € R"|> " 27 < 1} und
T : B} — B3 sei stetig. Dann besitzt T mindestens einen Fizpunkt.
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Lemma. FEs sei K eine konvexe, kompakte Teilmenge des R™ und T : K — K sei
stetig. Dann besitzt T mindestens einen Fixpunkt.

Lemma. Es sei E ein n-dimensionaler, reeller Vektorraum. Dann gibt es eine
lineare Abbildung A : E — R", die bijetiv und stetig ist und deren Inverse ebenfalls
stetig ist.

Jede lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen ist stetig.

Satz. (Fizpunktsatz von Schauder) Es sei E ein normierter Vektorraum, K eine
konveze Teilmenge von E und C eine nicht-leere, kompakte Teilmenge von K. Dann
besitzt jede stetige Abbildung f : K — C mindestens einen Fizpunkt.

Juliusz Schauder, 1899-1943, polnischer Mathematiker. Er wurde 1943 von der
deutschen Besatzung in Polen ermordet.

Der Beweis ist eine Reduktion des unendlich-dimensionalen Falles auf den endlich-
dimensionalen Fall. Im Beweis approximieren wir eine kompakte Menge durch eine
endlich-dimensionale.

Bewets. Es sei € > 0. Dann ist
B(z,e) = {ylllz —yll <€} zel
eine offene Uberdeckung von C. Also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung
B(z;,€) i=1,....,m
von C. Wir definieren ¢; : C' — R

€e— |z — a4 falls € C und |z—=z <e

di(z) = {0 sonst

Es gilt fiir alle x € C
¢i(x) >0 > ¢i(x) >0
i=1

und die Funktionen ¢;, i = 1,...,m, sind stetig. Wir setzen nun v¢; : C — R,

t=1,....,m
o %i(@)
,(/]l( ) ZZZI ¢z(x)

Dann gilt t;(x) > 0 und

- () = 2211 ¢i(x) o
2w =S = !
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Wir definieren g : C' — [21,...,2Zn]
g@) =Y i)z
i=1

g ist wohldefiniert, weil 1" | ¢;(z)z; € [21,...,2m]. Dies folgt aus der Konvexitét
von [T1, ..., Ty
Wir zeigen nun, dass fiir alle z € C

l9(z) — || <€

gilt.

lg(z) — |

Z Yi(z)r; — x
i=1

D vi(z)mi =Y di(a)a
i=1 =1

Da 4;(z) = 0 fir z mit ||x; — x| > € gilt, folgt

> i) (@i — )
=1

lg(x) — [l = Yo i)z —a)

{illlei—z||<e}

< Y wllni-al < ) i) =

{illlzi —z|| <e}

Wir betrachten nun go f : K — [z1,...,%,] und schrinken sie auf [z1,...,Zy]
ein g o flizy,zm] [Tl s Tm] — [Z1,--,Zm]. 90 fllzy,....z,) ISt eine stetige
Abbildung der konvexen Menge in sich. [z1, ..., x,,] ist Teilmenge der linearen Hiille
LH(z1,...,Zs). Die lineare Hiille ist ein n-dimensionaler Teilraum von E, n < m.
Nach Lemma gibt es eine lineare, stetige Abbildung T : R™ — LH(zy,...,%m),
deren Inverse existiert und stetig ist. Die Menge T~ ([z1, ..., 2,,]) ist konvex, weil
T eine lineare Abbildung ist.

T logo fizrsem) 0T Tfl([xl, cey Ty]) — Tfl([:vl,...,xm])

ist eine stetige Abbildung einer kompakten, konvexen Menge vom R"™ auf sich. Nach
Lemma hat diese Abbildung einen Fixpunkt z.

T ©go f|[;c1,.4.,xm] © T(Z) =z

90 fifwr,ewm) © T(2) = T(2)

Somit ist w = T'(2) ein Fixpunkt von go fij, . . Wie erhalten

T m]

1f(w) = wlf = [|f(w) = g(f(w))[| <€

Es folgt
Ve > 03w, € K : || f(we) — we|| <€
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Insbesondere gilt
1
Vn € Nw, € K : || f(w,) —wy|| < =
n

Da f von K nach C abbildet, ist f(w,), n € N, eine Folge in der kompakten Menge
C'. Damit existiert eine konvergente Teilfolge f(wy, ), k € N.

lim f(wn,)=u

k—o0

Weiter gilt

[ = wn || = llu = f(wny) + fwn,) = wn, || < llu = flwn )|+ [1f (wn,) = wn, |

Der zweite Summand ist kleiner als nl—k Der erste Summand wird wegen limg_, o f(wp,) =
u beliebig klein. Es folgt, dass limy_, o wy, = u. Hieraus folgt

w=lim f(wn,) = £ lim w,,) = f(u)

k—oo k—oo

Also hat f einen Fixpunkt v € C. [

Eine Menge F von Funktionen von einem metrischen Raum (X, d) in einen
metrischen Raum (Y, d) heisst gleichstetig, falls fiir alle x € X und alle € > 0
ein § > 0 existiert, so dass fiir alle y mit d(z,y) < d und alle f € F

d(f(x), f(y)) <e

gilt (Vz € XVe > 036 > 0Vy € X, d(z,y) < 0,Vf € F:d(f(z), f(y)) <e).
Wir sagen, dass F gleichmiissig gleichstetig ist, falls fiir alle ¢ > 0 ein § > 0
existiert, so dass fir alle z,y mit d(z,y) < 0 und alle f € F

d(f(x), f(y)) < e

gilt (Ve > 035 > OVz,y € X,d(z,y) < §,Vf € F : d(f(x), f(y)) < €. Man
bezeichnet eine Menge, die gleichmaéssig gleichstetig ist als gleichgradig stetig.

Beispiel. Es sei f, : [0,1) = R, f,(z) = 2™, n € N. Die Menge f,, n € N, ist
gleichstetig, aber nicht gleichmdssig gleichstetig.

Satz. Es sei (X,d) ein kampakter, metrischer Raum und (Y,d) ein metrischer
Raum. Dann ist eine Menge F von Funktionen von X nach Y genau dann gleich-
stetig, wenn sie gleichmdssig gleichstetig ist.

Beweis. Aus der gleichméssigen Gleichstetigkeit folgt offenbar die Gleichstetigkeit.
Wir zeigen nun die Umkehrung. Wir nehmen an, dass die Implikation falsch ist,
dass also eine gleichstetige Menge F existiert, die nicht gleichmaéssig gleichstetig ist.
Die gleichmassige Gleichstetigkeit bedeutet

Ve > 030 > 0V, y,d(z,y) < Vf € F:d(f(z), f(y)) <e
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Die Verneinung hiervon ist
Je > OV > 03z, y,d(z,y) < d3f € F: d(f(z), f(y)) > €
Insbesondere gilt
e > 0Vn € N3z, Y, d(Tn, yn) < %an € F:d(fn(zn), f(yn)) > €

Da X kompakt ist, hat die Folge x,,, n € N, eine konvergente Teilfolge.

lim z,, ==
k—oo

Damit folgt auch

Jim o, =
Weiter gilt
Je > OVk € N3z, , Yn,, d(Thy s Yny, ) < n—lkElfnk €F :d(fn,(zn,), f(yn,)) > €
Nach Voraussetzung ist F gleichstetig.
Ve > 0Vz € X36 > 0Vy € X, d(z,y) <&,Vf e F:d(f(z),fly) <e
Wir wahlen z = . Dann gilt
Ve > 03k Vk > kNVf € F:d(f(z), f(zn,)) <e und d(f(z), flyn,)) <€
Mit der Dreiecksungleichung folgt
Ve > 03kVk > kVf € F:d(f(yn,), f(Tn,)) < 2€

O

Satz. (Arzela-Ascoli) Es sei (X, d) ein kompakter, metrischer Raum und F eine
Teilmenge von C(X). F ist genau dann total beschrinkt, wenn F in C(X) beschrdnkt
und gleichstetig ist.

Beispiel. Es sei f, : [0,1] — R, f.(z) = 2™, n € N. Dann ist die Menge f,,
n € N, nicht in C[0,1] total beschrinkt und damit nicht kompakt.

Beweis von Beispiel. Wir zeigen, dass f,, n € N, nicht gleichstetig sind. Gleich-
stetigkeit bedeutet

Va € [0,1]Ve > 035 > 0Vy € [0, 1], |z —y| < 6, Vn € N: 2" —y"| < e
Die Negation ist

dx €[0,1]Fe > 0V5 > 03y € [0,1], |z —y| <0, In e N: |z" —y"| > ¢
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Wir wahlen

Damit gilt
2" =y =1 = (1= 30)"|

Wenn wir fiir n eine kleinere, positive Zahl einsetzen, dann wird der Ausdruck
kleiner. Wir setzen nun fiir n die Zahl

ln%
In(1 - 16)
ein und erhalten
" =y > 1= (1= 30)"0720 | =1 - e 2| = ]

O

Beweis vom Satz von Peano. Es sei T : C[xg, xo + ¢] — Clzo,zo + ]

Ty(z) = yo +/ f(ty(t))dt
Zo
und
X ={y € Clzo,x0 + ||V € [x0,20 + ] : |y(z) — yo| < b}
X ist eine konvexe Menge und T'(X) C X. T(X) ist gleichstetig.

Ty(z) =Ty(2)| =

/ " At () dt / Zf(t,y(t))dt‘ </ 1ty (@))de < Mz

Es gilt
Ty () — yol =

/ f(t,y(t))dt‘ <Mz —zo| < Mc<b
zo

Mit dem Satz von Arzela-Ascoli folgt, dass T'(X) total beschrankt und damit 7'(X)
kompakt ist.
Mit dem Fixpunktsatz von Schauder folgt, dass es ein y € X gibt, so dass

Ty=1y
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6. DER SATZ VON PICARD-LINDELOF UND DER FIXPUNKTSATZ VON BANACH

Wir wollen hier untersuchen, unter welchen Voraussetzungen das Anfangswert-
problem

y' = f(z.y) y(zo) = yo
eine Losung hat und wann sie eindeutig ist. (Wir nehmen i.a. an, dass f stetig ist.)
Wir beobachten, dass y genau dann eine Losung des Anfangswertproblems ist, falls

y(@) = o + / " H(t )t

gilt. Die Aquivalenz ergibt sich durch einfaches Integrieren bzw. Differenzieren.
Die Picard-Iteration ist die Folge
Yo(T) = Yo
pi@) =0+ [ St (o) n=1.2...
Zo

Es stellt sich heraus, dass diese Folge unter bestimmten Voraussetzungen gegen die
Losung konvergiert.

Beispiel.
y' =y y(0) =1

Wir wissen natiirlich, dass y = e” die Losung ist. Wir wollen hier aber die
Picard-Iteration studieren.

yo(x) =y(0) =1

x

yl(:c)zl—i—/ dt=1+z
0

yg(x)zl—i—/ L+tdt =14+ 2a?
0

x
yg(w):1+/ l+t+ 12 =14a+ La®+ Lot
0

Durch Induktion erhalt man fir die n-te Iteration

n n

x
yn(x):ZF n=20,1,2,...
k=0

Diese Folge konvergiert punktweise gegen die e-Funktion.
Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung T : X — X heifit Kontrak-
tion, falls es ein ® mit 0 < © < 1 gibt, so dass fiir alle z,y € X
d(T(x),T(y)) < Od(z,y)
gilt.
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Satz. (Fizpunktsatz von Banach) Es sei (X, d) ein vollstandiger, metrischer Raum
und T eine Kontraktion auf X. Dann gibt es genau einen Fizpunkt von T .

Beweis. Wir wéhlen ein beliebiges zg € X und bilden die folgende Iteration
Tpt1 = T () n=0,1,2,...

Wir zeigen, dass die Folge eine Cauchy-Folge ist, deren Grenzwert ein Fixpunkt
von T ist. Es gilt

d(anrla fn) = d(T(xn)a T($n,1)) < Qd(xru xnfl)
Mit Induktion zeigen wir
d(xn—i-l, xn) S @nd(l‘l, JJO)

Fiir m > n erhalten wir mit der Dreiecksungleichung

m—1 m—1
A, Tn) Z d(zpi1,71) < Y OFd(x1, 20)
m—1—n (e} on
n k n k _
@ dl’l [L’O Z © @ d.’El l’o)kZ:O@ —d((El,.’Eo)l_@

Also ist x,,, n € N eine Cauchy-Folge. Sie konvergiert gegen einen Punkt z, weil
(X, d) vollstandig ist.
Wir zeigen, dass z ein Fixpunkt ist. Mit der Stetigkeit von T folgt

z= lim z, = lim T(zp—1) =T(lim z,-1) =T(2)

n—oo n—oo n—o0

Wir zeigen, dass z der einzige Fixpunkt ist. Wir nehmen an, dass es zwei ver-
schiedene z und y gibt. Dann gilt

d(y,z) = d(T(y), T(z)) < Od(y, z)

Da O < 1 gilt, folgt d(y,z) = 0 und damit y = z. O

Der Beweis liefert auch eine Fehlerabschétzung

@TL

d(z,z,) < d($1,$0)m
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Beispiel. (i) Es sei (X,d) ein metrischer Raum und id die identische Abbildung
von X auf sich. Dann ist jeder Punkt aus X ein Fixpunkt. id ist keine Kontraktion.
(ii) Es sei (R,d) mit d(z,y) = |z —y| und T : R — R mit T(z) = Sz +1. T hat den
Fizpunkt 2 und T ist eine Kontraktion. Nach dem Fixpunktsatz gilt fir alle x € R

lim T"x =2

(iii) Es sei ([0,1],d) mit d(z,y) = |v —y| und T : [0, 3] — [0, 3] mit T(z) =2>. T
ist keine Kontraktion und hat den eindeutigen Fizpunkt 0. Fir alle z € |0, %] gilt

lim 7"z =0
(iv) Graphische Darstellung des Iterationsverfahrens

FE's sei x ein Fizpunkt von T : R — R. Dann ist x Schnittpunkt des Graphen von
T mit der Geraden y = x.

ZTo T(T(ﬁo)) T(x(,)

Beweis. (iii) Wir zeigen, dass T keine Kontraktion ist. Falls T' eine Kontraktion
ware, dann gébe es ein © mit 0 < © < 1, so dass fiir alle z,y mit 0 < z,y < %

|z? — y?| < Oz — y|

Es folgt
lz+y[ <O

Wir wahlen x = % und y = % Wir erhalten 1 < ©. Dies ist ein Widerspruch. O
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Beispiel.
C={feC[0,1][f(0)=0,f(1) =1,0 < f(t) <1}
mit der Metrik
d(f,g) = max [f(t) —g(t)|

0<t<1
Die Abbildung T : C — C sei durch

Tf(t)=t-f(t)
definiert. T besitzt keinen Fixpunkt, aber es gilt fir alle f,g mit f # g

d(T(f),T(g)) <d(f,g)

Beweis. Wir nehmen an, dass T einen Fixpunkt f hat. Dann gilt fiir alle ¢ € [0, 1]
die Gleichung f(t) = tf(¢). Fir ¢t < 1 folgt, dass f(¢) = 0. Da andererseits f(1) =1
gilt, ist f unstetig. Dies ist ein Widerspruch.

Wir zeigen nun, dass d(T(f),T(g)) < d(f,g) gilt.

A(T(1), T(9)) = masx 1(t) = o)

Die Funktion ¢|f(t) — g(t)| ist stetig und nimmt deshalb ihr Maximum auf [0, 1] an.
Falls dies fiir ¢t = 1 angenommen wird, erhalten wir wegen f(1) = g(1) = 1, dass
d(T(f),T(g)) = 0. Wenn dies fiir ein ¢t < 1 angenommen wird

A(T(f), T(9)) = masx 11(t) - g(0)| < td(f.9)

O

Beispiel. FEs sei C eine abgeschlossene, beschrdinkte, konvexe Menge und T : C' —
C eine Abbildung, deren Lipschitzkonstante gleich 1 ist. Dann besitzt T eine ap-
proximativen Fixpunkt

inf{||T(z) —z||lx e C} =0

Man kann auf die Voraussetzng, dass C' beschrdankt ist, nicht verzichten, Dazu be-
trachten man die reellen Zahlen mit der positiven Halbachse als C und T(t) = t+1.

Beispiel. (i) (Heron von Alezandrien) Wir setzen a; = 1 und fiirn > 1

1 2
Un4+1 = 5 ap + —
Qp

lim a, = V2

n—oo

(i) (Newton Iteration) Es sei x > 0. Wir setzen ax =1 und firn > 1

1 T
Ap4+1 = B an + a

Dann gilt

Dann gilt
lim a, =z
und fir allen =2,3,... gilt
an < VT < —

an
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Satz. (Picard-Lindeldf) Es sei f : [xo, 2o + a] X [yo — b, yo + b] — R stetig und es
sei L >0, so dass fir alle x € [z, zo + a] und alle y1,y2 € [yo — b,yo + b]

|f(z,y1) = f(z,y2)| < Lly1 — yo

gilt. Dann hat das Anfangswertproblem

y' = f(z,y) y(wo) = o
genau eine Lésung, die auf [xo,zo + c] mit ¢ = min{a, &} und

M= max |[f(x,y)

z€lzg,zg+al
y€[yo—b,yp+?]

oder einem gréferen Intervall existiert.

Falls eine Funktion die Voraussetzungen des Satzes erfiillt, so sagt man auch,
dass sie einer Lipschitzbedingung geniigt. Die Konstante I bezeichnet man als
Lipschitzkonstante.

Korollar. FEs sei f : [xg, g+ a] x R — R stetig und es sei L > 0, so dass fir alle
x € [z, z0 + a] und alle y1,y2 € R

|f(2,y1) = f(2,92)] < Llyr — w2

gilt. Dann hat das Anfangswertproblem

Y = f(z,y) y(zo) = vo

genau eine Liosung, die auf [xg,xo + a] existiert.

Beweis von Korollar. Es gilt

Wir setzen z =0
|f(z,y) — f(z,0)] < Lyl
Deshalb gilt fiir alle y € R

[f(z,y)l < Lly[+ max [f(z,0)]

z€[z0,x0+0a
Deshalb gilt fiir alle yo und alle b

M= max - [f(z,y)] < L(lyo| +b) + max |f(z,0)]

z€lxg,zg+tal z€[zo,z0+a)
y€[yo—b,yo+b]

und wir erhalten

b b
— <
M~ L(|y0| + b) + MaXgelxg,zo+a) |f(33’ 0)|
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Wir kénnen nun b so grofl wahlen, dass

b

— >
M=

1
4L
Falls @ < -, dann sind wir fertig. Falls nicht, dann teilen wir das Intervall [xq, o+

iL>
a] in endlich viele Teilintervalle ein, deren Lange ﬁ nicht tiberschreitet und wenden

den Satz von Picard-Lindelof auf jedes Teilintervall an und setzen eine Losung
zusammen. [

Beweis. Wir fithren hier den Beweis nur fiir das Ergebnis mit ¢ = min{a, &, +}.

Wir gehen spéter auf die Verfeinerungen unserer Argumente ein, die zu ¢ = min{a, %}
fithren.

y ist eine Losung des Anfangswertproblems ¢y = f(x,y) und y(z¢) = yo, falls y
stetig ist und

) =+ [ " H(t )t

gilt. f(t,y(t)) ist stetig, weil y und f stetig sind. Also ldsst sich der Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung anwenden. Es sei der metrische Raum (X, d)
durch

X ={¢ € Clxo,z0 + d|¢(z0) =yo und [¢(x) —yo| < b}
d(¢,¢) =[|¢ =Yl = sup ]|¢>(33) — ()|

z€[zo,x0+C

gegeben. Nach Lemma ist (X, d) ein vollstandiger, metrischer Raum. Wir zeigen
nun, dass T: X — X

(Té)z =yo + / " f(t o)t

eine wohldefinierte Kontraktion ist. Zur Wohldefiniertheit zeigen wir zuerst, dass
T¢ stetig ist.

| Té(x1) — Th(w2)| =

/: f(t,¢(t))dt‘ < /: f(t, ¢(0)|dt < Mlay — 2o

2

Ausserdem gilt
(To)za =+ [ ft.0(0)dt = 1o

Zo

und fiir alle z € [z, 2o + ¢

[(To)x — yo| =

[ steotwnat] < [ 15.6lar < dle - o] < ase <
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Insgesamt haben wir gezeigt, dass T'(¢) € X. Wir zeigen nun, dass T eine Kon-
traktion ist.

d(T¢1,To2) = sup  |[(T'hp1)x — (T'h2)x|

z€[xo,z0+C]
]

= sup
z€[zo,T0+C

- o [ 1Rt b1(0)) — £t a0)))dt
| Jao

z€[x0,z0+C

/ " H(t () — (2, balt)) e

< suwp /xucm(t) ~ ga(t)dt

z€[zo,z0+c] Jx0

< s / L sup  |6u(t) — da(t)dt = Led(dr, bo)

z€[z0,T0+C o t€[xo,ro+c]

T ist also eine Kontraktion, falls Le < 1 gilt. Wir wéhlen c also, so dass (L+e€)c = 1.
Nach dem Fixpunktsatz von Banach existiert die Lésung auf dem Intervall

b 1
|:.T0,$0 + min {a, M’ m}]

Da dies fiir alle € > 0 gilt und die Losungen eindeutig sind, erhalten wir eine Losung,

die auf
. b 1
xo, Lo + min a,M,Z

existiert. Wir setzen nun ¢ = min {a, %, +} und definieren y(c) durch

xo+c
Yo + / f(t,y(t))dt

0

O

Als Fehlerabschitzung in Banachs Fixpunktsatz erhielten wir

C,_,)’n
1-0

d(y,yn) < d(y1,90)

Dies bedeutet fiir das Anfangswertproblem mit ¢, so dass Lc < 1

(Le)"
max ) —yn(x)| < max z) — yn(x
z€[xo,z0+C] |y( ) Y ( )| 1 — Lc¢ z€[zo,z0+] ‘yl( ) yo( )|

Bemerkung Wir wollen beschreiben, welche Verfeinerungen unserer Argumente
. . o . b o . b 1 .
im Beweis zu Satz ¢ = min{a, 77} an Stelle von ¢ = min{a, 17, 7 } liefern.

1. Wir zerlegen das Intervall in kleinere Intervalle der Lange 7, so dass § <
gilt.

Sl

(20, z0 + a] = [0, 20 + ] U [wo + £, 20 + 22U+ U [zo + Eta, 20 + df
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Wir finden auf jedem Intervall eine Lésung und setzen diese zu einer Losung auf
dem Gesamtintervall zusammen.

2. Eleganter aber weniger offensichtlich ist die folgende Methode. Statt der
Norm

[fllc = _max [¢(z)]

z€[zo,z0+4a]

benutzen wir die gewichtete Norm

Igllccs = _max |g(x)e”|

z€[x0,z0+al

Wir erhalten hiermit

d(T$,Ty) = _max ]l(T¢($)—T¢($))€_B’”|

z€[zo,x0+0a

< _max / F(8.8(8) — F(t, b (0)|dt

z€[zo,x0 +a]

< max ML/ | (%) (t)|dt

I€[r0,ro+a]

< max B””L/ | (%) (t)|e Pteltdt

xE[aﬁo,xg—i-a]

< max ﬁIL/ . [max [((t) — b(t))e Pt |ePtat
€

we[mo,ﬂﬂoJra] x0,To+al

= Ld(¢,v) max e_ﬂ”’/ ePlat
ZEG[IO,xO—‘,-a] To

1 1
— Ld(o, ax  eBr(Lope _ L Bmo>
(¢,7) pepnax, e <ﬁe 3¢
1
Ld(¢,v)—=
< Ld(¢ w)ﬂ
Wir wéhlen 8 = 2L und erhalten

d(Te, Ty) < 3d(6,¢)

3. Es besteht auch die Moglichkeit, von einer Variation des Fixpunktsatzes von
Banach auszugehen [Weil.

Es sei Y eine nichtleere, abgeschlossene Teilmenge eines Banachraumes X mit
Norm || ||. Es sei  a,, eine konvergente Reihe positiver Zahlen und 7 : Y — Y sei
eine Abbildung, so dass fiir alle z,y € Y und alle n € N

[Tz = T"|| < an||z -yl
gilt. Dann besitzt T' genau einen Fixpunkt z. Fiir alle y € Y gilt

lim T'y ==

n—oo
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und
lz =Tyl < (Z an> 1Ty — ||
k=n
In diesem Fall erhalt man fiir die Picard-Iteration die folgende Fehlerabschitzung.
(CL)n cL

e max fyi(x) — yo()|
n. z€[zo,x0+C]

ly(z) — yn(2)] <
wobei ¢ = min{a, Z}.

Es reichen auch schwichere Bedingungen als die Lipschitzbedingung, um die
Existenz und Eindeutigkeit einer Losung sicherzustellen.

Satz. (Satz von Nagumo) Es sei f :[0,a] x R — R eine stetige Funktion, so dass
fir alle x € [0,a] und alle y,z € R

—z
)~ S, o) < 27
gilt. Dann hat das Anfangswertproblem
y' = f(zy) y(0) = yo

genau eine Lésung auf [0, ], wobei ¢ = min{a, 2} und

M= max |f(z,y)l
yE[yo—bLyo+b]

Beweis. Der Satz von Peano besagt, dass aus der Stetigkeit von f die Existenz einer
Losung folgt. Wir miissen also noch die Eindeutigkeit nachweisen. Wir nehmen an,
dass es zwei verschiedene Losungen vy, z

m—%+Aﬁmmmm dm—m+47wamﬁ

gibt. Dann folgt

( —ZI</LHy £t =(1))dt

< [0,
< [

Wir beobachten, dass
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eine stetige Funktion ist. Dazu miissen wir nur die Stetigkeit in 0 nachpriifen. Nach
I'Hopital gilt

_ / ]

ti 22 =20y YO =20y (10 y0) - S, 2(2)) =0

x—0 x€X x—0 1 x—0
Die letzte Gleichheit folgt, weil f stetig ist. Da g auf [0, ¢] stetig ist, nimmt g dort
das Maximum an. Das Maximum ist strikt grofler als 0, weil y und z verschieden
sind.

Da g stetig ist und ¢g(0) = 0 gilt, gibt es ein € > 0, so dass fiir alle € [0, €], die
Ungleichung
< 1
9(z) < 3 52[?},’2]9(”3)

gilt. Hiermit folgt

max ¢(z) + (z —¢) max g(z)
0,a] z€][0,a]

=(z-35) xrg[gf;]g(w)

und damit

V) =@ ) = 2(0)
x s€(0,a] s€0,a] S

Dies kann nicht sein, da diese Ungleichung fiir alle = € [0, ¢] gelten muss, anderer-
seits das Maximum angenommen wird. [

Wenn wir eine etwas stéarkere Bedingung im Satz von Nagumo fordern, dann
konvergiert die Picard-Iteration.

Satz. (Verschirfte Form vom Satz von Nagumo) Es sei 0 < k <1 und f : [0,a] X
R — R eine stetige Funktion. Fir alle x € (0,a] und alle y,z € R gelte

F() — f,2)| < Sy = 2]

Dann konvergiert die Picard-Iteration gegen eine Léosung fir das Anfangswertprob-
lem

y = f(z,y) y(0) = o

Die Lésung ist eindeutig und ezistiert auf [0, a).

Beweis. Wir betrachten dazu den Vektorraum X aller stetigen Funktionen ¢ auf
[0, a], so dass

sup M < 0
z€(0,al z
mit der Norm o(z)
T
ol = sup —‘
z€(0,qa] xz
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Insbesondere gilt ¢(0) = 0. Man kann zeigen, dass dies ein Banachraum ist. T :

X - X
xw=A F(ts o + 6(1))dt

ist eine Kontraktion.

|76 - T = sup —L/ F(tyo + 6(1)) — F(t. o+ v(t)dt

ze(0,a] T

<
z€(0,a] T
1
| By —w)|d
< s 2 [ o) vl
SSW)-/H¢ Blldt = kil — v
z€(0,a] T

Nach dem Fixpunktsatz von Banach gibt es einen Fixpunkt y

= /Ox f(t,yo +y(t))dt

und unsere gesuchte Losung ist yo +y. U

Man kann im Satz von Nagumo die Annahme, dass

) — f,2)] < =7

xT

gilt, nicht dahingehend abschwichen, dass man nur

Fy) = fla, ) < Zly 2]

sm>—/|ft%+¢o>—ﬂu%+wm»w

wobei c eine positive Konstante ist. Dazu betrachten wir das folgende Gegenbeispiel

[Per].

Beispiel. Es seic>1 und f:[0,00) x R - R

e fir 0<y<z
x
f(@,y) =9 cpot fiir z° <y
0 fir y<o0

Dann sind y = ax® fir alle 0 < o < 1 Lésungen. FEs liegt also keine Eindeutigkeit

vor.



GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 43

y=a°
1
0.8
cl
0.6 ¢
0.4
cx!
0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.2
0.4 0
Beispiel. (i) Das Anfangswertproblem
¥ = VIyl y(0)=0
besitzt y = 0 und
() ixz x>0
Yy\r) =
— 1g? r<0

flx,y) = /|y| erfillt in keiner Umgebung von y = 0 eine Lipschitzbedingung.
(i) [He, p.69] Das Anfangswertproblem

y =2’ +y y(0)=1

hat genau eine Lésung, die auf [0, %] oder einem gréferen Intervall existiert. (Die
Lésungen sind nicht durch elementare Funktionen darstellbar.)
(iii) Es sei f : [0,1] x R = R

floy) =9 22 +y?
0 falls x=y=20

falls ©#0 oder y#0

Das Anfangswertproblem y' = f(x,y) mit y(0) = 0 hat eine eindeutige Losung. Es
gibt keine Umgebung von (0,0), so dass f in dieser Umgebung eine Lipschitzbedin-
gung erfullt.

(iv) [CoLe] Es sei f :[0,1] x R - R

0 r=0 und yeR
2z z € (0,1] und y € (—o0,0)
YY) = 4
J(@y) 296—%/ z € (0,1] und y€[0,2?]

— 2z € (0,1] und y € (22, 00)
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Die Losung des Problems y' = f(z,y) mit y(0) = 0 existiert und ist eindeutig.
Die Picard-Iteration mit yo = 0 konvergiert nicht. FEs gibt dartber hinaus keine
Teilfolge der Picard-Iteration, die gegen eine Lisung konvergiert.

Beweis. (i) Durch Nachrechnen iiberzeugt man sich davon, dass die angegeben
Funktionen Losungen sind. Damit liegt also keine Eindeutigkeit der Losung vor.
Mit dem Satz von Picard-Lindelof folgt, dass f keine Lipschitzbedingung erfiillen
kann.

Dies kann man aber auch leicht direkt nachrechnen. Wir nehmen an, dass f in
einer Umgebung von (0,0) eine Lipschitzbedingung erfiillt. Dann gilt

Es folgt /|y| < Lly| bzw. 1 < Ly/]y|. Dies kann nicht sein.

(ii) Wir schriinken f auf [0,1] x [3,3] ein. f ist stetig und geniigt einer Lips-
chitzbedingung mit Lipschitzkonstante L = 3. Wir priifen dies nach.

|flz,y) = fla,2)| = |y* = 2% = |y + 2|y — 2| <3|y — 2]

Ausserdem gilt

DN | Ot

M = max |22 +¢% <
z€[0,1]
veld 3

. b C(11) 1
= min — r=ming =, - » = =
¢ “ M 255

(iii) f erfiillt die Voraussetzungen der Verschéirfung des Satzes von Nagumo.

Damit erhalten wir

F(a.y) — fla.2)| < 3:@@

xT

Wir priifen dies nach. Nach dem Mittelwertsatz gibt es fiir alle y;,y2 € R ein
¥ € [y1,y2], so dass

0
) = F(o08) = 5 (@5)0n 1)
Hieraus folgt

ﬁ(m )| =su
Ay »Y)| = Sup

sup f(x,y1) — fz,y2)
y1,Y2€R Y1 — Y2

< sup
FgER

Fir festes x bestimmen wir die Extrema der Funktion

nyg
(22 + )%
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Fiir |y| — oo strebt die Funktion gegen 0. Also besitzt die Funktion ein absolutes
Maximum, das insbesondere ein relatives ist. Es gilt

d ny% B 2r% 8y2x3
ay \@ 4?2 = @2 @)
Die Ableitung ist genau dann 0, wenn
0= 2(z* + y?) — 8y?

Das Maximum wird fiir 4% = %$2 bzw. § = %x angenommen. Wir erhalten

floy) ~ fap) | _ 33

sup

v1y2€R Y=y =8y
und damit
|f(z,y) — f(z,2)] < \/§¥|y;2|
Da x € (0,1]
|f(2,y) — f(z,2)] < 3T\!§|y;z|

Wir zeigen jetzt, dass f in keiner Umgebung von (0,0) ein Lipschitzbedingung
erfiillt. Wir wahlen z =0 und y = z > 0. Dann gilt

Fay) — fla.2)] = 5VE - Vol = bva

Falls f eine Lipschitzbedingung erfiillt, dann miisste

Ve < La

gelten. Dies ist nicht der Fall.
(iv) Es gilt yo = 0 und f(¢,0) = 2¢. Somit

n@ =w+ [ sewei= [ a0 [ -
Es gilt f(t,y1(t)) = f(t,t?) = 2t — % = —2¢ und somit
(" (T, @) [T
ya(z) = /0 Ft,y1(t))dt = /0 2t ; dt = /0 2tdt = —x
Es gilt f(t,y2(t)) = f(t, —t?) = 2t und somit

ys(z) = /Om f(t,ya(t))dt = /Om 2tdt = x>

Durch Induktion weist man nach, dass fir m =1,2,...

Yom—1(z) = 2° Yom (2) = —22
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Diese Folge konvergiert nicht. Falls es eine konvergente Teilfolge géibe, so kommen
als Grenzfunktionen nur z2 und —? in Frage. Beides sind keine Losungen.
Nach dem Satz von Peano gibt es eine Losung. Es ist aber nicht schwer eine

Losung zu finden. Es ldsst sich leicht nachpriifen, dass y(z) = %xz eine Losung ist.
Fiir y = 12?2 gilt y € [0,2?] und damit f(z,y) = 2z — %. Also gilt

4
y =2z f(x,y):2x——y:2x—ém:%
T

3 3 x

Wir wollen nun zeigen, dass diese eindeutig ist. Dazu machen wir die folgende
Beobachtung. Fiir alle z € [0,1] und fiir alle y,z € R mit y < z gilt

flz,2) < fla,y)
Dazu miissen wir mehrere Falle nachpriifen. Fiir x = 0 gilt
Firz € (0,1]und y < 2 <0
f(@,2) =2z = f(z,y)

Fir r € (0,1 und y < 0 < z < 22

4
fla2) =20~ — <22 = f(a.y)
X
Firz € (0,1]]undy <0 <2< 2
f(x,z)=—2m§2x:f(x,y)
Fiir x € (0,1 und 0 < y < z < 22

fee) =20 - = <20 - 2 = fay)

Firz e (0,1]]und0<y<z?<z
4
fw.2) = =20 < 20— 2 = f(a,y)
x

Wir nehmen nun an, dass es zwei verschiedene Losungen y, z mit y(0) = 2(0) =0
auf [0, a] gibt. Da die Lésungen verschieden sind, gibt es ein 2 € [0, a] mit y(xo) <
z(zg) (oder umgekehrt). Wir setzen

x1 =sup{z|lr < xo und y(z)=z(z)}
Da y(0) = z(0) gilt, gibt es ein solches x1. Weiter gilt z1 < z¢, weil y und z stetig
sind. Es gilt fiir alle x mit z; < z < xg, dass y(z) < z(z). Damit folgt

y(zo) < z(xo) = /OyCO f(t, z(t))dt
:/O f(t,z(t))dtJr/m f(t,z(t))dtz(xl)Jr/wl F(t, 2(t))dt

Da y(z1) = z(z1) gilt, folgt

y(ao) < yla) + [ Flt.=(0))dt = / N R+ / "t 20t

Da f(t,2(t)) < f(t,y(t)) fir t € [z1, 0] gilt, folgt

o) < [ s+ | " Fy(0)dt = y(ao)

0
Dies ist ein Widerspruch. O
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7. LOKALE LIPSCHITZBEDINGUNG

Es sei D C R? und f : D — R sei eine Funktion. Man sagt, dass f lokal einer
Lipschitzbedingung bzgl. y gentigt, falls fiir alle (zo,y0) € D eine Umgebung U von
(z0,yo) und eine Konstante L existieren, so dass fiir alle (z,y), (z,2) € UN D

[f (@, y) = fa,2)] < Lly — 2|

gilt.

Satz. D sei eine offene Teilmenge des R und f : D — R besitze eine stetige,
partielle Ableitung %. Dann geniigt f einer lokalen Lipschitzbedingung.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass U(xg, yo) eine abgeschlossene Kreisscheibe ist,
die ganz in D enthalten ist. Insbesondere ist U(xq,yo) damit kompakt. Deshalb
nimmt g—g auf U Minimum und Maximum an. Es gibt also ein L, so dass

of
— | <L
dy| —

max
(z,y)eU

Mit dem Mittelwertsatz folgt, dass es fiir alle y, z ein € (z,y) gibt, so dass

f@y) — fz,2) = (y - 2)%(%77)

gilt. Also

) = 12 <ly - #| o [T o] = 2y

y)eU

O

Der Graph einer Funktion ¢ : M — R ist die Menge

Graph(¢) = {(z, ¢(x))|z € M}

Es sei I ein Intervall. Das Intervall kann beschrinkt oder unbeschriankt sein, die
Endpunkte des Intervalls konnen zum Intervall gehoren oder auch nicht. Wir sagen,
dass eine Funktion ¢ : I — R, deren Graph in einer offenen Menge D enthalten ist,
nach rechts dem Rand von D beliebig nahe kommt, wenn es ein a € I, so dass die
abgeschlossene Hiille von

Graph(¢) = {(z, ¢(x))le € I N [a, 50)}

keine kompakte Teilmenge von D ist. Analog wird dieselbe Aussage fiir links
definiert.
Dies ist eine knappe Formulierung fiir die Gesamtheit der folgenden Félle.
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(i) I N a,00) ist unbeschrankt.
(ii) {¢(z)|x € I N[a,00)} ist unbeschréinkt.
(ii)
inf{||(z, ¢(x)) = (v, 2)| [ € I N [a,00),(y,2) € ID} = 0

Wir wollen uns davon iiberzeugen, dass Graph(¢) keine kompakte Menge ist, falls
eine der Eigenschaften (i),(ii) oder (iii) gilt.

Falls (i) oder (ii) gilt, so ist Graph(¢) tiber I N [a,00) unbeschrinkt und damit
nicht komkakt. Wir nehmen nun an, dass (iii) gilt. Auerdem wollen wir annehmen,
dass Graph(¢) kompakt ist. Es gibt zwei Folgen (z,,, #(z,)), n € N, (yn,2n), n € N,
mit

i {|(zn, ¢(2n)) = (yn, z0)[| = 0
n—oo
Dann gibt es wegen der Kompaktheit von Graph(¢) eine konvergente Teilfolge
lim (2, , ¢(7n,)) = (Yo, 20)
k—o0
die in D konvergiert. Andereseits gilt ebenfalls
klggo(ynk ) an) = (y07 ZO)

und somit (yg, z9) € OD. Dies ist ein Widerspruch.

Wir zeigen nun die Umkehrung. Wir nehmen an, dass (i),(ii) und (iii) nicht
gelten. Da (i) und (ii) nicht gelten ist Graph(¢) tiber I N [a, c0) eine beschrankte
Menge. Wegen

inf{||(z, ¢(x)) = (v, 2)| [ € I N [a,00),(y,2) € ID} > 0

ist Graph(¢) eine Teilmenge von D, also eine kompakte Teilmenge von D.

Satz. FEs sei D eine offene Teilmenge des R? und f : D — R sei stetig und gendige
einer lokalen Lipschitzbedingung bzgl. y. Dann hat das Anfangswertproblem
y' = f(z,y) y(zo) =yo  (wo,y0) € D

genau eine Liosung, die nach links und nach rechts dem Rand beliebig nahe kommd.
Jede andere Lésung ist eine Restriktion dieser Losung auf ein kleineres Intervall.

Wir benétigen zwei Lemmata. Das erste ist offensichtlich.

Lemma. FEs sei f: D — R und fiir alle o € A seien I, Intervalle mit xg € I,. Es
seien ¢ : I, — R Lésungen des Anfangswertproblems y' = f(x,y) mit y(xo) = yo,
so dass fir alle x € I, N Ig gilt, dass ¢o(x) = ¢5(x). Dann ist

¢: |JI.—R

a€cA
P(x) = pa(x) x € Iy

eine Losung des Anfangswertproblems. ¢ ist auf |J,c 4 Ia die einzige Lésung, so
dass fiir alle « € A die Gleichung ¢|1, = ¢a gilt.



GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 49

Lemma. FEs sei D eine offene Teilmenge des R? und f : D — R sei stetig.

(i) Ist ¢ : [x0,b) — R eine Lisung der Differentialgleichung y' = f(z,y), so dass
Graph ¢ eine kompakte Teilmenge von D ist, dann gibt es é ¢ [wo,b] — R, die
Lésung der Differentialgleichung ist und

Pllzot) = &
(ii) Sind ¢ : [x9,b] — R und v : [b,¢c] — R Losungen mit $(b) = 1(b), dann ist
y:[ro, ] = R
( ) ¢($) x € [:I:o,b]
xTr) =
! (@) z € b
Lésung der Differentialgleichung.

Beweis. (i) Wir definieren

. B(x) T € [x0,b)
¢(z) = lim ¢(x) =0

x—b

Es muss nachgepriift werden, dass ¢ wohldefiniert ist. Laut Voraussetzung ist
Graph ¢ eine kompakte Teilmenge von D. Da f auf D stetig ist, ist f auch auf
der kompakten Menge Graph ¢ stetig. Deshalb ist f auf Graph ¢ beschrankt und
insbesondere auf Graph ¢ beschrinkt. Da f auf Graph ¢ stetig ist, ist f(t, ¢(¢))
auf [zg,b) stetig und beschrénkt und damit Riemann integrierbar auf [zg,b). Der
Grenzwert lim,_p ¢(x) existiert, weil

T b
lim (o) = o+ limy [ F(t. 60Vt =0+ [ Tt 0()d:
xo Zo
Wir zeigen nun, dass q~$ in b linksseitig differenzierbar ist.

s 7 b
lim 20 =@ _ Lo St ¢®)dt
x—b —x 2—sb _

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt, dass es ein ¢, € (x,b) mit

o B0 = 0@) _ (b= 2)f(ta, O(t))

z—b b—=x z—b b—=x

gibt. Weil f stetig ist

i 200 =) — i 10, 60,)) = 7 (1 1y 020 ) = 70,500

z—b — T z—b

und ¢ geniigt in b (linksseitig) der Differentialgleichung. (ii) y geniigt im Punkt b
der Differentialgleichung. [
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Beweis von Satz. Nach dem Satz von Picard-Lindelof gibt es eine Losung des An-
fangswertproblems, die zumindest auf einem kleinen Intervall existiert. Wir in-
dizieren die Funktionen ¢, o € A, die Losungen des Anfangswertproblems sind.
Zwei Losungen ¢ : I — R und ¢ : J — R stimmen auf I N J iberein. Wir
iiberlegen uns dies. Falls die Losungen nicht iibereinstimmen, dann gibt es ein z;
mit ¢(x1) # p(x1) Wir betrachten

zy = inf{z|p(x) # ¥ ()}

Wegen der Stetigkeit von ¢ und 1 folgt ¢(x2) = (x2). Mit dem Satz von Picard-
Lindeldf folgt, dass in einer Umgebung von x2 die Gleichung ¢(z) = 1(x) gilt. Dies
ist ein Widerspruch. (Man kénnte hier auch das Lemma von Zorn verwenden.)
Nach Lemma gibt es eine Losung y, die sich auf kein grofleres Intervall fortsetzen
lésst.

Wir nehmen an, dass y nicht nach rechts dem Rand beliebig nahe kommt. Dann
ist y auf einem Intervall [zg,b) oder einem Intervall [x¢, b] definiert. Wir betrachten
den Fall [z, b) zuerst.

Nach Lemma (i) konnen wir den Definitionsbereich von y auf [z, b] erweitern.

Falls y auf [zo, b] definiert ist, dann gibt es eine Umgebung U von (b, y(b)), die
ganz in D liegt. Dann gibt es eine Losung des Anfangswertproblems 2z’ = f(z, 2)
mit z(b) = y(b), die zumindest auf einem kleinen Intervall existiert. Nun wenden
wir Lemma (ii) an.

Damit haben wir die Existenz einer Losung gezeigt, die sich nach links und rechts
dem Rand beliebig nahert. Die Eindeutigkeit folgt aus der lokalen Lipschitzbedin-
gung. [
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MAXIMAL- UND MINIMALINTEGRALE

Wir erhalten hier Abschitzungen fiir das Anfangswertproblem ¢y’ = f(z,y) mit
y(zo) = yo. Diese sind insbesondere dann niitzlich, wenn eine Differentialgleichung
so kompliziert ist, dass wir keine Losungen angeben konnen.

Lemma. FEs seien ¢, : (zo,zo + a] — R differenzierbare Funktionen. Es gebe ein
e >0, so dass fir alle x € (xg, 20+ €) die Ungleichung ¢(x) < (z) gilt. Dann gilt
(i) Fir alle x € (xo,z0 + a] gilt ¢(x) < P(x).

oder

(ii) Es gibt ein x1 € (xo,x0 + a], so dass ¢(x1) = ¥(x1), ¢'(x1) > ¢ (1), und fir
alle x € (xo, 1) die Ungleichung ¢(x) < ¢ (z) gilt.

Beweis. Wir nehmen an, dass (i) nicht gilt. Dann gibt es ein 21 mit ¢(z1) = ¥(z1),
so dass fiir alle x € (xq, z1) die Ungleichung ¢(z) < ¢(x) gilt. Hieraus folgt

¢(x1) — ¢(z1 — h) > Y(x1) — Y(21 — h)

und somit
¢(z1) — ¢(z1 — h) S Y(z1) —P(z1 —h)
h h
Also
¢'(x1) > (1)
O

Man bezeichnet
Po = ¢ — f(z,¢(x))
als Defekt von ¢ bzgl. der Differentialgleichung y' = f(z,y).

Lemma. FEs sei D eine offene Teilmenge des R? und f : D — R. Es seien ¢, :

(x0, 0+ a] — R differenzierbare Funktionen mit Graph(¢), Graph(y)) C D. Es gebe
ein € > 0, so dass fir alle x € (xg,x0 + €)

¢(z) < P(x)

Fiir alle x € (zg, zo + a]
Po(x) < Py(z)

Dann gilt fiir alle x € (xg,x0 + a]

o(z) < (x)

Beweis. Wir benutzen Lemma. Falls Lemma (i) gilt, dann ist die Behauptung
bewiesen. Falls (i) nicht gilt, so gilt (ii). Andererseits gilt

¢’ (21) = (Po)(x1) + f(21, d(x1)) < (P) (1) + f(21,9 (1)) = ¢’ (21)
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im Widerspruch zu Lemma (ii). O

Man sagt, dass eine stetig differenzierbare Funktion v eine Unterfunktion bzgl.
des Anfangswertproblems 3y’ = f(z,y) mit y(zo) = yo ist, falls fir alle z € [z, zo+a)

v'(z) < fz,v(x)) v(zo) <o

gilt. Eine stetig differenzierbare Funktion v ist Oberfunktion, falls fiir alle z €
[0, 2o + a]
v'(z) > f(z,v(z)) v(xo) = Yo

gilt.
Satz. FEs sei D C R? eine offene Menge und f : D — R sei stetig. Fs seien v eine
Unterfunktion und w eine Oberfunktion des Anfangswertproblems y' = f(x,y) mit

y(xo) = yo auf [xo,zo + a]. Dann gilt fir alle x € [xg, o + a] und alle Lésungen y,
die auf [xo,x0 + a] existieren
v(z) < y(r) < wlz)

Beweis. Wir wollen Lemma anwenden. v’ ist nach Voraussetzung stetig und 3’ ist
wegen y' = f(xz,y) stetig. Wir weisen v(x) < y(x) nach.

Falls v(xo) < yo gilt, so folgt aus der Stetigkeit von v und y, dass es ein € > 0
gibt, so dass fiir alle © € [xg,zo + €]

v(z) <y(z)
gilt. Da v eine Unterfunktion ist, gilt
v = flz,v) <0=y' — f(z,y)

Damit konnen wir Lemma anwenden.
Falls v(zg) = yo gilt, dann folgt

v'(20) < f(zo,v(%0)) = f(20,Y0) = y'(20)
Da ' und y’ stetig sind, gibt es ein € > 0, so dass fiir alle x € [xq, 2o + €]
v'(z) <y (x)
gilt. Also gilt fiir alle z € (zg, g + €

o) = vlan) = [ " (bt < / "y ()t = y() — y(xo)

Zo 0

Da aber y(xo) = v(zg) gilt, folgt fir alle € (xg,x0 + €], dass v(z) < y(x) gilt.
Damit sind die Voraussetzungen von Lemma erfiillt. [

Um Abschitzungen fiir Losungen von ¢’ = f(z,y) zu finden, modifiziert man f
etwas, so dass f; < f < f2 gilt und f; und fy Funktionen lésbarer Differentialgle-
ichungen sind.
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Beispiel. Die Losung der Riccatischen Differentialgleichung
y =2’ +y y(0) =1
erfullt

1

1—=z

<y(z) <tan(z + %)

und y existiert mindestens auf [0, 5] und héchstens auf [0, 1].

Beweis. Fiir alle € > 0 und alle x mit |z| <1 gilt
(L—ay’ <a®+y* < (1+e)(1+y7)

Wir bestimmen nun die Unterfunktion.

v = (1—e)? v(0) =1
T T v(x) 1
(176)36:(1*6)/ dt:/ ”—th:/ —dv
0 o v v(0) Y

1 1 1

Also gilt fiir alle € > 0

1
y(z) 1-(1-¢e)z
und somit
(£) > —
4 “1—x
Wir bestimmen die Oberfunktion.
w' = (14 €)(w® +1) w(0) =1

:L’d T p w(x) 1 p
(14+e€)x=( —|—e)/0 /0 T u? A(o) Ll

= arctan(w(x)) — arctan(w(0))
Da w(0) =1 gilt, folgt

(1 + €)z = arctan(w(z)) —

I

Also gilt
w(z) = tan((1 + €)z + §)

53
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und somit fir alle € > 0
y(z) < tan((14e)z + T)

Deshalb gilt
y(z) < tan(z + )

O

Eine Losung y* des Anfangswertproblems y' = f(x,y) mit y(zo) = yo heisst
Maximallosung, falls
(i) y* dem Rand von D nach rechts und nach links beliebig nahe kommt.
(ii) Fiir alle Losungen y des Anfangswertproblems und alle z, fiir die y* und y
definiert sind, y(z) < y*(x) gilt.

Analog wird die Minimallosung definiert.

Satz. Es sei D eine offene Teilmenge des R? mit (xo,y0) € D und f : D — R
sei eine stetige Funktion. Dann gibt es zum Anfangswertproblem y' = f(x,y) mit
y(zo) = yo Minimal- und Mazimallosungen.

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir den speziellen Fall, dass D = [zg,x0 + a] X R
und dass f stetig und beschrénkt ist (D ist hier nicht offen). Der allgemeine Fall
folgt hieraus.

Wir konstruieren eine Maximallosung. Nach dem Satz von Peano hat

3=

y' = flz.y)+ y(@o) = yo + +

mindestens eine Losung wy, : [zo,20 + a] — R. Hierbei nutzt man aus, dass f
beschrankt ist. Nach Lemma gilt dann fiir alle Losungen y des Anfangswertprob-
lems y' = f(x,y) mit y(xz¢) = yo und alle x € [zg, xo + d]

Y(@) < wppa(x) < wp()
Da wy(z), n € N, fir jedes x monoton fallend ist, existiert fiir alle x € [zq, 2o + a]

y*(z) = lim w,(x)

n—oo

und es gilt fiir alle z € [xg,z¢ + a] und alle Losungen y

y(x) < y*(z)

Die Folge w,, n € N, konvergiert gleichméssig gegen y*. Dazu zeigen wir, dass
die Folge w,, n € N, eine gleichstetige Menge von C[zg,xo + a] ist. Ausserdem
zeigen wir, dass wy,, n € N, in C[xg, 2o + a] beschrankt ist. Nach dem Satz von
Arzela-Ascoli ist die Folge damit total beschréinkt.

Wir weisen die Gleichstetigkeit nach. Es sei y < x und

M= max |f(z,y)]

zE(wg—a,zota)
yER
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/ftwn 1dt—/ftwn + Lat
/|ftwn + Lldt

(M +1) [z -yl
Wir zeigen, dass die Folge Wy, n € N, beschrankt ist.

un(o)] < ool + [ 1£(0wn(0) + 2dt < (M + Dz — 0] < (M + D

Also ist die Folge total beschriankt und der Abschluss der Folge {wy|n € N} ist kom-
pakt. Somit hat jede Folge in {w,|n € N} eine konvergente Teilfolge. Insbesondere
hat w,, n € N, eine konvergente Teilfolge

lim wy,, =w
k—oo

Da y* der punktweise Limes der Folge w,, ist, muss w = y* gelten. Da die Folge
w,, monoton fillt, schliessen wir

lim w, =y~

n—oo

bzw. dass w,, n € N, gleichméssig gegen y* konvergiert.
Wir zeigen nun, dass damit g, : [xg, 2o + a] — R mit

gn(@) = f(z,wn(z))
gleichmaéssig gegen g : [zg, o + a] — R mit
9(z) = f(z,y" (x))

konvergiert. f ist auf [zg, o+ a] X [yo — (M + 1)a, yo + (M + 1)a] stetig und damit
dort gleichméssig stetig.

V€E|5V((E,y), (‘%13})7 \/|‘T - ‘%|2 + |y - g|2 <9 |f(xvy) - f(iag” <€
Insbesondere gilt

VeddVe € [xo, x0 + alVy, g, ly — 7| < I : |f(z,y) — f(z,9)| <€

Da w,, gleichmassig gegen y* konvergiert, erhalten wir
VeaNVx € [zg,x0 + a]¥n > N @ |f(z,y" () — f(z,wy(x))] <€

Dies ist aber gerade die gleichméssige Konvergenz, die wir nachpriifen wollten.
Damit erhalten wir nun

y*(z) = lim w,(z) = lim {y0+%+/xf(t,wn(t))+ %dt}

n—oo
xT
-+ Jim [ fltw,(0)de
n—oo zo
Da wir gleichméssige Konvergenz haben, diirfen wir Limes und Integral vertauschen.

v@ =0+ [l O =yt [ Sy o)
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Bemerkung. Es sei [ : [xg,x0+a] Xx R — R stetig und y* sei Mazimallosung und

Yy« sei Minimallosung des Anfangswertproblems y' = f(x,y) mit y(xg) = zo auf

[0, zo + a]. Dann gibt es fir alle (s,t) mit s € [z, x0 + a) und y.(s) <t < y*(s)

eine Losung des Anfangswertproblems y' = f(x,y) mit y(zo) = xo und y(s) =t.
(Die Lésungen fillen also den gesamten Bereich zwischen y. und y* aus.)

Beweisidee. Nach dem Satz von Peano gibt es eine Losung des Anfangswertprob-
lems y' = f(z,y) mit y(s) = ¢, die dem Rand nach links beliebig nahe kommt. Falls
es ein x1 € [xg, s] mit y(z1) = y*(z1) gibt, dann gilt

y/(xl) = f(x1,y(z1)) = flo1,y"(21)) = y*/(xl)

Wir koénnen y also auf [zg, 1] durch y* fortsetzen. Ebenso verfahren wir, falls

y(x1) = yu (1) gilt.
Falls keiner diesen beiden Fille eintritt, kann man y bis xy nach links fortsetzen
und es gilt y(zo) = yo. O

Beispiel.

Die Mazimallosung ist

1..2

ST x>0
yi(z) =141

0 <0

Die Minimallosung ist

. 0 x>0
y'(z) = x2 <0

Fiir (s,t) mit 0 < t,t% < s ist

() = - (s —2v1))? T >5— 2Vt
= 0 r<s—2Vt

die eindeutige Losung mit y(0) = 0 und y(s) = t.

Beweis. In D = (0,00) xR geniigt f(x,y) = /|y einer lokalen Lipschitzbedingung.
Falls )
1
. ) gz x>0
yi(@) = {0 2 <0

nicht Maximallésung ist, so gibt es ein xo > 0 mit y*(zg) > ix% oder ein zg < 0
mit y*(zo) > 0. Es ist aber

y(z) = 1(z — (z0 — 21/y*(20))” T > 0 — 20/ y*(70)

die eindeutige Losung der Differentialgleichung durch den Punkt (zg,y*(x¢)). O
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9. STETIGE ABHANGIGKEIT

Gegeben seien zwei Anfangswertprobleme y' = f(x,y) mit y(xg) = yo und y' =
g(x,y) mit y(zg) = go. Wir sprechen von stetiger Abhéngigkeit, falls folgendes
vorliegt: Falls sich sowohl f und g als auch yy und g nicht stark unterscheiden,
dann liegen auch die entsprechenden Losungen dicht beieinander.

Satz. Es seien f, g : [xo,x0+a] xR — R stetige, beschrinkte Funktionen. f geniige
einer Lipschitzbedingung mit Konstante L, La < 5. Fiir alle (z,y) € [z, zo+a] xR
gelte

[f(@,y) — gz, y)| <e

Dann gilt fir alle Losungen y' = f(x,y) und v' = g(z,y) mit y(zo) = v(xo) = yo

max |y(xz) —v(z)| < 2ea

z€[z0,T0+0a]

Man kann das Ergebnis noch dahingehend erweitern, dass auch die Anfangswerte
verschieden sind. Die Bedingung La < % kann vermieden werden.

Beweis. Es gilt fiir alle (z,y) € [zo,20 +a] X R

flz,y) —e<g(z,y) < f(z,y) +e

Nach Satz gilt fiir die Losungen v' = g(z,v) und 2’ = f(z,2z) + € mit v(zg) =
z(z0) = yo und alle x € [zg, zo + a], dass v(z) < z(z).

Wir zeigen nun, dass Losungen 2’ = f(z,2) + € und 3 = f(z,y) mit y(zo) =
z(xg) = yo dicht zusammenliegen. Da f eine Lipschitzbedingung erfiillt, konvergiert
die Picard-Iteration.

y= lim y, Yn(z) = yo + / f(t yn—1(t))dt
pie

z= lim z, Zn(x) = Yo +/ f(t, 2n_1(t)) + edt
Zo

Es gilt

yn(2) — zn(2)| =

/z Flt yn—1(t)) — f(t, 2n—1(t)) — edt‘

§/x|f(tayn71(t))—f(t7zn,1(t))|dt+/ edt

0

Wir wenden nun an, dass f die Lipschitzbedingung erfiillt.

[yn (@) = 2n(@)] < Lz — 20| _max_ |yn—1(t) = 2n-1(8)[ + |z =z

€[zo,z0+a

S LaHynfl - anllloo + ea
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Hieraus folgt
||yn - ZnHoo < La”yn—l - Zn—lHoo + €a

und
|y — 2nllco < €a + La{ea + Lallyn—2 — 2n—2lcc }

Mit Induktion und ||y; — 21|lec < €a erhalten wir

€a

n—1 o)
n — noo< L k< L k:
oo = 2l < co 3 (La)' < o3 (L)t = 5

Weiter folgt

ly = 2lloe < 7=
= 1—La
und somit cq
o(z) < 2(2) < ylo) +
Ebenso erhalten wir ca
o(z) 2 yl(e) -
Insgesamt gilt damit
€a
jo(e) — ya)| < T2
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10. SYSTEME VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Essei DC R und f: D - R", f = (f1,..., fn). Man nennt

yi :f1(337y17-~-7yn)

y;L = fn(mvyla o 7yn)

ein System von Differentialgleichungen. Man schreibt auch kurz

y = flz,y)
dafiir. Gesucht sind ein Intervall I und Funktionen yi,...,y, auf I, so dass
samtliche Differentialgleichungen des Systems erfiillt sind.
Es sei || || eine Norm auf dem R™. Wir sagen, dass f auf D einer Lipschitzbe-

dingung bzgl. y geniigt, falls ein L > 0 existiert, so dass fir alle (z,vy), (z,2) € D

1f(2,y) = fz,2)| < Llly — 2|

gilt. Diese Definition héngt nicht von der Norm ab, wohl aber die Konstante L.
Dies folgt aus dem néchsten Lemma.

Lemma. Fir je zwei Normen || |1 und || |2 auf dem R™ existieren a,b € R, so
dass fiir alle z € R™

allzfly < flzfls < bl

gilt.

Es ist hier giinstig, die Norm
ol = pma Jo

zu verwenden.

Wir sagen, dass f auf D einer lokalen Lipschitzbedingung geniigt, falls es fiir alle
(x,y) € D eine Umgebung U von (z,y) gibt, so dass f in D N'U einer Lipschitzbe-
dingung geniigt.

Satz. Ist D eine offene, konvexe Teilmenge des R und sind die partiellen

Ableitungen g‘f;, i,7 = 1,...,n stetig und beschrinkt in D, dann geniigt f in D

einer Lipschitzbedingung.
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Satz. (Picard-Lindeldf) Es sei Q) ein kompakter Quader
Q=A{(z,y)lr e Ry e R", |z —zo| < a, |ly — yolloo < b}
und [ : Q — R™ sei eine stetige Funktion, die in Q einer Lipschitzbedingung geniigt.

Dann besitzt das Anfangswertproblem y' = f(x,y) mit y(xo) = yo in [x0 — ¢, x0 + ]
genau eine Losung, wobei

b
M = max Z,Y) || oo und ¢ =min< a, —
a7l {o 5t}

Um den letzten Satz zu beweisen, verwendet man eine verallgemeinerte Picard-
Tteration.

® k=1,....n
Yr,j+1(T) = Yo + /mo Tty (t), . yn,;(1)))dt =012,
In Vektorenschreibweise
) =+ [ fep@a =01z
xo

nimmt dies formal die Gestalt der Picard-Iteration im 1-dimensionalen Fall an.
Auch im mehrdimensionalen trifft es zu, dass die Picard-Iterationen gegen die
Losung konvergieren.

Auch alle iibrigen Existenz- und Eindeutigkeitssitze lassen sich auf mehrere
Dimensionen verallgemeinern. Den folgenden Satz wollen wir noch einmal her-
ausheben.

Satz. Es sei f : [xg,x0+a] XxR™ — R™ eine stetige Funktion, die bzgl. y einer Lip-
schitzbedingung gentigt. Dann gibt es genau eine Losung des Anfangswertproblems
y = f(z,y) mit y(xo) = yo, die auf [xg,xo + a] existiert.

Man beachte, dass die Lipschitzbedingung nicht lokal ist, sondern global. Man
erhalt damit

1f G, o) < Lilyll + 11, 0)]]

und kann damit die Existenz der Losung auf dem gesamten Intervall [zg, 2o + a]
sicherstellen.
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11. LINEARE SYSTEME

Es sei I ein Intervall und A = (a;;)};_; eine n x n Matrix und b = (b1, ..., b,)
ein Spaltenvektor stetiger Funktionen, die von I nach R abbilden. Dann heif3t

Yy = a1 (z)yr + -+ a1,0(2)yn + b1 (2)

Yy, = an 1 (2)y1 + -+ an o (2)yn + b1 (2)
ein lineares System von Differentialgleichungen. Wir notieren dies auch kiirzer
y =Ay+b
Man sagt, dass das System homogen ist, falls b = 0.

Lemma. Es seien A eine n Xx m Matriz, B eine m X k Matriz und C eine n X n
Matriz differenzierbarer Funktionen. Die Zeilen der Matriz C bezeichnen wir mit
c,t=1,....,n. Dann gilt

(i) (AB) = A'B + AB'
(i1)
(det ) = Zdet(cl, ey Ci1,Ch Cin s Cp)
i=1

Beweis. (i) Es seien

; &
A= (aiJ)Z]’TZl B = (bj,é)ﬂﬂ
Dann gilt
n,k ! N,k
m m
(AB) = [ | Y ai b = [ D aibie
i=1 il=1 j=1 i0=1
Mit der Produktregel folt
n,k n,k
m m
(AB)/ — Zaiyjb;,f —+ Za{i,jb]‘j
J=1 id=1 J=1 i=1

(ii) Es gilt

det C = Z |0'| ﬁ Ci7o(i)
o i=1
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wobei |o| der Charakter oder das Vorzeichen der Permutation o ist. |0 = 1, wenn

sich ¢ als Produkt von einer geraden Anzahl von Transpositionen schreiben lasst,
sonst gilt |o| = —1. Deshalb gilt

n /
(detC)' = Z |o| (H Ci,a(i))
o =1
= Z o Z Clo(1) " Cif1,0(1'71)C;,g(i)ci+1,a(i+1) * " Cn,o(n)
o i=1

= Z Z |0|Cl,a(1) cee Cz‘—1,0(1—1)0270(1')Ci+1,a(i+1) *Cnoo(n)

=1 o
n
§ : /
= det(cl,...,ci_l,ci,ci+1,...,cn)
i=1

O

Satz. Es sei I ein Intervall, A eine n x n Matriz und b ein Spaltenvektor stetiger
Funktionen, die von I nach R abbilden. Dann hat das Anfangswertproblem

y' = A(z)y + b(x) y(wo) = Yo

fiir alle xo € T und alle yo € R™ genau eine Liosung, die auf ganz I existiert. (I
kann auch ein unbeschrdnktes Intervall sein, die Endpunkte von I kénnen zu I
gehdren oder auch nicht.)

Beweis. Wir wollen Satz anwenden. f(z,y) = A(x)y + b(x) genligt auf jedem
kompakten Intervall J einer Lipschitzbedingung. Wir priifen dies nach.

1/ (2,y) = [z, 2)|| = [[A(z)y — A(2)2|

1
2\ 2
n n
= [ DD @) - )
i=1 |j=1
Mit der Holder-Ungleichung folgt
1
1 12\ 2
n n 2 n 2
£ @,y) = F, 2 < | YO (@) > ly =zl
i=1| \j=1 j=1
1 1
n 2 n 2
=Y lai (@) > ly -zl
ij=1 j=1
1
n 2
D ais@P | Ny -zl

i,j=1
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1
Da (Z?jzl |ai,j(:c)|2) ® eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist,

wird dort das Maximum M angenommen. Also

1f(2,y) = [z, 2)|| < Mlly — z]|

Damit hat das Anfangswertproblem auf jedem kompakten Teilintervall, das xg
enthélt, eine eindeutige Losung. Damit existiert aber auf ganz I eine eindeutige
Losung. O

Satz. Es sei I ein Intervall und A eine n x n Matriz stetiger Funktionen auf I.
Dann bilden samtliche Lésungen des homogenen Gleichungssystems

y = Ay

einen n-dimensionalen Vektorraum. (Man kann diesen Lésungsraum als Teilraum
von C(I) x C(I) x --- x C(I) auffassen.)

Beweis. Man priift leicht nach, dass die Losungsmenge ein Vektorraum ist.

Wir zeigen, dass die Dimension des Losungsraumes Y gleich n ist, indem wir
zeigen, dass Y isomorph zum R™ ist. Essei zp € J und T: Y — R"™, T(y) = y(xo).
T ist linear und bijektiv. T ist bijektiv, weil es nach Satz fiir alle yo genau eine
Losung y mit y(xg) = yo gibt. O

Wir wollen nun ein Kriterium angeben, mit dem man nachpriifen kann, ob ein
Losungssystem eine Basis ist. Es seien !, ..., y™ Losungen der Differentialgleichung
y' = Ay. (Jedes y* ist also ein Vektor von n Funktionen.) Man nennt

W(z) = det(Y (x))

die Wronski-Determinante der Matrix Y (z) = (y'(2),...,y"(z)).
Jozef Maria Hoené-Wronski wurde 1778 vermutlich in Posen geboren Er war
Artillerieoffizier bevor er sich der Wissenschaft zuwandte. Er starb 1853 in Paris.

Satz. FEs sei I ein Intervall und y',...,y" ein System von Lisungen von y' = Ay.
Dann gilt fir die Wronski-Determinante dieses Systems

x

W (x) = W (w) exp < /I trA(t)dt)

0

tr(A) bezeichnet die Spur der Matrix A, tr(A) = Y7, a; ;.
Beweis. Wir beweisen, dass W die Differentialgleichung

W = (tr(A)W
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erfillt. Durch Losen dieser Differentialgleichung folgt unsere Behauptung sofort.
Wir zeigen, dass die Differentialgleichung in jedem Punkt zg € I erfiillt ist. Dazu
betrachten wir das Losungssytem Z = (z!,...,2") mit

2'(xg) =e; = (0,...,0,1,0...,0) i=1,...,n
Wir behaupten, dass fiir alle z € I und alle Losungssysteme Y = (y!,...,y")
Y(z) = Z(x)Y (xo)
gilt. Wir priifen dies nach. Wegen

d
72 (Z@)Y (20)) = Z'(2)Y (20) = (AZ(2))Y (20) = A(Z(2)Y (o))

ist Z(z)Y (zg) eine Losung. Da Z(xzg) = Id gilt, stimmen die Werte Y (z¢) =
Z(x0)Y (x,) in xq tiberein. Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz stimmen
damit Y (z) und Z(y)Y (x¢) auf ganz I tiberein. Damit folgt

%(wo) _ dd;xtY(Io) _ ddet(ZEl:;)Y(mo)) (z0)

Die Determinante von dem Produkt von zwei Matrizen ist gleich dem Produkt der
Determinanten.

aw ddet(Z(x))

(o) = det(Y () — ddet(Z(x))

(w0) = W(xo)T(fEO)
Wir wenden nun Lemma an und erhalten

M(xo) =W (xop) Z det(z'(x0), ..., 2" (xo), 2 (x0), 2 (z0), . . ., 2" (20))
i=1

dx
= W {(xp) z”: det(z (z0), ..., 2" Y xg), Az' (z0), 2 (20), . . ., 2™ (20))
i=1
= W(xo) i det(eq,...,ei—1, A(zo)ei, €ix1y- .- €n)
i=1
= W(QL'()) i am-(xo)
i=1

O

Satz. Es sei I ein Intervall und A eine Matriz stetiger Funktionen a;; : I — R,

i, = 1,...,n. Es sei y',...,y" ein System von Lésungen von y = Ay und
Y = (y,...,y") sei die vom System erzeugte Matriz. Dann sind dquivalent:
(i) y*,...,y" ist eine Basis des Lisungsraumes.

(i) Fiir alle x € I gilt, dass W (z) # 0.
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(iii) Es gibt ein x € I, so dass W(x) # 0.
Beweis. Die Implikation (#4) = (#i7) ist trivial. Die Implikation (iii) = (ii) folgt
aus Satz, da die Exponentialfunktion iiberall verschieden von 0 ist.
Wir zeigen nun (ii) = (i) bzw. —(i) = —(ii). y',...,y" ist genau dann linear

abhangig, wenn es reelle Zahlen ¢y, ..., ¢, gibt, von denen mindestens eine Zahl ¢;,,
von 0 verschieden ist und fiir die

gilt. Ausfiihrlich aufgeschrieben bedeutet dies

Jep, .o, enTig, iy FOVZ €1 Zc,yl(:c) =0.

i=1
Hieraus folgt, dass fiir alle x € I die Vektoren y!(z),...,y"(x) des R™ linear
abhéngig sind. Somit gilt fiir alle x € I, dass W (z) = 0.
Nun zeigen wir (i) = (i) bzw. —(i) = —(i). Falls (ii) nicht gilt, dann gibt
es ein o, so dass y'(zo),...,y" (7o) linear abhiingig ist. Also gibt es reelle Zahlen
Cl,...,Cn, von denen mindestens eine Zahl ¢;, von 0 verschieden ist und fiir die

Z ey’ (x9) =0
i=1

gilt.((iii) besagt, dass dies fur alle z gilt. Hierbei héngen die Koeffizienten ¢; aber
von x ab.) Offensichtlich ist

n
>y
i=1

eine Losung des Systems mit dem Anfangswert

Z ey (wg) =0
i=1

Nach dem Satz von Picard-Lindelof gibt es aber genau eine Losung mit diesem
Anfangswert und dies ist die konstante Funktion 0. Somit gilt fiir alle z € T

Z cy'(x) =0
i=1

und y!,...,y" sind linear abhingig. [
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Satz. Man erhdlt samtliche Losungen des inhomogenen Systems
Y =Ay+b

indem man zu samtlichen Losungen z des homogenen Systems z' = Az eine spezielle
Lésung des inhomogenen addiert.

Beweis.. Es sei y eine spezielle Losung des inhomogenen Systems und v eine weitere
Losung des inhomogenen Systems. Dann ist z = v — y eine Losung des homogenen
Systems und v =y + z. O

Satz. Es sei I ein Intervall und A eine Matrix stetiger Funktionen a;; : I — R,
i,7 = 1,...,n. Das Anfangswertproblem y = Ay + b mit y(xo) = yo hat die
eindeutige Losung

) = Yo+ ¥ (@) [ Y pio

wobei Y das Léosungssystem mit Y (xg) = Id ist. (Das Integral bedeutet, dass koor-
dinatenweise integriert wird.)

Beweis. Die Matrix Y'(¢) ist fiir alle ¢ invertierbar, weil W (zg) = 1 und deshalb fiir
alle = die Ungleichung W (x) # 0 gilt.

Wir wissen bereits, dass die Losung eindeutig ist. Es reicht also nachzuweisen,
dass y eine Losung ist und den Anfangswert erfiillt.

Der Anfangswert ist erfiillt, weil y(z¢) = Y (20)yo = vo.

= (AY (2))yo + AY (z) ’ Y H(#)b(t)dt + b(x)
- {Y(x)yo +Y(x) ’ Y—l(t)b(t)dt} +b(x)

Wir wollen noch zeigen, wie man die Losung in dem letzten Satz findet. Man
benutzt die Methode der Variation der Konstanten. Es sei

Y:(yl,...,y") mit Y (xo) = Id
eine Basis des Losungsraumes. Fiir alle Losungen y des homogenen Systems gibt

es c1,...,c, € R, so dass
n
_ i
Y= E Gy
i=1
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Wir nehmen an, dass cq, ..., ¢, Funktionen von z sind, und wir nehmen an, dass es
eine Losung des inhomogenen Systems gibt, das die Form >, ¢;y* hat. Es gelten

y = Ay v => gy +> ey’
i=1 i=1
Deshalb soll . . .
Syt ey’ =A (Z cz-yi) +b
i=1 i=1 i=1
gelten. Es folgt
Z dyt=b bzw. Y =b

Also gilt ¢ = Y ~'b oder

o(@) — elwo) = / Y ety

Hieraus folgt

n

Vo) = 3 xlaly' ) =¥ (@)e) = ¥ (o) {etan) + [ ¥ optoyie

=1 0

Da Y (zo) = Id gilt, muss c(z) = yo gelten.

Bemerkung. (Reduktionsverfahren von d’Alembert) Es sei I ein Intervall und A
eine Matriz stetiger Funktionen a;; : I — R, 4,5 = 1,...,n. Falls man eine
spezielle Losung v von y' = Ay kennt, dann kann man dieses n X n System in ein
(n—1) x (n—1) System uberfihren.

Lésung. Fiir eine Losung y machen wir den Ansatz

y=ov+z
wobei ¢ : I - Rund z: I — R™ mit z = (0, 29, ..., 2,). Die Funktion z; ist also
identisch 0. Es gelten
y =¢v+ v + 2 Ay = Agpv + Az

Weil wir annehmen, dass y = ¢v + z eine Losung ist
v+ v 4+ 2 = Apv + Az
Da v eine Losung ist, folgt ¢v’ = A¢gv, und somit

v+ = Az
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Da z; identisch 0 ist
n
/ ! . 1
Qv + z; = Qi j%j i=1,...,n
Jj=2

Insbesondere fiir ¢ = 1 gilt
1 n
¢ =—> a1,z
V1 =2

Fiir ¢ > 2 gilt

n n n
- RV ¢/ J— RV ﬂ P
Zi = Qi,j%5 Ui = Qi,j %5 v ai,j%j
=2 =2 =2

n
- v, 9
z; = Qs a1,5 |z 1=2,...,m
U1

j=2
Damit haben wir das gesuchte (n — 1) x (n — 1) System. Wenn man dieses System
gelost hat, dann finden wir Losungen des urspriinglichen Systems, indem wir ¢ aus

berechnen. O

Beispiel. Firt # 0 sei
' =1z—y

Y =pmrt iy

Lisung. Wir wissen, dass (t?, —t) eine Losung ist. Wir benutzen das Reduk-
tionsverfahren von d’Alembert.

7 = (% - (?_zt)(_l)) z bzw. Z = %z
z(t) =t ist eine Losung und damit Basis des 1-dimensonalen Lésungsraumes.
P'(t) = t%(_l)t = —% bzw. o(t) = —In|t|

Die letzte Gleichung gilt bis auf Integrationskonstante.
z(t)\ _ t2 0\ [ —t?Inlt
(y(t)> =~ (t> + <t) - (t+t1n|t
ist eine Losung und als Basis des Losungsraumes erhalten wir
t2 —t21In|t|
—t )\ t+tinlt
Die Wronski-Determinante ist
_ 2 =\ _ 3 _ .3
W(t)_det(t £+ tin [t =t*(t+tlnft]) —t’lnft| =t

Man beachte, dass wir ¢ = 0 ausgeschlossen hatten. [
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12. LINEARE SYSTEME MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN

Falls die Matrix A konstant ist, d.h. die Koordinatenfunktionen konstant sind,
dann lasst sich die allgemeine Losung des Systems angeben. Wir stellen vorher
einige einfache Betrachtungen an.

Es sei die n x n Matrix diagonalisierbar, also

A=BDB™!
wobei D eine Diagonalmatrix ist.
d 0 0 -+ 0
0 do 0 -+ 0
D =
0 --- d,
Das Gleichungssystem 3’ = Ay konnen wir dann als
y = BDB™ 1y
schreiben. Dies bedeutet, dass
B~Y% =DB Yy bzw. (B~'y) = D(B™'y)
gilt. Wir setzen z = B~ !y und erhalten das Gleichungssystem
2 =Dz
Als Basis des Losungsraumes dieses Systems erhalten wir
e 0 0
0 edz® 0
0 0 edn®
und damit ist
edw 0 0
0 edz@ 0
B : .B : .-+ .B :
0 0 edn®

eine Basis des Losungsraumes des Systems 3y’ = Ay. Die Wronski-Determinante
berechnet sich zu

W (z) = det(BZ(x)) = det(B) exp (:z: Z di>

wobei Z(x) die Matrix ist, deren Spalten die Basisvektoren des Systems z/ = Dz
sind. W(z) # 0, weil B invertierbar ist und die Exponentialfunktion immer positiv
ist.

Dies ist im Prinzip die Methode mit der man solche Systeme 16st. Im allge-
meinen lasst sich eine Matrix jedoch nicht diagonalisieren. Deshalb benutzen wir
die Jordansche Normalform.
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Satz. (Jordansche Normalform) Jede reelle, quadratische Matriz A ist zu einer

Matriz der folgenden Normalform dhnlich, die bis auf die Reihenfolge der Unter-
matrizen durch A eindeutig bestimmt ist.

Ji

J:
Jr
Die Untermatrizen J;, i = 1,...,r haben die Form
d 1 0 - 0
0 d 1 -+ 0
: o1
0 0 d;

falls d; ein reeller Figenwert ist, und

Rd; —Sd; 1 0
Sd; Rd; 01

Rd; —Sd; 1 0

Sd; Rd; 0 1
Rd; —Sd;
Sd; Rd;

falls d; ein komplezer Eigenwert der Matriz A ist. (Mit d; tritt auch d; als Eigen-
wert auf, es wird aber nur ein Block fir d; und d; gewdhit.)

Lemma. Es seid € R. Das k x k System

d 1 0 0
0 d 1 0
2= ’ z
o
0 0 d
hat die Spalten der Matriz
1 %1’2 %‘Td ﬁ$k71
1 1 -
P I Gt
0 0 1

als Fundamentalsystem.

Beweis. Fur die Wronski-Determinante erhalten wir

det(Z) = e®* > 0
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Wir koénnen Satz anwenden und es bleibt einzusehen, dass die Spaltenvektoren
tatséchlich Losungen sind. Es gilt

21 =dz1 + 29

zh =dzo + 23

/
21 =dzp—1 + 2k

21, = dzg

Die i-te Spalte 2* der Losungsmatrix ist

1 .
; - 'x“éedw falls 1 </ <4
z(x) =< (i —0)!
0 falls 1 +1 <0<k
Es folgt
d e 4 ;xi_l_ledw falls 1</<i—-1
- (i —20)! (1—20—1)! - =
(20)' (%) = | gd= falls €=
0 falls i1 +1</<k
bzw.
dzy(z) + 24 (@) falls 1<¢<i-—1
(20)'(x) =  dzi(x) falls ¢ =i
0 falls i +1<¢<k
O

Lemma. Es seien u,v € R. Das Differentialgleichungssystem

v = pv — vw

w' = vv+ pw

e [(COSVT\ e ([ —sinve
sinvx )’ CcoS VT

als Basis des Losungsraumes.

hat

Beweis. Fur die Wronski-Determinante erhalten wir

d ertcosvr  —elTsinvr ) g,
et b i =e
eMsinve et cosvx
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Wir iiberpriifen, dass der erste Basisvektor eine Losung ist.
v = (eM” cosvz) = pe® cosve — vel® sinve = pv — vw
w' = (e’ sinvz) = pe'* sinve + vel® cosve = vo + pw

O

Wir wollen noch einmal untersuchen, warum die Funktionen sin und cos bei den
Losungen auftreten. Die Eigenwerte der Matrix

(%)

sind g 4 tv und p — iv. Diese Matrix ist d&hnlich zu der komplexen Matrix

JIR N2 0
0 w—iv

Die Losungen des Systems

()= ("5 0 ()

fithrt (ohne weitere mathematische Begriindung) auf

weil

z(t) = elptiv)t _ e“t(cos vt + isinvt)
y(t) = et — it (cos vt — isin vt)

Die letzten Gleichungen bezeichnet man als Euler-Identitéten.

Lemma. Es seien u,v € R und

pw —v 1 0
v u 01
’_
Z = w —v 1 0 [*
v u 0 1
u o —v
v
Dann bilden die Spalten der Matriz
. . n—1 n—1
cosvr —sinvr xTcosvr —xsinvze L cosvr L sinvx
(n=1)1 T (n=1)!
. . n—1 n—1
sinvex cosvx xsinvx T cCosSvx L_osinve A —s cosvx
(n 1) (n—1)!
. e Zn—2
cos VT —sinve (ﬂ 2), cos v m sin vx
. " nf
AT sinvx cos VX cee e (n 5 sinvx (n o1 COS VT
CcoS VX —sinve

sin vz CcosS VT
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ewn Fundamentalsystem.

Beweis. Wir beginnen mit den beiden letzten Zeilen.

!
Zp—1 = MZn—-1 — VZn
!/
Zp = VZn—1+ k2n

Mit Lemma erhalten wir sofort die Losungen

Zn—1 CoS VX —sinve
" =cp_1e" | . + ¢ et Cn_1,Cn €R
Zn sin vz cos v

Die néchsten beiden Zeilen lauten
2 8= HZn—3 — Vip_o+ Zpn_1
2 9 =VZn—3 + Won—2 + Zn

Da wir z,_1 und z, gerade bestimmt haben, erhalten wir

2 4= [2n—3 — VZn—2 + Cp_1"” cosvx — cp et sinve

2 o =Vzn_3+ fzn_o + cp_1eMT sinvr + ¢t cosvr

Mit Satz erhalten wir
Zn— CcoS VX —sinve
"3 ) = c,_sef® + ¢p_oe!” +
Zn—9 sinvx CcoS VX
. x . .
oh cgs vr —sinve p— cqs vt sinuvt e (e Cf)S v N sinvx
sinvx  cosvz 0 —sinvt cosvt sinvx cos VT

Hieraus folgt
. x
ux [ COSVT  —sinvx Cn—1
te (sinux CcosS VX )/0 ( Cn, )dt
Die Behauptung folgt mit Induktion. O

Satz. Es sei A eine reelle n X n Matriz und J eine Jordan-Normalform von A,
J=DB"1'AB.

Ji
J =
g
Los;, 1=1,...,r, sei ein Fundamentalsystem der Gleichung z' = J;z. Dann ist
Losy
B
Los,

ein Fundamentalsystem von y' = Ay.

Um ein Differentialgleichungssystem zu 16sen, hat man also die Jordan-Normalform
der Matrix A und die dazugehorige Transformationsmatrix zu berechnen. Im fol-
genden beschreiben wir einen Weg, bei dem dies nicht explizit gemacht wird.
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Beispiel.
¥ =-2zr+y—2z
Y =z —2y+22
2 =3z —3y+52
Es st
1 0 1
etl1),et2],e -1
0 1 -3

eine Basis des Losungsraumes.

Lésung. Wir berechnen die Eigenwerte der Matrix

—2— A 1 -2
det 1 —2-—A 2
3 -3 5—M\

—2-=A 2 1 2 1 -2-A
—(—2—)\)det< 3 5_)\>—det(3 5_)\>—2det(3 3 )

=(—2—=ANA=3X—4) — (=1 —=X) —2(3+3))
=N+ A543
=—-(A+1)2N-3)

Die Eigenwerte sind 3 und —1 mit algebraischer Vielfachheit 2. Die Jordansche
Normalform hat also (bis auf Permutation der Blécke) die Gestalt

-1 0 0 -1 1 0
0 -1 0 oder 0 -1 0
0 0o 3 0 0 3

Deshalb hat nach Satz die Losung die Form

z(t) = (ay + bit)e " + 1

y(t) = (ag + bat)e™t + cpet

2(t) = (a3 + bst)e™" + c3e’
(Die Koeffizienten by, bo, b3 sind sdmtlich 0, falls die Jordan-Form eine Diagonalma-
trix ist.) Wir setzen nun die Losungen in das Differentialgleichungssystem ein und

erhalten ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten.
Wir benutzen zunéchst die erste Gleichung.

()= -2z+y—22
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—(ay +bit)e t +bret 4+ 3¢ e
= —2((ay + bit)e ™t 4+ c1€®) + (ag + bat)e ™" + coe® — 2((az + bst)e ™ + c3e3)

Es folgt, dass fiir alle t € R
€3t(—561 + co — 203) + 6_t(—b1 —a1 +ag — 20,3) + te_t(—bl + b2 - ng) =0

gilt. Die Funktionen e3', e=* und te~* sind im Raum C(R) linear unabhingig.
Deshalb folgt

—561+CQ—203:0
—bl—a1—|—a2—2a3:0
—b1 +by —2b3 =0

Auf dieselbe Weise erhalten wir aus der zweiten Gleichung

a1 — as + 2a3 — by =0
by — by +2b3=0
c1 —5cy+2c3 =0

Aus der dritten Gleichung folgt

3a; — 3as + 6a3 — b3 =0
3by — 3ba + 6b3 =0
301 73024’203:0

Insgesamt haben wir ein lineares Gleichungssystem mit 9 Gleichungen und 9 Un-
bekannten. Als Losungen erhalten wir co = —c¢q, ¢3 = —3c¢1, by = bs = b3 = 0 und
as = a1 + 2a3. Die Konstanten ci, a; und a3 kénnen wir frei wahlen.

z(t) = are™" + c1e
y(t) = (a1 + 2a3)e™ " — 1™
2(t) = aze™" — 3cp et
O
Beispiel. Das Gleichungssystem
' =3z +2y
y =-br+y

hat

o2t cos 3t o2t sin 3t
—%cosi%t—%sin?)t ’ %cos?)t—%sin?)t
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als Basts des Losungsraumes.

Losung. Wir berechnen die Eigenwerte der Matrix

(5 1)

det(g_;\ 12A> SN AN 13 = (A — (24 30)) (A — (2 — 30)

Die reelle Jordansche Normalform ist
2 -3
3 2

x(t) = ae?' cos 3t + be?* sin 3t
y(t) = ce®' cos 3t + de?" sin 3t

Nach Satz hat die Losung die Form

Wir setzen diese Losungen in die Gleichungen ein, um die Koeffizienten zu bestim-
men. Die Gleichung z' = 3z + 2y liefert

a(2e?" cos 3t — 3¢ sin 3t) + b(2e*! sin 3t + 32" cos 3t)
= 3(ae? cos 3t + be? sin 3t) + 2(ce?" cos 3t + de*' sin 3t)

Dies liefert
(a — 3b 4 2¢)e*! cos 3t + (3a + b + 2d)e* sin 3t = 0

Die Funktionen cos 3t und sin 3t sind linear unabhéngig. Also gilt

a—3b+2c=0
3a+b+2d=0
Ebenso erhalten wir aus der Gleichung ¢y = —5x +y
—5a—c—3d=0
—5b+3c—-d=0

Es folgt ¢ = —%a + %b und d = —%a — %b. Damit ergibt sich

x(t) = ae*' cos 3t + be?' sin 3t

y(t) = (—3a+ 3b)e* cos3t + (—2a — 1b)e* sin 3t
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13. MATRIXFUNKTIONEN

Wir beschreiben hier eine weitere Methode, um eine Losung eines Linearen Dif-
ferentialgleichungssystems mit konstanten Koeffizienten anzugeben. Fiir das An-
fangswertproblem

y' = Ay y(xo) = yo

finden wir in volliger Analogie zum skalaren Fall
y(w) = ey,

als Losung. Dazu miissen wir zunichst die Matrixexponentialfunktion e fiir n x n
Matrizen A definieren.

M, sei der Vektorraum aller n x n Matrizen. Als Norm wéhlen wir die Opera-
tornorm

[Allop = max || Az]|
zli=1

Im néchsten Lemma stellen wir sicher, dass dies tatséchlich eine Norm ist.

Lemma. Fir alle A,B € M, alle y € R"™ und alle t € R gelten
(i) |A+ Bllop < [[Allop + | Bllop
(ii) [[tAlop = [t[[[Allop
(i11) |Allop =0 A=0
(i) | Ayl < [[Allopllyll
(v) |ABllop < [[AlloplIBllop

Beweis. (i)

4+ Bllop = max [(A-+ B)r| = max || Az + Ba|

< max ([[Az] + | Bzl) < max [[ Az + max {|Bz]| = [Allop + [ Bllop

(v)
14Blop = max [[(AB)z]| = max |[A(Bz)|

llzll=1 x|

Mit (iv) folgt weiter

48]0 < max |4lowll 2] = [ 4llop | Bloy
|
Lemma. (M,,| - |lop) ist ein Banachraum.

Buweis. M, ist isomorph zum R™. Nach Lemma sind auf R"" alle Normen aquivalent.
R™ ist also bzgl. jeder Norm vollstandig. [
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Lemma. Es seien A, B € M,,, k € N, mit

k—oo k—o0

Dann gelten
(2) A + B= hmk_,oo(Ak + Bk)
(ZZ) AB = limk_,oo AkBk

Beweis. (ii)
|AB — Ay Byllop = ||[AB — ABy, + ABy, — Ay Billop
< |AB — ABgllop + [|ABy — Ax Billop
< | AllopllB = Brllop + [ Billopll A = Axllop
g

Satz. (i) Fir alle A € M, ist

| —

k
!A

™

et =Y
k=0

wohldefiniert, wobei wir A° = I setzen.
(i) Fiir alle A, B € M,, mit AB = BA gilt
eAeB —

6A+B

(iii)

=17

Beweis. (i) Da M,, vollstandig ist, reicht es zu zeigen, dass

1
k=0
eine Cauchy-Folge ist. Es sei £ > m
4 m
Lok Lok
doaA A
k=0 k=0

Mit Lemma folgt, dass dies kleiner als
4

1
S Al

k=m+1

L

1
> A

k=m+1

14

1
< > gl

k=m+1

ist.

(iii)
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Beispiel. (i)

exp <O
0

(iz)
(iii)
(iv)

Insbesodere gilt

Hieraus folgt

exp((l) 8):[+§2%(é 8>n:1+(e—1)(

Fiir alle n = 2,3,.

Hiermit folgt

Fir allen=1,2,.

Deshalb gilt

exp (

1 0 0 1 e e
*Plo 0)P o o) (o 1
o 1 1\ (e e—-1
lo o) \o 1
0 1 10 11
xplg o)ePly o) 7P g o
1 0 0 1 11
exp(o 0>exp<0 0>#exp<0 0)
1 0\" (10
00/ \oo

.. gilt
0 1\"
0 0) —
0 1 0
exp(O O>—1—|—<0
.. gilt
1 1\"
0 0) —
11 1 1) —
0 0)=1+ (0 o)

0 0
0 0

o)

0 0

)

11
0 1

(o 3)

)=

e O
0 1

)

79
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Satz. Fir alle A € M,, und alle x € R gilt

d :
e A= Ae™

(e®4 ist eine n x n Matriz. Die Ableitung wird koordinatenweise vorgenommen.)

Beweis. (o4mA N
T+ x
ie“‘ = lim € €
dx h—0 h
Mit Satz folgt
d .a N Y A 1A A
oA 1 - TA _ T =1 - . x
dme hlg})h(e € € ) hli%h(e )e

Mit der Definition der Matrixexponentialfunktion erhalten wir

d °°1 | 1 v\ aa
i ﬂ?i%‘( alh ) ﬁ%ﬁ(_k—(“) ¢

d TA __ 7 1 — 1 k—1 A _ s = 1 k—1 TA
et = lim h(hA)( 5 (hA) >e = lim A ;k,(m) e

d
%ezA — AeacA
O
Satz.
y(x) = 704y,

ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems y' = Ay mit y(xo) = yo

Beweis. Wir weisen nach, dass es sich um eine Losung handelt.

Y = dd (eleme0yy) = Acle=0)4y, — ay
€T

Ausserdem gilt
y(wo) = €0Ay0 = %Yo
O
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Beispiel. (i) Es sei

A0 Ll

0 X ...
A= .

0o ... An

e 0o .

0 et
eA( :

0o ..

Dann gilt
0
2 0
. etn
(ii)
1 ... 1
A =
1 ... 1
Dann gilt
e =T+ L -1)A
(i)
0 -1
Uy
Dann gilt

oA cosx sinz
" \sinz cosx
(iv) Es seien A, B € M,, und B sei invertierbar. Dann gilt

-1
B_leAB —_ eB AB

Beweis. (i) Es gilt

Mo o0
k
s 0 A3 0
0 AR
Es folgt weiter
m  AF
k=0 & 0 o 0
m k m Ak
AY _ 0 0 & - 0
|
k=0 : .
m A
0 - Y ko B

(ii) Es gilt A° = I und fiir alle k € N gilt A* = n*~1A. Damit folgt

TA _ - ('IA)k _ - zknkil _ 1 . (nx)k _ 1 ne
k=1

81
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(0 -1 s (-1 0\ _
a=(V ) =9 5=

Hieraus folgt fir k =1,2,...

(iii) Es gilt

AQk — (_1)k1 A2k+1 — (—l)kA
Damit erhalten wir

xA)Zk e .I?A 2k+1

oA = (@A S (
eA_kZZO Kl _kzzo +;) 2%+ 1)!
:i(—l)’“ L2k I+§:(—1)’“ L2k |
epl T2 2k + 1)

k k=0
= (cosx)I + (sinz)A

O

Satz. Es sei A eine reelle n x n Matriz. Dann gilt

1
A_ 1; - k
—kILm (I-i—kA)

Satz. Es sei A eine reelle n x n Matriz. Dann gilt

det(e?) = ™4

Wir setzen
InA= Z A I)*

Hierbei iibernimmt die Einheitsmatrix I die Rolle der Zahl 1.

Lemma. (i) Fir alle A € M,, mit ||A — I||op <1 konvergiert die Reihe
oo
(-1)*! k
InA= ~—(A-1
; (A1)

(i) Fir alle A € M,, mit ||A—I|op <1 gilt

elnA —A
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14. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG

Esseiena; : I - R, ¢ =0,...,nund b: I — R stetige, reellwertige Funktionen
auf einem Intervall 1.

any(n) + anfly(n_l) +- 4+ agy = b

heisst lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Falls b = 0 gilt, dann heisst die
Differentialgleichung homogen.
Unter dem Anfangswertproblem verstehen wir hier

any™+an_1y"Y 4t agy =b
mit y(zo) = 0(0), ¥/ (z0) = yo(1), ...,y (z0) = yo(n — 1)
Die Losung dieses Problems fithren wir auf ein lineares Differentialgleichungssystem

erster Ordnung zuriick. Wir nehmen im folgenden an, dass a,, = 1 bzw. dass wir
durch a,, dividieren konnen.

Lemma. (i) Es seiy Losung von
y(”)+an71y("_1) 4.+ apgy = b

mit y(zo) = 0(0),4'(x0) = yo(1), -,y (o) = yo(n — 1)
Dann ist z = (y,y',y", ...,y V) Lésung von

0 1 0 0 ... 0 0
0O 0 1 0 0 :
2 = PR
: 0 :
0 0 0 1 0
—ap —aip ... —Qp—1 b

mit 2(zo) = (y(zo),y' (o), y" (x0), - ..,y (20)).

(ii) Es sei z = (21, ..., 2zn) Ldsung des obigen Systems mit z(z¢) = (yo(0), ..., yo(n—
1)). Dann ist z1 Lésung des Anfangswertproblems
v ta, 1y 4 dagy=b
mit y(x0) = y0(0),y'(x0) = yo(1), ..,y (wo) = yo(n — 1)
und es gilt firi=1,...,n, dass z; = z%i_l).

Beweis. z ist genau dann Losung des Systems, falls

21 = 22
!/
Zo9 = Z3
-
251 = Zn

1
/
Zp = —G0%1 — G172 —** — Ap_12n, + b
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Es folgt sofort, dass

Z2 =z
23 =2
n—1

A ap 12"V 4o agzm = b

y = 2z ist also Losung der Differentialgleichung n-ter Ordnung. [

Satz. (i) Die Losungen der homogenen Gleichung
y(n) + an—ly(n_l) _|_ - _|_ aoy — 0

bilden einen n-dimensionalen Vektorraum differenzierbarer Funktionen.

(ii) Ein System von Lésungen yi,...,Yyn ist genau dann eine Basis, wenn die
Wronski-Determinante

Y1 Y2 . Yn

Y Yo oYy

1 1/ 1

W(z)=det| ¥ Y2 o Yn
1 :71 :71

an einer Stelle (Gberall) von 0 verschieden ist.
(#ii) Fir die Wronski-Determinante gilt

x

W (x) = W (w) exp < / an_l(t)dt)

0

(iv) Die Lésungen der inhomogenen Gleichung erhdlt man, indem man zu den
Lésungen der homogenen Gleichung eine spezielle Lésung der inhomogenen addiert.

(v) Fine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung ist
- ;[ b(t)
= i —1)nte —=W,;(t)dt
@) =D u) -0 [ o

wobei W;(t) die Determinante der (n — 1) x (n — 1)-Matriz ist, die aus

Y1 Y2 Yn
Yy Yy Y
vy (1 Yn
(n—1)  (n—1) (n—1)
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durch Streichen der i-ten Spalte und der letzten Zeile entsteht. Die Léosung y erfullt
die Gleichung fir den Anfangswert yo = 0.

Beweis. Alle Behauptungen wurden bereits fiir lineare Differentialgleichungssys-
teme erster Ordnung bewiesen. Nach Lemma kénnen wir lineare Differentialgle-
ichungen n-ter Ordnung in ein lineares Differentialgleichungssystem transformieren.

Y1,---,Yn sind nach Lemma genau dann Losungen der Differentialgleichung,
wenn
n Yn
" Yn
: ’ ’ :
y%n—l) y7(Ln—1)

Losungen des zugeordneten, linearen Systems erster Ordnung sind.
Wir miissen noch iiberpriifen, dass y1, . . ., ¥ genau dann linear unabhangig sind,
wenn die obigen Vektoren linear unabhingig sind.

yi()
" yi(x)
Ve el: Zci . =0
T\

Vme[Vk,ng‘gnfl:Zciygk)(x) =0

i=1
Veel: Zciyi(a@) =0
i=1
(iii) Mit Satz folgt

W(z) = W(zy) exp ( /I ’ tr(A(t))dt) — W (o) exp (— / x an_l(t)dt)

0

(v) Nach Satz erhalten wir als spezielle Losung des inhomogenen Systems

| =Y (x)yo + Y (2) / Y-l 0Bt
y (@)

mit B(z) = (0,...,0,b(z)). Fir yo = 0 erhalten wir

y(x) Vi)
/)L /wb(t) V)|
y ) (z) )

Das Ergebnis folgt mit der Formel von Cramer fiir die Inverse einer Matrix. [0
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Wir wenden uns nun Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten zu.
Den Eigenwerten der Matrizen im Fall von Systemen entsprechen hier die Null-
stellen des Polynoms

A4 an AN Pt a A+ ao

Wir bezeichnen dies als das charakteristische Polynom der Differentialgleichung.

Satz. FEs sei
y(n) + anfly("_l) +Fapy=0

eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Falls A eine reelle,
k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, dann sind

6/\171'6/\$,£L'26A$, e xk—le)\x
Lésungen der Differentialgleichung.

Falls A = p + iv eine komplexe, k-fache Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms ist, dann sind

nx k—1 eh®

cos vx, xel® cosva, x2eH® cosvz, . ..,
2

(& CcCoS vV

e’ sinve, xe!® sinve, 22eM® sinve, . .., 2" et sinve

Lésungen der Differentialgleichung. Die Gesamtheit dieser Losungen bildet eine
Basis des Losungsraumes.

Beweis. Das Ergebnis lasst sich aus Satz fiir Systeme erster Ordnung herleiten. Wir
wollen hier noch untersuchen, wie man auf diese Losungen kommt. Dies geschieht
am einfachsten mit dem e-Ansatz. Wir nehmen an, dass die Losung von der Form
y(z) = e ist. Dann folgt

(e/\z)(n) + an_l(e)\m)(nfl) N aoe/\r =0

)\ne)\x + an,1A7L_16Ax N aoez\x -0
N da, At ag =0

A muss also Nullstelle des charakteristischen Polynoms sein. Falls n verschiedene
reelle Nullstellen des charakteristischen Polynoms vorliegen, dann bilden eM® ... e*»®
eine Basis des Losungsraumes. Die Wronski-Determinante dieses Systems ist

eM® er2® - ern®
AeM® Aget2® L Apern®
W (z) = det
A;L—le)\lx /\3—16)\295 - /\2716)\”95

n A A A
W(z) = (H e’\”“'> det | 077 .
=1

D N I Vit
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Hierbei handelt es sich um die Vandermondesche Determinante.
W(z) = (H 6“) IT »i=x)
i=1 1<i<j<n

Da alle Eigenwerte verschieden sind, gilt W(z) #0. O

Beispiel (i) Mathematisches Pendel

Eine Masse m ist an einem Faden der Lange ¢ aufgehéngt. Aus dem Newtonschen
Gesetz folgt fiir die Bewegungsgleichung

d*s d?*¢ :
= —mgsin ¢

T =" e

s(t) ist die vom Pendel zuriickgelegte Wegstrecke. Fiir kleine Ausschlige des Pen-

dels, d.h. fiir kleine Winkel ¢ gilt sin ¢ ~ ¢ und
. o _g
b=—-2

beschreibt approximativ die Bewegung. Mit Satz lasst sich sofort die Losung
angeben.
NM+2=0

Ao = j:i\/%

cos \/%t, sin \/%t
als Fundamentalsystem.

Die obige Losung ist nur fiir kleine Ausschlige approximativ richtig. Wir wollen
nun die exakte Losung bestimmen.

Das Pendel habe zur Zeit t = 0 eine Auslenkung um den Winkel §y. Die Funktion
t(0) gibt an, wieviel Zeit vergeht, bis sich das Pendel von der Auslenkung 6, zur
Auslenkung 6 bewegt. Dann gilt [Spi]

0
Ho) = 1/t /
00 \/(
Fir eine volle Periode P erhilt man damit

z 1 0o
P=4 é/ ¢ k= sin 2
\/; 0 1 — k2sin? ¢ 2
1\° 1-3\° 1-3-5\°
_ 4 2 4 6
P_QW\/;{1+<§) k +(ﬂ> k +<2.4_6> k +}

Wir erhalten

do 0o <0

1
.0 .
sin )% — (sm%)2
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E] 1
vl
0 V1—k2sin®¢

ist ein elliptisches Integral. Allgemein werden [ R(z,y)dz als elliptische Integrale
bezeichnet, wenn R eine rationale Funktion von z und y ist und y? ein Polynom
dritten oder vierten Grades in x ist.

Wir leiten nun die beiden Formeln her.

Das Integral

0" (t) = —% sin 0(t)

Als Anfangspunkt wihlen wir ¢g = 0, 8(0) = 6 und 6'(0) = 0, d.h. das Pendel ist
an einem Umkehrpunkt. Wir substituieren u = 6.

0,,:u,:d_uidud9 du

dt  dodt  do"

du 9 in6
a0~ " ¢°
du 0
—udp = —= sin ¢d
/90 Tudo =9 [ sinoas

u(0)? — Lu(6y)? = %COSQ — %cos 6o

Wegen u(6p) = u(6(0)) =6'(0) =0

0) = [ eost—contly
Wegen u(f) = u(6(t)) = 0'(t) = %

dt 14 1

a6 @ v/cos 6 — cos Oy

90 ch) \/7/90 cosqS—cosHo a¢

Mit ¢(6p) = 0 erhalten wir

1
)= \/% 0o \/cosqb—cosﬁocw

Mit cos§ = 2sin*(4) — 1 folgt

\/7/90 \/sm % ) — sin? (%)d(b
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Fiir eine ganze Periode erhalt man

1 [¢ [0l 1
P=d-,/= d
2\/;/0 \/sin2(9°)—sin2(%)

2

Wir substituieren

0
sin 5 = sin 50 sin

Es gilt
1 0
(cos §)§d¢ = sin 50 cos diy
Es folgt
d — 2sin %0 zoswd¢ _ 2sin %0 cos Y "
cos § V1 — k2sin ¢

Wir erhalten das gewlinschte Ergebnis. Die asymptotische Formel erhalten wir mit

! —1—1x+£m2—1-3.5x3+
T+z 27 " 2.4 2:4-6
3 1
P=4\/Z/ - d¢
7 Jo 1 — k2sin® ¢

3
:4\/5/ {1+ Lk%sin® ¢+ Lk sin ¢ + - } dop
0

Mit der Formel

™

i 1-3-5--(2n—1)7
2n _ —
/O S 0o = 2y 2

folgt nun das Ergebnis.

(ii) Harmonischer Oszillator
Die Differentialgleichung

ay”" + by +cy = g(x) y0)=yo ¢ (0)=m

wobei a, b, ¢, yg,y1 € R gilt, beschreibt verschiedene physikalische Probleme.
Eine Masse, die an einer Feder aufgehingt ist, geniigt fiir kleine Schwingungen
der Gleichung
mi = —kx —rz

wobei m die Masse, k die Federkonstante und r der Reibungskoeffizient sind. Mit
p= %% und wy = 4/ % erhalten wir
F42pt +w?r =0

Man bezeichnet diese als die Gleichung des geddmpften harmonischen Oszillators.
Fehlt der Term 2pi, so spricht man vom ungeddmpften harmonischen Oszillator.
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Ein Stromkreis mit Widerstand R, Kapazitdt C und Induktivitat L geniigt der

Differentialgleichung
dI 1
L—+RI+—=Q=E(t
o TR+ 5Q=E@)
wobei E(t) die angelegte Spannung, @ die Ladung des Kondensators und I der

Strom ist. )
LQ + RQ + 9= E(t)

(iii) Gekoppelte Pendel

Wir betrachten zwei Pendel mit gleicher Masse m und gleicher Lange £. Sie seien
durch eine Feder mit der Federkonstanten k gekoppelt. Wenn sich das System in
Ruhelage befindet, sollen beide Pendel keinen Ausschlag haben. Die Ausschlige
werden in z(t) und y(¢) angegeben. Fiir kleine Ausschlige ldsst sich das System
der Bewegungsgleichungen approximativ mit

mg

mi = —Tx—k(a:—y)
. m
mij = =22y — k(y — )

angeben. Wir wollen nun ein Fundamentalsystem finden und dann die Losung fiir
die Anfangswerte

2(0) = y(0) =5(0) =0 #(0) =1

berechnen. Bei diesem Anfangswertproblem handelt es sich physikalisch darum,
dass sich das System in Ruhelage befindet und dann eine Kugel angestossen wird.
Wir transformieren das System in ein System erster Ordnung.

T=u
=Gy By
k
v=—az—(T+ )y
1

bzw.

T 0 0 1 0 z

vl (0 0 0 1 y

w] |a B8 00 u

o B a 0 0/ \w
mit o = —(§ + %) und § = % Wir bestimmen das charakteristische Polynom.

A 0o -1 0
A [P TR Y C NIy
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Als Eigenwerte erhalten wir

2 _ 2 _ _ (9, kL k
NM=atV/FP=atf= (€+m)im

AlQ—ii\/g A3q = t1 g—|—2£
’ ¢ ' 14 m

Als eine Jordansche Normalform der Matrix erhalten wir

0 -7
Vi o0

o
o o

~ka

+ | o oo
[N}

3=

=

Die Spalten der Matrix

cosput —sinput 0 0
7 _ sinut  cosput 0 0
0 0 cosvt —sinvt
0 0 sinvt cosvt

mit g = \/% und v = /7 + 2% sind eine Basis des Losungsraumes von 2z’ = Jz.
Die Losungen des urspringlichen Systems erster Ordnung sind von der Form BZ
wobei B eine n x n Matrix ist. Die erste Spalte dieser Matrix ist

b1,1 cos ut 4 by 2 sin put
ba,1 cos it 4 ba o sin ut
b371 COs ,ut + b372 sin ,LLt
by,1 cos pit + by sin ut

Die anderen Spalten sehen &hnlich aus. Wir setzen diese Ldsungen in das ur-
spriingliche Gleichungssytem erster Ordnung ein und erhalten als Basis fiir den
Losungsraum

cos ut sin ut cos vt sin vt

cos ut sin pt —cos vt —sinvt
—psinpt || peosut |’ | —vsinvt |’ | vcosvt
—psin pt W cos ut vsinvt —vcosvt

Als Basis des Losungsraumes des Systems

erhalten wir
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Dieses Losungssystem haben wir so erhalten: Aus den Basisvektoren fiir das System
erster Ordnung haben wir alle Koordinaten gestrichen, die nicht der x- oder y-
Koordinate entsprechen, also die dritte und vierte Koordinate.

Wir bestimmen nun die Losungen mit

2(0) = y(0) =5(0) =0 #(0) =1

<§Eg) _clcosut(w +Cgsin,ut<i) +C3cosut(11> +c4sinyt<11)
Aus
(6)= (o) == (1) e ()

folgt ¢; = c3 = 0. Aus

() G8) (1) on()

folgt 1 = cop + c4v und copu = cyv, also

1 1
=3, =5
(“zgg) :g\/gsin(\/%t) G) +msin (\/%+2%t) (_11)

ist die eindeutige Losung mit 2(0) = y(0) = y(0) = 0 und %(0) = 1.

(ii) Doppelpendel

An einem Pendel der Léange ¢; und der Masse m; ist ein weiteres Pendel der
Léange ¢5 und Masse mo befestigt. 61 und 65 seien die Winkel, welche die Faden ¢,
und ¢ mit der Vertikalen einschliessen. Es ergibt sich fiir die kinetische Energie

T = %mlﬁél
und die potentielle Energie
Uy = —mqy gty cos b,
Die Koordinaten des zweiten Punktes sind

To = {1 sin 61 + ¥5 sin O,

Yo = £1 cos by + €5 cos s

Also
Ty = Ima(d3 + 93) = 2ma (0307 + 6303 + 20145 cos(61 — 02)6165)
und
L= g T g

+ Mgl ls01 05 cos(f1 — 63) + (mq + ma)gly cos by + magls cos by
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Falls wir kleine Winkel betrachten, so gilt
cos(fy — 0a) ~ 1 — (01 — 65)?
und wir erhalten, wenn wir Produkte der Ordnung 3 vernachlassigen

L~ TR g 4 T R

+ m2€1€29192 + (m1 + mg)gﬁl(l — %9%) + mgg€2(1 — %0%)
Damit ergeben sich als Bewegungsgleichungen [LaLil]

(m1 + mg)élél + mgfgég + (m1 + mg)g91 =0
016y + Cofs + gy = 0
Wir wollen nun annehmen, dass m; = ms = 1 und ¢; = {5 = £. Dann erhalten wir
fir die Bewegungsgleichungen
2001 + L0y + 290, = 0
001 + 00, + g, = 0
Wir wollen ein Fundamentalsystem dieses Systems angeben und die Losung mit
den Anfangswerten 6;1(0) = 62(0) = 61(0) = 0 und 6(0) = 1.
Wir transformieren dieses System in ein System erster Ordnung.
01 =
b2 = ¢
2y + Ly = —2gb,
01 + Ly = —gba

Da die Inverse Matrix zu
2 1 . . 1 -1
( 11 ) die Matrix ( 1 9 )

01 = ¢
0y = o

¢1 = —2%01 + 02
$2 = 290, — 296,

ist, erhalten wir

bzw. .
Ql 0 0 1 0 01
9.2 _ 0 0 0 1 )
P1 -2 92 00 ¢1
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Das charakteristische Polynom ist
4 2 2
AP H4907 +2(9)
Die Eigenwerte sind

+iy/4(2+V?2) +iy/4(2-V2)

Als Jordansche Normalform erhalten wir

0 —u 0 0
g 0 0 0
0 0 0 —v
0 0 v 0

mit ¢ = 1/2(2+v2) und v = 1/ %(2 — V/2). Als Basis des Lésungsraumes fiir das
System der Jordanmatrix erhalten wir

cosput —sin ut 0 0
7 sinput  cosput 0 0
0 0 cosvt —sinuvt
0 0 sinvt cosvt

Als Basis des urspriinglichen Systems erster Ordnung erhalten wir

cos ut sin pt cos vt sin vt
—v/2cos ut —/2sin ut V2 cos vt V2sin vt
—psinut |’ 1L COS it ’ —vsinvt ’ cos vt
/2 sin it — /2 cos it —vV/2sinvt vv2cosvt

Als Basis fiir das System

2001 + 00y + 290, = 0
fél + Zéz +g6: =0

erhalten wir

st (g )it (1) omnt (1) e ().

Die Losung mit den Anfangswerten 6;(0) = 62(0) = 61(0) = 0 und 65(0) = 1 ist

() _ i sin pt ! + i sin vt !

02(t) ) 2u s -2 2v V2
Wir wollen noch einen einfacheren Zugang diskutieren. Dieser ergibt sich, wenn
man beachtet, dass in dem System

2591 + 692 + 2901 =0
éél +€9.2 +g6, =0
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die ersten Ableitungen nicht auftreten. Das System ist ndmlich zu

g g
- 97 g
01 891 + 692

Gy = 2%91 - 2%92

aquivalent. Dies ldsst sich auch in Matrizenschreibweise

0 (_2% %>e
“\2¢ 2¢

angeben. Als Eigenwerte dieser Matrix erhalten wir 4(—2+ v/2) und (-2 — v/2).
Somit kénnen wir das Problem auf

=70 4l )

transformieren. Die Gleichungen dieses Systems lassen sich unabhéngig voneinan-
der 16sen.
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15. KONTROLLTHEORIE

Wie wir gesehen haben, konnen wir eine lineare Differentialgleichung n-ter Ord-
nung
y(n) + a‘n—ly(n_l) + e + aoy — b

in ein System erster Ordnung verwandeln.

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 :
7 = z+
: 0 :
0 0 0 1 0
—ag —a; ... ce e —Qp—1 b

Eine solche Matrix nennen wir Nebenmatrix (engl. companion matrix). Ist dies
auch umgekehrt moglich? Wann lésst sich zu einem linearen System

y' = Ay + Bb(x) A n xn Matrix, B € R"”

eine invertierbare Matrix T finden, so dass TAT ! eine Matrix der obigen Form
und T'B der n-te Einheitsvektor ist? Dies ist nicht immer moglich. Ein Beispiel

dafr ist
VYo (L0 (m) ([«
Yy 0 1) \y o

Als transformierte Matrix erhalten wir wieder die Einheitsmatrix, nicht aber eine
Matrix, die in der (1,2)-Koordinate eine 1 hat.

Wir sagen, dass die Systeme
y' = Ay + Bb(x) 2 = Cz+ Db(x)

linear dquivalent sind, falls es eine invertierbare Matrix T gibt, so dass TAT ! = C
und TB = D. y ist genau dann Losung des ersten Systems, wenn Ty Losung des
zweiten ist.

Ein Vektor z heisst zyklischer Vektor der nxn Matrix, wenn x, Az, A%z, ..., A"z
linear unabhéngig sind.

Satz. Fs sei T eine n X n Matriz, die das System y' = Ay + bB in das System
2" = Cz + be, verwandelt, wobei C eine Nebenmatriz ist. Dann gilt
(i) T ist eindeutig.
(ii)
B,AB,A’B,..., A" 'B

sind linear unabhdngig.

Beweis. (ii) Es gilt TAT™! = C und TB = e,,. Es folgt

CF = (TATY)* = TAPT—!
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Cke, = TA*T e, = TA*B

Der von e,,, Ce,, . ..,C" e, erzeugte Teilraum ist gleich dem von TB,TAB, ..., TA" 'B
erzeugten Teilraum. Die Dimension dises Teilraumes ist gleich der Dimension des

von B, AB, ..., A" ' B erzeugten Teilraumes. Andererseits gilt
0 0 0 1
0 0 1 *
: : ) * L :
€n = . ,Oen: : 7"'077‘7 €n = . 7Cn7 €n = )
0 : *
0 * *
1 * * *

Also ist die Dimension gleich n.
(i) Es ist also B, AB, ..., A"~ B eine Basis des R" Durch

CFe,, = TA*T te, = TA*B

ist T auf einer Basis definiert und damit eindeutig. O

Satz. Fs sei A eine n x n Matriz. Das System y' = Ay + bB kann genau dann in
das System 2’ = Cz + de,, verwandelt werden, wobei C eine Nebenmatriz ist, wenn

B,AB,A’B,...,A""'B
linear unabhdngig sind.
Wir sagen, dass das System y’ = Ay + bB vollstandig kontrollierbar ist, falls es
zu allen yo,yy € R™ ein 2y € R und eine Kontrollfunktion b : [0, 2] — R gibt, so

dass fiir die Lésung y mit y(0) = yo die Gleichung y(zs) = yy gilt. Wir nehmen
immer an, dass die Kontrollfunktion b integrierbar ist.

Satz. Ein lineares Differentialgleichungsystem y' = Ay + b(z)B ist genau dann
vollstandig kontrollierbar, wenn die Vektoren

B,AB,A’B,...,A""'B

linear unabhdngig sind.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Notwendigkeit der Bedingung. Es sei p das charakter-
istische Polynom der Matrix A. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt p(A) = 0.
Hieraus wollen wir herleiten, dass fiir alle k > n reelle Zahlen ¢¥, i =0,...,n — 1,

existieren, so dass
n—1
Ak =3 "ckaAr
i=0
Fiir k = n folgt sofort aus p(A) =0

i=0
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Damit ist der Induktionsanfang bewiesen und wir wollen nun von n+k auf n+k+1
schliessen. Wiederum mit p(A4) = 0 erhalten wir

n—1 d n—1 d n—1
AnTEHL Z D pitk+l Z Y Z citktl 4i
J
i=0 dn i=0 dn =0

Eine Losung ist

y(z) = e {yo [ e-“‘ba)Bdt} _ e {yo [y %(—tA)’%(t)Bdt}
k=0

0

Wegen der gleichméssigen Konvergenz kénnen wir die Summe mit dem Integral

vertauschen.
" =1 e .
y(z) = e {yo + HAkB/O (—t)kb(t)dt}
k=0

Wir wollen hier den Fall yy = 0 betrachten, also
y(z) = 4 kz EA’“B/O (—t)kb(t)dt
=0

Wir behaupten nun, dass

Oolk x_k
’;Jk!A B/O( £)eb(t)dt

ein Element des Teilraumes von R ist, der von den Vektoren B, AB, A’B, ..., A" 'B
erzeugt wird. Alle Vektoren A*B, k > 0, liegen in diesem Teilraum, wie wir oben
eingesehen haben. Da dieser Teilraum abgeschlossen ist, ist auch die unendliche
Summe ein Element dieses Teilraumes. Hieraus folgt, dass auch

xzemmik ajik
y(z) ;MA B/O( £)Fb(t)dt

Element dieses Teilraumes ist.
Da wir annehmen, dass wir fiir jeden Vektor y; € R™ eine Funktion b finden
konnen, so dass

zy
Y = e’”fA/ e tb(t)Bdt
0
gilt, folgt, dass der von B, AB, A%B, ..., A" !B erzeugte Teilraum die Dimension

n haben muss.
Wir zeigen nun, dass die Bedingung auch hinreichend ist. Wir definieren

Ty
M = / e BBT (emTat
0
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und zeigen, dass M eine invertierbare n x n Matrix ist. Man beachte hierbei, dass
BT B eine n x n Matrix ist. Wir nehmen an, dass M nicht invertierbar ist. Dann
gibt es einen Vektor v mit |[v]| = 1 und Mwv = 0. Insbesondere gilt also

@y
0=v"Mv= vT/ e " BBT (e~ dtv
0

x

zy s
= / vTe MABBT (e7 M Tvdt = / [T e A B|2dt
0 0

|vTe~*4 B|? ist eine in x stetige, nichtnegative Funktion, deren Integral 0 ist. Also

muss diese Funktion identisch 0 sein.
Vo € [0,25] i< v,e "B >=0vTe "B =0

x

Fiir z = 0 gilt e™*4 = I und < v, B >= 0. Nun differenzieren wir diese Funktion

und erhalten
Vo € [0,24] :< v, —Ae "B >= 0T (—A)e *4 B =0

Fir z = 0 erhalten wir
<v,—AB >=0

Durch Induktion erhalten wir fiir Kk =0,1,...,n—1
<v,AkB>=0
Nach Annahme ist der von B, AB,A2B,..., A" 'B erzeugte Raum gleich R™.

Somit gilt v = 0. Damit ist M invertierbar.
Wir setzen nun

b(x) = BT (e )T (M~ (e ys — o))

und erhalten fiir die Losung

y(z) = e {yo + /Oz e_tAb(t)Bdt}

an der Stelle x = z¢

xyf
y(ag) = *14 {yo s [ ey ety - yo>>dt}
0

— et A {yo + (/Omf e_tABBT(e_tA)Tdt) (M~ e Ay — yo))}

et {yo + (G T Yo) }
Ys
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16. LAPLACE TRANSFORMATION

Pierre-Simon Laplace, 1749-1827, war einer der bedeutensten Wissenschaftler
iiberhaupt. Er hat bei d’Alembert studiert und wurde von ihm geférdert.

Es sei K : I x J — R eine stetige Funktion auf dem Produkt zweier Intervalle I
und J. Man bezeichnet

P = [ Kerwiy
als Integraltransformation. K heisst Kern der Transformation. Einer Funktion f

auf J wird so eine Funktion F' auf I zugeordnet.
Die Laplace-Transformation ist eine solche Integraltransformation

£ = [ T et iyt

0

Es ist also K(s,t) = et

Lemma. FEs sei f : [0,00) — R auf allen Intervallen [a,b], 0 < a < b < oo,
beschrankt und Riemann-integrierbar. Es gebe eine Zahl s € R, so dass

/oo e St f(t)dt und /01 |f(t)|dt

0

existieren und endlich sind. Dann gibt es eine Zahl sg, so dass das Integral

/Oo e St f(t)dt

0

fiir alle s mit s > sg endlich ist und fir alle s mit s < so nicht endlich ist. (Fir
s = so konnen beide Falle auftreten.)

Beweis. Wir zeigen, dass

/OO e Stf(t)dt

0

existiert und endlich ist, falls es fiir ein s1, s1 < s, existiert und endlich ist. Wir
definieren

t
ot) = [ o p(ryar
0
g ist stetig, g(0) = 0 und lim;_., g(t) = F(s1).

t

e VT f(r)dr = /000 e 1T f(r)dr = F(s1)

lim ¢(¢) = lim
t—o0 t—oo Jo
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Partielle Integration liefert mit ¢'(t) = e=*'* f(¢)

b b
/e*stf(t)dt:/ e~ (5msi)temsit £(4)dy

b

= e (0)] (51 9) /abe(”l)tg(t)dt

a

b
=g (h) e g (a) — (s =) [ e (o)

Da g stetig ist und ¢(0) = 0 gilt, folgt

b
/ e St (t)dt
0

b
= lir% e Stf(t)dt

b
= e (5750)bg(b) — lim e~ 5% (a) — (51 — 5) ilin e~ 5=ty (4)dt

a—0 a

b
=) — (51 5) [ e g (o)ar
0

Da g stetig ist und limy_,o g(b) = F(s) gilt, ist g auf [0, 00) beschrinkt. Deshalb

existiert
b

lim [ e G=s)tg(t)dt

b—oo 0
Also

[eS) b
/ e Stf(t)dt = blirn e~ (5msbg(b) — (51 — s) lim e~ =)ty (1) dt
0 — 00

b—oo Jo

=(s— sl)/ e~ st g(1)dt

0

O

Beispiel. (i) f :[0,00) — R mit f(¢t) = 1 fir alle t € [0,00). Dann gilt fiir alle
s>0

£ = [ et =

S

(11) f:]0,00) — R mit f(t) = e fiir allet € [0,00). Dann gilt fir alle s > a

1

s—a

L(F)(s) = /OOO esteotqp —
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Lemma. f und g seien Funktionen, deren Laplace-Transformationen auf einem
Intervall I existieren. Dann gilt auf I

(1) L(f) + L(g9) = L(f + 9)
(1) LIAS) = AL(f)

Satz. Es sei f :[0,00) — R eine stetig differenzierbare Funktion. Es gebe Kon-
stanten K und a, so dass fir alle t € [0, 00)

[f(t)] < Ke'

gilt. Dann existiert L(f") fir alle s mit s > a und

L(f')(s) = sL(f)(s) = £(0)

Beweis. Partielle Integration liefert

b b b
[ et = et sl [ (o) f0de = e 0)-(0)+s [ e plogas
0 0 0

Es gilt

b b
lim e St (t)dt = blim e U f(b) — £(0) + blim s/ e Stf(t)dt
—00 — 00 0

b—oo Jq

L(f')(s) = sL(f)(s) = £(0)

Korollar. Es sei f : [0,00) — R n-mal stetig differenzierbar auf [0,00). Es gebe
Konstante K und a, so dass fir alle k =0,1,...,n—1 und alle t € [0,00)

[f(t)] < Ke'
gilt. Dann existiert L(f™)) fiir alle s > a und

L(F™)(s) = s"L(f) = s"71f(0) = s"72f/(0) =+ = £ "7 (0) = F71(0)

Wir zeigen nun, wie man die Laplace-Transformation benutzen kann, um ein
Anfangswertproblem zu 16sen.
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Beispiel.

y' ' —y —2y=0 mit y(0) =1 und y'(0) =0

Lésung. (1) Wir 16sen das Problem zunéchst mit den Methoden von Abschnitt 14.
Das charakteristische Polynom ist A2 — A — 2. Die Eigenwerte sind 2 und —1. Somit
ist die allgemeine Losung

y(x) = c1e7® 4 cpe?®

Die Losung mit den Anfangswerten y(0) =1 und y’(0) = 0 ist

(ii) Nun 16sen wir das Problem mit der Laplace-Transformation.
Ly" =y —2y)=L(0)=0
L(y") = L(y") —2L(y) =0
2*L(y) — 2y(0) — ' (0) — 2L(y) +y(0) — 2L(y) =0
(2% — 2 = 2)L(y) = zy(0) +y'(0) —y(0) == — 1

z—1
L(y) = —5——
W= "
Durch Partialbruchzerlegung erhalt man
1 1
L(y) =1 2
W =3 3 +55 0

O

Bemerkung. Man kann fir die Inverse von L eine Formel angeben.

ct+ioo
fa) = —— / F(y)ev*dy

211 —i0o

wobei ¢ € R grasser als alle Realteile von Singularitdten von F' ist.
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NoOTIZEN

1. Der Abschluss einer total beschriankten Menge ist total beschréankt.
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