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Differential- und Integralrechnung I
Losungen der Ubungen fiir Woche 8

30. Dezember 2002

Sei f : [a,b] — [a,b] stetig. Zeige, dass f einen Fixpunkt hat, das heiflt,
dass ¢ € [a, b] existiert mit f(t) = t.

Losung: Sei g(x) = f(z) —z. Es gilt g(a) > 0 und g(b) < 0. Entweder hat
also g am Rand eine Nullstelle, oder nach Zwischenwertsatz im Inneren.
Es gibt also t € [a,b] mit ¢g(¢) = 0, und somit f(¢) = ¢.

Konstruiere eine stetige Abbildung f : R — R, so dass f~!({y}) fiir jeden
Wert y aus genau zwei Punkten besteht, oder beweise, dass es eine solche
Abbildung nicht gibt.

Losung: Eine solche Funktion kann es nicht geben. Wir zeigen zunéchst,
dass eine solche Funktion keine lokalen Extrema besitzen kann: sei = €
R und f(y) > f(x) fir alle |z — y| < € fiir ein € > 0. Da genau eine
weitere Stelle 2’ den Wert f(z) annimmt, kénnen wir erreichen (indem wir
e geniigend klein wihlen), dass f(z—e) und f(z+¢€) beide groer f(z) sind
(da 2’ auBlerhalb des Intervals (z — €,z + €) liegt). Nach Zwischenwertsatz
wird jeder Wert zwischen f(x) und min{f(x—¢), f(z+¢€)} sowohl auf dem
Interval [x — €,z) als auch auf dem Interval (x,z + €] mindestens einmal
angenommen. Wegen unserer Voraussetzung also genau einmal und sonst
nie mehr. Nun liegt die zweite Stelle 2’ mit f(2') = f(z), entweder links
von x — € oder rechts von x + €. In beiden Féllen muss jeder Wert zwischen
f(@") = f(x) und min{ f(z—¢), f(x+¢€)} noch ein drittes Mal angenommen
werden, entweder in (2,2 — €] oder in [z + €,2').

Dies ist ein Widerspruch, eine Funktion mit den gewiinschten Eigenschaf-

ten kann also keine lokalen Extrema besitzen (Maxima werden genauso
behandelt).

Seien andererseits < &’ mit f(x) = f(2’). Dann hat die stetige Funktion
fliz,2 auf [x, 2] mindestens eine Minimalstelle ¢ und eine Maximalstelle
s, mit f(t) # f(s), da die Funktion nicht konstant auf [z, 2] ist. Also liegt
einer der beiden Punkte s und ¢ im Inneren von [z, 2], und ist somit eine
lokale Extremstelle.

Insgesamt erhalten wir einen Widerspruch zur Existenz der gewiinschten
Funktion.

Finde alle b € C, so dass die Abbildung f;, mit

fo(2) b falls x =0
xTr) =
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stetig ist.
Loésung:
Fir z # 0 gilt fo(z) = 2?/(z(1 + V1 —22)) = z/(1 + V1 — 22). Dies
ist fo(z) auch fir = 0. Als Summe, Quotient, ...ist diese Funktion

stetig, wenn wir bewiesen haben, dass V& [0,00) — R stetig ist. Ist aber
x,, eine Folge aus [0,00) mit Grenzwert = # 0, so gilt |/x, — Vx| =
|2 — 2|/|\/Tn + V2| < |wn — 2] /V/E 7= 0.

Ist x = 0, so haben wir bereits gezeigt dass /x,, S V0.

Betrachte die Funktion f: R — R, mit f(z) = 0 falls « irrational oder
x =0, und f(z) = 1/q falls x = p/q, p,q € Z, ¢ > 0, und p und ¢
teilerfremd.

Wo ist f stetig, wo nicht?

Losung: Ist z rational, x # 0, so ist f an z nicht stetig, da in jeder e-
Umgebung von z irrationale Zahlen enthalten sind, also der Funktionswert
0 angenommen wird, wihrend f(z) > 0 ist.

Ist = nicht entweder nicht rational oder 0, so wéhle zu ¢ > 0 zuné&chst
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Zi \ Uyy. Da T 1rrational oder U, 1st x nicht 1 /v enthalten. ber Abstand
zwischen zwei verschiedenen Elementen von M ist mindestens 1/n!. Es
gibt also § > 0, so dass der Abstand von z zu jedem Element aus M
grofer als ¢ ist. Aulerhalb der Menge M nimmt f nur Werte < 1/n an,
also insbesondere auf gefundenen der §-Umgebung von x. Da f(t) > 0, gilt
|f(t) — f(x)] = f(t) < 1/n < e fir alle t € R mit |t — 2| < 4. Die Funktion
ist also stetig an x. Insgesamt: stetig an allen irrationalen Stellen und 0,
unstetig an allen rationalen Stellen # 0.

5: Beweise oder widerlege die folgenden Aussagen:

a) |f| stetig impliziert f stetig.

(c
(d) f: C—C; f(z) = exp(sin(z)) + log(

f, g stetig impliziert h stetig, wobei h(x) := max{|f(z)|, |g(x)|}.

1
exp(z)?

(a)

(b) fg stetig impliziert f und g stetig.
)
)

) + 2™ cos(iz) ist stetig.

Losung: (a) ist falsch: f(x) = 1 falls z rational, —1 falls x irrational. (b) ist
falsch: f wie eben, g = 1/f. (c) ist richtig: fixiere x. Falls | f(z)| > |g(z)]
wihle 6 > 0 so dass |f| > |g| auf §-Umgebung von z (geht, da f und
g und |-| stetig). Dann gilt aber: h(z) = |f(x)| auf dieser §-Umgebung,
insbesondere ist h(x) hier stetig.

Analog argumentiert man, wenn |g(x)| > |f(x)].

Falls |f(x)| = |g(x)|, wihle zu € > 0 (unter Nutzung der Stetigkeit von
f, g und || und weil Kompositionen stetiger Funktionen stetig sind)
0 > 0, so dass |f(t)| und |g(¢)| sich von |f(z)| um héchstens e unter-
scheiden, falls |x —t| < ¢. Insbesondere gilt dieselbe Aussage dann auch
fiir max{|f(¢)|,|g(t)|}. Da andererseits h(z) = |f(z)|, folgt Stetigkeit an
x auch in diesem Fall.

(d) ist stetig als Verkettung und Summe stetiger Funktionen (das sollte
vielleicht noch etwas ausgefiihrt werden).

6: Sei D Teilmenge von R, aber D entweder nicht abgeschlossen, oder nicht
beschriankt. Man zeige: auf D existiert eine stetige reellwertige unbe-
schrinkte Funktion, und eine stetige reellwertige beschréinkte Funktion,
die kein Maximum hat.

Lose dieselbe Aufgabe wenn D Teilmenge von C ist.

Lésung: Fall D nicht beschriinkt, wihle f(x) = |z| fiir die erste Frage, und
f(x) = 1/(1 + |z|) fiir die zweite. Falls D nicht abgeschlossen, gibt es nach
Definition ein z € C mit z ¢ D, aber eine Folge z, € D mit z, —— 2.
Wiéhle in diesem Fall f(z) = 1/ |z — 2| fiir die unbeschrénkte Funktion, und
fl@)=1/(1+ |z — z|) fiir die beschriinkte Funktion ohne Maximum.

Es ist klar, dass die beschrinkten Funktionen durch 0 und 1 beschréankt
sind und der Wert 1 nicht angenommen wird. Geeignete Folgen z, € D mit
lim f(z,) = 1 sind einfach zu erhalten.

Entsprechend erhilt man im unbeschriankten Fall f(z,) * .



