Die Hilbert-Norm

(Moritz Hirdes und Benjamin Tams)

Definition: Es seien f, g komplexwertige Regelfunktionen (Riemann-integrierbar)der
Periode 27 diese bilden einen Vektorraum iber C . Die komplexe Zahl
2m
<fg>=[ [flo)g(x)de
0

heif3t Skalarprodukt von f,g.

Bemerkung: Anders als beim Skalarprodukt, wie wir dies aus der AGLA-Vorlesung
kennen, ist dieses Skalarprodukt nicht symmetrisch. Zwar erfillt es die Symmetrieei-
genschaft fiir reellwertige Funktionen f,g. Doch fiir komplexwertige f,g im Allgemei-
nen nicht. Man hat dann folgende Beziehung

<fig>=<g,f> (1)

da

= f(x)g(x)dx

0
=< f,g>

Desweiteren gelten folgende leicht nachzuweisende Eigenschaften
< fl +f27g >=< flag >+ < f2ag >

<f7gl+92 >=< f7gl>+<f792>
<cf,g>=c< f,g> VeeC
< f,eg>=¢c¢< f,g> VeeC

Auch hier gilt fiir alle f:
<ff>z0 (6)

Bemerkung: Zwar gilt
VreC: f(x)=0
=< f,f>=0

Doch sind die beiden Aussagen nicht dquivalent.

GegenBeispiel: Sei

1 ,falls3z€Z|x= 22w
fla) = { |

0 , sonst



Dann hat f die Periode 27, ist nicht stetig und f # 0. Aber

27
<1.5>= [ r@f@d =0
0
Allerdings: wenn f stetig ist mit < f, f >=0 so gilt f = 0.

Satz (Schwarzsche Ungleichung): Auch bei diesem Skalarprodukt gilt die Schwarz-
sche Ungleichung unter Beriicksichtigung von (1)

<fig><fg> < <f f><g,9> (7)

Beweis: Es sind zwei Falle zu betrachten

M Vf,gl<g,9>=0:<fog><f,g><<[f,f><g,9>

Q) Vf,gl<g,9>#0:< fig><f,g><< [, f><g,9>

(1) Seien f,g beliebige Regelfunktionen so dass < ¢g,¢g >= 0. Dann gilt fiir
alle ce C

0<<f—-cg,f—cg>=<f,f>+<f,—cg>+<—cg,f>+<—cg,—cg >
=<ff>—c<fig>—-t<g f>+|cl*’<g,9>
=< fif>—-c< f,g>—-t¢<yg,f>
—

c< fig>4c<g, f><<f, f>

Sei ¢ :=n< f,g >, fiir n € N. Dann gilt fiir alle n € N

n< f,g><f,g>4n<f,9><[f9g><<[f, f>
<~

2n|< fog > << f.f>

Und es gilt zwangsldufig: < f,g >= 0. Damit ist die Schwarzsche Ungleichung
fiir diesen Fall erfiillt. v

(2) Sei ¢ € C und f,g beliebige Regelfunktionen mit der Periode 27, so dass
< g,g9 >7# 0. Dann gilt
0s<fHeg f+eg>=<ff+cg>+<cg[f+cg>
=<f,f>+<ficg>+<cg, f>+<cg,cg>
=<ff>4e< fig>+c<g, f>+|cl*’<g,9>

Sei nun ¢ := %. Dann gilt
<g,f> < f,g> < f,g>?
(ESRN T 3 RIS (U SONLS ks
<9,9> <g,9> <g,9>



= 0S<f,f><g,9>—<gf><fg>—<fg><g,f>+]|<fg>
=<f,f><g,9>-<fg><[g>—<fg><[g>+]|<fg>]
=<ff><g,9>—<fg><fg>|<fg>P+I|<f.g>]

:<f7f><gvg>_<fag><fvg>
<~

<f,g><f,g>=<f f><g,9>

v
Wegen (1) und (2) gilt die Schwarzsche Ungleichung. O
Definition (Hilbert-Norm):
27
= V=TI =\ [ 1@ P 0

Beispiel: Sei f: R — (0, 27) gegeben durch
Vr € (0,27),Va e R: f(z) =x A f(a) = f(a+ 27)

Dann hat f die Periode 27 und ist eine Regelfunktion, also integrierbar. Fiir die
Hilbert-Norm gilt

2
fl=v<ff>= /O | F(@) 2 da

2m 2m

= / |z |2 dx = / z2dx
0 0
-Vl

_ V/(%)3 0 [3ad

3 3 3

Definition (Orthogornalitéit): Die Funktionen f, g heiflen orthogonal zueinan-

der, wenn
27

<f,g>=O f(z)g(z)dx =0 9)
gilt.

Nach dem, was wir schon kennen ist dann naheliegend, dafl eine Familie von
Funktionen (fy)aca ein Orthonormalsystem bildet, wenn gilt

0 ,fallsa#p

(10)
1 Jfallsa=p

< foufﬂ >= {

wobei A eine beliebige Indexmenge sein kann. Zum Beispiel die Menge der
natiirlichen (N) oder ganzen (Z) Zahlen.



Beispiel: Ein Beispiel fiir ein Orthonormalsystem ist folgende Familie von Funk-
tionen

(\/%exp(i -n- z))

Denn ( f, = \/%exp(i -n-x) ) erfiillt

ne”Z

1 ) 1 .
< JfnyJn>=< ——exp(t-n-x), —exp(t-n-x) >
fns f, Nors p( )\/ﬂ p( )

27

= ——exp(i-n-x)  —exp(i-n-x)dx
[ —exp(ion-x)- ——expli-n o)
27

= ——exp(i-n-x)—exp(—i-n-x)dx

0o V2m
2m 1
= / ——exp(0)
0 27T

/277 L= Lo 0=
— _ = |=—X = —_— —_— =
0 27 Zr =10 or "

V2r

und seien n,m € Z sodass n # m dann erfiillt

1 1
< frs fn > =< —= - exp(inx), — - exp(inz) >

Var Var

2m
= / —exp(inx) - exp(imx)dx
0 2

2m
_ 1 i — ima)d
/0 o exp(inx — imz)dz

27

1

= / o exp(z - (in —im))dz , (lineare Substitution)
0 2w

27

= [7%(1,”1_””) -exp(z(in — zm))] .

— (e - expla(in - im))}zﬂ
— mexp(ew(in —im)) — mexp(o - (in — im))
= % exp(i - 2m(n —m)) _%

27r(m. n) a 21(m —n)

2r(m —n) 27(m —n)

v
Da wir nun eine ,,Basis“, sprich ein Orthonormalsystem, (f,)aca fiir alle Regel-
funktionen der Periode 27 erzeugen koénnen, sind wir dazu in der Lage jedem f
aus dem Vektorraum der Regelfunktionen mit Periode 27 eindeutig die Zahlen

Ca =< fafa> (11)



zuzuordnen. Diese heiflen die Fourier-Koeffizienten von f beziiglich des Ortho-
normalsystems (fo)aca

Wir wollen im folgenden eine Regelfunktion f mit der Periode 27 durch ei-
ne Linearkombination beziiglich eines Orthonormalsystems (f)ae4 moglichst
gut im Sinne der Hilbert-Norm approximieren.

Satz: Es sei € eine endliche Teilmenge von A und " u, f, eine beliebige Line-
a€eé
arkombination des ,,Orthonormalsystems®(f,)ace mit u, € C fiir alle a € €.

Es gilt: Die Hilbert-Norm von
I Z U fa
acl

ist minimal genau dann, wenn
Uy = Cq
fiir alle o € & gilt.

Beweis: Wir berechnen zunéchst

|f_zuafa ‘2 :<f_zuafaaf_zuafa>

a€l a€el acl

D ff =Y wafoa> <Y tafarf = taka >

a€el acl acl

Do ffs> =<3 uafa> =< Y tafarf >+ <D tafar S tafa >

acé ac ac acé
(4) (5)

:<faf>_zua<f7fa>_2%<faaf>+ <Zuafa7zuocfa>

ac acf ac ac

(3) (2) = 3" uqUa( siche Nebenrechnung)
a€gl

Nebenrechnung: Aufgrund der Orthogonalititsrelationen erhélt man

(4)
(2),(3) - N __ _
< Zuafouzuﬁfﬁ > = Zzuauﬁ < foufﬁ > = Zuozua< famfa > = Zuaua
acé BeE o€l BeE T a€cé -1 a€cs
Also ist
|f_ uafa ‘2:<f7f>_ uoc<faaf>_ %<fafa>+ U Ug,

(11),(1)__ (11)
= Ca = Ca



Wir figen nun eine Nullsumme ein!

[ F =D tafa = F P =) uala— Y Tata+ Y talla+ Y Cala— Y Cala

a€cl a€cl a€cl a€cl a€cl a€cl
=0
=‘Ca‘2
2 Z ~ Z _ . -
:‘ f | - CaCq + (uaua — UaCo — UaCq + Caca)
a€cl a€l

=|ca—Ua|?=|ca—Ual||Ca—Ua|=|Ca—Ua||Ca—Ta|=CaCa—Calia —UaCatlala

:‘f|2_2|0a|2+z‘ca_ua|2

a€cl a€el

>0<=cqFUa
Folglich gilt der Satz. O

Korrollar/Satz (Besselsche Ungleichung): Fiir jede Teilmenge B C A ist

3 | ea |? konvergent und es gilt
aeB

Yo lea PSSP (12)

aeB
Beweis: Ganz offensichtlich ist fiir jede endliche Teilmenge £ von A
[ F = tafa PZIFIP =) lca|? , fiir alle ug € C
acl aeé
und Gleichheit tritt genau dann ein, wenn fiir alle « € £ gilt uy = ¢y

|f_zcafo<|2:|f|2_2|ca|2'

acl a€el

20— 20

Zusammenfassend gilt dann offenbar

0L F1P=D lealP=is- 5 cataSir= 5 vata i?
&

ae acl
a€el

= ¥ |ea|2S|f]2
aee

Folglich gilt insbesondere auch fiir jede endliche Teilmenge £ von B
> lea Pl
acl

so dass auch > | ¢, |? konvergent und durch | f | nach oben beschriinkt ist.(]
acB

%’Z %% (Moritz Hirdes) und Geh&am?n lams

(Benjamin Tams)



