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1 KATEGORIENTHEORIE 3

1 Kategorientheorie

Dieser einleitende Abschnitt fiihrt in allgemeiner Weise die kategorientheoretischen Begriffe
des Gruppoids und Pushouts ein und stellt die wichtigsten, im weiteren Verlauf benotigten
Eigenschaften zur Verfiigung. Dabei werden grundlegende Kenntnisse tiber Kategorien und
Funktoren vorausgesetzt. Als Quellen dienen hier im wesentlichen [1] und [5], deren Material
damit noch lange nicht ausgeschopft ist.

1.1 Gruppoide

Der Begriff Gruppoid ist eine Verallmeinerung des Gruppenbegriffs und ein Spezialfall des
Begriffs der Kategorie: bei einem Gruppoid handelt es sich um eine Kategorie, in der jeder
Morphismus ein Isomorphismus ist. Als wichtiges Beispiel ist hier sofort das Fundamen-
talgruppoid 7X eines topologischen Raumes X zu nennen, welches im Satz von Brown
eine zentrale Rolle spielt. Dieser Abschnitt dient der Einfiilhrung von Grundbegriffen der
Gruppoid-Theorie.

Zu Beginn soll an drei wichtige Grundbegriffe hinsichtlich der Morphismen einer beliebigen
Kategorie erinnert werden.

Definition 1.1. Sei C eine Kategorie und X,Y € Ob(C) Objekte von C.

1. Ein Morphismus f € C(X,Y)! von C heiit Isomorphismus, falls er einen inversen
Morphismus besitzt, d.h. es existiert ein Morphismus g € C(Y, X) mit fg = 1y und
gf = 1x.2 Man setzt g := f~!. Die Objekte X und Y heiien dann isomorph, in
Zeichen X =Y. 3

2. Ein Morphismus von C heifit Schnitt, falls er ein Linksinverses besitzt.

3. Ein Morphismus von C heifit Retraktion, falls er ein Rechtsinverses besitzt.

Zu bemerken ist, dafl ein Morphismus genau dann ein Isomorphismus ist, wenn er ein Schnitt
und eine Retraktion ist.

Wir widmen uns nun den Gruppoiden und beginnen mit ihrer (schon bekannten)

Definition 1.2. Ein Gruppoid ist eine Kategorie, in der jeder Morphismus ein Isomor-
phismus ist.

Es schlieflen sich Beispiele von Gruppoiden an.

Beispiel 1.3. Insbesondere zeigt sich hier, dafl sowohl eine Menge als auch eine Gruppe
als Gruppoid aufgefafit werden kénnen.

1. Sei {*} eine einelementige Menge. Man erhélt ein Gruppoid G durch
Ob(G) := {*} und Mor(x,*) := {1, : * — x}

und nennt es schlicht *.

IMit C(X,Y) wird hier die Morphismenmenge Morc(X,Y) bezeichet. Fiir f € C(X,Y) wird auch die
Darstellung f : X — Y verwendet.

2Falls zu einem Morphismus f € C(X,Y) ein inverser Morphismus existiert, so ist dieser eindeutig be-
stimmt. Sind namlich g, ¢’ € C(Y, X) invers zu f, dann gilt gf = 1x = ¢'f sowie fg = 1y = fg’, und damit
folgt g =goly =g(fg') = (9f)g' =1x o9’ =g

3Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation in Ob(C).
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2. Sei M eine Menge. Man erhélt ein Gruppoid M mit den Definitionen
Ob(M) =M

und fir x,y € M

M= {4, 220

Man kann also eine Menge M als Gruppoid auffassen, dessen Objekte die Elemente
von M und dessen Morphismen die Identaten sind.

3. Sei G eine Gruppe mit neutralem Element 1 € G. Ein Gruppoid G 148t sich konstruieren
durch
Ob(G) :={1} und G(1,1):=G,

wobei die Komposition von Morphismen in G durch die Gruppenmultiplikation gegeben
ist. Demnach 148t sich ein Gruppe also als ein Gruppoid mit einem Objekt und den
Gruppenelementen als Morphismen auffassen.

4. Bezeichne 7 das Gruppoid mit den Objekten
Ob(Z) :={0,1}
und den Identitaten 1g,1; sowie den zueinander inversen Morphismen
1:0—1, Ty —

7 hat unter den Gruppoiden eine analoge Bedeutung wie I = [0, 1] unter den topolo-
gischen Raumen.

5. Ist X ein topologischer Raum, so bekommt man das Fundamentalgruppoid 7.X von X
durch die Objektmenge
Ob(rX) =X

und die Morphismenmengen
T X (2,y) = PX(z,y)/ ~

fir z,y € X, wobei PX(z,y) die Menge aller Wege in X mit Anfang in  und Ende
in y und ~ die durch die Homotopie von Wegen beziiglich Anfangs- und Endpunkt
gegebene Aquivalenzrelation bedeutet.

Das vorangehende Beispiel zeigt, das eine Gruppe auf natiirliche Weise die Struktur eines
Gruppoides in sich tragt. Umgekehrt beheimatet ein Gruppoid eine Gruppenfamilie:

Definierendes Lemma 1.4. Sei G ein Gruppoid und x € Ob(G) ein Objekt von G. Dann
ist die Morphismenmenge

G(x) :=G(z,x)
mit der durch die Komposition in G induzierten Verkniipfung

0:G(x) — G(x), (f,9)— fog

eine Gruppe und heifit Objektgruppe von G in x.

Beweis. Die Gruppenaxiome ergeben sich fiir G(x) problemlos aus den Gruppoideigenschaf-
ten von G. 0
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Beispiel 1.5. Sei X ein topologischer Raum und = € X. Dann ist die Objektgruppe 7X ()
des Fundamentalgruppoides von X in x gegeben durch die Fundamentalgruppe 71 (X, z). Fiir
eine Gruppe G gilt G(1) = G, d.h. die Objektgruppe von G stimmt mit der zugrundeliegenden
Gruppe G tberein.

Es folgt der Zusammenhangsbegriff eines Gruppoides.

Definition 1.6. Ein Gruppoid G heiit zusammenhéingend, falls G(z,y) # 0 fir alle
z,y € Ob(G). Es heifit total unzusammenhingend, falls G(z,y) = 0 fir alle 2,y € Ob(G)

mit z # y.

Nun decken wir den Zusammenhang von zusammenhéngendem Fundamentalgruppoid und
wegweise zusammenhidngendem Raum auf.

Lemma 1.7. Sei X ein topologischer Raum. X ist genau dann wegweise zusammenhdngend,
wenn das Fundamentalgruppoid 7 X von X zusammenhdngend ist.

Beweis. (=) Sei X wegweise zusammenhéngend. Weiterhin seien z,y € Ob(rX) = X.
Dann existiert ein Weg w in X von z nach y, also ist w € PX (z,y) und damit [w] € 7 X (z,y).
Deshalb gilt 7X (z,y) # 0, und 7X ist somit zusammenhéingend.

(<) Sei mX zusammenhingend. Seien ferner z,y € X. Dann ist 7X(z,y) # 0. Wihle
[w] € 7X(x,y) und erhalte mit w € PX(z,y) einen Weg in X von = nach y, womit der
wegweise Zusammenhang von X gezeigt ist. O

Im Folgenden schwiichen wir den Zusammenhangsbegriff eines Gruppoids ab, indem wir ihn
fiir lediglich zwei Objekte erkldren und bekommen dadurch eine Aquivalenzrelation auf den
Objekten des Gruppoids.

Definition 1.8. Sei G ein Gruppoid, und seien z,y € Ob(G). Dann heifit 2 mit y verbindbar
(in Zeichen: x = y), falls G(z,y) # 0.

Lemma 1.9. Verbindbarkeit ist eine Aquivalenzrelation in Ob(G).

Beweis. Seien z,y € Ob(G) mit « = y, d.h. z ist mit y verbindbar. Dann ist definitions-
gemif G(x,y) # 0. Wahle f € G(x,y). Da G ein Gruppoid ist, ist f ein Isomorphismus, und
es gilt x = y. Seien andersherum x und y isomorph, also x = y, dann gibt es einen Isomor-
phismus f : x — y. Wegen f € G(z,y) ist G # 0, was bedeutet, dal z mit y verbindbar
ist, z = y. Es folgt, daf die durch die Verbindbarkeit gegebene Relation mit der Relation
Isomorphie iibereinstimmt. Da Isomorphie eine Aquivalenzrelation ist, gilt dies auch fiir die
Verbindbarkeit. O

Definition 1.10. Sei G ein Gruppoid. Die Aquivalenzklassen von Ob(G) beziiglich der
durch die Verbindbarkeit gegebenen Aquivalenzrelation = heilen Komponenten von G.
Die Menge der Komponenten von G wird als moG := Ob(G)/ = bezeichnet.

Beispiel 1.11. Die Komponenten des Fundamentalgruppoids 7 X eines topologischen Raum-
es X entsprechen den Wegzusammenhangskomponenten von X. Fiir die Menge der Kompo-
nenten gilt dann o X = 7y X.

Fir die Folgerungen aus dem Satz von Brown - insbesondere fiir die Gewinnung des Satzes
von Seifert-van Kampen - werden noch zwei weitere Begriffe benttigt.
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Definition 1.12. Seien G,G’ Gruppoide. G’ ist ein Teilgruppoid von G, falls gilt
1. Ob(g") C Ob(G)*
2. G'(z,y) C G(x,y) fir alle x,y € Ob(G")

3. Die Komposition von Morphismen in G’ entspricht der in G, i.e. das Diagramm

G(z,y) x G(,y) — G(x,7)

/

! !/ © !/
g (:c,y) X g (ac,y) - g (.’L‘,Z)
ist fiir alle z,y, z € Ob(G’) kommutativ.
Definition 1.13. Sei G ein Gruppoid.

1. Sei G’ ein Teilgruppoid von G. Dann heifit G’ voll bzw. volles Teilgruppoid, falls
G (z,y) = G(x,y) fir alle z,y € Ob(G’) gilt.

2. Sei A C Ob(G) eine Menge von Objekten. Mit GA wird das eindeutig bestimmte volle
Teilgruppoid von G mit Ob(GA) = A bezeichnet.’

Als letztes erkliren wir die Kategorie Gd der Gruppoide.
Definition 1.14. Die Kategorie Gd der Gruppoide sei durch folgende Daten gegeben:

e Die Objekte Ob(Gd) sind Gruppoide.

e Fiir zwei Gruppoide G, H € Ob(Gd) besteht die Morphismenmenge Morgq(G, H) =
Gd(G, H) aus den Funktoren F : G — H.

e Die Komposition von Morphismen ist in Gd wie folgt gegeben: Sind F : G — H und
F' : H — J zwei Funktoren in Gd, so wird ' o F : G — J definiert durch die
Zusammensetzung von Abbildungen

Ob(G) £ Ob(H) & Ob(7)
auf den Objekten und die Komposition von Abbildungen
G(@,y) & H(Fo, Fy) 5 T(F Fa, F Fy)

auf den Morphismen, wobei z,y € Ob(Gd) ist. Fiir ein Gruppoid G ist die Identitét
1g € Gd(G,G) durch den identischen Funktor

idg:g—>g

gegeben, der durch die Identitdtsabbildungen idOb(g) und idg, ) auf den Objekten
und Morphismen bestimmt ist.

Ohne Beweis schliefit dieser Abschnitt mit

Lemma 1.15. Gd ist eine Kategorie.

4Das Teilgruppoid G’ heiBt weit in G, falls Ob(G’) = Ob(G).
5Fiir das Teilgruppoid GA gilt GA(z,y) = G(z,y) fiir alle z,y € A. Insbesondere hat man fiir A = Ob(G)
die Gleichheit GOb(G) = G.
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1.2 Pushouts

Als Vorbereitung der Sétze von Brown und Seifert-van Kampen fithren wir den kategorien-
theoretischen Begriff des Pushouts ein.

Sei C eine Kategorie. Betrachtet werden nun Diagramme der Form

X, —I2 . x,
f 1 g2
X, X
g1

wobei f1, fa, g1, g2 Morphismen von C sind. Zur Préazisierung verwenden wir den Begriff des
Quadrates.

Definition 1.16. Sei C eine Kategorie. Ein Quadrat Q in C ist ein Quadrupel Q =
(f1, f2,91,92) von Morphismen f1, f2, 1,92 von C, so dal fi; und fo dieselbe Quelle, g;
und go dasselbe Ziel haben und fiir v = 1,2 jeweils das Ziel von f, mit der Quelle von g,
iibereinstimmt. Q heifit kommutativ, falls g1 f1 = g2 f2 gilt.

Schon folgt die zentrale
Definition 1.17. Sei C eine Kategorie. Ein kommutatives Quadrat Q = (i1, 142, j1,j2) in C

Xo 2 Xo
i1 Q J2
X1 - X
J1

heifit ein Pushout (kokartesisches Quadrat) in C bzw. von (i1, 43), falls es die folgende
universelle Eigenschaft hat: zu jedem Objekt Y von C und jedem Paar f, : X, = Y, v =1,2,
von Morphismen von C mit f1i; = fais gibt es genau einen Morphismus f : X — Y von C

mit f Jv = f v
Anschaulich haben wir bei einem Pushout also folgende Situation:

XOiHQXQ

l i

X ——
J1 -

fa

Der nachstehende Satz zeigt, dafl in einem Pushout (i1, 2, j1, j2) von (i1,i2) das Paar (ji, j2)
von Morphismen bis auf Isomorphie eindeutig durch (i1,42) bestimmt ist. Insbesondere be-
deutet dies, dafl das Objekt X (vgl. mit obigen Bezeichnungen) bis auf Isomorphie eindeutig
durch (i1,42) bestimmt ist.
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Satz 1.18. Sei C eine Kategorie, und seien Q = (i1,12,j1,J2) und Q' = (i1,i2,751,7%)
Pushouts von (i1,i2), gegeben durch die Diagramme

X, ig X, X, i3 X,

i1l ljz ill i]é

X —— X — X'
J1 J1

Dann gibt es einen Isomorphismus f : X — X' von C, durch den das Diagramm

X1
VN

f— X'
N
Xo

kommutativ wird, i.e. fj, = j, firv=1,2.

X

Beweis. Die Kommutativitit des Quadrates Q' und die Pushout-Eigenschaft von Q liefern
die Existenz und Eindeutigkeit eines Morphismus f : X — X’ mit fj, = j., fir v = 1,2.

X0L>X2

LN,

Xl%)XV

J1

Es bleibt also lediglich zu zeigen, dal f ein Isomorphimus ist. Analog zur obigen Argu-
mentation existiert wegen der Kommutativitiat von @ und der Pushout-Eigenschaft von Q’
eindeutig ein Morphimus f': X/ — X mit f'j/, = j, fir v =1,2:

Xo L>X2
il\L \LJ;\

X1 —— X'
J1 -

Betrachte nun das Diagramm
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Firv=1,2ist
(f/f)]l/ = f/(fju) = f/jzlz =J, = 1xJo.
Aus der Eindeutigkeitsaussage der Pushout-Eigenschaft von Q folgt nun die Gleichheit
f'f=1x.

Schliellich betrachten wir das Diagramm

X0L>X2

N
Xl — > X/ 72
J1
1x
\N
J1 X/
Wir haben fiir v = 1,2 analog

(Ff)an = F(f'30) = fiv = J, = 1xd,
und mithilfe der Eindeutigkeitsaussage fiir Q'
ff=1x.
Also sind f und f’ zueinander inverse Morphismen und somit Isomorphismen. Insbesondere
ist damit X = X', O
Es folgen nun Beispiele fiir Pushouts.

Beispiel 1.19. Sei C = Set die Kategorie der Mengen. Seien weiterhin X eine Menge und
Xo, X1, X5 C X Teilmengen mit X = X; U Xs und Xg = X1 N X, sowie i, j, fir v =1,2
die Inklusionen

i, Xo— Xy, Ju: Xy — X.

Dann ist das Quadrat Q = (iy, iz, j1,j2)

X, c 2 X,
11 Q J2

X &—— X
J1

ein Pushout. Zum Nachweis sei Y eine weitere Menge und f, : X, — Y ein Paar von
Abbildungen mit f1i1 = faiz, was gerade f1|x, = f2|x, bedeutet. Die Abbildung f: X - Y,
gegeben durch
| filx), reXy
J(@):= {fz(z), re Xy,
ist deshalb wohldefiniert, und es gilt fj, = f,, wodurch f wegen X = X; U X5 eindeutig
bestimmt ist.
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Beispiel 1.20. Sei C = Top die Kategorie der topologischen Raume. Weiterhin seien X ein
topologischer Raum und Xy, X7, Xo C X Teilraume mit X = X7 U X5 und Xp = X7 N Xo,
sowie

iy : X() — Xl,

jV : Xl/ — X, V= ]., 2

die bekannten Inklusionen von Teilrdumen. Das Quadrat Q = (i1, 42, j1,j2) in Top

XO ¢>X2

1 Q J2
X —— X

N

ist genau dann ein Pushout, wenn jede Abbildung f : X — Y in einen topologischen Raum Y,
deren Einschriankungen f|x, = fj, stetig sind, stetig ist. Dies ist der Fall, wenn X = X;UX,
gilt, oder X; und X5 abgeschlossen in X sind.

Beispiel 1.21. Sei C = Gr die Kategorie der Gruppen. Ist das Quadrat Q = (i1, 2, j1, j2)
in Gr

12

Gy Ga
11 Q J2
Gy - G
J1

ein Pushout und sind 41, i3 Inklusionen von Untergruppen, so heifit G das freie Produkt von
G1 und Gy mit amalgamierter Untergruppe Gy

G = Gl *Qo GQ.
Ist Go =1 die triviale Gruppe, so heiffit G das freie Produkt von G; und Go
G = G1 * GQ.

Wie schon gezeigt, ist das freie Produkt G7 * G2 bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.
Bemerkenswert ist die Tatsache, dal zu je zwei Gruppen G; und Gs ein freies Produkt
existiert®, mit anderen Worten: das Quadrat in Gr

1 Ga

J2

G1 ——— Gl *Gg
J1

ist fiir zwei beliebige Gruppen G1, G2 ein Pushout.

SEine Konstruktion hiervon enthélt [3].
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Im Folgenden soll noch die Invarianz von Pushouts unter Retraktionen gezeigt werden. Zur
begrifflichen Prézisierung dieses Sachverhaltes wird zunéchst eine Kategorie eingefiihrt, deren
Objekte kommutative Quadrate sind.

Definition 1.22. Sei C eine Kategorie. Die Kategorie C der kommutativen Quadrate in
C sei durch folgende Daten gegeben:

e die Objekte Ob(Ch) sind die kommutativen Quadrate Q = (f1, f2, g1, 92) in C

XOL>X2

XlT>X'

e Sind Q = (f1, f2,91,92) und Q' = (f1, f5, 91, g5) kommutative Quadrate in C

Xy > X, x; o xy

fll ng f{l \Lgé

X, ——>X X — X/,
g1 91

dann ist ein Morphismus C' € Mor(Q, Q') von C ein Quadrupel C = (co, 1, ¢2, ¢) von
Morphismen von C mit ¢, : X, —» X,,v =0,1,2, und ¢: X — X', so daf in

f ’
X} 2 X}

N, A

Xo ——> X»

f1 fll ng g5

X=X
Xi 7 X'

die Teilquadrate kommutieren, was gleichbedeutend ist mit

fico = c1fr, faco = cafa, cg1 = gie1, cga = gheo.
e Sind Q, Q" kommutative Quadrate wie oben, ist Q" = (f{, f4,g7,4g5) ein weiteres
kommutatives Quadrat in C

f/l
X(/)/ 2 Xé’

o s

1
Xy —=~ X"
91
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und sind C = (¢, ¢1,¢2,¢) : Q@ — Q' sowie D = (dy,dy,ds,d) : @ — Q" Morphismen
von Cp, so definiere die Komposition DC : @ — Q" in Cy komponentenweise durch
die Komposition in C

DC = (doCQ7 dlcl, dgCg, dC)

Fiir das Quadrat Q in C wird die Identitat gegeben durch

1Q = (1X07 1X171X27 1X)

Es folgt nun die erwahnte Invarianz von Pushouts unter Retraktion.

Satz 1.23. Seien Q = (i1, 12, j1,j2) und Q' = (i},ih, 41, 7%) kommutative Quadrate in einer
Kategorie C

./
12

ilJ/ ijz i;l ljé
X ——=X X — X'
J1 J1

Ist Q ein Pushout in C und gibt es eine Retraktion D : Q — Q' in Cn, dann ist auch Q' ein
Pushout.

Beweis. Sei D = (dy,d1,ds2,d) : @ — Q' eine Retraktion in C. Dann existiert ein Mor-
phismus C' = (cg, ¢1,¢2,¢) : Q" — Q von C, so dafl DC = 1¢/, also
DC = (doco, dicr, dacz,de) = (1xy, 1x7, 1xg, 1x7) = 1oy,

ie.
doco = 1xy,dicr = 1xy,daco = 1xy,de = 1x/

im folgenden Diagramm

./
2]

X

Xy

!
0
w y
Xo —= X

i} ill ijz J5

X1 —X
J1
d1 c
o X
J1

Es ist nun die Pushout-Eigenschaft von Q' nachzuweisen, ndmlich daf} fiir Y € Ob(C) und ein
Paar g, : X, =Y (v =1,2) von Morphismen von C mit g4] = g2i} genau ein Morphismus
g : X' — Y von C existiert mit gj/, = g,. Wir belegen zuerst die Existenz von g und
betrachten die beiden Morphismen g, d, : X, — Y. Es gilt

(g1d1)in = gi(diir) = g1 (i) do)
= (g111)do = (g2i5)do
= ga(indo) = ga(daiz)
= (g2dz)ia.

X

/
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Die universelle Eigenschaft des Pushouts Q liefert dann die Existenz und Eindeutigkeit eines
Morphismus i : X — Y von C mit

hj1 = gidi und hjs = gads.

Mit g := he: X’ — Y erhalte nun fiir v = 1,2

9j, = hcj, =hjucy
= guducv = gl/lX,/,
= gl/7

womit die Existenz von g gezeigt ist. Fir die Eindeutigkeit seien g, ¢’ : X’ — Y Morphismen
von C mit gj,, = ¢'j,, = g, fir v = 1,2. Es gilt

(9d)jv = g(dj) = g(j,dv)
= (97,)dv
= Ggudy,
und analog ist (¢'d)j, = gud,, also (gd)j, = (¢'d)j,. Aufgrund der Eindeutigkeit fiir das

Pushout @ folgt
gd=g'd
und somit
g=9glx =gdc=g'dc=glx =¢,
womit auch die Eindeutigkeit von g gezeigt ist. Es folgt, dal auch Q ein Pushout ist. O
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2 Wege und Fundamentalgruppoid

Ein Grundstein fiir den Beweis der groflen Siatze Brown und Seifert-van Kampen wird hier
freigelegt; im Folgenden stellt sich das tragende Knochengeriist zur Schau: die Unterteilung
von Wegen und die Deklaration des Fundamentalgruppoid-Funktors.” Die hier betrachteten
Wege sind von der Gattung w : [0,1] — X, also durch das Einheitsintervall I parametrisiert.
Im spéateren topologischen Beweis von Seifert-van Kampen werden verallgemeinerte Wege
w' : [0, ||w'||]] — X verwendet, deren Verkniipfung und Unterteilung komfortabler ist. Als
Kern jeglicher Unterteilung erweist sich jedoch das legendare Lemma von Lebesgue.

2.1 Unterteilung von Wegen

Eine grundlegende Methode im Beweis des Satzes von Brown bzw. von Seifert-van Kampen
ist die geeignete Unterteilung von Wegen in einem topologischen Raum.

Definition 2.1. Sei X ein topologischer Raum. Sei weiter n € N und seien wq, ..., w, :
[0,1] — X Wege in X mit

wl(l) = wi+1(0)7 1= 1, e, — 1.
Das Produkt .
[[wi:0.1]-Xx

i=1

von wi, ..., wy, wird definiert durch

(f[lw> (t) = wi(nt —i+1), te {1;1;}

Bemerkung 2.2. Die Abbildung []}_, w; ist wohldefiniert, da fiir ¢ = ﬁ und i =1,...,n
die Gleichung

w(n% Ci 1) = wi(1) = wiea (0) = wiﬂ(n% S i+1)+1)

gilt. Die Stetigkeit beruht auf der Stetigkeit der Einschrankungen ([];-, w;)jiz1 s+ auf die
abgeschlossenen Teilintervalle [©=1, 1] C [0, 1].

Definierendes Lemma 2.3. Fir einen Weg w : [0,1] — X in einem topologischen Raum
X und eine natirliche Zahl n € N existiert genau ein n-Tupel (wy,...,w,) von Wegen
Wi,y ..y Wy [0,1] = X in X mit w;(1) = w41(0) firi=1,...,n—1, so daf gilt

n
w = I |wi.
i=1

Dieses eindeutig bestimmte n-Tupel (wy, ... w,) heifit n-te Unterteilung von w.

Beweis. Wir beweisen zunéachst die Existenz einer n-ten Unterteilung eines Weges w in X.
Dazu definiere fir i = 1,...n die Wege

w; : [0,1] = X, wi(t) ::w(i_l—&—tl).

"Diese Darstellung ist an [5] angelehnt.
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Es gilt nun firi=1,...n —1

wi(l)zw(i;1+i)

Weiterhin ist fiir t € [, L] und i =1,...n

n

Il

g
7N
3| .
N————

I

g

x

e

also ist
n
i=1

Fiir die Eindeutigkeit nehme an, daf wy, ... w, : [0,1] — X Wege in X mit w;(1) = w;+1(0),
i=1,...n—1, sind, so daB w = [[;_, w; gilt. Dann ist fir ¢t € [0,1], i =1,...n

i1 1 [i—1
+t- € ,—
n n n n

i—1 1 1—1 1 .
w +t— = w;|{n +t— ) —1+1
n n n n

wii =14+t —i+1)

und wir haben

= w; (t),
womit gezeigt ist, dafl w durch w; eindeutig bestimmt ist. O
Bemerkung 2.4. Fiir die n-te Unterteilung (w1, ..., w,) eines Weges w gilt
1
w{z ,Z]—wi[O,l].
n n

firi=1,...,n.

Definition 2.5. Sei X ein topologischer Raum und & = {Uy}xea eine Uberdeckung von
X. Sei weiterhin w : [0,1] — X ein Weg in X und n € N. Die n-te Unterteilung (wy, ... w,)
von w heiBit zuldssig (beziiglich i), falls fiir jedes ¢ = 1,...n ein \; € A existiert mit

’LUZ[O, 1] - U)\7

Nun erinnere an das elementare Lemma von Lebesgue, das im weiteren Verlauf benétigt
wird.

Lemma 2.6. (Lebesgue) Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum und U = {Ux}xea
eine offene Uberdeckung von X. Dann gibt es eine Zahl 6 > 0 (Lebesguesche Zahl) mit
folgender Eigenschaft: Zu jeder Teilmenge A C X mit diam(A) < § existiert ein A € A mit
A C U,y.
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Beweis. Fiir jedes 2 € X gibt es ein ¢ = ¢(x) > 0 derart, dal Byc(,)(2) C Uy fiir ein
geeignetes A € A. X wird dann durch endlich viele offene Bélle B,(,(x) iiberdeckt. Sei also
{Be(y(x)} mit 2 € {z1,...,2,} eine offene Uberdeckung von X. Setze ¢ := min{e(x;)|i =
1,...,n}. Sei nun A C X eine Teilmenge mit diam(A) < ¢. Wahle einen Punkt ag € A.
Dann gibt es einen Index ¢ mit 1 < ¢ < n, so dafl d(ag,z;) < €(z;). Fiir a € A gilt nun
d(a,ag) < § < €(z;). Die Dreiecksungleichung liefert jetzt

d(a,z;) < d(a,ap) + d(ag, z;) < 2e(x;).
Somit folgt A C Bae(s,)(2:) C Uy fiir A € A geeignet. O

Wir wenden uns nun dem zentralen Aspekt dieses Abschnitts zu, enthalten in

Satz 2.7. Sei X ein topologischer Raum, U eine innere 8 Uberdeckung von X, sowie w ein
Weg in X. Dann ezistiert n € N, so daf$ die n-te Unterteilung von w zuldssig beziiglich U
15t.

Beweis. Sei U = {Ux}xea eine innere Uberdeckung von X. Dann ist wegen X = Usea Uy
und der Stetigkeit von w die Familie {w = (Ux)}xea eine offene Uberdeckung des kompakten
metrischen Raumes I = [0, 1]. Nach dem vorangehenden Lemma von Lebesgue existiert eine
Lebesguesche Zahl § > 0, so daf jedes Teilintervall I C I mit diam(/") < ¢ in einer Menge
w~(Uy) fiir ein gewisses \ enthalten ist, i.e. w(I’) C Ux. Wihle nun eine natiirliche Zahl

n € N mit % < 6. Sei (wy,...,w,) die n-te Unterteilung von w. Fir ¢ =1,...,n ist
1—1 1 1
diam([ ,]>=<6,
n 'n n
somit existiert zu i =1,...,n ein A\; € A mit

1 )
U)|:Z ,Z:| C Uy, CU,,.
n n

Wegen

w[0.1] = w [l‘l,ﬂ
n n

ergibt sich nun

SR
'LU[Z ,z}CUAi,
n n

womit gezeigt ist, dafl die n-te Unterteilung von w zuléssig beziiglich U ist. O

Abschlieflend belegen wir, daf§ die Verfeinerung einer zuléssigen Unterteilung eines Weges
wieder zulassig ist.

Lemma 2.8. Sei X ein topologischer Raum, U eine Uberdeckung von X und w ein Weg in
X, dessen n-te Unterteilung beziiglich U zuldssig ist. Dann ist fiir alle k € N auch die kn-te
Unterteilung von w zuldssig bezuglich U .

Beweis. Bei der kn-ten Unterteilung (v1, ..., vk,) von w wird jedes der n Teilintervalle der
n-ten Unterteilung (wq,...,w,) von w in k Teilintervalle der Lénge ﬁ zerlegt. Daher gibt
eszujedem j=1,...,kneini € {1,...,n} mit

j-1 G Ji-1 i
[kn’lm}c[ n ’n]’

8U = {Ux}rea heiit innere Ubderdeckung von X, falls {IGJA}AEA eine Uberdeckung von X ist.
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und es gilt
j—1 3 i—1 4
i10,1] = —, = —| = w;[0,1].
1}][07 ] ’LU|: kn ’kn] Cw|: n an:| wz[07 ]
Da die n-te Unterteilung von w zuléssig beziiglich U ist, gibt es zu jedem i € {1,...,n} ein

Ai € A mit w;[0,1] C Uy,. Damit ist
’Uj[o, 1] - wi[O, 1] Cc Uy,

die kn-te Unterteilung von w also ebenso zulassig beziiglich U.
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2.2 Der Fundamentalgruppoid-Funktor =

Untersucht man die Beziehung des Fundamentalgruppoids zu stetigen Abbildungen zwischen
topologischen Raumen, so stellt sich heraus, dal die Abbildung

7w : Top — Gd,

die jedem topologischen Raum X sein Fundamentalgruppoid 7.X zuordnet, die Eigenschaf-
ten eines kovarianten Funktors von der Kategorie der topologischen Rdume in die Kategorie
der Gruppoide besitzt. Dies soll nun nachgewiesen werden.

Zunachst definieren wir die Abbildung 7 und zeigen im Anschluf} ihre Funktoreigenschaften.

Definition 2.9. Die Kategorienabbildung 7 : Top — Gd sei folgendermaflen definiert:

e AUF OBJEKTEN. Sei X € Ob(Top) ein topologischer Raum, dann ist 7(X) := 7X das
Fundamentalgruppoid von X.

e AUF MORPHISMEN. Sei f € Top(X,Y) ein Morphismus von Top, also eine stetige
Abbildung f : X — Y. Dann wird ein Morphismus in Gd, also ein Funktor,

m(f)=nf:7X — 7Y
gegeben durch

— die urspriingliche Mengenabbildung f : X — Y auf den OBJEKTEN Ob(7X)= X.
— die Abbildungen

mf iaX(x,2') — 7Y (f(2), f(2")), [w]— [fu],

wobei x,2" € X und w € PX(x,2') sind, auf den MORPHISMEN von 7X.> Man
setzt wf = fi.

9Bemerkung zur Wohldefiniertheit von 7f = f.. Da w ein Weg in X ist, ist die Komposition fw: I — Y
selbst eine stetige Abbildung, also ein Weg in Y. Wegen w(0) = z und w(1) = 2’ gilt (fw)(0) = f(w(0)) =
f(z) und (fw)(1) = f@w(1) = f(=') und damit fw € PY(f(z), f(a')) sowie [fu] € mY(f(x), }(z")).
Die Vertraglichkeit mit der Homotopierelation sieht man so: Sind w,w’ € PX(z,z’), also [fw], [fw'] €
7Y (f(z), f(z')), mit w ~ w’. Dann existiert eine Homotopie

o IxI— X

mit
(5,0) = w(s)
pis1) = w(s)
©(0,t) = =
p(l,t) = 2

fur alle s,t € I. Fir die Komposition

gilt dann fir alle s,t € T

(f)(s,0) = (fw)(s)
(Fo)(s, 1) = (fw)(s)
(fo)(0,t) = f(2)
(fo1Lt) = f().

Demnach ist fo eine Homotopie von fw nach fw’, d.h. fw ~ fw'.
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Verwende fiir diesen Nachweis das folgende (hier nicht bewiesene)
Lemma 2.10. Sei C eine Kategorie, G ein Gruppoid, und seien eine Abbildung
F: 0b(C) — 0b(G)
sowie eine Familie von Abbildungen
{F:Cla,y) — G(Fa, Fy)| x,y € 0b(C)}

gegeben. Dann bestimmen diese Daten genau dann einen kovarianten Funktor F :=F : C —
G, wenn fir alle z,y,z € Ob(C) und alle Morphismen f € More(x,y) und g € More(y, 2)
gilt

Flgf) = Fg)F(f).

Nun zeigt man

Lemma 2.11. 7nf = f, : 71X — ©Y ist ein kovarianter Funktor.

Beweis. Da 7Y ein Gruppoid ist, reicht es zu zeigen, daf fiir alle [v] € 7X(z,2’) und
[w] € 7 X (', 2") gilt

fe([v] - [w]) = fu[v] - £ [w] -
Betrachte den Weg fo (v-w)in Y. Fir ¢t € T ist

(folv-w)t) = fl(v-w)
t

(2, 0<t<4
= fwee-1), T<t<l
_ [Uwen,  0<t<sg
= wet-1), f<t<1
= (fv- fu)@®)
Damit folgt
fe(] - [w]) = fullv-w]) = [f(v-w)]
= [fo-fw] =[fv] - [fuw]
= f*[’U}'f*['UJ],
womit die Funktoreigenschaften von f, nachgewiesen sind. O

Hieraus ergibt sich problemlos

Satz 2.12. 7 : Top — Gd ist ein kovarianter Funktor.

Beweis. Seien dazu f: X — Y und g : Y — Z stetige Abbildungen. Auf den Objekten gilt
nach Definition

@) =g S =9f: X — Z.
Ist [v] € 7X(x,2') ein Morphismus von 7.X, so ist

()« ] = [(gf)v] = [9(fv)] = g« [fv] = g« fs 0],

also gilt
m(9f) = (9f)« = gufs = (wg)(xf) : 7X — 7 2.
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Fiir die Identitatsabbildung idx : X — X hat man
m(idyx) = (idx)s« : 7 X — 71X

definitionsgeméafl gegeben durch

(dx)s =idx : X — X
auf den Objekten und durch

(idx). : X (z,2") — 7 X(2,2"), [w]+— [idx ow] = [w]

auf Morphismen, und somit ist

m(idy) = (idx). = idrx

und 7 also ein kovarianter Funktor.

20
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3 Der Satz von Brown

Der Satz von Seifert-van Kampen iiber die Fundamentalgruppe 7 (X, z¢) eines topologischen
Raumes X = X;UX5 in einem Punkt zy € X 148t sich mithilfe eines Retraktionsargumentes
aus einem bedeutend allgemeineren Satz von R. Brown iiber das Fundamentalgruppoid X
von X gewinnen. Der Schwerpunkt der Beschéftigung liegt nun auf dem Beweis dieses Satzes
tiber Gruppoide. Hier dient das Original [1] sowie [5] als Quelle.

Satz 3.1.O(Brcgwn) Sei X ein topologischer Raum, und seien Xg, X1, Xo C X Teilrdume
mit X = X7 U X5 und Xo = Xq7 N Xy. Weiterhin seien iy, wis, wj1, 7jo die von den Inklu-
sionen

iy : XO — X,,

jl/ : Xl/ — X, V= 1, 2

induzierten Morphismen der Fundamentalgruppoide. Dann ist das Quadrat I = (wiy, wis, 7)1, Tj2)

Ly’

’/TXO 2 7TX2
T II 7Tj2
7TX1 - X
Tl']l

ein Pushout in der Kategorie der Gruppoide. °

Beweis. Es ist die Kommutativitat und die Pushout-Eigenschaft des Quadrates IT nach-
zuweisen. Die Kommutativitdt von II resultiert aus der Tatsache, daf§ 7 : Top — Gd ein
kovarianter Funktor ist, denn aus jii; = jaio folgt

(mj1)(mir) = w(jrir) = w(jaiz) = (mj2)(mwiz).

Der Nachweis der Pushouteigenschaft erfordert es, Folgendes zu zeigen: Ist G ein Gruppoid
und v, : 71X, — G, v = 1,2, ein Paar von Funktoren mit ~;(mi;) = y2(miz), dann existiert
ein eindeutig bestimmter Funktor

y:mX — G

10Wegen X = )0(1 (U] )0(2 und Xo = X1 N X3 ist das Diagramm

%
Xo c 2 Xs
i1 Q J2

X &— X
J1
ein Pushout in Top. Die Aussage des Satzes von Brown ist somit die Folgende: Der Funktor 7 : Top — Gd
erhélt die Pushout-Eigenschaft, d.h. er tiberfiihrt Pushouts aus der Kategorie Top der topologischen Rdume
in Pushouts in der Kategorie Gd der Gruppoide. Bemerkenswert ist, dal im Gegensatz zum Satz von Seifert-
van Kampen keine Wegzusammenhangsvoraussetzungen der Rdume Xo, X1, X2 gemacht werden.
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mit v, = (7).

Es miissen nun die Existenz und Eindeutigkeit des Funktors v gezeigt werden.

@ EINDEUTIGKEIT VON 7.
Sei v ein Funktor mit y(7j,) = v, v = 1,2.

(A) EINDEUTIGKEIT VON 7 AUF OBJEKTEN.
Sei x € Ob(wrX) = X. Wegen X = X, UXy =X, UX, gibt es v € {1,2} mit x € X,,.
Dann ist j,(z) = 2 und so
V(@) = (i) (@) = (v(7j)) (@) = 2 (@),

womit y(x) eindeutig durch +, bestimmt ist.

(B) EINDEUTIGKEIT VON v AUF MORPHISMEN.

Seien z,y € X und [w] € mX(z,y), wobei w : [0, 1] — X ein Weg in X ist mit w(0) = z,
w(1) = y. Da voraussetzungsgemafl X = X; U X gilt, ist U = {X7, X2} eine innere

Uberdeckung von X. Wihle nun n € N, so dafl die n-te Unterteilung (w1, ..., w,) von
w zuléssig beziiglich U ist. Dann existiert fir jedes ¢ € {1,...,n} ein Index (i) € {1,2}
mit

w;[0,1] C X, (),
womit w; : [0,1] — X zu einer stetigen Abbildung
w;'(i) 20,1] — Xy
eingeschrankt werden kann, fiir die dann gilt
w; = ju(i)w;j(i)-
Weiter ist nach Definition von 7j, ;)
(i)]

v(i)

[wi] = [u@yw; ] = Thuylw; ).

Wegen

ergibt sich jetzt
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T (o) oy
i=1

::ﬁ%M%
=1

was bedeutet, dal y[w] eindeutig durch 7, bestimmt ist.

@ EXISTENZ VON 7.

(a)

Wir weisen nun die Existenz von ~ nach.

DEFINITION UND WOHLDEFINIERTHEIT VON v AUF OBJEKTEN.

Sei z € Ob(7X). Dann gibt es v € {1,2} mit x € X,,. Definiere

(@) = 7.(x) € Ob(G) | .

Fir z € Xo = X5 N X, gilt wegen 1 (mi1) = vya(mwia)

7 (z) =71 (i1 (2)) = 71(7wi1)x = Y2(miz)x = Y2(i2(7)) = 12(2),
was die Wohldefiniertheit von v auf Objekten bedeutet.

DEFINITION UND WOHLDEFINIERTHEIT VON v AUF MORPHISMEN.
Um den Funktor « auf Morphismen zu definieren, bendtigen wir fir z,y € X =
Ob(7wX) eine Abbildung

v X (x,y) — Gz, vy)
auf der Menge X (z,y) der Homotopieklassen [w] von Wegen w in X mit Anfangs-
punkt x und Endpunkt y. Dazu beginnen wir mit einer Abbildung

g: PX(z,y) — G(vz,vy)

auf der Menge PX (,y) der Wege w in X von z nach y, um anschlieend die Vetréglich-
keit von g mit der durch die Homotopie von Wegen gegebenen Aquivalenzrelation zu
zeigen.

DEFINITION UND WOHLDEFINIERTHEIT DER ABBILDUNG ¢ : PX(x,y) — G(vz,vy).

Seien z,y € X und w € PX(x,y) ein Weg w : [0,1] — X in X mit w(0) = =z,
w(l) = y. Wihle n € N, so daf} die n-te Unterteilung (wq,...,w,) von w zuléssig
beziiglich der Uberdeckung U = {X1, X»} ist. Dann gibt es fiir i € {1,...,n} einen
Index v(i) € {1,2} derart, daB8 w;[0,1] C X, ;) ist. Mit der stetigen Einschrénkung

von w; : [0,1] — X auf w;’(i) 20,1] = Xy gilt w; = ju(i)w;’(i). Setze nun

g(w) = [ e lwy™]
=1

Firie {1,...,n} ist wiy(i) ein Weg in X, (;) mit

v() () = o (L2 V() (1) = [ L
w; (O)—m( - > und w;, (1)—w(n>,
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weswegen 7, ;) [w;}(i)]

i —1 i—1 ) )
VoI 7, (i)W ( ) = yw < ) nach v, ;)w <) = yw ()
n n n n

ist. g(w) hat Quelle yw(0) = yx und Ziel yw(1) = yy. Im Folgenden wird gezeigt, daf
die Definition von g(w) unabhéngig von den getroffenen Auswahlen ist.

ein Morphismus von G

e Unabhéngigkeit von der Wahl des Indexes v(i).

Ist w;[0,1] € X1 N X3 = Xy, kann w; eingeschriankt werden zu einem Weg
w? 1 [0,1] — X,
und fiir die Einschrankungen
w} 2 [0,1] — Xy, w?:[0,1] — Xo
gelten die Beziehungen
w} =dw? und w? = diyw?.

Mit 1 (miy) = ~y2(mig) erhalte

nwi] = mliaw)] =y (miy)[w]]
= o(mia)[wy] = Yaligw;]

V2 [wf]v

also ist g(w) unabhéngig von der Wahl von v (i) € {1,2}. &

e Unabhéngigkeit von der Wahl der zuldssigen Unterteilung von w.

Seien m,n € N derart, dafl sowohl die n-te Unterteilung (ws,...,w,) als auch die
m-te Unterteilung (v1,...,v,,) von w zuldssig beziiglich U = {X;, X5} ist. Be-
zeichne (z1, ..., zZmn) die mn-te Unterteilung von w. Wir haben fiir ¢ € {1,...,n}
und ¢ € [0, 1]
,— 1 1
wi(t) = w <Z +t> ,
n n
—1 1
zs(t) = w (s t)
mn mn
Fiir r € {1,...,m} und ¢t € [, L] verifiziert man

N
ol
—~
~+
~
|

Zm(i—1)r (Mt — 1 + 1)

w(m(i—l)—i—r—l

1
+ (mt —r+ 1))
mn mn

w

+

i—1 r—1 1 r—l)
+t

n mn n mmn
1

s
(5+4)

i(t)-

I
g

|
g
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Entsprechend findet man fiir r € {1,...,m}

™

Uy = H Zl-

k=(r—1)n+1
Um nun g(w) definitionsgemaf mithilfe der n-ten Unterteilung (ws,...,w,) von
w zu berechnen, muf} fiir ¢ = 1,...,n ein Index v(i) € {1,2} gewahlt werden, so

daB w;[0,1] C X,(;) und anschlieBend das Produkt

[[v) = H%(i) [w} ]

gebildet werden. Analog hat man, um g(w) mithilfe der mn-ten Unterteilung
(21, -+, Zmn) von w zu berechnen, fiir s = 1,..., mn einen Index p(s) € {1,2} zu
wihlen mit z,[0,1] C X,(,) und dann das Produkt

H(mn,p) = H’Vp(S) [zé)(s)]
s=1

zu bilden. Sei nun v fest gewahlt. Wir passen die Wahl von p an v an mittels
p(s) =v(i), s=m@i—-1)+1,....mi,i=1,...,n.

Wegen

mi

w; = H Zk

k=m(i—1)+1
folgt unmittelbar
wf(i) _ H z,’;(i),
k=m(i—1)+1

und es ergibt sich unter Anwendung der Funktoreigenschaften von 1,y

n mi

[T = TTwel@1=TI I 2wwlk™
s=1

i=1 \k=m(i—1)+1

n mi mi

- H H %m[z}:(”] :H'Yu(i) H [zZ(i)]
=1

i=1 \ k=m(i—1)+1 k=m(i—1)+1

me

= H'Yu(i) H ZZ(i) ZH%(i)[U/f(i)]
i=1 i=1

k=m(i—1)+1
= H(n, v).
Berechnet man schliellich g(w) mithilfe der m-ten Unterteilung (vy, ..., v,) von
w, hat man entsprechend fiir r = 1,...,m einen Index u(r) € {1,2} zu wahlen
mit
UT[O, 1] - X#(T)
und dann

H(mvﬂ) = H V() ['Ulrl(r)}
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zu bilden. Pafit man fiir die mn-te Unterteilung (21, ..., 2Zm,) die Wahl von p’,
wobei fiir s = 1,...,mn p'(s) € {1,2} ist mit 2,[0, 1] C X (s, mittels

p(s)=u(r), s=r—1n+1,...;rmm,r=1,....,m
an p an, so erhahlt man analog

H(mn7 pl) = H(mv :U’)'

Da [[(mn, p) unabhéngig von der Wahl von p ist, folgt

[Jmn, o) = [[mn. ")
H(’ﬂ, V) = H(m’ /U')'

Also ist die Definition von g(w) unabhéngig von der Wahl der zulédssigen Unter-
teilung von w.

und somit

o Ist w ein Weg in X und ist die n-te Unterteilung (w1,...,w,) von w zuldssig
beziiglich U = {X1, X2}, dann gilt g(w) = [[i—, g(w;).

Fir¢=1,...,nist die erste Unterteilung von w;, also w; selbst, zuléssig beziiglich
U. Es existiert dann fiir jedes ¢ ein v(i) mit w;[0, 1] C X, (;). Definitionsgemasf gilt
dann

g(wi) = e [w! )]

und Vergleich mit
g(w) =[] v lwy ™)
=1

liefert bereits die Behauptung

[2] EIGENSCHAFTEN DER ABBILDUNG ¢ : PX (z,y) — G(yz,vy).

Wir beschéftigen uns nun weiter mit der Abbildung g und belegen wichtige Eigen-
schaften.

e Fiir einen konstanten Weg w gilt g(w) = 1.

Sei w = ¢, der konstante Weg in z € X. Dann gibt es v € {1,2} mit z € X,.
Wegen w[0,1] = {z} C X, ist die erste Unterteilung w von w zuléssig. Somit
folgt unter Verwendung der Funktoreigenschaften von -,

g(w) =y lcr] =7 (1) =1,

was zu zeigen war. {



3 DER SATZ VON BROWN 27

e Seien x,y,z € X, v ein Weg in X mit v(0) =z, v(1) =y sowie w ein Weg in X
mit w(0) =y, w(l) = z. Dann ist g(v - w) = g(v) - g(w).
Seien m,n € N, so dafl die m-te Unterteilung von v und die n-te Unterteilung von
w zuléssig beziiglich U = { X, X2} sind. Dann sind sowohl die mn-te Unterteilung
(U1, ...,.Umn) von v als auch die mn-te Unterteilung (wy, . .., Wy, ) von w zulassig
beziiglich U. Also ist damit auch die 2mn-te Unterteilung (v1, . . ., Umn, Wiy - « -, Winn)
von v - w zuléssig beziglich Y. Zu r = 1,...,mn gibt es u(r) € {1,2} mit
v-[0,1] C X,y und entsprechend zu s = 1,...,mn einen Index v(s) € {1,2}
mit ws[0, 1] C X, (5). Nach Definition von g gilt nun

gv-w) = (H Vu(r) [vﬁ(r)o (H Yu(s) [w;’(s)]>

= 9(v)-g(w),

womit der Nachweis erbracht ist.

o Vertraglichkeit von g mit der Wegehomotopie ~.

Seien x,y € X sowie v,w € PX(z,y) dquivalente Wege v, w : [0,1] — X. Wihle
eine Homotopie
¢:[0,1] x[0,1] — X

von v nach w. Dann ist
Urxr = {@71()21),9071(5(2)}

eine offene Uberdeckung des kompakten metrischen Raumes I x I = [0,1] x [0,1].
Sei € > 0 eine Lebesguesche Zahl von U;«; und n € N derart, dafl die Diagonale
der Quadrate

-1 -1
Qrm = {T ,T]x[m ,m}, rm=1,...,n
n 'n n n

kleiner ist als ¢, i.e.
. V2
diag(Qr,m) = e <e.
Definiere nun Wege ; und vy, fiir ¢,k =0,...,n durch

0 0,1] — X, ifs) = ( n)

und

Y [0,1] — X, Yr(t) :=¢ (:,t) .
Die n-ten Unterteilungen (¢; 1, ..., pin) und (¢¥i.1,. .., ¥k,) von ¢; und ¢ sind
dann zuléssig beziiglich Ux := U = {X1, Xo}. Betrachte nun fir k =0,...,n—1
das Quadrat Qr41,i+1
Pi+1,k+1
—_—

wka—lT T¢k+1,a‘,+1

—_—
Pi,k+1
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und finde v € {1,2} mit o(Qr+1,i+1) C X, . Es gilt nun fiir die durch Einschrinken
induzierten Wege in X,

v v ~ oV v 11
Pik+1 '¢k+1,i+1 = ¢k,i+1 CPit1, k41

Es folgt

9(Pik+1) - 9Wrt1it1) = Wwlpr i1l WwlViir,il
’Yv[%oz"/,kﬂ : ¢Z+1,i+1]

[

[

= T ¢Z,i+1 : (»0;/+1,k+1]

T ¢Z,i+1] '%[<Piu+1,k+1]
= 9(WVrit1) - 9(Pig1k+1),

also gilt fiir i,k =0,...,n—1

9(@ikt1) 9 Wry1,i01) = 9(Wriv1) - 9(Pig1,k41)-

Hiermit erhalt man

(H %k ) wn H—l) = (Hg ik > g Qozn) '9(¢n,¢+1)
= (Hg Wik ) g ¢n lz+1) g(@i—&-l,n)
= (HSH%k) 9(Un-2,i41) (H 9%+1k>
k=n-—1

k=2
= 1/)07+1 <Hg <Pz+1k>-

Da 9y, 41 und g ;41 konstante Wege in den Punkten = bzw. y sind, gilt

9(WPniv1) = 1= g(¥o,it1)-

= 9(pin1) 9 Wri41) - (H 9(%‘+1,k)>

Wegen (B)[1] ist

und ebenso

n
@z-«—l H 901-‘,—1 k

U Hinter diesem SchluB verbirgt sich das Lemma: Sei X ein topologischer Raum und ¢ : I x I — X stetig.
Seien weiterhin ¢, ¢® : I — X fir s,t € I die durch

Pe(s) 1= °(t) := (s, 1)
gegebenen Wege in X. Dann gilt ¢! - g ~ 11 - 9.
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also nach obigem Ergebnis
9(pi) = g(pit1), 1=0,....,n—1,
und schlielich wegen ¢g = v und ¢, = w
9(v) = g(po) = g(n) = g(w),

womit die Vertréglichkeit von g mit der durch die Homotopie von Wegen gegebe-
nen Aquivalenzrelation gezeigt ist.

[3] DEFINITION DER ABBILDUNG 7 : X (z,y) — G(yx,vy).
Seien z,y € X und [w] € 7X(z,y). Setze
Vw] = g(w)
und erhalte nach soeben Gezeigtem eine Abbildung
7w X(z,y) — Gz, 7).

Es bleibt noch zu zeigen:

o v: 71X — G ist ein Funktor und erfiillt v(rwj,) = v,, v =1,2.
Seien z,y,z € X, [v] € nX(z,y), [w] € 7 X (y,z). Es gilt

V(o] - [w]) =

-2
<

-]

[
(v-w)
(
[

)
g

Q

= g(v)-g(w)
= 7 ’U] : V[wL
also ist v ein Funktor. Seien nun z,y € X, sowie [u] € 7X,(z,y) fir v = 1,2.

Betrachte den Weg
w:=ju:[0,1] — X.

Dann ist [w] € 7 X (z,y). Wegen
wl0,1] = u[0,1] C X,

ist die erste Unterteilung w von w zuldssig beziiglich U = {X;, Xo}. Fiir die
Einschrankung w” : [0,1] — X, von w gilt w” = w. So erhélt man

V(i )] = ylul = y[w]
= g(w) =y, [w”]
= mlul,

womit zuletzt auch die Relationen
V(Wju) =T
nachvollzogen sind ()

und damit der Satz von Brown erfreulich vollstdndig bewiesen ist. O

Wir ziehen jetzt eine Folgerung aus dem Satz von Brown, fiir die folgende Notation festgelegt
wird:
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Notation. Sei X ein toplogischer Raum und A eine Menge, die nicht notwendigerweise eine
Teilmenge von X sein muf}. Mit m4 X bezeichnen wir das volle Teilgruppoid des Fundamen-
talgruppoids 7X mit Objektmenge X N A, also 14X = 71X (X N A) C 7X. Die Funktoren
wat, und m47j, seien fiir v = 1,2 definiert durch Einschrankung der Funktoren 7, und 7j,,
also gegeben durch

TAly = Tiy|r,x, : TaXo — X, D maX,
und

TAJy = Thulrax, : TaX, — 71X D waX.

Satz 3.2. Sei X ein topologischer Raum, und seien Xo, X1, Xo C X Teilrdume mit X =
X1 UXs und Xo = X1 N Xy, Weiterhin sei A C X eine Teilmenge, die fir p = 0,1,2 jede
Wegzusammenhangskomponente von X, trifft, i.e. ANWx, # 0 fiir alle Wx, € moX,,. Dann
ist das Quadrat 14 = (waiy, waia, Taj1, TAJ2)

T Al2
7TAXQ — 7TAX2
TAlL 14 TAJ2

mAX] —— maX
TAJL

ein Pushout in der Kategorie der Gruppoide.

Beweis. Die Idee des Beweises ist es, eine Retraktion R : II — II4 in der Kategorie Gdn
der kommutativen Quadrate in der Kategorie Gd der Gruppoide zu konstruieren. Da die
Funktoren w44, und 747, fiir v = 1, 2 als Einschrankung der Funktoren 7¢,, und 7j, definiert

sind, sind in
k %

TALD
TaXg ——>ma X2

i1 wAill lﬂAjz Tj2
7TAX1 — 7TAX
TAJL
y \
X1 , X,

i1

7TXO

7TX2

alle Teilquadrate kommutativ. Dabeisind k,, : 14 X,, — 7X,, p=0,1,2, und kb : m4 X — 71X
Inklusionen von Teilgruppoiden. Also ist durch

K = (ko,k1,ko, k) : T, — 1T
ein Morphismus in Gdg gegeben. Im Folgenden wird die Konstruktion eines Morphismus
R = (rg,r1,m2,7) : II — TI4
in Gd durchgefithrt mit der Retraktionseigenschaft
RK = 1y,.
Dabei sind fiir u = 0, 1,2 die Abbildungen r,, und r Funktoren mit

ry X, — maX, bzw. ri7X — mu X,
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1. Zuerst wahle fiir jedes a € X
ro(a) € XoN A und 70 € 7X¢(a,ro(a)),

was moglich ist, da A voraussetzungsgeméf jede Wegzusammenhangskomponente von
Xy trifft. Die Wahl wird so getroffen, dafl im Falle a € Xo N A

ro(a) = a sowie 70 =1, € 1Xo(a,a)
gilt.
2. Fiir jedes a € X, v = 1,2, wahle mit analoger Begriindung
ry(a) € X, NA und 7, € nX,(a,r,(a)),
so daf} fiir a € Xo = X7 N X, gilt
r,(a) = ro(a) und 77 = (7i,)710
sowie fira € X, N A
ry(a) =a und 77 =1, € 7X,(a,a)
erfiillt ist.
3. Fiir jedes a € X wahle
r(a) € A und 7, € 7X(a,r(a)),
so daf} im Falle a € X,
r(a) =ry(a) und 74 = (74,)7Y
gilt. Diese Festlegung ist wohldefiniert, da fiir a € X nach (2)
ri(a) = ro(a) = ra(a)

und wegen (7j1)(miq) = (7j2)(mwiz)

(mj)Ta = (mj1)(mwin)7e
= (mja)(mwia)Ty

ist. Ferner ist fir a € A
r(a) =a und 7, =1, € 7X(a,a).
Hiermit sind die Funktoren r,, und r auf Objekten definiert.

4. Es steht noch die Definition dieser Funktoren auf Morphismen aus. Diese geben wir
durch

r mXpu(a,b) — maX(ru(a), ru(d) = 7Xu(ru(a), ru(b)), ru(§) = (T#)_l £y
und
r:wX(a,b) — waX(r(a),r(b)) =7X(r(a),r(b)), r&):= 7',;1 €T

fir a,b € X und € € 7X(a,b).
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5. Es bleibt nachzuweisen, dafl r, und r tatséchlich Funktoren sind. Seien a,b,c € X,
¢ enX(a,b) und n € 71X (b, c). Es gilt

r€on) = 1)
= T
— 7—(1—1.6.(7-17.7-;1).77.7-6
= (' -&m)- (" on-me)
= 7(&)-r(n)

Der Nachweis der Funktoreigenschaft von r,, verlduft analog.

6. Zuletzt ist zu zeigen, dafl durch R := (rg,r1,72,7) : Il — I 4 ein Morphismus in Gdp
gegeben ist mit RK = 15,. Es muf} also nachgewiesen werden, daf in

TAL2

maXo TAX>

N A

7Ti2
7TXO —— 7TAX2

TATL ﬂ'ili \Lﬂb TAJ2
X1 — X

/ \

TaX1 TaX

TAJ1

alle Teilquadrate kommutativ sind. Wir betrachten das Quadrat Q; := (wiy, o, Tai1, 71).
Seine Kommutativitit ist gleichbedeutend mit der Identitat r1(mi1) = (wai1)70. Zunéchst
iiberprift man die Gleichung fiir Objekte. Sei dazu a ein Objekt von 7w Xy, also a € Xj.
Wegen ri(a) = ro(a) gilt dann

(r1(mi1))(a) = r1(a) = ro(a) = ((rai1)ro)(a).

Nun betrachten wir Morphismen. Seien a,b € Xo, und sei £ € 7Xy(a,b) ein Morphis-
mus von 7Xp, dann ergibt sich mit 7} = (7i1)7) und 7} = (7iy)7)

T1 (7T'i1)§ =

(
(

= (7
(

=

womit die Kommutativitdt von Q; vollstandig bewiesen ist. Entsprechend geht beim
Nachweis der Kommutativitiat der Quadrate

QQ = (WiQ;TOaWAiQaTQ)a
Qs = (mj1,71,TAJ1,7),
Q4 = (7Tj2,7"2,7TAj2,T)

vor, und findet, daf} alle Teilquadrate in der Tat kommutativ sind. Schliellich bleibt
nur noch die Beziehung

RK = (r0k07r1k17r2k27rk) = (171'AX07 17rAX15 17rAX2a 17TAX) - 1HA
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nachzuweisen. Exemplarisch wird hier die Gleichung rk = 1., x nachgerechnet. Zunéichst
fiir Objekte. Sei dazu a ein Objekt von m4 X, also a € A, dann ist wegen r(a) = a

(rk)(a) =r(a) = a.

Nun fiir Morphismen. Seien a,b € A, und sei £ € w4 X (a,b) = 7X(a,b) ein Morphismus
von m4 X . Dann gilt wegen 7, = 1, und 7, = 1,

(rk)(§) = r(&)
T 6T
= 1a‘£‘1b
3

Entsprechend sind zur Vervollstandigung des Beweises die Gleichungen
ruky =17, x,
nachzupriifen.
Es ist nun gezeigt, dal durch
R = (ro,r1,72,7) : Il — II4

eine Retraktion in der Kategorie Gdg der kommutativen Quadrate gegeben ist. Da II nach
dem vorangehenden Satz von Brown ein Pushout ist und Pushouts unter Retraktion und
erhalten bleiben, folgt, dal auch Il 4 ein Pushout in der Kategorie der Gruppoide ist. O
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4 Der Satz von Seifert-van Kampen

Wiéhrend der Satz von Brown eine Aussage iiber das Fundamentalgruppoid m(X; U X5) einer
Vereinigung zweier topologischer Rdume X7, X2 macht, behandelt der Satz von Seifert-van
Kampen in analoger Weise die Fundamentalgruppe einer solchen Vereinigung, verlangt je-
doch weitere Voraussetzungen der beteiligten Raume, namlich ihren Wegzusammenhang.
Der Satz von Seifert-van Kampen soll nun auf zwei verschiedene Weisen bewiesen werden:
zunichst wird gezeigt, dafl er auf natiirliche Weise eine Konsequenz des Satzes von Brown ist
(vgl. [5]), indem man das im vorigen Abschnitt durchgefithrte Retraktionsargument verwen-
det und dann zu den Objektgruppen iibergeht (im Fall der Fundamentalgruppoide handelt
es sich dabei ja gerade um die Fundamentalgruppen). Im Anschluf} bietet sich der rein to-
pologische Beweis (nach [2]), der mit verallgemeinerten Wegen arbeitet, als Alternative zum
nun folgenden kategorientheoretischen Beweis des Satzes von Seifert-van Kampen an.

4.1 Der kategorientheoretische Beweis

Wir vollziehen den erwahnten Ubergang zu den Objektgruppen.

Satz 4.1. Sei Q := (41,12, j1,72), gegeben durch das Diagramm

Go 2 Ga
i1 Q J2
gl s g7
n

ein Pushout in der Kategorie der Gruppoide, so dafl Go,G1,G2,G jeweils genau ein Objekt
* besitzen. Dann ist das durch Q induzierte Quadrat Q' von Gruppenhomomorphismen zwi-
schen den Objektgruppen

12

Go(x) —— Ga(*)

ein Pushout in der Kategorie der Gruppen.

Beweis. Das Quadrat Q' ist kommutativ. Es bleibt die Pushouteigenschaft nachzuweisen:
Fiir eine Gruppe H und ein Paar von Gruppenhomomorphismen g, : G, () — H, v = 1,2,
mit g1i1 = goio gibt es einen eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus g : G(x) — H
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mit gju = 4gv-

Sei H das Gruppoid mit Ob(H) := {*} und H(x) := H. Betrachte das Diagramm in der
Kategorie der Gruppoide
Go ——= Go

i1i i];\\
G ———

J1

91

Definiere g1 und g2 auf Objekten durch ¢;(%) = % und g2(*) = * und auf Morphismen
durch die Gruppenhomomorphismen g, : G, — H. Da Q ein Pushout ist, existiert genau
ein Funktor v : § — H mit ~vj, = ¢,. Der zu v gehérende Gruppenhomomorphismus
g : G(x) — H(x) = H erfiillt dann die Beziehung g¢j, = g,. Die Eindeutigkeit von -~
iibertragt sich auf g. Es folgt, daf das Quadrat Q' ein Pushout in der Kategorie der Gruppen
ist. O

Mithilfe der letzten beiden Satze kann der Satz von Seifert-van Kampen problemlos bewiesen
werden.

Satz 4.2. (Seifert-van Kampen) Sei X ein topologischer Raum, und seien Xo, X1, Xo C
X wegzusammenhdngende Teilrdume mit X = X7 U X und Xg = X1 N Xs. Weiterhin seien
i1,,%2,,71,,J2, die von den Inklusionen

iy Xo— X,
jl/: Xu(_>X, V:1,2

induzierten Homomorphismen der Fundamentalgruppen. Dann ist fiir jedes xq € Xo das
Quadrat Iy = (i1, ,42,, j1.. j2.)

ia,
m(Xo, o) — m1 (X2, 20)

i1, I, Jo.

m1(X1,20) —> m1(X, 70)
J1.
ein Pushout in der Kategorie der Gruppen.

Beweis. Sei 29 € Xy und A := {29} C X. Da die Teilrdume X, u = 0, 1,2, vorausset-
zungsgemif wegzusammenhéngend sind, trifft A jede Wegekomponente von X, némlich
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jeweils X, selbst, denn es ist AN X, = {zg} # 0. Mit der Folgerung aus dem Satz von
Brown ergibt sich, dafi das Quadrat

TAT2
’/TAXO —_— 7TAX2

A I TAjJ2
TAX1 —— maX
TAJ1
ein Pushout in der Kategorie der Gruppoide ist. Nun gilt aber
maX, =7X, (X, NA) =71X,(A) =7X,({z0})
und entsprechend
maX =7 X({x0}),

d.h.
Ob(r4X,) = Ob(raX) = A = {a0}.

Die zugehérigen Objektgruppen sind die Fundamentalgruppen
TaX,(x0) = 71X, (x0) = T (Xp, o)

und
7TAX(:L‘0) = 7T1(X71L‘0).

Nach dem vorangehenden Satz folgt nun, dafl das Quadrat II;

7
m1(Xo, zo) 25 1 (X2, zo)

i1 IT, Ja.

1 (X1, o) T’ m (X, o)
1.

ein Pushout in der Kategorie der Gruppen ist. O

4.2 Der topologische Beweis

Um den Beweis zu vereinfachen, verwenden wir einen allgemeineren Begriff von Wegen, nicht
wie zuvor ausschliefllich Einheitswege (d.h. solche von Lénge 1 bzw. durch das Einheitsin-
tervall [0, 1] parametrisierte).

Definition 4.3. Sei X ein topologischer Raum. Ein Moore-Weg w in X der Lange ||w|| > 0
ist eine stetige Abbildung w : [0, |[w]|] — X. w heifit Moore-Schleife, falls w(0) = w(||w]|)
gilt.'? Fiir einen Moore-Weg w : [0, ||w|]] — X definiert man den normalisierten Einheitsweg
w : [0,1] — X durch w(t) := w(||w|| ).

Wir beginnen mit dem Beweis einer Teilaussage des Satzes von Seifert-van Kampen.

12Der Vorteil dieser Verallgemeinerung des Wegebegriffs liegt in der Komposition dieser Wege, da keine
Unterteilung des Einheitsintervalls notig ist. Im Folgenden werden ausschlielich Moore-Wege benutzt, die
jedoch schlicht als Wege bezeichnet werden.
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Lemma 4.4. Die Fundamentalgruppe m (X, o) wird durch die Bilder von j1, und jo. er-
zeugt; mit anderen Worten: die Bildgruppen ji, (m1(X1,20)) und ja, (m1(Xa, o)) erzeugen
7'('1(X1 U Xg, 3;‘0).

Beweis. Seia € 7m1(X, xo) nicht-trivial und a : [0, ||a||] — X eine « représentierende Schleife
in X zum Grundpunkt zg € Xo. Wegen o # 1 gilt ||a|| > 0 (d.h. a ist nicht der identische
Weg in z¢). Da X = X; U Xs ist, ist Ux := {a‘l(Xl),a_l(Xg)} eine offene Uberdeckung
des kompakten metrischen Raumes [0, ||al|]. Nach dem Lemma von Lebesgue gibt es eine
Unterteilung

0=ty <ty <ta<...<tp_1 <tn,=1[0,]al]

des Intervalls [0, ||a]|], so daB} jedes Teilintervall [t;_1,%;] (i = 1,...,n) in einem der Urbilder
a_l(Xj) fiir j = 1,2 enthalten ist. Wahle eine geeignete Indexfunktion u : {1,...,n} —
{1,2} mit

a [ti—hti] C Xu(i)a 1=1,...,n.

Fiir jeden Punkt ¢; der Unterteilung wéhle einen Weg b; in X mit den Eigenschaften

(1) b;(0) = zo, b;(||bi]]) = a(t;), i.e. b; verbindet die Punkte xy und
a(ti) in X.

(2) Falls a(t;) = xo, dann gilt b;(t) = o fiir alle ¢ € [0, ||b;]|], i-e. b; ist
der konstante Weg in zy.

(3) lh(t) € Xu(z) N Xu(i+1) fiir alle t € [0, HbZ”] und i = 1, ooy — 1,
womit sichergestellt ist, dafl b; stets in einer der Mengen X; oder
Xo verlauft.

Da fiir jedes zuldssige ¢ immer X, ;) N X, 41) € {Xo, X1, X2} ist und alle Mengen als
wegweise zusammenhéngend vorausgesetzt sind, existiert in jedem Fall ein b; dieser Art.
Insbesondere sind nach (2) by und b,, konstante Wege in xg, denn es gilt a(ty = 0) = zg =

a(tn = [lal]).
Betrachte nun fiir ¢ = 1,...,n die Wege a;, gegeben durch

Qg [O,tl - ti,ﬂ — X, az(t) = a(t + tifl).

Es gilt dann
a; [0,t; —tic1] = alti—1, 6],

denn man hat a;(0) = a(t;—1) sowie a;(||a;|| = t; — ti—1) = a(t;). Somit ist auch
a; [0, |lail]] = a[ti-1,ti] C X,@)-
Wegen a;—1(||a;—1]]) = a(t;—1) und a;4+1(0) = a(t;), also

ai—1(lai-1l]) = ai(0)
ai(llaill) = ai4+1(0)

ist das Produkt []?"_, a; definiert, und es ist

n
a = ]:[CLi.
i=1
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Aufgrund der Identitaten
bi—1(||b1'—1H) = a(ti_l) = ai(O), 1= 1, Loy n

sowie

ai(|ail)) = a(t;) = 6710), i=1,....n

?

sind auch die Produkte
bi,1 syt b;l

fir alle ¢ = 1,...,n definiert und bilden wegen (1) Schleifen mit Grundpunkt z, die nach
(3) ganz in X ;) verlaufen. Daher reprisentieren sie die Schleifenhomotopieklassen j, ), o
fiir gewisse a; € m1(X,(5), %0). Da by und b,, konstante Wege in x¢ sind, gilt

n n
a~ Hbi_l ~ai~bi_1 ~ Hai.
i=1 i=1

Damit ergibt sich schliefllich

n n n
o= TTinoooe =TT Br 0057 = T, o087,
i=1 i=1 i=1
womit gezeigt ist, dafl die Bilder von j;, und js, die Gruppe 71 (X, xo) erzeugen. O

Hiermit erfolgt nun der Beweis des Satzes von Seifert-van Kampen.

Beweis. (Seifert-van Kampen) Die Kommutativitdt des Quadrates IT; bedarf keiner
naheren Betrachtung, da sie durch die Inklusionsabbildungen unmittelbar ersichtlich ist. Es
ist also die Pushout-Eigenschaft von II; nachzuweisen: Ist G eine beliebige Gruppe und
¥; : m (X, x0) — G fir i = 1,2 ein Paar von Gruppenhomomorphismen mit 1141, = 12ia,,
dann existiert ein eindeutig bestimmter Homomorphismus

¢57T1(X,I'0)*>G mit ¢z:¢]z*7 i=1,2.

Folgendes Diagramm veranschaulicht die Situation

m1(Xo, 2o) s m1 (X2, o)

i1, J’2*\\
| N
m (X1, 20) — m (X, o) \

J1y i
RN

1

Wir zeigen die Existenz nach der Eindeutigkeit.

13Dabei soll {bifl ~ai-b;1] @ bedeuten, dafl es sich bei dieser Homotopieklasse um ein Element
(i
aus 7 (X‘Lm,xo) handelt. Ohne Index ist [bi—l ~aj - b;l als Element von 71(X,z0) zu verstehen und

bi_1-a;- b;l] o entsprechend als Homotopieklasse in 71 (Xo, zo).
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@ EINDEUTIGKEIT VON ¢.

Die Eindeutigkeit ist im wesentlichen eine Folgerung aus dem vorangehenden Lemma.
Angenommen, es existieren zwei verschiedene Homomorphismen ¢, ¢’ : 71 (X, z9) — G
mit den gewiinschten Eigenschaften. Nach obigem Lemma hat man fiir ein beliebiges
Element o = [a] € m1(X, z¢) die Darstellung

n

o= Hju(i)*ai = H [bi—l ca; b;l] .
i=1

i=1

Damit gilt

d@) = ¢ (H jﬂ(i)*aZ) =T sy
i=1 i=1
- H%t(i)ai = H &' iy, i
i=1 i=1

= ¢ (Hju(i)*az)
i=1

womit die Eindeutigkeit von ¢ gezeigt ist.

@ EXISTENZ VON ¢.
Fiir ein beliebiges Element o = [a] € 71 (X, x0) mit o =[]\, 7). definiere

() = H%m)%
i=1

Zur Versicherung der Wohldefiniertheit von ¢ sind zunéchst drei Unabhéngigkeiten zu
priifen.

e Unabhangigkeit von der Wahl der Wege b;

Sei b; ein anderer Weg, der xo und a(t;) verbindet und ganz in X,y N X, zi41)
verlauft. Dann ist w; := b; - b; ! eine Schleife in zy. Ersetze nun in der obigen
Definition von ¢(a) die Homotopieklasse «; = [bi_l ca; b;l]u(i) durch a; =

bi—1-a; -5;1] . Es gilt
(i)

&i = [51;1 s Qg (b;l . b,) 5;1:| @)
(i
= [bi—l (A - bi_l]u(i) ’ {bi EZ_I} (i)
= Oy - [wi]u(i) .
Analog setze aiq1 := [E PR bi+1} 41’ womit gilt
n(i+
Fit1 = [g’ S0 b) - i - leL(iH)

7 —1
- [bi b L(z‘ﬂ) [0 - @iy - bia] gy

= [ e
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Ersetzte also den Faktor ¢,,(;)a; durch

1/1u(i)az' = wm) (ai : [wi]u(i)) = (1%(1')0%) (ﬂmm [wi]“(i)) .

Entsprechend muf ¢,,(;41)ci41 mit

w“(i+1)&i+l = Qp#(i‘i’l) ([wzl]u(i+1) . ai+1)
= <¢u(i+1) [wfl];t(i+1)> (wu(i-&-l)aiJrl)

ausgetauscht werden. Die anderen Faktoren von ¢(c) bleiben unveréndert. Ist nun
p(i) = p(i + 1), so haben diese Anderungen keinerlei Auswirkungen, da [w;]

und [w; 1]

p(i)

(i) Inverse sind, also gilt

(Yu( @) (Yu(irn)@ivr)
= (Yuiy) (%(i) [wz‘]ua)) (%<i+1> [w;” IL(M)) (Y4 @ier)

=1

= (V) (Yuern@iv) -

Ist andernfalls p(i) # p(i + 1), sei also oBdA p(i) = 1 und p(i +1) = 2, so ist
wegen der Voraussetzung i1i1, = ¥aio,

(W1 [wi]y) (¢2 [w;'],) = (rir, [wily) (¢2iz. [w;'],) = 1.

Also bleibt ¢(«) auch in diesem Fall unverdndert und ist damit unabhéngig von
der Wahl der Wege b;. &

e Unabhéngigkeit von der Wahl des Indexes p(i)

Falls es eine Wahl fiir p(7) gibt, so mufl a; ganz in Xy = X; N X3 verlaufen. Dann
kann man auch b;_; und b; so wahlen, dafl deren Spur vollstandig in X, enthalten
ist. b;_1 - a; - b; ist somit eine Schleife in X. Voraussetzungsgeméf gilt
Y1 [bic1-ai-bi)y = abrin, [bim1-aq - by
= haia, [bi—1-a; - by,
= 2 [bi—l cag - bi}ga

womit ¢(«) unverdndert bleibt.

e Unabhéngigkeit von der Unterteilung des Intervalls [0, ||a||]

Um zwei beliebige Unterteilungen des Intervalls [0, ||a||] zu vergleichen, geniigt es,
die Auswirkungen eines weiteren Punktes ¢, mit ¢,_; < t; < t; zu verfolgen.
Zerlege den Weg a;, der ganz in X,,;) verlauft, in zwei Wege a; und aj, also
a; = a; - a, deren Spur dann ebenfalls ganz in X ,(;) liegt. Wéhle nun einen Weg
by in X, der 2o und a(t) verbindet. Wir ersetzen 1,,(;; durch

(wﬂ(i) [bir - b?]u(i)) (1/’#@) [b4 - af - bi_l]u(i)) :
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aber es gilt

(%u) [bio1 - af - bfhu)) (W”) [+ - @ b 1]w‘>)
Vu(i) ([bifl g - bllh(i) by af bfl]u(i))
Yuey [bimr - ai b7 by - af 07

w(3)

V() |bie1 - af - af bt
(%)

=a;

w(%)
= ),

womit auch die dritte und letzte Unabhéngigkeit gezeigt ist.

Damit ist die Wohldefiniertheit von ¢ erwiesen. Wir betrachten nun das neutrale Ele-
ment o = 1 € 71 (X, x¢) der Fundamentalgruppe von X, haben also

H Juey. o =1,
i1

und wahlen Repréasentanten a; der Schleifenhomotopieklassen «; fir i = 1,...,r, also
a; =], i=1,...,m
Das Produkt

a = Hju(i)ai
i=1

ist dann homotop zum identischen Weg in z(. Es gibt somit eine Homotopie von Wegen
(beziiglich Anfangs- und Endpunkt) der Lange ||a]|

h:[0,]al]] x [0,1] — X
mit
h(t,0) = a(t), t€[0,]lal]

und
h(0,5) = h(t,1) = h(llall,5) = 20, s €1, t €0, all]

Setze R :=[0,]|a||] x [0,1]. Dann ist
Up = {h 1 (X1),h 1 (X2)}

eine offene ch_:rdcckung des kompakten metrischen Raumes R, und die vertikalen
Linien ¢; := Y, _; |lak||, ¢ = 1,...,r bilden eine Unterteilung des Rechtecks R. Nach
dem Lemma von Lebesgue existiert eine Verfeinerung dieser Unterteilung

0
0

to<t1 <...<tp_1 <t,=al
S0<851 <. <81 < Sy =1

in Unterrechtecke

Rij = [ti—17ti} X [Sj_l,Sj], i:17...,n, j:L...,m
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so daB jedes Rechteck R;; in mindestens einer der Urbildmengen h~*(X1) oder h™1(X3)
enthalten ist. Somit gibt es eine Indexfunktion v derart, daf3

h(Rij) C Xo(ig)-

Wihle nun zu jedem Gitterpunkt (¢;, s;) einen Weg e;; in X mit folgenden Eigenschaf-
ten

(4) ELJ(O) = X9, eij(||eij||) = h(fi,Sj), €ij verbindet also o und h(ti,Sj).

(5) Falls h(t;,s;) = xo, dann gilt e;;(t) = o fiir alle ¢ € [0, ||e;;]|], i.e. e;; ist der
konstante Weg in zg.

(6) €i;10, lles;|l] € XuijyNXuiv1,5) N Xuij+1) N Xy (i41,54+1) (hierbei sei X, 5 = X,
falls ¢ € {0,n 4+ 1} oder j € {0,m + 1}).

(7) Falls 5 llan]| < tim1 <t < 30, [la]| ist, dann gilt e;o[0, [|lewl] € X,u()-

Definiere nun Wege
cij [0t —tia] — X, ¢(t) = h(t+ti—1, ;)
dij (0,85 —s;_1] — X, dij(s) == h(t;, s+ sj-1),
d.h.

im (Cij) = im (h [ti*17t’i]><{‘s]'}) und im (dij) = im (h‘{ti}x[sj,l,sj]) :

Insbesondere gilt
im(cij),im(ci7j_1), im(dij),im(di_17j) C h(RZ]) C Xu(z}j)-
Setze nun

1 firi=1,...,nund j=0,...,m

Qi = €i—-1,5"Cij el-j

bij = ei7j71~dij~e” fﬁri:O,...,nundj:1,...,m.

Die Familien von Wegen {aij}z‘j und {bg;}, ; sind Familien wohldefinierter Schleifen,
und nach (6) verlaufen die Schleifen a;;, bsj, a; j—1,b;—1,; vollstandig in X, ;). Deshalb
defineren sie Gruppenelemente

aij = [ag), Bij = [bij], oy = laij1], Bij = [bi—1,]
von 71 (X, (5 j), ¥0). Das Schleifenprodukt a; ;1 -bi;-a;;' -b; "y ; ist kontrahierbar, denn

—1 —1
@ij—1-bij-a; b
1 —1 —1 —1 —1 —1
(€i-14-1"Cij—1 €5 ;1) (eij—1-dije; ;) (€ij-cij e y;) (eim1y disy ;- ey 1)
—1 —1
i—1,5  €i—1,5-1

—1
& €im1,j-1 Cij-1-dij ;- d

12

€x05

d.h. es ist homotop zum identischen Weg e,, in zy. Da sowohl h(Rij) als auch die

Bilder der vier Schleifen a;j, bij, a; j—1,b;—1; in X, (; ;) enthalten sind, ist das Produkt
aij—1-bij - a;jl . b;_lu sogar in X, (; j kontrahierbar. Dies impliziert

(%) a;jﬁija;jl(ﬁz{')il =1le€ Wl(XV(i,j)vl'O)

Fiir den Fortgang des Beweises ist das folgende Lemma von zentraler Bedeutung.
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Lemma 4.5. Fulls Gruppenelemente o € m1(X;, o) und 8 € m1(Xj,x0) fird,j=1,2
einen gemeinsamen Schleifenreprdasentanten besitzen, so gilt ;o = ¥;0 € G.

Beweis. Da X; N X; = X, fiir ein k£ € {0,1,2} ist, ist jede der beiden Inklusionsab-
bildungen 1y, 72
X xS X,

entweder eine Identitatsabbildung oder gleich iy, bzw. i . Folglich kommutieren die
durch 7,1y induzierten Homomorphismen 7,72, der Fundamentalgruppen
M1 M2
7Tl()(ivxo) — Wl(XkaxO) — 7-‘-1()(]3 .I‘Q)

mit den Gruppenhomomorphismen ¥, und 5, also

Vi, = Yo, .

Da o und (8 voraussetzungsgemaéss einen gemeinsamen Schleifenrepriasentanten besit-
zen, gibt es eine Schleife o in Xy mit 710 € a und 190 € 8. Setze v := [0] € 71 (Xg, x0)-
Dann gilt

M.y = [mo] =a und .y = [n20] = B,

und so ergibt sich schliellich
1o = Piin, Y = Yjia, v = Y0,

was zu zeigen war.

Wegen

Q5 = [aij] = O‘;ﬁ,j+1 und  f;; = [bij] = ﬁ;—&-l,j,
was gerade bedeutet, dafl aij,a;’j 41 und By, B 41,; Jewells einen gemeinsamen Re-
préasentanten (némlich a;; bzw. b;;) besitzen, gilt nach dem soeben bewiesenen Hilfssatz
das Gleichungspaar

() | Yo @ij = Yol @ Wd Yo 5B = Yugivn)Bis

Wendet man nun den Homomorphismus 1,,(; ;) auf Gleichung (*) an, so erhélt man

o) (B0 (Bi) ™) = Pug) (@) Uug) (Big ) ¥ug (i)~ g (B1) 7
= Yuan(l) =1
Umlauft man also unter Anwendung von v,; ;) das Rechteck R;; im Gegenuhrzei-
gersinn (d.h. mathematisch positiv), so erhdlt man die Identitdt in G. Das Paar von
Gleichungen (*x) bedeutet, dafl die Seiten angrenzender Rechtecke sich autheben, wo-

mit induktiv folgt, dal das Umranden des gesamten Rechtecks R ebenso die Identitét
1 € G liefert. Aufgrund der Daten der Homotopie h

h(t,0) = a(t), te[0,lal]

und
h(0,s) = h(t,1) = h(||all,s) = xo, s €I, t€][0,]all

sind lediglich die Elemente entlang der unteren Rechtecksseite (s = 0) nichttrivial.
Schliefle daher, dafl

Hlbu(i,l)agl = H"Z)u(i,l) [aio] =1
i=1 i=1
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ist. Da fiir j = 1,...,r stets i:l llak|l € {t1,...,tn} ist, gibt es eine Indexfunktion
i =4(j) mit ¢(0) = 0 derart, da8

J
tigy = llawll, j=1,...,r
k=1

gilt. Aus den Bedingungen (4) und (5) erhélt man nun
i(7)
H a;o :ju(j)aj, jZl,...,’I’

i=i(j—1)+1

Die Eigenschaft (7) versichert, dafl diese Aquivalenz in X u(5) gilt. Somit bestimmt jede
Schleife a0, i = i(j — 1) +1,...,i(j) eine Homotopieklasse o = [aio] € m1(X (), Z0),
und man hat

i(4)

H a; =aj = [aj] € 1 (X pu(5)> To)-

i=i(j—1)+1

Wegen of; = [aig] = af, was bedeutet, dafl o; und ) einen gemeinsamen Représen-
tanten besitzen, liefert oblges Lemma

w#(j)ag :wu(i,l)a;h i:io_ 1)+1,...,’L'(j)~

Hiermit ergibt sich schliellich

I
Il =~

i=i(j—1)+

H 1/}1/ (4 l)azl
i(5)

I
Il =~

( 11 %ma
i=i(j—1)+
Vo)

i(g)
- Moo | I @
j=1 i=i(j—1)+1
= H¢M(J)a]7

<.
| |

womit die Implikation
Hju(i)*ai =1 = H%L(i)ai =1
i=1 i=1

und damit gleichbedeutend die Existenz von ¢ nachgewiesen ist.

Damit ist der Satz von Seifert-van Kampen vollstandig bewiesen. O

Bemerkung 4.6. Es ist moglich, die Voraussetzungen dieses Satzes weiter abzuschwéchen.
Die Rdume X; und X5 miissen nicht notwendig offen sein: es geniigt, wie der Beweis des
Satzes von Brown zeigt, daBl Ux = {X1,X>} eine innere Uberdeckung von X ist, d.h.
X = X1 U X2 Der Beweis bleibt dabei unverandert.
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An dieser Stelle driangt sich als unmittelbare Folgerung aus dem Erzeugungslemma der
nachstehende (keineswegs tiefsinnige) Korollar auf.

Korollar 4.7. Seien X1 und X5 den Voraussetzungen des Satzes von Seifert-van Kampen
geniigende Mengen. Sind X1 und X einfach zusammenhdngend, so ist auch deren Vereini-
gung einfach zusammenhdngend.

Beweis. Seien X; und X einfach zusammenhéngend, also 71 (X1, x0) = m (X2, 2() = 1
fir alle zp € X; und z{; € Xs. Dann sind auch die Bildgruppen ji, (71(X1,20)) und
Jo. (m1(Xa,xy)) trivial und erzeugen deshalb lediglich die triviale Gruppe 1. Es folgt, daf

7T1(X1 U XQ,SU/O/) =1
fir alle € X1 U X5, womit auch X; U X5 einfach zusammenhéngend ist. O

Den Abschluf bildet eine allgmeinere Fassung des Satzes von Seifert-van Kampen.'* An-
statt lediglich die Vereinigung zweier Mengen X; und Xs zu betrachten, erlaubt es diese
unter gewissen Voraussetzungen, eine Aussage liber die Fundamentalgruppe einer Vereini-
gung einer Familie wegzusammenhéngender offener Mengen X, ¢ € I, wobei I eine beliebige
Indexmenge bedeutet, zu machen. Der Beweis verlauft iiberraschenderweise analog zu dem
oben prasentierten und wird hier nicht ausformuliert.

Satz 4.8. Sei X ein topologischer Raum und {X;},.; eine Familie wegzusammenhdngender
offener Mengen mit beliebiger Indexmenge I, die unter endlichen Schnitten abgeschlossen ist
und die X = J;c; Xs sowie ();,c; Xs # 0 erfiillt. Sei xg € (;c; Xi, und seien

g, 2 T (Xg,xo) — m (X, m0) (X C X))

und
Ik, T ( Xk, x0) — m1(X, 0)

die von den Inklusionen induzierten Homomorphismen der Fundamentalgruppen. Dann er-
zeugen die Bildgruppen ji., (m1 (X, zo)) die Gruppe m1 (X, z¢), und zu einer beliebigen Gruppe
G und einem Paar von Homomorphismen vy, : w1 (Xg, xo) — G mit 1, = Yyig, gibt es genau
einen. Homomorphismus ¢ : 71(X, xo) — G mit Y = djg, -

14 Eine weitere Formulierung, die freie Produkte verwendet, hilt [4] bereit.
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5 Anwendungen

In diesem letzten Abschnitt werden ausgewéhlte Anwendungen des Satzes von Seifert-van
Kampen vorgefithrt. Hierzu zédhlen die Bestimmung der Fundamentalgruppe der n-Sphare
S™ fiir n > 2 sowie der Einpunktvereinigung S' Vv S' zweier Kreise. Zum Abschlufl bietet es
sich an, die Tatsache, daf§ die Fundamentalgruppe m1 (X, z¢) eines punktierten topologischen
Raumes (X, zg) im Gegensatz zu seinen hoheren Homotopiegruppen (X, zg), k > 1, im
Allgemeinen nicht abelsch ist, am Beispiel der freien Gruppe Z * Z zu belegen.

5.1 Die Fundamentalgruppe der n-Sphare S”

Wir betrachten die n-Sphére S™ C R™*! und vereinbaren die Bezeichnungen
N :=(0,...,0,1) € S*  Nordpol

und entsprechend
S:=(0,...,0,—1) € S"  Siidpol.

Ohne Beweis setzen wir folgendes Lemma voraus, welches die wichtigsten Eigenschaften von
S™ bereithélt:

Lemma 5.1. Fiurn € N gilt

(1) S™ ist wegzusammenhdingend

(2) S"\{N},S™\ {S} 2 R" (stereographische Projektion)

(3) S™\{N,S} =S tx]—1,1].
Auskunft iber die Fundamentalgruppe von S™ fiir n > 2 zu einem beliebigen Grundpunkt
xg € S™ gibt

Satz 5.2. Firn > 2 ist S™ einfach zusammenhdngend, d.h. 71(S™, x¢) = 1 fiir alle xg € S™.

Beweis. Da S™ nach dem vorangehenden Lemma fiir n > 2 wegweise zusammenhéngend
ist, sind die Fundamentalgruppen 71 (S™, o) in den einzelnen Punkten zy € S™ zueinander
isomorph. Wéhle als Grundpunkt zg := (1,0,...,0) € S™ und setze

Xp:=S"\{N}

Xy = 5™ {5}

Xo = X1 ﬂXg = Sn\{S,N}
Dann sind X; und X offen, und es gilt S™ = X7 U Xs. Da X; und X5 jeweils hom&omorph
zu R"™ sind, folgt, dafl X; und X5 auch wegzusammenhéngend sind. Der Wegzusammenhang

von Xy ergibt sich aus der Homdomorphie X, = S"~!x] — 1,1]. Die Voraussetzungen des
Satzes von Seifert-van Kampen sind damit erfiillt, und es folgt mit ihm, dafl

7
71(Xo, z0) 2 (X2, o)

i1, IT; Jo.
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ein Pushout in der Kategorie der Gruppen ist. Wegen X7, Xo = R” sind X; und X, zusam-
menziehbar, haben also triviale Fundamentalgruppe:

T (X1, 20) = m (X2, 20) = 1.

Es folgt, dal auch die Bildgruppen ji, (71 (X1, o)) und jo, (71 (X2, x0)) trivial sind, und da
diese 71 (S™, xg) erzeugen, ist schlieBllich

71—1(5”"1:0) = 1a
womit die n > 2-Sphére einfach zusammenhéngend ist. O

An diesem Beispiel demonstriert der Satz von Brown seine Starke gegeniiber des Satzes
von Seifert-van Kampen. Mit letztgenanntem ist es (in der hier behandelten Formulierung)
nicht méglich, die Fundamentalgruppe des Kreises S! zu bestimmen (man findet keine offene
Uberdeckung des Kreises, deren Schnitt nichtleer und wegzusammenhéngend ist). MIt dem
Satz von Brown hingegen (der keinen Wegzusammenhang voraussetzt) kann das Fundamen-
talgruppoid des Kreises berechnet werden: hieraus kann dann die Fundamentalgruppe des
Kreises - wie schon bekannt ist 71 (S, z9) = Z fiir alle 1-Sphiiren Punkte zg - gewonnen
werden.

5.2 Die Fundamentalgruppe der Einpunktvereinigung S'V S! zweier
Kreise

Seien (X, o) und (Y, yo) punktierte topologische Rdume mit Grundpunkten xy und yg. Die
Einpunktvereinigung oder punktierte Summe X VY ist gegeben durch den Quotientenraum
X + Y/{zo,y0}, entsteht also aus der topologischen Summe X +Y = X[[Y (d.h. die
disjunkte Vereinigung), indem die beiden Grundpunkte identifiziert werden. Die punktierte
Summe ist dabei die kategorientheoretische Summe in der Kategorie Top® der punktierten
topologischen Raume. Hier befassen wir uns mit der Einpunktvereinigung zweier Kreise.

Fasse den Raum S' Vv S! als Teilmenge von R? auf. Definiere
Ky ={zeR’| |z -1 =1}

und
K_={zeR’ |z+1|=1}.

Dann gilt K1, K_; = S* und K; N K_; = {0}. Setze nun S' Vv S* := K; UK_; C R? und
o = 0.

Satz 5.3. m (S'V St 1) 2 ZxZ.
Beweis. Zunéichst definiere Teilrdume X, X5 durch
X1 =K U{z=(z1,22) ER* |z € K1 A 0<ay <1}

sowie
X5 I:Klu{.’E:(xl,.’Eg)GRﬂxeK,l A —1<£L’1§0}

Dann sind X1, Xo C S1VS? offen, und es gilt S'Vv.S' = X;UX,. Weiterhin sind X, X, sowie
ihr Schnitt Xy := X7 N X5 wegzusammenhangend mit o € Xy. Somit sind auch hier die
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Voraussetzungen des Satzes von Seifert-van Kampen erfiillt, man erhélt durch das Quadrat

19,
1 (Xo, 20) —— m1(X2, 20)
i1, T, Jo.

7T1(X1,.T0) j—' 71'1(51 \Y Sl,.T())
1.

ein Pushout in der Kategorie der Gruppen. Fiir den einpunktigen Raum Xy hat man
71(Xo,20) = 1. Da die Teilrdume X; und Xs homotopiedquivalent zu K_1 bzw. K7 (X; ~
K_1, Xy~ K;j)und K_; und K jeweils homéomorph zu ST sind, gilt

T (X1, m0) =2 m (X, m0) 2 mi (ST, w0) = 2.1

Dies liefert ein Pushout der Form

Z

’lTl(S1 vV Sl,l'())
und aus der Eindeutigkeit bis auf Isomorphie folgt nun
7T1(Sl V Sl,l'o) =7 x 7.

Die Fundamentalgruppe der Einpunktvereinigung zweier Kreise ist demnach isomorph zur
freien Gruppe mit zwei Erzeugenden. O

Dieses Resultat 148t sich verallgemeinern. Dartiber berichtet (beweislos)

Satz 5.4. Die Fundamentalgruppe der punktierten Summe von n Kreisen ist isomorph zur
freien Gruppe mit n Erzeugenden: w1 (\/] S*, %) £ Z ... *Z.

Jedem punktierten Raum (X, z() wird eine Familie von Homotopiegruppen 7y (X, x¢) zu-
geordnet. Diese werden definiert durch 7 (X, zg) := [I’V@I’“,X]O, wobei [Ik/alk,X]o die
Menge der punktierten Homotopieklassen von Abbildungen I*/0I* — X bedeutet und I*
den k-dimensionalen Wiirfel bezeichnet. Die k-te Homotopiegruppe beruht also letztlich auf
Abbildungen der Art S¥ — X. Dabei ist 79(X, zg) die Menge der Wegzusammenhangskom-
ponenten, und fiir £ = 1 erhélt man die Fundamentalgruppe von (X, z). Fiir £ > 1 definiert
man eine Verkniipfung auf (X, z¢) und erhélt eine Gruppenstruktur. Fiir & > 2 sind alle
diese Gruppen abelsch.'® Dafl die Fundamentalgruppe eines Raumes im Allgemeinen nicht
abelsch ist, belegt der abschliefende

Satz 5.5. Die Gruppe Z x Z ist nicht abelsch.

15Hjer wird Gebrauch von dem folgenden hier unbewiesenen Lemma gemacht: Ist f : X — Y eine Homo-
topiedquivalenz von topologischen Rdumen, so ist der induzierte Homomorphismus der Fundamentalgruppen

S 37"1(X733) - 7"'1(3/’]8(1))

fir alle x € X ein Isomorphismus.
16Niheres zu hoheren Homotopiegruppen ist in [6] zu finden.
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Beweis. Setze G :=Z x Z. Dann ist das Quadrat Q

1 Z

Q J2

/ Tl(Slvsl,Io)

n
ein Pushout in der Kategorie der Gruppen. Wahle nicht-abelsche Gruppe H (z.B. S3) und
Elemente hy, ho € H mit hy - ho # ha - by (2.B. (1)(23),(2)(13)). Seien

v1:2Z—H, v:Z—H
die eindeutig bestimmten'” Gruppenhomomorphismen mit
71(1) = h1, 72(1) = ha.

Da Q ein Pushout in Gr ist, existiert genau ein Gruppenhomomorphismus

v:G— H

mit yj1 =71 und yj2 = 2.

Wir machen die Annahme, daf j;(1) - j2(1) = j2(1) - 71 (1) ist. Dann gilt

hi-hy = 7(1)72(1) = v51(1) - vj2(1)
(1 (1) - j2(1)) = v(j2(1) - j1(1))
Yi2(1) - vj2(1) = 72(1) - 11(1)

== h2 : h’la

was im Widerspruch zu hy - hy # ha - hy steht. Es folgt, dal Z * Z und damit 71 (St Vv St, z0)
nicht abelsch ist. O

"Hier findet das nachstehende Lemma Anwendung: Sei (G, ) eine Gruppe, @ € G. Dann gibt es genau
einen Gruppenhomomorphismus
a: 72— G

mit a(1) = a. (Dieser ist gegeben durch a(n) :=a™, n € Z.)
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