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1 Vektorfelder

Definition 1.1 Sei S C R? eine regulire Fliche. Ein Vektorfeld auf S ist eine
Abbildung v : S — R3 so, dass v(p) € T},S fiir alle p € S.

FEin Vektorfeld ordnet also jedem Punkt auf der Fléiche einen Vektor zu, der in
diesem Punkt tangential an die Fléche ist.

Beispiel 1.1 Sei f : S — R eine glatte Funktion. Da die erste Fundamen-
talform nicht ausgeartet ist, gibt es bei festgehaltenem Punkt p genau einen
Vektor v(p) € T, mit der Eigenschaft

dpf (X) = (v(p), X)
fiir alle X € T},5S. Dadurch wird das Gradientenvektorfeld v := gradf definiert.

Definition 1.2 Sei S eine regulére Fldche, sei ¢ : I — S eine parametrisierte
Kurve. Ein Vektorfeld an S lings c ist eine Abbildung v : I — R3, so dass
v(t) € Tey S ist fiir alle t € 1.

Beispiel 1.1 Das Geschwindigkeitsfeld v(t) = ¢(t) ist ein solches Vektorfeld
langs c.

2 kovariante Ableitungen

Wir mochten nun Vektorfelder ableiten. Leitet man ein Vektorfeld an S lidngs
¢ in gewohnter Weise ab, so erhélt man eine Abbildung, die i. Allg. nicht mehr
tangential an die Fliche ist. Daher wenden wir nach der Ableitung eine Pro-
jektion auf die Tangentialebene im entsprechenden Kurvenpunkt an. Dies fiihrt
uns auf folgende Definition:

Definition 2.1 Sei S eine regulére Fldche, sei ¢ : I — S eine parametrisierte
Kurve und sei v : I — R? ein differenzierbares Vektorfeld an S lings c. Fiir
jeden Punkt p € S sei I, : R?* — T,S die Orthogonalprojektion, d.h. ist N(p)
einer der beiden Einheitsnormalenvektoren an S im Punkt p, so ist

I,(X) = X — (X, N(p))N(p)-



Dann heif3t v
av(t) = Il (0(1)),

t € I, die kovariante Ableitung von v.
Mit v ist also auch %v ein Vektorfeld an S lidngs c.

Beispiel 2.1 Sei S = R? x {0} die x-y-Ebene und c eine parametrisierte ebene
Kurve, ¢(t) = (c1(t), c2(t),0)T. Ein Vektorfeld v an S lings c ist dann von der
Form v(t) = (v!(t),v%(t),0)T. Damit ergibt sich

—olt) = Ty (6(t)

= I ((u‘l (t), v2(t), O)T)
= (v1(t),va(t),0)T
= o(t).

Fiir die Ebene stimmen also gewohnlich Ableitung und die kovariante Ableitung
iiberein.

Man kann die kovariante Ableitung auch mit Hilfe lokaler Parametrisierungen
berechnen. Dazu driicken wir fiir die lokale Parametrisierung (U, F, V) von S
die Vektoren %(U) € R3 in der Basis %(u), %(u) und N(F(u)) aus:
5 F OF OF
Swisw W= F},j(u)w(u) + F?,j(u)ﬁ(u) + hi (W) N(F(u).

Definition 2.2 Die Koeflizientenfunktionen

k .
Ii;:U—R
heiflen Cristoffel-Symbole. Aus 53? g; - = 535;; - folgt direkt die Symmetrie der

Cristoffel-Symbole in den unteren Indizes
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3 Geoditen

Ziel: Wie sehen die kiirzesten Verbindungskurven zwischen zwei Punkten auf
einer regulidren Fliache aus? Wir wissen bereits, dass diese auf einer Ebene die
Geraden sind. Wir bendétigen einige weitere Definitionen

Definition 3.1 Sei S eine regulédre Fldche. Sei ¢ : I — S eine parametrisierte
Kurve. Dann ist die Ldnge von ¢ definiert durch

LM::z\Ndﬂﬁﬁ»ﬁ.

Fiir viele Anwendungen ist es jedoch giinstiger, statt der Linge die Energie
einer Kurve zu betrachten:

Definition 3.2 Sei S eine regulédre Fldche. Sei ¢ : I — S eine parametrisierte
Kurve. Dann ist die Energie von ¢ definiert durch

Bem.: Eine Parametertransformation #ndert die Linge einer parametrisierten
Kurve nicht, die Einergie allerdings sehr wohl.

Lemma 3.1 Sei S eine regulire Fliche. Sei ¢ : [a,b] — S eine parametrisierte
Kurve. Dann ist

L{c]* < 2(b — a)E[d],
und Gleichheit gilt genau dann, wenn ¢ proportional zur Bogenlédnge parame-
trisiert ist, d.h. wenn

(¢(t), ¢(t)) = const.
Beweis: Wir setzen f : [a,b] — R, f(t) := /(¢(t),¢(t)). Nach der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung gilt

L[? = </abf(t)~1dt>2

< /bf(t)th : /b 12dt
2. Elc]- (b—a).

Gleichheit gilt genau dann, wenn f und 1 linear abhéngig sind, f also konstant
ist. Dies bedeutet gerade, dass ¢ proportional zur Bogenlénge parametrisiert
ist. [

Als wichtige Folgerung kénnen wir nun festhalten, dass eine Verbindungskurve
minimale Energie genau dann hat, wenn sie minimale Lénge hat und propor-
tional zur Bogenlénge parametrisiert ist.

Wir méchten nun verschiedene Kurven zwischen zwei gegebenen Punkten p und
q betrachten und Aussagen iiber die Variation ihrer Energie treffen. Zunéchst
benétigen wir folgendes Lemma, dessen Beweis in [1] zu finden ist:



Lemma 3.2 Sei S eine regulére Fliache. Seic: I xJ — S, (s,t) — ¢(s,t), eine
glatte Abbildung. Dann gilt

Voo Vo
ds 0t Otds

Satz 3.1 (Variation der Energie) Sei S eine regulére Flidche. Seien p,q € S. Sei
c:(—¢,e) x [a,b] — S eine glatte Abbildung, so dass fiir ¢, : [a,b] — S, ¢s(t) =
c(s,t), gilt:

cs(a) =p, cs(b) =q.
Sei V(t) := %(0,) das sogenannte Variationsvektorfeld. Dann gilt:

2 Ble

b
ds o / <V(t)a%éo(t)>dt

Beweis: nutze das obige Lemma und differenziere unter dem Integral.

Korollar 3.1 Sei S eine regulire Fliche. Seien p,q € S. Ist ¢ : [a,b] — S eine
Verbindugskurve von p nach ¢ mit minimaler Energie, so gilt:

V.

fiir alle t € [a, b]

In diesem Zusammenhang erscheint die nun folgende Definition der Geodéten
sinvoll:

Definition 3.3 Sei S eine regulére Fléche, I ein Intervall. Eine parametrisierte
Kurve ¢ : i — S heifit Geoddtische, falls

\Y

fiir alle ¢t € I gilt.
Beispiel 3.3 Sei S C R3 die x-y-Ebene. Wie wir bereits wissen, stimmt dann

die kovariante Ableitung mit der gewonhlichen Ableitung iiberein,

\ .
Ec(t) = ¢(t).

Die Geodétischen sind also genau die mit konstanter Geschwindigkeit durch-
laufenen Geraden,
c(t)=p+t-wv.

Es gilt sogar noch allgemeiner:



Lemma 3.1 Geodaitische sind propotional zur Bogenlidnge parametrisiert.
Bislang wissen wir also iiber Kurven bzw. Geodétische somit Folgendes:

energieminimierend

)

langenminimierend und proportional zur Bogenlange parametrisiert

(8
Geodatische

4

proportional zur Bogenlinge parametrisiert.

Die Umkehrung des lezten Pfeils gilt i.Allg. nicht. So sind im Fall der Sphiére
S = S2 alle Breitenkreise proportional zur Bogenlinge parametrisierbar, aber
nur der Aquator ist eine Geodéte.

Die Umkehrung des mittleren Pfeils gilt nur lokal. Bleiben wir bei dem Beispiel
der Sphire S? . Dann ist der Aquator eine Geodétische, um jedoch von einem
Punkt p auf dem Aquator wieder zu eben diesem Punkt zu kommen, ist die
Weg um die Kugel sicher linger als die kontante Kurve ¢(t) = p. Lokal aber
gilt die Umkehrung. Der Beweis ist schwierig und daher in den angegebenen
Quellen nicht zu finden.

Wir mé6chten nun Existenz und Eindeutigkeit der Geodéten beweisen. Dies kann
man auf die Existenz und Eindeutigkeitstheorie fiir gewhnliche Differentialglei-

chungen zuriickfiihren:

Fiir eine lokale Parametrisierung (U, F, V') und eine Kurve ¢ schreiben wir, wo
definiert, u := F~loc¢, d. h. ¢ = F ou . Die Geoditengleichung lautet dann:

0= 350 = X (#0) + ST )i 0 0) f1z o),

Dabei haben wir u.a. verwendet:

iy =m0 O 52_F>+ (i g 52_F>
Sup T T \Gay L day | 6ul Sig © Sug 0 6u3
und

(i1 4 ity )iy = i

Yoy Ceuy

Die Geoditengleichung ist also dquivalent zu dem System (nichtlinearer) gew6hn-
licher Differentialgleichungen fiir u(t) = (u!(t),u?(t)):

ik () + ZFZ(u(t))ui(t)uj (t) =0,



Satz 3.2 (Existenz von Geoditischen). Sei S C R? eine regulire Fliche,
p € S,veT,S und ty € R.

Dann gibt es ein Intervall I C R mit g € I und eine Geodétische ¢ : I — S mit
den Anfangsbedingungen

c(tg) =p und ¢&(ty) =v.

Beweis: Wir wihlen eine lokale Parametrisierung (U, F, V') so, dass p € V. Wir
setzen ug := F~1(p) € U und X := (Dy,oF)~!(v) € R? . Nun kénnen wir nach
dem Existenzsatz fiir gewohliche Differentialgleichungen die obigen Gleichungen
mit den Anfangsbedingungen u(tg) = ug und u(tg) = X losen. Mit ¢ := Fou
haben wir dann eine Geodétische mit den gewiinschten Eigenschaften gefunden.

Satz 3.3 (Eindeutigkeit von Geoditischen). Sei S C R? eine regulire Fliche,
I ein Intervall, tg € I. Sei ¢ : I — S eine Geodétische. Dann ist ¢ durch ¢(tg) € S
und ¢(to) € Teo)S eindeutig festgelegt.

Beweis: Seien ¢; und ¢o Geoditische mit denselben Anfangsbedingungen cq(tg) =
ca(to) und ¢1(tg) = ca(tp). Angenommen, es existiert ein ¢ € I,t > tgp, mit
c1(t) # ca(t). Wir setzen

t1 := sup{t € I|t > tg, so dass ¢1(7) = ca(7) V7T € [to,t]}.

In Worten: ¢ ist gerade der Zeitpunkt, zu dem ¢; und ¢y aufhéren, iibereinzu-
stimmen. Nun wéhlen wie eine lokale Parametrisierung (U, F, V) mit ¢1(t1) € V.
Wegen ¢ (t1) = co(t1) fiir alle t < ¢; (und ¢t > tg) gilt

C1 (751) = Cg(tl) sowie él(tl) = éQ(tl)

Der Eindeutigkeitssatz fiir gewonhliche Differentialgleichungen sagt uns nun,
dass c1(t) = co(t) solange ci(t) € V und c2(t) € V. Fiir hinreichend kleines
e > 0 ist dies der Fall fiir alle ¢ € (t; — €,¢1 + €). Dies widerspricht der Maxi-
malitdt von ¢y.

Also ist ¢1(t) = co(t) fiir alle t > to. Der Beweis fiir t < ¢y geht analog.
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