1 Distributionen und der Satz von Frobenius

1.1 Vorbemerkungen

Definition 1.1. Sei M eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit, sei (U, y) ein
Koordinatensystem auf M mit Koordinatenfunktionen z1,...,z4. Sei0 < ¢ <d
eine ganze Zahl, sei a € p(U). Sei

S:={meU:z;(m)=ria),i=c+1,...,d}.

Dann ist der Unterraum S mit den Koordinatenfunktionen xz;,j =1,...,c eine
Mannigfaltigkeit, sie wird mit der Inklusion i : N — M eine Untermannigfal-
tigkeit von M und heifit Scheibe des Koordinatensystems (U, ¢).

Definition 1.2. Eine Menge z1,...,z; mit z; € C*°(U),i =1,...,j, wobei U
eine Umgebung eines Punktes mg € M ist, heiffit unabhingig bei mg, wenn
die Differentiale dyy, ..., dy; linear unabhéngig in (7},,, M )" sind.

Lemma 1.3. Sei M eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit, sei x1,...,xq eine
Menge bei mg € M unabhingiger Funktionen. Dann bilden die x1,...,xq ein
Koordinatensystem auf einer Umgebung von my.

1.2 Vektorfelder

Definition 1.4. Sei ¢ : N — M glatt, sei X ein Vektorfeld aut M, sei X ein
Vektorfeld auf N. X und X heiflen ¢-verwandt, falls

dpoX =Xo

Lemma 1.5. Sei ¢ : N — M glatt, seien X,Y Vektorfelder auf M, sei XY
Vektorfelder auf N. Wenn X und X sowie Y und Y t-verwandt sind, so sind
auch [X,Y] und [X,Y] -verwandt.

Beweis.

(X, Y]n)(f) = [X,Y]a(fot)) = Xu(Y(fo9)) = Ya(X(f o))
= Xa(dd o Y () = Ya(di o X ()
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Lemma 1.6. Sei M eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit, sei m € M, sei X
ein glattes Vektorfeld auf M mit X,, # 0. Dann existiert ein Koordinatensystem
(U, ¢) mit Koordinatenfunktionen 1, . .., xq auf einer Umgebung von m, so dass
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1.3 Distributionen und Integral-Mannigfaltigkeiten

Definition 1.7. Sei M eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit, sei ¢ € N mit
1 < ¢ < d. Eine c-dimensionale Distribution D auf M ist eine Wahl eines
c-dimensionalen Unterraumes D(m) von T,,, M fiir jedes m € M.

Die Distribution heifit glatt, falls es fiir jedes m € M eine Umgebung U von
m und glatte Vektorfelder Xy, ..., X, auf U gibt, die D an jedem Punkt in U
aufspannen.

Ein Vektorfeld X auf M gehért zu (oder liegt in) der Distribution D
(X € D), falls X,;, € D(m) fur alle m € M.

Eine glatte Distribution D heifit involutiv oder vollstéindig integrierbar,
falls [X,Y] € D fir alle Vektorfelder X,Y, die in D liegen.

Definition 1.8. Eine Untermannigfaltigkeit (/V,v) von M ist eine Integral-
Mannigfaltigkeit einer Distribution D auf M, falls fiir alle n € N gilt

dp(ToN) = D(¢(n)).

Lemma 1.9. Sei D eine glatte Distribution auf M, so dass durch jeden Punkt
von M eine Integral-Mannigfaltigkeit von D lduft. Dann ist D involutiv.

Beweis. Seien X,Y € D glatte Vektorfelder. Zu zeigen ist [X,Y] € D, also
[X,Y]mn € D(m) fiir alle m € M. Sei (N,1) Integral-Mannigfaltigkeit von D
durch m, mit ¥ (ng) = m.

dyp : T,N — D((n)) ist injektiv, weil ¢ eine Immersion ist, und surjektiv,
weil (IV, ) Integral-Mannigfaltigkeit von D ist. Also ist dy fiir jedes n € N ein
Isomorphismus.

Also existieren Vektorfelder X,Y auf N, die zu X, bzw. Y -verwandt sind,
d.h.

dpoX = Xov

dpoY = You
Damit sind nach Lemma 1.5 [X, Y] und [X, Y] ebenfalls ¢-verwandt, d.h.
dipo[X,Y]=[X,Y] o1
Also ist [X, Y], = d([X,Y],,) € D(m). O

Lemma 1.10. Es sei M eine d-dimensionale Manngifaltigkeit, D eine c-dimensionale
Distribution auf M und (U, ) ein Koordinatensystem mit Koordinatenfunktio-
nen xi,...,xq. Aquivalent sind

1. Fir alle m € U st {8%1;} eine Basis von D(m).

2. Die Scheiben x; = konstant fiiri =c+1,...,d sind Integral-Mannigfal-
tigkeiten von D.



Beweis. Es seim € U und N eine Scheibe mit x; = konstant fiir ¢ = c+1,...,d
mit m € N. Dann ist

‘.0
T,N = {Z/\iaxi:/\ieR}
=1

= di(T,uN) = D(i(m)) = D(m).

1.4 Der Satz von Frobenius

Satz 1.11 (Frobenius). Sei M eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit, sei D
eine c-dimensionale, glatte, involutive Distribution auf M, set m € M. Dann
existiert eine Integral-Mannigfaltigkeit von D durch m.

Es ezistiert sogar ein kubisches, um m zentriertes Koordinatensystem (U, p)
mit Koordinatenfunktionen x1,...,xq, so dass die Scheiben

x; = const firallei=c+1,...,d

Integral-Mannigfaltigkeiten von D sind. Falls auflerdem (N,v) eine zusam-
menhdngende Integral- Mannigfaltigkeit von D ist, so dass ¥(N) C U, dann
ist () in einer dieser Scheiben.

Beweis. Induktion nach c:

c=1:

D ist eine 1-dimensionale, glatte Distribution, also gibt es auf einer Umgebung
U von m ein glattes Vektorfeld X, welches D aufspannt, d.h. X, # 0. Hierfiir
liefert Lemma 1.6 ein Koordinatensystem (U, ¢), welches kubisch und zentriert
gewdhlt werden kann, so dass

0
Xy =—.
|U 8m1
Dann kann man eine Scheibe z; = konstant fiir ¢ = 2,...,d betrachten, sie

heifle N. Damit ist (IV,4) nach Lemma 1.10 eine Integral-Mannigfaltigkeit der
Distribution D, da 6%1 eine Basis von D ist. Also gilt der Satz fiir ¢ = 1.
Induktionsschritt: Angenommen, der Satz sei fiir ¢ — 1 richtig. Dann ist zu
zeigen, dass er dann auch fiir ¢ richtig ist.

Sei also D eine c-dimensionale, glatte, involutive Distribution auf M. Da D
glatt ist, existieren glatte Vektorfelder X, ..., X,, die D auf einer Umgebung
V von m aufspannen.

Lemma 1.6 liefert dann ein Koordinatensystem (V,y1,...,yq) mit V C v,
welches um m zentriert ist und

15)
X = —
! |V o

erfiillt. Definiere nun auf V'

i = Xy
Vi = Xi—Xi(y)X1 i=2,...,c



Dann sind die Y; glatt, unabhéngig und sie spannen D auf. Die Glattheit folgt
daraus, dass die X; glatt sind, linear unabhéingig sieht man so:

ZAZE(m) =0 & <A1 — Z AiXi(y1)> Xl(m) + Z)\zXz(m) =0
=1 1=2 =2

54 Al—Z/\iXi(yl):Ound)\i:Ofﬁri:Q,...,c
=2
< N=0firi=1,...,c

Ahnlich sieht man, dass die Y; D aufspannen: sei v = > {_; M X;(m) € D.
Setze dann p; = A; fiir ¢ = 2,...,cund p1 = A\ + Y5 o A\iXi(y1). Dann ist
v =>4 piY;(m), also spannen die Y; D auf.

Sei S die Scheibe mit y; = 0 und sei

Zi=Yi|S (i=2,...,d).
Dann gilt weiterhin

Yi(y1) = (Xi — Xi(y1) X1)(y1) = Xi(y1) — (Xi(y1) X1(y1)) = 0. (1)
=1

Seien oy : U — R gegeben durch
d 0
Yi(q) = Zaij(Q)f-
j=1 Yi
Wegen (1) ist dann «;1(g) = 0, damit ist dann fir ¢ € S
d P d P
Zi(q) =Yi(q) = Zaij(Q)f = Z @;j(q) 5 — € TgS, (2)
st 0y, = y;

die Z; sind also Vektorfelder auf S. Sie sind glatt und linear unabhéngig an
jedem g € S, da die Y; diese Eigenschaften haben, also spannen die Z; eine
(¢ — 1)-dimensionale Distribution D auf S auf. Diese ist involutiv:

Z; und Y; sind i-verwandt, wobei ¢ : S — M die Inklusion bezeichnet, wie man
aus (2) sieht. Also sind auch ihre Lie-Klammern nach Lemma 1.5 i-verwandt.
Es gilt

[Yi, Yilg(y1) = (Yi)g(Yi(y1)) — (Y;)q(Yi(y1)) = 0,
daher gibt es C°°-Funktionen c;;i, so dass
[}/;7 )/]] = Z CijkYk7
k=2
also

[Zi, Zj] = Zcz’jk‘SZk € D.
k=2



Seien nun A4, B € D Vektorfelder auf S, mit A = YisaiZiund B =37, b Z;.
Dann ist

[A, B] = Zaibj[Zi, Zj] S D.
Y]

Damit ist D involutiv.

Nach Induktionsannahme existiert also ein Koordinatensystem ws, . .., wq auf
einer Umgebung von m in S, so dass die Scheiben w; = konstant fiir ¢ =
c+1,...,d genau die Integral- Mannigfaltigkeiten der Distribution D sind.

Es bezeichne 7 : V' — S die Projektion im y-Koordinatensystem, dann wer-
den durch

T = Y
zig = wjonm (j=2,...,d)

Koordinatenfunktionen eines Koordinatensystemes (U, ¢) auf einer Umgebung
U CV C M von m definiert, da die z; unabhéngig bei m sind und z;(m) =0
gilt. Dieses kann kubisch gew&hlt werden. Die Unabhéngigkeit der x; sieht man

so: es ist (wa,...,wq) ein Diffeomorphismus, d.h. die Ableitung (dws, ..., dwg)
ist ein Isomorphismus, also sind dws, ..., dw, linear unabhéingig. Da nun aber
drj = dwj odm,(j = 2,...,d) ist, sind diese auch linear unabhéngig. Diese
verschwinden aber alle in y;-Richtung, anders als dy;, daher kann dx, = dy;
nicht als Linearkombination der dx;,? = 2, ..., d geschrieben werden.

Zu zeigen ist, dass

Yi(@epr) =0aufU (i=1,...,d;r=1,...,d—c), (3)
denn dann ist 6%1, cee 8%% an jedem Punkt aus U eine Basis von D; das sieht

man so: es ist Y; = Z?:1 O‘ija%j mit o;; € C°°(U). Damit gilt dann

d

ox
Y;(chrr) = Zaijﬁ = Qj(ctr) = 0
=1 ’

und somit Y; = »7_, a;jz2-. Damit ist dann
J

D(m) = {ZC: Ai(Yi)m : A\ € ]R}
=1

= Z)\Z Zam(m)ai N ER
i=1 j=1 J

C

. 0
= Z Z)\Zozl](m) % N ER

i=1 \ j=1 J

und die % erzeugen D(m). Linear unabhiingig sind sie, weil die z; Koordina-
J

tenfunktionen sind, d.h. die %, 7 =1,...,d bilden bereits eine Basis des T,, M
und sind daher linear unabhéngig.



Hieraus folgt nach Lemma 1.10, dass die Scheiben z; = konstant fiir ¢ =
c+1,...,d Integral-Mannigfaltigkeiten von D sind. Damit wére der Indukti-
onsschritt bewiesen.

Es bleibt (3) zu zeigen. Es gilt

0%‘{1 (j=1)
o L0 (G=2....d)

nach Definition der z;. Und deswegen ist dann

0
Y = — auf 4
Bl auf U, (4)

denn sei Y7 = Z;l 1 Cza , dann ist

d
Yi(z;) = c-%—c und
1\4g - 181_' — &

i=1 v

ox;
Yi(z;) = 763/1’

daher gilt ¢; =1 und ¢; =0 fiir j = 2,...,d. Also gilt (3) fir i = 1.
Sei daher nun i € {2,...,c} und r € {1,...,d — ¢}. Damit ist dann

0

ai(yé(xwrr)) = Y1(Yi(zetr)) = YiYi(zerr)) = Y1, Yil(Teir)-
T N————

=0

Da D involutiv ist und Y; € D ist, ist auch [Y1,Y;] € D, d.h. es existieren
cir € C(U), so dass

Y1,Y; Z Cik Yk,

und also
8
85131 z $c+7" ZczkYk xc-l—r . (5)
Sei nun T eine Scheibe von U mit 29 = konstant, ..., x4y = konstant. Auf T ist

nun Y;j(z.4,) eine Funktion, die nur von z; abhéngt, damit wird dann (5) zu
einem System von ¢— 1 homogenen linearen Differentialgleichungen. Ein solches
System hat bei gegebenen Anfangsbedingungen eine eindeutige Losung. Da das
System homogen ist, sind die Null-Funktionen eine Losung.

Eine solche Scheibe T hat genau einen Punkt mit S N U gemein, und auf
SNU gilt

Yi(@etr) = Zi(Werr) =0 (1 =2,...,0),

denn die Scheiben des Koordinatensystems wa, . . ., wy sind die Integral-Mannig-
faltigkeiten von D, d.h. 8w2 o aiwc ist eine Basis von D(q), also ist (Z;)q(wer) =
N Aca};’;“ =0.



Also sind die Y;(x.4,) auf jedem solchen T" identisch Null, d.h. aber, dass sie
auf ganz U verschwinden. Also gilt (3) und der Induktionsschritt ist vollzogen.

Sei nun (N, 1)) eine zusammenhéngende Integral-Mannigfaltigkeit von D mit
Y(N) C U. Es sei  die Projektion des R? auf die letzten d — ¢ Koordinaten.
Dann ist o = (0,...,0,Zcy1,...,24). Damit verschwindet dann

d(mop)=(0,...,0,dxct1,...,dxg)

auf Vektoren aus D, denn sei f : RY — R und B%i mit ¢ € {1,...,c}, dann ist

0 0
itno) (5 ) () = (fomor) =o.
Da nun aber dy)(T,,N) = D(1p(n)) ist, gilt auch

dp(mogpot)=0

fir alle n € N. Da N zusammenhéngend ist, heifit dies, dass m o ¢ o ¢ eine
konstante Abbildung ist, d.h. ¥(V) ist in einer der Scheiben enthalten. O

Definition 1.12. Sei D eine Distribution auf einer Mannigfaltigkeit M. Eine
zusammenhéngende Integral-Mannigfaltigkeit (N, 1) heifit maximale Integral-

Mannigfaltigkeit, wenn es keine zusammenhéngende Integral-Mannigfaltig-
keit (N1,11) von D gibt, so dass ¥(N) C ¥1(Ny) ist.

Satz 1.13. Sei D eine c-dimensionale, involutive, glatte Distribution auf M¢?,
set m € M. Dann gibt es eine eindeutige mazximale und zusammenhdngende
Integral-Mannigfaltigkeit von D durch m und jede zusammenhdngende Integral-
Mannigfaltigkeit von D durch m ist in der maximalen enthalten.

Beweisidee. Sei K C M die Menge aller Punkte p € M, so dass es eine stiick-
weise glatte Kurve von m nach p gibt und die glatten Stiicke Integralkurven
von D sind, d.h. ihre Tangentialvektoren liegen in D.

Mit der Inklusionsabbildung i : K — M wird (K, ) eine zusammenh#ngende
Integral-Mannigfaltigkeit von D durch m.

Diese ist maximal, denn sei (N, 1)) eine weitere zusammenhéngende Integral-
Mannigfaltigkeit von D durch m und sei p € (N). Da zusammenhéngende
Mannigfaltigkeiten wegzusammenhéngend sind, existiert ein Weg ¢ : [0,1] —
N, der v~!(m) mit ¢~ (p) verbindet. Dann ist v o ¢ eine stiickweise glatte
Integralkurve von D, die m und p verbindet. Also ist p € K, und damit ¢)(N) C
K und K ist maximal.

Zur Eindeutigkeit: sei (N, 1) eine andere maximale, zusammenhéngende Integral-
Mannigfaltigkeit von D durch m. Dann ist wie oben ¢ (NN) C K, d.h. ¢ fakto-
risiert:

N v M
K

Dann ist vy surjektiv, weil (N,1) maximal ist, d.h. )(N) kann keine echte
Teilmenge von K sein. Damit kann man folgern, dass g ein Diffeomorphismus
ist. U



