Maximale Tori

"Diagonalisierung" in Lie-Gruppen

Oliver Braunling

1. Vorbemerkungen

Wir wollen uns mit der Frage beschiftigen, ob eine gegebene Gruppe G eine
(moglichst kleine) Untergruppe T besitzt, so dass T" alle Konjugationsklassen schnei-
det. Dazu bemerken wir zunichst:

PROPOSITION 1. Es sei G eine Gruppe und T eine Untergruppe. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) T schneidet jede Konjugationsklasse.
(2) Fiir alle a € G gibt es ein g € G und eint € T, so dass a = gtg~'.

Proor. Klar. O

Hier findet man mogliche Anwendungen fiir eine solche Untergruppe T'. Beispiel-
sweise konnte G eine Matrizengruppe sein und 7' eine Untergruppe, fiir die man
weif}, dass det(t) = 1 fiir alle ¢ € T. Dann wiirde fiir ein beliebiges a € G die
Aussage

det(a) = det(gtg™"') = det(g) det(t) det(g) ™! = det(t) = 1

folgen, d.h. man kann eine Aussage fiir 7' beweisen und sie dann fiir ganz G fol-
gern. Damit so ein Argument praktikabel ist, miisste man aber erstmal zeigen,
dass ein solches T iiberhaupt existiert und dort in der Tat die Determinante le-
ichter als im Allgemeinen zu berechnen ist. Man denke hierbei exemplarisch vielle-
icht an die komplizierte allgemeine Determinantenformel und daran, dass man fiir
Dreiecksmatrizen lediglich die Hauptdiagonalelemente multiplizieren muss, um die
Determinante zu berechnen.

Es ist allerdings keineswegs klar, dass so ein niitzliches T' existiert; es ist sogar
oft falsch (bzw. T ist so groB, dass die Existenz von T nichts niitzt). Vergleiche
dazu mit dem Satz am Ende dieses Textes iiber endliche Gruppen.

PROPOSITION 2. Es sei G := O(n), SO(n), U(n), SU(n) oder Sp(n). Dann
gibt es eine echte Untergruppe T, die alle Konjugationsklassen schneidet.

Diese Proposition kénnte man viel detaillierter ausfiithren und T explizit angeben;
wir werden dies gleich in zwei Beispielen andeuten. Der Beweis der obigen Aussage
sollte im Wesentlichen bereits in AGLA II gemacht worden sein. Dort spricht man
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allerdings eher von einem ’'Basiswechsel’, denn wenn man eine Matrix X in ein
anderes Basissystem iiberfiihrt, ergibt sich genau AXA~!, was ja nichts anderes
ist als die Konjugation innerhalb der Gruppe (man muss allerdings aufpassen, dass
auch der 'Basiswechsel’ A in der betrachteten Gruppe G liegt). Und natiirlich ist
der Begriff des Basiswechsels anschaulich viel zugéinglicher als der der Konjugation.

EXAMPLE 1. In U(n) und SU(n) ist jede Matriz bekanntermafen' konjugiert
zu einer Matriz der Gestalt
el
el
e'?s

oitn

(mit ¢y + @9 + -+ + ¢, € 20Z im Falle von SU(n)). Die Matrizen von dieser
Form bilden eine Untergruppe T. Diese Untergruppe schneidet aber nicht nur jede
Konjugationsklasse, sie ist sogar abelsch, wie man leicht sieht. Damit haben wir in
der Tat eine Untergruppe T gefunden, die die von uns gewiinschte Eigenschaft hat.
Uberdies ist diese Gruppe noch von besonders einfacher Gestalt.

EXAMPLE 2. In SO(2n) ist jede Matriz bekanntermafen konjugiert zu einer
Matrixz der Gestalt

cos¢; sing;
—sin¢g, cos¢;
cos Py  singy
—singy cos @y

sin ¢,,

—sin¢,, coso,
Diese Matrizen bilden wieder eine Untergruppe. Zudem verhalten sich die einzelnen
Drehungen zweidimensionaler Unterrdaume bekanntermajflen additiv beziiglich des
Drehwinkels, wenn sie nacheinander ausgefiihrt werden, d.h. wieder haben wir ein
T mit den von uns gewiinschten Eigenschaften gefunden und wieder ist T abelsch.

Wir werden uns jetzt gleich der allgemeinen Theorie zuwenden und dabei se-
hen, dass ein solches T bei kompakten und zusammenhéngenden Lie-Gruppen stets
existiert und auch stets abelsch ist.

Vorher vielleicht aber noch eine kleine Anmerkung zur Anschauung. Wir hat-
ten bereits erwidhnt, dass der ’Basiswechsel’ die anschaulichere Terminologie fiir
die Konjugation in einer Matrizengruppe ist. Dann wire eine Konjugationsklasse
grob gesprochen also die Gesamtheit aller Matrizen, die beim Durchlaufen aller
(via G) erreichbaren Basen einen Operator représentieren. Das klingt noch nicht
wirklich anschaulich. Es ist allerdigs so, dass die Eigenwerte eines Operators un-
abhingig von der Basiswahl sind; schliellich lassen sich die Eigenwerte auch vollig
ohne Erwihnung einer Basis definieren. Dies bedeutet, dass sich bei der Konju-
gation in einer Matrixgruppe die Eigenwerte innerhalb einer Konjugationsklasse
nicht &ndern konnen; d.h. die Eigenwerte sind entlang einer Konjugationsklasse

DbekanntermafBen’ verwenden wir im Sinne von ’ist Stoff einer AGLA oder Algebra-Vorlesung’
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konstant. Man kann nun fragen, ob dies geniigt, eine Konjugationsklasse sogar vol-
lig zu beschreiben. Fiir die Gruppen O(n), SO(n), U(n) und SU(n) funktioniert
das zum Beispiel. Fiir U(n) und SU(n) kann man sich das direkt klarmachen an-
hand des ersten obigen Beispiels. Allgemein scheitert dieses Prinzip jedoch, z.B. in
GL(2), wie man an den Matrizen

%) = ()

sehen kann, die beide nur den Eigenwert 1 besitzen, aber in zwei verschiedenen
Konjugationsklassen liegen (beachte: die linke Matrix ist das Einselement, also
Teil einer ein-elementigen Konjugationsklasse). Aber falls das Prinzip funktioniert,
also z.B. in O(n), kann man sich eine Konjugationsklasse in der Gruppe einfach als
einen festen Satz von Eigenwerten vorstellen. Damit hat man in diesem Fall eine
recht einfache Konkretisierung des Begriffes der Konjugationsklasse gefunden.

2. Tori als Prototyp

PROPOSITION 3 (Struktursatz fiir Tori). Es sei G eine Lie-Gruppe und T eine
abelsche, zusammenhiingende Untergruppe (fortan Torus genannt)

(1) Dann ist exp : t — T ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.
(2) Dann gilt G = (R/Z)™ fiir ein geeignetes n, d.h. G ist ein topologischer
Torus.

PRrOOF. (1) Da T C G eine abelsche Untergruppe ist, gilt exp(X)exp(Y) =
exp(Y)exp(X) bzw. [X,Y] = 0 in der Lie-Algebra t (von T'), d.h. nach BCH-
Formel

exp(X +Y) = exp(X) - exp(Y).
Insofern ist exp : t — T ein Gruppenhomomorphismus, d.h. imexp(t) ist eine
Untergruppe von T'.
(2) Nun wissen wir bereits, dass exp einen Diffeomorphismus einer Nullumgebung
von t auf eine Einsumgebung von T liefert, d.h. {exp(X + ¢),e aus Nullumgebung
in t} ist wegen
exp(X +¢) =exp(X)-  exp(e)
(Einsumgebung)
eine offene Umgebung von exp(X). Da dies fiir alle X € t funktioniert, ist das Bild
imexp(t) offen. Demnach ist imexp(t) eine offene Untergruppe von 7. Damit ist
es bekanntermaflen auch eine abgeschlossene Untergruppe. Also ist imexp(t) offen
und abgeschlossen in T. Da T zusammenhéngend ist, folgt im exp(t) = G, d.h. exp
ist surjektiv.

(3) Als Gruppe aufgefasst gilt t = R"™. Weiter ist ker exp(t) eine diskrete Un-
tergruppe von t (denn exp ist Diffeomorphismus der Nullumgebung von t, d.h.
jedes Element, dass auf 1 abgebildet wird, muss isoliert sein), somit gilt bekannter-
mafen ker exp(t) ~ Z". Aus dem Homomorphiesatz fiir Gruppen folgt im exp(t) =
t/kerexp(t) bzw. T ~ R"/Z"™ ~ (R/Z)™. Das ist aber ein topologischer Torus. O

Zunichst ist iiberhaupt nicht klar, ob eine Lie-Gruppe iiberhaupt Tori besitzt.
In dieser Hinsicht miissen wir uns jedoch keine Sorgen machen.

PROPOSITION 4 (Existenzsatz fiir Tori). Jede Lie-Gruppe besitzt Tori und ins-
besondere mazimale Tori.
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PRrROOF. (1) Das ist ganz einfach. Ist G nichttrivial, so ist die Lie-Algebra g
mindestens eindimensional. Also nehmen wir ein nichtverschwindendes X € g und
dann ist der Abschluss {exp(tX)}er eine Untergruppe von G. Sie ist trivialerweise
abgeschlossen, klarerweise abelsch (denn R ist abelsch) und zusammenhéngend,
denn R ist zusammenhingend und die Exponentialabbildung ist stetig. Damit
haben wir einen Torus gefunden.

(2) Jetzt miissen wir noch zeigen, dass Tori nicht beliebig grofi sein konnen, d.h.
das sie maximal sein konnen. Es sei dazu

TOTYhDTI3D---DG

eine unendliche echt aufsteigende Folge immer groflerer Tori in G. Dann gehort zu
jedem Torus T; eine zugehorige Lie-Algebra t; und wir enthalten eine analoge Folge

tOt1 Dte D+ Dyg.

Die die Dimension der Lie-Algebren denen der Tori entspricht, steigt die Dimension
der Lie-Algebren in einer unendlichen Folge zwangsldufig unendlich an. Da g aber
eine feste endliche Dimension hat, kann eine solche unendliche Folge T" D 11 D
T5 D --- nicht existieren, d.h. jede Folge aufsteigender Tori muss ein maximales
Element haben. (]

3. Konjugation maximaler Tori

Technische Hilfsmittel: Wir wollen als néichstes zeigen, dass zwei maximale
Tori stets zueinander konjugiert sind. Dazu benétigen wir zwei technische Hil-
fssiitze, die wir gleich beweisen. Moglicherweise ist es hilfreich, sie zunichst zu
iiberlesen und als gegeben anzunehmen; und sie dann erst im Anschluss an das
Hauptresultat nachzuvollziehen.

Wir wollen zunéichst darlegen, dass jeder Torus als Abschluss einer von einem
Element erzeugten Untergruppe geschrieben werden kann. Auf diese Weise kénnen
wir Aussagen iiber ein einzelnes Element auf einen ganzen Torus iibertragen.

PRrROPOSITION 5 (Erzeugersatz). Es sei T ein Torus. Dann gibt es ein u € T
mit T = (u).

PrOOF. 1.) Wir betrachten den Torus T' der Dimension n als (R/Z)™ und
wihlen fiir die kanonischen Représentanten in [0,1)" die Maximumsnorm. Es seien
Uy, U1, Us, ... eine Basis offener Mengen von T
Ein Wiirfel (der GroBe ¢) ist eine Menge der Gestalt

C={zeT|lzi-&| <e}.

Sei ein Wiirfel C,, der Grofle € in T gegeben. Dann gibt es sicher irgendeine
Ganzzahl n,,, sodass n,, - € > 1. Das bedeutet aber, dass das n - C,,, = T ist. Es
gibt also mit Sicherheit einen Wiirfel, nennen wir ihn C,,, 1, sodass n,,-Cp41 C Up,
gilt.

2.) Auf diese Weise bekommen wir eine Folge Cy, C1, Cs, . . . abgeschlossener Wiirfel.
Wegen der Kompaktheit von T' folgt, dass

ﬁcm;é@.

m=0
Wir wihlen u aus diesem Schnitt. Sei nun m beliebig. Dann gilt v"™ = n,, g u
mit u € Cypy1, aber ny, - Cpy1 C Uy, dh. w™™ € Uy, Da Uy, Uy, Us, . .. eine Basis
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offener Mengen sind, gilt offenbar T' = (u), denn in jeder offenen Menge von T liegt
eine Potenz von wu. (]

Dieser Beweis lédsst sich wesentlich leichter verstehen, wenn man sich die obige
Konstruktion in einem Bild veranschaulicht.
Nun zu unserem zweiten technischen Hilfsmittel:

PROPOSITION 6. Es sei G eine kompakte Lie-Gruppe. Dann gibt es ein Skalarpro-
dukt (-,-) auf der Lie-Algebra g, sodass fir alle X,Y € g und g € G die Gleichung

(Ad(g)X, Ad(g)Y) = (X,Y)
gilt. Dann ist
(1) Ad(g) eine Isometrie fiir alle g € G (trivial);
(2) ad(X) schiefadjungiert fir alle X € g.

Wir wollen als Vorbereitung die folgende Ableitung berechnen:

%Ad(exp(ﬂ/)) li=o = d(Ad(exp(tV)))(e1) |t=0
= dAd.odexp,V
ad(V).
Dass d Ad, = ad etc. entnehme der Leser bitte aus dem Vortrag von Johannes.

PRrOOF. (1) Essei (-, -) ein beliebiges Skalarprodukt auf der Lie-Algebra. Dann
setzen wir

(XY = /G (Ad(g)X, Ad(g)Y) dg,

wobei wir das Haar-Mafl benutzen. Wegen der Kompaktheit von G ist dieses In-
tegral stets endlich. Ferner ist die Bilinearitéit von (-,-)’ sofort ersichtlich auf-
grund der Linearitiit des Integrals. Wir bekommen ferner (X, X)" > 0, da (-,-)
positiv definit ist und das Integral {iber nichtnegative Zahlen nichtnegativ ist.
Haben wir (X, X)" = 0, so muss (Ad(g)X,Ad(g)X) = 0 fiir alle g gelten, denn
(Ad(g)X, Ad(g)X) ist stets nichtnegativ und stetig, d.h. géibe es ein (Ad(g)X, Ad(g)X) >
0, so wire die Funktion auch in einer Umgebung von g positiv, d.h. das Integral
wiire positiv. Gilt jedoch (Ad(g)X,Ad(¢g)X) = 0, so muss X = 0 sein, da (X, X)
positiv definit ist. Also ist auch (X, Y>/ positiv definit; und somit ein Skalarpro-
dukt.
(2) Wir haben gefordert, dass das Skalarprodukt unter der adjungierten Wirkung

invariant ist, d.h. fiir alle XY, Z € g gilt

d

dt
Allerdings wissen wir, dass

(Ad(exp(tZ))X, Ad(exp(tZ))Y) |—o= 0.

%Ad(exp(tZ))X lt=0=ad(Z2)X
und damit gelangen wir mit der Produktregel zu
(ad(2)X,Y) + (X,ad(Z2)Y) = 0
(ad(2)X,Y) = —(X,ad(2)Y),
d.h. ad(Z) ist schiefadjungiert. O
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Hauptresultat: Jetzt kommen wir zum Hauptresultat dieses Abschnitts: Zwei
beliebige maximale Tori T, 7" sind stets zueinander konjugiert.

Bevor wir das beweisen, kann man sich vielleicht erstmal Gedanken machen,
wie man so einen Beweis am besten angehen kénnte. Es klingt recht stressig, ein g
finden zu miissen, sodass ¢T'g~ ' = T, d.h.

VteT :gtgeT.

Wie soll man ein g finden, dass so vielen Inklusionsbeziehungen auf einmal geniigt?
Nun, hierzu kénnte man vielleicht das erste unserer beiden technischen Hilfsmittel
verwenden. Anstatt ganz T zu betrachten, wihlen wir uns einen Ein-Element-
Erzeuger u fiir T' und ' fiir 77. Befassen wir uns nun erstmal mit der einfachen
Frage, wie man
VteT:teT

priifen kann (wegen der Maximalitéit von 7 und T ist die obige Aussage offenbar
dquivalent zu T'= T”), indem man nur auf die Erzeuger « und u’ guckt. Schlieflich
hat ein Torus T unendlich viele denkbare Erzeuger u. Schnell erkennt man, dass
wenn T = T" gilt, u und v’ in der gleichen abelschen Untergruppe liegen, d.h. v'u =
uu’. Andererseits, kommutieren u und v’ und wéren T und 7" unterschiedlich,
so konnte man das Lie-Algebra-Element U mit exp(U) = u [beachte, dass wir
bewiesen hatten, dass die Exponentialabbildung auf Tori surjektiv ist] einfach an
die Lie-Algebra von T” "ankleben" und bekiime eine entsprechende grofiere abelsche
Lie-Algebra und somit eine groéflere zugehorige Lieuntergruppe, die wieder abelsch
und zusammenhingend wéire. Allerdings war T’ schon ein maximaler Torus, d.h. so
etwas kann es nicht geben. Es folgt 7= T’. Zusammengefasst: Das Kommutieren
der Erzeuger u und v’ ist dquivalent dazu, dass T und T” gleich sind. So, damit kann
man also die Gleichheit zweier maximaler Tori vollstdndig mittels zweier Erzeuger
priffen. Sind U und U’ die Lie-Algebra-Elemente zu v und «’, geniigt es daher
[U,U'] = 0 zu zeigen, um die Gleichheit der Tori zu bekommen. Wie ist das nun
mit der Konjugation? Nun, das Differential der Konjugation in der Lie-Gruppe ist
gerade Ad (am Einselement), d.h. die Gleichheit zu einem konjugierten Torus zeigt
man, indem man [U, Ad(¢g)U’] = 0 beweist. Wir miissen also lediglich ein g € G
finden, dass eine fest gewihlte Lie-Klammer verschwinden lidsst. Das klingt viel
leichter handhabbar als die Klasse von Inklusionsbeziehungen, mit der wir diesen
Gedanken begonnen haben. Also, auf geht’s:

PROPOSITION 7. Es sei G eine kompakte Lie-Gruppe und T,T' zwei mazximale
Tori. Dann gibt es ein u € G mit

gTg ' =T,
d.h. alle mazximalen Tori sind konjugiert zueinander.
PRrROOF. 1.) Wir betrachten zunichst nur den maximalen Torus T. Es sei
u € T ein topologischer Erzeuger. Da die Exponentialabbildung surjektiv auf den

Torus abbildet, gibt es ein U € g mit u = exp(U).
2.) Nun definieren wir fiir ein beliebiges X € g die reellwertige Funktion

Fx:G — R
g — (Ad(9)U X).

Wegen der Kompaktheit von G besitzt diese Funktion sicher ein Extremum, sagen
wir g. Dann muss aber fiir jede Kurve, die durch § geht, die Ableitung von F'x
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entlang der Kurve null sein. Beachte dazu, dass « : t — exp(tV)g eine Kurve ist
mit v(0) = g. Also gilt fiir alle "Richtungen" V' € g:

d .
0 = @F(exp(tv)g) li=o

= %(Ad(exp(tV)g)U, X) i=o0

= %(Ad(exp(tV))Ad(f])Uv)Q |lt=0

_ <;t Ad(exp(tV)) i< Ad<g>U,X>

= (ad(V)Ad(§)U, X)

= —(ad(Ad(g)U)V, X) (Antikommutativitit der Lie-Klammer)

= (V,ad(Ad(§)U)X) (Schiefadjungiertheit von ad(-)).
3.) Nun war V € g aber beliebig, d.h. es gilt (V,ad(Ad(§)U)X) = 0 fiir alle V.
Wegen der Nichtentartung des Skalarprodukts folgt damit ad(Ad(§)U)X = 0 bzw.

[Ad(g)U, X] =0.
4.) Nun ist Ad(§—!) ein Automorphismus der Lie-Algebra, d.h. wir bekommen
[Ad(5™Y) Ad()U, Ad(GH)X] = 0
[U,Ad(g"HX] = o.

5.) Dies bedeutet aber, dass die Elemente exp(U) und exp(Ad(§~1)X) der Gruppe
kommutieren. Nun ist exp(U) aber ein topologischer Erzeuger des Torus T, d.h.
wenn Elemente mit exp(U) kommutieren, dann kommutieren sie mit dem gesamten
Torus. Dann muss aber
exp(Ad(g™HX)eT
sein. Aber
T3 exp(Ad(5™")X) = 5~ exp(X)3.

Nun war bis jetzt X € g vollig beliebig. Nun wihlen wir X als topologischen
Erzeuger des zweiten maximalen Torus 7’. Dann folgt aus obigem, d.h. aus
g lexp(X)g € T aber, dass g7 'T'g C T und aus Symmetriegriinden sind wir
fertig. O

4. Allgemeiner Konjugationssatz

4.1. Berechnung einiger Ableitungen en Detail. Wir betrachten die Ab-
bildung ¢ : R? — G. Weiter sei ¢ : R — R? die Abbildung ¢ +— (,t). Dann gilt

Lot0) im0 = (poa)(®) imo
= d(¢oq)i(er) |i=0
= ddy0) © dgo(er)
= (d¢(0,0) o (1,1))(ex)
= ddg (e e1)
= do,0)(€1,0) +dd(0)(0,e2)
d

d
= %éﬁ(tao) lt=0 +@¢(0,t) lt=0 -
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Insbesondere folgt fiir die Abbildung ¢(s,t) := exp(tX)gexp(—tX) dass

%(exp(tX)gexp(—tX)) li=o = %exp(tX)g lt=0 +%gexp(—tX) lt=0
d(Rg o exp(tX))o(er) + d(Lg o exp(—tX))o(e1)
(ng)exp(O) o (dexp)o(e1) + (dLg)eXP(O) o (dexp)o(—e1)
(dRg)e(e1) — (dLg)e(er).

ProrosITION 8 (E. CARTAN). Es sei G eine kompakte, zusammenhdngende
Lie-Gruppe und T ein beliebiger mazimaler Torus. Dann gilt

G=J g9,

geG

d.h. jedes Element der Gruppe ist konjugiert zu einem FElement des mazimalen
Torus.

PROOF. (VARIANTE 1) Wenn wir bereits wiissten, dass die Exponentialabbil-
dung dann surjektiv ist, konnten wir das ganz schnell beweisen: Es sei g € G
beliebig. Wegen der Surjektivitit der Exponentialabbildung gibt es ein V' € g mit
g = expV. Dann ist der Abschluss von {exptV }icr ein Torus, d.h. er liegt in
irgendeinem maximalen Torus 77, d.h. g € T’. Nach Prop. (7) ist dieser Torus
T" aber konjugiert zu unserem Torus T, d.h. es gibt ein h € G mit hT"h~™! = T.
Dies bedeutet aber hgh~! € T. Demnach liegt jedes Element g der Gruppe in einer
Konjugation von T', d.h. die Vereinigung aller Konjugationen von 7T ist bereits die
gesamte Gruppe. O

Wir wissen aber (noch) nicht, dass die Exponentialabbildung kompakter Grup-
pen surjektiv ist. Man kann das aus dem Satz von Hopf-Rinow folgern; wir werden
aber stattdessen ein direktes Argument geben. Mit diesem Resultat wird es uns
dann moglich sein, die Surjektivitit der Exponentialabbildung zu beweisen, sodass
sich der Kreis schlief}t.

Der folgende Beweis nimmt in der Form hier iiber 2 Seiten ein. Das rithrt ganz
wesentlich daher, dass wir quasi alle Details vollkommen hineingeschrieben haben.
Man sollte sich deshalb nicht vor der scheinbaren Linge entmutigen lassen; schreibt
man den Beweis ziigig auf, so benétigt man ca. eine 4/5 Seite.

PROOF. (VARIANTE 2) Die Lie-Gruppe G ist kompakt und T ist (als Torus)
selbstverstindlich auch kompakt. Somit ist G x T" kompakt. Wir definieren die
Abbildung

K:GxT — G
(9,t) — gtg™".

Selbstverstindlich ist K stetig und deswegen ist das Bild von K, was wir Y nen-
nen wollen, auch kompakt und deshalb abgeschlossen in G. Wir wollen nun die
Surjektivitit von K zeigen. Dazu werden wir zeigen, dass Y auch offen in G ist.
Da G zusammenhingend ist, muss eine Menge, die sowohl offen als abgeschlossen
ist, notwendigerweise @ oder ganz G sein, @ kommt aber nicht infrage, da das Bild
einer Abbildung nichtleer ist. Es bleibt also zu zeigen, dass Y offen ist. Das machen
wir via Induktion iiber die Dimension der Lie-Gruppe.

1.) Um Offenheit zu zeigen, beweisen wir, dass mit jedem Element y € Y auch eine



MAXIMALE TORI 9

Umgebung von y in Y liegt. Dies brauchen wir aber nur fiir y € T zeigen, denn ein
beliebiges y € Y ldsst sich (eben weil es das Bild von K ist) in der Form

y =gty

mit ¢ € T schreiben. Aber die Konjugation g(...)g~! ist ein Homéomorphismus
von G auf sich selbst, d.h. liegt um t eine offene Umgebung ganz in Y, so konnen
wir diese via g(...)g~! zu y verschieben und haben dann eine offene Umgebung von
vy, die vollstédndig in Y liegt.

2.) Also sei y € T beliebig. Nun machen wir eine Fallunterscheidung;:

e Fsseiy € TNZ(G). Wenn y zudem noch im Zentrum der Gruppe ist,
kénnen wir das ganz einfach mit der vorangehenden Proposition zeigen:
Dann ist fiir eine entsprechende Nullumgebung V nimlich yexp(V) eine
offene Umgebung von y (denn exp war ein Diffeomorphismus in einer
Nullumgebung). Fiir ein V ist {exp(tV)}ier ein Torus, d.h. liegt in
einem maximalen Torus, d.h. es gibt (fir t = 1) ein g € G und t € T' mit

exp(V) = gtg™".
Also haben wir

yexp(V) = ygtg™'

und weil y im Zentrum liegt
= glyt)g™",

Also gilt yexp(V) € Y. Macht man dies fiir alle V € V, so folgt, dass eine
Umgebung von y in Y liegt.

o Esseiye T\ Z(G). [a] Nun kommt der aufwendigere Argumentationss-
chritt, da der nette Trick mit dem Zentrum jetzt nicht mehr funktioniert.
Es sei Cg(y) der Zentralisator von y, d.h. die Untergruppe von G der
Elemente, die mit y kommutieren. Weiter sei H := Cg(y)°, die zusam-
menhingende Komponente von Cg(y) um das Einselement; ebenfalls eine
Untergruppe von G, wie wir wissen. Wegen y ¢ Z(G) ist H echt kleiner als
G [in H sind nur die Elemente, die mit y kommutieren; wegen y ¢ Z(G)
gibt es mind. ein Element, dass nicht mit y kommutiert] und hat deswegen
auch geringere Dimension als G (genauer: Hitte H die gleiche Dimension
wie G, so hétten die Lie-Algebren gleiche Dimension. Da die Lie-Algebra
von H aber eine Unteralgebra von G ist, wiren die Lie-Algebren gleich
- und somit die Gruppen. Das widerspricht aber y ¢ H). Zudem ist H
ebenfalls eine kompakte Lie-Gruppe, wegen -°erzwungenermaflen zusam-
menhéngend und natiirlich gilt T C H, denn y € T und T ist (als Torus)
natiirlich abelsch, d.h. alles kommutiert mit allem, u.a. also auch mit
y. Da H echt kleinere Dimension hat, gilt unsere Proposition per Induk-
tionsvoraussetzung: Wir wissen, dass

K:HxT — H
(9,t) — gtg™'

surjektiv ist. Das miissen wir jetzt irgendwie in eine Aussage iiber GXxT —
G tibersetzen:
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[b] Dazu betrachten wir die Abbildung
K:GxH — G
(9:h) — ghg~
und wollen zeigen, dass ihr Bild auch Y ist. Es ist klar, dass ¥ C im(K),

denn T C H. Nun sei aber ¢ € im(K), d.h. es gibt g € G und h € H

1

mit ghg~! = ¢q. Mittels der Surjektivitsit von K konnen wir h als gt§—*
schreiben, d.h.
q=ghg™' = 95 tg7"g"",
N S——
ge €eG

dh. ¢geimK =Y. A
[c] (1) Nun betrachten wir das Differential der Abbildung K : Gx H — G
bei (e,y). Fiir die erste Komponente X € g bekommen wir

K L (X,0) = 5 fexp(tX )y exp(~1X)) oo
denn exp(tX) ist eine Kurve durch e mit dem Tangentialvektor X.
— AR, (X) - dLy(X),

wie in der Vorbemerkung zu diesem Beweis [dort hatten wir das bereits
ausgerechnet]. Damit bekommen wir

= dLy(dRydLy-:(X) — X)),
denn Ly o Ry o L, (z) = y((y '2)y) = zy = Ry(z).

= dLy(Ad(y™") — id)(X),

da Ad(y~!') genau das Differential der Konjugation (d.h. Ry o L,-1) mit

y~! war; per Definition.

= dK |(e.y) (9,0) = dLy(Ad(y™") — id)(g).
(2) Fiir die zweite Komponente bekommen wir fiir ein X € T, H (wir
stellen das dar als X = dL,(Xo) mit X, € h, damit wir das Problem in
der Lie-Algebra (also dem Tangentialraum an der Eins) angehen kénnen)

- d
K |(e,y) (07X) = &(e Ly o exp(tXO) 6_1) |t:0
—_————

Kurve durch y in Richtung X

= dL,o %exp(th) lt=0
= dLy(Xoy)=X.
= dK l(ey) (0,dLy(h)) = dLy(h).
Somit ergibt sich fiir das Bild des Differentials dK l(e): 8 X dLy(h) —
dLy(g):
imdK |(ey) = dLy(Ady™") —id)(g) +dL,(h)
= dLy(h+imy o(Ad(y~") —id)).

Nun besteht der Kern (bzgl. g) der Abbildung (Ad(y~!) — id) genau
aus den Elementen der Lie-Algebra, die durch y~! nicht echt konjugiert
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werden, d.h. y~lzy = = bzw. y 'z = xy~!, d.h. der Elemente die mit
y~! kommutieren! Aber das ist ja gerade der Zentralisator von ¥, also
unser H bzw. die zugehorige Lie-Algebra b, d.h. b = kerp,q1. o(Ad(y~!) —
id). So, und nun klart sich alles auf, denn so bekommen wir

= dL, (kerp,g1. g(Ad(y_l) — id) + imypy1. g(Ad(y_l) —1id))

und weil Ad eine Isometrie ist, zerlegt sich der Raum orthogonal in Kern
und Bild, d.h. die obige Summe ist bereits ganz g, d.h.

= dL,(g).

Nun ist dL, trivialerweise invertierbar, d.h. hat vollen Rang. Demnach
hat das Differential von K bei (e,y) voller Rang, d.h. es liegt noch eine
offene Umgebung von I@((e, y)) = y komplett im Bild, d.h. in Y. Das ist
aber genau, was wir noch brauchten.

Fertig (zurecht, war ja auch eine Menge Arbeit bis hier her). O

Nun folgt, dass die Exponentialabbildung surjektiv ist, denn jedes Element
x € G kann ich nun als gtg~! mit g € G und t € T schreiben. Wir hatten bereits
ganz zu Beginn gezeigt, dass die Exponentialabbildung auf dem Torus surjektiv ist,
d.h.
z = gexp(X)g~"
fiir ein geeignetes X € g. Das ist aber mittels der universellen Eigenschaft der
Exponentialabbildung nichts anderes als

2 = exp(Ad(g)X),
d.h. z € imexp(g).

5. Negativbeispiel

Zum Abschluss wollen wir noch kurz zeigen, dass diese Eigenschaften kom-
pakter, zusammenhéngender Lie-Gruppen keineswegs zu erwarten sind. Sie sind
némlich in endlichen Gruppen, die sonst vielfach als Prototyp fiir die Theorie kon-
tinuierlicher Gruppen verwendet werden, alle obigen Resultate schlichtweg falsch.
Stattdessen gilt:

PROPOSITION 9. Es sei G eine endliche Gruppe mit einer Untergruppe T, die
alle Konjugationsklassen schneidet. Dann gilt

T =G,
d.h. es gibt keine "interessanten” Untergruppen T mit dieser Eigenschaft.

Proor. Da T jede Konjugationsklasse schneidet, lisst sich jedes Element der
Gruppe als gtg~—! mit ¢ € T schreiben, d.h. jedes Element von G liegt in gT'g~! fiir
ein passendes G. Also gilt

(5.1) G =JaTg ",
gi
wobei ¢1,...,¢, ein minimaler Satz von Erzeugern der einzelnen Konjugation-

sklassen sein soll.
Wieviele Erzeuger benotigen wir? Es sei U die Menge aller Untergruppen von G.
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Nun, die Gruppe G wirkt auf & durch Konjugation. Wegen (5.1) enthélt der Or-
bit von T" € U genau r Elemente [die r zu T konjugierten Gruppen]. Nach der
Orbitgleichung gilt jedoch
|G- T| = |G|/ |Stab(T)] .

Esist |G- T|=r und

Stab(T) = {g € G mit ¢gTg~* = U}.
Freilich gilt fiir alle t € T aber tTt~! = T (C ist klar, = weil invertierbar), d.h.
|T| < |Stab(T)|. Somit bekommen wir

G| G|
5.2 =<7
(5:2) "7 IStab(T)] = [T
Nun haben alle konjugierten Gruppen g¢;7'g;” ! genau |T| Elemente, und alle en-
thalten das FEinselement, d.h. sie iiberlappen sobald es mehr als eine konjugierte
Gruppe gibt, d.h. die Vereinigung aller dieser Gruppen hat echt weniger als r - |T|

Elemente:
Gl =|JgiTg | <r-1T].
9i
Aber r - |T| < % -|T| = |G| nach (5.2). Aber |G| < |G| ist ein Widerspruch, d.h.

es kann nur eine konjugierte Gruppe zu T geben; T selber, d.h. G =eTe ' =T.
O



