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Zusammenfassung

Hauptanliegen der vorliegenden Betrachtung ist die Untersuchung der Uberlage-
rungen von Liegruppen. Beginnend mit der weitestgehend anspruchslosen (nicht zu-
letzt wegen derzeitigen Beweismangels) Grundlagendarstellung der Uberlagerungs-
theorie topologischer Radume mit dem erklarten Ziel, Hilfsmittel und zentrale Aus-
sagen zur spateren Anwendung zu gewinnen, die dabei bis zur vollstandigen Klassi-
fikation (bis auf Isomorphie) von Uberlagerungen fortschreitet, rickt im Hauptteil
die Kategorie der Liegruppen in den Vordergrund. Nach kurzer, aber ergebnisrei-
cher, Struktursuche in den Uberlagerungsriumen glatter Mannigfaltigkeiten, erhélt
der algebraische Aspekt zentrale Bedeutung. Es findet sich zu jeder Liegruppe eine
universelle Uberlagerung mit Liegruppenstruktur und ein unerwarteter Zusammen-
hang zwischen ﬂberlagerungsprojektionen und den Einschrankungen ihres Differen-
tials, gefolgt von einem bemerkenswerten Existenz- und Eindeutigkeitskriterium fiir
Liegruppenhomomorphismen bei gegebenen Homomorphismen ihrer Liealgebren. In
diesem Zusammenhang erlangen einfach zusammenhéngende Liegruppen eine beson-
dere Auszeichnung, und alles fiihrt (allerdings weitesgehend ohne detaillierte Bewei-
se) zum ausgesprochenen Hauptresultat: einer Korrespondenz von Isomorphieklassen
einfach zusammenhéngender Liegruppen und Isomorphieklassen von Liealgebren.
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4 Kapitel 1. ﬁberlagerungen topologischer Rdaume

1 ﬁberlagerungen topologischer Raume

Ausgehend von einem weg- und lokal wegzusammenhéngenden topologischen T5-
Raum entfalten wir im Sinne eines einfithrenden Ausflugs die Grundpfeiler der Uber-
lagerungstheorie mit dem Ziel ihrer (bis auf Isomorphie) vollstandigen Klassifikation.
Hierbei erfolgt nicht nebenbei die Ansammlung von Hilfsmitteln und Kriterien die
bei der Uberlagerung von Liegruppen im Hauptteil dieser Betrachtung schonungslose
Anwendung finden. Zu Beginn hilft ein wenig Kategorientheorie bei der Erfassung des
Uberlagerungsbegriffs, dann folgen Hochhebungsstudien und algebraische Genetik,
die bald zur weiteren Verfeinerung der Uberlagerungskategorie und zur Klassifikation
ihrer Objekte fiithren.

1.1 Topologische Raume iiber X & lokale Trivialitat

Zu Beginn richten wir eine Sprechweise ein, die es erlaubt den Uberlagerungsbegriff
kurz und préazise zu fassen. Es handelt sich dabei im wesentlichen um die Katego-
riesierung der Klasse von topologischen Réumen iiber einem (topologischen) Raum
X.

Definition 1.1. Sei X ein topologischer Raum. Ein topologischer Raum iiber
X ist ein Paar (Y, p), bestehend aus einem topologischen Raum Y und einer stetigen
surjektiven Abbildung p: Y — X. Fiir z € X heit die Urbildmenge Y, := p~!(z) C
Y die Faser iiber 2. Fiir U C X ist unter Y|y die Einschrankung (p~(U), pl,-1 (1))
zu verstehen.

Definition 1.2. Die Kategorie %

 der topologischen Raume tiber X wird durch
folgende Daten gegeben:

e Die Objekte von 77:)( sind die topologischen Raume (Y, p) iiber X

e Ein Morphismus v € %X ((Y,p), (Y',p')) ist eine stetige Abbildung mit p’ o
v = p, die also das Diagramm

Y

¥ v/
X
kommutativ macht.

e Die Verkniipfung von Morphismen v : (Y,p) — (Y',p/) und v : (Y',p') —
(Y",p") ist gegeben durch die Komposition von Abbildungen v o~ : (Y,p) —

("9,
Lemma 1.3. 77:)( 15t eine Kategorie.

Beweis. Die Assoziativitat der Verkniipfung von Morphismen in %X

(Y, p) l} (Y/,p/) l} (Y”,p//) ’Y_) (Y’”,p/”)
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ist erfiillt, da die Kompositon stetiger Abbildungen assoziativ ist. Es ist zu zeigen,
daf} die Verkniipfung zweier Morphismen von (6];)(

(Y,p) = (Y',p)) = (Y",p")
tatsdchlich einen Morphismus 7/ oy = 7'y € %X ((Y,p), (Y, p")) liefert, d.h. eine
stetige Abbildung +'y mit p” o 4y = p. Da im Diagramm

Y 2l > Yl ’\/ S Y//
X
beide Teildreiecke kommutativ sind, gilt unter Verwendung der Assoziativitét
p = poy
= (p"oq)oy=p"0(y 07
= o9,
womit sich +'y als Morphismus von Z erweist. Die Identitatsabbildung idy :
Y — Y liefert die Identitét idgy,,) in 7 , denn fiir f € j ((Y,p), Y',p')) und
9€ Ty (Y',9), (Y, p)) gilt
id(va) cg=g und f o id(Y,p) = f
Damit ist der Kategorienachweis erbracht. O

Zwei topologische Raume (Y, p) und (17,@ iiber X sind dann isomorph in L%:X,

wenn es einen Isomorphismus h : (Y,p) — (Y,p), d.h. einen Homdomorphismus

h:Y—>l~/gibt, so daf3
Y h v
N
X

kommutiert. Zu bemerken ist, dal h die Faser Y, homGomorph auf die Faser Y, iiber
x abbildet. Laflit man als Morphismen nur Homoomorphismen zu, so erhélt man die
verminderte Kategorie ,) , die jedoch ein Gruppoid ist.

Definition 1.4. Ein topologischer Raum (Y, p) iiber X heifit trivial, falls es einen
topologischen Raum T" gibt, so dal (YV,p) = (X x I',pry) in /%X ist. Dabei be-
zeichnet pry oder pr; die kanonische Projektion auf die erste Komponente.

Nun fordern wir diese Art von Trivialitdt als lokale Eigenschaft.

Definition 1.5. Ein topologischer Raum (Y, p) iiber X heifit lokal trivial, falls es
zu jedem x € X eine Umgebung U, C X gibt, fir die Y|y, = (p_l(Ux),p|p_1(Uz))
trivial ist. Man bezeichnet X als Basis und Y als Totalraum.
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Das nachstehende Diagramm verdeutlicht die Situation eines lokal trivialen Raumes

p N U) —= Uy xT
plpl(le; A
U.

Kategorienfrei 148t sich der Sachverhalt auf folgende Weise schildern:

Definition 1.6. Der Homdomorphismus ¢, : p~1(U,) = U, x T heifit lokale Tri-
vialisierung tiber U,. Eine stetige Abbildung p : ¥ — X heifit lokal trivial, mit
typischer Faser I', falls jeder Punkt x € X eine Umgebung besitzt, tiber der eine
lokale Trivialiserung mit typischer Faser I' existiert.

Dieser Abschnitt schliet mit der

Notiz 1.7. Fir den Fall, da$} fiir eine Umgebung U, von z € X die Einschriankung
Y|y, trivial ist, gilt

Yo, = (07 (Ua)splprwsy) = (Us X Yoo pry,) in T
da aufgrund der Faserhomoéomorphie
Y, =p lz)~ pr(}i (x) ={z} xT'~T firallezeU,
gilt und der Homdomorphietyp der Fasern p~!(z) lokal konstant ist.

p @) ————{a} xI'~T

P| 71(1) A

Sind alle Fasern zu einem festen Raum I' homomorph, so ist (Y, p) lokal trivial mit
typischer Faser I'. Bei zusammenhéngenden Basisraumen ist der Homoéomorphietyp
der Fasern sogar global konstant.

1.2 Der Uberlagerungsbegriff

Nach Bereitstellung einer geeigneten Terminologie begriindet nun die folgende Defini-
tion den Uberlagerungsbegriff. Hierbei betrachten wir als Basis nur zusammenhéngen-
de Rdume X, was jedoch keine wesentlich Einschréankung der Allgemeinheit bedeu-
tet, da eine Uberlagerung eines unzusammenhiingenden Raumes in Uberlagerungen
der Zusammenhangskomponenten zerfillt. Als weitere Forderung an X sprechen wir
den lokalen Wegzusammenhang aus.

Definition 1.8. Sei X ein topologischer Raum. Eine ["J'berlagerung von X ist
ein lokal trivialer Raum (Y,p) iiber X mit diskreter typischer Faser I'. Y wird als
Uberlagerungsraum bezeichnet und p als die Projektion der Uberlagerung.
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Satz 1.9. Ein topologischer Raum (Y,p) dber einem zusammenhdngenden Raum
X ist genau dann eine Uberlagerung von X, wenn fir jedes x € X eine offe-
ne Umgebung U, existiert, deren Urbild p~*(U,) C Y eine disjunkte Vereinigung
von offenen Mengen Vm(i) C Y ist, die durch die jeweilige Einschrankungsabbildung
p]VI(i) : Vx(i) =U, homéomorph auf U, abgebildet werden.

Beweis. Dieser Satz hat hauptséachlich illustrativen Charakter. Er beinhaltet die ge-
brauchliche Definition von ["Jberlagerungen. Wir zeigen hier lediglich die (im Grunde
offensichtliche) Aquivalenz dieser Definitionen, um mit der Handhabung des Uber-
lagerungsbegriffes vertraut zu werden.

(=) Sei zuniichst (Y, p) eine Uberlagerung von X im Sinne obiger Definition. Dann
gibt es zu jedem Punkt x € X eine Umgebung U, mit

Yo, = (07 (Ua),Plp-1v)) = (Ue x Typry,)  in T,

was nichts anderes bedeutet, als da8 p~!(U,) und U, x T iiber U, homéomorph
sind, was das kommutative Diagramm

pil(Ux) ix Uz x I
pb;;;\\\ %//ggl
Us

zum Ausdruck bringt. Bezeichne ¢, diesen Hom6omorphismus, der also eine
lokale Trivialisierung iiber U, ist. Da I' diskret ist, ist das Produkt

szI‘zHUgcx{y}
yel’

homéomorph zur topologischen Summe der offenen Mengen U, x {y}, die je-
weils wiederum homéomorph zu U, selbst sind. Anwendung der inversen Ab-
bildung ¢, ! liefert

%;1 HUxX{y} = H@;l(Uxx{y})a

yel’ yel’

wobei die Mengen v = 071 (Us x {y}) offen in Y sind. Man findet somit,
da das Urbild von U, unter p die disjunkte Vereinigung offener Mengen ist,
und es gilt zudem fiir alle y € I’

el Wiy o Ue x {y}) — Up x {y} = Uy,

d.h. die Einschrankungen p[v<y) bilden die Mengen Vx(y) fiir alle y € I' homéomorph
auf U, ab.
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(«<=) Sei nun umgekehrt eine Uberlagerung (Y,p) im neuen Sinne gegeben. Dann
gibt es zu jedem x € X eine Umgebung U,, so dafl

P )= [T v

yep~1(x)

ist mit offenen disjunkten Mengen Vx(y) C Y, und es gibt eine Homoomorphis-
menfamilie
H, = {p|vz<y) VY Uw}

die durch die Einschrénkungen von p auf die offenen Mengen Vx(y) gegeben ist.
Die kanonische Homéomorphie U, ~ U, x {*} liefert aufgrund der Transitivitét

)
yep~1(x)

VW ~ U, x {y}

mittels eines Homéomorphismus gpx|v<y). Definiere ¢, durch
po 7 (U) — U x p7 (@), € (Pl e (),

wobei y¢ € p~!(z) denjenigen Punkt der Faser bezeichnet, so daff £ € Vx(yg)
gilt. Es sind offensichtlich, da8 ¢, ein Homdomorphismus ist, da p~!(U,) die

disjunkte Vereinigung der offenen Mengen Vx(y) ist und die Einschrankungen
p|v(y> Homo6omorphismen sind. Insbesondere gilt

Paly, o (V:p(y)> = U x {y}.

Wegen

(pry, 0 02) (§) = pry, (plvjy@(é)’ys)
= P!VI@@ &)
= Ply-1w.)(©)
hat man das kommutative Diagramm

Px

p~ (U U, x p~M(x) -

plpl(UXA A

T

Die Faser p~!(z) trigt als Teilraum von Y die diskrete Topologie, da Vx(y) N

p~1(z) = {y} ist, und ist, da die Basis X zusammenhiingend ist, global vom
selben Homdomorphietyp. Setze I' := p~!(x), dann ist p~1(n) ~ T fiir alle
n € X. Somit ist

Y|y, = (Uy xT,pry.) in 6];(]1

(Y, p) ist also lokal trivial mit diskreter typischer Faser I
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Damit ist die Aquivalenz der beiden Definitionen gezeigt. Fiir die weiteren Betrach-
tungen stellt sich die letztere als praktikabel heraus. O

Der vorangehende Beweis gibt Anlafl zu weiterer Namensgebung. Die Summan-
den ;1 (U, x {y}) der topologischen Summe p~(U,) = [er ot (Up x {y}) =

HyeF V(y) heiflen Bldtter der Uberlagerung Im endlichen Fall bezeichnet man die

Kardinalitat der typischen Faser als die Bldatterzahl der Uberlagerung. Die ausge-
zeichneten Umgebungen U, von z € X heiflen zuldssige oder kanonische Umgebun-
gen von x beziiglich p.

Es stellen sich die folgenden grundlegenden Eigenschaften von Uberlagerungen her-
aus.

Lemma 1.10. Sei (Y,p) eine [jberlagerung von X. Dann ist die Uberlagemngspm—
jektion p: Y — X offen und ein lokaler Homoomorphismus.

Lemma 1.11. Ist (Y,p) eine Uberlagerung des semi-lokal einfach zusammenhangen-
den Raumes X. Erfillt X das zweite Abzihlbarkeitsaziom, dann ist auch der Uber-
lagerungsraum Y zweitabzahlbar.
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1.3 Hochheben von Wegen und Homotopien

Sind zwei topologische Rdume X und Z, eine stetige Abbildung f : Z — X und
sowie eine Uberlagerung (Y, p) von X gegeben, so ist es von grofem Interesse, etwas
tber das Hochhebeverhalten der Uberlagerung in Erfahrung zu bringen, némlich ob
f zu einer Abbildung f : Z — Y hochgehoben werden kann. Zunéchst betrachten
wir eine spezielle Klasse von stetigen Abbildungen: Wege und ihre Homotopien.

Definition 1.12. Sei (Y, p) ein topologischer Raum iiber X und f : Z — X stetig.
Eine stetige Abbildung f : Z — Y heifit Hochhebung von f entlang p, falls f = po f
gilt.

Dieser Sachverhalt wird durch das kommutative Dreieck

_
P
7 4f> X
veranschaulicht. Wir beginnen mit einem Eindeutigkeitssatz fiir Hochhebungen bei

Uberlagerungen. Die Existenz schieben wir ein wenig auf.

Satz 1.13. Sei (Y,p) eine Uberlagerung von X. Ist Z zusammenhdngend und sind
f f Z — 'Y Hochhebungen von [ : Z — X mit f(zo) f(zo) fiir ein zg € Z, so

gilt f = f.

Beweis. Sei Z := {z ENZ]f(z) = f(zl} Es ist zu zeigen, daB Z = Z ist. Da Z
zusammenhédngend und Z wegen 29 € Z nichtleer ist, gentigt es nachzuweisen, daf3
Z offen und abgeschlossen ist.

7 _ist offen. Sei z € Z. Dann gibt es eine zuldssige Umgebung U von f(z) =
pf(z) = pf(2) € X beziiglich der Uberlagerung (Y, p), so da8 p~*(U) = U x F
tber U ist. Sei ¢ : p 1) =, U x F die lokale Trivialisierung iiber U. Wegen
f(z) = f(z) gibt es ein a € F mit of(2),0f(2) € U x {a}. Setze V :=

*1(U X {a}) C p~'(U). Dann ist V offen in p~'(U) und f(z) € V. Mit
= /L (V)N f~Y(V) C Z erhalten wir eine offene Umgebung von z. Da
pry durch Einschrankung einen Homdomorphismus U x {a} = U liefert, ist
auch ply wegen ply = pryluxqa} © wlv ein Homéomorphismus, insbesondere

injektiv.
VU x {a}
flw N
flw Pl Prulux {a)
w U
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Da f und f Hochhebungen von f entlang p sind, gilt p o f =po f = f,
insbesondere p|y o f ’W =plyof \W und aufgrund der Injektivitdt von ply
schliellich f \W f |W7 womit W C Z ist. Damit ist Z offen. O

o 7 ist abgeschlossen. Betrachte die Abbildung

Fxfiz—yxy, y— (Fw).fw).

Dann ist f x f stetig. Sei Dy := {(y,y)ly €Y} C Y xY die Diagonale in
Y xY. DaY hausdorffsch ist, ist Dy abgeschlossen in Y XY (eine Folge besitzt
héchstens einen Grenzwert). Somit ist (f x f)~1(Dy) = Z abgeschlossen in Z.

&

Es folth:Zund SO fzf O

Wir beschéftigen uns jetzt mit der Hochhebbarkeit von Homotopien bei Uberlage-
rungen.

Satz 1.14. (Homotopiehochhebungseigenschaft) Sei (Y,p) eine Uberlagerung
von X und Z ein kompakter, zusammenhdngender und lokal zusammenhdngender
Raum. Weiterhin sei f : Z — Y stetig und h : Z x I — X eine Homotopie mit
ho(z) = h(z,0) = po f(z) fiir alle z € Z. Dann existiert eine Homotopie h : Z x I —
Y mit ho(z) = f(z) und po h = h.

Die Uberlagerung p : Y — X besitzt also die Homotopiehochhebungseigenschaft
(HHE oder HLP), wenn das nachstehende Diagramm kommutiert:

Z x {0} f:—O>Y
k4

Zx1

Hieraus ergibt sich die Weghochhebungseigenschaft (WHE oder PLP) fiir Uberlage—
rungen.

Korollar 1.15. (Weghochhebungseigenschaft) Sei (Y, p) eine Uberlagerung von
X unda:I— X ein Weg in X. Weiterhin sei yo € Y derart, dafi a(0) = p(yo) gilt.
Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Hochhebung a von a entlang p mit Anfangs-
punkt a(0) = yo.

Die Weghochhebungseigenschaft bedeutet gerade, dafl das folgende kommutative
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Diagramm auf eindeutige Weise vervollstandigt werden kann:

{0} Y
4

a:' p

I- X

a

Beweis. Da das Einheitsintervall I C R zusammenhéngend ist, ist die Eindeutigkeit
der Hochhebung bereits bewiesen, denn existierten zwei Hochhebungen @ und @ von
a mit den genannten Eigenschaften, dann wire a(0) = a(0) = yo und somit nach
dem Eindeutigkeitssatz fiir Hochhebungen a = a.

Den Existenzbeweis liefert der Homotopiehochhebungssatz fiir den einpunktigen Fall
Z ={x}und f:Z — Y mit f(x) = yp. Die Projektion pr; ist dann ein Hom&omor-
phismus Z x I =T , der die Identifikation von Z x I und I erlaubt. Fasse also den
Weg a als Abbildung Z x I — X auf. Dann gilt a(*,0) = po f(x) = p(yp). Nach dem
Homotopiehochhebungssatz existiert nun eine Homotopie h:ZxI—> Y, so daf

poﬁ:a und 77,(*,0) = f(*) = yo.

Definiere a : I — Y durch a(t) := h(x,t).

() x {0y —7 Y

{x} x I m X
Damit besitzt a die gewiinschten Eigenschaften. O

Wir ziehen eine weitere Folgerung aus dem Homotopiehochhebungssatz.

Korollar 1.16. Sei (Y,p) eine Uberlagemng von X, und seien a,b : I — X zwei
Wege in X mit a ~ b (homotop mit festem Anfangs- und Endpunkt). Sind a und
b Hochhebungen von a und b entlang p mit a(0) = b(0) = yo € Y, so gilt auch
a(1) = b(1) und dariberhinaus a ~ b.

Beweis. Wegen a ~ b gibt es eine Wegehomotopie h: I x I — X mit
ho = a, hl =b

sowie

ht(0) = a(0) = b(0) und hi(1) =a(l) =b(1) firallet € I.
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Seien @ und b die eindeutig bestimmten Hochhebungen von a und b entlang p zum
Anfangspunkt yo. Nach dem Homotopiehochhebungssatz existiert eine Homotopie
h:Ix1—Y mit hp=aund poh =h.

ho=a

I x {0} Y
7

R ' p

IxT . X

Betrachte die Anfangspunktabbildung
a:I—Y, t— hy(0).

Wegen po hy = hy bildet « in die Faser iiber a(0) ab, also a(I) C Yo0) = p ' (a(0)).
Da « stetig und die Faser Y diskret ist, folgt, daBl « konstant sein muf, d.h.
ht(0) = a(0) = yo fiir alle ¢ € I. Insbesondere ist po hy = hy = b und hy(0) =
Yo = 5(0), was aus Eindeutigkeitsgriinden hy = b impliziert, womit @ ~ b ist. Fiir die
Endpunktabbildung

w:l —Y, t— hy(1)

gilt nun analog w(I) C Y,(1) und aus Stetigkeit von w und Diskretheit der Faser
ergibt sich, dafl w konstant ist. O

Wir stellen im Folgenden noch fest, dafl einfach zusammenhédngende Raume keine
iiberraschenden Uberlagerungen besitzen: die moglichen Uberlagerungsraume sind
lediglich hom6omorph zum Basisraum.

Satz 1.17. Ist (Y,p) eine Uberlagerung des einfach zusammenhdingenden Raumes
X, so ist die Projektion p ein Homoomorphismus.

1.4 Hochheben beliebiger stetiger Abbildungen

Nachdem sich im Zuge der vorangehenden Uberlegungen ein durchaus zufriedenstel-
lendes Ergebnis erreichen lief3, namlich, dafl Uberlagerungen die Weg- und Homoto-
piehochhebungseigenschaft besitzen, erhebt sich im natiirlichen Prozef} fortschreiten-
der Verallgemeinerung die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit von Hochhebungen
beliebiger stetiger Funktionen. Es ist nicht zu erwarten, daf jede beliebige stetige Ab-
bildung entlang einer Uberlagerungsprojektion eindeutig hochgehoben werden kann,
aber tatsdchlich lassen sich recht niitzliche Kriterien finden, die Existenz und Ein-
deutigkeit solcher Hochhebungen sicherstellen. Im Laufe der Untersuchungen zeigt
sich, daB das Hochhebeverhalten einer Uberlagerung im wesentlichen in Form al-
gebraischer Information genetisch in ihr verankert ist. Es handelt sich hierbei um
eine Gruppe, der sogenannten charakteristischen Untergruppe der Uberlagerung, die
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durch das Bild des von der Projektion induzierten Fundamentalgruppenhomomor-
phismus bestimmt ist. Dies spielt insbesondere bei der Klassifaktion von Uberlage-
rungen eine herausragende Rolle.

Da die Betrachtung der Fundamentalgruppe eines Raumes eine Punktierung fordert,
um den Schleifen einen Basispunkt zu geben, betrachten wir hier die punktierte Kate-
gorie 7}0 der topologischen Rdume mit Grundpunkt und grundpunkterhaltenden
stetigen Abbildungen sowie entsprechend die Kategorie %l() X,0) der punktierten
topologischen Raume iiber (X, zg).

Satz 1.18. (Exakte Homotopiesequenz) Sei ((Y,yo),p) eine Uberlagerung von
(X, z0). Bezeichne p, den induzierten Homomorphismus der Fundamentalgruppen
und T' := p~Y(z0) die Faser iber dem Grundpunkt xo. Sei @ die Hochhebung der
Schleife a in (X, zo) mit a(0) = yo, so definiere die Abbildung ~y : 71 (X, z9) — mo(T")
durch v([a]) :=a(1). Dann ist die Sequenz

1 — m (Y, 50) == m(X, 29) — mo(T) — 1
exakt.
Betrachtung der exakten Homotopiesequenz ergibt zunéchst

Korollar 1.19. Sei (Y, y0),p) eine Uberlagerung von (X,xq). Dann ist der indu-
zierte Homomorphismus der Fundamentalgruppe

px: m(Y, y0) — m1(X, 20)

ein Monomorphismus, dessen Bild aus den Homotopieklassen derjenigen Schleifen in
(X, zq) besteht, die entlang p geschlossen (d.h. zu Schleifen in (Y, yo)) hochgehoben
werden.

Dieses homomorphe Bild enthélt nun algebraisch die Hochhebeinformation der Uber-
lagerung beziiglich Schleifen. Dies veranlafit

Definition 1.20. Das Bild p. (m1(Y,y0)) C m1(X,z0) des injektiven Fundamental-
gruppenhomomorphismus p, heifit die charakteristische Untergruppe der Uber-
lagerung ((Y,yo0),p) und wird mit {f (Y, y0) notiert.

Wir sehen uns jetzt dem Hochhebungssatz stetiger Abbildungen gegeniiber, der ein
notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir Existenz und Eindeutigkeit von Hoch-
hebungen mit sich bringt.

Satz 1.21. (Hochhebung stetiger Abbildungen) Sei ((Y,yo),p) eine Uberlage-
rung von (X, xg), Z ein weqweise und lokal wequweise zusammenhédngender topologi-

scher Raum. Sei f : (Z,20) — (X, z0) stetig. Genau dann existiert eine Hochhebung
7+ (Z,20) — (Y.50) von f, wenn f. (my(Z, 20)) C G (Y,u0) gilt

™1 (Yv yD)

f* 7 uip* X\

f* _
T1(Z, 20) = ‘C(Y,yo)— m1(X, x9)
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Im Existenzfall ist f eindeutig bestimmt.

(Y, o)

jo7

(Z, 20) —> (X, x0)

Ist der Raum Z zudem einfach zusammenhéngend, so folgen Existenz und damit
Eindeutigkeit einer Hochhebung ohne weitere Voraussetzungen.

Korollar 1.22. Ist ((Y,yo),p) eine Uberlagerung von (X, o) und f : (Z,2) —
(X, m0) stetig mit einfach, weqweise und lokal wegqueise zusammenhdngendem Raum
Z. Dann existiert in jedem Fall eine Hochhebung f : (Z,z9) — (Y,y) von f mit

f(z0) =y fiir eine beliebig gegebenen Punkt y € p~!(xq).
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1.5 Klassifikation von I"Jberlagerungen

Nun erfolgt die Grundsteinlegung fiir die Klassifikation von Uberlagerungen eines
punktierten topologischen Raumes (X, zg). Dafiir ist es im Existenzbeweis notwen-
dig, eine weitere Forderung an X zu stellen. Dabei handelt es sich um den semilokal
einfachen Zusammenhang, d.h. fir jedes x € X gibt es eine Umgebung U, C X, der-
art, dafl jede Schleife in U, mit Grundpunkt xg nullhomotop in X, wobei die Beto-
nung auf der Globalitét ihrer Homotopie zur kontanten Schleife liegt (die Homotopie
findet in X statt, nicht lediglich in U,). Fiir die Klassifikation ist es zweckméfig, ei-
ne Kategorie der Uberlagerungen eines festen Basisraums X zu definieren. Letztlich
handelt es sich dabei natiirlich um eine Verfeinerung der Kategorie Q%X.

Definition 1.23. Die Kategorie Zenx der Uberlagerungen mit Basis X wird durch
folgende Daten bestimmt:

e Die Objekte von %gx sind Uberlagerungen (Y, p) von X.

e Die Morphismenmenge %zx ((Y,p), (Y',p')) ist gegeben durch stetige Abbil-
dungen f:Y — Y/, durch die das Diagramm

zu kommutieren beginnt.

Es ist offensichtlich, daf§ durch Zyx eine Kategorie gegeben ist. Die Isomorphismen

in Z#.x entsprechen wie gewohnt den Homoomorphismen zwischen den Uberlage-
rungsraumen, die die Kommutativitiat des obigen Diagramms hervorrufen. Entspre-

chend // deﬁmert sich auch die punktierte Kategorie //é( X ,z0)- Nun jedoch
zum Elndeutlgkeltssatz

Satz 1.24. (Eindeutigkeit) Seien ((Y,yo),p) und ((Y”,y5),p") Uberlagerungen von
(X, o) mit weqweise und lokal weqweise zusammenhdangenden Uberlagerungsrdaumen
Y und Y'. Genau dann gibt es einen Isomorphismus

(Y7 Z/O) i (Y/7y6) in %(X,x0)7
wenn {g(Y, Yyo) = (g(Y’,yé) gilt.

(Y, %0) Y/ yo)

N

X.%'()
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Satz 1.25. (Existenz) Sei X wegweise, lokal wegqweise und semilokal einfach zu-
sammenhdangend. Ist G C w1 (X, xg) eine beliebige Untergruppe, so gibt es eine weg-
weise und lokal wegweise zusammenhingende Uberlagerung ((Y,yo) ,p) von (X, xo)
mit ig(Y, yo) = G.

7?1(5:/, Yo0)
< (Y,yp) ————( (Y, %0)
\ [ v
(X, 20) (X, 20)

Beweis. Jeder Weg a in Y ist die eindeutig bestimmte Hochhebung des Weges poa
in X zum Anfangspunkt a(0). Dabei ist a genau dann eine Schleife, wenn

poal € ‘C(Y, )

ist. Deshalb ist der Endpunkt a(1) € Y bestimmt durch die Homotopieklasse [p o a].
Wir konstruieren damit die Punkte von Y aus Wegen in X.

e Definition von Y

Sei PX(zp,x) die Menge aller in xy beginnenden Wege in X. Erklire auf
PX (o, z) eine Aquivalenzrelation < durch

a”b <= a(l)=b(1) und [ab™!] € G.

Durch < ist tatsichlich eine Aquivalenzrelation gegeben, denn
1. [aa™ ] =[es]=1 € G, also a < a.
2. Falls a < b, dann [bafl]:[abfl]*l € G, also auch b L a.

3. Falls a < bund b < ¢, so ist a(1) = b(1) = ¢(1) und [ac™t]=[ab be™]
:[ab_l} [bc_l] €G, ie aXec.

Definiere
Y := PX(xq,z)/ <

als die Menge der Aquivalenzklassen [+] unter <.

e Definition der Projektion p: Y — X
Definiere nun die Abbildung p : Y — X durch

p(lalg) = a(1).

Der Wegzusammenhang von X impliziert die Surjektivitdt von p.
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e Topologie auf Y und Hausdorffeigenschaft

Fiir [a]ce Y sei U C X eine offene Umgebung von a(1). Setze

([a]g,U) = {[ab]g |be PU (a(1))}.

Die Menge B {( )} U {0} bildet eine Basis der Topologie T auf Y,
denn

1Y = (exo ,X)

2. Sind (al G,U1> <a2 - ) € B und st [c ] ([al]g,U1>ﬂ([a2]g,U2>,

dann gilt ([ ]g, Ui N Ug) <[a1]€, U1> N ([ag]g, U2>.

Es ist noch die Hausdorffeigenschaft des topologischen Raumes (Y, 7) nachzu-
weisen. Dazu seien [a1]c , [a2]¢ € Y mit [a1]e # [a2]e.

1. Ist a1(1) # aa(1), so gibt es aufgrund der Hausdorffeigenschaft von X
disjunkte offene Umgebungen U;,Us C X von a;(1) und ag(1), und es
gilt dann

([m]g , U1> N ([aﬂg , Ug) = (.

2. Ist andererseits a;(1) = aa(1), so existiert aufgrund des semilokal einfa-
chen Zusammenhangs von X eine offene Umgebung U C X von a;(1) =
az (1), derart, daf jede Schleife in U X-homotop zu einem konstanten Weg
ey 1ist.

O]

1.6 Fasertransport & Monodromie

Sei (Y, p) eine Uberlagerung von X und w : I — X ein Weg mit Anfang o und Ende
r1. Die WHE versichert, daf es zu jedem y € p~!(xg) eine Hochhebung w : I — Y
von w entlang p gibt mit w(0) = y. Fiir den Endpunkt der Hochhebung gilt stets
w(1) € p~!(z1). Wie schon gezeigt, sind fiir homotope Wege w ~ w’ die Endpunkte
ihrer Hochhebungen w, @' mit gleichem Anfang gleich: w(1) = w'(1).

Definition 1.26. Die Abbildung
-1 ~1
Tw) 2P (T0) —>p (71)
gegeben durch 71, (y) := w(1) heifit Fasertransport entlang w.

Lemma 1.27. Der Fasertransport T, hingt nur von der Homotopieklasse [w] ab
und hat die folgenden Figenschaften:

(F1) Tlow] = Tlw] © T[] Sur alle Wege v,w : I — X mit v(1) = w(0)
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(F2)
(F3)

(F4)

T[e*} =71 = idp—l(*)
Tiw) 8t bijektiv fir alle Wege w in X

T[w—l] = T[:U]l

Beweis. Da fiir homotope Wege w ~ w’ in X mit Hochhebungen w,w’ zum glei-
chen Anfangspunkt auch die Endpunkte de Hochhebungen iibereinstimmen, also

w(1)

= w'(1), hingt der Fasertransport 7, wegen Tp, = Tp, lediglich von der

Homotopieklasse [w] ab.

(F1)

(F2)

(F3)

Seien v,w : I — X Wege in X mit v(1) = w(0). Sei v : I — Y Hochhebung
von v entlang p mit Anfang v(0) = y € Y, ). Dann verbindet v die Punkte
y und 7,)(y). Analog gibt es eine eindutig bestimmte Hochhebung w von w
mit Anfang w(0) = 7,)(y). Dann ist w ein Weg von 71, (y) nach 7y, (71, (v))-
Das Produkt v - w ist nun eine Hochhebung von v - w mit (v - w)(0) = y und
(V- w)(1) = Tjy.y] (y). Somit haben wir

To-w] = Tho] © Tlo] * Yo(0) = Yu(1)s
was zu zeigen war.

Bezeichne e, den konstanten Weg in * € X. Die eindeutig bestimmte Hochhe-
bung ¢, von e, mit Anfang in y € p~!(x) ist dann der konstante Weg e, in y.
Somit ist
Te,)(y) = €(1) = ey(1) = y fiir alle y € p (%)
und damit
T[e*} =T = idp—l(*).

Sei w: I — X ein Weg in X. Betrachte den inversen Weg w™!. Der entspre-
chende Fasertransport ist gegeben durch
Tho-1 09 (x0) — p~(21).

Fiir die Kompositionen

1] © Tl 2 P (w(0)) — p~H(w(1)) — p~H(w(0))
und

Tl © T1] 2 P (w(1)) — p~H(w(0)) — p~H (w(1))
gilt nach (F1) und (F2)

Thw=1] © Tlw] = Tww=1] = Te, o] = 1dp=1(w(0))

sowie

Thw) © Tw=1] = Tw=tw] = T, )] = dp=1(w(1))-

Die Fasertransporte 7y, und 7,,-1j sind demnach Inverse und damit bijektiv.
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(F4) Da 7, und 7p,-1] inverse Abbildungen sind, gilt

Thw=1] = Tpy) -

Damit sind alle Einzelaussagen fiir den Fasertransport nachgewiesen. O

Wir beschéftigen uns nun mit der Operation der Gruppe 71 (X, zo) auf der Faser
Yz, = p_l(x())-

Definition 1.28. Die Rechtsoperation der Fundamentalgruppe (X, zg) des Ba-
sisraumes auf der Faser Y,,, wird gegeben durch die Abbildung

Yoo X (X, 20) — Yoo, (Y,w)—y-w:=7,(y) mitw = [w],
und wird als Monodromie-Operation bezeichnet.
Festzustellen sind die folgenden Eigenschaften der Monodromie-Operation:

Lemma 1.29. Fir die Operation Yy, X m1(X,z9) — Yy, der Fundamendamental-
gruppe der Basis X auf der Faser gilt

(M1)  (y-a)-B=y-(af) firaley € Yy, o, € m (X, x0)
(M2) y-1=y firalley € Yy,
(M3)  m(X,z0) operiert transitiv auf der Faser Yy, .

(M4) Die Standgruppe (m1(X, o)), an der Stelle yo € Yy, ist die charakteristische
Untergruppe (g(Y, Yo)-

(M5) Die Abbildung
¢ : g///(,)(Y" yo)\ﬂ-l (X7 m‘0) I YIO? ?}(Y; 3/0)04 — Yo - ( g(yv yO)a>
st bijektiv.
Zusammenfassend halten wir fest:

Satz 1.30. Ist ((Y,%0),p) eine Uberlagerung von (X,xq), so gibt es eine 1 : 1-
Korrespondenz zwischen der Menge g(Y, yo)\m1(X, z9) der Rechtsnebenklassen
und der Faser Yy, .

Hieraus lassen sich einfache Folgerungen die Blétterzahl der Uberlagerung betreffend
ziehen.

Korollar 1.31. Die Blitterzahl einer Uberlagerung ((Y,yo),p) von (X,xo) ent-
spricht dem Index von (Y, yo) in m (X, o).

Korollar 1.32. Ist ((Y,y0),p) eine Uberlagerung von (X, zq) und Y einfach zusam-
menhdngend, so ist die Blatterzahl gleich der Ordnung von m (X, xo).
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1.7 Decktransformation & normale ﬂberlagerungen

Im Folgenden beschéftigen wir uns mit Decktransformationen von Uberlagerungen.
Es folgt nun die Einfiihrung der Decktransformationen.

Definition 1.33. Eine Decktransformation einer Uberlagerung (Y, p) € Ob( %q()

[

ist ein Automorphismus (Y;p) = (Y,p) in Zx, oder mit anderen Worten: ein

Homéomorphismus Y Z Y iiber X. Bezeichne A(Y,p) die Menge aller Decktrans-
formationen der Uberlagerung (Y, p).

Die Decktransformationen A(Y,p) tragen auf naheliegende Weise eine Gruppen-
struktur.

Lemma 1.34. Bezeichne o die Komposition von Abbildungen. Das Paar (A(Y,p), o)
bildet eine Gruppe, die Decktransformationsgruppe.

Beweis. Ist D € A(Y,p) eine Decktransformation von (Y, p), so gilt dies auch fiir
D! Ebenso ist die Komposition zweier Decktransformationen (derselben Uberla-
gerung) wieder eine Decktransformation. Das neutrale Element ist gegeben durch
die Identitat idy. ]

Es zeigt sich, daf3 nichttriviale Decktransformationen fixpunktfrei sind.

Korollar 1.35. Ist D € A(Y,p) eine Decktransformation, die einen Fizpunkt besitzt,
so gilt D = idy .

Die Decktransformationsgruppe A(Y, p) operiert auf dem ﬂberlagerungsraum Y mit-
tels A(Y,p)xY — Y, (D,y) — D(y). Diese Operation ist nach dem vorangehenden
Korollar frei: nur die Identitat besitzt Fixpunkte.

Satz 1.36. Ist D € A(Y,p) eine Decktransformation von (Y,p) und a € m (X, z¢)
sowie y € Yy, so gilt (Dy)-a=D(y - «).

Satz 1.37. Sei (Y, 40),p) eine Uberlagerung von (X,xq) und sei y € Yy,. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Es gibt D € A(Y,p) mit D(yo) = y.
(2) Es gibt o € N ( {g(Y, y0)> mit y = yo - a
(3) CVm)= T(V.y).

Korollar 1.38. Die charakteristische Untergruppe i(/(Y, yo) ist genau dann ein
Normalteiler von m1(X,xo), wenn die Decktransformationsgruppe A(Y,p) transitiv
auf der Faser Yy, operiert.

'Dabei bezeichnet Ny = N(H) = {g €G|lgHg ' = H} den Normalisator der Untergruppe
HCG.
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Wir kommen nun zum Begriff der normalen Uberlagerung.

Definition 1.39. Eine Uberlagerung ((Y,0),p) von (X,zo) heift normal, falls
A(Y, p) transitiv auf der Faser Y, operiert, oder gleichbedeutend damit, wenn

CY,yo) ami (X, zo)
ist.

Das Vorhaben, eine Klassifikation der Decktransformationen durchzufithren, veran-
laft

Definition 1.40. Definiere die Abbildung © durch
0:N (CY,p)) — AY.p). a— D,

wobei Dy, die eindeutig bestimmte Decktransformation mit Dy (yo) = yo-«v bezeichnet.

Satz 1.41. (Klassifikation von Decktransformationen) Die Abbildung © ist
ein Epimorphismus mit Kern (f(Y, Yo). Es gilt

A.p) = N (C¥o90)\ CYopo).

Korollar 1.42. Ist (Y,p) eine normale Uberlagerung von X so gilt

A(Y,p) 2= m (X, 20)\ G (Y, o).

1.8 Universelle ﬂberlagerungen

Wie schon gesehen, sind wegweise und lokal wegweise zusammenhéngende Uberlage-
rungen (Y, p) von einfach zusammenhéngenden Basisrdumen einbléttrig und ledig-
lich Hom6omorphismen. Das bedeutet, dafi sdmtliche ﬂberlagerungsréiume Y eines
einfach zusammenhingenden Raumes X vollstdndig durch die Homéomorphieklasse
[X] € Ob (%) /=~ von X bestimmt sind und damit selbst sdmtlich homéomorph
untereinander. Ungleich ergiebiger gestaltet sich die Angelegenheit bei Betrachtung
von Uberlagerungen mit einfach zusammenhéngenden Uberlagerungsraumen.
Zunachst taufen wir die vielversprechenden einfach zusammenhéngenden Uberlage—
rungen im Zuge der nachstehenden Defintionszeremonie.

Definition 1.43. Eine wegweise und lokal wegweise zusammenhéngende Uberlage-
rung (Y, p) von X heifit universell, falls Y einfach zusammenhéngend ist.

Die Klassifikation der Uperlagerungen liefert Existenz und Eindeutigkeit (bis auf
Isomorphie) universeller Uberlagerungen.

Korollar 1.44. Ist (X, ) wequweise, lokal weqweise und semilokal einfach zusam-
menhdngend, so ezistiert (bis auf Isomorphie) eine eindeutig bestimmte universelle

Uberlagerung <()Z,fo),7r> von X.
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Zu bemerken ist, dafl die charakteristische Untergruppe (f ()N( , Zo) der universellen
Uberlagerung (()N( ,550),77) von (X, xg) trivial ist und damit nattirlich Normaltei-

ler der Fundamentalgruppe 71 (X, z¢) des Basisraumes. Deshalb ist die universelle
Uberlagerung eines Raumes stets normal und fiir die Decktransformationsgruppe
A(X, %) gilt N

A(X,Eo) = ’7'(’1(X,.7)0).

Die einzigartige Universalitit der universellen Uberlagerung findet im Folgenden
Ausdruck.

Satz 1.45. (Universelle Uberlagerung) Sei (X, zq) ein wegweise, lokal wegweise

und semilokal einfach zusammenhdngender Raum und ()Z,io),w) die universelle

Uberlagerung von (X, z0), sowie A()Af, To) die Decktransformationsgruppe der Uber-
lagerung. Dann ist fiir jede Untergruppe E C A(X,Zo) das Paar

(/= @), 7)

eine wegzusammenhdingende Uberlagerung von (X, z0). Zudem sind auf diese Weise
(bis auf Isomorphie) alle existenten weqweise zusammenhdangenden Uberlagerungen
von (X, xo) gegeben.

Wir erhalten so den weitreichenden Klassifikationssatz fiir Uberlagerungen wegweise,
lokal wegweise und semilokal einfach zusammenhingender Rdume X.

Satz 1.46. (Klassifikation von Iljberlagerungen) Es gibt eine 1 : 1-Korrespondenz
zwischen Isomorphieklassen von Uberlagerungen ((Y,yo),p) von X und Untergrup-
pen der Fundamentalgruppe m1 (X, xo).



24 Kapitel 2. Uberlagemngen von Liegruppen

2 ﬁberlagerungen von Liegruppen

Da Liegruppen sowohl die Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit als auch eine
Gruppenstruktur tragen, ist es sinnvoll, zunéichst Uberlagerungen von Mannigfaltig-
keiten zu betrachten, in der Hoffnung brauchbare Informationen iiber die strukturel-
le Beschaffenheit des Uberlagerungsraumes zu gewinnen. Hiernach wenden wir uns
der Gruppenstruktur des Basisraumes zu, mit dem Wunsch mittels Vererbungsleh-
re auch auf dem Uberlagerungsraum Spuren algebraischer Strukturen zu entdecken
und freizulegen.

2.1 ﬂberlagerungen von Mannigfaltigkeiten

Betrachte zunéchst Uberlagerungen von Mannigfaltigkeiten. In diesem Sinne sei M
eine glatte, n-dimensionale Mannigfaltigkeit und (M p) eine Uberlagerung von M.

Es zeigt sich, daB dann auf dem Uberlagerungsraum M auf eindeutige Weise die
Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit induziert wird, so daf p glatt ist.

Satz 2.1. Sei M eine glatte, n-dimensionale Mannigfaltigkeit und (M, p) eine Uber-
lagerung von M. Dann ist M ein lokal euklidischer Hausdorffraum und erfullt das
zweite Abzdhlbarkeitsaxiom. Weiterhin gibt es eine eindeutige differenzierbare Struk-
tur auf M, fiir die die Projektion p glatt und nicht-singuldr ist.

Beweis. Da M als Mannigfaltigkeit mittels Karten lokal diffeomorph zu einer Teil-
menge U C R™ ist, ist dies auch fiir den Uberlagerungsraum M der Fall. Zu jedem
Punkt z € M existiert eine Karte (¢,,U,) und eine offene Teilmenge V, = ¢, (U,)

des euklidiscben Raumes R", so dafl ¢, : U, iad V. ein C*°-Diffeomorphismus ist. Da
(M, p) eine Uberlagerung von M ist, gibt es zu jedem Punkt = € M eine zuléssige
Umgebung U, von x, d.h. eine offene Umgebung mit

H 1420
yep~1(z)
wobei Vx(y) cM disjunkte offene Teilmengen sind, die durch
plyw V¥ =0,
diffeomorph auf U, abgebildet werden. Definiere zu jedem y € p~Y(z) die offene
Menge
W, :=V¥Nnp (U, cVvW. (1)

Dann ist

poply, : Wy = o(UNT,) C p(U;) =V CR" (2)

ein Diffeomorphimus zwischen einer offenen Umgebung W C M von Yy € M und
einer offenen Menge Vj, := (U, NU,) C R". Setze

Dy ::gpop‘wy. (3)
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Fiir y € p~!(z) gibt es also eine Karte

(@y, Wy). (4)

Die Surjektivitat von p versichert die Existenz solcher Karten fiir alle y € M. Ge-
nauer: da die offenen Umgebungen

p(Wy) = (Vi np ()

= p (Vx(y)) Np (p(Us))
= (71 NU, >x

von Punkten x € M eine offene ﬁberdeckung Uy = {Uw N Um} u von M bilden,
. e
ist durch die Kartengebiete eine offene Uberdeckung

Us: = {Wy}yEM (5)

von M gegeben, denn mit der Surjektivitdt von p hat man

1<UUIHUx):Up1<UxﬂUx) U II w,= U w, =1,

xeM zeM zeM yep_l ) yEM

die Kartengebiete tiberdecken 1 M also vollstédndig. Zu betrachten sind noch die Kar-
tenwechsel. Dazu seien (y,, Wy, ) und ($y,, Wy,) zwei Karten. Dann gilt

~ =1
(Soyl ° Spyz ) ’SZyz (Wyl mwyg)

_ _ 1 —
- <‘P1 °Pliy,, © (p20plg, ) ) EMUATN
-1 -1
S01|p(f/[7yl mwyg) Op|wy1mwy2 © (p|wy1mwy2) © (¢2|W2°p(Wy1 mf/[7?;2))

=id =
p(Wy NWyy)

-1
Py, 1, © (@2\@2@(%@%20

—1
= (901 © P9 ) |g02(p(wy1mﬁ/y2))'

Insbesondere ist p(Wy1 N Ww) C Uy NUs. Da die Kartenwechsel von M
p10¢5" 1 a(Ur NUz) — o1 (U1 N U2)

glatt sind, sind auch die Kartenwechsel von M

Py © Szg;gl L Py Wy N Wy, ) — @y (Wy, NWy,), (6)
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die lediglich die Einschriankungen
—1 . Irr Irr 17 o
(91002°) |y (437, 1i7,)) © 92 (p(Wy1 n Wyz)) — ¢ (p(Wy1 n WyQ)) (7)

von Kartenwechseln auf M sind, glatt. Wir erhalten also eine glatte Struktur G

M

auf M, d.h. einen Atlas, durch
T ={ @ Wlye M}, (8)
die ihre Maximalitat von der Struktur % auf M erbt. ]

2.2 I"Jberlagerungen von Liegruppen

Sei G eine zusammenhéngende Liegruppe. Dann besitzt G als glatte Mannigfaltigkeit
eine universelle Uberlagerung (G 7). Der Uberlagerungsraum G tragt dann eine
eindeutig bestimmte differenzierbare Struktur, fiir die die Uberlagerungsprojektion
7 glatt und nicht-singulér ist, d.h. die linearen Abbildungen

d7T|Tg@ : Tgé — Tr(g)G, g €@,

haben trivialen Kern. Das erste Resultat, das diesen Gegebenheiten entspringt, ist
die bemerkenswerte Aussage, dafl auf dem einfach zusammenhéngenden Uberlage-
rungsraum G eine Gruppenstruktur induziert wird, durch die G zu einer Liegruppe
und die Projektion 7 zu einem Liegruppen-Homomorphismus wird.

Satz 2.2. Sei G eine zusammenhdngende Liegruppe und (C:', ) die universelle Uber-
lagerung von G. Weiterhin liege € tber dem neutralen Element e von G, also € €
7w~ Y(e). Dann ezistiert eine eindeutig bestimmte Liegruppenstruktur auf dem Uberla-
gerungsraum é, derart, dafl € das neutrale Element von G ist und die Projektion
ein_Liegruppen-Homomorphismus. Dariuberhinaus liegt der Kern von m im Zentrum

Z(G) von G.

Beweis. Bezeichne e € G das neutrale Element der Liegruppe G. Wahle ¢ € ée =
771(e). Betrachte die Abbildung

Q (é X é? (&g)) - (Gv 6), (5777) — 77(&)77(?)_1.
Mit G ist auch G x G einfach zusammenhangend und damit ist
. (m(é x G, (5,5))) —a(l)=1C Z(G,?).

Nach dem Existenzsatz fiir Hochhebungen existiert dann eine eindeutig bestimmte
Hochhebung

a: (G xG,(Ee) — (G,e)
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von « entlang 7w mit a(e, e) = e.

T
(é x C, ('e“,a) (G,e)
Fir o,7 € G definiere
7li=a(e,7), or:=a@G7 Y. (9)

Wir weisen nun die Gruppenaxiome fiir G nach.

e NEUTRALES ELEMENT € VON G

Betrachte nun das Abbildungstripel (01,62, 603) gegeben durch

01702793:6%6 )

Damit gilt fiir 6y
(ro)(@) =

Fir 63 bekommt man

(moby)(o) =

und schliefilich fiir 65 = id

0,(0) =o€
02(0) :=eo
03(0) :==o0.

m(oge) = (roa)(o,e )
o(5,3(,9) = (37 (3(2,)
(@) a(E, )t = n(F)e !
(o).

7(&5) = (m0a) (8,5

«(¢,a(¢,3)) = n(@)m (a(¢,5))”"

1

m(9),

(mofs)(o) = (mo idé)(&v) = 7(o).

Somit gilt m o 0; = 7 fur 7 € {1,2,3}, d.h. die Abbildungen 6; sind alle Hoch-
hebungen von 7 entlang sich selbst.
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Wegen 0;(€) = ¢ folgt aufgrund des einfachen Zusammenhangs von G mit dem
Eindeutigkeitsatz fiir Hochhebungen, daf

9159250351(16

ist, also

Ge=e5=5 firallescG|. (10)

EXISTENZ DES INVERSEN

Wir betrachten nun das Tripel (£1,&2,&3), gegeben durch
51762763 : é_>é ; 52(&/) = 5715

Dann hat man fiir &

(ro&)(@) = =G5 ") =n(a(@, ("

= e=c(0);
fiir &5 erhalt man
(ro&)(@) = w(@'e)=n (&(5‘1,5_1)
= a@ oY)y =a@E Hr@E !
= 7(a(E9) 7 (a@s) " =a(@ o), d)”
= w(@n(9) (r(e)m(3))"" = 7(@)n()""
= e=cc(0),

und schlieflich
(70 &)() = (&) = € = c.(5).

Somit stellt sich heraus, da8 (1,&2,&3) ein Hochhebungstripel der konstanten
Abbildung ¢, : G — {e} ist mit §;(e) = €.

(G,8) — = (Go)
Die Eindeutigkeit von Hochhebungen liefert dann

G ==88=c
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und damit die Existenz des Inversen zu jedem Element aus G

~~_1

o l=5"1

G=¢ firalles e G|. (11)

o ASSOZIATIVITAT VON G

Fiir den Nachweis der Assoziativitdt betrachte das Paar von Abbildungen
(w1, w2), gegeben durch

und

Fiir wy berechnet sich

(Tow)(@,7,7) = =(3(77)) = (a(a,

(0) T
(o) T
= =(o) (&(?,ﬁ_l)) =7(o)a(T,v
= 7(@)r( )x(F )" = 7@ ()7 (a(e,7))
= 7(@)r(a@F) " = 1@ (r@rF) )
= w(@)r(T)r(¥) = Q(0,7,7),
und zuletzt fir wsy
(mows)(3,7,7) = = ((67)7) == (a(c7,7 "))
— 7GR (3N =7 (@@, Y) 7 @(E7)
= a(@,7 Na(ey) ' =a@)xF ) 7(7)
= 7(@)n (a(E7) " 7(3) = 7(3)a(E, 7) 7 (F)
= 7w(o)n(T)r(y) = Q(o,7,7)

Die Abbildungen w; und we sind also Hochhebungen von
Q:GxGxG— G, Q0F,7,7) =76)r(F)r{A)
mit
wl(gygva =e= WQ(ga gyg)?

was das kommutative Diagramm

(
(

G,e)
(6:3, @, 5,5)) . )

G,
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veranlaf3t, und deshalb folgt auch hier
w1 = w2

und damit die Assoziativitit von G

5(79) = (67)§ fiir alle 5,7,7 € G| (12)

e 7 IST LIEGRUPPEN-HOMOMORPHISMUS

Auf diese Weise erhalt G eine abstrakte Gruppenstruktur. Da die Hochhebung
a glatt ist und G durch die Uberlagerungsprojektion 7 ohnehin eine glatte
Mannigfaltigkeit ist, wird G so zu einer Liegruppe. Fiir die Projektion 7 gilt

(7 H =a@7) =a@)r(F) " =a(@) ! firalle7 e G|, (13)

7(67) = (3,7 ) =7(@)x (') =7(@)n(7) fivalles,Fe G|, (14)

sowie
m(e) =el, (15)
womit 7 : G — G ein Liegruppen-Homomorphismus ist.
Fiir den Nachweis der letzten Aussage definiere eine Abbildung 3 durch
B:ker(G) x G — G, (§,h) — n(gh).

Tatséchlich gilt dann (3(g, E) = ﬂ(ﬁ), da m Gruppenhomomorphismus ist. Betrachte
zwel weitere Abbildungen

B ¢ ker(G)x G — G, (§,h)— gh,

Bo : ker(G)x G — G, (§,h)+— hg.
Es gilt
(moB)(G,h) = w(gh) =BG h)
sowie
(moB)(@h) = =(hg)=B(,h),
womit sich Bl und 52 als Hochhebungen von 3 entlang 7 herausstellen.
/ é’ g)
€)

_ (
B1
_ B2
(ker(ﬂ) x G, (5,5)) 5 (G,
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Wegen N N
ﬁl(gvg) =e= ﬁl(gvg)

und da G zusammenhangend ist, folgt mit dem Eindeutigkeitssatz fiir Hochhebun-
gen, daf

51 = §2
ist. Das bedeutet aber
gh=hg firalle h € G und § € ker(r) (16)
also N
ker(m) = 71 (e) C Z(G),
womit der Beweis vollstandig erbracht ist. O

Als néchstes erhalten wir ein notwendiges und hinreichendes Kriterium dafiir, wann
ein Liegruppen-Homomorphismus ¢ : G — H zwischen zusammenhéngenden Lie-
gruppen eine Uberlagerungsprojektion ist. Zuvor bendtigen wir jedoch die iiberra-
schende Aussage, daf eine zusammenhéngende Liegruppe allein von einer Umgebung
ihres neutralen Elementes erzeugt wird.

Lemma 2.3. Sei G eine zusammenhdngende Liegruppe mit neutralem Element e.
Ist U eine Umgebung von e, so wird G von U erzeugt, d.h.

o O
n=1
wobes

U .= {Huk\ ul,...,uneU}
k=1

aus allen n-fachen Produkten von Elementen aus U besteht.
Beweis. Sei V C U eine offene Teilmenge, die e enthélt, so dafl
V=vl={vveVv}.

Wir kénnen dafiir V = U NU~! wihlen. Definiere H als die von V erzeugte Menge:
o [o.¢]

H:=Jvrc|Jum (17)
n=1 n=1

Dann ist H eine abstrakte Untergruppe von G, die sogar offen in G ist, da fiir alle
o € H die Menge oV stets in H enthalten ist. Also ist wegen

UH:UGV":GUV"CH, ceH

n=1 n=1
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jede Nebenklasse o H offen in G, da fiir jedes 7 € oH fiir geeignetes m € N eine
offene Umgebung oV'™ C H existiert. Nun ist H das Komplement der Vereinigung
aller Nebenklassen, die nicht gleich H selbst sind, in G, also

H=G\| |J oH|CQG.

oceH
cH#H

Das bedeutet, dal H auch abgeschlossen in G ist. Da G zusammenhéngend und H
wegen e € H nichtleer ist, folgt

H=4dG.
Schlielich gilt
¢=Ju,
n=1
womit der Beweis beendet ist. O

Wir kommen nun zum erwihnten Uberlagerungskriterium fiir Liegruppen.

Satz 2.4. Seien G und H zusammenhangende Liegruppen und ¢ : G — H ein
Homomorphimus. Dann ist (G,p) genau dann eine Uberlagerung von H, wenn
do|lr. : TeG — T.H ein Isomorphismus ist.

Beweis. Wir widmen uns zunéchst der Hinrichtung (=). Sei also (G, ¢) eine Uber-
lagerung von H. Angenommen, dy|7,¢ ist nicht injektiv. Dann hat das Differential
deo|r,6 : TyG — T,y H fiir alle g € G einen nichttrivialen Kern, da das Diagramm

lg

/ : " \
i /TeG i, TgG\ gz

/
\

(z) 'Z—M)> e(g)p(z)

fir alle ¢ € G kommutativ ist. Da ¢ ein Liegruppen-Homomorphismus ist, ist
namlich
po lg = 190(9) o fur alle g e G,

denn man hat
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fiir alle z € G. Mit der Kettenregel ergibt sich dann

dpodly =d(poly) =d(lyy) op) = dlyy) o de.

Insbesondere gilt
ker(deo|r.q) = ker(delr,¢)

fiir alle g € G, womit die Abbildung
0:G —N, gr— dim (ker(dg|r,q))

konstant ist. Diese Kerne ker(dy|r,c), g € G, bilden mittels der Zuordnung
DG — p(TG), g+ ker(d|r,q)

eine involutive Distribution auf G. Dem Kern £/(e) = ker(dg|r,¢) C T.G, der ein
Unterraum des Tangentialraums T,G ist, entspricht nun eine Unteralgebra g. C g
der Liealgebra g von G. Waihle eine Basis

Hy=1{X1,..., X3}, k=dim (ker(dp|r,c)) = Ofe)

von linksinvarianten Vektorfeldern von g.. Durch Auswertung dieser Vektorfelder
am Punkt e € G erhélt man eine Basis von ker(dy|r,q)

<@/ker(dﬂp\TeG) = {(Xl)& s (Xk)e} , k= 6(6) (18)

Da die Linkstranslationsdiffeomorphismen [, Isomorphismen d/, der Tangentialraume
induzieren, bildet

D rerdolnye) = LA(X1)),,- -, (dlg(Xp)), }
= {(Xioly),,...,(Xpoly),}
{(X1)gs - (Xk)g} k=06(e)

eine Basis von ker(de|r,). Da linksinvariante Vektorfelder von Natur aus glatt sind,
bildet 27 eine glatte Distribution auf G. Sie ist zudem involutiv, da die Lieklammer
[X, Y] linksinvarianter Vektorfelder X,Y in 27 wieder ein linksinvariantes Vektor-
feld in 2/ liefert. Nach dem Satz von Frobenius verlduft dann durch jeden Punkt
g € G eine Integralmannigfaltigkeit (NNg,,) von 27, d.h. zu jedem Punkt g € G
existiert eine Untermannigfaltigkeit (Ng,14) von G mit

Ay (TnNg) = D (¢4(n)) = ker(delz, ) c)
fir alle n € N,y. Wegen
Aglr,, 00 ([d0g(TaNy)) = dglr,, o (ker(dglr,, ) =0
kollabieren diese Untermannigfaltigkeiten unter ¢ zu einem Punkt, denn es folgt

‘P‘wg(Ng) = const.
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Das bedeutet aber, dafl ¢ nirgends lokal bijektiv sein kann, was der Uberlagerungs-
eigenschaft von ¢ widerspricht. Also ist dy|r, ¢ injektiv.

Angenommen, dp|r, ¢ ist nicht surjektiv. Dann sind wegen der Kommutativitét des
obigen Tangentialraumquadrates alle Einschrinkungen dy|r,q : T,G — T, o) H
nicht surjektiv. Da ¢ eine Immersion ist, d.h. alle Abbildungen dy|7,¢ : TG —
T'5(g)H nicht-singuldr sind, sind die Abbildungen dy|7,¢ lokal 1 : 1-Immersionen und
(G, p) ist lokal eine echte Untermannigfaltigkeit von H. Dies widerspricht jedoch aus
Dimensionsgriinden der lokalen Homéomorphieeigenschaft der Uberlagerung.

Wir wenden uns der Riickrichtung (<=) zu. Sei also dy|r,¢ : TeG — T.H ein
Isomorphismus. Dann ist

Loy = {d%0|TgG 1 TG — Tw(g)H}geg
wegen der Kommutativitdt des obigen Quadrates eine Familie von Isomorphismen
und ¢ nach dem Satz tiber die Umkehrabbildung iiberall ein lokaler Diffeomorphis-
mus. Da ¢(G) als homomorphes Bild eine Umgebung U,,, = ¢(Ue,,) der Identitét
ey € H enthalt und diese wegen

H =

s

)
€H
1

(2

die zusammenhangende Liegruppe H erzeugt, gilt

H=JU., =JeU) =¢ <U U§G> = ¢(G):
=1 =1 =1

@ ist also surjektiv. Als zusammenhéngende Mannigfaltigkeit ist G von Haus aus
wegweise und lokal wegweise zusammenhéangend. Damit reduziert sich der Beweis
auf den Nachweis der Tatsache, dafl jeder Punkt h € H eine zuldssige Umgebung
beziiglich ¢ besitzt. Sei

D :=ker(p) = ¢ Ley). (19)

Da ¢ lokaler Diffeomorphismus ist (d.h. lokal trivialen Kern hat), ist D ein diskretelﬂ
Normalteiler von G. Da die Abbildung

GxG—G, (6,7)— 0 1
glatt, insbesondere also stetig ist, gibt es eine Umgebung V := V., von e € G mit
(V='V) N D = {ec}, (20)

wobei V'V = {o7!7| 0,7 € V} ist. Betrachte die Einschrankung o[y : V — ¢(V).
Sind o,7 € V mit p(c) = ¢(7), so gilt p(c~'7) = ey und damit o~ '7 = eg.

2Die Diskretheit von D ist so verstehen, da§ D als Teilraumtopologie die diskrete Topologie tragt,
mit anderen Worten: fiir alle o € D existiert eine offene Umgebung V, C G mit V, N D = {c}.
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Schlieflich ist o = 7 und ¢|y injektiv und als Homomorphismus auf sein Bild auch
surjektiv, also bijektiv. Somit ist ¢|y ein Diffeomorphismus und sein Bild ¢|y (V)
eine offene Umgebung von ep. Wir zeigen nun

et e(V) =[] ve. (21)

0eD

Zu Beginn die problemlose Rechtsinklusion (D). Diese ergibt sich aus

o (U Vé’) = J e(vo) = [J o(V) (8) = o(V),

~—
9eD eV 0eD g

also

YJvoce! <<p (U VH)) =7 (p(V)).

0eD 0D

Die Linksinklusion (C) erhdlt man auf folgende Weise: Sei o € G, so daf ¢(o) €
(V). Dann gibt es ein 7 € V mit ¢(7) = (o), da ¢|y Diffeomorphismus ist. Das
bedeutet aber 770 € D und o € V7~ !o. So ergibt sich

¢ e(V) c Ve
0eD

Es bleibt zu verifizieren, dafl die offenen Mengen V6 disjunkt sind. Angenommen,
der Schnitt zweier solcher Mengen V6 und V63 wére nicht leer. Dann gébe es ein
Element 0 € V81NV O, also o = 701 = nb, fiir geeignete 7, € V. Das bedeutet aber
77 = 6,105, also 7'y € D, aber auch 775 € V=1V deshalb 7'y € (V-'V)ND.
Dies impliziert jedoch 7 = n und 6; = 0. Es zeigt sich auf diese Weise

VO NVl =0 fiir alle 01,05 € D mit 01 # 0-.

Das Urbild ¢! (p(V)) ist damit eine disjunkte Vereinigung offener Mengen, und
wir haben die Darstellung

o (V) = [T ve.

0eD

Das bedeutet, dai ¢(V) eine zuldssige Umgebung von ey € H ist. Mit diesem
Ergebnis ist ¢(cV') eine offene Umgebung von (o) € H mit

o (p(aV) = [T ovel, (22)

was besagt, daBl das Urbild die disjunkte Vereinung der offenen Mengen oV'6 mit
0 € D ist, womit die Umgebung ¢(oV') zuléssig ist. (G, ) ist also eine Uberlagerung
von H. 0
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2.3 Lie-Untergruppen & einfach zusammenhingende Liegruppen

Ausgehend von einer Liegruppe G mit Liealgebra g und einer Lie-Unteralgebra h C g
erhebt sich die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit einer zusammenhéangenden
Lie-Untergruppe (H, ) von G, die gerade die Liealgebra b besitzt.

Ist (H, ¢) eine Lie-Untergruppe von G und sind h und g die zugehorigen Liealgebren,

soist dy: b = dep(h) C g ein Isomorphismus von h und der Unteralgebra de(h) von
g. Wir fiihren auf den Lie-Untergruppen von G eine Aquivalenzrelation ~ ein durch
Definition 2.5. Zwei Lie-Untergruppen (Hi, 1) und (Hag, ¢2) heiflen dquivalent,

(Hi,1) ~ (H2,p2), falls es einen Liegruppen-Isomorphismus A : H; =, H, gibt
mit o 0 X\ = 1.

1%

H,y

Ho

>

w2

Y

G

Eindeutigkeit einer Lie-Untergruppe bedeutet damit Eindeutigkeit bis auf Aquiva—
lenz beziiglich der Relation ~. Jede Aquivalenzklasse von Lie-Untergruppen besitzt
nun einen eindeutigen Représentanten (H,i:), wobei H C G eine Teilmenge ist, die
eine (abstrakte) Untergruppe von G ist und die Struktur einer Mannigfaltigkeit be-
sitzt, welche H zur einer Liegruppe macht, so dafl H unter der Inklusion ¢ : H — G
eine Untermannigfaltigkeit und damit auch eine Lie-Untergruppe von G ist. Wir
betrachten nun Untergruppen gerade dieser Form und benutzen lediglich die Be-
zeichnung H fiir die Lie-Untergruppe (H, 7). Desweiteren wird die Liealgebra b von
H mit di(h) identifiziert, die auf diese Weise zu einer Unteralgebra von g, der Lie-
algebra von G wird. Insbesondere wird ein linksinvariantes Vektorfeld X auf H mit
dem inklusions-verwandten linksinvarianten Vektorfeld di(X) auf G assoziiert.

Das oben angesprochene Problem, zu einer Unteralgebra eine zugehorige Untergrup-
pe zu finden, ist durch den schon bekannten Fundamentalsatz von Lie hinreichend
geklart.

Satz 2.6. (Fundamentalsatz von Lie) Sei g die Liealgebra einer Liegruppe G
und set h C g eine Lie-Unteralgebra. Dann existiert eine eindeutig bestimmite zu-
sammenhdangende Lie-Untergruppe (H,i) von G, die das Diagramm

he————9g
exp exp

H(—i>G

kommutativ macht. Infolge der obigen Uberlegungen kénnte es auch folgendermafen
formuliert werden: Ist bt die Algebra dieser eindeutig bestimmten Lie-Untergruppe

H, so gilt dp(h) = b.
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Dies fiihrt zu folgendem Ergebnis:

Korollar 2.7. Es gibt eine 1 : 1-Korrespondenz zwischen zusammenhangenden Lie-
Untergruppen einer Liegruppe G und Unteralgebren ) C g ihrer Liealgebra g.

Wir betrachten nun ein Paar (G, H) von zusammenhéngenden Liegruppen. Diesem
Paar kann eindeutig ein Paar (g, ) von Liealgebren zugeordnet werden, indem man
diese als die entsprechenden Tangentialraume T,G bzw. T, H auffafit.

Hat man nun einen Liealgebren-Homomorphismus ¢ : g — h gegeben, so erhebt sich
die Frage nach der Existenz (und spéter Eindeutigkeit) eines Liegruppen-
Homomorphismus ¢ : G — H mit dy|r.¢ = . Zumindest im einfach zusam-
menhéngenden Fall von G kann man sich sowohl der Existenz als auch der Eindeu-
tigkeit versichern. Dazu tragt nicht unwesentlich das soeben bewiesene Uberlage—
rungskriterium bei. Die einfach zusammenhéngenden Liegruppen erhalten in diesem
Zusammenhang eine besondere Bedeutung, die im folgenden begriindet und prazi-
siert wird.

Nun erfolgt der schon erwéhnte Existenz- und Eindeutigkeitsnachweis eines Liegrup-
pen-Homomorphismus bei gegebenem Liealgebren-Homomorphismus fiir eine einfach
zusammenhangende Liegruppe G.

Satz 2.8. Seien G und H zusammenhdngende Liegruppen mit Liealgebren g und §.
Weiterhin sei v : ¢ — b ein Liealgebren-Homomorphismus. Dann gibt es hochstens
einen Liegruppen-Homomorphismus ¢ : G — H mit dp|lr,qg = ¥. Ist G einfach
zusammenhdngend, so existiert immer solch ein .

Beweis. Seien g und h die Liealgebren der Liegruppen G und H, und sei ¢ : g —
ein Liealgebren-Homomorphismus. Setze F' := G x H und { := g® h und identifiziere
kanonisch { mit der Liealgebra von F. Wir beginnen mit der Eindeutigkeitsaussage.

e FINDEUTIGKEIT VON ¢ IM EXISTENZFALL

Definiere ¢ als den Graphen von :

t:= graph(y) = {(X,9(X))| X e€g} Cgdbh=F, (23)

wobei die Liealgebra g von G die Menge aller linksinvarianten Vektorfelder X
auf G ist. Da ¢ ein Homomorphismus ist, ist ¢ C f eine Unteralgebra von f.
Nach dem Fundamentalsatz von Lie existiert eine eindeutig bestimmte Lie-
Untergruppe K C F = G x H mit Liealgebra £. Sei nun ¢ : G — H ein
Liegruppen-Homomorphismus mit de|7,¢ = 1. Dann ist

p:G— F=GxH, g— (g9,0(9))
ein Liegruppen-Homomorphismus und dp|r,¢ ist gegeben durch
dolr.g:g—F=g&h, X+— (X,9(X)).

Es gilt also
dp(g) = graph(y) = ¢
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und wir schlieflen

p(G) = K,
was gerade
K = graph(y)
bedeutet.
dp
/\
exp exp exp
G K¢ Gx H
U
P

Da K aber durch 1 eindeutig bestimmt ist (weil die Liealgebra ¢ es ist), ist
auch ¢ eindeutig durch den Liealgebren-Homomorphismus % bestimmt. <

e EXISTENZ VON ¢ IM FALL DES EINFACHEN ZUSAMMENHANGS VON G

Sei G einfach zusammenhéngend. Bezeichne pry : G x H — G die Projektion
auf die erste Komponente. Dann ist pr auf natiirliche Weise ein Liegruppen-
Homomorphismus mit Differential

d(prg) =prg:g®h —g, (X1,X2)— Xi.
Sei K C G x H die eindeutig bestimmte Lie-Untergruppe von F' mit Liealgebra
t = graph(¢). Betrachte die Einschrankung ¢ := prg|x. Es gilt
Y1 :=dpr =d(prg)e: € g, (X,9(X)) — X.
Diese Abbildung ist offensichtlich ein Isomorphismus mit Inversem
Yriig—t X (X 9(X)),

Mit dem obigen Uberlagerungskriterium folgt, daf (K, 1) eine Uberlagerung
von G ist. Da G jedoch einfach zusammenhangend ist, ist die Projektion ¢
(im doppelten Sinne)

cpl:KiG

lediglich ein Isomorphismus zwischen Liegruppen. Die Tatsache, dal i, =
de1|7, K ein Liealgebren-Isomorphismus ist, bedeutet zudem, dafl durch

lag = {d%'T’vK (T K — Twl(k)G}keK

eine Familie von Vektorraum-Isomorphismen gegeben ist. Definiere nun

pg:=pryoi: K — H,
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wobei pry die Projektion
prg:GxH—H
und ¢ die Inklusion von Liegruppen
i:K—GxH
bezeichnet. Fiir das Differential 19 := dps|r, k¢ gilt
P2(X, (X)) = dea|r.x (X, (X)) = (d(pry o di)) |1 x (X, (X)) = ¢(X).
Wir haben somit 2 = 1) 0 91 = pry o i. Setze nun endlich
pi=¢r007" G — K — H. (24)
Dann ist

dolr.a(X) = (dg2oder!) Ina(X) = dealr,k (X, ¥(X))
= (X, ¥(X)) = ¥(X),

womit ein Liegruppen-Homomorphismus ¢ : G — H mit den gewiinschten
Eigenschaften gefunden ist.

Das folgende Diagramm veranschaulicht den Beweis in kompakter Wiirfelform.

exp

exp

o N

Wir haben somit fiir einfach zusammenhangendes G einen Liegruppenhomomorphis-
mus ¢ : G — H konstruiert, der fiir einen gegebenen Liealgebren-Homomorphismus
Y : g — b die Bedingung dy|7.¢ = ¢ erfiillt. Seine Eindeutigkeit ergibt sich aus dem
ersten Teil des Beweises. O
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Miihelos und unmittelbar ergibt sich die Folgerung

Korollar 2.9. Seien G und H einfach zusammenhdngende Liegruppen. Sind die
zugehdrigen Liealgebren g und § isomorph, so sind auch G und H isomorph.

Beweis. Sei ¢ : g =, h ein Liealgebren-Isomorphismus zwischen den (den einfach
zusammenhéngenden Liegruppen G und H zugehorigen) Liealgebren g und . Dann
gibt es nach dem vorangehenden Satz genau einen Liegruppen-Homomorphismus
¢ : G — H mit dg|r,¢ = ¢. Die Abbildung dy|r,¢ ist gerade die Abbildung

dolre: T.G — T, H

der Tangentialrdume an die neutralen Elemente. Da dies ein Isomorphismus ist, ist
(G, p) eine Uberlagerung von H. Da H jedoch einfach zusammenhéngend ist, handelt
es sich um einen Isomorphismus zwischen Liegruppen. Also G = H.

Ein anderer Isomorphiebeweis ware: Ist ) wie oben Liealgebren-Isomorphismus, so
existiert die Umkehrabbildung ~! : b =, g. Fiir beide Isomorphismen existiert
jeweils genau ein Liegruppen-Homomorphismus ¢ : G — H bzw. ¢ : H — G mit
do|r.g = 1 bzw. dg|7. g = ¥ ~!. Dann gilt aber unter Verwendung der Kettenregel

Yoyt =dolrgod@lnm = d(p o §)lr.a = idy
und entsprechend

Y o) = d@|ra 0 delr.g = d(@ o ©)|n.¢ = idg,

also
pop=idy
und
@ oY= idG)
was schliefilich
g=¢!

nach sich zieht und nicht weniger als
G=2H
bedeutet. O

Ein Homomorphismus v : g — b zwischen Liealgebren heifit eine Reprasentation
von g, falls h € {gl(n,R), gl(n,C)} fiir ein n € N. Zitiere an dieser Stelle einen Satz,
der hier unbewiesen bleibt, jedoch zum Hauptresultat dieses Abschnitts fiihrt. Er
birgt die iiberaus bemerkenswerte Aussage, dafl jede Liegruppe lokal isomorph zu
einer Matrixgruppe ist.

Satz 2.10. (nach Ado) Ist g eine (endlich-dimensionale) Liealgebra, so besitzt
sie eine 1 : 1-Reprasentation g — b C gl(n,R) fir ein n € N, d.h. es gibt eine
Lie-Untergruppe b C gl(n,R) mit h = g.
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Eine bedeutende Konsequenz ist die hier unbewiesene Aussage, dafl jede Liealgebra
als Liealgebra einer einfach zusammenhéangenden Liegruppe realisiert werden kann.

Satz 2.11. Zu jeder (endlich-dimensionalen) Liealgebra g existiert eine einfach zu-
sammenhdangende Liegruppe G, deren Liealgebra g ist.

Zusammen mit der Aussage, dafl im Falle einfach zusammenhéngender Liegruppen
die Isomorphie ihrer Liealgebren die Isomorphie der Liegruppen selbst impliziert,
liefert dies das folgende Hauptresultat dieser Betrachtung, nadmlich die bedeutsame
Beziehung zwischen Liealgebren und einfach zusammenhéngenden Liegruppen.

Satz 2.12. Es gibt eine 1 : 1-Korrespondenz zwischen Isomorphieklassen von Lieal-
gebren und Isomorphieklassen von einfach zusammenhdangenden Liegruppen.

Um dieses Ergebnis noch einmal zusammenfassend kategorientheoretisch darzustel-
len, fithren wir die folgenden Bezeichnungen ein. Sei

1. ff:f die Kategorie der Liegruppen und Liegruppen-Homomorphismen

2. % 1 die Unterkategorie der einfach zusammenhangenden Liegruppen und
ihren Liegruppen-Homomorphismen

3. 07 die Kategorie der Liealgebren und Liealgebren-Homomorphismen.

Bezeichne £ den Linearisierungsfunktor
L FG s TS

der jeder Liegruppe G ihre Liealgebra g = T, G und jedem Liegruppenhomomorphis-
mus ¢ : G — H den entsprechenden Liealgebren-Homomorphismus dg|r.¢ : g — b
zuordnet. Die Friichte obiger Untersuchungen schlagen sich nun in der abschlieflen-
den Aussage nieder: Die Einschrankung

L‘g[é)l S — L

des Linearisierungsfunktors auf die Unterkategorie & (fl der einfach zusammenhéangen-

den Liegruppen ist ein Isomorphismus von Kategorien, i.e. in der Kategorie Cor
der Kategorien.

St gy

1R

Ll
7,
Wir wissen allerdings noch ein wenig mehr, denn sogar

B g, 100 (Z 1), — Ob( )

ist ein Isomorphismus von Isomorphieklassenmengen von Objekten.

o~
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