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1 Grundlegende Fragestellungen und Methoden
der algebraischen Topologie

1.1 Aquivalenzproblem

Eine ganz wichtige Aufgabe (von Mathematikern) ist es, die betrachteten Ob-
jekte unterscheiden zu kénnen.

1.1 Beispiel. K-Vektorrdume verschiedener Dimension sind nicht isomorph.

Es geht in der Regel darum, festzustellen, ob zwei Objekte dquivalent sind
beziiglich einer natiirlich gegebenen Aquivalenzrelation, z.B. Isomorphie.

In der Topologie werden (unter anderem) betrachtet: (differenzierbare) Riume,
Zellkomplexe (wie Simplizialkomplexe), topologische Riume und die Relationen
Homgomorphie, Diffeomorphie, Homotopie-Aquivalenz, . . ..

Mit anderen Worten: Topologen versuchen, topologische Rdume und die Be-
ziehungen zwischen ihnen zu verstehen.

1.2 Definition. Topologischer Raum (X, 7) besteht aus Menge X und 7 C
P(X) (die offenen Mengen), so dass: § € 3 U,V e 7 = UNV € 1
UpetViel = J,c;UieT.

f: X — Y heift stetig, falls f~1(U) offen in X fiir alle U C Y offen.
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1.3 Beispiel. Jeder metrische Raum (X, d) ist ein topologischer Raum, indem
man setzt: U C X offen <= Vax € U 3r > 0 so dass B,.(z) CU.

1.4 Definition. Eine Abbildung f: X — Y zwischen zwei topologischen Rdume
ist ein Homdomorphismus, falls f stetig, bijektiv, und falls die Umkehrabbildung
auch stetig ist.

Dann heiflen X, Y homdomorph.

1.5 Beispiel. (a,b) ~R, D™ = [0,1]™.
1.6 Definition. Eigenschaften topologischer Réume.
(1) zusammenhingend

2) wegzusammenhangend

)
(2)
(3) hausdorffsch
(4) kompakt

All diese Eigenschaften sind invariant unter Homodomorphie, aber oft fiir
alle Rdume einer vorgegebenen Klasse gleichzeitig erfiillt. Wichtig sind daher
Invarianten.

Ein Beispiel fiir eine Invariante (aus der linearen Algebra) ist die Dimension
eines Vektorraums.

1.7 Beispiel. Euler Charakteristik endlicher Polyeder.

1.8 Definition. Ein affines k-Simplez im R™ ist die konvexe Hiille o = (v, ..., Ux)
affin unabhdingiger Vektoren vy, ..., vg.

Die konvexe Hiille eine Teilmenge von {vg, ..., v} heilt Teilsimplexr oder
Seite von o.
Wihlt man fiir vy, ..., v, die Standard-Basisvektoren von R**1, so heift o

das Standard-k-Simplez.

1.9 Definition. Ein (endlicher) geometrischer Simplizialkomplex K im R™ ist
eine (endliche) Menge von affinen Simplizes im R™ so dass

(1) 0 € K = jede Seite von o gehort zu K

(2) 01,00 € K = entweder o1 Noy = () oder o1 N oy ist eine Seite sowohl
von o als auch von os.

Die geometrische Realisierung von K ist definiert als |K|:=J,cx 0 C R™.

Ein Raum X heifit (endliches) Polyeder, falls es einen (endlichen) Simpli-
zialkomplex K gibt, so dass X =~ |K|. Ein solcher Homdomorphismus heif}t
Triangulierung von K

1.10 Definition. Sei K endlicher Simplizialkomplex, ¢; die Anzahl der i-Simplizes
von K.

heifit Eulercharakteristik von K, dim(K) := max{i | ¢; > 0}.

1.11 Definition. Sei X ein endliches Polyeder, X =~ |K|. Setze x(X) := x(K)
und dim(X) := dim(K).
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1.12 Satz. x(X) und dim(X) sind wohldefiniert, also Homéomorphie-Invarianten
endlicher Polyeder.

1.13 Definition. Seien (X, 7;);cr topologische Riaume. Die disjunkte Vereini-
gung ist die feinste Topologie (d.h. mit so vielen offenen Mengen wie moglich)
auf der mengentheoretischen disjunkten Vereinigung J;.; X; x {i},1 so dass alle
Einbettungen X; — Il;c;X; stetig werden, d.h. offene Mengen sind von der
Gestalt | J;c; Ui x {i} mit U; € ;.

1.14 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenz-
relation auf X. Die Menge der Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit X /7. Die
Quotiententopologie auf X /7 ist die feinste Topologie auf X/7, so dass die ka-
nonische Projektion 7: X — X/7 stetig wird. Eine Menge V' C X/7 ist also
genau dann offen, wenn 7=1(V) C X offen ist.

1.15 Definition. Ein abstrakter Simplizialkomplez K ist eine Kollektion {o}
endlicher Teilmengen einer (Hintergrund)Menge M, der Menge der Simplizes,
so dass gilt:

(1) jede einelementige Teilmenge von M gehort zu K
(2) ist c € Kund 7 C 0, s0 auch 7 € K

. Die (k + 1)-elementigen o € K werden k-Simplizes von K genannt, setze dann
dim(o) = k.

Die geometrische Realisierung |K | eines abstrakten Simplizialkomplex K ist
folgendermaflen definiert: zunéchst wihlt man sich eine totale Ordnung auf M.
Dann

K| = (HUGK{(;} « Adim(o)) / ~

wobei ~ erzeugt wird von (o, t;(z)) ~ (d;0,x). Hierbei lafit 6; den i-ten Punkt
von o weg, und ¢;: AF71 < A¥ ist die affin-lineare Einbettung des Standard
(k — 1)-Simplex in de Standard k-Simplex, welche den i-ten Eckpunkt ausldfit
(1—0,...,k).

1.2 Problem der Realisierung von Invarianten

Gegeben sei eine Familie F' von topologischen Réumen (mit gewissen “schénen”
Eigenschaften), fiir die eine Invariante I definiert ist. Welche Werte I(X) mit
X € F werden realisiert? Hier hat man also eine Konstruktionsaufgabe: stelle
X € F mit vorgegebenem I(X) her.

1.16 Beispiel. Fiir jedes n € N ist R™ ein n-dimensionaler Vektorraum.

1.17 Definition. (Topologische) Mannigfaltigkeit: ein Raum M ist eine topo-
logische Mannigfaltigkeit, falls M hausdorffsch mit abzéhlbarer Basis der Topo-
logie, und falls er lokal zu R™ ist; m ist die Dimension der Mannigfaltigkeit.

1.18 Frage. Was sind die moglichen Eulercharakteristiken von zusammenhéngen-
den kompakten 2-Mannigfaltigkeiten?

Diese Frage macht Sinn, denn

1.19 Satz. Jede kompakte 2-Mannigfaltigkeit ist ein endliches Polyeder.
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1.20 Awufgabe. Zeige, dass die Euler-Charakteristik einer Fldche vom Ge-
schlecht g gerade 2 — 2g ist.

1.21 Definition. (Konstruktion von topologischen Riumen: Verkle-
ben) Seien X,Y topologische Riume, A C X ein Teilraum (also eine Unter-
menge mit der Teilraumtopologie), f: A — Y stetig. Definiere X Uy Y (oft
schreibt man X U, Y, wenn f ein Hom6omorphismus auf sein Bild), die Ver-
klebung von X und Y entlang f, als Quotienten von X ITY/ ~ wobei ~ von
a ~ f(a) fir alle a € A erzeugt wird.

1.22 Beispiel. (1) Zylinder [0,1] x [0,1]/(0,2) ~ (1, )
(2) Torus [0,1] x [0,1]/((0,z) ~ (1,z), (z,0) ~ (z,1)).
(3) Fliche vom Geschlecht g.

1.23 Definition. RP" := R""!\ {0} /v ~ Av fiir alle v € R"*1\ {0}, X # 0.
Es handelt sich um die Menge der 1-dimensionalen Unterrdume von R"*1!.
Entsprechend definiert man CP™ und HP".

1.24 Aufgabe. RP" ist n-dimensionale kompakte Mannigfaltigkeit, CP™ ist
2n-dimensionale kompakte Mannigfaltigkeit.

1.25 Definition. (Zusammenhingende Summe zweier Mannigfaltigkei-
ten) Seien M, N zwei m-dimensionale Mannigfaltigkeiten. Wihle Einbettungen
iy D™ — M | iy: D™ — N. Setze M#N = M \ ip((D™)°) Ugm-1 N\
in((D™)°).

1.26 Satz. Die mdglichen Eulercharakteristiken von zusammenhdngenden kom-
pakten 2-Mannigfaltigkeiten sind 2,1,0,—1,---.

1.3 Klassifikationsproblem

Ausgehend von den Abschnitten [[.1] und [T.3] stellt sich als ultimative Frage die
folgende.:

1.27 Frage. Gegeben eine Klasse K von topologischen Rdume, finde (eine oder
mehrere) Invarianten I so dass I(X) = I(Y) genau dann, wenn X und Y #dqui-
valent sind (unter der gerade betrachteten Aquivalenzreltation, z.B. Homdomor-
phie), und erstelle eine Liste aller moglichen Werte von 1.

Damit hat man dann die Elemente von K vollstéindig (bis auf Aquivalenz)
verstanden).

Jeder von uns kennt mindestens eine solche Klassifikation (aus der linearen
Algebra):

1.28 Satz. Zwei Vektorrdaume tber einem Kérper k sind genau dann isomorph,
wenn thre Dimenston tbereinstimmdt.

Auflerdem gibt es fiir jede natiirliche Zahl n € Nyoy einen Vektorraum mit
Dimension n (und zwar den k™).

Auf dhnliche Weise gibt es auch Klassifikationsresultate fiir topologische
R”aume.
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1.29 Beispiel. Jede zusammenhingende 1-dimensionale Mannigfaltigkeit ohne
Rand ist homéomorph entweder zu R oder zu S!, je nachdem, ob sie kompakt
ist oder nicht.

Die Klassifikation liefert hier also eine Liste mit nur zwei Elementen (und
das Beispiel passt nicht ganz, da man hier kaum von einer Invariante sprechen
kann, welche die beiden unterscheidet).

1.30 Beispiel. Zwei zusammenhingende kompakte orientierbare 2-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten sind genau dann hom6omorph, wenn ihre Eulercharakteris-
tik {ibereinstimmt. Die Eulercharakteristik nimmt die Werte {2,0,—2,---} an.
Hier liefert die Euler-Charakteristik also eine Bijektion zwischen der Menge
K den Homoomorphieklassen von kompakten zusammenhéngenden orientierba-
ren 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten ohne Rand und der Menge {n € Z | n <
2}.
Die Fléche vom Geschlecht g (also mit g “Lochern) hat Euler-Charakteristik
2 — 2g, wobei g(S%) =0, g(T?) =, ....

1.31 Beispiel. Ein beriihmtes Beispiel fiir ein Klassifikationsproblem ist die
(verallgemeinerte) Poincaré Vermutung. Sie sagt: jede kompakte Mannigfaltig-
keit ohne Rand welche homotopiedquivalent zu S™ ist, ist auch homéoomorph
zu S™.

Dies ist richtig fir n = 1,2 (und folgt aus obigen Klassfikationen), auch fiir
n > 5 (1961 von Smale bewiesen) und fiir n = 4 (1982 von Friedmann bewiesen).
Der Fall n = 3 ist eines der Clay-Millenium problems, fiir seine Losung ist ein
Preis von 1 Mio Dollar ausgesetzt. M. Perelman behauptet in aktuellen Arbeiten,
diese Vermutung bewiesen zu haben, der Beweis ist aber noch nicht entgiiltig
gepriift worden.

1.4 Einbettungsproblem

1.32 Definition. Eine Abbildung f: X — Y heifit (topologische) Einbettung,
wenn f: X — f(X) ein Homdomorphismus ist.

In der Regel versucht man, Einbettungen in “schéneRR#&ume, z.B. R", zu
finden. Analog wird fiir Gruppen die Darstellungstheorie entwickelt, wo man
z.B. versucht, Homomorphismen nach GL(n,R) zu verstehen.

1.33 Beispiel. o Jede glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n 143t sich in
R2™ einbetten.

o RP? Lifit sich (entsprechend) in R?* einbetten. RP? 148t sich aber nicht in
R3 einbetten.

e SchonflieB-Theorem: jede Einbettung S* < R? lisst sich zu einer Einbet-
tung D? — R? fortsetzen.
Fiir n > 3 ist die analoge Aussage falsch.

e jeder metrisierbare Raum lésst sich in einen Banachraum einbetten (Kuratowski-
Einbettung).
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1.5 Problem der Fortsetzung (,,Liftung“) von Abbildun-
gen

Sei X ein topologischer Raum. Gegeben eine Abbildung f: S™ — X. Frage:
kann f fortgesetzt werden zu einer Abbildung F': D™ — X7 Diese Frage ist
wichtig bei der Berechnung der Homotopiegruppen von X.

1.34 Beispiel. X = 5™, f: ™ — S™ sei die Identitdt. Betrachtet man die
Beispiele n = 1 und n = 2, wird man schnell vermuten, dass es keine Fortsetzung
F wie in der Frage geben kann.

Um dies zu beweisen, brauchen wir Invarianten, die nicht nur die Objekte,
sondern auch die Abbildungen zwischen diesen Objekten berticksichtigen. Hierzu
ist der Begriff des Funktors von fundamentaler Bedeutung (und das weit iiber
die algebraische Topologie hinaus).

1.35 Definition. Eine Kategorie C' besteht aus einer Klasse von Objekten
Ob(C), und fiir je zwei Objekte X, Y € Ob(C) aus einer Menge von Morphismen
More(X,Y) = Mor(X,Y), so dass folgende Eigenschaften erfiillt sind.

e Fiir beliebige X,Y, Z € Ob(C) gibt es eine Verkniipfungsabbildung

o: Mor(Y,Z) x Mor(X,Y) — Mor(X,Z);(g,f) — go f.

e Fiir jedes X € Ob(C) gibt es ein ausgezeichnetes Element idx € Mor(X, X).
e foid=idof = f wenn immer dies Sinn macht

o Assoziativitiit: fo(goh) = (fog)oh, wennimmer dies Sinn macht (man
kann ja nicht beliebige Morphismen komponieren).

1.36 Beispiel. e Die Kategorie R — VECT der R-Vektorrdume und linea-
ren Abbildungen.

e Die Kategorie TOP der topologischen Rdume und stetigen Abbildungen

e Die Kategorie ABEL der abelschen Gruppen und Gruppenhomomorphis-
men

e Die Kategorie GRU P der Gruppen und Gruppenhomomorphismen.

e Sei GG eine Gruppe. Wir definieren eine Kategorie G mit genau eine Ob-
jekt *, und mit Mor(x,*) := G, wobei die Komposition genau durch die
Verkniipfung in G gegeben sein soll.

1.37 Definition. Ein kovarianter Funktor F zwischen zwei Kategorien C' und
D ordnet jedem X € Ob(C) ein Objekt F(X) € Ob(D) zu, und jedem Mor-
phismus f € Mor(X,Y) einen Morphismus F(f) € Mor(f(X), f(Y)), so dass
folgendes erfiillt ist:

(1) F(idx) = idp(x) fiir jedes X € Mor(C)

(2) F(fog)=F(f)o F(g) wennimmer dies Sinn macht.
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Ein kontravarianter Funktor ist definiert wie ein Kovarianter Funktor, mit der
Ausnahme dass alle Morphismen umgedreht werden. Falls f € Mor(X,Y) gilt
also hier F/(f) € Mor(f(Y), f(X)). Natiirlich muss dann auch F(fog) = F(g)o
F(f) gefordert werden.

1.38 Beispiel. Es gibt fiir jedes n € N einen kovarianten Funktor H, (n-
te Homologie) von TOP nach ABEL. Falls n > 1 gilt H,(D"") = 0, und
H,(S") 2Z.

Aufgabe; zeige damit, dass es tatsichlich keine Fortsetzung von idg- auf
D" geben kann.

Losung: Gébe es eine solche Abbildung F: D"T! — 8™, so erhielte man we-
gen der Funktoreigenschaft folgendes kommutative Diagramm abelscher Grup-
pen (i: S — D"*! ist die Einbettung):

Hy(S") =7 —4 z=H,(S"

lHn(i) lid
H (D) = {0} S5 2 = H,(57)
Da aus algebraischen Griinden H, (i) = 0 = H,(F'), erhdlt man den Wider-
spruch 0 = idg.

1.6 Problem der Existenz von Zusatzstrukturen

Wir haben bereits gesehen, dass es fiir topologische Rdume niitzlich sein kann,
Zusatzstrukturen (z.B. eine Triangulierung) zu betrachten. Die Frage ist dann
oft: gibt es solche Zusatzstrukturen, und wenn ja, wie viele (bis auf Aquivalenz).

1.39 Beispiel. (1) Ist ein Raum X metrisierbar?

(2) welche Topologischen Mannigfaltigkeiten erlauben eine glatte Struktur
(nicht alle, und diese ist in der Regel nicht eindeutig).

(3) Hat jede Mannigfaltigkeit der Dimension n eine Triangulierung (Haupt-
vermutung sagt: Ja).

Antworten: richtig fiir n = 2, 3, aber falsch fiir n > 5 und fiir n = 4.

Fiir glatte Mannigfaltigkeiten ist die Aussage wiederum richtig.

2 Fundamentalgruppe 1

2.1 Definition. Seien X,Y topologische Ridume. Zwei Abbildungen f,g: X —
Y heiflen homotop, falls es eine Homotopie H: X x [0,1] — Y zwischen ihnen
gibt, also eine stetige Abbildung, so das H oig = f und H o i; = g, wobei
i: X — X x[0,1]; z +— (z,¢).

Sei zyp € X und yg € Y. Wir schreiben f: (X, z0) — (Y, y0), falls f: X =Y
stetige Abbildung mit f(xz¢) = yo. Man spricht dann von punktierten Abbildun-
gen.

Eine Homotopie H: X x [0,1] — Y heifit punktiert, falls H(zq,t) = yo fir
alle ¢t € [0,1].
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Wir schreiben [X, Y] fiir die Menge aller Homotopieklassen von Abbildungen
von X nach Y, und [(X, zo), (Y, yo)] fiir die Menge der punktierten Homotopie-
klassen.

2.2 Aufgabe. Zeige, dass Homotopie tatsichlich eine Aquivalenzrelation ist:
man kann Homotopien umdrehen und verketten.

2.3 Lemma. Seien f,g: X — Y homotop (mit Homotopie H), und seien
h:Y — Z und u: U — X stetig. Dann sind auch ho fowu und hogou
homotop (mit Homotopie H' := h o H o (u x idp ) ).

Beweis. Als Verkniifpung stetiger Abbildungen ist auch H': U x [0,1] —
stetig. AuBerdem gilt H'(p,0) = h(H(u(p),0) = h(f(u(p))) und H'(p,1)
h(g(u(p))), somit ist H' die gewiinschte Homotopie.

Ol N

2.4 Definition. Sei zp € X. Wir definieren (X, o) = [(S},1), (X, z0)].
Hierbei ist S' ¢ C, mit 1 € C.

2.5 Bemerkung. Es gibt einen Homdomorphismus [0,1]/(0 ~ 1) — S1;t —
exp(2mit), welcher 0 ~ 1 auf 1 abbildet. 71 (X, o) ist damit isomorph zu

[([05 1]7 {07 1})’ (Xv xO)]»

der Menge von Homotopieklassen von Abbildungen von [0, 1] nach X, wobei
immer sowohl 0 also auch 1 auf zy abgebildet werden.

2.6 Definition. (X, zo) wird eine (in der Regel nicht abelsche) Gruppe,
mit Verkniipfung [v1] - [y2] gegeben durch Hintereinanderausfithren der beiden
Schleifen.
Priziser: sind f, g: ([0,1],{0,1}) — (X, x0) gegeben, so definiere f-g: [0,1] —
X durch
£(21); 0<t<1/2
fgt) = (2) /
g2t —1); 1/2<t<1.
Das neutrale Element ist représentiert durch die Konstante Schleife, das

Inverse durch die umgekehrte Schleife.

2.7 Aufgabe. Beweise, dass die Verkniipfung in (X, z¢) wohldefiniert ist,
und dass sich wie angegeben eine Gruppe ergibt.

2.8 Lemma. Sei f: (X,z9) — (Y,yo) stetig. Dann induziert f einen Gruppen-
homomorphismus m1(f): m1(X,z0) = m (Y, y0); [Y] — [f o 7].

Beweis. Die Abbildung ist wohldefiniert nach Lemma[2:3] die Definition ergibt,
dass es sich um einen Gruppenhomomorphismus handelt. O]

2.9 Bemerkung. Damit haben wir zwar einen schénen Funktor von TOP nach
GRUP definiert. Ein Nachteil ist allerdings, dass wir bisher noch fast keine
Fundamentalgruppe ausrechnen kénnen.

Weitere Frage: wie héngt m; vom gewahlten Basispunkt x¢ € X ab?

2.10 Lemma. Seien xg,z1 € X und v: [0,1] — X ein Weg mit v(0) = xo,
v(1) = z1. “Konjugieren mit v * liefert dann einen Isomorphismus

ve: m(X,21) = m(X, 20); [f] — YA,
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wobei Yy~ f~ definiert ist als

v(3t); 0<t<1/3
fBt—1/3); 1/3<t<2/3
v(3—-3t); 2/3<t<I1.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

2.11 Definition. FEin topologischer Raum X heifit wegzusammenhdingend, falls
fiir je zwei Punkte xp,z1 € X ein Weg v: [0,1] — X existiert mit v(0) = zo
und (1) = ;.

2.12 Korollar. Sei X wegzusammenhdingend. Fir je zwei Punkte xg,x1 € X
sind 71 (X, xo) und m (X, x1) isomorph.

2.13 Bemerkung. Vorsicht: da der Isomorphismus in Korollar im allge-
meinen nicht kanonisch gegeben ist (und schon gar nicht eindeutig ist), ist es in
der Regel nicht richtig, von der Fundamentalgruppe zu sprechen.

Ausnahme: wenn die Fundamentalgruppe abelsch ist, ist der Isomorphismus
kanonisch.

2.14 Lemma. 7 ({xo},z0) = {1}.

Beweis. Es gibt nur die konstante Abbildung von S! zum Einpunktraum. [

2.15 Lemma. Seien f = g € [(X,zg), (Y,y0)]. Dann gilt 71 (f) = m1(g): m1 (X, 20) —
(Y, vo)-

Beweis. Seien ig,i1: X — X x [0,1] die Inklusionen als Deckel und Boden
des Zylinders (ig(z) = (2,0),i1(x) = (2,1)). Dann ist ig ~ ;. Wir zeigen:
m1(i0) = Y« 071 (41), wobei v, : w1 (X X [0,1], (20, 0)) — 71 (X x [0, 1], (z0,1)) der
Isomorphismus von Lemma ist, welcher durch den Weg ~(t) = (zo,1 — 1)
geliefert wird.

Fiir f: (S',1) — (X, z0) ist eine Homotopie zwischen ig o f und v~ ti; o fy
durch “Hochschiebennach oben” gegeben, womit die Zwischenbehauptung folgt.

Wir nutzen nun die Funktorialitdt von m; aus, Verkniipfen mit H: X X
[0,1] = Y, und das Resultat folgt. O

1

2.16 Bemerkung. Falls eine Homotopie H wie in Lemma[2.15] den Basispunkt
nicht erhilt, ergibt sich mit dem gleichen Beweis, dass 71 (f) = H(7).m1(g): m (X, x0) —
m1(Y, yo).

2.17 Definition. Zwei Riume X,Y heiflen homotopieiquivalent, falls es Ab-
bildungen f: X — Y und ¢g: Y — X gibt, so dass fog ~idy und go f ~idx.
X heifit kontrahierbar, falls X homotopiedquivalent zum Einpunktraum ist.
2.18 Korollar. Sei X kontrahierbar. Dann ist X wegzusammenhdingend und
es gilt m (X, zo) = {1}.
Z.B. ist fiir jedes n D™ kontrahierbar.

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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3 Uberlagerungen

3.1 Definition. Ein topologischer Raum I' = (I, 7) heifit diskret, wenn jede
Teilmenge offen ist, also 7 = P(T").

3.2 Definition. Sei C eine Kategorie (z.B. TOP). Ein Diagramm

x L .y

IER
Z —— W.

heiflt kommutativ, falls hf = wug: verschiedene Wege vom selben Start- zum
selben Zielpunkt liefern (wenn komponiert) den gleichen Morphismus.
Entsprechend wird Kommutativitit auch bei anderen Diagrammen definiert.

3.3 Definition. Seien X, X topologische Riume. Eine Abbildung p: X — X
heifit Uberlagerungsabbildung, wenn fiir jedes ¢ € X eine Umgebung U und
eine diskrete Menge I" existiert, so dass man folgendes kommutative Diagramm
erh”’alt.

Lokal sieht also X wie X x T' aus. Die Kardinalzahl |T'| wird Blitterzahl der
Uberlagerung genannt. Fiir p € X ist die Menge p~!(z) (die Faser von p an x)
homdomorph zur diskreten Menge T'.

3.4 Beispiel. (1) Die Abbildung exp: R — S C C; t — exp(2mit) ist eine
Uberlagerung. Fiir einen Punkt ¢ € S* kann man U := S\ {—¢} wihlen.
Dann ist ja S'\ {—q} ~ (0,1). Umgekehrt ist z.B.p~1(0) = R\ Z =~
(0,1)xZ, und die Homomorphismen kann man auch mit den Projektionen
vertréiglich wéhlen.

(2) Die Projektion p: S™ — RP" (Einschrankung der kanonische Projektion
R+l — RP") ist eine Uberlagerung, die Blitterzahl ist 2.

3.5 Aufgabe. Sei p: X — X eine Uberlagerung, X zusammenhingend. Zei-
ge, dass dann ‘p‘l(x)’ = ’p‘l(y)| fiir alle z,y € X. Die Blatterzahl ist also
wohldefiniert.

Zeige, dass p ein lokaler HomGomorphismus ist, dass es also fiir jedes T €
X offene Umgebungen U von T und U von z gibt, so dass p|: U — U ein
Homoomorphismus ist. Finde ein Beispiel fiir einen lokalen Homéomorphismus,
welche keine Uberlagerung ist.

3.6 Aufgabe. Sei p: M — M eine Uberlagerungi mit abzdhlbarer Blétterzahl
und M eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann hat M auf eindeutige Weise eine
glatte Mannigfaltigkeit, so dass p ein lokaler Diffeomorphismus ist.

3.7 Definition. Sei X topologischer Raum. Wir setzen Homeo(X) := {f: X —
X | f Homoomorphismus}. Dies ist eine Gruppe.
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3.8 Definition. Sei G eine (diskrete) Gruppe, X ein topologischer Raum. Ei-
ne stetige (Links)-Operation von G auf X ist ein Gruppenhomomorphismus
¢: G — Homeo(X); man schreibt dies oft als “Multiplikation” G x X —
X;(g,z) — gx := ¢(g)(x). Dann gilt 1 -z = z und g - (h - x) = (gh) - z fiir
allex € X, g,h € G.

Falls X glatte Mannigfaltigkeit, dann heifit eine solche Operation glatt, wenn
man Homoomorphismen durch Diffeomorphismen ersetzt.

Eine Operation ¢ heifit

(1) effektiv, falls ker(¢) = 1.

(2) frei, falls g - ¢ = x impliziert, dass g = 1 (jedes nicht-triviale Element von
G bewegt jeden Punkt von z)

(3) diskret, falls fiir alle z,y € X offene Umgebungen U, 2 z, U, 3 y existie-
ren, so dass g - U, N Uy # 0 nur fiir endlich viele g € G.

Jede Operation definiert eine Aquivalenzrelation auf X, mit 2 ~ ga fiir alle
x € X, g € G. Fiir den Quotientenraum schreibt man I'\ X, er heifit auch der
Bahnenraum.

3.9 Beispiel. Die Abbildung Z x R — R; (2,t) — z + t ist eine glatte freie
Operation von Z auf der Mannigfaltigkeit R.

Die triviale Operation ist definiert durch gz := z fiir jedes g € G, z € X.
Sie ist das Gegenteil von effektiv.

3.10 Definition. Ein topologischer Raum X heif3t hausdorffsch, falls es fiir je
zwei Punkte z # y € X offene Umgebungen U,, U, mit U, N U, = () gibt.

3.11 Satz. Sei X ein topologischer hausdorffscher Raum mit freier diskreter
Operation der Gruppe I'. Dann ist mit X := I\X die Projektion p: X — X
eine Uberlagerungsabbildung.

Beweis. Ubungsaufgabe.

Tipp: Wihle zu o € X ein Urbild 7 € X.

Wiéhle dann Umgebung U; von T nach Definition von diskreten Operationen.
Benutze die Hausdorff-Eigenschaft, um Uy zu einer Umgebung Us zu verkleinern,
so dass Uy N gUy = 0 fiir alle g # 1. Zeige nun, dass p|y, ein Homdomorphis-
mus ist, und dass I' x Uy — T'Us := {gz | g € G,z € Us}; (9,2) — gz ein
Homdomorphismus ist. Folgere zuletzt, dass p eine Uberlagerung ist. O

3.12 Aufgabe. Finde zwei Beispiel mit einer freien Operation, wo die Quotien-
tenabbildung keine Uberlagerung ist, wobei einmal die Operation nicht diskret
ist, im zweiten Beispiel der Raum nicht hausdorffsch.

3.13 Definition. Sei X topologischer Raum.

(1) X heifit wegzusammenhéngend, falls je zwei Punkte durch einen Weg ver-
bunden werden konnen.

(2) X heifit lokal wegzusammenhiingend falls fiir jeden Punkt z € X eine
Umgebung existiert, welche wegzusammenhéangend ist.
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(3) X heift semilokal einfachzusammenhingend, falls fiir jedes x € X gibt
es eine offene Umgebung U,, so dass jede Schleife v: S — U, in X zu
einer konstanten Schleife homotop ist; préziser: in Inklusion induziert auf
m1(Uy, b) — 71 (X, b) fiir jedes b € U die triviale Abbildung.

3.14 Aufgabe. Finde Beispiele, fiir welche die Eigenschaften aus|3.13|getrennt
erfiillt bzw. nicht erfiillt sind (es gibt also 8 Félle zu unterscheiden).

3.15 Satz. Sei X wegzusammenhdngend, lokal wegzusammenhdngend und se-
milokal einfachzusammenhdngend.

Dann gibt es eine Bijektion zwischen den Untergruppen U von w1 (X, xg) und
Isomorphieklassen von zusammenhingenden Uberlagerungen py (Xy,zy) —
(X, LL'()) . .

Eine Isomorphie von Uberlagerungen ist dabei ein Homdoomorphismus

fr(Xu,av) = (Xp,2y)  mit pyof=pu.
Der Beweis benotigt einige vorbereitende Aussagen.

3.16 Lemma. Seip: Y — X eine Uberlagerung, I C R ein Intervall, v: I — X
stetig, to € I und Y(tg) € Y ein Lift von y(to) (also p(7(to)) = v(to)).

Dann gibt es eine eindeutige Abbildung 7: I —'Y mit 4(to) wie vorgegeben,
und so dass poy =-y.

Man spricht von der eindeutigen Wegeliftungseigenschaft von diberlagerun-
gen.

Beweis. Da p lokaler Homéomorphismus ist, existiert lokal ein Lift. Seien 77 : I; —
Y und 45: Is — Y zwei Lifts, die auf zwei Teilintervallen von I definiert sind
(mit tg € Iy N I3). Sei t; := sup{t € 1 NIz | 41(t) = F(t)}. Falls t; € I,
withle Umgebung U von ~(t;) mit Uberlagerungskarte f: p~'(U) — U x Z
mit diskreter Menge Z. Fiir ¢ < t; geniigend nahe bei ¢; ist y(¢t) € U und
die Lifts 41 (t) = A2(t) existieren. Wegen der lokalen Homomorphie gélte dann
auch 41 (o) = 2(to) = limy_4, 71(¢). Es ist also entweder ¢1 ¢ I oder t1 ¢ I,
auf dem gemeinsamen Definitionsbereich stimmen 4; und 4, jedenfalls iiberein
(dasselbe geht natiirlich auch links von #).

Sei nun I; C I das maximale Definitionsintervall, auf welchem der (eindeu-
tige) Lift 4 von 7 definiert werden kann. Die obige Uberlegung mit den lokalen
Diffeomorphismen zeigt, dass I; sowohl offenes als auch abgeschlossenes Teilin-
tervall von [ ist. Da I zusammenhéngend, also I = I. O

3.17 Lemma. Seip: Y — X eine Uberlagerung und H: [0,1]x[0,1] — X eine
stetige Abbildung, mit Lift H(0) € Y von H(0).

Dann gibt es einen eindeutigen Lift H: [0,1] x [0,1] — Y mit vorgegebenem
Wert H(0).

Beweis. Da jeder Punkt in [0, 1] x [0,1] mit (0,0) durch einen Pfad verbunden
werden kann, und da die Lifts von Pfaden eindeutig sind, kann es hochstens
einen stetigen Lift von H geben.

Sei r := sup{t € [0,1] | H|[0,t]><[0,1] stetig}. Wegen der lokalen Homoomor-
phie gibt es fiir jedes (r, s) € [0, 1] x [0, 1] eine offene Umgebung, so dass der auf

[0,7) x [0, 1] stetige Abbildung H von H (eindeutig) stetig fortgesetzt werden
kann. Wire r < 1, konnte wegen der Kompaktheit von [0,1] dann der Lift H
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sogar stetig auf ein [0,7 + €] x [0, 1] fortgesetzt werden, mit geeignetem e > 0.

Das widerspricht aber der Definition von r, also gilt 7 = 1, und der stetige Lift

H ist auf [0,1] x [0, 1] definiert. O

3.18 Korollar. Seip: (X,%o) — (X,x0) eine Uberlagerung. Dann ist p,: 71 (X, Zo) —
m1 (X, x0) injektiv.

Beweis. Sei v: [0,1] — X eine “Schleife” bei z, also v(0) = v(1) = Zo, so dass
p oy homotop zur konstanten Schleife ist. Sei H: [0, 1] x [0,1]toX eine solche
Homotopie, also H(0,t) = H(1,t) = H(s,1) = xo.

Dann hat H eindeutige Liftung zu H mit (wegen der Eindeutigkeit gelifteter
Wege) H(0,t) = H(1,t) = H(s,1) = & fiir alle s,t € [0,1]. Damit ist H
eine Homotopie zwischen ~y und der konstanten Schleife, insbesondere ist jedes
Element im Kern von p, selbst schon trivial. O

3.19 Satz. Seip: X — X eine Uberlagerung und f: Y — X stetig. Seiyy € Y
und ein Lift f(yo) € X wvon f(yo) vorgegeben und sei Y wegzusammenhdingend
und lokal wegzusammenhdingend (d.h. fiir jedes y € Y und jede offene Menge
UCY mity € U gibt es eine offene Umngebung V. C U wvon y, so dass V
wegzusammenhdingend).

Falls m (f)(m1(Y,90)) € m(p)(m (X, f(y0))) € m(X, f(yo)). dann gibt es
einen eindeutigen stetigen Lift f: Y — X von f mit vorgegebenem f(yo)

Beweis. Zu y € Y wihle Weg c¢: [0,1] — Y von yo nach y, mit eindeutigem Lift
(foe): [0,1] — X zum Anfangspunkt f(yo). Sei cy: [0,1] — Y ein zweiter Weg
von yo nach y. Dann ist die Hintereinanderausfithrung ~: [0,1] — Y von ¢ und
dem Inversen von ¢y ein Weg mit Anfangs- und Endpunkt yo (also eine Schleife),
also fo~:[0,1] — X ein Schleife in X mit Anfangs- und Endpunkt zy. Nach
Voraussetzung iiber die Beziehung der Fundamentalgruppen von X, Y, X gibt es
eine Schleife 3: [0,1] — X und eine punktierte Homotopie H: [0,1] x [0,1] — X
zwischen f o~ und po 3, wobei H(t,0) = H(¢t,1) = o fiir alle ¢ € [0,1] (hier
wird benutzt, dass der Kreis S* zum Intervall [0, 1] aufgeschnitten wird, aber
natiirlich weiterhin der Basispunkt von S' konstant nach zg abgebildet w1rd)

Die Homotopie H hat nun nach Lemma einen eindeutigen Lift H: [0,1]x
[0,1] — X, wobei insbesondere H(0,t) = H(1,t) = f(yo) fiir jedes t € [0,1].
Beachte, dass wegen der Eindeutigkeit des Lifts insbesondere der Lift von foc
und von f o ¢y zum Anfangspunkt f(yo) identisch, némlich gleich H(1,1/2) ist.

Wir definieren f: Y — X durch f(y) := (foc)(1) fiir einen Weg von yo nach
Y-

Wir miissen noch beweisen, dass diese Abbildung stetig ist. Sei dazu y € Y
und W C X offene Umgebung von f(y), so dass lokal p~}(W) = W x Z mit
diskretem Z.

Wihle wegzusammenhiingende Umgebung U C f~Y(W) C Y von y. Man
erhélt dann einen Weg ¢, von yy zu z € U, indem man einen festen Weg ¢y nach
Yo mit einem in U verlaufenden Weg e, von y zu z verkettet. Der (eindeutige) Lift
von foc, ist dann die Verkettung des Lifts von focy mit foe,. Letzterer verlauft
aber ganz in einem der Bliitter von p~'(W). Die Abbildung f|y erhélt man also,
indem man f mit dem inversen des lokalen Homéomorphismus p (eingesschrinkt
auf das richtige Blatt) verkniipft: als verkniipftung zweier stetiger Abbildungen
ist sie stetig. O
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3.20 Korollar. Seien p1: (X1,21) — (X,z0) und pa: (X2,22) — (X, z0)
2wei wegzusammenhdngende Uberlagerungen eines lokal wegzusammenhingen-
den und wegzusammenhdngenden Raums X. Es sei im((p1)«) = im((p2)«) C
m (X, xg). Dann gibt es einen eindeutigen Homdéomorphismus f: (X1,x1) —
(X2,22) mit pyo f =p1.

Beweis. Da X lokal wegzusammenhéngend, und da dies eine lokale Eigenschaft
ist, sind auch die (lokal zu X homdomorphen) Riume X; und X5 lokal wegzu-
sammenhéngend. Man kann also auf das Paar von Abbildung (p1,ps) zweimal
den Satz anwenden, und erhilt (eindeutige) Lifts f: (X1, 21) — (X2, 2),
g: (Xo,x2) — (X1,21). Wegen der Eindeutigkeit der Lifts gilt insbesondere
go f =idy, (also Lift von p;: X; — X) und fog = idy,, somit erhdlt man die
gewiinschten Homoomorphismen, wir haben bereits gezeigt, dass diese eindeutig
sind. O

Zum Beweis des Hauptsatzes fehlt jetzt nur noch eine Konstruktion:

3.21 Satz. Sei X wegzusammenhdngend und semilokal einfachzusammenhdngend
mit Basispunkt x. Sei H Untergruppe von (X, xo). Dann gibt es eine zusam-
menhdngend Uberlagerung p: X — X mit m(X,Z) = H.

Beweis. Wir definieren X := {7: [0,1] — X | 7(0) = 0}/ ~ wobei 71 ~ 72 ge-
nau dann, wenn die Verkettung von v; und 75 ! ein Element aus H repriisentiert.
Nach Definition der Verkniipfung in 71 (X, z) ist dies eine Aquivalenzrelation,
da H Untergruppe.

Man hat eine offensichtiche Projektion p: X — X;[v] — 7(1). Sei [y] € X
mit y(1) = z. Wihle semilokal-einfachzusammehéngende Umgebung U C X
von . Setze Uy, als Menge aller (Klassen von) Wegen, die sich als Komposition
von v mit einem Weg in U ergeben. Da U semilokal-einfachzusammenhéngend
ist p: U] — U eine Bijektion. Wir definieren nun einfach, dass die Mengen
Ul eine Basis der Topologie von X bilden sollen. Beachte, dass jede Teilmenge
einer Menge U, wie aus der Definition von lokalem einfachzusammenhang selbst
wieder dieselben Eigenschaften hat, daher ist der Schnitt zweier Mengen Ul
und V[ selbst wieder einer dieser Mengen aus der Basis der Topologie von X , SO
dass die Topologie von X selbst nur aus Vereinigungen solcher Mengen besteht,
und so dass insbesondere die Abbildungen p|UM : Upy) — U Homdomorphismen
sind.

Fixiere nun y € X, und betrachte Z := p~1(y) C X mit Umgebungen
Upy fiir [y] € Z. Sei [] € Up,] N U,y,), dh. die Verkettung von «; mit einem
in U verlaufenden Weg ¢; und von 7, mit einem in U verlaufenden Weg -9
ist homotop (relativ Endpunkt). Nach Voraussetzung an U kann man (durch
geeignete Homotopie) annehmen dass ¢; = ¢2 und weiterhin die Verkettung von
41 und 79 mit ¢; homotop relativ Endpunkt sind. Dann sind aber auch v; und
~v2 homotop relativ Endpunkten. Somit ist p_; (U) homéomorph zu U x Z, also
ist p eine Uberlagerung.

Es bleibt noch, die Fundamentalgruppe von X zu bestimmen. Sei c: [0,1] —
X Repriisentant einer Schleife in H. Definiere Lift &: [0,1] — X durch &(t) :=
[c|[0,1]- Nach Definition der Topologie auf X ist diese Abbildung stetig. Es ist
eine Schleife, da é(1) = [¢] € H, also ¢ dquivalent zur konstanten Schleife, also
zu ¢(0). Die gleiche Konstruktion zeigt aber auch, dass eine Schleife, die nicht
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in H liegt, nicht zu einer Schleife in X geliftet werden kann (Lift von Wegen ist
eindeutig). Folglich gilt im(m (X, Z¢)) = H, wie behauptet. O

3.22 Satz. Verbesserte Version von Satz[3.19:

Sei X wegzusammenhdngend, lokal wegzusammenhdngend und semilokal ein-
fachzusammenhdngend. Wihle xo € X. Dann gibt es eine (bis auf Uberlage-
rungsisomorphie eindeutige) universelle Uberlagerung p: (X, To) — (X, w0) mit
m1(X, %) = 1. Auf X operiert m (X, xq) frei und diskret, und X /m1 (X, z0) = X.
Lokal sieht X aus wie U x T.. Die Zwischeniiberlagerungen sind bijektiv zu den
Untergruppen von m1(X, xg) und werden durch entsprechende Quotientenbildung
erhalten.

Beweis. Existenz folgt aus dem Beweis von Satz Eindeutigkeit aus Korollar
3.201 O

3.1 Abkiirzungen zum Beweis des Hauptsatzes

Gegeben sein ein wegzusammenhéngender, lokal wegzusammenhéngender und
semilokal einfachzusammenhéngender Raum X mit Basispunkt z¢p € X. Wir
wollen folgendes Diagramm studieren:

{isoklassen von punktierten Uberlagerungen p: (X, z) — (X, x0)}
— {Untergruppen von m (X, z0)}. (3.23)

Die Abbildung von links nach rechts ist gegeben durch (p: (X, ) — (X, 2¢))
p*(’ﬂ'l(X,{E)) - 7T1(X,£U0).

Diese Abbildung ist injektiv wegen Satz und Korollar Die
beiden Beweise konnen mit Bildern recht gut veranschaulicht werden.

Fiir die Surjektvitat brauchen wir jetzt “‘nur® noch eine Konstruktion; diese
wird anschaulich klar gemacht.

Umkehrabbildung:

3.24 Definition. Sei p: (X, %) — (X, z) eine universelle Uberlagerung eines
wegzsh, lokal wegszh und semilokal einfachzsh Raums (X, ). Per Definition
heiBt dies, dass X wegzusammenhiingend ist, und dass ksl (X,%) = {1}.

Dann operiert 7 (X, x) stetig, frei und diskret auf X auf folgende Weise: zu
einem y € X wiihle einen Weg ~: [0,1] — X von y nach Z. Sei g € m (X, z)
reprisentiert durch c: [0,1] — X. Dann wird ¢ - y definiert als Endpunkt des
Lifts der Schleife (;py)~! - ¢ (py) mit Startpunkt y. Da 71 (X, #) = {1}, héngt
dies nicht von der Wahl von 7 ab (wegen der Eindeutigkeit des Endpunkts zweier
Lifts von Wegen welche homotop mit festen Endpunkten sind). Genausowenig
hangt es von der Wahl von ¢ ab.

Mit 71 (2, X) operiert auch jede seiner Untergruppen U frei und diskret auf
X. Der Quotient X /U ist dann eine Uberlagerung von X mit Fundamental-
gruppe U (und hat selbst als universelle Uberlagerung X).

3.25 Bemerkung. Die Klassifikation von Uberlagerungen ist hier sehr ihnlich
der Klassifikation von Korpererweiterungen aus der Algebra: Zwischeniiberlage-
rungen entsprechen Untergruppen.
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4 Fundamentalgruppe II

Wir wollen nun starten, ein paar nicht-triviale Fundamentalgruppen zu berech-
nen. Dazu dient uns zunichst Satz [3:22

4.1 Satz. Die Fundamentalgruppe von St ist m(S',1) = Z. Ein Erzeuger ist
id: §* — St

Die universelle Uberlagerung von S* ist R, mit Uberlagerungsabbildung p: R —
S1:t s exp(2mit). Die Decktranslationsgruppe Z operiert durch Translation.

Beweis. pist Uberlagerung, S' ist wegzusammenhiingend, lokal wegzusammenhiingend
und seminlokal einfachzusammenhéingend (jeder Punkt hat eine Umgebung homéomorph
zu (0,1)). Auflerdem ist R zusammenziehbar, insbesondere ist 71 (R) = {1}. So-

mit ist R die eindeutige universelle Uberlagerung. Die Operation R x Z —

R; (1, z) — 7 + z ist frei und diskret, und R/Z = S!. O

4.2 Definition. Seien X,Y topologische Raume. Die Produkttopologie auf X x
Y ist die grobste Topologie (also mit moglichst wenigen offenen Mengen), so
dass die beiden Projektionen px: X XY — X und py: X xY — Y stetig sind.

Sie wird erzeugt von allen Mengen der Form U x V mit U C X offen und
V CY offen.

Hierbei ist die von einer Teilmenge A der Potenzmenge erzeugte Topolo-
gie die grobste Topologie, die A erhilt (also der Schnitt aller Topologien (als
Teilmengen der Potenzmenge)) welche A enthalten. “Konkret“ kann man sie
folgendermaflen beschreiben: eine Menge U ist offen in der erzeugten Topologie,
wenn es eine Indexmenge I gibt, fiir jedes ¢ € I ein n; € N und offene Mengen
Ui,j17~ cey Ui-,jn,i so dass U = Uiel( Z;l Ui,jk)'

Im Fall der Produkttopologie wird es etwas einfacher, da Uy x Vi NUy x Vy =
(U1 NUs) x (Vi N'Va): eine Menge ist offen genau dann, wenn U = |J,,; U; x V;
mit geeigneten I und U; C X offen, V; C Y offen.

4.3 Satz. Seien X und Y topologische Rdume. Dann ist

71 (X, w0) X p1(Y,90) — m(X X Y, (20,%0));
(1F: 8 — X],[g: 8" — Y]) i [f x g2 8" — X x V]

ein Isomorphismus.

Beweis. Die Umkehrabbildung ordnet jedem k: S' — X x Y die beiden Kom-
ponentenabbildungen zu. Dieselben Konstruktionen kann man auch mit Homo-
topien machen.

Man muss nur noch (aus der Definition der Produkttopologie) iiberpriifen,
dass die auftauchenden Abbildungen alle stetig sind, dann ergibt sich Wohl-
definiertheit und die Tatsache, dass man zu einander inverse Isomorphismen
erhalt. O

4.4 Korollar. Fir den n-dimensionalen Torus T™ = S* x --- x S* gilt m  (T™) =
—_——

n mal

7.

4.5 Korollar. Es gibt keine Fortsetzung D? — S' der identischen Abbildung
oD? = S — St
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Beweis. Geht wie in der Einfithrung (wegen der Funktoreigenschaft von 1), ver-
gleiche Beispiel Allerdings haben wir direkt, um zu zeigen, dass 71(S') = Z,
schon gezeigt dass [idg1] € 71 (S!) nicht trivial ist, und dies ist gerade die obige
Aussage. O

4.6 Bemerkung. Damit haben wir natiirlich noch nicht sehr viele Méglichkei-
ten, Fundamentalgruppen zu berechnen.
Wichtige weitere Satze zur Berechnung sind die folgenden.

(1) Satz von Seifert van Kampen, welches fiir X = AU B die Fundamental-
gruppe von X in mittels der Fundamentalgruppen von A, B und AN B
ausdriickt (soweit alle vorkommenden Riume wegzusammenhéngend sind
und technische Zusatzvoraussetzungen erfiillt sind).

(2) Lange exakte Sequenz von Homotopiegruppen fiir Faserungen. Eine Fa-
serung ist eine Verallgemeinerung von kartesischen Produkten, die “lange
exakte Sequenz” ist entsprechend eine Verallgemeinerung von Satz

(3) Der Hurewicz-Homomorphismus liefert einen Isomorphismus zwischen der
Abelschmachung von 71 (X, z) und der ersten Homologiegruppe H;(X),
falls X wegzusammenhéngend ist.

4.7 Definition. Seinen G1, G12 Gruppen. Ein freies Produkt X von G; und G4
ist eine Gruppe G zusammen mit Gruppenhomomorphismen ¢;: G; — G und
¢2: Go — G, so dass fiir jede Gruppe X und jedes Paar von Gruppenhomomor-
phismen ¥;: G; — X und t¥2: Gy — X genau ein Gruppenhomomorphismus
1 G — X existiert, so dass ¥ = ¥ o ¢1 und 1p5 = ¥ o ¢3. Man schreibt fiir G
dann G7 * Gs.

Man kann dies natiirlich auch iterieren.

Ein freies Produkt Z  --- x Z (mit k Faktoren) heifit freie Gruppe mit k
Erzeugern.

4.8 Satz. Fir je zwei Gruppen Gy und G2 gibt es ein freies Produkt G1+Gs. Es
ist eindeutig bis auf kanonische Isomorphie (die Abbildungen ¢;: G; — G1* G2
beriicksichtigend).

Die Homomorphismen ¢;: G; — G1 * Gy sind injektiv.

Beweis. Die Gruppe G * G5 wird einfach definiert als Menge von Aquivalenz-
klassen 1y ---Tpy, mit 2; € G1, y; € G2, n € N>;. Ein elementarer Re-
duktionsschritt ersetzt x1 -+ yg - 1 - yr+1 - yn durch zq - (YgYgt1 - - Yn, falls
Tr+1 = 1, oder entsprechend, falls eins der y; = 1. Wir betrachten die Aqui-
valenzrelation, die von diesen elementaren Reduktsionsschritten erzeugt wird.
Die Gruppenoperation ist durch hintereinanderschalten gegeben, das neutrale
Element durch 1 -1, das inverse von @7 - - -y, durch 1y, 1 --- xfll.

Die universelle Eigenschaft ist nun direkt nachzurechnen.

Eindeutigkeit ist allgemeier Unsinn. O

4.9 Satz. (Spezialfall des Satzes von van Kampen)
Sei X = X7 U Xy mit X1, Xo, Xq N Xy =: Xy wegzusammenhdngend und offen
in X. Sei x € Xo, und es gelte m (Xo,z) = {1}.

Dann ist 71 (X, x) mit den von den Inklusionen induzierten Homomorphis-
men 71 (X;, x) — m (X, x) das freies Produkt von w1 (X1, x) und 71(Xe, ).
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Beweis. Wir wollen nur kurz die Beweisidee angeben. Fiir einen ausfiihrlichen
Beweis wird auf die Lehrbuchliteratur verwiesen.

Wir miissen zeigen, dass m1 (X, z) die universelle Eigenschaft erfiillt. Seien
also 9;: m1(X;,2) — H zwei Gruppenhomomorphismen.

Wir miissen dann die eindeutige Existenz eines ¢: w1 (X, x) — H zeigen, so
dass die Verkniipfung mit den von Inklusionen induzierten Abbildungen gerade
1, ergibt.

Fiir die Eindeutigkeit beweisen wir, dass jedes Element g € m1(X,z) ein
Produkt ¢ = [[z1y1 - @nyn mit ; € imm(Xq1,2) und y; € im(m(Xa,x)
ist. Da eine Abbildung ¢ auf im(m (X1, z)) Uim(ma (X2, z) eindeutig festgelegt
ist, kann dann hochstens eine Abbildung v mit den gewiinschten Eigenschaften
existieren.

Sei also g € m(X,z) und ~v: [0,1] — X ein Reprisentant von g. Dann ist
{7~ ¥(X1),7"1(X2)} eine offene Uberdeckung von [0, 1]. Es gibt also (Lebesgue-
Zahl) 0 = tg < t; < --- < t, =1 (n € N), so dass jedes der Teilintervalle
[tk,tks1] von v ganz in X, ), (k) = 1,2 abgebildet wird, wobei wir erreichen
konnen, dass a(k + 1) # a(k) fiir alle k. Jeder der Punkte v(t;) liegt dann
in Xy, und man wéhle einen im wegzusammenhingenden X, (also auch in X;
und X5) verlaufenden Weg ¢;, von 7(zx) nach zg. Dann ist v homotop zur
Verkettung von Schleifen (¢ - Y]t 1.6n] " Cni1) (1 Vtota] - Co ), Wobei die
Schleife ci - Y[jt, ,.60) " Ch 1 gaNZ in Xo, , verlduft, also ein Element in m; (X, z)
reprisentiert, was im Bild der 7 (X,,_,,) liegt.

Um die Existenz des gewiinschten Homomorphismus zu beweisen, zeigen wir,
dass die Zerlegung von g als Produkt von Elementen im Bild von 7 (X7, z) und
von m1(Xo, ) sogar eindeutig ist, damit erhilt man eine wohldefinierte Abbil-
dung 9(9) = [Ti=1 Yar—1((er); (wobei im Produkt die Reihenfolge

beachtet werden muss, da G nicht notwendig abelsch ist).

Man beachte zunéchst, dass die Wahl der Wege ¢; keine Rolle spielt: da
m1(Xo, ) = {1}, sind je zwei solche Wege homotop mittels einer Homotopie mit
festen Endpunkten. Andert man die Zerlegung, erhilt man eine zweite Zerle-
gung, so dass sich beide Einzelzerlegungen von der gemeinsamen Verfeinerung
nur um Teilstiicke unterscheiden, die ganz in X verlaufen. Da 71 (Xy, x) = {1},
entspricht dies gerade einer elementaren Reduktion (bzw. ihrer Umkehrung); das
dadurch als Bild von v definierte Element von G &ndert sich jedenfalls nicht.

Wesentlich mithsamer ist es, dass die Konstruktion auch unabhéngig von
der Schleife v ist, welche das Element g reprisentiert. Sei dazu H: [0,1] x [0, 1]
eine Homotopie (mit festen Endpunkten) von v zu ~'. Wiihle (Lebesgue-Zahl!)
n > 0, so dass jeder Wiirfel [(k —1)/n,k/n] x [(I —1)/n,l/n] nach X4,y mit
a(k,l) € {1,2} abgebildet wird. Es geniigt nun, fiir zwei “aufeinanderfolgende”
Schleifen H(_1)/,, und Hy/, zu zeigen, dass die resultierende Zerlegung von g
als Produkt iibereinstimmt, induktiv folgt dies dann auch fiir die zu v und ~/
gehorenden Zerlegungen.

-1
tk,ltk]‘ck_l])

Hier kann man nun (durch Zusammenfassen von Teilwiirfeln) 0 = ¢g, t1,...,t, =
1 wihlen, so dass [(k —1)/n, k/n] X [t;—1,t;] von H komplett nach (i) € {1,2}
abgebildet wird, so dass a(i—1) # a(4) fiir alle 4. Ahnlich wie bei der Konstrukti-
on der in X7 und X5 verlaufenden an z basierten Teil-Schleifen, konstruiert man
nun auch ganz in X; oder X5 verlaufende Homotopien (mit festen Endpunkten)
zwischen diesen Teilschleifen. Die Resultierenden Elemente aus (X1, z) und
71(X2, ) bleiben also gleich.
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Mit ahnlichen Mitteln sieht man dass die Resultierende Abbildung 71 (X, z) —
G ein Gruppenhomomorphismus ist. O

4.10 Bemerkung. Falls 71(Xy, z) in Satz nicht trivial ist, muss das freie
Produkt durch das pushout der Gruppen 71 (X5, ) und (X2, z) entlang von
m1(Xo, 2) (mit den durch die Inklusionen induzierten Abbildungen) ersetzt wer-
den.

5 Axiomatische Homologie

Wir werden nun eine der wichtigsten Invarianten in der algebraischen Topologie
einfithren, die Homologie. Dieses Konzept hat sich als so erfolgreich erwiesen,
dass es auch in viele andere Gebiete der Mathematik exportiert wurde: Homolo-
gie spielt eine wichtige Rolle in der algebraischen Geometrie, der Zahlentheorie,
der Algebra, .. ..

Leider ist es nicht leicht, Homologie zu definieren. Wir gehen daher zunéchst
axiomatisch vor und geben eine Liste von Eigenschaften an, die eine Homolo-
gietheorie erfiillen soll. Spéter werden wir dann (tatséchlich sogar verschiedene)
Homologietheorien tatsdchlich konstruieren.

Der Axiomatische Zugang ist deshalb sinnvoll, weil in der Regel fiir Berech-
nungen nicht mehr als die Information aus den Axiomen benutzt wird; dies
werden wir an einigen Beispielen sehen.

Wir erwarten: Homologie ist ein Funktor von topologischen Rdumen nach
einer algebraischen Kategorie. Dies ist auch ungefiahr richtig. Tatséchlich brau-
chen wir aber unendlich viele (in Beziehung stehende) Funktoren, und nicht nur
topologische Raume.

5.1 Definition. Die Kategorie TOP? ist die Kategorie der Paare topologischer
Rdume. Ein Objekt (X, A) ist ein topologischer Raum X mit einem Teilraum
AcCX.

Mor((X,A),(Y,B)) :={f: X — Y stetig | f(4) C B}.

Zwei Morphismen f, g: (X, A) — (Y, B) heiflen homotop als Abbildungen von
Raumpaaren falls es eine Homotopie H € Mor((X x [0,1], A x [0,1]), (Y, B))
gibt, so dass H(x,0) = f(z) und H(x,1) = g(x) fiir alle z € X.

Die Menge der entsprechenden Homotopieklassen von Abbildungen bezeich-
nen wir mit [(X, 4), (Y, B)].

5.2 Bemerkung. Ein Spezialfall fiir Raumpaare sind die von uns in Kapitel
betrachteten punktierten Réaume (X, z9) = (X, {zo}).

5.3 Definition. Wir haben einen Inklusionsfunktor TOP — TOP? welcher X
auf (X, 0) abbildet. Auf diese Weise werden wir oft einen Raum als ein Raumpaar
ansehen.

5.4 Definition. Eine Homologietheorie besteht aus einer Sequenz von Funkto-
ren

h,: TOP? — ABFEL; n €7,

und natiirlichen Transformationen

On (X, A): hy(X, A) — hy—1(A,0).
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Natiirliche Transformation heisst hierbei, dass fiir jeden Homomorphismus
[+ (X, A) = (Y,B)

das Diagramm

hn(Xa A) M hn—l(A)

lhnm lh,H(f)

hn<Y?B) M} hnfl(B)
kommutiert. Wir definieren h,,(X) := h, (X, 0).
Es handelt sich um eine Homologietheorie, wenn folgende Axiome erfiillt
sind:
(1) (Homotopie-Invarianz): Falls f,g: (X, A) — (Y, B) homotop als Ab-
bildungen von Paaren sind, dann gilt b, (f) = h,(g) Vn € Z.

(2) (Paarsequenz): Man hat eine lange exakte Sequenz

= g (X, 4) 2D, (4) — Ry (X) — R (X, 4) 252
wobei die nicht benannten Homomorphismen von den Inklusionen indu-
ziert sind.

(3) (Ausschneidung): Falls U € A C X, so dass der Abschluss von U im
Inneren von A enthalten ist, dann ist die von der Inklusion induzierte
Abbildung

ho(X —U,A—=U) — h,(X,A)

ein Isomorphismus.

(4) Summenaxiom: Falls X = 1,1 X;, so gilt

ha(X) = @ ha(X)

icl

5.5 Definition. Eine Homologie-Theorie heisst gewthnlich, falls h, ({x}) = 0
fiir n # 0.

5.6 Bemerkung. In der Definition von Homologietheorien 148t man in der Pra-
xis oft etwas zusétzliche Flexibilitidt zu. Dies betrifft insbesondere zwei Punkte:

(1) Man wird oft anstelle von TOP? andere Kategorien von topologischen
R&umen/Raumpaaren betrachten; insbesondere Unterkategorien, wobei
auf den Raumen gleichzeitig zusétzliche Struktur gegeben ist. Beispiel:
geometrische Simplizialkomplexe und Unterkomplexe; Mannigfaltigkeiten;
CW-Komplexe und Unterkomplexe.

(2) In den Voraussetzungen an das Ausschneidungsaxiom werden oft Ande-
rungen vorgenommen (man kann Ausschneidung z.B. fiir beliebige ‘Tripel
U Cc A C X fordern), oder auch fiir noch speziellere Tripel als in der
obigen Formulierung.

Fiir den Rest des Kapitels wollen wir eine gewthnliche Homologietheorie A,
fixieren.

5.7 Aufgabe. Sei (X, A) als Paar Homotopiedquivalent zu (Y, B). Dann gilt
hn(X, A) 2 h, (Y, B) fiir jedes n € N.
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5.1 Reduzierte Homologie

Jede (nichtleere) Menge enthélt einen Punkt, und genauso ist die Homologie des
Punktes in der Homologie jeden Raums enthalten. Diese ,,iiberfliissige® Informa-
tion macht manche Formeln etwas uniibersichtlich, zur Vereinfachung betrachtet
man daher die reduzierte Homologie.

5.8 Definition. Sei X # () ein topologischer Raum. Dann gibt es genau eine
(stetige) Abbildung X — {x}.

Setze hn(X) = ker(hn(X) — hn({+})).
Falls 0 # A C X, setze hy, (X, A) := h, (X, A) fiir alle n € Z.

5.9 Lemma. Falls h eine gewohnliche Homologietheorie ist, gilt hy(x) = 0 fiir
n # 0, also hp(X) = hp(X) firn #0. Firn =0 (und fir eine Homologietheo-
rie, die nicht gewdhnlich ist), erhdlt man hy,(X) = h,(X) @ hy(x).

Beweis. Es muss nur die letzte Aussage bewiesen werden. Da X # () gibt es
mindestens eine (stetige) Abbildung i: {*} — X, und die Verkniipfung {+} —
X — {x} ist die Identitédt auf X. Wir erhalten eine entsprechende Sequenz

hn (0)

n I (X) hy(p)

hn (%)
fiir die Homologiegruppen, so dass die Komposition die Identitét ist. Betrachte
nun die Abbildung hy, (X) @ hy, () — hy,(X), die durch die kanonische Inklusion
und hy, (i) gegeben ist. Mit Hilfe von sieht man, dass diese Abbildung
injektiv und surjektiv, also ein Isomorphismus ist. Sei némlich a € hn(X),
dann ist a — hy,(i)(hn(p)(a)) € ker(h,(p)) = hn(X), demzufolge a = (a —
hn (1) (hn(p)(a))) @ by (i) (hyn(p)(a)) im Bild von h, (X) @ h,(x). Falls umgekehrt
Bo(i)(D) + ¢ = 0 mit b € hy(*), ¢ € hy(X), dann 0 = hy,(p)(hn(i)(b) + z) =
h (p)(hn(3) (b)) = b, und demzufolge auch ¢ = 0. O

B () (5.10)

5.11 Bemerkung. Beachte, dass die Spaltung h,, (X) = Ay, (X) @ hy (%) nicht
natiirlich ist, da sie von der Wahl der Abbildung i: {*} — X abhéngt.

Es ist leicht, nachzupriifen, dass die Homologieaxiome “Homotopieinvari-
anz” und “lange exakte Paarsequenz” auch fiir reduzierte Homologie h., gelten.
Dies gilt nicht fiir Ausschneidung (falls man ganz A wegschneidet) und fiir das
Summenaxiom.

5.2 Berechunungen in Homologie

5.12 Satz. Sei h. eine gewohnliche Homologietheorie mit ho(*) = G. Sei D} C
S™ die obere Halbsphdre (also D'} = D" ). Dann gilt fiir alle n > 0.

VieZ (5.13)

g{G en (5.14)
0 i#n

(8™, D7) g{G e (5.15)
0 i#n

(D", S™ ) g{G e (5.16)
1#n



Kurz-Skript zu Algebraischen Topologie 23

Die Konstruktion liefert jeweils kanonische Isomorphismen mit G.

Falls ho(x) = Z (mit einer festen Identifikation), erhdlt man entsprechend
unter Verwendung dieser Isomorphismen kanonisch gegebene Bilder von 1 € Z.
Diese werden mit [S™] € h,(S™) und [D™, S""] € h,, (D", S"1) bezeichnet.

Beweis. Beachte zunichst, dass D,, homotopiedquivalent zu {*}. Damit folgt

sofort . Die iibrigen Aussagen beweisen wir per Induktion nach n. Beachte

zunichst dass S° die disjunkte Vereinigung von zwei Punkten ist, und Di einer

dieser beiden. Ausschneidung liefert h;(S%, DY) = h;(x), also (5.16)) fiir n = 0.
Die lange exakte Sequenz des Paares (S™, DY) liefert

0= hi(Dm) — hi(S™) — hi(S™, D) — hi—1 (D) =0,

also h;(S™) = h;y(S™, D7), so dass (5.14)) und fiir jedes gegebene n dqui-
valent sind.

Sei U C D% eine kleine Scheibe um den “Nordpol”, deren Abschluss im
Inneren von D? enthalten ist. Ausschneidung impliziert

hi(S™, D) = hy(S™ — U, D" —U).

Andererseits ist (S —U, D't —U) homotopieéiquivalent (als Paar) zu (D", S"~1)
(man muss nur den ,,iiberschiissigen® Anteil auf den Rand S"~! zusammendrii-
cken). Mit Aufgabe folgt

hi(S™ — U, Dt — U) = hy(D™, 8" 1).

Also sind auch (5.16]) und (5.15) fiir jedes n dquivalent.

Wir betrachten nun noch die exakte Sequenz des Paares (D™, S"~!) und
erhalten

0=hy(D") = hi(D",5"1) = h;i—1 (8" ') = hi—1(D™) =0,

so dass h;_1(S""1) = hy(D™, S""1). Das heisst, die #quivalenten Aussagen
(5.15)),(5.14) und (5.16) fiir n — 1 implizieren die entsprechenden Aussagen fiir
n. Dies ist der Induktionsschritt. Da wir eine (und damit alle) Aussagen bereits
fiir n = 0 bewiesen hatten, folgt die Behauptung. O

5.17 Korollar. Es gibt keine Abbildung D™ — S™~1 deren Einschrinkung auf
den Rand S™~! die Identitit ist.

Beweis. Diesen Beweis haben wir ganz am Anfang, nimlich in Beispiel [1.38
schon gesehen. O

5.18 Korollar. (Browderscher Fixpunktsatz)
Sei f: D™ — D™ eine Abbildung. Dann gibt es einen Punkt x € D™ mit f(x) =
x.

Beweis. Nimm an dass f(x) # « fiir jedes z € D™. Sei E™ die Scheibe vom
Radius 2 in R™. Dann kénnen wir eine neue Abbildung

’ T @) ) -2~ fal) falls 1< [(2) < 2.
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Dann hat g keine Fixpunkte, weil g(E™) C (D™), wo g und f iibereinstimmen.
Beachte, dass g(x) = 0 falls |z| = 2. Definiere jetzt

r: E" — 28" s 2(x — g(x))/ |z — g(x)] .
Diese Abbildung ist stetig, und fir || = 2 gilt r(x) = 22/ |z| = z, da dann

g(z) = 0. Dies ist im Widerspruch zu Korollar [5.17} also muss die urspriingliche
Abbildung f einen Fixpunkt besessen haben. O

5.19 Definition. Sei f: S™ — S™ eine stetige Abbildung, h, eine gewthnliche
Homologietheorie mit ho(*) = Z. Definiere den Grad deg;,(f) € Z von f durch

hn(f)(a) = degy,(f) -a Va € }NLn(Sn)-

Da h,,(S™) = Z, und jeder Homomorphismus Z — Z durch Multiplikation mit
einem Element aus Z gegeben ist, gibt es genau eine solche Zahl degy, (f).
Entsprechend kann man auch degy, (f) € Z/n definieren, falls ho(x) = Z/n.

Wir werden spéter sehen, dass diese Definition unabhingig von der ver-
wendeten Homologietheorie (mit ho(x) = Z) ist. Wir verwenden daher deg(f)
anstelle von deg,, (f) fiir jede gewohnliche Homologietheorie mit ho(*) = Z.

5.20 Lemma. Seien f,g: S™ — S™ stetige Abbildungen. Dann gilt

deg(f o g) = deg(f) - deg(g).

Beweis. Funktorialitédt der Homologie. O

5.21 Satz. (Satz von der Gebietsinvarianz) Seien ) # U C R" und V C
R™ offen und f: U — V ein Homéomorphismus. Dann gilt n = m.

Beweis. Wir benutzen, dass es eine gewdhnliche Homologietheorie mit hg(x) =
Z gibt (diese muss natiirlich noch konstruiert werden!) Wihle x € U.

Dannist f: (U, U\{z}) — (V,V\{f(z)}) ein Homdomorphismus von Raum-
paaren. Insbesondere ist

ho(f): hn(U, U\ {z}) = hp(V,V \ {f(z)})einl somorphismus. (5.22)

Wihle nun € > 0 so dass B(x) C U. Dann gilt nach Ausschneidung

hi (U, U\{x}) = hy(Be(2), Be(x)\{z}) % hi, (D", D"\{0}) 2= hy, (D", S" ) = {

Z; k=m
0; k#m.
chung (5.22) n = m. O

Dieselbe Rechnung liefert hx(V,V \ {f(z)}) = { also wegen Glei-

5.23 Aufgabe. Begriinde im Beweis von Satz warum der Isomorphismus
(%) ein Isomorphismus ist.

Z, k=n
0; k#n
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5.3 Hurewicz-Homomorphismus

Wir konstruieren nun eine natiirliche Transformation von der Fundamentalgrup-
pe zur ersten Homologie.

5.24 Definition. Sei (X, z) ein punktierter Raum. Dann definiert
Huy: (X, 20) — hi(X); [f: S* — X] — ha(f)([SY])

einen Gruppenhomomorphismus, so dass fiir jedes f: (X, z0) — (Y, yo) folgen-
des Diagramm kommutiert:

771(X,JJ0) A hl(X)

lﬂl(f) lhl(f)

m(Y,y0) — by (Y).

5.25 Bemerkung. Es muss noch gezeigt werden, dass der Hurewicz-Homomorphismus
wohldefiniert ist und dass er tatséchlich natiirlich ist. Dies folgt aus der Homo-
topieinvarianz von h; und der Natiirlichkeit von h;.

5.26 Lemma. Der Hurewicz-Homomorphismus Huy: (X, z9) — hi(X) ist
ein Gruppenhomomorphismus. Falls v: [0,1] — X ein Weg von xg nach x1 ist,
so gilt Huy o v, = Huy.

Beweis. Als Vorbereitung betrachten wir den Raum S! v St := S! x {0} II
St x {1}/((1,0) ~ (1,1)), hier werden also zwei Kreise an einem Punkt zusam-
mengehiingt. Man erhélt zwei offensichtliche Inklusionen ig,4;: S* — S Vv St
Wir betrachten nun die lange exakte Sequenz des Paares (S Vv S1,i;(S1)) und
erhalten (da ho(i1) injektiv ist)

hi(i1)
e

O—>h1(51) hl(Sl\/Sl)—>h1(51\/5’1,i1(5’1))—>0

Wegen Ausschneidung erhalten wir aulerdem einen Isomorphismus

hi(S1) — Ay (S, (1)) 2299 p (st v 8T (S1Y).

Insgesamt erhalten wir den Isomorphismus

) hi(i0)®h1(i1)

hl(Sl)@hl(Sl hl(Sl\/Sl). (527)

Dieser hat die Inverse hy (S'V S?) Prp)OM{po), hi(SY)@hy(St), wobei p: STV
S — S den gesamten k-ten Summanden auf den Punkt 1 abbildet, und den
anderen Summanden identisch.

Betrachte nun die Abbildung

(exp(2mi2t),0); 0<t<1/2

.St sty st 2mit .
co PRI =\ (ep(@mit). 1) 1/2<t <1,

Gegeben «, 8: (S1,1) — (X, z0), so definiert man aV 3: (S*v St [(1,0)]) —
(X, z0) auf die offensichtliche Weise. Mit dieser Definition ergibt sich

[ - [8] = [(aV B) o d].
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Nun gilt (indem man die genaue Kenntniss des Isomorphismus und
seiner Inversen ausnutzt)
hi(C)[8] = (i)+[S™] + (i1)+[S"]
hi(aV B)((i0)«[S']) = ha(a)[S];
hi(aV B)(i1)«[S"] = i (8)[S"]

Zusammengenommen

Huy ([o]) + Hu [5] = ha()[S'] + ha (B)[S'] =
hi(a Vv B)((io)«[S'] + (i1):[8"]) = ha(aV B o ¢)[S'] = Hua([a] - [A])

Sei a: (S1,1) — (X, z0) eine Schleife. Dann ist jeder Repriisentant von ~.[a]
als Abbildung S — X homotop zu a: St — X, somit Hu;([a]) = Huq(v«[a]).
O

6 Singulire Homologie

Wir wollen nun endlich ein Modell fiir eine (gewohnliche) Homologietheorie in
unserem Sinn konstruieren.

Wir brauchen dazu folgende Grundbegriffe:

6.1 Definition. DerStandard k-Simplex o}, ist die konvexe Hiille der Einheits-
vektoren e, . .., e in RFFL
Fiir jedes k € N und fiir jedes¢ = 0, ..., k haben wir die Standard-Einbettung

. .
K ] Z . Entspre-
€j+1; J >t

chend gibt es natiirlich Einbettungen fiir jede Einbettung von {0,...,k — 1} —
{0,...,k}.

6.2 Lemma. Genauer sollte man jf Ok_1 — O schreiben. Wir haben fiir
a<f

Jit 0x—1 — o, welche affin linear ist und so dass e; — {

Jhode Tt =4k 0ds
Beweis. Einsetzen der Eckpunkte. O

6.3 Definition. Ein Kettenkomplex abelscher Gruppen
— O 5 Ot =5 Xpop —

ist eine Folge abelscher Gruppen C} mit Homomorphismen ci: C, — Cki1,
so dass cx_1c, = O fiir alle k¥ € Z. Sehr haufig wird C, = 0 fir £ < 0 gel-
ten, dann handelt es sich um einen positiven Kettenkomplex. die ¢ werden die
Randabbildungen des Kettenkomplex genannt.

Die Homologiegruppen von (Cy, c.) sind definiert als

Hy(Cy,ci) = ker(cy)/im(ckq1).

Eine Kettenabbildung f. zwischen zwei Kettenkomplexen (Cy, ¢, ) und (D, d,)
besteht aus Homomorphismen fy: Cy — Dy, fiir jedes k € Z, so dass f, mit den
Differentialen vertraglich ist, also di o fx = fx—1 © Ck.
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Diese Bedingung impliziert, dass jede Kettenabbildung Abbildungen auf der
Homologie der Kettenkomplexe induziert: Hy(f): H(Cy) — Hy(D,).

Auf offensichtliche Weise haben wir so die Kategorie der Kettenkomplexe
(abelscher Gruppen) definiert. Der Ubergang zu den Homologiegruppen liefert
Funktoren Hj, von dieser Kategorie zur Kategorie der abelschen Gruppen.2

Wir beginnen mit einer historischen Bemerkung/Definition:

6.4 Definition. Sei K ein (geometrischer) Simplizialkomplex wie in Definition
m .

Fiir einen k-Simplex o aus K ist eine Orientierung eine Aquivalenzklasse von
affin linearen Hom6omorphismen o} — o. Ein solcher affiner Homdomorphismus
durch eine Bijektion von {eq, ..., e} mit den Ecken von o gegeben.

Zwei heilen von gleicher Orientierung, falls sie sich um eine Permutation
der Ecken von o unterscheiden, welche positive Signatur hat.

Wir definieren nun folgenden Kettenkomplex:

C}, ist die freie abelsche Gruppe erzeugt von den k-Simplizes aus K. Elemente
aus Cj, sind also endliche (formale) linearkombinationen ) A,0 mit A\, € Z
und o k-Simplex aus K.

Die Randabbildungen ci: Cy — Cy—1 sind auf folgende Weise definiert:
ck(o) = Zfzo(fl)iai(o)o(ﬁi(a),cr). Hierbei ist 0;(0) das Bild von j; unter
einem (ein fiir alle Mal gewihlten) Reprédsentanten o, — o der Orientierung
von o, und 0(9;(0),0) € {1, -1} +1 oder —1, je nachdem, ob die sich Ergebende
Abbildung ;-1 — 0;(0) die Orientierung von
boundary;(c) repriisentiert oder nicht. Die Abbildung wird dann linear auf ganz
Cy ausgedehnt. Dabei ist Cy := {0} fiir ¥ < 0 und fiir k¥ > dim(K).

Dies ist ein Kettenkomplex; seine Homologiegruppen Hy(K,Z) heiflen die
simplizialen Homologiegruppen von K.

6.5 Satz. Die Definition aus[6.4 macht wirklich Sinn: ¢, ist also wohldefiniert
und liefert einen Kettenkomplex.

Auf diese Weise erhdilt man eine Homologietheorie auf der Kategorie der geo-
metrischen Simplizialkomplexe; die also Homotopieinvarianz, Ausschneidung,
Funktorialitit etc. erfillt (wobei noch eine geeignete Definition fiir die relativen
Homologiegruppen von Raumpaaren erginzt werden muss).

Wir werden diesen Satz nicht beweisen, auch nicht die Definition wie erfor-
derlich ergénzen. Historisch und fiir konkrete Berechnungen hat die simpliziale
Homologie durchaus ihren Wert. Vom theoretischen Standpunkt ist sie allerdings
problematisch: man muss fiir die Definition viele Wahlen treffen; am schlimms-
ten ist die Wahl der Triangulierung —-es ist doch recht schwer, unabhéngigkeit
davon zu zeigen (erst recht Homotopieinvarianz, und auch nicht Funktorialitit).

Unser Ansatz ist radikal: wir definieren einen Kettenkomplex, der alle mogli-
chen Triangulierungen auf einmal kodiert (und noch viele “nicht-zugelassene”
Triangulierungen).

6.6 Definition. Sei M eine Menge. Die freie abelsche Gruppe erzeugt von M,
genannt F'(M), ist definiert als
F(M):={¢: M — Z | ¢(p) = 0 fiir fast alle p € M},

mit der Punktweisen Addition (wie iiblich bei gruppenwertigen Funktionen). In
der Regel schreiben wir ¢ € F(M) als formale Linearkombination }_ ,, App
mit A, = ¢(p) € Z (nur endlich viele A\, sind ungleich Null).
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6.7 Aufgabe. Sei A eine beliebige abelsche Gruppe, M eine Menge, f: M — A
eine Abbildung von Mengen. Dann gibt es genau einen Gruppenhomomorphis-
mus F: F(M) — A so dass F(p) = f(p) fiir jedes p € M (hierbei steht
p € F(M) fir die formale Linearkombination mit A, = 1 und A\, = 0 fiir

jedes g # p).

6.8 Definition. Sei X ein topologischer Raum. Ein singuldrer k-Simplex in X
ist eine stetige Abbildung f: o, — X vom Standard k-Simplex nach X.

Wir definieren die k-te singulire Kettengruppe C;""?(X) als die freie abel-
sche Gruppe erzeugt von allen singuléren k-Simplizes.

Wir definieren Kettenabbildungen ¢z : C5(X) — C™9(X) durch

k
cr(fron— X)i= Y (=1)*[f o jal-
j=a=0
6.9 Lemma. Es handelt sich bei den ¢y, aus Definition [6.8 tatsichlich um Ket-
tenabbildungen.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass cy_1 oc, = 0 fiir jedes k € Z. Sei f: o —
X gegeben. Dann ist

k-1 k

cemroer(f) = 3 S (1A=L) [f ok o .

B=0 a=0

Diese Summe teile man jetzt auf in den Anteil mit 5 < a und mit § > «.
Unter Benutzung von Lemma [6.2] rechnet man nach, dass die beiden Beitrége
sich gerade wegheben. O

6.10 Definition. Sei ®: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen
Réumen. Sie induziert eine Kettenabbildung

C:i"g(q)): Cfi"g(X) — Cfi”g(Y); [fiop— X]|—[®of:iop— Y]

Beweis. Wir miissen beweisen, dass es sich tatséchlich um eine Kettenabbildung
handelt. Es gilt aber

k

ek (Cr(®)f) = Z(*l)k[‘? o foja] = Cr—1(®)ex(f).

a=0

O

Wir haben damit einen Funktor C5™ von der Kategorie der topologischen
Réume in die Kategorie der Kettenkomplexe abelscher Gruppen definiert. Nach
Komposition mit den Homologiefunktoren erhalten wir fiir jedes k € Z einen
Funktor H;""Y: TOP — ABEL.

Es ist in der Regel extrem schwierig, direkt aus der Definition die Homo-
logiegruppen von R&umen zu berechnen. Moglich ist dies aber z.B. fiir den
Einpunktraum X = {*}. Dann gibt es fiir jedes k > 0 genau ein singuldres k-
Simplex o}, — X, somit ist kanonisch C;""?(X) = Z. Fiir die Kettenabbildungen
ergibt sich

0; Kk gerade

ce(low — X]) =~E_o (=1)¥os—1 — X] = {1~ k ungerade
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Somit erhélt man den Kettenkomplex
~z2972%72%472%72 00,
wobei das letzte Z im Grad 0 sitzt. Damit ergibt sich sofort f”’ur die Homologie

6.11 Satz.
; 0}; k#0
Hszng % — { )
() {Z;ko.

Wir haben damit schon die Hélfte der formalen Forderungen an eine Homo-
logietheorie erfiillt. Es fehlt allerdings noch die Definition fiir Raumpaare und
der Randoperator (in der langen exakten Paarsequenz). Beides werden wir mit-
tels der Definition fiir einzelne Rdume gewinnen, und zwar so, dass die lange
exakte Paarsequenz automatisch erfiillt ist. Dazu miissen wir noch etwas mehr
homologische Algebra (mit Kettenkomplexen) durchfiihren.

6.12 Definition. Eine Sequenz 0 — (C\,cx) ELN (D.,d,) L5 (E.,e,) — 0
von Kettenkomplexen und Kettenabbildungen (wobei 0 fiir den Kettenkomplex
steht, in dem allen Gruppen {0} sind) heifit exakt, falls 0 — Cy, — Dy — E, — 0
exakt fiir jedes k € Z.

6.13 Satz. Sei 0 — (Ci,cy) ELN (D, dy) LN (Ex,ex) — 0 eine kurze exakte
Sequenz von Kettenkomplezen. Dann erhdlt man eine induzierte lange exakte
Sequenz von Homologiegruppen mit Randhomomorphismen &y

k41

s He (B 2 m(c,) PR

Hy(g+) Hk(E*) Op—1 Hk—l(c*)g’

Hy(D,)

Die Konstruktion ist natiirlich fiir Morphismen zwischen kurzen Exakten
Sequenzen von Kettenkomplexen, d.h. ist 0 — C. EEN D), ELR E. — 0 eine
weitere Kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen und sind ¢€: C, — C.,
¢l D, — D, ¢F: E, — E. Kettenabbildungen die mit f., f., g., g. vertrdglich
sind (also fl¢$ = ¢P fi. und g,¢P = ¢F g fir alle k € Z), dann gilt fir die

induzierten Abbildungen auf Homologie
01 Hy,(97) = Hy—1(¢) 0

Beweis. Dies beweist man durch Diagrammjagd, die Details bleiben Ubungs-
aufgabe. Wir wollen aber die Randabbildungen J; definieren. Sei dazu [z] €
Hy(E,). Dann ist [z] représentiert durch x € Ej mit e(z) = 0. Da g sur-
jektiv ist, gibt es y € Dy mit gx(y) = ex. Betrachte nun z := di(y) € Dg—_1.
Da g. Kettenabbildung, gilt gi—1(2) = gi1(dk(y)) = ex(gu(y)) = er(z) = 0.
Da 0 — Cy_1 — Dp_1 — Er_1 = to0 exakt, existiert also ein w € Ci_1 mit
fr—1(w) = z. Da f, Kettenabbildung ist, gilt frx_2(ck—1(w)) = dg—2(fr—1(w)) =
di—2(2) = di—2(dk—1(y)) = 0. Da fr_o injektiv, also auch cx_1(w) = 0. Damit
représentiert w ein Element [w] € Hy_1(C.). Wir setzen 0y ([z]) := [w].

Es bleibt noch nachzupriifen, dass dies (in Homologie, nicht in Cj_1) von den
Wahlen unabhéngig ist, und danach zu zeigen, dass der sich ergebende Sequenz
wirklich exakt ist.

Natiirlichkeit folgt direkt aus der Konstruktion. O
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6.14 Definition. Sei (X, A) ein Paar topologischer Rdume. Dann ist auf ka-
nonische Weise C;""?(A) ein Unterkomplex von C%, (X) (d.h. die von der In-

sing
klusion induzierte Abbildung ist injektiv und (sowieso) eine Kettenabbildung).
Definiere C;"9(X, A) := C{"9(X)/Ci"(A), mit Kettenabbildungen von de-

nen in C{"™(X) induziert. Damit erhilt man (per Konstruktion) eine kurze

exakte Sequenz von Kettenkomplexen
0 — C5M9(A) — C5MI(X) — C59 (X, A) — 0.
Wir definieren die singuldre Homologie des Paares (X, A) als
Hi(X, A) = Hy (C579(X, A)).
Beachte, dass fiir A =0 C5"9(A) =0, so dass C:™(X,0) = C5™9(X).

6.15 Satz. Mit dieser Definition erhilt man wegen Satz[6.13 automatisch die
Randoperatoren und die lange exakte Paarsequenz.

Wir wollen noch eine einfache, allgemein giiltige, Rechnung durchfiihren.

6.16 Definition. Sei C?:i € I eine Kollektion von Kettenkomplexen, indiziert
durch eine Indexmenge /. Dann definiert man den Kettenkomplex P, ; o)

durch (@,;c; Cox := B,e; C-

6.17 Lemma. In der Situation von Definition[6.10 gilt

H.(P i) = P Hi(CH),

i€l iel
wobei der Isomorphismus durch die Inklusionen C! — @ C! induziert ist.

Ci — (! induziert.
O

Beweis. Die Umkehrung ist durch die Projektionen P,;

6.18 Satz. Sei X ein topologischer Raum mit Wegzusammenhangskomponenten
Xo, a € 1. Dann erhdlt man durch die Inklusionen induzierte Isomorphismen

D H™(X,) — Hy™(X).
acl

Beweis. Da jedes o) zusammenhéngend ist, ist jeder singulére k-simplex von X
eine singulédrer k-Simplex genau eines X,, (und umgekehrt). Es zerlegt sich dann
CI"M(X) = P,er €2 (Xa). Die Aussage folgt dann aus Lemma O

Um zu beweisen, dass singulére Homologie die Axiome einer gewohnlichen
Homologietheorie erfiillt, miissen wir nun noch zwei Dingen zeigen: Homotopi-
einvarianz und Ausschneidung. Hierfiir muss man leider nun etwas mehr Miihe
aufwenden (was aber auch nicht iiberraschend sein sollte).

6.19 Satz. Scien f,g: (X,A) — (Y, B) 2wei homotope stetige Abbildungen,
d.h. es existiert h: (X x [0,1], A x [0,1]) — (Y, B) mit ho = f und h; = g.

Dann gilt H3™9(f) = H2™9(g) als Abbildungen von H, (X, A) nach H:"9(Y, B).
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Der Beweis dieses Satzes ist etwas umfangreicher. Um die Notation zu ver-
einfachen, setzen wir ab sofort A = B = (). Alles verallgemeinert sich aber
automatisch auch zu Raumpaaren. Wir zeigen zunichst, dass er (wegen der
Funktoreigenschaft) aus dem folgenden Lemma, welches einen Spezialfall dar-
stellt, folgt, und beweisen dann das Lemma.

6.20 Lemma. Sei X ein topologischer Raum. Seien ig: X — X x [0,1] und
i1: X — X x [0,1] gegeben durch iy(z) = (z, k) fir k =0,1. Dann gilt

HE™ (o) = HE™(4y): HE™(X) — HE™9(X x [0,1])  fir jedes n € Z.

Wir zeigen jetzt zunéchst, dass aus dieser Eigenschaft bereits die Homotopie-
Invarianz-Eigenschaft, also der Satz, folgt:

Beachte dazu, dass in der Situation des Satzes f = hoip und g = hoiy. Es
folgt

H3m9(f) = Hy™9(hoig) = H™(h) o H™ (i)
H3™9(g) = H3"9(hoiy) = H3™(h) o H3™(iy).

Aus dem Lemma folgt also bereits, dass diese beiden Ausdriicke iibereinstimmen.

Um das Lemma zu beweisen, entwickeln wir (wie jetzt schon iiblich) erst
wieder etwas homologische Algebra.

6.21 Definition. Seien (C,,c,) und (D, d,) zwei Kettenkomplexe, f,: C\ —
D, und g.: C, — D, zwei Kettenabbildungen. Eine Kettenhomotopie zwischen
f+« und g, ist eine Folge von Homomorphismen

hn: Cp — Dyt nez

(beachte die Grad-Verschiebung um eins nach oben — eine Kettenhomotopie
geht immer in die entgegengesetzte Richtung zu den Differentialen), die folgende
Eigenschaft haben:

dn+1ohn+hnflocn:fn_gn Vn € Z.

Wenn so eine Kettenhomotopie existiert, heissen f, und g. kettenhomotop.
Die Kettenabbildung f,: C, — D, heisst eine Kettenhomotopiediquivalenz,
falls eine Kettenabbildung u.: D, — C, existiert, die Kettenhomotopieinverse
von fy, so dass uy o f,: Cy — C, und f, ou,: D, — D, beide kettenhomotop
zur Identitét sind.
Zwei Kettenkomplexe heissen Kettenhomotopiedquivalent, wenn eine Ketten-
homotopiedquivalenz zwischen ihnen existiert.

6.22 Lemma. Seien f,,g.: Ci — D, zwei kettenhomotope Kettenabbildungen.
Dann gilt H,(f«) = Hn(g+): Ho(Cy) — Hp(D.) fiir alle n € Z.

Beweis. Sei hy,: C,, — D,41 eine Kettenhomotopie zwischen f, und g.. Sei
x € Cp mit ¢, () = 0 (d.h. z représentiert das Element z+im(c,41) € H,(Cy)).
Aus der Definition einer Kettenhomotopie folgt

fn(x) - gn(:v) = dn-&-l(hn(z)) + hn—l(cn(x» = dn—&-l(hn(z)) € im(dn+1)-

Also représentieren f,,(x) und g, (z) dasselbe Element in H, (D). Da x beliebig
war, folgt die Behauptung. O
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6.23 Korollar. Sei f,: C, — D, eine Kettenhomotopieiquivalenz. Dann ist
H,(f+): H,(Cy) — Hn(D,) fir jedes n € Z ein Isomorphismus.

Beweis. Sei g.: D, — C, eine Kettenhomotopieinverse. Dann sind f, o g, und
g+ o f« kettenhomotop zur Identitéit. Die Funktoreigenschaft und das Lemma
implizieren dass H,(f.) und H,(g.) inverse Homomorphismen sind. O

Um unser topologisches Lemma zu beweisen, werden wir nun eine Ketten-
homotopie zwischen

C.lio): Co(X) — C.(X % [0,1])

und zwischen
C.(i1): Cu(X) — Cu(X x [0,1])

konstruieren. Die Aufgabe ist also, jedem singuliren n-Simplex o: A,, — X
ein singulidres (n + 1)-Simplex in X x [0, 1] zuzuordnen (oder besser gesagt,
eine ganze Kette). Die einzig verniinftige Moglichkeit ist die Multiplikation von
allem mit [0, 1] (also bilde ¢ ab auf o x idjg ;7). Dummerweise ist das zweite kein
Simplex mehr, da A,, x [0,1] nicht der Standard (n + 1)-Simplex ist. Aber wir
konnen geeignet unterteilen:

6.24 Definition. Definiere fiir 0 < j <n of: Apy1 — A, x [0,1] durch affin
lineare Fortsetzung der Abbildung, wobei

o(er) = {(ei,O); i<j

(61'_1, 1)7 k> ]
Zeichne zwei- und drei-dimensionalen Fall.

Es gilt tatsichlich, dass die Bilder aller o fiir festes n eine Triangulierung
von A, x [0,1] als geometrischen Simplizialkomplex liefern. Wir werden das
allerdings nicht benotigen, und daher auch nicht beweisen.

Wir definieren nun die Kettenhomotopie

hn: Co(X) = Crga (X x [0,1]) durch hn(¢) = > (=1)(¢ x idjg,1)) 0 ]

j=0
falls ¢: 0, — X ein singuldrer n-Simplex, und durch lineare Fortseztung. Wir
miissen natiirlich noch zeigen, dass dies wirklich eine Kettenhomotopie wie
gewiinscht ist. Dazu benétigen wir das folgende Lemma, das die Beziehung
zwischen der Triangulierung o von o, x [0, 1] und den Seitenabbildungen j;’
herstellt.

6.25 Lemma. Es gelten fir 0 <i<n+41, 0 <k < n folgende Identititen von
Abbildungen von o, nach o, x [0,1]:

(g x id[(),l]) o aZ:ll; 1<k
(Jp_q1 x idjo,1)) oazfl; i1 >k+1

ap ot = ag‘lo]:’“:i; Z::k>0
Qpi190pi1s i=k+1<n
i i=k=0
10; i=n+1,k=n,

wobei iy : 0y — oy X [0,1] die Inklusionen nach o, x {k} ist.
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Beweis. Elementares Nachrechnen. O
Damit ergibt sich fir ¢: o, —» X
hin—1(cn(®)) + cny1(hn())

n—1 n

= (—1)FHi((p o) x idjpay) 0 af

3

+

=
Il
=
<
I
o

M:

(=D (¢ x idjo,1)) © ay o jitt

@
I

=

1

<}

= Z (=) (¢ x idjo,7) © (4" x idpoa)) 0 ™"

s
O
E?‘
O

+Z 1) (¢ x ido,1)) o (jj* x idpo,1)) © 0 —}
i<k
+ ) (1) E(p xidpy) © (74 x idjg,y) 0 ap

1>k+1
n

+) (¢ xidpy) 0 af o it
=1
n+1
+Z (¢ x idpg1y) 0 af_; 0 jI

+ (J x idjg,1)) 0 gy OJSLJrl + (—1)”+(”+1)(U x idjg,1)) o aj oyﬁill

Wobei fiir die Umformung das obige Lemma verwendet wurde. Man benenne
nun im zweiten Summanden k£ um zu k+ 1, und im dritten ¢ zu i+ 1. Daran sieht
man, dass diese beiden Summanden zusammen genau das negative des ersten
Summanden ergeben. Das Lemma zeigt ebenfalls, dass der vierte Summand sich
gegen den fiinften weghebt. Damit erhélt man

hn—1(cn()) + cnt1(hn(9))
= (¢ X id[O,l]) o 048 Oj61+1 — (O‘ X id[O,l}) o a @) Fr?—tll
=¢oiy — ¢oig=Ch(ir)(d) — Cnlio)(9).

Durch lineare Fortsetzung folgt das Homotopie-Lemma, und damit Homotopi-
einvarianz von singuldrer Homologie.

6.26 Korollar. Seien X undY zwei homotopiedquivalente topologische Rdaume.
Dann gilt H,(X) = H,(Y) fir jedes n € Z. Insbesondere, falls ein Raum X
zusammenziehbar ist (also homotopiedquivalent zu einem Punkt), gilt H,(X) =
0 firn # 0, Hy(X) 2 Z.

6.27 Satz. Singuldre Homologie erfiillt das starke Ausschneidungsaziom, d.h.
falls BC A C X mit (B) C A°, dann induziert die Inklusion Isomorphismen

Hi(X — B,A— B) = Hy(X, A).

Beweis. Wir werden nicht alle Details angeben, sondern nur die Idee des Be-
weises angeben.
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Der relative singulire Kettenkomplex ist definiert als Quotient Ck (X, A) :=
Cr(X)/Cr(A), entsprechend Cy(X — B, A— B) = C(X — B)/Cr(A— B). Wenn
jeder singulédre Simplex entweder ganz in X — B ldge oder ganz in B, dann wére
Cr(X) = Cx(X — B) ® Cy(B), und die Inklusion Cy(X — B, A— B) — Ci(X, A)
ein Isomorphismus (da der Summand Cy(B) sowieso herausdividiert wird).

Wir werden nun versuchen, bis auf Homologie jede Kette entweder in ganz A
oder ganz in X — B zu realisieren, um dann ein #hnliches Argument anzuwenden.
Dies geschieht durch Unterteilen.

Sei U eine Uberdeckung von X, so dass Uvew U° = X. Ein singuldrer Sim-
plex o: A™ — X heisst U-klein, falls im(o) C U fiir ein U € U. Definiere C¥ (X)
und C¥ (X, A) wie Cj(X) und Ci(X, A), nur dass jetzt nur U-kleine Simplizes
zugelassen werden.

6.28 Lemma. Die Homologie von CY(X) und C.(X) ist isomorph, und ent-
sprechend fiir C¥(X, A) und C.(X, A).

Beweis. (Idee)
Wir koénnen jeden singuliren Simplex o: AP — X so zerlegen,(d.h. in eine ho-
mologe Summe von Simplizes verwandeln), dass alle Teilstiicke U-klein wer-
den. Es folgt, dass HY(X) — H.(X) surjektiv ist. Das Argument gilt ge-
nauso fiir eine Kette, deren Rand a U-klein ist (d.h. [a] liegt im Kern der
Abbildung HY(X) — H.(X)). Also ist a Rand auch einer U-kleinen Kette,
d.h. [a] =0 € HY(X), also ist HY(X) — H,.(X) auch injektiv.

Entsprechende Argumente kann man auch im relativen Fall anwenden. [

Fiir die Ausschneidung setze nunf := {A, X—B}. Da B C A° folgt A°U(X —
B)° = A°UX —B = X. Wegen Lemma haben wir also einen Isomorphismus
HY(X,A) — H,(X,A). Beachte, dass wir Faktorisierungen

C.(X — B) = CY(X) — C,(X) und C,(A — B) — O™tV 4) — ¢, (A),
also auch C,,(X—B, A—B) — CY(X, A) — C.(X, A) erhalten (hier ist C¥(A) =
C.(A)). Beachte nun, dass C% = C.(X — B)+C,(A) (diese Summe ist natiirlich

nicht direkt). Ausserdem gilt offensichtlich C.(A — B) = C.(A) N C.(X — B).
Der Isomorphiesatz sagt uns also, dass

Ci(X = B)/C.(A ~ B) — CY(X)/C.(4)

schon auf Kettenkomplex-Niveau ein Isomorphismus ist. Insbesondere ist die
induzierte Abbildung auf Homologie ein Isomorphismus.
Also zerlegt sich H,(X — B,A— B) — H.(X, A) also Komposition von zwei

Isomorphismen
H.(X —B,A—B) — HY(X,A) — H.(X, A)
und ist demzufolge selbst ein Isomorphismus. O

6.29 Satz. X kontrahierbar, dann H:™ (X) trivial

6.30 Definition. Kreuzprodukt Cp(X) x Cy(Y) — Cpiq(X xY)
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6.31 Satz. Sei ho(x) = Z. Dann ist fiir jeden zusammenhingenden Raum X
der Hurewicz-Homomorphismus Huy : (X, z) — Hy(X) surjektiv.

Besser noch: ist U: m(X,xz) — A ein Gruppenhomomorphismus, wobei
A eine abelsche Gruppe ist, so gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus
: h(X) = A so dass U = 1p o Huy. Hy(X) ist also der ,grifite“ abelsche
Quotient von 71(X, x) und heift die Abelsch-machung von m (X, z). Wir defi-
nieren fUr eine Gruppe G die Untergruppe [G, G] als die von allen Kommutato-
ren [g,h] := g~ h~lgh, g,h € G erzeugte Untergruppe (es handelt sich dabei um
einen Normalteiler. Dann ist die abelschmachung von G gegeben durch G/[G, G].

Hierbei ist H, die singuldre Homologie.

Beweis. Zum Beweis geben wir die inverse Abbildung an. ‘

Sei Y | €[vi: o1 — X] ein Représentant eines Elements von H;'"’(X).
Indem wir mehr Summanden notieren, erreichen wir ¢; € {—1,1} fiir alle ¢. Er-
setzt man ~y; durch 7, := v, ov, wobei v: o1 — 07 durch vertauschen der beiden
Eckpunkte induziert wird, kann man ¢; = 1 fiir alle ¢ erreichen, ohne die Ho-
mologieklasse abzuéndern. Hierbei benutzt man, dass jede konstante Abbildung

01 — X homolog zu Null ist, und wir benutzen die Abildung oy 4, op — X
mit dy(eg) = dy(e2) = eg, di(e1) = e1, deren Rand gerade v; — 7, 4 const ist.

Sei also nun ¢; = 1 fiir jedes 1.

Es gilt 6(>_,[v:] = 0, d.h. fir jedes i existiert ein j; so dass der Endpunkt
von y; der Anfangspunkt von -;, ist. Auf diese Weise erhalten wir eine zykel-
Zerlegung von Y, 7; in lauter geschlossene Zykel. Jedem dieser Zykel kann man
auf offensichtliche Weise eine Homotopieklasse von geschlossenen Wegen zuord-
nen, allerdings mit nicht eindeutigem Anfangspunkt. Wahlt man vom Anfangs-
punkt jeder dieser Schleifen einen Weg zu z, kann man durch Konjugieren ein
Element in 71 (X, ) definieren.

Schwierigster Teil des Satzes ist nun, zu beweisen dass dieses Element, auf-
gefafit als Element in der Abelschmachung 71 (X, z)/[m (X, z), 71 (X, z)] wohl-
definiert ist. Aus der Konstruktion folgt dann fast sofort, dass die konstruierte
Abbildung invers zum Hurewicz-Homomorphismus (auf 71 /|7, m1]) ist.

Konjugation ist die Identitdt auf m /[m1,m]. Daraus folgt, das die Wahl
des Wegs zu = und die Wahl des Basispunkts auf der Schleife das Element
in 71 /[m1, 7] nicht beeinflussen. Auch die Reihenfolge spielt keine Rolle, da
m1/[m1, m1] abelsch ist.

Wir zeigen zunichst, dass wir eine wohldefinierte Abbildung auf ker(¢;) kon-
struiert haben. Dazu ist zu beobachten, dass wir nur noch Unabhéngigkeit von
der Wahl der Schleifen (falls es mehrere Moglichkeiten gibt) beweisen miissen.
Wann passiert dies: wenn fiir ein ¢ mehr als eine Mo6glichkeit fiir j; offensteht.
Da alle Wege sich zu geschlossenen Schleifen zusammensetzen, erhélt man fiir
alle bis auf eine Wahl von j; eine “Unterschleife” , welche zuriick zum Endpunkt
von ~; fithrt.

O

7 CW-Komplexe und zellulire Homologie
In diesem Abschnitt werden CW-Komplexe eingefiihrt und untersucht. Es han-

delt sich, #hnlich wie bei de geometrischen Simplizialkomplexen und Polyedern
aus Definition um Ré#ume, die mit einfachen Regeln aus Bausteinen (den
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sogenannten Zellen) aufgebaut sind. Allerdings sind CW-Komplexe viel allge-
meiner (es konnen mehr Réume konstruiert werden) und viel flexibler (man
kann leichter Operationen (Produkt,...) durchfithren, ohne die Kategorie zu
verlassen) und okonomischer (man kommt mit viel weniger Zellen aus) als Sim-
plizialkomplexe, so dass man mit Thnen besser arbeiten kann. Dafiir ist die
Definition zuniichst einmal etwas abstrakter.

7.1 Definition. Ein CW-Komplex ist ein topologischer Raum X zusammen mit
einer sogenannten Filtrierung (d.h. einer aufsteigenden Folge von Teilmengen)
h=xDcXxOcXxWc.. sodass X =Jiop X@ = X mit folgenden
Eigenschaften:

(1) X hat die Limestopologie der Vereinigungskette, d.h. U C X ist offen
genau wenn U N X ¢ X offen ist fiir alle 7 € N.

(2) Fiir jedes n > 0 geht X,, aus X,,_1 durch Ankleben von n-Zellen hervor,
d.h. es existiert ein Homoéomorphismus

X"~ XY yy ep, DI

Hierbei ist I,, eine beliebige Indexmenge, jedes D}’ ~ D", und f =
Wier, q: Wieq, S~ — X"~ eine beliebige stetige Abbildung. D.h. jede
Scheibe D™ wird entlang ihres Rands mit einer vollig beliebigen stetigen
Abbildung and X ™1 angeklebt.

Der Ubersicht halber schreibt man dies oft als pushout-Diagramm auf
folgende Weise:

n
HiEI Sn—l Hie['nqi xn—1

lmcz lmcl (7.2)

Wier, D Mien 97 )
Wir werden etwas spéater den Begriff des pushouts axiomatisch einfithren
und untersuchen.

7.3 Bemerkung. Die Homéomorphismen sind nicht teil der Struktur, wohl
aber die Filtrierung.

7.4 Definition. Sei A ein topologischer Raum. Ein relativer CW-Komplez
(X, A) wird genauso definiert wie ein (absoluter) CW-Komplex, nur setzen wir
X_1=A.

7.5 Beispiel. X(© = ... = X(»=1) = £, X — §" gibt S” die Struktur
eines CW-Komplexes mit nur zwei Zellen, einer in Dimension Null und einer in
Dimension n.

X0 =60 XMW =g X0 =g8" mit I, = {1,2}, und ¢}, =id: S* —
S* gibt S™ ebenfalls die Struktur eines CW-Komplexes, allerdings mit je zwei
Zellen in jeder Dimension (< n). Beachte, dass diese CW-Komplexe nicht iso-
morph sind, da sie verschiedene Filtrierungen haben.

7.6 Aufgabe. Finde mindestens eine CW-Struktur auf D™ und auf R™.

7.7 Definition. Der komplex projektive Raum CP" ist definiert als CP™ :=
S§2n+l )~ wobei fiir v,w € §2"T! C C" definiert wird: v ~ w <= 3z € C so
dass v = zw. Wir versehen CP" mit der Quotiententopologie.
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7.8 Aufgabe. Zeige, dass CP" eine CW-Struktur mit Filtrierung X° ¢ X? C
- X% mit X?* = CP* besitzt, mit genau einer Zelle der Dimension 2k fiir
jedes k < n.

7.9 Definition. (1) Die ¢! heissen anheftenden Abbildungen.

(2) Die Wegekomponenten von X (™ — X (=1 heissen die offenen n-Zellen
von X (jede ist homsomorph zu (D™)°). Beachte, dass dies im allgemeinen
keine offenen Teilmengen von X sind.

(3) Der Abschluss jeder offenen Zelle in X ist eine abgschlossenen Zelle.

(4) Der Rand einer Zelle ist das Komplement einer offenen Zelle in ihrem
Abschluss.

(5) Eine Abbildung f: X — Y von CW-Komplexen heisst zelluliir, falls
f(X,) CY, Vn € N.

Beachte, dass dies von der CW-Struktur abhéngt.

7.1 Pushouts von Riumen

7.10 Definition. Seien f1: Xg — X7 und fo: Xy — Xo stetige Abbildun-
gen. Ein pushout von fy und f; besteht aus einem topologischen Raum X und
stetigen Abbildungen Fi: X7 — X, Fy: X5 — X mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fiofi=Fyofy

(2) Zu jedem topologischen Raum Z und Abbildungen g1: X1 — Z, go: Xo —
Z mit g1 o fi = g2 o fo existiert genau eine Abbildung g: X — Z mit
goFy =g1, go Fy = go.

7.11 Satz. Pushouts existieren und sind eindeutig.

Beweis. Eindeutigkeit folgt sofort aus der universellen Eigenschaft. Fiir die Exis-
tenz definiere X := X;11X5/ ~, wobei die Aquivalenzrelation erzeugt wird durch
f1 (a) ~ fQ(CL) fiir alle a € Xo. O

7.12 Bemerkung. Wir werden meist an der Situation interessiert sein, bei der
f1 eine Einbettung ist (oder die Inklusion eines Unterraums). Dann klebt man
den Raum X entlang des Unterraums X mittels fo an den Raum Xs.

7.13 Beispiel. Das pushout
X —{x
K l
X x[0,1] —— CX

beschreibt den Kegel iiber X. Ersetzt man die Abbildung X — {x} durch eine
beliebige Abbildung f: X — Y, erhélt man als pushout den Abbildungszylinder
von f.
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7.14 Beispiel. Bei einem CW-Komplex erhilt man X aus X1 durch

folgendes pushout:
g
Wier, S* ' —2— Xny

| l

"
e, D" 290, X,

Die hier auftretenden @} heissen die charakteristischen Abbildungen. Sie ent-
sprechen dem in unserer Definition zu wiahlenden Hom6omorphismus.

7.15 Definition. Sei X ein CW-Komplex. Ein Unterkomplexr von X besteht
aus einem Unterraum Y derart, dass Y die Vereinigung einer Menge offener
Zellen von X ist, deren Rénder auch alle in Y liegen.

7.16 Lemma. Fulls Y ein Unterkomplex von X ist, erhdlt Y selbst eine CW-
Struktur durch Y™ = X" NY.

7.17 Definition. Wir definieren die Kategorie CW?2, deren Objekte Paare von
CW-Komplexen (X, A) sind (also ein CW-Komplex X mit Unterkomplex A,
A = ) ist erlaubt). Die Morphismen Mor((X, A), (Y, B)) sind die zelluldren
Abbildungen X — Y, die A auf B abbilden.

7.18 Definition. Eine Homologietheorie h, auf CW? besteht aus einer Se-
quenz von Funktoren h,: CW? — ABFEL und natiirlichen Randabbildungen
On: hn(X, A) = hyp—1(A, D), so dass folgende Axiome erfiillt sind:

1) Homotopieinvarianz

2) lange exakte Sequenz von Paaren

4) Summenaxiom

(1)
(2)
(3) Ausschneidung
(4)

Die Homologietheorie heisst gewohnlich, falls h,(x) = 0 fiir n # 0.

7.19 Definition. Sei (X, A) ein Raumpaar. Eine Homotopie H: X x[0,1] = Y
heisst Homotopie relativ A, falls H(a,t) = H(a,0) fiir alle a € A und alle
t € [0,1]. Die Abbildungen Hy und H; von X nach Y heissen dann homotop
relativ A.

7.20 Satz. Sei f: (X, A) — (Y, B) eine stetige Abbildung zwischen CW-Paaren,
deren Einschrinkung auf A zelluldr ist. Dann ist f homotop relativ A zu einer
zelluldren Abbildung.

Beweis. Wir geben nur die Beweisidee. X entsteht durch ankleben von Zellen.
Mittels Induktion kann man sich daher (mehr oder weniger) auf den Fall be-
schrinken, dass X = D", und dass f(S"~!) C Y (=1 Ausserdem kann man, da
das Bild von D™ in einem endlichen Teilkomplex von Y liegt, annehmen, dass
Y =Y'U, D™, wobei ¢: S™"! — Y’ eine anklebende Abbildung und m > n,
und muss dann f zu einer Abbildung f’ homotopieren (relativ A), deren Bild in
Y’ enthalten ist. Damit kann man Schritt fiir Schritt alle Zellen der Dimension
m > n vermeiden, und endet nach endlich vielen Schritten in Y (™),
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Sei U =Y — Y’ ~ R™. Setze M := f~1(U). Dies ist eine offene Teilmenge
von (D™)°, also ebenfalls eine glatte Mannigfaltigkeit. Sei ) # E C U mit
E kompakt. Dann ist V := f~}(U — E) eine abgeschlossene Teilmenge von
M. Eine starke Version des Satzes iiber glatte Approximierbarkeit von stetigen
Funktionen impliziert, dass es eine zu f|ys relativ V' homotope Abbildung f’
gibt, die auf M — V glatt ist.

Die Homotopie und f’ setzen sich (mittels f|pn_s-1(gy) auf D™ fort, man
erhilt so eine zu f (relativ S”~!) homotope Abbildung (da D" — f~1(E) (wegen
der Kompaktheit von E) eine offene Umgebung der im Definitionsbereich noch
fehlenden Teilmenge D" — f~1(U) ist).

Die glatte Abbildung f’|ps hat einen regulidren Wert p € U. Aus Dimensions-
griinden ist p nicht im Bild, ist sie also nicht surjektiv. Damit ist p auch nicht
im Bild der ganzen Abbildung f’ (da das Urbild von U gerade aus M besteht).
Aber Y — {p} kann man auf Y’ zusammenziehen (d.h. es gibt eine Homoto-
piediquivalenz, wobei Y” fest bleibt). Komposition mit dieser Kontraktion liefert
eine Homotopie von f’ zu f” mit im(f”) C Y'. Da f(S"™1) C Y’, welches bei
der Kontraktion fest bleibt, ist dies eine Homotopie relativ S~ !.

Zusammensetzen liefert die gewiinschte Homotopie von f zu f” relativ S"~1.

O

7.21 Lemma. Sei (X, A) ein Paar von CW-Komplexen, mit Filtrierung X;, von
X. Dann ist X in kanonischer Weise ein CW-Komplex relativ A, mit Xj, :=
AUX;.

Beweis. Man erhilt X;, aus Xj_1 durch Ankleben der k-dimensionalen Zellen
von X, welche nicht bereits in A enthalten sind. Dies funktioniert, da A selbst
eine Vereinigung von Zellen von X ist. O

7.22 Lemma. Sei X ein CW-Komplex mit Filtrierung X ™. Dann wird X x
[0,1] ein CW-Komplex mit Filtrierung (X x [0,1])(" = X x {0,1}uX =1 x
[0,1]. X x {0, 1} ist ein Unterkomplex von X x [0, 1].

Beweis. Ubungsaufgabe. O

7.23 Korollar. Seien f,g: X — Y zelluldre Abbildungen welche homotop sind.
Dann gibt es eine zellulire Homotopie h: X x[0,1] =Y mit hg = f und hy = g.

7.24 Satz. Sei h, eine gewdhnliche Homologie mit ho({*}) = Z. Sei f: S™ —
S™ eine stetige Abbildung. Es gibt kanonischen Isomorphismus h" (S™) =7, und
wir definierten den Abbildungsgrad deg;, (f) € Z durch hy,(f)(1) = deg, (f).

Dann gilt deg,, (f) = degysing(f), d.h. der Abbildungsgrad hingt nicht von
der gewdhlten gewdhnlichen Homologietheorie ab.

Falls f: 8™ — S™ glatt ist, kann man den Abbildungsgrad auf folgende Weise
berechnen: wihle einen Punkt x € S™, so dass fiir jedes y € f~(x) gilt, dass
T,f: T,S" — T,S" Isomorphismus ist (solch ein x existiert nach dem Satz
von Sard, falls f nicht surjektiv ist, kann man x im Komplement des Bildes
wihlen). Wiihle fiir jedes y € f~(z) ein A € SO(n + 1) mit Ax =y und setze
deg, (f) :=sgn(det(Ao T, f: T,S" — T,S™).

Dann gilt

degy(f) = ) deg,(f)- (7.25)

yef~(=)
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Beweis. Wir beobachten zunéchst, dass der Grad wegen Homotopieinvarianz
von Homologie nur vom Homotopietyp von f abhéngt. Nun gilt

7.26 Satz. Seien M, N glatte Manngifaltigkeiten. Jede stetige Abbildung f: M —
N ist homotop zu einer glatten Abbildung.

Damit kann man f durch eine glatte Abbildung ersetzen. Da die rechte Seite
von Gleichung nicht von der Homologietheorie abhéngt, tut es die linke
Seite auch nicht. Es geniigt also, Gleichung zu beweisen.

Aus Zeitgriinden geben wir nur eine Skizze des Beweises. Zun#chst fithren
wir auf den Fall zuriick, dass das Urbild von ¢ nur aus einem Punkt besteht.
Wihle eine geniigend kleine Umgebung D um ¢, die diffeomorph zu einer (ab-
geschlossenen) Scheibe ist. Da ¢ regulidrer Wert ist, impliziert der Satz von der
inversen Abbildung, dass das Urbild dieser Scheibe (wenn sie klein genug ist)
aus einer disjunkten Vereinigung von Scheiben D, um p € f~'(q) besteht. Die
Abbildung gp: S™ — D/(9(D)%) = S™, die auf dem Inneren von D die Iden-
titdt ist, und jeden Punkt ausserhalb auf den Punkt * abbildet, ist homotop zur
Identitét (indem man die Scheibe D immer mehr vergrossert).

Wir kénnen also f durch gp o f ersetzen, die auf kleinen Scheiben D, um
jeden Punkt p € f~1(g) ein Diffeomorphismus auf Bild ist, und das Komplement
auf einen Punkt abbildet. Solch eine Abbildung faktorisiert nun als

f: 8" —=8"V...v St — 8",

wobei die erste Abbildung jede offene Scheibe Dp mittels der Einschréinkung
von f auf jeweils verschiedene Kopien von D und dann D/9D = S™ abbildet,
und das Komplement aller Scheiben auf den gemeinsamen Verklebepunkt. Die
zweite Abbildung bildet jede einzelne Kopien von S™ identisch auf S™ ab (faltet
also die 1-Punkt-Vereinigung zusammen).

Man sieht leicht, dass

Bn(S™V -V S™) 2y (S™) @ - - @ hy(S™),

wobei die Abbildung durch Projektion von der Projektion auf die (bzw. in um-
gekehrter Richtung Inklusion der) einzelnen Summanden gegeben ist.

Es folgt, dass der Grad von f die Summe der Grade der einzelnen Abbil-
dungen auf die einzelnen Summanden der 1-Punkt-Vereinigung ist, und fiir jene
besteht das Urbild des ¢ entsprechenden Punktes aus jeweils nur einem Punkt.

Mittels einer weiteren Homotopie (wobei wieder alles ausserhalb einer kleinen
Umgebung von p auf einen (gegeniiberliegenden) Punkt gedriickt wird), kann
man erreichen, dass f “linear” wird. Damit ist die Berechnung des Grades dann
direkt moglich. O

7.2 Zellulare Homologie

7.27 Definition. Sei (X, A) ein Paar von CW-Komplexen und h,, eine gewshn-
liche Homologietheorie. Fasse X auf als CW-Komplex relativ A, mit Filtrierung
X 1 =A Xy,..., unter Verwendung von Lemma Wir definieren den zel-
luldren Kettenkomplex

CUX, A) = hy(Xn, Xn_1),
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mit Differential gegeben durch die Komposition

Ccell: hn(Xnaanl) i} hnfl(anl) M’

n

hnfl(anlaXn72)~
Zum Beweis, dass ¢, o ¢,+1 = 0 beachte, dass
Cp OCpy1 = hn—l(i) ody 0 hn(z) © 5n+1~

Nun ist aber §, o h,(i) die Komposition von zwei aufeinanderfolgenden Ho-
momorphismen der langen exakten Sequenz des Paares (X,,, X,,_1) und damit
Null.

Die zellulire Homologie h®!! (X, A) ist die Homologie von CS (X, A).

7.28 Lemma. Jede zelluldre Abbildung f: (X, A) — (Y, B) zwischen zwei CW-
Paaren induziert eine Kettenabbildung zwischen den zelluliren Kettenkomplexen
und damit eine Abbildung auf der zelluldren Homologie.

Beweis. Folgt sofort aus der Natiirlichkeit der Paarsequenz. O

Wir konnten jetzt beweisen, dass zellulire Homologie eine Homologietheo-
rie auf der Kategorie der CW-Komplexe ist. Statt dessen werden wir sie direkt
berechnen, und zeigen, dass sie mit der zugrundeliegenden Homologietheorie h.,
iibereinstimmt (es folgt natiirlich insbesondere, dass es sich um eine Homologie-
theorie handelt). Man beachte, dass dieses Resultat eigentlich entgegengesetzt
aufgefasst werden sollte: man berechnet h, fiir CW-Komplexe!

7.29 Lemma. Sei (X, A) ein Paar von CW-Komplezen mit Geristen des Kom-
plexes relativ A gegeben durch A= X_, C Xo C Xy C ---. Wiihle feste pushouts
fiir den. Ubergang von X,,_1 zu X, (n >0). Dann gilt

(1) hi(Xp, Xn—1) =0 falls k # n.

(2) Fiir jedes n existiert ein eindeutiger Isomorphismus
ot Bier, ho(¥) = Ci(X, A) = ha(Xn, Xoa).
(8) Wir haben folgendes kommutative Diagramm.:

Dier, ho(*) e Cfle”(XvA)

l(aij) lcn

®j€Iw,—1h0(*) - fLezll(Xv A)

Es bleibt, die Matriz (a; ;) zu beschreiben. Sei dazu ¢: S"™' — X,,_q
die anklebende Abbildung der n-Zelle e;, und Q?_l: D1 - X, die
charakteristische Abbildung der n — 1-Zelle j. Wir haben dann einen Ho-
méomorphismus Q?il: D" /5m 7% — Xy 1 /(X1 — (€] 71)°). Anderer-
seits gibt es einen kanonischen Homdomorphismus D"~1/Sn=2 ~ §n—1,

Insgesamt ergibt sich das Diagramm

R(ar) - ~1yo
0 (X 1) = Bt (X1 /X1 — (771)°)

R(QTH™L . -
Moy, By 1 (D"1/S™72) — by 1 (S™ ). (7.30)

iln—l(snil)
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Hier benutzen wir die Konvention D°/S~™! = SY (d.h. auch die leere
Menge wird zu einem (zusditzlichen) Punkt zusammengeschlagen. Dieser
zusitzliche Punkt wird in Xo/(Xo—eY) auf den Punkt [Xo—e3] abgebildet.)

Wir wissen bereits, dass hy_1(S™ 1) 2 ho(%) mit einem kanonischen Iso-
morphismus. Obige Verkniipfung ist genau die Abbildung a;j: ho(x) —
ho(x) vom i-ten zum j-ten Summanden.

Beweis. Ausschneidung von (kleineren) offenen Zellen und Verdickung liefert
Isomorphismus

hi(Wier, (Qi, 4:)): hue(Wier, (D™, 8™ 1)) — hyp(Xn, Xpo1).

Das Summen-Axiom impliziert @;e;, hp(D™, 8" 1) = hy(Ier, (D™, 57 1)).
Den kanonischen Isomorphismus hg(x) — hy, (D™, S"~1) haben wir bereits kon-
struiert, ausserdem haben wir gesehen, dass iLk(D", S7=1) = 0 fiir k # n. Daraus
folgen die ersten beiden Aussagen.

Fiir die dritte Aussage betrachte folgendes Diagramm (n > 1):

ho(*)
(D", 571 . (X X 1) = Cgell (X, A)
h(Q7,a})
Bne1 (8™ _ Bt (Xn-1)
h(q)
@j617;—1hn—1(Dn_17 5"_2) ; h'fl—l(Xn—17X"—2) = Oze*lll(x’ A)
DSh(Qj,q5)
» !
n— anl n-2 E— n— an X’I’L* - 7?_1 °
hn—1( ,8"7F) h(Qj.a5) T 1, 1—(ef77)°)

I 1

hn—1(D"71/S"72) ——— b1 (X1 /(Xnm1 = (€71)%))
h@Qh

Bnil(snfl)

lg

h()(*)

Die angegebene Abbildung CS°U (X, A) — C< (X, A) ist gerade die Ran-
dabbildung ist. Die Abbildung ﬁn(Qi,qi) ist gerade die Inklusion der i-ten
Komponente in der Zerlegung von C<! als direkte Summe, entsprechend fiir
izn_l(Qj, g;) und C& . Die gesuchte “Komponente” a;; der Randabbildung er-
gibt sich also als langer Pfad durch das Diagramm von links oben {iber die Mitte
rechts nach links unten (geeignete Isomorphismen sind zu invertieren). Wegen
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Kommutativitit ergibt sich, dass diese Abbildung mit der behaupteten Abbil-
dung h,_1(S""1) — h,_1(S"7!) iibereinstimmt. Damit folgt auch die letzte
Aussage. O

7.31 Korollar. Seien h, und k. gewéhnliche Homologietheorien und ¢: ho(x) —
ko(x) ein Isomorphismus. Dann induziert ¢ einen natirlichen (beziiglich zel-
luldrer Abbildungen) Isomorphismus der mittel h, und k. gebildeten zelluldren
Kettenkomplexe, und damit auch der zelluldren Homologie.

Beweis. Sei (X, A) ein CW-Paar. Nach Wahl von pushouts erhalten wir geméss
Lemma folgende Isomorphismen von Kettenkomplexen:

alt a,k
CH(X, A) < ey, ho(%) 22 @ier, ko(¥) 2 CE(X, A).

Beachte, dass es sich hierbei wirklich um Kettenabbildungen handelt, da die
Differentiale durch Abbildungsgrade berechnet werden, und wegen Satz [7.24]
der Abbildungsgrad unabhéngig von der gewohnlichen Homologietheorie ist.

Die Anderung der pushouts liefert neue Isomorphismen 3": C*(X, A) —
®ic1, ho(*). Allerdings gilt o = 8 o ®" wobei ®": @iy, ho(*) — Bict, ho(*)
durch eine Diagonalmatrix gegeben ist, auf deren Diagonale Abbildungsgrade
von Homéomorphismen von Abbildung S™ — S™ stehen (dies folgt sofort aus
dem Beweis von Lemma [7.29). Es folgt, dass ®" = ®* = ®. Da andererseits die
Diagonalabbildung @;cr¢ mit ® vertauscht, haben wir also das kommutative
Diagramm

n

(0% Oék
CH(X,A) — @icp, ho(x) —2 @ier, ko(x) —2— CH(X, A)

|- [® [ |-
al of
CH(X, A) — @icr, ho(*) —2— @yer, ko(x) —2— CE(X, A),

d.h. der Isomorphismus héngt gar nicht von der Wahl der pushouts ab. Es folgt
nun leicht, dass er natiirlich ist. O

Im folgenden werden wir eine Verallgemeinerung der Paarsequenz auf ge-
schachtelte Tripel von Rdumen benétigen.

7.32 Satz. Sei h, eine Homologietheorie und A C X C Z. Dann gibt es eine
lange exakte Sequenz, die sogenannte Tripelsequenz

i1 (2, X) 2 (X, A) = h(Z, A) — ho(Z,X) D1 (X, A) —

Die Abbildungen sind durch die Inklusionene induziert, oder ergeben sich als
Randabbildung 6ny1: hny1(Z,X) = hp(X) — ho(X, A) als Verkniipfung der
Randabbildung der Paarsequenz mit der von der Inklusion induzierten Abbil-
dung.

Beweis. Man hat drei exakte Paarsequenzen zu den Paaren (X, A), (Z, A) und
(Z,X). Diagrammjagt mit Hilfe dieser drei exakten Sequenzen liefert was wir
wollen. O
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7.33 Lemma. Sei (X, A) ein CW-Paar und h, eine gewéhnliche Homologie-
theorie. Dann gilt

hk(Xmenfl) =0 furk;«én
hn (X, A) — hp (X, A) ist ein Isomomrphismus fir k > n
hi(Xn, A) =0 fir k> n.

Beweis. Die erste Aussage haben wir in Lemma [7.29] bereits gezeigt. Ansonsten
betrachte die exakte Sequenz des Tripels A C X,,_1 C X,,, um zu sehen, dass
hi(Xn—1,A4) — hi(X,, A) surjektiv ist, falls hg(X,, X,—1) =0, also fiir k # n,
und um zu sehen dass hp(X,—1,A4) — hp(X,, A) injektiv ist falls k + 1 # n.
Es folgt, dass wir fiir £ < n und I > 0 einen Isomorphismus hy(X,, A) —
hi(Xpnt1, A) erhalten. Wenn X ein endlich-dimensionaler CW-Komplex ist, folgt
die zweite Aussage sofort (da dann X = X, ; fiir geniigend grosses [). Fiir
unendlich-dimensionale X muss man noch ein kompliziertes Argument geben,
welches das Summenaxiom benutzt.

Andererseits sieht man, dass hg(X,, A) = h(X,—1, A) falls k > nund [ > 0.
Mit I = n+1 erhélt man hy(X,,, A) = hi(A, A) = 0 (letztere Aussage folgt sofort
aus der exakten Paarsequenz des Paars (A, A)). O

7.34 Satz. Sei h, eine gewohnliche Homologietheorie. Dann gibt es fiir endliche
CW-Paare einen natiirlichen Isomorphismus

(X, A): Ho(X, A) = HEU(X, A).

Beweis. Hierzu miissen wir ein wenig Diagrammjagd betreiben.
Wir haben folgendes kommutative Diagramm

hn+1(Xn+laXn) 0= hn—l(Xn—QaA)

C.

0 —— hn(Xn7 A}#(J)) hn(Xn7 Xn—l) L hn—l(Xn—h A)

e

hN(Xn—i-hA) = hn(X7 A) hn—l(Xn—17Xn—2)

0= hn(Xn+17 Xn)
Hierbei sind alle langen horizontalen und vertikalen Stiicke von langen exak-
ten Tripelsequenzen. Es folgt insbesondere dass ker(c,,) = ker(d,,) = im(h,(j)) =
hn (X, A). Folglich erhalten wir das Diagramm

hn(j)

~

hn(Xn, A) ~ ker(cy,)

| |

hn(X, A) 2 by (Xpg1, A) 5= ker(cp )/ im(cnp1) = hé (X, A).

Da im(cp41) = hn(f)(im(d,41)) und da h,(j) injektiv ist, liefert der Isomor-
phiesatz die Existenz von 7 und impliziert, dass 7 ein Isomorphismus ist. O
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~

7.35 Korollar. Seien h, und k. gewdhnliche Homologietheorien mit ho(x) =

ko(x). Dann induziert der Isomorphismus h(x) =R ko(*) natiirliche (beziiglich
stetiger Abbildungen) Isomorphismen h,(X, A) = k, (X, A) fir jedes endliche
CW-Paar (X, A).

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz und Korollar [7.31 O

7.36 Beispiel. Wir berechnen die singulire Homologie von RP?, indem wir
seine zelluldre Homologie berechnen. Entsprechend der CW-Struktur von CP"™
(vergleiche Aufgabe konnen wir RP" eine CW-Struktur mit X; = RP*
geben, und so dass RP™ genau eine k-Zelle fiir jedes 0 < k < n besitzt. Die
anheftende Abbildung ¢*: S*~! — X,_; = RP*~! der k-Zelle ist die kanonische
Projektion S¥~! — RP*~! (wir identifizieren gegeniiberliegende Punkte von S*
und RP* zu erhalten).
Im Fall von RP? erhalten wir also den zelluldiren Kettenkomplex

Co(RP?) < C1(RP?) = Co(RP?)

Hier ist Ci(RP?) = ®Dier,(rp2)Z die direkte Summe iiber soviele Kopien von
Z = Hy(x), wie es k-Zellen gibt, in unserem Fall also jeweils genau Z (oder 0).
Fiir die Differentiale muss man die anklebende Abbildung S¥~1 — X;,_; mit der
Projektion Xj_1 — Xj_1/(X_1—e’) verkniipfen, wobei bei der Projektion alle
Punkte ausserhalb der (j-ten) offenen (k — 1)-Zelle zu einem Punkt identifiziert
werden (der Quotient ist dann automatisch homdomorph zu S¥~1). Bei uns ist
fiir die anklebende Abbildung der 2-Zelle diese Projektion die Identitdt. Wir
miissen also nur den Grad der anklebenden Abbildung ¢%: S* — S': 2z — 22
berechnen. Dieser ist aber 2. Also ist co gegeben durch Multiplikation mit 2.

Fiir das Differential ¢; beachte, dass (nach Konvention) der zu betrachtende
Quotient Xo/0) von X = {pt} gegeben ist als Xy II {*} = S°. Die anheftende
Abbildung bildet beide Punkte von S° ab auf den urspriinglich vorhandenen
Punkt pt. Wir miissen also den Grad der Abbildung S° — S° berechnen, die
beide Punkte von S° auf denselben Punkt abbildet. Der Grad dieser Abbildung
ist Null. Damit ergibt sich der zelluldre Kettenkomplex wie behauptet.

Die Homologie des zelluliiren Kettenkomplexes (und damit die Homologie
von RP?) ergibt sich nun als

Ho(RP?*) =7, H(RP?) =7/2, Hp(RP*) =0 firk>2.

8 Euler-Charakteristik und Lefschetz-Zahl

8.1 Definition. Sei X ein topologischer Raum und h, eine gewGhnliche Ho-
mologietheorie mit ho(x) = Z, so dass @pezh,(X) endlich erzeugte abelsche
Gruppe ist.
Definiere die Euler-Charakteristik xn(X) := 3, cz(—1)F tr(hy(X)) € Z.
Falls f: X — X eine stetige Abbildung ist, definiere die Lefschetz-Zahl

Lu(f) = SO (=1 te(n(): h(X)/Tors(hi(X)) — hi(X)/Tors(he(X))) € Z.

keZ
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Hier benutzen wir, dass hi(X) als endlich erzeugte abelsche Gruppe isomorph
ist zu Z*@Tors(hy(X)), wobei Tors(A) die Untergruppe der Elemente endlicher
Ordnung ist, und die Spur ist dann definiert als die Spur der Matrix, welche die
von hy(f) induzierte Abbildung représentiert.

Alternativ kann man die Spur des Vektorraum-Endomorphismus hg(f) ®
idg: hp(X) @ Q — hi(X) ® Q verwenden, welche mit oben definierter Spur
iibereinstimmt.

8.2 Bemerkung. Aus der Homotopieinvarianz folgt sofort, dass die Eulercha-
rakteristik nur von Homotopietyp von X und die Lefschetzzahl nur von der
Homotopieklasse von f abhéingt.

Fiir CW-Komplexe héngen beide nach Satz nicht von der gewahlten
Homologietheorie ab.

8.3 Satz. Sei X ein endlicher CW-Komplex. Dann ist ®rczhi(X) eine endlich
erzeugte abelsche Gruppe.
Es gilt x(X) = Y peo(—1)*cx(X), wobei cx(X) die Anzahl der k-Zellen in
einer CW-Zerlegung von X ist.
Sei f: X — X eine zellulire Abbildung. Sie induziert Abbildungen C{U(f): CU(X) —
Ceell(X) zwischen endlich erzeugten frei abelschen Gruppen.
Dann gilt L(f) = > pe o tk(CEEU(£)).

Beweis. Beachte zunéchst, dass fiir eine endlich erzeugte frei abelsche Gruppe
A rk(A) = tr(id4) und somit insbesondere x(X) = L(idx). Es geniigt also, die
Formel fiir die Lefschtzzahl zu beweisen.

Hierzu beweisen wir allgemein per Induktion nach n: ist C, := C, — --- —
Cy ein endlicher Kettenkomplex endlich erzeugter frei abelscher Gruppen und
f«: Ci — Cy eine Kettenabbildung, so gilt

n n
S (DR tr(fe) =Y (= 1)F tr(Hi(f.))-
k=0 k=0
Der Induktionsanfang n = 0 folgt, da dann Hy(C\) = C.
Fiir n > 0 konstruiere den Kettenkomplex C., := Cp,_1/im(c,) — Cp_o —

.-+ Cp mit induzierter Kettenabbildung f.: C. — C%.. Wir erhalten dann die
folgenden Exakten Sequenzen abelscher Gruppen:

0 — ker(cp,) — Cp, — im(cy) — 0 0 — im(c,) = Cp—1 — Ch—1/im(cy) — 0

mit entsprechenden von f, induzierten Kettenabbildungen.
Wir benétigen nun noch folgendes Lemma.

8.4 Lemma. Sei 0 — My, — My — M3z — 0 eine kurze exakte Sequenz von
endlich erzeugten abelschen Gruppen und g.: M, — M, eine Kettenabbildung.
Dann gilt tr(f1) + tr(fs) = tr(f2).

Beweis. Durch Tensorprodukt mit QQ erhalten wir eine kurze exakte Sequenz von
endlich dimensionalen Q-Vektorrdumen. Jede solche Sequenz spaltet, wir kénnen
also Mo ®@Q = M1 Q& M3 ®Q setzen, so dass die Inklusion M; @ Q — My ®Q
genau der Inklusion in den ersten Summanden entspricht, und der Projektion
My ® Q — M3 ® Q die Projektion auf den zweiten Summanden. Damit ergibt

fi @?)ldt@ 4 ®*idQ,), so dass tr(f: ® idg) = tr(fi ®
idg) + tr(fs @ idg). O]

sich dann fo ® idg =
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Da H,(C.) = ker(c,) ergibt sich aus Lemma und obigen exakten Se-
quenzen

tr(Hn(f*)) = tr(fn) - tr(fnfl|im(cn)>7 tr(fnfl‘im(cnﬂ = tr(fnfl) - tr(f’r/Lfl)'

Nach Induktionsvoraussetzung gilt auflerdem ZZ;& (=D*tr(f)) = Z;é tr(Hg(f1)),
wobei weiterhin fiir k <n —1 f, = f, und fiir alle k gilt Hy(f.) = Hi(f+).
Setzt man diese Gleichungen zusammen, ergibt sich

|
-

n 3

DoEDFer(fi) =Y (0P () + (D" () + (D" r(famr) = (S e (fry)

k=0

<

T T
= O

(—1)* tr(Hy(f1)) + (=1)"Ha(f+)

Sl

(e}

(=1)* tr(Hi(£.))-

>
Il
o

O

8.5 Satz. Sei X ein endlicher CW-Komplex, f: X — X stetig. Falls L(f) # 0,
dann hat f einen Fizpunkt, d.h. es gibt v € X mit f(x) = x. Aquivalent, falls
f keinen Fizpunkt hat, gilt L(f) = 0.

8.6 Korollar. Sei X ein endlicher CW-Komplex mit Hy(X)/Tors(Hp(X) =
Hy (%), also Hy(X) =Z, Hi(X) endlich fir k # 0. Dies ist z.B. dann der Full,
wenn X zusammenziehbar, also X ~ * ist.

Sei f: X — X stetig. Dann hat f einen Fizpunkt.

Beweis. Da Hy(X) = Z, ist X zusammenhiingend. Jede stetige Abbildung indu-
ziert deshalb auf Hy die Identitét. In der homologischen Formel fiir Lefschetzzahl
von f gibt es deshalb nur einen Summanden, und dieser ist L(f) = Spur(idg) =
1. Wegen Satz hat f mindestens einen Fixpunkt. O

8.7 Bemerkung. In Korollar[3.6ist wichtig, dass X ein endlicher CW-Komplex
(also kompakt) ist. Ansonsten betrachte man X = R, sicher zusammenziehbar,
und f: R — R eine Verschiebung, die natiirlich keinen Fixpunkt hat.

Beweisidee zu Satz[8.8. Sei zunichst X ein endiches Polyeder. Zur Erinnerung:
das heisst, dass X C R, und X ist die Vereinigung von endlich vielen geome-
trischen Simplizes (also konvexen affinen Linearkombinationen von Ecken des
Simplex).

Wir nehmen nun an, dass f keinen Fixpunkt hat, also f(x) # « fiir alle
xz € X. Da X kompakt ist, existiert € > 0 so dass d(f(z),x) > € fur alle x € X.

Durch Unterteilen der Simplizes des Polyeders X kann man nun erreichen,
dass d(f(o),0) > € > 0 fiir jedes der (neuen, kleineren) Simplizes von X. Nun
findet man, nachdem man ggf. X weiter in kleinere Simplizes unterteilt hat, eine
zu f homotope und zelluldre Abbildung, die zudem (in der sup-Norm), sehr nahe
an f liegt. Dies kann man so einrichten, dass fiir die zelluldre Abbildung, die wir
der Einfachheit halber wieder f nennen wollen, weiterhin gilt d(f(o),0) > €’ >
0. Wir behaupten nun, dass fiir eine solche zelluléire Abbildung notwendigerweise
L(f) = 0 ist. Dies folgt aus Lemma wenn man den Effekt der von f auf
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dem zelluldren Kettenkomplex induzierte Abbildung genau verfolgt. Nach Wahl
von pushouts ist diese gegeben durch eine Matrix (a;;), und im Beweis von Satz
[B-3|haben wir beobachtet, dass in die Lefschetzzahl genau die Diagonalelemente
a;; eingehen, die ja nach Lemma [7.29] in unserer Situation alle Null sind, also
auch L(f) = 0.

Fiir einen allgemeinen endlichen CW-Komplex kann man das “Unterteilen”
kaum prézise machen. Stattdessen verwenden wir (ohne es hier zu beweisen),
dass jeder CW-Komplex von einem Polyeder “dominiert” wird:

8.8 Satz. Sei X ein endlicher CW-Komplex. Dann gibt es ein endliches Poly-
eder K und eine Inklusion i: X — K, sowie eine Retraktion (stetige Abbildung)
r: K » X, so dassroi=idyx.

Fiir die Berechnung der Lefschetzzahl betrachte nun die Selbstabbildung
ifr: K — K. Dann gilt

L(ifr) =Y (=1)* Spur(Hy(ifr)) = > (=1)" Spur(Hy (i) o Hy(f) o Hx(r))
=Y (=1)" Spur(Hy(f) o Hi(r) o Hy(i)) = > _(=1)* Spur(Hi(f)) = L(f)-

Hier verwenden wir die Spureigenschaft Spur(AB) = Spur(BA) sowie Funkto-
rialitdt von Homologie. Nach Voraussetzung ist L(f) # 0. Nach der Konstruk-
tion fiir Polyeder hat also ifr einen Fixpunkt x € K. Dann gilt fiir fo € X:

f(rz) = (ri)o fr(x) =roifr(z) = ra,

also ist rx ein Fixpunkt von f. O

8.1 Produkte von CW-Komplexen

8.9 Satz. Seien X undY CW-Komplexe mit Geriisten X,, und Y,,. Mindestens
einer der beiden CW-Kompleze sei endlich, habe also insgesamt nur endlich viele
Zellen.

Dann ist X xY ein CW-Komplex mit Geriisten

(X xY), = U Xp X Yok
k=0
Die Produkte der k-Zellen von X und q-Zellen von'Y ergeben die (k+ q)-Zellen
von X xXY.

Hierbei verwenden wir, dass D™ =~ [0,1]" = [0, 1]* x [0,1]"* ~ D* x D"~*.
Entsprechend erhdlt man fiir den Rand eine Zerlegung S™~' ~ S*~1 x D"~*u
Dk % Sn_k_l.

Die anklebenden Abbildungen ergeben sich wie folgt; wir haben push-outs

g (X)x Q)™ (Y)UQi(X)xq; (Y)

7 _o i jer, (X)x I (v) S¥71 x D"7F U DF x gn=k=t (X X Y)no1

l l

Q¥ (X)xQp~*(v) (X x V)

107 W jyer, (X) <1 (v) D x D"k

Hier ist ¢F(X): S¥=1 — X} die anheftende Abbildung der i-ten k-Zelle von
X, und Q¥(X): D¥ — Xy die charakteristische Abbildung der i-ten k-Zelle von
X (und entsprechend firY ).
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Beweis. Man sieht sofort, dass das push-out tatséchlich die Punktmenge (X X
Y), definiert. Ausserdem kann man direkt iiberpriifen, dass die push-out To-
pologie mit der Produkttopologie iibereinstimmt, falls einer der beiden CW-
Komplexe endlich ist. In diesem Fall checked man ausserdem, dass die Produkt-
topologie auf X x Y mit der Kolimestopologie der (X xY'),, iibereinstimmt. [J

8.10 Bemerkung. Falls sowohl X als auch Y unendliche CW-Komplexe sind,
ist die in Satz[8:9 beschriebene CW-Topologie auf X x Y nicht notwendigerweise
gleich der Produkttopologie. Die Identitét ist allerdings eine stetige Abbildung
(X x Y)W — X x Y. Diese Abbildung induziert einen Isomorphismus in sin-
guldrer Homologie.

8.11 Beispiel. Der 2-Torus T2 = S' x S! wird ein CW-Komplex mit einer Null-
Zell (entspricht dem Produkt der beiden Null-Zellen in den beiden Faktoren),
zwei 1-Zellen und einer 2-Zelle. Man erhiilt X; = S' Vv S* und Randabbilung
0[0,1] x [0,1] — St v St.

8.12 Definition. Seien A, B abelsche Gruppen (also Moduln iiber dem kom-
mutativen Ring Z). Das Tensorprodukt A ®z B ist eine abelsche Gruppe A ® B
zusammen mit einer Z-bilinearen Abbildung ¢: A x B — A® B welche folgende
universelle Eigenschaft hat:

Fiir jede bilineare Abbildung v: A x B — Z gibt es genau eine lineare
Abbildung I': A® B — Z, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

AxB—L—>7
| 7
A®z B.

Wir bezeichnen ¢(a,b) =a®b fir a € A, b € B.
Falls f: A— A’ und g: B — B’ Homomorphismen sind, definiere f®¢g: A®
B — A’ ® B’ mittels der universellen Eigenschaft fiir folgendes Diagramm:

AxB X9, A xp

| e
AezB %%, 4w, B
8.13 Satz. Tensorprodukte existieren und sind eindeutig bis auf Isomorphie.

8.14 Beispiel. A®;Z 2 A, (A®B)®C = (AC)d(B®C), A®zB =~ BRzA,

0, PFq

fiir p,q € Z prim gilt Z/p* @ Z/q¢* = ) .
p,q € Z prim gilt Z/p" @ Z/q 2/pminGD =g

8.15 Definition. Seinen (Cy, c.) und (D, d.) Kettenkomplexe. Wir definieren
das Tensorprodukt dieser Kettenkomplexe (C'® D) als den Kettenkomplex mit
(C® D)y = &pezCl @ Dy

Das Differential ist gegeben als Summe der Abbildungen

(c®d)nlcrop, . = cx ®idp, _, +(—1)k ide, ®@dp—k.
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8.16 Lemma. Mit Definition ergibt sich (¢ ® d)p—1 0 (¢ ® d), = 0, wir
haben also tatsdichlich einen Kettenkomplex definiert.

Beweis. Man muss die Aussage nur fiir die Einschrankungen auf Cy ® D, _g
nachpriifen. Hierfiir gilt

(c®d)n-10(c®d)n|cyeD,
=(c®d)p_10(cx ®idp,_, +(~1)*ide, @d,_k)
= (g1 ®@idp,_, +(-D)Fide, , ®@d,_1) o cx @idp,
+ (=D¥(er ®@idp, , , +(=1)*ide, @dp_j_1) 0ide, @dyp_y
= (cp—10c) @id+(—=1)* e @ dppy + (1) e, @ dppgp +1d @(dn—g—1 0 dp—p)
=0.
O

8.17 Satz. Seinen X,Y endliche CW-Komplexe. Dann gilt fiir den zelluldren
Kettenkomplex (berechnet mittels singulirer Homologie)

Cel (X X Y) = O (X) @ CeM(Y).

Beweis. Wir wissen, dass Cge”(X) = Dier,(x)%Z, und Cge”(Y) = Djer, )%,
wobei I,(X) die Menge der p-Zellen von X indiziert, I,(Y’) die Menge der g-
Zellen von Y.

Insbesondere

(Ccell(X) ® Cce”(Y))n o~ @Z:O( @ Z) & ( @ Z).

I (X) In_k(Y)

Weiter gilt Co'(X xY) 2 @) (xuyyZ = Pi—o B, (x)x1,_,(v) L Dies
stimmt mit obigem Ausdruck iiberein, da Z® Z = Z, und da das Tensorprodukt
distributiv gegeniiber direkten Summen ist.

Zur Berechnung der Differentiale muss man nun noch die sich aus den an-
klebenden Abbildungen der Produktzellen ergebenden Abbildungsgrade iiber-
priifen. O

8.18 Beispiel. Sei X = 9!, Y = $2. Wihle CW-Struktur auf S™ mit genau
einer Null-und einer n-Zelle und keinen weiteren Zellen (wie gewshnlich). Dann
sehen die zelluldren Kettenkomplexe wie folgt aus:

c.(shY: z=0%7=c,

Ci(S?: Z=Cy—0=C —7Z=C.
Das Differential fiir S muss Null sein, da H;(S1) = Z.

Folglich erhélt man als Tensorprodukt der Kettenkomplexe:
C.(S'x8Y): z=C32z2=0,%72=0,>7=C,.

Hier sind alle Differentiale Null, da auch alle Differentiale in den Faktor Ket-
tenkomplexen Null sind. Fiir die Homologie erhilt man also:
Z, 0<k<3
0, sonst.

Hk(Sl X 52) = {
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8.19 Beispiel. X =Y = RP2. Wir benutzen die CW-Struktur mit genau einer
Zelle in Dimensionen 0, 1 und 2 und keinen weiteren Zellen. Man erhélt also
nach Beispiel den zelluldren Kettenkomplex

C,=2%0=2%Cy=2

Fiir das Tensorprodukt erhélt man folglich

) 55)
COZZQZGBZLZ@Z@Z

Hieraus berechnet sich nun direkt die Homologie als

Z, falls k=0

72 7Z/2, fallsk=1
Hy(RP? x RP?) = [20Z/2, falls

Z)2, falls k = 2,3

0, sonst.

8.20 Bemerkung. Beachte insbesondere, dass im allgemeinen nicht gilt:

Hy(X xY) = @) He(X) @z Hp (V).
k=0

9 Kiinneth Theorem (Produktformel fiir Homo-
logie)

Wir wollen den Defekt aus Bemerkung(8.20|nun reparieren. Offensichtlich braucht
man zu der ,erwarteten Antwort einen Korrekturterm. Dieser ist tatséchlich
auf rein algebraische Weise gegeben.

Dazu brauchen wir zunéichst eine Reihe von Vorbereitungen aus der (homo-
logischen) Algebra.

9.1 Definition. Ein Ring R ist eine Menge mit zwei Verkniipfungen + und
- (Addition und Multiplikation), wobei R beziiglich + eine abelsche Gruppe
ist (mit neutralem Element 0). Die Multiplikation soll assoziativ sein und die
Distributivgesetze erfiillen.

Falls die Multiplikation kommutativ ist, sprechen wir von einem kommutati-
ven Ring. Falls 1 € R existiert mit 1-a = a = a- 1 fiir alle a, so heisst R ein Ring
mit 1. Beispiele: Z und Korper. Wir werden im folgenden immer voraussetzen,
dass jeder Ring eine 1 hat.

Ein Links-Modul iiber R ist eine abelsche Gruppe M mit einer Multiplikation
R x M — M, die alle Vektorraumaxiome erfiillt, d.h. distributiv und assoziativ
ist und (falls R eine 1 hat) mit 1-v = v fiir alle v € M. Assoziativ heisst
(rs)v =r(sv) firr,s € R, ve M.

Bei eine Rechts-R-Modul hat man eine Multiplikation M x R — R mit
v(rs) = (vr)s. Beachte, dass dies fiir einen nicht-kommutativen Ring nicht das-
selbe ist wie ein Linksmodul, wohl aber fiir kommutative Ringe.
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Das Tensorprodukt iiber R eines Rechts-R-Moduls M mit einem Links-R-
modul N ist eine abelsche Gruppe M ®gz N mit einer bilinearen Abbildung
¢: M x N — M ®g N, welche ¢p(mr,n) = ¢(m,rn) erfiillt, und die folgende
universelle Eigenschaft hat:

fiir jede bilineare Abbildung f: M x N — X, welche zusiitzlich f(mr,n) =
flm,rn) fir alle m € M, r € R und n € N erfiillt, existiert genau ein Grup-
penhomomorphismus F': M @ g N — X, so dass f = F o ¢.

Fiir zwei Links- R-Moduln M, N ist die Gruppe Homp (M, N) definiert als die
Gruppe aller R-Modulhomomorphismen, d.h. aller Homomorphismen, welche
mit der R-Multiplikation vertréglich sind. Entsprechend fiir R-Rechtsmoduln.

9.2 Bemerkung. Wir werden im folgenden einige Aussagen fiir allgemeine
Ringe und Moduln machen. Wir werden alles aber in der Regel nur fiir R = Z
oder fiir R einen Korper brauchen. Dann sind die Moduln genau die abelschen
Gruppen (im Fall R = Z), oder die R-Vektorrdume.

9.3 Lemma. Sei A EINy: I C L0 eine ezakte Sequenz von R-Rechtsmoduln.
Sei M ein R-Linksmodul. Dann ist die Sequenz

Aor M L2 Bor M 225 Cop M — 0 (9.4)
exakt. Sei N ein Rechts-R-Modul. Dann ist
0 — Homp(C,N) — Hompg(B, N) — Hompg(A, N) (9.5)
exakt.

Beweis. Der Modul C ®r M ist erzeugt von Elementen ¢ ® m. Da p surjektiv
ist, also auch p ® 1.

Weiter ist (p @ 1) o (f®1) = (pf®1) =0®1) =0. Sei K := im(f ®
1). Wir haben die induzierte Abbildung p® 1: B ®r M/K — C @z M. Nach
Homomorphiesatz ist K = ker(p ® 1) (was nur noch zu zeigen bleibt), genau
wenn p ® 1 ein Iso ist. Wir definieren eine Umkehrabbildung indem wir zunéchst
die bilineare Abbildung C'x M — B® M /K durch (p(b), m) — (b®m)- K. Falls
p(b) = p(V') existiert wegen Exaktheit a € A mit f(a) = b — b'. Demzufolge ist
bam—b @m = f(a) ®m € K, und somit ist die Abbildung wohldefiniert. Die
universelle Eigenschaft des Tensorprodukts liefert uns C@ M — B® M /K, und
man sieht auf den reinen Tensoren (als Erzuegern), dass sie ionvers zu p ® 1 ist.

Die Rechnungen fiir (9.5 sind dhnlich, nur leichter. O

Auch wenn A — B injektiv ist, kann man diese exakten Sequenzen nicht
durch die fehlende Null ergéinzen kann (auch fiir R = Z). Dies zeigt das Beispiel

05237 Z/2 — 0. Nach tensorieren mit Z/2 ist der linke Pfeil Z/2 2, 7/2
nicht ldnger injektiv (Multiplikation mit 2 ist die Nullabbildung). Genauso ist

die rechts stehende Abbildung Hom(Z, Z/2) 2, Hom(Z,Z/2) nicht surjektiv (es
gilt Hom(Z,Z/2) = Z/2, und die Abbildung ist wieder die Nullabbildung).

Man beachte, dass wir uns die Sequenz 0 — A — B — C — 0 als Ket-
tenkomplex vorstellen kénnnen, dessen Homologie (wegen Exaktheit) trivial ist.
Nach Anwenden des Tensorprodukts bzw. Hom-Funktors ist die (Ko)homologie
plotzlich nicht mehr Null. Dies ist der Prototyp eines solchen Phénomens, wenn
wir die Beziehung zwischen Homologie vor und nach Tensorieren verstehen wol-
len (bzw. vor und nach Anwenden von Hom).
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Die offensichtlich Frage ist: was (anstelle von Null) muss man ergénzen,
damit die Sequenzen (9.4]) und (9.5) wieder exakt werden. Hierzu bendtigen wir
einige weitere Vorbereitungen:

9.6 Definition. Ein Rechts-R-Modul P heisst frei, falls P = @;¢ R fiir irgend-
eine (moglicherweise unendliche) Indexmenge I.

P heisst projektiv, falls fiir jeden Rechts- R-Modul Homomorphismus ¢: P —
M und Surjektion ¢: N — M ein Lift &: P — N existiert, d.h. go ® = ¢.

Es wird nicht verlangt, dass ® eindeutig ist (dies wird in der Regel auch
nicht der Fall sein).

9.7 Lemma. Jeder freie R-Modul ist projektiv.

Beweis. Sei e; = (--+,0,0,1,0,0,---) € @®;ec;R mit 1 an der Position i. Zu
¢(e;) € M wihle ein Urbild n; € N (mit g(n;) = ¢(e;)). Dies geht, da ¢
surjektiv ist.

Dann definiere ® durch ®(e;) := n;. Dies definiert (wie iiblich) eindeutig
einen Homomorphismus vom freien Modul nach N, der die gewiinschte Eigen-
schaft hat. O

Diese Aussage stimmt im allgemeinen nicht, falls R keine 1 hat.
Der Begriff des projektiven Moduls ist gerade so gemacht, dass er die fiir
uns entscheidende Eigenschaft von freien Moduln erhélt.

9.8 Beispiel. Sei R ein Koérper. Dann besitzt jeder Modul (als Vektorraum)
eine Basis, ist also frei und insbesondere projektiv.

Falls R = Z, ist ein Modul (eine abelsche Gruppe) genau dann projektiv,
wenn es sich um eine freie abelsche Gruppe handelt. Insbesondere kann man
z.B. die Identitét Z/n — Z/n nicht liften zur Projektion Z — Z/n.

9.9 Definition. Sei M ein Rechts-R-Modul. Eine projektive Auflésung von M
ist eine exakte Sequenz von Rechts- R-Moduln

=P —>P—>Py—M—0

(nach Links moglicherweise unendlich fortgesetzt), so dass Py projektiv ist fiir
jedes k € N. Entsprechend definiert man freie Aufiésung.

Wir werden nun die gesuchten Korrekturterme fiir die Sequenzen (9.4) und
(19.5) definieren (und spéter zeigen, dass es sich wirklich um die gewiinschten
Korrekturterme handelt).

9.10 Definition. Sei M ein R-Rechtsmodul und N ein R-Linksmodul. Sei
— P, — Py — M eine projektive Auflésung von M (beachte, dass es sich ins-
besondere um einen Kettenkomplex handelt). Tensoriere diesen Kettenkomplex
iitber R mit N, und ersetze den Term M ®pr N durch 0. Wir erhalten einen
Kettenkomplex

—PQ@rM —PIL®r M — B ®r M — 0.

Definiere Tor’ (M, N) := H, (P, ®r N). Sei O ein weiterer Links-R-Modul.
Mittels des Hom-Funktors erhalten wir einen weiteren Kettenkomplex

0 — Hompg(Py, O) — Homp(P1,0) — ...
Definiere Exty (M, N) := H"(Hompg(Py, N)).
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Wir miissen natiirlich noch zeigen, dass diese Definitionen nicht von der
projektiven Auflésung abhédngen (und das so eine wirklich existiert). Dies leistet
der folgende Hauptsatz der homologischen Algebra.

9.11 Satz. (1) Jeder R-Modul besitzt eine projektive Auflosung Pi.

(2) Zwei projektive Auflésungen desselben R-Moduls sind homotopiedquiva-
lent.

(3) Allgemeiner: sei N ein weiterer R-Modul. Sei P, eine projektive Auflosung
von M, Q. eine projektive Auflésung von N. Zu jedem R-Modulhomomor-
phismus f: M — N existiert eine Kettenabbildung f.: P. — Q. so dass
f-1 = f. Zwei solche Kettenabbildungen f, und g, sind kettenhomotop.

Beweis. Wir konstruieren P, induktiv. Zunéchst brauchen wir einen projekti-
ven Modul Py mit einer Surjektion Py — M. Wahle Py := ®mepm R, und die
Abbildung sende das m entsprechende Basiselement im freien Modul Py auf m.

Induktiv sei bereits P, — P,_1 — --- — Py — M Kkonstruiert, so dass
die Sequenz iiberall ausser an P, exakt ist. D.h. die Abbildung P, — P._1 ist
nicht notwendig injektiv. Konstruiere (wie vorher) einen freien Modul Pj41, der
surjektiv auf den Kern abbildet.

Aussage (2) folgt aus Aussage (3): wende (3) an auf id: M — M, wobei auf
der einen Seite die projektive Auflésung P, und auf der anderen Seite @, benutzt
wird. Wir erhalten Kettenabbildung f.: P, — Q. und (die Rollen vertauschend)
g«: Q« — Pi. Dann ist fy 0 g.: Q. — Q. eine Kettenabbildung, deren (—1)-
Term id,; ist. Natiirlich hat id,: Q. — Q. die gleiche Eigenschaft. Wider nach
(3) sind also fi o g« und id, kettenhomotop. Entsprechend fiir g, o f., so dass
g« und f, tatséchlich zueinander inverse Kettenhomotopieéiquivalenzen sind.

Es bleibt noch, (3) zu zeigen. Seien py: Py — Px—1 und qi: Qr — Qr—1 die
Differentiale. Setze P_1 := M, P_y := 0 fiir k > 1.

Wir werden per Induktion die Kettenhomotopie zwischen f, und g, konstru-
ieren. Die Konstruktion von f, selber geht analog. Zur Erinnerung: solch eine
Kettenhomotopie ist eine Folge von Homomorphismen hy: P* — Qp1, so dass
fr — 9 = qur1hg + hg—1qx. Setze als Induktionsanfang h_; := 0 fir £ > 0.
Dann ist in negativen Graden alles 0.K. Wenn h; bereits fiir j < k& definiert ist,
miissen wir also zu a = fr — gk — hp—1qK: Pr — Qp einen Lift hy: P, — Qgy1
konstruieren (bzgl. der Abbildung qx1: Qr+1 — Qk). Das ist genau die Eigen-
schaft von Projektivitit, falls das Bild von a im Bild von gx41 liegt. Da Q.
exakt ist, ist im(gr41) = ker(gx). Wir miissen also nur zeigen dass ¢ o a = 0.
Nun gilt

qr o= (fr—1—gr—1) ©px — Qehr—_1Dr
= hy—2pr—1px = 0.
Der Lift hy existiert wegen der Projektivitidt von Pj. O

Die Kettenhomotopiedquivalenzen induzieren Kettenhomotopiedquivalenzen
auf den Kettenkomplexen, die man nach anwenden von ® oder Hom erhélt (we-
gen Funktorialitiit). Folglich sind Tor und Ext wohldefiniert. Wir sehen ausser-
dem, dass es sich bei Tor und Ext selbst um Funktoren handelt (jede Abbildung
f: A — B induziert eine Abbildung zwischen den projektiven Auflésungen, die-
se ist eindeutig bis auf Homotopie, liefert also eine eindeutige Abbildung auf der
Homologie (auch nach Anwendung von ® oder Hom)).
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9.12 Bemerkung. Wir haben im Beweis nicht benutzt, dass @y projektiv
ist, sondern nur, dass @, exakt ist. Man kann die Aussage also entsprechend
abschwiéchen.

9.13 Lemma. Seien M, N R-Moduln. Dann gilt
Tord(M,N) =M ®g N, Ext% (M, N) = Homp(M, N).

Beweis. Die exakte Sequenz Py — Py — M — 0 einer projektiven Auflésung
liefert nach Lemma [9.3| eine exakte Sequenz

P N —>FPh®r N —>M®r N — 0

Wenn wir den rechten Term weglassen, bleibt als Null-te Homologie also gerade
M ®p N tibrig.
Entsprechend beweist man die zweite Identitét. O

9.14 Lemma. Sei P projektiv. Dann gibt es eine Auslosung 0 — P — P — 0.
Folglich ist Torf(P,N) = 0 = Ext%(P, N) fiir k > 0.

Dies gilt insbesondere fiir jeden Modul (also Vektorraum,) iber einem Kdorper,
und fiir jede freie abelsche Gruppe (falls R = 7).

9.15 Lemma. Seien A, B abelsche Gruppen (also Z-Moduln). Dann gilt
(1) Tory(A, B) = 0 = Ext"(A, B) fiir k > 1.
(2) Tory(Z/n,A) ={a € A | na=0}
(3) Ext'(Z/n, A) = A/nA.

(4) Insbesondere Tori(Z/n,Z/m) = Ext (Z/n,Z/m) = Z/n @ Z/m = 7./d,
wobei d = ggT'(m,n).

Beweis. Jede Untergruppe einer freien Gruppe ist frei. Folglich hat A eine freie
Auflésung 0 — Fy; — Fy — p — A, wobei F} = ker(p).

Fiir Z/n erhélt man die Auflosung 0 — Z > Z — Z/n — 0. Nach Ten-
sorieren oder Anwenden des Hom-Funktors erhilt man genau die behauptete
Homologie. O

9.16 Satz. Sei 0 — A — B — C — 0 exakte Sequenz von R-Moduln, M
weiterer R-Modul. Dann hat man lange exakte Sequenzen

— Tord(C, M) — Tori'(A, M) — Tor(B, M) —
Torf(C,M) - A@M - BM - C@M — 0

— Tord (M, C) — Torf(M, A) — Torf (M, B) —
Torf'(M,0) = M ®A—-M®B - M®C —0

— Extf(C, M) «— Extf(A, M) «— Ext?(B, M) «
EXt{%(C7 M) — HOm(A,M) — HOn’l(B7 M) — H0m<C7 M) — 0

— Extf(M,C) — Extf(M, A) — Ext¥(M, B) —
Ext{(M, C) — Hom(M, A) — Hom(M, B) — Hom(M, C) — 0
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Beweis. Konstruiere zunéchst induktiv eine exakte Sequenz von freien Auflésun-
gen 0 — F, - G, — H, — 0, mit F_; = A, usw., und mit G = Fy ® Hy,
ghnlich, wie wir vorher die freie Auflésung konstruiert hatten. Da Gy, = Fy, ® Hy,
bleiben diese Sequenzen nach tensorieren mit M, sowie nach Anwenden des
Hom-Funktors exakt. Wir erhalten also, wenn wir (Ko)homologie nehmen, die
erste und die dritte lange exakte Sequenz unserer Liste. Ansosnten wihle eine
freie Auflésung F, von M. Da alle F}, frei sind, erhélt man nach Tensorieren eine
kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen 0 — F,RA — F,®B — F,QC — 0
(und entsprechend fiir Hom). Die zugehorigen langen exakten Sequenzen sind
die fehlenden in unserer Liste. O

9.17 Theorem. Seien (Cy,c.) und (Dy,d.) Kettenkomplexe von freien abel-
schen Gruppen, mit Cy, = 0 und Dy =0 fiir k < 0.
Dann gibt es natiirliche (in C, und D,) exakte Sequenzen

n n—1
0= P He(CHRH, k(D) % Ho(C.®D.) — @D Tor(Hi(C.), Hy_g—1(Ds)) — 0
k=0 k=0

fiir alle n € Z. Diese Sequenz spaltet, allerdings ist der Spalt nicht natirlich.

Beweis. Zunichst iiberlegt man, dass es tatsdchlich eine natiirliche Abbildung
a: @_o Hi(C.) @ Hp— (D) — H,(C, ® D) gibt. Diese ordnet einfach einem
[z] ® [y] € Hp(Cy) @ Hp—i(Dy) mit x € ker(cg) und y € ker(d,—x) die Klasse
[z®vy] € Hp(C.® D,) zu. Es folgt direkt aus der Definition, dass z ® y im Kern
des Differentials liegt, und dass diese Abbildung wohldefiniert und bilinear ist
(also tatsichlich wegen der universellen Eigenschaft auf dem Tensorprodukt
definiert ist). Die konstruktion zeigt ausserdem, dass diese Abbildung natiirlich
fiir Kettenabbildungen ist.

Da Untergruppen von freien Gruppen wieder frei sind, erhalten wir die kur-
zen exakten Sequenzen von Kettenkomplexen freier abelscher Gruppen

0 — ker(cy) Lo, im(ey) — 0, (9.18)

wobei die Differentiale links und rechts jeweils die Nullabbildung sein sollen (was
auch gerade die Einschrinkung von ¢, auf die Untergruppen ist).

Da die Gruppen alle frei sind folgt, dass diese Sequenz auch nach Tensorieren
mit D, exakt bleibt. Fiir die resultierende kurze exakte Sequenz von Ketten-
komplexen (mit interessanteren Differentialen, da auch noch diejenigen von D,
eine Rolle spielen) erhalten wir eine lange exakte Homologiesequenz, und daraus
insbesondere die exakte Sequenz

Hyoi(im(c,) ® D) — Hy(ker(e,) ® D) 2 g, (C, ® D,)
(8D 1y (im(e,) ® Dy) — Hy_1(ker(c,) ® D). (9.19)

Man kann nun iiberpriifen, dass die Differentiale gerade durch (j ® idp)
gegeben sind, wobei j: im(c,) — ker(c._1) die Inklusion ist (dies tut man
zunéichst, wenn man D, durch Z ersetzt, und benutzt dann Natiirlichkeit).

Wir koénnen nun auch das Tensorprodukt der Sequenz mit H,.(D)
bilden (aufgefasst als Kettenkomplex wobei alle Differentiale Null sind). Beachte,
dass dann das Differential in ker(c.) ® Hy(D) und in im(c.) ® H. (D) komplett
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Null ist, also die Homologie gleich den Gruppen selbst ist. Trotzdem erhélt man
eine lange exakte Homologiesequenz, und mit Natiirlichkeit von o passen die
entsprechenden Gruppen in das Diagramm

Hy(C.®D,) —— Hi(im(cy) ® D,) ——— Hg_1(ker(cs) ® D)

(im(c.) ® Ho(D)x —= (ker(c,) ® Ho(D))p—1
(9.20)
Da ker(c,) und im(c,) aus freien abelschen Gruppen besteht, und die Differen-
tiale Null sind, ist « in diesem Fall ein Isomorphismus: dies ist klar, wenn der
Gesamtrang der freien abelschen Gruppe 1 ist, und ergibt sich, da der allgemei-
ne Fall einfach eine direkte Summe von Instanzen des Spezialfalls ist (hier wird
benotigt, dass alle Differentiale Null sind)

Ausserdem ist 0 — im(cp41) 5 ker(cr) — Hy(C,) eine freie Auflésung von
H(Cy). Somit gilt nach Definition von Tor, dass ker(i ® id) in (9.20]) gerade
@?;&Tor(Hj(C), Hj_1_;(D)) ist, wihrend andererseits

(ker(c,) ® H.,(D))y_1/im(i ®id) = (H,(C) @ Hy(D))p_.

Man kann aus der langen exakten Sequenz kurze exakte Sequenzen
machen, indem man H, (im(c,) ® D,) durch den Kern der Randabbildung, und
H, (ker(c.) ® D,) durch den Kokern der Randabbildung ersetzt.

Da in « jeweils Isomorphismus ist, kann man diese durch den Kern
und Kokern von ¢ ® id unten ersetzen. Diese haben wir gerade berechnet, um so
die gewiinschte natiirliche kurze exakte Sequenz zu erhalten.

Um zu sehen, dass die Sequenz spaltet, konstruiere Kettenabbildungen C, —
H.(C), D. — H,(D) welche auf Homologie die Identitdt induzieren (wobei wir
in Homologie wieder die Nullabbildung als Randabbildung benutzen). Dies geht,
da C, und D, aus freien Kettenkomplexen besteht.

Wegen Natiirlichkeit von a erhalten wir das Diagramm

0 —— @ Hi(C) & Hy (D) —*—  H(C.®D)  —— @s Tor(Hu(C.), Hy1(D.)) —

I I

Dr—o Hi(Cs) @ Hnk(Ds) —_— Hn(H.(C) @ Ho(D))

Q

R

(9.21)
a~ o f liefert einen Spalt der Sequenz, der von der Wahl der Kettenabbildungen
C. — H.(C) D, — H,(D) abhingt.. O

9.22 Bemerkung. Das Kiinneth-Theorem gilt unverdndert auch fiir singulére
Homologie, und nicht nur fiir CW-Komplexe sondern fiir beliebige Topologische
Réaume.

‘Hauptproblem im Beweis ist, dass hier nicht gilt, dass CIm™I(X xY) =
C:"I(X) @ CMI(Y).

Statt dessen kann man natiirliche (in X und Y') Kettenabbildungen zwischen
den beiden Kettenkomplexen konstruieren, welche Kettenhomotopiedquivalen-
zen sind (das Eilenberg-Zilber Theorem).

Der Beweis geht danach ganz genauso wie fiir CW-Komplexe.
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Der Satz verallgemeinert sich noch weiter auf Raumpaare; hier ersetzt man
X,Y und X XY durch (X, A), (Y, B) und (X xY, X x BUAXY). Hier muss man
noch die Voraussetzung machen (eine Art Ausschneidungsvoraussetzung), dass
die Inklusion einen Isomorphismus H,(AXY, AxB) — H,(AxYUX x B, X x B)
induziert. Aus Ausschneidung folgt, dass dies immer gilt, falls (X, A) und (Y, B)
CW-Paare sind.

10 Homologie und Kohomologie mit Koeffizien-
ten

10.1 Definition. Sei (C.,c,) ein Kettenkomplex von abelschen Gruppen. Sei
A eine weitere abelsche Gruppe.
Definiere dann die Kettenkomplexe C, ®z A, ¢, ® id4) und

d HomZ(Ck,A) ﬂ HomZ(CkH,A) —

Beachte, dass - ® A ein kovarianter Funktor von der Kategorie der Kettenkom-
plexe zu sich selbst ist, Hom(-, A) ein Kontravarianter Funktor.
Wir definieren die Homologie von C, mit Koeffizienten in A

Hy(Cy; A) = Hi((Cy ® A, e, ®id4)),

und die Kohomologie von C., mit Koeffizienten in A H*(C,; A) := Hy(Hom(C,, A), Hom(cy,idA)).
Homologie mit Koeffizienten in A liefert dann kovariante Funktoren von der

kategorie der Kettenkomplexe zur Kategorie der abelschen Gruppen, Kohomo-

logie liefert kontravariante Funktoren.
Wir definieren die singuldre Homologie und die singulire Kohomologie mit

Koeffizienten in A, indem man die obigen Konstruktionen auf den singuldren

Kettenkomplex anwendet; entsprechend fiir die zellulire Homologie und Koho-

mologie.
So erhilt man z.B. fiir ein Paar von CW-Komplexen (X,Y)

HE (XY A) i= Hy(Hom(C'M(X,Y), A))

Ci

10.2 Definition. Eine (verallgemeinerte) Kohomologietheorie besteht aus kon-
travarianten Funktorenh® von der kategorie der Raumpaare zur Kategorie der
abelschen Gruppen, mit natiirlichen Randabbildungen

R*(A) — R*HL(X, A)

welche Axiome entsprechend denen einer Homologie erfiillen, wobei aber alle
Abbildungspfeile umgedreht werden. Auflerdem wird aus dem Summenaxiom
das Produktaxiom:
H* (e Xi) = [[ H* (X)),
i€l
wobei der Isomorphismus wieder durch die Inklusionsabbildungen induziert ist.
Sie heifit gewohnlich, wenn h*(pt) = 0 fiir k # 0.

10.3 Lemma. Singulire und zelluldre Homologie und Kohomologie mit Koeffi-
zienten in A sind gewdhnliche Homologie bzw. Kohomologietheorien (auf der Ka-
tegorie der topologischen Raumpaare bzw. der CW-Paare. Dabei gilt ho(x; A) =
A und hP(x; A) =2 A.
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Beweis. Dies geht genauso wie im urspriinglichen Fall. Da wir die Aussage dort
auf Aussagen iiber Kettenkomplexe zuriickgefiihrt haben O

10.4 Beispiel. Wir kennen den zelluliren Kettenkomplex von RP?:
0-2z372%7-0.

2 Durch Tensorieren mit Z/2 erhilt man hieraus (da 2 =0 € Z/2)
0-7/2%%7/2 0,

somit Hy(RP?;Z/2) = 7/2 fiir k = 0,1,2, und Hy(RP?Z/2) = 0 sonst (sin-
guliire oder zellulire Homologie mit Koeffizienten Z/2).
Genauso, wenn man den Funktor Homg(+, Z/2) anwendet, erhdlt man

0—2/2272/2 2 7/2 0,
so dass sich auch H*(RP?;7Z/2) = 7,2 fiir k = 0, 1,2, = 0 sonst, ergibt.

10.5 Bemerkung. Es ist oft deshalb von Vorteil, Homologie mit verschiedenen
Koeffizienten zu untersuchen, da man dabei verschiedene Aspekte der Homologie
besonders herausstellen kann: ist z.B. A = Q, erhilt man als Homologiegruppen
Q-Vektorraume. Es stellt sich heraus, dass deren Dimension gerade der Rang
der singulidren Homologiegruppen (mit Koeffizienten Z) ist.

Benutzt man A = Z/pZ, konzentriert man sich auf die p-Torsion in Homo-
logie (obwohl man als Homologie nicht genau diese erhilt, vergleiche Abschnitt
il

Kohomologie ist deshalb besonders wichtig, weil sie zusétzliche Struktur be-
sitzt: ein Produkt. Dies wird in Definition erldutert.

10.6 Definition. Ist R ein kommutativer Ring und X ein CW-Komplex, so
definiert man auf H*(X; R) auf folgende Weise eine Ringstruktur:

U: H*(X; R)x HY(X; R) — H*(X; R)@HY(X; R) % H" (X xX;R) 2%, gh+i(X; R).
10.7 Lemma. Mit Definition wird H*(X; R) ein assoziativer Ring mit
1 € H°(X; R) reprisentiert durch den pullback von 1 € H°(x; R) nach X.

Der Ring ist graduiert kommutativ im Sinne dass a U8 = (—1)kqBU « fiir
a € H¥(X;R) und 8 € HI(X; R).

Eine stetige Abbildung f: Y — X von Rdumen induziert einen Ringhomo-
morphismus in Kohomologie.

11 Universelle Koeffizienten

Wir wollen nun die in Abschnitt [9] entwickelten Werkzeuge aus der homologi-
schen Algebra benutzen, um Kohomologie und Homologie mit Koeffizienten R
aus der Homologie mit Koeffizienten Z zu berechnen.

Dies tun wir zunéchst ganz algebraisch:
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11.1 Satz. Algebraische universelles Koeffiziententheorem.

Sei G eine abelsche Gruppe und C, ein Kettenkomplex von abelschen Gruppen,
und sei Cy eine freie abelsche Gruppe fiir jedes k € Z. FEs gibt (in C, und G
natiirliche) exakte Sequenzen

0— H,(C,)®G — H,(C, ® G) S Tor?(H,_1(C,),G) — 0.

0 — ExtL(H,_1(C.), G) — H"(Hom(C,, G)) L Hom(H,(C,), G) — 0.

All diese Sequenzen spalten, d.h. der mittlere Term ist isomorph zur direkten
Summe der dusseren Terme. Diese Spaltung sind allerdings nicht natirlich.
Die Abbildung 3 ist gegeben durch die Kronecker Paarung: B([f])([a]) =
B(a). Hier reprdsentiere f € Hom(C,,,G) eine Kohomologieklasse, und a € C,
eine Homologieklasse.
Weiter gilt a([a] ® g) = [a® g] mit g € G und a € C,, einem Reprdsentanten
der Homologieklasse [a] € H,(Cy).

11.2 Bemerkung. Die Abbildung « ist ein Spezialfall des algebraischen Kreuz-
produkts Hy(Cy) ® H)(D.) — Hy4(Cix ® D,). Wir miissen dazu G auffassen
als Kettenkomplex D, mit Dy = G und Dy = 0 fiir k¥ # 0. Beachte, dass dann
Ho(D.) = G und H(D.) = 0 fiir k # 0. Wir werden den Satz bald auch auf
solche Kreuzprodukte verallgemeinern.

Bevor wir den Satz beweisen, wollen wir die offensichtlichen Korollare fiir
die Topologie ziehen.

11.3 Korollar. Sei (X, A) ein paar von Rdiumen, G eine abelsche Gruppe.
Dann erhdlt man fir singulire (Ko)homologie folgende natirlichen exakten Se-
quenzen:

0— Hy(X,A)®G — Hy(X,A;G) — Tor’(H,_1(X,A),G) — 0

0 — BExty(H,_1(X,A),G) — H"(X, A;G) — Hom(H,(X, A),G) — 0.

All diese Sequenzen spalten, d.h. der mittlere Term ist isomorph zur direkten
Summe der dusseren Terme. Diese Spaltung sind allerdings nicht natirlich.

Beweis. Dies folgt aus Satz da der singuldre Kettenkomplex frei ist, und
aus der Definition von Homologie und Kohomologie mit Koeflizienten. O

11.4 Beispiel. (1) Fiir jeden topologischen Raum X gilt
HY(X;G) = Hom(H,(X),G),
da Ho(X) immer frei abelsch ist.

(2) Sei f: X — Y eine Abbildung, so dass f.: H,(X) — H,(Y) fir jedes
n € Z ein Isomorphismus ist. Dann folgt wegen Natiirlichkeit und dem
5-er Lemma, dass

for Hy(X;G) — Hp(Y;G); f* HY(Y;G) — HP(X;G)

fiir jedes G Isomorphismen sind.
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Sei RP? = D?/ | wobei gegeniiberliegende Punkte auf dem Rand von D? iden-
tifiziert werden. Sei f: RP? — D?/S! ~ §? dadurch gegeben, dass der Rand
auf einen Punkt kollabiert wird. Z.B. das universelle Koeffiziententheorem lie-
fert uns Hy(RP?,Z/2) = Z/2 fiir k = 0,1,2 (und 0 sonst), und Hy(S?;Z/2) =
Z/2 fir k = 0,2 (und 0 sonst). Fiir die zelluldren Kettenkomplexe haben wir
Co(RP?,Z/2) = 7)2 = Co(S?;Z/2) (sie stimmen also mit der Homologie iibe-
rein). f induziert hier die Identitit (per Konstruktion ist die auf den zugehori-
gen Quotientensphéren zu betrachtende Abbildung, deren Grad wir betrachten
miissen, die Identitéit). Da hier offenbar Cy = Hs, ist Ha(f;7Z/2) die Identitiit.
Aber es ist sowohl Hi(f;Z) = 0 als auch Hy(f;Z) = 0 (da H1(S?) = 0 und
Ho(RP?) = 0). Es folgt, dass die Spaltung im universellen Koeffiziententheorem
nicht natiirlich sein kann.

Beweis von Satz[[1 1. Sei By :=im(cptq) C Cp und Z, := ker(c,) C Cp. (Zur
Erinnerung: dass C, ein Kettenkomplex ist, heisst B, C Z,, und man definiert
H,(Cy) :== Zy/By).

Zunichst betrachte folgende exakte Sequenz:
0—>Zp—>CpC—p>Bp,1—>O.

Wir wollen jetzt die Tatsache benutzen, dass C, ein freier Kettenkomplex ist.
Es gilt, dass jede Untergruppe einer freien abelschen Gruppe wieder frei abelsch
ist, insbesondere also auch Z, und B,_;. Dies bedeutet, dass man einen Spalt
s: Bp_1 — Cp konstruieren kann, also so, dass ¢c,0s = idp, , (man gibt einfach
s auf Basiselementen vor, dann gibt es eine eindeutige Fortsetzung). Dies liefert
einen Isomorphismus C), = Z, ® B,_1, man erhilt also einen weiteren Spalt
t: Cp — Z,. Beachte, dass eine spaltende kurze exakte Sequenz nach Anwenden
des Hom- oder des Ext-Funktors in eine kurze exakte Sequenz iibergeht (Ten-
sorprodukt und Hom respektieren direkte Summen). Dies ist die einzige Stelle,
wo die Voraussetzung eingeht, dass der Kettenkomplex aus freien abelschen
Gruppen besteht.

Wie eben erw#hnt, haben wir ausserdem die kurze exakte Sequenz 0 —
B, — Z, — H, — 0, wobei H, allerdings im allgemeinen nicht frei ist.

Betrachte nun folgendes Diagramm:

0
I
0 —— Hom(B,,C) Hom(Cp+1, Q) Ext(Hp—1,G)
I | I
0 «——— Hom(Z,, G) Hom(Cy, G) Hom(Bp-1,G) 0
I [ I
Hom(H,, Q) Hom(Cp-1,G) Hom(Zp-1, Q) 0
[
0

Ausser der mittleren vertikalen (hiervon wollen wir ja gerade die Homologie
berechnen) sind alle horizontalen und vertikalen Sequenzen exakt (beachte, dass
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ein paar Pfeile fehlen), die mittlere und untere horizontale wegen des Spaltes s,
die anderen wegen Lemma [0.3 und Satz

Diagrammjagd impliziert, dass die Ext-Sequenz existiert und exakt ist. Na-
tiirlichkeit folgt, da Hom und Ext natiirlich sind.

Die gewiinschte Spaltung wird induziert von

Hom(¢,1): Hom(Z,,G) — Hom(C,, G)

(dies ist ein Spalt der mittleren horizontalen Sequenz), der Beweis ist wieder eine
Diagrammjagd. Beachte, dass wir s willkiirlich gewihlt haben, hier ist also a
priori die Natiirlichkeit verletzt. Beispiele zeigen, dass man es auch nicht besser
machen kann.

Fiir die Tor-Sequenz betrachte statt dessen das Diagram

0

l

0 —— B,®G «—— Cp1 @G Tor(H,_1,G)

l l l

0 —— Z,0G —— C,8G —— B, 198G — 0

l l !

H,®G Co1 @G —— Z, 190G —— 0

l

0

Nach Rotieren um 7 geht dieses Diagramm in das vorher betrachtete iiber (nach
Umbenennen). Insbesondere liefert die vorher durchgefiihrte Diagrammjagd ge-
nauso auch die exakte Sequenz mit Tor. O

12 Hohere Homotopiegruppen
13 Faserungen

14 Faserhomotopiesequenz
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