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1 Mengen

Die Theorie der Mathematik muss zwangsléufig von gewissen Grundannahmen
ausgehen, die nicht weiter hinterfragt werden kénnen. Wie solche Grundannah-
men aussehen kénnen, wird in der mathematischen Logik untersucht. Zu diesen
Grundlagen gehort die Mengenlehre. Wir werden den pragmatischen Stand-
punkt einnehmen, dass wir einige Grundtatsachen der Mengenlehre akzeptieren
und benutzen, ohne ihre Beweise fithren zu koénnen.

1.1 Definition. Eine Menge ist eine Ansammlung wohlunterschiedener Objek-

te. Diese Objekte werden Elemente der Menge genannt. Ist x ein Objekt und

M eine Menge, so schreiben wir z € M, falls « zur Menge gehort, sonst = ¢ M.
Beispiel: () ist die leere Menge, die kein Element enthilt.

1.2 Definition. Seien M; und Ms zwei Mengen. Eine Abbildung f: M; — Ms
ordnet jedem Element x € M; ein Element f(z) € M zu.

Zu jeder Teilmenge A C M; definieren wir die Bildmenge f(A) := {f(z) |
x € A} C Ms.

Entsprechend definieren wir fiir eine Teilmenge B C My die Urbildmenge
f~Y(B):={xz € My | f(z) C B} C M;. Beachte, dass es sich bei f~! hier nicht
um eine Abbildung von M, nach M; handelt.

1.3 Beispiel. Sei R die Menge der reellen Zahlen. f: R — R; 2+ 22 ist eine
Abbildung.

Fiir eine beliebige Menge M definieren wir die identische Abbiludng idp;: M —
M mit idy(z) = x Vo € M.

Wir wollen das Konzept der Menge und das Konzept der Abbildung ohne
weiteres Infragestellen benutzen.

1.4 Definition. Seien f: My — My und g: Ny — Ns. Falls f(M;) C Ny,
definieren wir die Verkniipfung oder Komposition go f: M; — Na mit go f(z) :=
g(f(x)) fir alle z € M.

1.5 Definition. Eine Abbildung f: M — N heifit injektiv, falls fiir jedes x,y €
M f(z) = f(y) nur dann gilt, wenn = = y.
Sie heifit surjektiv, falls fiir jedes y € N ein « € M existiert mit f(z) = y.
f heifdt bijektiv genau dann wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

1.6 Lemma. Sei f: M — N eine bijektive Abbildung. Dann gibt es eine Inverse
Abbildung g: N — M, d.h. es gilt go f =idp; und fog=idy.

Proof. Sei y € N. Dann ist f~*({y}) # 0, da f surjektiv ist, und enthilt
nicht mehr als ein Element, da f injektiv ist. Also enthélt f~'({y}) genau ein
Element z, € M (welches natiirlich von y abhéngt). Wir setzen g(y) := .
Man berechnet f(g(y)) =y Yy € N und g(f(z)) =z Vo € M. O

2 Komplexe Zahlen
Wir setzen als bekannt und gegeben voraus:

e Die Menge N ={0,1,2,...} der natiirlichen Zahlen
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Die Menge Z = {0,1,—1,2,—2, ...} der ganzen Zahlen

Die Menge Q = {% | p,q € Z,q # 0} der rationalen Zahlen

Die Menge R der reellen Zahlen

Esgit NCZ CcQCR.

Die Menge R ist charakterisiert durch folgende Aziome (d.h. Eigenschaften
und Regeln):
Es gibt Verkniipfungen

(V4) +: RxR - R;(z,y) — z+y.
(V) RxR—R;(z,y) — xy.
Folgende Regeln gelten:
(K+,K:) Kommutativitit: x + y = y + « und zy = yz Vz,y € R.

(N+,N:) Neutrales Element: es gibt 0 € Rmit 0+ 2z = 2 Vz € R, es gibt 1 € R
(und 1 #0) mit -1 =2 Vr € R.

(I+,I) Inverses Element: fiir jedes € R gibt es —z € R mit = + (—z) = 0, fiir
jedes z € R\ {0} gibt es 71 € R mit x - 271 = 1.

(A+,A") Assoziativgesetze: = + (y + 2z) = (z +y) + z und (zy)z = z(yz) fir alle
z,y,z € R.

(D) Distributivgesetz: z(y + 2) = zy + zz Va,y,y € R.

Jede Menge, die Regeln entsprechend den hier aufgelisteten erfiillt heifit
Korper. Wir sehen: die rationalen Zahlen bilden einen Korper, ebenso die reellen
Zahlen.

Auf der Menge R gibt es eine Anordnung <, d.h. fiir alle z,y, z € R gilt
e genau eine der Relationen z < y, y < z, x = y ist wahr.
e wen z < y und y < z dann auch z < z/
e wenn x < y dann auch z + z < y + z.
e wenn x < y und z > 0 dann auch zy < yz.
Diese Anordnung erfiillt das Archimedische Prinzip
(Ar) Vz € R In € N mit n > x.

All diese Eigenschaften hat sowohl die Menge R als auch Q. Das letzte Axiom
fiir die reellen Zahlen ist das Vollstindigkeitsaziom (V). Dieses wird spéter genau
erlautert werden. Hier wollen wir uns darauf beschrdnken zu erwéihnen, dass es
dieses eine weitere Axiom gibt, und dass dieses Axiom zum Beispiel impliziert,
dass fiir jedes © € R mit > 0 eine Quadratwurzel /x € R mit /z > 0 und
V()2 = 2 existiert.

Insbesondere erfiilllt Q das Vollstédndigkeitsaxiom nicht.

2.1 Satz. FEs gibt die reellen Zahlen. Die Axiome legen R bis auf Isomorphie
eindeutig fest.
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2.2 Definition. C :=R x R. Wir wollen diese Menge C der komplexen Zahlen
zu einem Koérper machen.
Setze dazu 1 := (1,0) und i := (0,1). Man kann dann jedes Element (z,vy)
eindeutig schreiben als 1 -2 +4 -y ({1,i} ist Basis von C als R-Vektorraum).
Wir definieren Verkniipfungen

+:CxC—C: (z,y)+ (,y) = (x+2",y +)

2w CxC—C: (z,y)- (') == (x2' —yy', 2y’ +2'y).

Jeder komplexen Zahl z = (x,y) ordnen wir auBerdem ihren Betrag |z| :=
V22 4+ y? zu, also die Linge des Vektors (x,y).

2.3 Satz. Mit den oben definierten Verknipfungen wird C ein Kérper. Man
identifiziert R mittels der Abbildung x — 1---x mit der entsprechenden Teil-
menge der komplexen Zahlen (also R C C) und schreibt entsprechend x + iy fir
das Element (x,vy).

Die komplexen Zahlen kann man sich mittels der Gauss-Zahlenebene veran-
schaulichen. Die Addition ist die iibliche Vektoraddition, die Multiplikation geht
so vor, dass man die Léngen der Vektoren multipliziert und die Winkel addiert.

2.4 Lemma. Fir alle 21,22 € C gilt |z122] = |21] - |22].
Auflerdem gilt |z1 + z2| < |21| + |22|. Letztere Formel heifft Dreiecksunglei-
chung.

2.5 Definition. Fiir z = = + iy € C definiere das komplex konjugierte Z :=
x — iy, sowie den Realteil Re(z) := x und den Imagindrteil Im(z) :=y.

Motivation fiir die Benutzung komplexer Zahlen:
e Wichtig zum Lésen von Gleichungen, z.B. 2 = —1.

e Niitzlich bei der Beschreibung von Phénomenen in den Naturwissenschaf-
ten (und dariiber hinaus), insbesondere fiir alles, was schwingt.

e Quantenmechanik kommt ohne komplexe Zahlen gar nicht aus.

3 Grenzwerte

3.1 Definition. Eine Folge (komplexer Zahlen) ist eine Abbildung N — C: n +—
ay,. Man schreibt hierzu (ag, a1, as9,...) oder (a,)nen-

3.2 Definition. a € C heifit Grenzwert einer Folge (a,,)nen, falls fiir jedes € > 0
eine Zahl N, € N existiert, so dass |a — a,| < € ist fiir alle n > N..
Dann schreibt man lim,,_. a, = a, oder a,, —— a

Eine Folge (a,,) heiit divergent, falls kein solcher Grenzwert a existiert.
3.3 Satz. Jede Folge (an)nen hat hichstens einen Grenzwert.

3.4 Definition. Sei (a,) eine Folge mit a,, € R. Wir schreiben a,, 27, oo,
falls fiir jedes R > 0 ein Ny € N existiert, so dass a,, > R fiir alle n > Np gilt.

3.5 Beispiel. Es gilt
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(1) limy oo 1/n=0.
(2) Fiir jedes p € N\ {0} gilt 1/n? 2= 0.
(3) Fiir jedes p € N\ {0} gilt 1/¢/n == 0.

(4) Fall |g| < 1 gilt lim,, o ¢" = 0. Falls ¢ = 1 gilt lim, o ¢" = 1, sonst
divergiert die Folge (¢")nen.
Proof. Fiir den Beweis der ersten drei Folgen muss man zu € > 0 geeignete n € N
finden, etwa n > 1/e, n > 1/¥/e, n > 1/€P. Der Beweis der letzten Aussage
erfordert etwas mehr Miihe, wir benttigen dazu einige weitere Konzepte, die im

folgenden eingefiihrt werden. O

3.6 Definition. Seien aq,...,a, € C. Wir definieren (induktiv)
n n—1
Zai::a”+zai:an+(an—1+("'+a1)"'),
i=1 i=1

wobei Z?Zl a; :=0 (und 22:1 a; = ay).
Entsprechend

n 0
I_Iai::an.an,lnn'al7 Haizzl.
i=1 =1

3.7 Definition. Fiir n € N definiere die Fakultit

n

Insbesondere gilt 0! =1 = 11
Fiir n, k € N, k < n definiere

(1) =

3.8 Satz. Fiir alle a,b € C gilt die binomische Formel

oo =35 (Dot

k=0

Falls k > n setze (Z) = 0.

Proof. Induktion nach n. O
3.9 Satz. Es gilt die Bernoulli Ungleichung: falls x € R mit x > 0 gilt
(1+2)" > 1+ nz.

Proof. (1+z)"=1+nz+Y ;_, (})z" >1+nz. O
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Wir bestimmen nun den Grenzwert der Folge ¢™. Da ¢ = 0 fiir alle n > 0,
falls ¢ = 0, brauchen wir nur ¢ # 0 betrachten. Setze dann = := (1 —|q|)/ |¢l, so
dass |¢| = 1/(1 4+ ). Falls |¢| < 1 gilt > 0. In diesem Fall gilt

1 1 n—o0

< 0.
1+x) = 1+nx

lg" = lq" =
(

Sei nun |¢| > 1 und ¢ # 1. Setze € := |¢ — 1| /20 > 0. Sei @ € C und n € N mit
|¢" — a] < e. Dann gilt

"+ —a| 2 ¢ —q"| ~lg" —al = g = 1] — |¢ — 1] /20 = 19.

Diese Zahl a kann also nicht Grenzwert der Folge sein. Da a beliebig war, hat
die Folge keinen Grenzwert.

3.10 Satz. Seien (a,) und (by,) Folgen komplexer Zahlen, a,b € C. Es gilt

n— 00 n—oo
a4, —— a < |a, —a| — 0.

o a, 2 q und b, —2b = a, + by —=5 a +b.

o a, == a und (b,) divergiert = (a, + by )nen divergiert.

n—oo n—oo n—oo
e a, —— a und b, —— b = a,b, —— ab.

n—oo

e a, ——a

e Seien a, < b, < ¢, Folgen reeller Zahlen mitlim,_ . a, = a = lim, o ¢y
Dann konvergiert auch (by,)nen, mit Grenzwert a.

Proof. Finde zu jedem € die passenden n’s. O

3.11 Korollar. Sei (z, = x, + iy,) eine Folge komplexer Zahlen, xn,yn, € R
Vn € N. Sei z = x +1y. Es gilt:

lim z, =2 <= lim z, =z und lim y, =y.
n—oo

n—oo n—oo

Proof. |z, — x| < |z, — z|, daher impliziert die Konvergenz von z, gegen z auch
die Konvergenz von x,, gegen z. Rest folgt aus Summen-Regel. O

3.1 Vollstandigkeit

Alle bisher betrachteten Sitze iiber Grenzwerte setzen voraus, dass man den
Grenzwert “erraten” kann, um dann mit ihm zu arbeiten. Wir wollen uns nun
der Frage zuwenden, wie man, ohne den Grenzwert zu kennen, aussagen iiber
Konvergenz machen kann.

3.12 Satz. Sei (ayp)nen konvergent (gegen a). Dann gilt:
Ve > 03N €N so dass |an, — am| < €¥n >m > N. (3.13)

Proof. Zu gegebenem € > 0 wihle N so dass |a, —a| < €/2 fiir n > N. Dann
gilt |an — am| < lap, —al + |a — ap| < € fir n,m > N. O

3.14 Definition. Eine Folge (a,,) fiir die die Aussage (3.13) gilt heifit Cauchy-
folge.
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Wir kehren nun zuriick zu den Eigenschaften von R.
Das noch fehlende Vollstandigkeitsaxiom lautet:

(V) Vollsténdigkeitsaxiom Jede Cauchyfolge reeller Zahlen konvergiert.
Beachte: dies gilt in Q nicht.

3.15 Beispiel. Wir konstruieren induktiv eine Cauchyfolge rationaler Zahlen
a,, deren Grenzwert /2 ist. Es ist aber bekannt, dass v/2 nicht rational ist.

ap wird folgendermafien konstruiert: a; := 1, a, := p, /10", wobei p, die
grofite natiirliche Zahl (> 10" ta,,_1) mit (p,,/10™)? < 2ist. Klar: diese Folge ist
monoton wachsend (d.h. an41 > a, fiir jedes n € N). Falls m > n gilt aulerdem
an < am < ap + 1/10™, woraus sofort folgt, dass (a,) eine Cauchyfolge ist.

Wegen Vollstindigkeit hat sie also einen Grenzwert a. Es gilt @ > 0, und
man zeigt a®> =2, also a = V2.

3.16 Satz. Jede Cauchyfolge in C konvergiert.

Proof. Ist (z, = z, + iy,) eine Cauchyfolge, so auch die reellen Folgen (x,)
und (y,). Da diese nach Vollstindigkeitsaxiom konvergieren, konvergiert auch
(#n)nen- U

3.17 Satz. Sei (x,)nen Folge reeller Zahlen. Die Folge sei monoton wachsend
und beschrankt (d.h. es gibt R € R mit |z,| < R fiir allen € N). Dann ist (z,,)
konvergent.

Proof. Wir zeigen, dass die Folge eine Cauchyfolge ist. Angenommen, dies wire
nicht der Fall. Dann gibt es € > 0 so dass fiir jedes N € N zwei Zahlen ny >
mpy > N existieren mit |z, — Tmy| = Tny — Tmy > €.

Definiere induktiv ng = mg := 0 und ng > my > ng_1 mit z,, — Ty, r > €
Wiéhle | > (M — xg)/e.

Dann gilt z,, > e+ 2, > €+ 2y, , > -+ > lexg > M — 29 + 20 =
M. Hier verwenden wir, dass die Folge monoton wachsend ist, und bis zu z,,
mindestens [-mal ein Spring um e oder mehr zu verzeichnen ist. Wir erhalten
einen Widerspruch zur Voraussetzung, dass M Schranke fiir x,, fir alle n. 0O

3.18 Definition. Sei (z,)nen eine Folge. Sei ¢: N — N eine monoton wach-
sende Funktion. Dann nennen wir die Folgen (y,) mit y, = x4, Teilfolge von

3.19 Satz. Sei (z,) eine Folge und x, ~— x. Sei (wy(n)) Teilfolge. Dann

n—oo

gilt auch x gy —— .

Proof. Sei € > 0. Dann gibt es N € N mit |z, —z| < € fir alle n > N.
Da ¢(n) > n fir alle n € N, gilt also insbesondere |x¢(n) — :E| < e fir alle
n>N. O

Der folgende Satz heifit Satz von Bolzano- Weierstrass.

3.20 Satz. Jede beschrinkte Folge (x,)nen mit z, € R hat eine konvergente
Teilfolge.
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Proof. Da die Folge beschrénkt ist, gibt es R € R so dass —R < x,, < R fiir alle
n € N.

Wir definieren nun induktive Teilmengen Ny C N, Zahlen ay, by € R mit
folgenden Eigenschaften:

|Nk| =00, a0 < a1 < -+ <ap <bp <bgp_y <+ < by, by —ar =2'7FR,
¢(k) := min Ni, ¢(k — 1) ¢ Ny.

Wir starten mit Ny :=N, ag := —R, by := R.

Seien Ny, ..., Nk, ag, - ..,a; und by, ..., b, mit den gewiinschten Eigenschaf-
ten bereits definiert. Definiere I;~ := [ay, (ay + bx)/2], I := [(ar + bk)/2, bk],
d.h. wir teilen das Interval [ax, bi] in zwei Hélften. Setze X :={n € Ny |z, €
It} und X == {n € Nj | z,, € I'}. Dann gilt X;” U X = Ny, mindestens
eine der beiden Mengen enthélt also unendlich viele Elemente.

Falls | XS] 4 oo setze Nip1 := X \{¢(k)}, axt1 := ak, bps1 == (ar +bi)/2.
Sonst verfahre entsprechend mit der rechten Hélfte.

Insgesamt gilt: falls m, n > N ist Zy(m), Tg(n) € [an, bn], also ’x¢(m) — z¢(n)f <
21=N . R. Nach dem Cauchy-Kriterium ist also (T4 (n)) eine konvergente Teilfol-
ge. ]

4 Reihen

4.1 Definition. Sei (a,)nen €in Folge komplexer Zahlen. Die Folge
($n)neN mit s, 1= Z ay
k=0

heifit die von (a,,) gebildete Reihe, die Glieder s,, heiflen Partialsummen.

Zur “Abkiirzung” schreibt man Y - ay, fiir die Folge (s, )nen.

Falls die Folge (s,) konvergiert, benutzt man das Symbol Y auch fiir
den Grenzwert der Reihe.

4.2 Satz. Seien Y .- gar und > -, b Reihen komplezer Zahlen. Sei ¢ € C.
Falls beide konvergieren, mit Y p- qar = a und Y o o by = b, so gilt

(1) Spiolar +br) =a+b

(2) Specar = ca

(8) Falls a, by, € R und ay, < by, fiir alle k, so gilt a <b.
4.3 Beispiel. Es gilt

(1)

(2) Sei ap > 0 und es existiere R € R so dass ZZ:O ar < R fiir alle n € N.
Dann ist Y~ ax konvergent, da die zugehorige Folge (s, = Y 1_o @k )nen
monoton wachsend und beschréinkt ist.
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iqk = ﬁ; falls |¢| <1
P divergent; falls |g| > 1.

Per Induktion zeigt man fiir ¢ # 1, dass >, _, ¢ =1-q¢"™)/(1—q). Wir
wissen bereits, dass ¢"*1 =% 0 falls |¢| < 1, und dass (¢"*!) divergent,
falls |¢| > 1 und ¢ # 1.

(4) Y52, 7 ist divergent. Dies sieht man durch folgende Abschétzung:

k=1
1 11 1 1 1 1
=14 (= - - - 4. )
+(2)+(3+4)+(5+ +8)+(9+ +16)+
1 11 1 1 1 1
> Z Z Z Z Z i R
1+(2)+(4+4)+(8+ +8)+(16+ +16)+
SR P
202 2

Da (1+ %) 2== +oo, ist die Teilfolge (sgn = Zil1 1/k)nen divergent,
also auchdie ganze Reihe.

4.4 Satz. Sei die Reihe Yy, ai, konvergent. Dann gilt fiir die Folge der Glieder

der Reihe: ay, koo, 0.

Proof. Nach Voraussetzung ist die Folge (s,, = >_j_, ak)nen konvergent. Also
erfiillt diese Folge die Cauchy-Bedingung. Insbesondere gilt |a, 11| = [Spi1 — Sn| ——
0.

Beachte:dies ist eine spezielle Folgerung der Cauchy-Bedingung, die aber
noch viel stirker ist und insbesondere auch Aussagen iiber |s,, — s,| macht,
wenn der Abstand zwischen m und n grofler als 1 ist! O

4.5 Definition. Sei (aj)ien eine Folge komplexer Zahlen. Falls die Reihe Y p-  |ax]
konvergiert, so sagen wir, dass die Reihe > -, aj absolut konvergiert.

4.6 Bemerkung. Der Begriff der absoluten Konvergenz kann nicht so direkt auf
Folgen zuriickgefiihrt werden, wie dies bei den anderen Aussagen iiber Reihen
der Fall war.

4.7 Lemma. Da |aiy| > 0, ist die Folge der Partialsummen (37 _, |ak|)nen
eine monoton wachsende Folge nichtnegativer reeller Zahlen.
Es gibt also nur zwei Alternativen: entweder ist diese Folge beschrdnkt, dann
ist sie konvergent, oder sie ist unbeschrdinkt, dann geht die Folge gegen +oo.
In anderen Worten: entweder Y - |ai| < oo, dann liegt Konvergenz vor,
oder "7~ lax| = 400, d.h. man hat bestimmte Divergenz gegen +00.

4.8 Satz. Sei (ax)ren eine Folge komplezer Zahlen. Falls ", |ak| gegen eine
reelle Zahl konvergiert, so konvergiert auch Y - ak-
Kurz: aus absoluter Konvergenz folgt Konvergenz.
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Proof. Der Beweis wird mittels des Cauchy-Kriteriums gefiihrt. Sei also s, =
> hlo @k, sl Xy = Y1 |ag]. Wir wollen zeigen, dass die Reihe (sp)nen das
Cauchy-Kriterium erfiillt, und wissen, dass dies nach Voraussetzung fiir die Rei-
he (X,)nen gilt. Sei also € > 0. Dann gibt es N € N, so dass

IS — X <€ VYm > n > N.

Dann gilt aber auch fir m >n > N

m m
[$m — $n| = Z ar| < Z lag] = |Zm — S| < e
k=n+1 k=n+1
Damit erfiillt (s,,) das Cauchy-Kriterium, ist also konvergent. O

4.1 Kiriterien fiir Konvergenz und absolute Konvergenz

4.9 Definition. Sei fiir jede natiirliche Zahl n eine Aussage A,, gegeben (z.B. ,dass
eine gewisse Ungleichung erfiillt ist). Wir sagen: die Aussage A,, ist fiir fast alle
n richtig, wenn die Aussage richtig ist fiir alle bis auf endlich viele n (es kommt
nur darauf an, dass die Ausnahmemenge endlich ist, nicht, wie gro$ sie ist).

Entsprechend, wenn fiir jedes Element einer anderen unendlichen Menge eine
Aussage gegeben ist.

4.10 Satz. (Wurzelkriterium)

(1) Sei 0 < ¢ < 1 und (ag)ken eine Folge komplexer Zahlen mit ¥/|a,| < ¢
fiir fast alle n € N. Dann ist Y-, ar absolut konvergent.

(2) Falls hingegen 3/lan| > 1 fir unendlich viele n € N, so ist Y., a
divergent.

Proof. Wir beweisen zuniichst den Divergenzfall: Falls {/|a,| > 1, so auch
|an| > 1. Geschieht dies fiir unendlich viele n € N, so ist (Jan|)nen keine Null-
folge, die zugehorige Reihe also auch nicht konvergent.

Ist umgekehrt ¢ < 1 und {/|a,| < ¢, so gilt natiirlich |a,| < ¢™. Somit
> g lal <3002, ¢F < 1(1—¢) < oo, wobei ng so gewiihlt wird, dass {/]ax| <
c fiir alle k > ng (es gibt ja nur endlich viele k, so dass diese Ungleichung nicht
erfiillt ist). O

4.11 Satz. (Quotientenkriterium)
Sei 0 < ¢ < 1 und sei (ap)nen eine Folge komplexer Zahlen mit a,, # 0 fiir fast
alle n € N.

(1) Falls es N € N gibt, so dass

M <ec Vn > N,
|an|

so ist die Reihe Y - ax absolut konvergent.
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(2) Falls es N € N gibt, so dass

so ist die Reihe Y - ar divergent.

Hierbei wird in beiden Fdllen vorausgesetzt, dass N geniigend grofl ist, dass der
Nenner jeweils von Null verschieden ist.

Proof. Wir beweisen wieder zunéchst den Fall der Divergenz. Dann gilt, dass
lan| > Jan| > 0 fiir alle n > N (einfache Induktion). Die Folge (an)nen ist also
keine Nullfolge, folglich die Reihe nicht konvergent.

Liegt jedoch die erste Voraussetzung vor, so gilt

l[antn| > clansn—1| > > " an],

wie man ebenfalls sofort durch Induktion einsieht. Also gilt
S el < 3 cFlax] = owl .
- 1-c
k=N k=0

Addition der endlich vielen fehlenden Glieder Z,Jj:_ol |ax| dndert nichts an der
absoluten Konvergenz. O

5 Potenzreihen

5.1 Definition. Seien fiir k£ € N a; € C gegeben. Der Ausdruck
> uest
k=0

heifit Potenzreihe (mit Koefizienten ay,). Fiir alle z € C, fiir welche Y2 aj2”
konvergiert, erhilt man auf diese Weise eine Funktion f(z) = > p, axz".

Uns interessiert jetzt natiirlich vor allem folgende Frage: gegeben eine Po-
tenzreihe ZZOZO apz", fiir welche z € C ist die entsprechende Reihe komplexer
Zahlen konvergent?

5.2 Satz. Sei ,—,arz" eine Potenzreihe. Es gebe c € R so dass {/]a,| < c fir
alle bis auf endlich viele n € N, Dann gilt: falls |z| < 1/c konvergiert > - axz®
absolut.

Falls {/]a,| > c fir unendlich viele n € N und |z| > 1/c, so ist Y po o ar2”
divergent.

Proof. Es gilt ¥/|anz™| = {/|an||z|, wende nun das Wurzelkriterium an. O

5.3 Definition. Sei M C R eine Menge. m € R heifit Infimum von M, (schreibe
m = inf M), falls gilt:

(1) m < x fiir alle x € M
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(2) Fiir jedes v € R mit der gleichen Eigenschaft: v < z Vz € M gilt:
v<m.
Wir sagen: m ist die grifite untere Schranke von M.

Entsprechend definiert man die kleine obere Schranke (indem man in der
Definition < {iberall mit > vertauscht). Diese wird Supremum sup M genannt.

5.4 Beispiel. (1) Falls M eine Minimum besitzt, so gilt inf M = min M.
(2) Falls M = (a,b) mit a,b € R, so inf M = a.
(3) inf{z € Q| z > v2} = V2.

5.5 Satz. Jede nichtleere nach unten beschrankte Teilmenge M von R besitzt
ein Infimum. Dieses ist eindeutig.

Proof. Konstruiere induktiv Folgen a,, € R, x,, € M mit folgende Eigenschaften:
(1) an <z fiir alle x € M (also alle a,, sind untere Schranken)

(2) 2z, €M

(

(4

2
3) (ay) ist monoton wachsend

() ist monoton fallend

)
)
)
(5) |Tp — an] < 27" |z — ag] =5 0.

Fiir den Induktionsanfang wihle fiir ag irgendeine untere Schranke (diese exi-
stiert nach Voraussetzung) und irgendein zo € M (geht, da M # 0).

Fiir den Induktionsschritt seien aq, . .., a,_1 und xg, . .., T, _1 mit den gewiinsch-
ten Eigenschaften bereits gefunden. Setze ky, := (n—1—a,—1)/2. Falls k,, untere
Schranke von M, setze a,, := k, und z,, := z,,_1, damit sind weiterhin alle Be-
dingungen erfiillt.

Falls k,, keine untere Schranke, gibt es x,, € M mit z,, < k,. Setze dann
an = an_1. Wieder sind alle Bedingungen erfiillt.

Die Folgen (a,,) und () konvergieren, da sie beide monoton und beschrénkt
sind.

Setze nun m := lim,, o a,, = lim, o ©,. Dann gilt m = inf M, da

(1) falls x € M, so gilt a,, < « fiir alle n € N. Da m = lim,,_, a5, also auch
m < x. Also ist M untere Schranke.

(2) Sei m’ € R untere Schranke von M. Dann gilt m’ < z,, fiir alle n € N.
Also auch m’ < m = lim z,,. Damit ist m kleinste untere Schranke.

O
5.6 Definition. Wir fithren jetzt die neuen Symbole —oo und +o0 ein. Dies sind
keine Zahlen, wir werden nicht mit ihnen rechnen. Wir werden sie allerdings als

Limes bestimmt divergenter Folgen (z,, —— 400) zulassen. AuBerdem lassen
wir zu, diese mit Zahlen zu vergleichen. Fiir beliebiges = € R gilt

—00 < x < +00.

Sei M C RU{—00,+00}. Wir definieren nun ein verallgemeinertes Infimum,
welches auch die Symbole +00 oder —oo annehmen kann.
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(1) Falls M leer ist, setze inf M := 4o0.

(2) Falls M # 0 nach unten beschriinkt ist, ist inf M € R definiert.

(3) Falls M nicht nach unten beschrinkt ist, setze inf M := —oc.
Entsprechend definiert man sup M. Es gilt sup M = —inf{—z | z € M}.

5.7 Definition. Sei (ay)ren eine Folge reeller Zahlen. Wir definieren
limsupy, ., ax := sup{r € RU {—o0,+o0o} | es gibt Teilfolge (41)) von (ax)
welche gegen r konvergiert (falls » € R) oder bestimmt divergiert (falls r €

{00, +00}).}

Wir setzen liminfy_,o a := — limsup,,_, . (—ag).

5.8 Satz. Sei (ay) eine Folge komplexer Zahlen. Setze

-1 ; K/
lim sup,,_ k /lakl . lim Supk—>oo |a/k:| S R \ ‘{O}

R:=4q0 limsupy,_, o, ¥/|ax| = 400
+0o0 limsupy,_, ., ¥/|ax| = 0.

Wir nennen R den Konvergenzradius der Potenzreihe chzo apz®. Dann gilt
(1) Yoo anz® ist konvergent fir |z| < R.
(2) Yoo anz® ist divergent fir |z| > R.

5.9 Bemerkung. Fiir die komplexen Zahlen z mit |z| = R macht der Satz
keine Aussage, Beispiele zeigen, dass hier sowohl Konvergenz als auch Divergenz
auftreten kann.

5.10 Satz. Sei ) .-, apz® eine Potenzreihe. Falls a,, # 0 fir fast alle n € N,
und falls b :=limy, o0 |ant1| / |an| existiert, so gilt:
Der Konvergenzradius R der Potenzreihe erfillt:

R % fallsb >0
| +00  fallsb=0.

6 Stetigkeit

6.1 Definition. Sei D C C und f: D — C eine Funktion. Sei a € D.

Die Funktion f heifit stetig an a, falls gilt:

fir jedes € > 0 existiert 6 > 0, so dass fiir alle x € D mit |z —a|] < §
gilt, dass |f(z) — f(a)] < e. Anschaulich: wenn man mit x nur nahe genug an a
herankommt, so ist auch f(z) sehr nahe bei f(a).

Die Funktion f heifit stetig, falls sie an jedem Punkt a € D stetig ist.

6.2 Bemerkung. Fiir eine Funktion f: I — R (wo I C R ein Intervall ist)
kann man sich Stetigkeit veranschaulichen als: der Graph der Funktion f kann
ohne absetzen durchgezeichnet werden. Dies ist nur eine Veranschaulichung, und
es gibt “verriickte” Funktionen, die stetig sind, ohne dass man den Graphen
wirklich zeichnen kénnte.

Beachte, dass bei der Definition der Stetigkeit nur Punkte im Definitions-
bereich betrachtet werden. Daher ist z.B. f: R\ {0} — R;z — 1/z stetig. Der
Punkt 0 wird nicht betrachtet, da er auflerhalb des Definitionsbereichs liegt.
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6.3 Lemma. Sei D CC, a € D und f: D — C eine Funktion. Es gilt:
f ist stetig an a genau dann, wenn fir jede Folge (xn)nen mit ©,, € D fiir
alle n € N und lim,, _, o0 ©,, = a gilt:

n—oo

Beachte, dass insbesondere fiir jede solche Folge die Folge (f(xy))nen konver-
gleren muss.

6.4 Beispiel. Sei ¢ € C. Die konstante Funktion f.: C — C;x — c ist stetig.
Die Identitat ide: C — C;x — x ist stetig.

6.5 Satz. Seien D,FE C C, f,g: D — C Funktionen, h: E — C eine weitere
Funktion. Auflerdem sei a € D, f(D) C E. Seien f und g stetig an a und h
stetig an f(a) C E. Dann gilt

(1) Die Funktion f+ g: D — C;x — f(z) + g(x) ist stetig an a.
(2) Die Funktion f-g: D — C;x— f(x)- g(z) ist stetig an a.

(8) Falls g(x) # 0 fir alle x € D, ist die Funktion f/g: D — C;x —
f(@)/g(x) stetig an a.

(4) Die Komposition ho f: D — C;x — h(f(x)) ist stetig an a.

6.6 Beispiel. Aus dem vorherigen folgt, dass jede Polynomfunktion f: C —
C; f(2) = Y p_o arz” stetig auf ganz C ist, und jede ganzrationale Funktion

_ > ko ar2"
Z;‘n:() bj 2J

stetig auf der Menge D := {z € C | E;":O bjzd # 0}.

g: D — C;g(2)

6.7 Satz. Sei f(z) =) arz* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.
Man erhilt also eine Funktion f: {z € C | |z| < R} — C;z — > po axz”. Diese
Funktion ist stetig.

6.1 Grenzwerte von Funktionen

6.8 Definition. Sei A C C. Ein Punkt z € C heifit Hiufungspunkt von A, falls
fiir jedes € > 0 die Menge {x € A | 0 < |z — z| < €} unendlich viele Elemente
enthalt.

Sei f: A — C eine Funktion, a € C und z € C ein Hiufungspunkt von A.
Wir sagen

lim f(z) = a,
falls die Funktion
foi: A—=C; x— {f(x), v7z
a; r==z

stetig an a ist.

6.9 Lemma. Fine Funktion f: A — C ist an einem Haufungspunkt z von A
genau dann stetig, wenn lim,_,, f(z) = f(2) gilt.
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7 Differentiation

Sei f: R — R gegeben. Die einfachsten Funktionen haben die Gestalt t —
at (linear) oder allgemeiner ¢ — yo + a(t — to) (affin, der Graph ist ebenfalls
eine Gerade) fiir geeignete a, yo und to. Wir wollen jetzt untersuchen, wie man
allgemeine Funktionen durch solche einfachen Funktionen approximieren kann.

7.1 Definition. Eine Teilmenge U C R heifit offen (genauer: offen in R), wenn
fiir jeden Punkt x € U eine ganze e-Umgebung in U enthalten ist, d.h. wenn
€ > 0 existiert, so dass fiir alle y € R mit |z — y| < e gilt: y € U.

Entsprechend definiert man fiir Teilmengen der komplexen Zahlen, wann sie
offen in C sind.

7.2 Definition. Sei U C R offen in R und f: U — C eine Funktion. Sei x¢ € U.
f heiBt differenzierbar an xy (genauer: reell differenzierbar an x¢), falls a € C
existiert, so dass

flxro+h) = f(zo) +a-h+ p(h) Vh € R mit g+ h € U,

und so dass

Man schreibt: f'(zg) := a.

7.3 Beispiel. Falls f(z) = ax+b, so gilt f'(x) = a fiir alle z € R, da in diesem
Fall f(x + h) = ax + ah + b = f(x) + ah, und p(h) = 0.
AuBlerdem (z + h)? = 22 +2zh+h? und h?/h 2729, 0, so dass fiir f(x) = 22

gilt f/(z) = 2x.

7.4 Lemma. Sei U C R offen, a € U und f: U — C eine Funktion. Dann gilt:
f st reell diffbar an a genau dann wenn der Limes der Differenzenquotienten

i S+ B) = f(a)
h—0 h

existiert. Dann gilt f'(a) = limp_o(f(a+ h) — f(a))/h.

Proof. Schreibe f(a+ h) = f(a) + ch + pc(h). Fiir h # 0 ist dies dquivalent zu

(fla+h)—=f(a))/h =c+ pec(h)/h. Falls f diffbar an a, also p.(h)/h 229,90, so

konvergiert der Differenzenquotient gegen die Ableitung c.

Ist umgekehrt der Differenzenquotient konvergent, so gilt ¢ + p.(h)/h 220,

limp,_o(f(a+h)—f(a))/h. Wahlt man also ¢ als diesen Limes, so gilt p.(h)/h 120,

0, so dass die Funktion an a diffbar ist mit Ableitung ¢ = limp_o(f(a + h) —
f(a))/h. O

7.5 Definition. Sei U C C offen in C, 25 € U und f: U — C gegeben. f heifit
komplex differenzierbar an zy), falls a € C existiert, so dass

flxo+h) = f(zo) +a-h+plh) Vh € C mit xg + h € U,

und so dass

Man schreibt wieder: f/(z) := a.
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7.6 Bemerkung. Komplexe Differenzierbarkeit ist eine viel stirkere Eigen-
schaft als reelle Differenzierbarkeit, da man alle “komplexen Richtungen” gleich-
zeitig kontrollieren muss. Mit komplex diffbaren Funktionen beschéftigt man
sich in der “komplexen Analysis”, auch “Funktionentheorie” genannt.

7.7 Beispiel. Es gilt wieder: f(z) = az + b hat komplexe Ableitung f'(z) = a.
Die Funktion z +— Z ist aber nicht komplex differenzierbar.

7.8 Satz. Sei f: U — C (reell oder komplex) differenzierbar bei xo € U. Dann
ist f stetig bei xq.

Proof. limp_, f(zo + h) =limp_o f(20) + ah + p(h) = f(xo). O

7.9 Satz. Sei U C R (oder U C C) offen, f,g: U — C reell (oder komplex)
diffbar an o € U. Dann gilt: f+g, fg, und falls g(xo) # 0 auch 1/g sind diffbar
bei xg mit

(f +9)'(z0) = f'(0) + ' (w0)
(f9) (z0) = f'(x0)g(wo) + f(z0)g’ (x0)
(1/9) (20) = —g(a0) "9/ (w)g(ao)* = — LT
g(o)

Proof.

(f +9)(@o + h) =f(zo + h) + g(xo + h) = f(x0) + g(wo) + (f' (o) + ¢' (o)) + (ps(h) + pg(h)).

f
(F9)(wo + h) =f(xo + h)g(xo + h)
=f(xo)g(zo) + (f'(w0)g(x0) + f(x0)g' (x0)) h+
(F(w0)pg(h) + pr()g(wo) + hf'(20)pg(h) + py(R)g (o)) -
g(zo+h) ™" = glao) ™" + g(z0) " (g(x0) — g(z0 + h))g (z0-+ 1) !
= g(zo) ™" = g(x0) ' (¢ (wo)h + p(h))g(xo + h)
1 g'(xo) (h) g'(z0) 1 1
=g gt (g<xo h) + 9G0) T glwo) " (g(xo) ~ @ +h>>)

O

7.10 Beispiel. Sei f(z) = >_;_,arz" ein Polynom. Dann ist f iiberall diffe-
renzierbar mit f/(z) = >, _; arkzF~!

Sie g(z): C\ {0} — C gegeben durch g(z) = 1/z. Dann ist g iiberall im
Definitionsbereich diffbar mit ¢’(z) = —1/22.

Proof. Wende induktiv Summen-, Produkt- und Quotientenregel an. O

7.11 Satz. Wir haben die Kettenregel: Seinen U, V offen, f: U - C, g: V —

C gegeben, f(U) C V. Sei f (reell oder kmplex) diffbar an xo € U, g (reell oder

komplex) diffbar an f(xo) € V. Dann gilt: go f: U — C ist diffbar an xo mit
(g0 f) (w0) = g'(f(20)) - f'(w0)-

Proof.

go f(zo+h) =g(f(zo +h)) = g(f(x0) + [ (x0)h + ps(h)])
=9(f(w0)) +g'(f(20)) (f'(wo)h + ps(h)) + pg(f'(x0)h + ps(h))
=g o f(xo) + ¢'(f(x0)) ' (xo)h + ¢'(f(x0))py (R)
+ pg(f'(o)h + py(h)).
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Nun gilt p(h)/h 2=% 0, also auch ¢'(f(x))ps(h)/h =% 0. Es bleibt, zu

zeigen, dass p,(f'(xo)h + ps(h))/h 220, . Falls f(xo)h + pr(h) = 0, so auch
g f !

pg(f'(xo)h+ps(h)) = pg(0) = 0. Falls f'(zg)h+ ps(h) # 0, kann man schreiben

/ _ pg(f/(xO)h+pf(h)) ’

Sei (h;,) eine beliebige Folge mit h, # 0 und lim,_, h, = 0. Dann gilt auch
f'(w0)hn + ps(hn) =5 0. Also, nach der Ableitbarkeitsbedingung fiir g gilt:

m

_ Py(f"(@0)hn +ps(hn)) (0 Pr(hn)

konvergiert der linke Faktor gegen Null, und der rechte gegen f’(zg), der Grenz-
wert ist also insgesamt 0. Da dies fiir jede Nullfolge (h,,) gilt, haben wir gezeigt,
dass der zweite Summand des Fehlerterms ebenfalls gegen 0 konvergiert. O

7.12 Satz. Sei )~ anz" Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Die Funk-
tion f: {z € C| |z| < R} ist komplex diffbar fir alle |z| < R, und es gilt

f(z) = Z nanz" L.
n=1

f! ist durch eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R gegeben.

Proof. Ubungsaufgabe. Wir werden spiter die Differenzierbarkeit von Limiten
allgemeinerer Funktionenfolgen betrachten. Daraus wird auch dieser Satz als
Spezialfall folgen. O

7.13 Korollar. Die Funktionen exp, sin, cos sind komplex differenzierbar fiir
jedes z € C. Es gilt

exp’(z) = exp(z), sin’(z) = cos(z), cos'(z) = —sin(z).
Proof. Nach dem Satz ist exp’(z) = Y-, nZ;—Tl =3 % = exp(z).
. . ! . . . .
Weiter sin’(z) = (W) = w = cos(z), entspre-
chend fiir cos(z). O

7.14 Satz. Sei f: U — V eine Funktion, zyp € U. Entweder seien U,V C R
offen in R und f reell diffbar an zg, oder U,V € C offen in C und f komplex
diffbar an zy. Es sei f'(z9) # 0.

Sei f bijektiv, g: V — U die Umkehrfunktion und g stetig an f(2o).

Dann ist g diffbar an f(z9) mit ¢'(f(20)) = f'(20)7 L.

Proof. Betrachte u(z) := (f(z + 2z0) — f(20)) /f'(20). Dann ist u: U" — V' diff-
bar und bijektiv (mit U' ={z € C|az+ 2 €U}t und V' ={z € C| (f'(20) -+
f(20)) € V}), es gilt u(0) = 0 und «'(0) = 1, und fiir die Inverse v: V' — U’
gilt: v(z) = —20 + 9(z - f'(20) + f(20)), also g(z) = v(z/f'(20) — f(20)) — 20. Es
geniigt also, zu zeigen, dass v an der Stelle 0 diffbar ist mit v'(0) = 0, der Rest
folgt mit unseren Regeln. Damit ersparen wir uns ein wenig Schreibarbeit.
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Es gilt also u(t) = t+p(t) mit p(t)/t 129, 0. Wir schreiben v(h) = h+py(h),
und miissen p, (h)/h untersuchen. Nun gilt h = u(v(h)) = v(h) + p(v(h)), somit
pu(h) = p(v(h)).

po(h) _  p(u(h)) p(v(h)) 1 h—0
)

B o)+ pe() — u(h) T+ p(o(h)/o(h) >

da v(h) 220, wegen der Stetigkeit von v an 0 (die aus der Stetigkeit von g
t—0

and f(zg) folgt), und da p(t)/t — 0. O
7.15 Korollar. Sei U € R ein offenes Intervall, sei f: U — V C R streng

monoton wachsend, bijektiv, stetig und (reell) diffbar an o € U. Dann gilt: die
Umkehrfunktion g: V' — U st (reell) diffbar an f(xo).

Proof. Wir wissen bereits, dass in diesem Fall die Umkehrfunktion g stetig ist.
O

7.16 Beispiel. log: (0,00) — R ist (reell) differenzierbar. Es gilt log'(z) = 1/.

Proof. log ist die Umkehrfunktion der streng monoton wachsenden diffbaren
Funktion exp: R — (0, 00). Somit log’(exp(t)) = 1/ exp(t) fiir jedes t € R, oder
log’(z) = 1/x (da fiir jedes z € (0,00) ein t € R existiert mit z = exp(t)). O

7.17 Bemerkung. Unter geeigneten Voraussetzungen werden wir spéter die
Umkehrbarkeit von f aus f’(z9) # 0 folgern.

7.1 Hohere Ableitungen

7.18 Definition. Sei U offen (in R/C). Eine Funktion f: U — C heifit (re-
ell/komplex) differenzierbar in U, falls sie an jedem Punkt « € U (reell/komplex)
differenzierbar ist.

Dann erhélt man die Funktion f': U — C; x — f’(x). Wir schreiben auch
fO anstelle von f’, und f©@ fiir f.

Induktiv definieren wir: eine Funktion f: U — C heiflt n-mal differenzierbar,
falls sie (n—1)-mal differenzierbar ist, und die (n—1)-te Ableitung f*~1: U —
C selbst diffbar ist. Setze dann f() := (f(»=1y".

Falls f n-mal differenzierbar und f(") stetig ist, nennen wir f n-mal stetig
differenzierbar. Definiere

C*(U;C) :={f: U — C| f k-mal stetig differenzierbar}
C*(U;R) :={f: U — R | f k-mal stetig differenzierbar}.
C>(U;C):= [ CHU;C),  C™(U;R):= () C*(V;R),

k=0 k=0
also f € C™ genau dann, wenn fiir jedes n € N die n-te Ableitung f(™) existiert.

7.19 Beispiel. f(z) = z", dann f®*)(z) = n(n —1)---(n — k + 1)z * (falls
k < n, sonst f)(z) = 0).

f(x) = exp(z) = f"(2) = exp(x). Allgemein sind Potenzreihen (mit
Konvergenzradius R) C°°-Funktionen (Elemente aus C*({z € C | |z| < R};C)).
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7.2 Extrema

7.20 Definition. Sei U C C eine Menge, f: U — R eine Funktion, a € U.
a heifit globale Mazimumstelle falls f(a) > f(x) Va € U. Der Wert f(a) heifit
globales Mazximum von f.

a heilt lokale Mazimumstelle von f, falls € > 0 existiert, so dass f(a) > f(x)
fiir alle € U mit |z — a|] < e. Der Wert f(a) heifit lokales Maximum von f.

Entsprechend definiert man lokale und globale Minima.

Jede Minimumstelle und jede Maximumstelle wird Extremstelle genannt.

7.21 Satz. Sei U C R offen, f: U — R diffvar und a € U lokale Ezxtremstelle.
Dann gilt f'(a) = 0.

Proof. Es gilt f(a+ h) = f(a) + f'(a)h + p(h), und p(h)/h 220, 0. Sei f(a)
Maximum (sonst betrachte — f anstelle von f). Damit gilt f(a + h) < f(a) fiir
alle h, so dass a + h € U. Da U offen, gibt es € > 0 so dass aus —e < h < €
folgt a +h € U. Also f'(a)h + p(h) < 0 fiir |h| < e. Fiir h > 0 folgt daraus
f'(a) < —p(h)/h. Bilden wir dann auf beiden Seiten den Limes h — 0, erhalten
wir f’(a) < 0. Wichtig ist, dass der Limes auch nach Einschriinken auf die
positiven h definiert ist, also 0 Haufungspunkt der Menge der positiven Stellen
h ist, fiir die p(h) definiert ist.

Andererseits folgt fiir h < 0 dass f'(a) > p(h)/h, also diesmal f'(a) > 0.

Insgesamt f/(a) = 0. O

7.22 Lemma. Sei U C R offen, f: U — R diffbar, a € U mit f(a) = 0 und
f'(a) > 0. Dann gibt es € > 0, so dass f(z) > 0 firx € (a,a+€) und f(z) <0
fir z € (a —e,a).

Proof. Nach Definition gilt f(a+h) = f(a) + f'(a)h + p(h) mit p(h)/h LN 0,
also hier f(a + h) = f'(a)h + p(h). Da p(h)/h 220, 0 und f'(a) > 0, gilt
f'(a) + p(h)/h > 0 fiir |h| geniigend klein, also fiir |h| < € fiir ein geeignetes
e > 0. Falls zusétzlich h > 0, folgt damit f(a + k) = f'(a)h + p(h) > 0, falls
|h| < eund h <0 folgt f(a+h) = f'(a)h+ p(h) <O. O

7.23 Lemma. [Satz von Rolle]:
Sei f: [a,b] — R stetig, [ differenzierbar auf (a,b) und sei f(a) = f(b). Dann
gibt es x € (a,b) mit f'(x) =0.

Proof. Wenn f konstant ist, gilt f/(z) = 0 fiir alle € (a,b). Ist f nicht kon-
stant, besitzt es ein globales Extremum im Inneren (Maximum und Minimum
existieren, da f stetig und [a, b] abgeschlossen und beschréinkt, sie konnen nicht
beide am Rand liegen, da dann die Funktion konstant ist).

Auf die Extremstelle z € (a,b) kann man den vorherigen Satz anwenden und
erhilt f'(z) = 0. O

7.24 Satz. [Mittelwertsatz]:
Seia < beR, f:lab — R stetig, [ differenzierbar auf (a,b). Dann gibt es
x € (a,b) mit
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Proof. Betrachte g: [a,b] — R mit g(z) = f(z) — $=2(f(b) — f(a)). Dann ist g
stetig, differenzierbar auf (a,b) und es gilt g(a) = f(a), g(b) = f(b) — (f(b) —
f(a)) = f(a). Nach dem Satz von Rolle gibt es also z € (a,b) mit ¢'(z) = 0.
Andererseits ist ¢'(x) = f/(z) — W. O

7.25 Korollar. Seil <r € R und f: (I,r) — R differenzierbar mit f'(z) =0
fiir alle x € (a,b). Dann ist f konstant.

Proof. Wende den Mittelwertsatz auf alle Teilintervalle [a,b] C (I,7) an. O

7.26 Satz. Sei U C R offen, f: U — R zweimal diffbar, a € U, f'(a) = 0,
f"(a) > 0. Dann ist a strikte lokale Minimumstelle von f, d.h. es gibt € > 0 so
dass f(x) > f(a) fir allex mit 0 < |z —a| <e.

Falls f"(a) > 0, so ist a strikte lokale Mazimumstelle.

Proof. Wihle € > 0 so, dass [a — €,a + €] C U. Nach Mittelwertsatz gibt es zu
jedem x € [a — €,a) ein &, € (z,a) so dass f'(§) = (f(a) — f(z))/(a — z). Da
f'(a) = 0 und (f')'(a) > 0 gilt (wenn € > 0 geniigend klein gewihlt wurde)
f(€) >0 fir £ >aund [£ —a| < ¢, sowie f/(§) <0 fiir £ <aund |a—¢| <e.
Es folgt also, dass (f(a) — f(x))/(a—x) < 0 fir v < a und |a — z| < €, sowie
(f(a) = f(x))/(a—x) > 0 fiir x > a und |z — a|] < e. Auflésen nach f(z) liefert
f(z) > fla) fir z < a, f(z) < f(a) fir z > a (jeweils |z — a| <€). O

8 Folgen von Funktionen

Wir haben jetzt mehrfach Funktionen durch andere Funktionen approximiert,
z.B. bei der Ableitung durch lineare Funktionen.

AuBlerdem haben wir Potenzreihen angesehen, und diese kann man als Funk-
tionen auffassen, die durch Polynome angenihert werden. Wir wollen diese Ideen
in diesem Kapitel systematisieren.

Frage: gegeben eine Funktion f: U — C, wann sind andere Funktionen f,,
“nahe” bei f, wann konvergiert eine Folge (f,,) gegen f?

8.1 Definition. Sei D eine Menge und f,,: D — C eine Folge von Funktionen.
n—oo

Wir sagen, f,, konvergiert punktweise gegen f: D — C, falls f,(z) —— f(x)
fiir alle z € D.

8.2 Definition. Sei g: D — C eine beschrinkte Funktion. Setze |g|_
sup{|g(z)| | « € D}. Wir nennen |g| die Supremums-Norm von g. Falls g
unbeschrénkt ist, schreiben wir |g| = +o0.

8.3 Definition. Sei D eine Menge und (f,,: D — C),en eine Folge von Funk-

tionen. Wir sagen, fp, konvergiert gleichmdfig gegen die beschrinkte Funktion
[y falls [ fn = fl, —

8.4 Lemma. SeiV :={f: D — C| f beschrinkt}. || : V — R ist eine Norm
auf V.

Proof. Ubungsaufgabe. O



22 Thomas Schick

8.5 Bemerkung. Der zweite Konvergenzbegriff ist stérker (konvergiert f,
gleichmiBig gegen f, so auch punktweise). Er ist auch deswegen angenehmer
fiir Analysis, weil man die Genauigkeit der Approximation messen kann (durch
die Zahl |f,, — f|.)-

Beachte, dass unser Ziel ist, gewisse Nachbarschaftsbeziehungen auf Men-
gen von Funktionen zu beschreiben (z.B. der Menge aller Funktionen, ggf. auch
nur der Menge der stetigen Funktionen etc.). In der Regel werden diese Men-
gen Vektorrdume sein. Wir werden uns spéter allgemeine Grundlagen solcher
Nachbarschaftsbeziehungen erarbeiten, und hierzu Normen auf Vektorrdumen,
Metriken und Topologien einfiihren. Zun#chst wollen wir ein paar Figenschaf-
ten der punktweisen und insbesondere der gleichméfiigen Konvergenz kennen
lernen.

8.1 Gleichmiflige Konvergenz von Funktionenfolgen

8.6 Satz. Sei f(z) = > po,arz" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R.
Sei r < R. Setze f, = ZZ:O axz®. Dann gilt: die Einschrinkung von f, auf
B, :={z € C| |z| < r} konvergiert gleichmifSig gegen die Finschrinkung von f
auf B.

Proof. Fiir z € C mit |z]| < r gilt

> lzj<r & .
|f(2) = ful2)] = Z apz®| < Z lag| rF 222250
k=n+1 k=n-+1

Da >k = n + 1 |ag| r* unabhingig von z, gilt auch sup{|f(z) — fu(2)| | |2] <
r 22220, also ist die Konvergenz gleichméBig. O

8.7 Satz. (Cauchykriterium fiir gleichmdfige Konvergenz): Sei (f,: D —
C)nen eine Folge von Funktionen. Dann gilt: diese Folge konvergiert gleichmdfig
genau dann wenn das Cauchy-Kriterium fir die Supremumsnormen erfillt ist,
d.h. wenn fir jedes € > 0 ein N. € N existiert, so dass |fn — fm|,, < € fir alle
n,m > Ne.

Proof. Ist f, gleichméfig konvergent gegen f, so gilt

‘fn_fm‘oo S ‘fn_f‘oo+|f_fm|oo

Nach Voraussetzung kann man zu vorgegebenem € > 0 N, finden, so dass beide
Summanden rechts < €/2 sind, falls n,m > N..

Ist umgekehrt das Cauchy-Kriterium erfiillt, so folgt insbesondere: fiir jedes
x € D ist (fn(x))nen eine Cauchyfolge komplexer Zahlen (da |f,(z) — fim(x)] <
|fn — fm|o) und hat somit einen Grenzwert f(x). Auf diese Weise erhalten wir
eine Funktion f: D — C. Sei fiir € > 0 N, nach dem Kriterium gewihlt. Dann
gilt fiir jedes z € D und n > N,

@) = (@) = Tim_|fale) — )] <6,

und somit auch |f, — f|. = sup{f.(z) — f(z) | € D} < e. Also konvergiert
(fn) gleichmifBlig gegen f. O
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8.8 Satz. Sei X eine Teilmenge und f,: X — C seien stetig. Die Folge f,
konvergiere gleichmdfsig gegen f: X — C.
Dann ist f stetig.

Proof. Sei a € X. Sei € > 0. Wahle N, so dass |f,(z) — f(x)] < ¢/3 fiir alle
n > N, und fiir alle £ € X. Da N, stetig an a ist, widhle § > 0 so dass
Ifn.(y) — fn.(a)] < ¢/3 fiir alle y € X mit d(a,y) < 0. Falls d(y,a) < ¢ gilt

dann

[f(a) = fW)| < |f(a) = fn.(a)| + [fn.(a) = In. ()] + | v (w) = F(y)] < 3-€/3.
Also ist f stetig an a. O

8.9 Bemerkung. Wir erkennen damit nochmals, dass jede Potenzreihe Z;O:o apz®
mit Konvergenzradius R an jedem Punkt z mit |z| < R stetig ist, da die Poly-
nome fn(z) = ZZ:O apz® stetig sind, und z im Inneren von B, liegt, solange
|z] <r <R.

9 Integration

Ein Ziel: Flichen unter Kurven berechnen.

9.1 Definition. Seien a < b € R. Eine Funktion f: [a,b] — C heifit Treppen-
funktion, falls es eine Unterteilung ¢ = z¢p < 1 < --- < x,, = b des Intervalls
[a,b] gibt, so dass f(s,_, ., konstant ist mit Wert ¢; € C fiir i = 1,...,n (an
den Stellen x; ist der Wert von f irrelevant). Sei T'([a,b]) die Menge aller Trep-
penfunktionen auf [a, b].

9.2 Satz. Die Menge T([a,b]) ist ein Untervektorraum des Vektorraums aller
Funktionen auf [a,b].

Proof. Es gilt 0 € T([a, b]), wobei 0 die konstante Funktion mit Wert Null be-
zeichnet. Falls f € T'([a, b]), konstant auf (z;_1,2;) und A € C, so ist Af ebenfalls
konstant auf (z;—1,x;), also auch Treppenfunktion. Ist zusitzlich g € T'([a, b])
konstant auf (y;—1,y;) so definiere neue Unterteilung von [a,b] auf folgende
Weise: ordne die z; und y; gemeinsam der GroéBe nach an. Dies liefert Zahlen
a=2) <z <---<2zp=>0, mit z; € {x;,u;}, und sowohl f als auch g sind fiir
jedes k konstant auf (zx_1, 2x). Dann gilt dies auch fiir ihre Summe f +g¢g. O

9.3 Definition. Sei f € T([a,b]) eine Treppenfunktion, konstant auf (x;_1, ;)
mit Wert ¢;. Wir definieren das Integral

b b n
/Gf::/a f(x) dz;:;q-(zrmi_l). (9.4)

Wenn ¢; > 0, ist dies der Flacheninhalt unter der Graphen der Funktion f.

9.5 Satz. fab f ist wohldefiniert. Die Abbildung ist eine lineare Abbildung

/ab; 7((a,b]) — C.
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Proof. Wir miissen zeigen, dass flir zwei Zerlegungen a = zo < 1 < -+ <
Tp, =bund a = yo < y1 < -+- < Yy, = b fiir welche f auf den Intervallen
(xi—1,x;) sowie (y;_1,y,) konstant ist (mit Werten ¢; und d;), die Summe in
(9.4) denselben Wert hat. Sei dazu a = zp < 21 < --- < 2z, = b die gemeinsame
Unterteilung, die man aus den x; und y; erhilt, indem man sie gemeinsam
anordnet.

Sei etwa x; = 2 < 2p41 < -+ < zp = x;41. Dann gilt: da f auf (2, 2;41)
den konstant Wert ¢; hat, hat f diesen Wert auch auf (zx, zk+1), (Zk+1, 2k+1),
vy (Zr—1,20), und (zi41 — 23)e = (a1 — 26)ci + -+ (20 — 2r21) G

Es folgt, dass die Summe aus (9.4) fiir die Unterteilung mittels (x;) und
mittels der feineren Unterteilung (z) iibereinstimmt. Genauso stimmt die Un-
terteilung fiir (y;) und (z;) tiberein, also auch

m

Zci (@ —wio) = Zdj(yj —Yj-1)-
i=1

j=1

Falls f, g € T([a,b]), wihle gemeinsame Unterteilung a = zo < -+ < 2z, = b,
so dass f auf allen (z;_1, ;) konstant ist mit Wert ¢;, und g dort konstant ist
mit Wert d;. Dann ist f + ¢g dort konstant mit Wert ¢; + d;, somit

b m m b b
/ (f+9) = Z(Cz+d —Zi-1) Z Zi71)+z di(zi—zi-1) = / f+/ g
@ i=1 i=1 i=1 @ @

Entsprechend beweist man ff A=A f; f fiir A € C. O

9.6 Satz. Seien a <b € R und f € T([a,b]). Dann gilt

Proof. Seia = zg < 1 < -+ < x, = b und f|(£k—lql‘k) konstant mit wert cg
(also insbesondere |cx| < |f],, ). Dann gilt

n
/ E T — Tp— 1Ck
@ k=

< (wn—azpo1) ekl < (@r—zp-1) | flo = (b—a) |f] -
k=1 p

O

Nun wollen wir die Klasse von Funktionen einfiihren, fiir die wir ein Integral
definieren kénnen, und dann die Eigenschaften des Integrals fiir diese groflere
Klasse von Funktionen untersuchen.

9.7 Definition. Sei a < b € R. Die Menge der Regelfunktionen auf [a,b] wird
definiert als die Menge

R([a, b)) :={f: [a,b] = C|3fn € T([a,b]) s.d. (fn)nen gleichmiBig gegen f konvergiert}.
Fiir f € R([a,b]) setze

/:f = /:f@c) dr = lim ab fuo

wobei ( fr)nen eine Folge von Treppenfunktionen sein soll, die gleichm#Big gegen
f konvergiert.
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9.8 Beispiel. Berechnung von fol x dx direkt aus der Definition. Dies ist sehr
mithsam und wird fast nie angewendet werden (aufer fiir theoretische Uberle-
gungen).

9.9 Satz. Seia <beR. Es gilt:
(1) T([a,b]) ist ein Vektorraum.

(2) Sei f € R([a,b]). Dann ist f:f wohldefiniert, d.h. fiir jede Folge f, €

R([a,b]) die gleichmdfig gegen f konvergiert, ist die Folge (f; frn)nen kon-
vergent, und der Grenzwert hingt nicht von der speziellen Folge ab.

(3) [: R([a,b]) — C ist linear.

(4) Fir jedes f € R((a,b]) gilt | [, f| < (b - a)|f].c.

(5) Seien f,g € R([a,b]) reellwertig mit f(zx) < g(x) Y € [a,b]. Dann gilt

/abfé/:g-

(6) Sei f € R([a,b]). Dann ist auch |f| € R(|a,b]) und es gilt

/abf s/:lf|~

(7) Seien a < ¢ < b € R. Durch Einschrinken erhdlt man Abbildungen
R((a,b]) — Ra,c):f — flo und R(la,b]) — R(b.cl); § — flib,cl
Fiir jedes f € R([a,b]) gilt

l[fl%+lwi

Proof. (1) Seien f,g € R([a,b]), A € C. Seien fp, g, € T([a,b]) so dass f
gleichméfBiger Limes der Funktionenfolge (f,,) und g gleichméfiger Limes
der Funktionenfolge (g,,) ist. Dann gilt [Af — Afnl o, = (A |f = fal ——

0, also ist \f gleichméBiger Limes der Folge von Treppenfunktionen (Af,)nen,

und somit Af € R([a,b]).

Weiterhin gilt [(f 4+ g) — (fn + 9n)loe < |f — faloe +19 = 90l =,
und somit f 4+ g € R([a,b]). Somit ist R([a,b]) ein Vektorraum.

(2) Sei f € R([a,b]) und f, € T([a,b]) mit |f — fn|,, —— 0. Dann ist insbe-
sondere | f, | eine Cauchyfolge (da |fr — finlo < |fn — floo+1f — filo)-
Da [} fu = [7 Fu = [ [ = fin)| < (=) [fu = finl s st aich (f] fu)men

eine Cauchyfolge, also konvergent.

n—oo

Wenn g,, € T'([a, b]) eine zweite Folge ist, so dass ebenfalls | f — g,,| ., ——
0, so gilt auch fiir die “Reifiverschlussfolge” (h,: [a,b] — C)pen mit

n—oo

hon = frn und hopy1 = gn, dass |f — hy|,, —— 0. Also konvergiert
die Folge komplexer Zahlen ( ff hn)nen. Nach “Konstruktion” von (hy,)
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ist sowohl ( fab fn) als auch ( fab gn) eine Teilfolge von ( fab hy). Somit kon-
vergiert beide Folgen (das wufiten wir schon) und die Grenzwerte stimmen

iiberein (das war noch zu zeigen). Insgesamt sehen wir, dass fab f wohlde-
finiert ist.

Falls f,g € R([a,b]), A € C, so wihle fn, g, € T([a,b]) mit |f — fn|  ——
0 und |g — gn|,, —— 0. Dann gilt

b b b b
//\fg:nli_{rolo/(Afn+gn):nlin;o(A/ fn—|—/ n)
b b

= A lim fn+ lim In
a n—oo a

n—oo

b b
:A/f+/g.

Sei f € R([a,b]), fn € T([a,b]) mit |f, — f|,, —— 0. Dann gilt

/abf’:nlggo /abfn

Beachte hierzu, dass

1floe S 1f = falos + [fnloe S 1f = fuloo +1fn = floo + |l -

< lim (b—a)[fal = (b= ) [fl -

AuBerdem haben wir gesehen, dass |f, |, eine Cauchyfolge ist, also kon-
vergiert. Zusammen mit lim, . |fn, — f|, = 0 implizieren die Unglei-
chungen, dass | f|. = limy, oo | fn]-

n—oo

Sei f € R([a,b]) und f, € T([a,b]) mit |f, — f|,, —— 0. Dann gilt
| fnl € T(la, b]) und |[ ()| — |f(2)[| < |fn(z) — f(2)| nach der umgedreh-

ten Dreiecksungleichung, also auch || f| — | f||.. < |fn — floe —— 0, so-

mit |f| € R([a,b]). AuBerdem gilt ‘f; fn‘ < f: |fn|- Damit erhdlt man
auch fiir die Grenzwerte ‘f; f‘ < ff [f]-

Da f(fg - f;f = f;(g — f) miissen wir nur zeigen: Falls h(x) > 0 fiir

alle x € [a,b], so gilt f:h > 0. Ist h Treppenfunktion, so folgt dies di-
rekt aus der Definition. Ein beliebiges h € R([a,b]) mit h(z) > 0 fiir
alle z € [a,b] ist gleichméBiger Limes von positiven Treppenfunktion.
Damit folgt die Aussage. Um zu sehen, dass h wirklich gleichméfiger
Limes positiver Treppenfunktionen ist, seinen zunichst h, € T([a,b])
beliebig mit |h, — h|,, ——— 0. Definiere dann f,: [a,b] — R durch
f(n(z) = Re(hyn(z)) falls Re(hy(z)) > 0, fn(zr) := 0 sonst. Dies ist wieder
eine Treppenfunktion. Da h(z) > 0, gilt |fn(x) — h(z)| < |hn(z) — h(z)]

fiir alle z € [a,b], und somit auch |f, — | < |h, — h| —— 0.

Sei u € T([a,b]) eine Treppenfunktion. Einschrinken auf [a,c] und auf
[c,b] liefert Treppenfunktionen, und es gilt [ u = f;u + [, u (dies sieht



Kurz-Skript zu Diff 1 27

man, indem man als einen Trennungspunkt der Zerlegung von [a,b] den
Punkt ¢ wéhlt).

Durch Grenzwertbildung folgt die Behauptung fiir beliebige Regelfunktio-
nen.

O

9.10 Definition. Sei a < b und f € R([a,b]). Dann definieren wir [’ f =

— f; f. Mit dieser Definition gilt f: f+ fcb f= fab f auch, wenn nicht a < ¢ <b
gilt (solange f Regelfunktion auf dem gréfiten vorkommenden Interval ist).

9.11 Satz. Fulls f,g € R([a,b]), so auch das Produkt fg. Beachte aber, dass im
allgemeinen nicht gilt, dass das Integral des Produkts das Produkt der Integrale
15t.

Proof. Ubungsaufgabe. O

9.12 Satz. Sei f: [a,b] — C stetig. Dann gilt f € R([a,b]). Insbesondere ist
fab f(z) dx definiert.

Fiir den Beweis benutzen wir das Konzept der “gleichméfligen Stetigkeit”.

9.13 Definition. Sei D C C. Eine Funktion f: D — C heif$t gleichmdjfSig stetig,
falls fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle Punkte z,y € D mit

[ — | < 8 gilt | f(z) = f(y)] < e

9.14 Bemerkung. Der Unterschied zwischen gleichmdisger Stetigkeit und “nor-
maler” Stetigkeit besteht darin, dass man im ersten Fall zu vorgegebenem ¢ ein
und dasselbe ¢ fiir alle Punkte & verwenden kann.

Die Funktion (0,00) — (0,00); = — 1/x ist stetig, aber nicht gleichméBig
stetig.

9.15 Satz. Sei D C C abgeschlossen und beschrinkt. Sei f: D — C stetig.
Dann ist f sogar (automatisch) gleichmdfig stetig.

Proof. Wir geben einen Widerspruchsbeweis. Wére f nicht gleichméfig stetig,
so gibe es € > 0 so dass fiir jedes n € N Punkte z,,y, € D mit |2, — y,| < 1/n
existieren, so dass trotzdem |f(z,)— f(yn)| > €. Da D beschrinkt ist, hat
(z5,) eine konvergent Teilfolge (x,, ). Die Folge (yn,) hat entsprechende eine
konvergent Teilfolge Yny, - Da D abgeschlossen, liegt der Grenzwert = dieser

n—oo .
——— 0, ist = auch der Grenzwert der

Teilfolge (z,,) in D. Da ‘xnkl — Yny,
(Teil)folge (yn,, )- Da f stetig ist, gilt limy—oo f(2n,) = f(z) = limi—oo f(Yny,)-
Andererseits gilt nach Wahl von z,, und y,, immer f(xnkl) — f(ynkl) > €. Dies
ist der gewiinschte Widerspruch. U

Proof. (von Satz 9.12)
Sei f: [a,b] — C stetig. Da [a,b] abgeschlossen und beschrénkt, ist f sogar
gleichméBig stetig. Sei nun n € N. Wahle dann ¢ > 0, so dass |f(z) — f(y)| <
1/n fur alle z,y mit |z — y| < 4.

Definiere nun die Treppenfunktion f, folgendermaflen: fir « € [a,b] mit
x € [a+kd, a+ (k+1)) setze f,(x) := f,(a+kd). Dies ist eine Treppenfunktion,
konstant auf allen Intervallen [a + kd,a + (k + 1)) (wir miissen natiirlich mit
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[a, b] schneiden, um im Definitionsbereich von f zu bleiben). Auflerdem gilt fiir
jedes z € [a,b], dass |f(x) — fn(2)] < 1/n, da f,(z) = f(y) fir y € [a,b] mit

|z —y| < 6 (y ist der linke Rand des Teilintervals [a 4+ kd, a + (k+1)d) in welche

o liegt). Somit gilt |f — fo]., < 1/n 2==% d.h. f € R([a,b)). O

9.16 Satz. Sei f: [a,b] — C monoton. Dann gilt f € R([a,b]). Insbesondere ist
f:f definiert.

Proof. Wir konnen annehmen, dass f monoton wachsend ist (ansonsten be-
trachte —f und benutze, dass R([a,b]) ein Vektorraum ist).

Sein n € N. Zu jedem k > 0 betrachte die Menge Ij, := {z € [a,b] | f(a) +
(n—1)k < f(z) < f(a)+nk}. Da f monoton wachsend ist, ist dies ein Interval,
und [a, b] wird in die Intervalle I}, zerlegt. Wihle [ so dass f(a)+nl > f(b). Dann

benétigen wir nur die endlich vielen Intervalle Iy,. .., I;. Definiere f,, dadurch,
dass f,(z) := f(a) + nk falls © € I. Also ist f, € T([a,b]). AuBBerdem gilt
|f = fal < 1/n 22250, somit f € R([a,b]). O

9.17 Bemerkung. Mann kann beweisen, dass jede Regelfunktion Summe ei-
ner stetigen und einer monotonen Funktion ist. Somit sind die Regelfunktionen
eindeutig charakterisiert.

10 Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung
10.1 Satz. Sei f: [a,b] — C stetig. Definiere F': [a,b] — C durch F(z) := [ f.
Dann ist F differenzierbar, und es gilt F'(x) = f(z).
Proof. Sei x € [a,b]. Dann gilt
Flath) —F@) _ [ =00 f L
h N h - h

@+h z+h
) b f(t);lt—f(a:)h ek f(t)h— faydt

Da f stetig an z ist, gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 so dass |f(t) — f(z)] < e
falls t € [z — h,x + h], insbesondere | fl,—p o4n] — f(m)‘oo < €, so dass fiir |h| < §

S — fa) dt
h

he

h

<

)

somit konvergiert dieser Term gegen Null mit h — 0, und die Behauptung
folgt. O

10.2 Bemerkung. Genaugenommen wollen wir Differenzierbarkeit ja immer
nur fiir Funktionen betrachten, die auf offenen Intervallen definiert sind. Hier
kann man f stetig auf das grofieres Intervall [a — 1, b+ 1] fortsetzen (links durch
f(a), rechts durch f(b). F ist dann auf [a — 1,b + 1] definiert und im Inneren
diffbar, insbesondere auch an a und an b.

Jede Funktion F' mit F' = f heifit Stammjfunktion von f. Wie wir gesehen
haben, unterscheiden sich auf einem Interval zwei Stammfunktionen derselben
Funktion um eine Konstante.
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Mit dem Hauptsatz konnen nun viele Integrale berechnet werden. Wir be-
nutzen: sind F,G: [a,b] — C diffbar mit F/ = G’, so ist F — G eine konstant
Funktion (da (F' — G)' = 0).

10.3 Korollar. Seien a < b € R. Folgende Formeln gelten:

b bn+1 anJrl
n_ _ N 1
/a x i e fiir n #

b
/ sin = (— cos(b)) — (— cos(a))

"
/ cos = sin(b) — sin(a)

b
/a exp = exp(b) — exp(a)

b
/a 1/2 = log(b) — log(a) falls 0 < a

b
/ 1/z = log(—b) — log(—a) falls b <0

Proof. Man leite jeweils die Funktion auf der rechten Seite ab. O

Der Hauptsatz kann auch benutzt werden, um Rechenregeln fiir die Integra-
tion aus Rechenregeln der Differentiation herzuleiten.

10.4 Satz. (Produktregel, partielle Integration)
Seia' <a<b<b eR. Seien f,g: (a',V') — C stetig differenzierbar. Dann gilt

b b
/ g = FB)gb) — fa)gla) - / fod

Proof. f-g ist (stetig) diffbar mit (fg)’ = f'g+ fg’. Durch Integration erhalten
wir

b b b
[ reas [ 1d= [0 =tt-90) - 9.
Daraus folgt sofort die Behauptung. O

10.5 Satz. (Kettenregel, Substitutionsregel)
Sei ¢: o, B] — [a, b] diffbar, f: [a,b] — C stetig. Dann gilt

B

/ (0)?(8) () dz = / FO) () d.
¢

[e3%

Proof. Wéhle F': [a,b] — C mit F'(z) = f(z).
Es gilt (Fo¢) = (F' o ¢)-¢'. Durch Integration

B B o (B)
/ (fodlt) - &(t) di = / (F o) = F(6(8)) — F(d(a) = / f(x) da
« )

o (@)

O
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10.6 Bemerkung. Merkregel: Falls z = ¢(¢) so gilt [ f(z) du = [ f(p(¢))dp(1)),
und man “erweitert” d¢(t) = d¢(t)/dt - dt. Wichtig: die Grenzen im ersten Fall
sind z-Grenzen, im zweiten Fall t-Grenzen. Diese muss man ineinander umrech-
nen.

10.7 Satz. ( Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei f: [a,b] — R stetig. Dann gibt es £ € (a,b) mit f: f(z) de = (b—a)f(§).
Proof. Sei F(z):= [ f(t) dt. Da F diffbar, gibt es ¢ € (a,b) mit F'(§)(b—a) =

F(b) — F(a). Aber es gilt fab f(z) de = F(b) — F(a), und F’'(§) = f(&), so dass
die Behauptung folgt. O

11 Grenzwerte und Integrale

n—oo

11.1 Satz. Seien f,, € R([a,b]). Sei f: [a,b] — C eine Funktion und |f, — f|,, ——
0. Dann gilt f € R([a,b]) und lim,_, f: fn= f:f

Merkregel: Bei gleichmdfsiger Konvergenz kann man Integration und Grenz-
wert vertauschen.

Proof. Zu k € N wihle n, € N mit |f — f,,|,, < 1/2k. Wahle dann g5, €
T([a,b]) mit |f,, — gkl < 1/2k. Insgesamt gilt |f — gkl < |f = farloe +
| frr — Gloy < 1/k =50, also f € R([a,b]). AuBerdem gilt ‘fab fn — f;f‘ =

= D| (0= a) lfu = flo 250, 0

11.2 Korollar. Sei f(z) = >~ an,x™ Potenzreihe mit Konvergenzradius R.
Sei —R < a <b< R. Dann gilt f|,y € R(|a,b]) und

b o0 b
/ f= Zan/ ™.
a n—0 a
Proof. fn = > p_oaxz® konvergiert auf [a,b] gleichmiBig gegen f, also f: f=
lim,, o0 ff S akx® = limy, oo Dop_p ak f: b =37 Jag f; x*. Hierbei be-

nutzen wir die Linearitdt von fab, welche auf endliche Summen anwendbar
ist. O

11.3 Satz. Sei o’ < b € R und seien f,: (a’,b') — C stetig differenzierbare
Funktionen. Die Funktionenfolge (fn)nen konvergiere punktweise gegen f. Die
Ableitungen (f))nen seien gleichmdiffig konvergent gegen eine Funktion g: U —
C. Dann gilt, dass | differenzierbar ist und ' = g.

Merkregel: sind die Ableitungen gleichmdfig konvergent, kann man Limes
und Ableitung vertauschen.

Proof. Da f] stetig und gleichméBig konvergent gegen g, ist g stetig und hat

somit eine differenzierbare Stammfunktion G(z) := [ g (fir a,z € (a/,V')).
Somit gilt
f@)~ @) = i (fu(a) = ful@) =t [ 1= [ 9= Gio)

G(z) ist diffbar mit G'(z) = g(x), also (da f(a) eine Konstante ist) f diffbar
mit f'(x) = G'(z) = g(x). O
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12 Uneigentliche Integrale

12.1 Definition. Sei a < b, wobei auch a = —oo und/oder b = +oo zugelassen
sein. Sei f: (a,b) — C gegeben, so dass fiir jedes a < a’ < b" < b gilt: f|[o 1] €
R([a’,b']). Wihle ¢ € (a,b). Falls sowohl

als auch

existiert, so definiere

b b c b’
/ ::/ f(z) dx = llim/ erbl,imb/ I

Wir sagen dann, fab f konvergiert.

12.2 Beispiel.

/ exp(—z) dz = lim exp(—z) dz = lim exp(—0) — exp(—a) = 1.
0

a—0o0 0 a— 00

1 1
/ 1/z dx : / 1/z dx = In(1) — In(9) 220, 4 .
0 5

00 b
/ 1/x dx : / 1/xz dz = In(b) — In(1) Lt RN
1 1

oo b
— 00 +OO (0% > _1
1/z% dz,a #1: /1xadx:b“+1 at1)—1/(ayl) 222, '

/1 / 7 1 / / )=1/(er]) 1/(a+1); a<-1.
12.3 Satz. (Cauchykriterium fiir Grenzwerte von Funktionen)
Sei D C C, f: D — C gegeben und a € C Hiufungspunkt von D. Dann gilt:

lim,_,, f(2) existiert genau dann, wenn fir jedes € > 0 ein 6 > 0 existiert,
so dass

|f(2) = f(z)| < e fir alle z,w € D\ {a} mit |z —a| <0, |lw—al <.

Sei D = (a,00) CR, f: D — C. Dann gilt:
lim, . f(x) existiert genau dann, wenn fir jedes € > 0 ein R > 0 existiert,
so dass fiir alle x,y > R gilt | f(z) — f(y)| < e.

Proof. Ist das beschriebene Cauchykriterium erfiillt, so folgt, dass fiir jede Folge
(#p) mit 2z, € D\ {a} und lim,,_, 2, = a die Folge f(z,) eine Cauchyfolge ist.
Also sind alle diese Folgen konvergent. Wenn dies der Fall ist, haben sie auch alle
den gleichen Grenzwert (Ubungsaufgabe, ReiBverschlussfolge). Nach Definition
ist dieser gemeinsame Grenzwert gerade lim,_., f(2).

Umgekehrt folgt aus der e-9-Beschreibung von Konvergenz gegen einen Grenz-
wert u, dass zu vorgegebenem ¢ > 0 ein 6 > 0 (bzw. fiir den Limes  — oo ein
R > 0 existiert), so dass |f(z) — u| < €/2 falls |z — a| < § (bzw. falls z > R).
Mit der Dreiecksungleichung folgt, dass das Cauchykriterium erfiillt ist. O
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12.4 Satz. (Majorandenkriterium)

Seien a < b (a = —oo0, b = 400 zugelassen). Seinen f,g € R([a’,V']) fiir alle
a<d < <b, und sei g(x) > 0 fir alle x € (a,b). Sei f;g konvergent, und
|f(2)] < g(x) fiir alle x € [a,b]. Dann ist flff konvergent, und es gilt

/abf S/abg-

Proof. Sei ¢ € [a,b]. Da wir den Grenzwert nicht raten kénnen, miissen wir
beweisen, dass die Funktion z — fcz f die Cauchybedingung erfiillt (fir z — a).

Nun gilt
z1 2 2 z2 zZ2
[ /f‘g/ f</
c c z1 21 21

Da fcb g konvergent ist, folgt das Cauchykriterum fiir g: zu vorgegebenem € > 0
gibt es 0 > 0 (bzw. R > 0 falls b = +00) so dass f;f g<efallsb—9 < z1,20 <b
(bzw. falls 21,29 > R). Damit ist die Cauchybedingung auch fiir f erfiillt, und
f; f konvergiert. O

12.5 Satz. ( Integralkriterium fiir Reihen)
Sei f:[0,00) — [0,00) monoton fallend und f € R([0,D]) fir alle b > a. Dann
gilt:

o'e) o0
/ f konvergiert <= Z f(n) konvergiert.
0

n=0

Srws [ 7> (12.6)
n=0

n=1 0
Proof. Es gilt f(k+1) < f(z) < f(k) fiir alle z € [k, k + 1], somit f(k+1) <

S < (k). Also

In diesem Fall gilt

n n+1 n
Sseen< [ r Y s (12.7)
k=0

k=0

(die dufleren Ausdriicke kann man als Integrale von Treppenfunktionen auffas-
sen, und dann die Monotonie des Integrals benutzen).

Da die Funktion nur Werte > 0 annehmen, konvergiert [0 f genau dann,
wenn fon f < R fiir eine Schranke R welche nicht von n abhéingt (entweder man
hat Divergenz gegen +oo oder echte Konvergenz).

Entsprechend gilt fiir die Reihe, da alle Glieder > 0 sind, dass sie genau
dann konvergiert, wenn >, _, f(k) < r fiir eine Schranke r welche nicht von n
abhéngt.

Damit folgt sofort aus der Ungleichung (12.7), dass die Konvergenz der Rei-
he die Konvergenz der uneigentlichen Integrals impliziert, und umgekehrt die
Konvergenz des Integrals die Konvergenz der Reihe. Auflerdem folgt fiir die
Grenzwerte die Ungleichung (12.6), wobei man noch benutzen muss, dass

o0

Fle+1) =" f(k).
k=1

k=0
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12.8 Beispiel. Sei @ € R. Die Reihe Y, n® konvergiert fiir « < —1, und
divergiert fiir « > —1, da floo z* das gleiche Verhalten zeigt, und die Funktion
xz® auf dem Interval [1,00) monoton ist (fallend fiir @ < 0). Fiir die monoton
wachsenden Funktionen/Reihen fiir v > 0 ist die Divergenz sowieso klar.

13 Taylorreihen und Satz von I’Hospital

Eine der wichtigsten Funktionenklassen, die wir bisher betrachtet haben, sind
die Potenzreihen. Fiir diese kénnen wir (im Prinzip) alles berechnen, was uns
bisher interessieren kénnte, wie z.B. Ableitung, Integral, . ...

Andererseits haben wir die differenzierbaren Funktionen betrachtet, die zu-
mindest ein klein wenig wie Potenzreihen aussehen: hier gilt (bei Null) f(z) =
£(0) 4+ f'(0)z + p(2), mit einem “kleinen” Fehler p(z).

Diese beiden Konzepte wollen wir nun “verbinden”. Dies fithrt auf den Begriff
der Taylorreihe einer Funktion.

13.1 Lemma. Sei f(z) =Y.~ ana™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
R > 0. Also ist f eine Funktion definiert auf der offenen Menge {x € C | |z| <
R}. Dann ist f beliebig oft differenzierbar auf seinem Definitionsbereich, und es
gilt

() = i E(k—1)...(k—n+1)agz®". (13.2)
k=0

Damit folgt

AR

n!

Qn

Proof. Wir haben uns schon einmal iiber die Differenzierbarkeit von Potenzrei-
hen unterhalten. Jetzt konnen wir alternativ den Satz iiber die Vertauschbarkeit
von Differenzieren und Limesbildung benutzen. Sei némlich € R mit |z| < R.
Dann gibt es r < R so dass |z| < r. Auf der Menge {z € R | |z| < r} konver-
giert die Funktionenfolge (T,,(z) := Y j_, axx")nen jedoch gleichméBig gegen
[, genauso wissen wir, dass die Funktionenfolge (T),(z) = > j_, karz"* 1)nen
gleichméflig gegen die Potenzreihe ZZ’;O kapz*~! konvergiert (der Konvergenz-
radius bleibt ja R). Da die Folge der Ableitungen gleichmdfig konvergiert, ist
die urspriingliche Limesfunktion f(z) differenzierbar, mit Ableitung f'(z) =
Yoo kapz*~! an der vorgegebenen Stelle x.

Nun war z beliebig (obwohl r in Abhéingigkeit von x gewihlt werden muss).
AuBlerdem kann man durch Induktion auch die héheren Ableitungen berechnen,
und erhilt Gleichung (13.2). An dieser Formel kann man nun auch £ (0) ab-
lesen, es ist ja gerade der Koeffizient von z°, also f(™(0) =n-(n—1)...1a, =
n! - a,. O

13.3 Definition. Sei I C R ein offenes Interval, f: I — C eine n-mal differen-
zierbare Funktion und a € I.

k) (g
7)== 3 T
k=0 )
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heifit n-tes Taylorpolynom zu f mit Entwicklungspunkt a. Ist f beliebig oft
differenzierar, so heif3t

> £(k) (g
Too(2) ;:Zf !( )(acfa)k

k
k=0
die Taylorreihe zu f mit Entwicklungspunkt a.

13.4 Bemerkung. Um Schreibarbeit zu sparen, werden wir (wie schon bei
Potenzreihen iiblich) ab jetzt nur den Entwicklunsgspunkt ¢ = 0 anschauen.
Alle Aussagen iibertragen sich direkt auf den allgemeineren Fall, wobei immer
f%)(0) durch £*)(a) und = durch (x — a) ersetzt werden muss.

Wir miissen nun folgende Fragen beantworten.
e In welcher Beziehung stehen die Taylorpolynome zur Funktion?
e Wann konvergiert die Taylorreihe?

e Falls die Taylorreihe konvergiert, was ist der Grenzwert? Insbesondere,
wann ist der Grenzwert die gegebene Funktion f?

Die Antwort zu Frage 13 ist durch unsere allgemeinen Untersuchungen zu
Potenzreihen bereits erschépfend gegeben —hier werden wir jedenfalls keine
neuen Beobachtungen machen.

13.5 Lemma. Falls f(z) = Y ,—, axz” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
R, so hat die Taylorreihe zu f Konvergenzradius R und konvergiert dort gegen
f, da die Taylorreihe mit der Potenzreihe iibereinstimmit.

Proof. Wir haben ja gerade berechnet, dass a, = f*)(0)/k!. O
13.6 Satz. Sei f: I — C (n+ 1)-mal stetig diffbar. Dann gilt

n v ()
Ru(z) = f) - 37 ©) :/0 T e,

k! n!
k=0

Fulls f reellwertig ist, gibt & im Interval zwischen 0 und x so dass man auch
schreiben kann (1)
n
R, (x) = 7f ©) "L
(n+1)!

Die erste Formel wird Taylorsche Formel genannt, die zweite die Lagrangesche
Darstellung des Restglieds.

Proof. Wir beweisen den Satz mittels Induktion nach n. Fiir n = 0 miissen wir
zeigen, dass

Fa) — £(0) = / " pe) .

Dies ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung richtig.
Fiir den Induktionsschritt (n — 1) nach n gilt nach Induktionsvoraussetzung

z pn)
Rn,1<x)=/0 (J;(lt))!(m—t)"_l dt.
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Hierauf wenden wir partielle Integration an, da die Ableitung von —(x —t)™/n!
genau (z — )"~ 1/(n — 1)! ist, und erhalten (da n > 1)

(n) f(n+1)
Rn—l()_0+ / l‘—t) dt

Da R,,—1(z)— % = R, (z), folgt die erste Behauptung. Nach der verallgemei-
nerten Form des Mittelwertsatzes der Integralrechnung folgt aus der Taylorschen
Formel die zweite Formel auf folgende Weise: es gibt £ zwischen o und x, so dass

xn-&-l

Ra(a) = fD () / eI gy = g O a1

O

13.7 Korollar. Die Taylorreihe einer Funktion konvergiert genau dann gegen
die Funktion, wenn die Folge der Restglieder gegen Null konvergiert.

Als Anwendung des Taylorschen Satzes kann man weitere Kriterien fiir die
Existenz von Extrema aufstellen:

13.8 Satz. Sei I C R offenes Intervall und a € I. Sei f: I — R n-mal stetig
diffbar. Es gelte f'(a) =0 = f"(a) = --- = f®Y(a), aber f™(a) # 0. Dann
qilt:

(1) Falls n ungerade ist, hat f bei a kein lokales FExtremum.

(2) Falls n gerade ist, und f(a) < 0, so hat f an a ein lokales Mazimum.
Falls n gerade und f(”)(a) > 0, so hat f an a ein lokales Minimum.

Proof. Nach der Taylorschen Formel gilt

Flat h) = Fla) + Rooa() = fla) + 7 (@)

wobei &), eine Zwischenstelle zwischen a und a+h. Wegen der Stetigkeit von f{™)
gilt fiir h geniigend klein, dass f(™)(¢;,) dasselbe Vorzeichen hat wie f(™)(a) #
0. Wenn n gerade ist, gilt auBerdem h"™ > 0 fiir alle h # 0. Dann hat also
f(a+h) — f(a) das gleiche Vorzeichen wie f(™ (a) fiir alle geniigend kleinen h.
Insbesondere ist f(a 4+ h) > f(a) fiir alle geniigend kleinen h, falls f(™(a) > 0,
also ist in diesem Fall a lokale Minimustelle von f. Entsprechend ist a lokale
Maximumstelle, falls (™ (a) < 0.

Falls n ungerade, gilt A™ > 0 fiir A > 0 und 2™ < 0 fiir ~ < 0. Unabhéngig
vom Vorzeichen von f(™(a) wechselt also f(a + h) — f(a) sein Vorzeichen, je
nachdem ob h < 0 oder h > 0. Insbesondere ist a definitiv keine lokale Extrem-
stelle. O

13.9 Beispiel. Taylorreihe des Logarithmus. Fiir —1 < xz < 1 gilt

= L



36 Thomas Schick

Proof. Es gilt, da In(1) =0

x 1 0
k=0

Da der Konvergenzradius von ZZOZO t* gleich 1 ist, konvergiert die Reihe von
dem Interval zwischen 0 und x gleichmdfsig, also diirfen wir Integral und Grenz-
wert vertauschen und erhalten

OO thrl

In(1 — ) Z/tk k+)

Wir wissen bereits, dass fiir eine konvergente Potenzreihe die Taylorreihe gleich
der Potenzreihe ist. Dieser Fall liegt, wie wir gesehen haben, hier vor, also ist die
Taylorreihe von In(1 — z) die Reihe — "7, t*/k, und konvergiert auf (—1,1)
gegen In(1 — x). O

13.10 Beispiel. Binomische Reihe. Sei a@ € R. Dann gilt fiir —1 <z <1

(1+2)* = i <2‘>x’“

k=0

wobei () = w Wenn « nicht ganzzahlig ist, ist dieser Ausdruck

also fiir alle k € N von Null verschieden (und kann auch negativ werden).

Proof. Wir kennen die Ableitungen von f(z) = (1 + z)®, ndmlich f)(z) =
n!(¢)(1 + 2)*~™, und erhalten so als Taylorreihe T (z) = Y 10, (§)a*. Wir
miissen noch zeigen, dass diese Reihe fiir —1 < x < 1 konvergiert, und zwar
gegen (1 + ).

(121)

(%)
reihe 1.
In der Lagrangeschen Form des Restglieds gilt fiir x > 0 und &, zwischen 0
und x

Es gilt

T 1. Also ist der Konvergenzradius der Taylor-

osz’ k—oo

Ry_1(z) = (Z) (14 &) 2™

Da 0 < £ < z gilt [(14&,)*™| < max{1, (1 + z)“}, eine von n unabhingige
Konstante. Da die Taylorreihe Konvergenzradius 1 hat, also fiir —1 < < 1 kon-
vergiert, ist auerdem (%)z™ eine Nullfolge, so dass in diesem Fall R, (z) “—=
0.
Der folgende Teil des Beweises wurde in der Vorlesung nicht vorgerechnet:
Falls < 0, miissen wir die (genauere) Taylorsche Formel fiir das Restglied

benutzen:

Rn(z) = /O ") (n j‘_ 1) (z=t)"(14)* """ di = (nt1) <n j_ 1) /0 ((f ¥ ?

Die Funktion (z —¢)/(1 4+ t) ist auf dem Interval [z,0] (—1 < z < 0!) monoton
(ableiten!) und ihr Betrag ist maximal fiir ¢ = 0. Damit erhalten wir

R ()|_< +1>x|n(n+1) /O$(1+t)a1

>n (142)>t
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Bis auf eine Konstante, die nicht von n abhingt, erhalten wir also wieder die
Glieder der Taylorreihe. Da diese fiir |z < 1 konvergiert, bilden die Glieder eine

n—oo
O

Nullfolge, also auch jetzt R, (z) —— 0.

13.11 Satz. Sei I C R ein Intervall und f,g: I — C n-mal stetig differen-
zierbar. Sei a € I und f(a) = gla) = 0 = --- = f®V(a) = g""V(a). Sei
g™ (a) # 0. Dann gilt

@) )

im —% = .

T—a ) g(n)(a)

Proof. Es gilt nach Satz von Taylor fiir b # 0 f(a 4+ h) = f™(&,)h"/n! und
gla+h) = g™ (¢,)h™/n! mit &, und ¢, zwischen a und a + h. Da g™ (a) # 0
und g™ stetig, ist somit g(a + h) # 0 fiir h geniigend klein, und es gilt

flath)  f™E) neo f(a)

gla+h) g™ (G) 9" (a)
wegen der Stetigkeit von f(™ und g(™ (da &, 220, G und ¢, 222 a). O
13.12 Satz. Satz von lI’Hospital
Sei I = (b,a) C R ein offenes Intervall. Hierbei ist a = —oo oder b = +00

zugelassen.
Seien f,g: I — C zwei stetig differenzierbare Funktionen. Es gelte entweder

lim f(z) = 0= lim g(z),

Tr—a Tr—a
oder
f(z) 279 too; g(x) 78 oo,

sowie g(z) # 0 und g'(x) # 0 fir alle x € I. Dann gilt:
Falls lim,,_,, Z;Eg existiert, dann existiert auch limg,_., %, und die beiden
Grenzwerte stimmen tiberein.

Entsprechende Aussagen gelten auch fir limg, ;.

Proof. Der Beweis verwendet auf geschickte Weise eine allgemeinere Version des
Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Details in Lehrbiichern, z.B.: Barner-
Flohr, S. 274.

Skizze: Sei zunéchst der Limes 0 und a < co. Es gilt fz) _ f@)—f(a) _ Q)

g(x) — gl@)—gla) — (9

fiir eine Zwischenstelle &, € [z, a].

Diese allgemeinere Version des Zwischenwertsatzes (der bekannte Zwischen-
wertsatz ergibt sich wenn g(x) = z) folgt durch Anwendung des Satzes von Rolle
auf die Hilfsfunktion a(t) = (f(z) = f(a))(g(t) —g(a)) = (f () = f(a))(g(z) —g(a)).

Wenn die Grenzwert 400 sind, ist die Begriindung etwas miihsamer. Dann

schreibt man
fl@) _ f@)—fle)  [fl@) g@)—g(c)
g(x) — glx) —glc) f(x) = fle)  glx)

fiir ¢ nahe bei ¢ und ¢ < x < a. Nach dem verallgemeinerten Zwischenwertsatz

ist dann J; Eg g ((g)) gg) mit £ € (¢, ), insbesondere ist der erste Nenner von

Null verschieden. Der Limes des ersten Bruchs fiir ¢,z — a ist lim,_,, fle) Da
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f(l?;(_:”}(c) = l—f(cl)/f(;v) und lim, ., 1/f(x) = 0, konvergiert der zweite Bruch
gegen 1, genauso der dritte Bruch. Insgesamt folgt die Behauptung.

Der Fall a = 400 ldit sich durch Untersuchung von F(z) := f(1/x) und
G(z) := g(1/x) auf den Fall a = 0 zuriickfithren. Beachte, dass

Fix)  —f'(/z)/=* _ f'(1/z)
G'x)  —g(/x)/z>  g'(1/2)

o F(z) Fw)
) Yy
2 G(a) e )

14 Differentialgleichungen

14.1 Definition. Sei G C R x C eine Teilmenge und f: G — C eine stetige
Funktion.
Dann nennen wir

Y = flz,y)

eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung.
Ist G CR x C" und f: G — C eine stetige Funktion, so heif3t

y(n) = f(xayay/a s 7y(n71))

eine Differentialgleichung n-ter Ordnung.
Eine n-mal ableitbare Funktion y: I — C definiert auf einem offenen Inter-
vall I C R heiflt Losung der Differentialgleichung, falls gilt

(1) Fiir jedes z € I gilt (z,y(z),y/ (x),...,y" D (x)) € G.
(2) y™(z) = flz,y(z),...,y" D (z)) fir alle z € I.

Beachte, dass die erste Bedingung erfiillt sein muss, damit der zweite Ausdruck
definiert ist.

Also: eine Differentialgleichung ist eine Gleichung, bei der nicht Zahlen, son-
dern ganze Funktionen Losungen sind.

14.2 Definition. Sei G C R x C" und f1,..., fn: G — C stetige Funktionen.
Dann heifit

yll = fl(x,ylwﬂayn)

y’:’L = fn(xayla"'7yn)

ein System gewoOhnlicher Differentialgleichungen 1. Ordnung.

Eine Lésung dieses Systems von Differentialgleichungen ist gegeben durch
ein Tupel (y1,...,yn) von differenzierbaren Funktionen y: I — C definiert auf
einem offenen Interval I C R, so dass

(1) (z,11(x),...,yn(x)) € G fiir jedes x € I
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(2)
yr(@) = fe(z,y1(x), ... ,yn(z))  Vozel.

Entsprechend kann man Systeme von Differentialgleichungen n-ter Ordnung und
ihre Losungen definieren.

14.3 Satz. Sei G C R x C" und f: G — C. Sei y™ = f(x,y,9/,...,y"" V)
eine Differentialgleichung n-ter Ordnung. Betrachte das System von Differenti-
algleichungen 1. Ordnung

Y1 =92
y’2 =Y3
/
Yn—2 = Yn—-1

y;L—l = f(xayhyQa e 7yn—1)~

Dann gilt: die Funktionen yp,...,yn: I — C bilden genau dann eine Ldsung
dieses Systems von Differentialgleichungen n-ter Ordnung, wenn y1: I — C
eine Losung der Differentialgleichung 1. Ordnung ist.

Proof. Ist y1,...,yn: I — C eine Losung des Systems, so folgt induktiv, dass
yp(z) = yikil)(x) fir £k = 1,...,n — 1. Insbesondere ist y; n-mal ableitbar
(da ja y,_1 noch ableitbar ist). Die letzte Gleichung impliziert dann 3™ (z) =
f(z,y(x),y (z),...,y" V(z)), indem man einsetzt.

Fiir die Umkehrung sei y: I — C eine Losung der Differentialgleichung n-
ter Ordnung. Dann ist y1 ==y, y2 == ¢/,..., Yn_1 = y" ) eine Losung des
Systems, wie man sofort durch einsetzen nachpriifen kann. O

14.4 Beispiel. (1) Sei y' = y. Jede Funktion der Form y'(z) = aexp(z)
erfiillt diese Differentialgleichung. Legt man den Anfangswert fest, d.h. ver-
langt dass die Losung an der Stelle Null den Wert ¢ hat, so gibt es unter
den angegebenen Funktionen genau eine Losung, ndmlich y'(z) = cexp(z).

(2) Seien m, D > 0. Die Differentialgleichung my” = — Dy hat die Losungen
y(x) = acos(y/D/mzx) + bsin(y/D/ma). Legt man y(0) und y'(0) fest,
so gibt es unter den genannten Funktionen genau eine Losung, ndmlich
y(z) = y(0) cos(v/D/mz)+y'(0) sin(1/D/mzx). Allgemeiner erwartet man,

dass man bei einer Differentialgleichung n-ter Ordnung Anfangswerte

y(0),4(0),...,y™Y(0)
festlegen kann.

14.5 Beispiel. ¥’ = y*/3 hat Losung y(z) = 0, aber auch die Losung y(z) =
2% /27. Beide Losungen nehmen fiir z = 0 den Wert 0 an.

Unser Ziel ist nun, festzustellen, wann Losungen fiir Differentialgleichungen
existieren, und zu welchem Grad diese eindeutig sind. Wegen des Reduktionssat-
zes geniigt es, Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung zu betrachten.

Dies kann nicht fiir alle Differentialgleichungen (d.h. alle f) funktionieren,
wie das Beispiel 14.5 zeigt. Bevor wir diese allgemeinen Fragen beantworten, wo-
zu noch etwas zusétzliche Theorie eingefiihrt werden soll, betrachten wir einige
spezielle Losungsverfahren.
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14.1 Einschub: Topologie in R"

Oben wurde schon der Begriff der stetigen Abbildung von R™ nach R™ benutzt.
Diesen wollen wir hier erkldren.

14.6 Definition. (1) Sei (v, )nen eine Folge von Vektoren v, = (v}, ..., vY) €
RY. Wir definieren: lim, ..o v, = v = (v!,...,v") € RY genau dann,

wenn fiir jede Komponentenfolge gilt vF 2= o* (fiir k =1,..., N).

(2) Eine Teilmenge A C RY heiit abgeschlossen, wenn fiir jede (in RY) kon-
vergente Folge (v, € A)pen gilt lim,, o v, € A.

(3) Eine Teilmenge U C RY heifit offen, falls ihr Komplement RY \ U abge-
schlossen ist.

(4) Fir v = v',...,vY) € RY definiere [v|;, == > 7_; [v*] und |v] :=
max{|v¥| | k =1,..., N}. Definiere die euklidische Norm |v|, := \/Zﬁzl |vk|?.
Beachte:

v < Jv|; £ N vl (14.7)

Eine dhnliche Ungleichung gilt auch fiir |-|,, ist aber nicht ganz so offen-
sichtlich.

(5) A C RY heifit beschrinkt, falls es R > 0 gibt, so dass |v], < R fiir jedes
veA

(6) Sei U € RN und f: U — RM eine Funktion. f heifit stetig an a € U, falls
fiir jede Folge (v, € U)pen mit limy,—oovy, = a gilt: lim,, o0 f(vy,) = f(a).

Aquivalent ist folgende e-d-Definition: fiir jedes € > 0 gibt es § > 0 so dass
fur alle v € U mit v —al; <6 gilt: |f(v) — f(a)|; < e. Wegen (14.7) kann
man hier an einigen oder allen Stellen ||, durch |-| ersetzen.
Entsprechende Definitionen ergeben sich, wenn R durch C ersetzt werden,
da man ja immer C = R? auffassen kann.

Eine Reihe von Eigenschaften iibertragen sich jetzt sofort von R und C auf
RY,

14.8 Satz. (1) Sei f: RNt — RNz ynd g: RN2 — RNs stetig. Dann ist auch
go f: RM — RNs stetig.

(2) Sei K C RN abgeschlossen und beschrinkt und f: A — R stetig. Dann
ist f auf A beschrinkt, d.h. es gibt M € R, so dass |f(v)| < M fir alle
veK.

14.2 Trennung der Variablen

14.9 Satz. Seien I,J C R offene Intervalle, f: I — R und g: J — R\ {0}
stetige Funktionen.
Setze G:=1x J CR xR.

Wir betrachten nun die Differentialgleichung y' = f(z)g(y).
Wihle xo € I, yo € J. Definiere

F(z):= /zf(t) dt,  Gy) = /ygt)dt.



Kurz-Skript zu Diff 1 41

Es gelte F(I) C G(J) (dies kann durch Verkleinern von I immer erreicht

werden). Dann existiert genau eine Lésung y: I — R mit y(zg) = yo und
y'(z) = f(x)g(y(x)) fir alle x € 1. Diese erfillt
G(y(z)) = F(x) Vo el (14.10)

Proof. Sei ¢: I — R eine Losung der Differentialgleichung mit ¢(zp) = yo.
Durch Integrieren erhélt man aus ¢'(z) = f(x)g(¢(z)) nach Division durch

e T (t) «
v 9(0(8) /gc0 f(); dt.

Links kann man nun substituieren u¢(x), und erhilt

[ s Lo

also nach Definition gerade G(¢(z)) = F(x).

Nach Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt G'(y) = 1/g(y) #
0. Somit ist G streng monoton und stetig diffbar, hat also eine ebensolche Um-
kehrfunktion

H:G(J) = J.

Setze nun y(z) := H(F(z)). Da H und F (als Stammfunktionen stetiger
Funktionen) stetig diffbar sind, gilt dies auch fiir ihre Verkettung y, und es gilt

1 /
= mf(w) =g (y(2))f(2).

Auflerdem gilt y(xog) = H(F(xo)) = H(0) = yo (da G(yo) = 0). Also ist y
Losung unserer Differentialgleichung.

Wegen Gleichung (14.10) hat jede Losung die Gestalt y(z) = H(F(x)), damit
gilt die Eindeutigkeit. O

y'(x) = H'(F(x))F'(x)

14.11 Bemerkung. In Kurzschreibweise: dy/dx = f(x)g(y), also dy/g(y) =
f(x)dx. Dann muss man nur noch integrieren und nach y auflésen. Der Satz ist
die mathematisch prézise Formulierung dieses Rezepts.

14.12 Beispiel. Betrachte die Differentialgleichung 3’ = exp(y) sin(x). Tren-
nung der Variablen liefert

Yy T
/ exp(—t)dt = / sin(s)ds,
Yo To

—exp(—y) + exp(—yo) = — cos(x) + cos(xp),

also

also
y(x) = —In(cos(z) — cos(zg) + exp(—yo)).

Beachte, dass diese Losungen in Abhéngigkeit der Anfangsbedingungen vollig
verschiedenes Verhalten zeigen: Wihle z¢ = 0, also cos(zg) = 1 Falls exp(—yo) >
2, so ist y(x) fir alle € R definiert und eine beschriinkte Funktion. Sie ist pe-
riodisch mit Periode 27. Fiir exp(—yg) = 2 ist das Definitionsinterval nur noch
(—m, ), und y divergiert an beiden Endpunkten gegen +oo. Wird exp(—yo)
noch kleiner, wird auch das Definitionsinterval entsprechend kleiner (die Funk-
tion y(z) divergiert weiter an den Endpunkten gegen +00).
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14.3 Lineare Differentialgleichungen

14.13 Beispiel. Betrachte die Differentialgleichung zweiter Ordnung my” =
—Dy, mit m, D > 0 Konstanten.
Das zugehorige Differentialgleichungssystem erster Ordnung sieht folgender-

maflen aus:
D

vV=vy2  yp=-—v.
m
Die Umformung in solche Systeme hat (mindestens) 2 Griinde:

(1) Systeme von Differentialgleichungen tauchen bei den Anwendungen auf
ganz natiirliche Weise auf: immer dann, wenn nicht nur genau eine Grofle
beobachtet wird, sondern mehrere, und diese sich gegenseitig beeinflussen.
Beispiel: Riauber und Beute in Okosystemen, gekoppelte Pendel in Maschi-
nen. Systeme von Differentialgleichungen miissen also sowieso behandelt
werden. Man spart sich so Arbeit, wenn man die Differentialgleichungen
hoherer Ordnung als einen Spezialfall der Systeme versteht.

(2) Obwohl eine explizite Lésung nur in wenigen Féllen durch die Reduktion
auf ein System erster Ordnung leichter gefunden werden kénnen, sieht dies
fiir theoretische Fragestellungen doch schon viel besser aus. Dies werden
wir spéter noch sehen.

Die Gleichung aus dem Beispiel ist eine weitere von besonderem Typ, eine
sogenannte lineare Differentialgleichung. Diese wollen wir jetzt besonders be-
trachten.

14.14 Definition. Sei I C R ein Intervall und A, b: I — C stetige Funktionen.

Die Differentialgleichung ¢y’ — A(z)y = 0 heifit homogene lineare Differenti-
algleichung 1. Ordnung, die Differentialgleichung 3y’ — A(z)y = b(z) heifit inho-
mogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung.

Sei allgemeiner A: I — C™™ eine stetige matrixwertige Funktion (d.h. wir
identifizieren C™*™ mit den n x n-Matrizen {iber C, A(x) hat also Komponenten
(A ;(x))ij=1,..,n)- Seib: I — C" eine stetige vektorwertige Funktion. Definiere
f: I xC"— C” durch

f(xa Yty - .- 7yn) = (Z All(x)yza RN} ZAnlyl),
i=1 i=1

also in Matrixschreibweise f(z,y) = A(z)y.
Das Differentialgleichungssystem

Y = f(z,y) = Alz)y

heifit homogenes lineares Differentialgleichungssystem 1. Ordnung, das Differen-
tialgleichungssytem

Y = f(z,y) +b(z) = A(z)y + b(x)

heiflt inhomogenes lineares Differentialgleichungssystem 1. Ordnung.
Falls alle A;;(x) konstant sind, also A(z) = A eine konstante Matrix, so heifit
die Differentialgleichung eine Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.
Bemerkung: Vektor- und Matrizenrechnung geht mit komplexen Eintragen
ganz genauso wie mit reellen Eintrégen.



Kurz-Skript zu Diff 1 43

Die homogene Gleichung ¢y’ = A(z)y mit A: I — C ist ein spezieller Fall der
Trennung der Variablen, welche vorher behandelt wurde. Man erhélt als Losung
mit Anfangswert y(zo) = yo

y(z) = yo exp (/1: a(t) dt)

14.15 Satz. Die Menge aller Losungen des homogenen linearen Differential-
gleichungssystems y' = A(x)y bildet ein Vektorraum. D.h., falls ¢1,¢o: I — C™
Losungen sind, und X € C, so ist auch Ap1 + ¢po: I — C™ eine Lisung.

Sei: I — C™ eine Lisung des inhomogenen linearen Differentialgleichungs-
systems y' = A(x)y+b(x). Sei ¢1 wie oben. Dann ist auch )+ ¢1: I — C™ eine
Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems.

Proof. Es gilt (A1 + ¢2)'(x) = Al (x) + ¢ (x). Fiir die rechte Seite ergibt sich,
da Matrizenmultiplikation linear ist

A(z)(Ad1(z) + ¢2(x)) = AA(2)¢1(2) + A(z) P2 (2).

Falls also ¢/ (x) = A(z)¢1(x) und ¢4 (x) = A(x)p2(x), so auch (Ady + ¢2)'(z) =
A(z)(Ap1(z) + ¢2(x)).-

Gilt auerdem ¢'(x) = A(x)y(z) + b(x), so ergibt sich mit der gleichen
Rechnung

(V+¢1) (z) = ¥ (2)+¢1(2) = A(x)y(2)+b(2)+A(x)¢1 () = A(z)(P(2)+¢1(2))+b(w),
also ist auch ¢ + ¢ Losung der inhomogenen Gleichung. O

14.16 Satz. Sei A = (a;5)i j=1,....n eine n x n-Matriz komplezer Zahlen. Sei
U1,y ...,0, € C™ eine Basis von C™ (d.h. fiir jeder Vektor v € C™ gibt es eindeu-
tige M, ..., n € C 50 dass v =3, _; \iui).

Jeder der Vektoren vy sei Eigenvektor der Matriz A zu einem FEigenwert
M € (C, d.h. Av, = MEVk -

Sei xg € R. Dann gilt: die Funktionen ¢p: R — C™ mit

1 (x) = v, exp(p(x — wo) = (vi exp(pk (& — @0)), - ., vil exp(py(x — x0))

(wo vy, = (v}, ... ,v}) die Komponenten des Vektors v sind) sind Ldsungen der
Differentialgleichung

y = Ay.

Zu vorgegebenen Anfangsbedingungen y(xo) = yo := (Y3, ..., y8) gibt es A\1,..., A\p €
C so dass
Yo = )\17)1 +--+ )\nvnn

Es gilt: die Funktion ¢: R — C™ mit

$(x) =Y Mudn(x)
h=1

lést die Differentialgleichung y' = Ay und erfillt ¢(xo) = yo.
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Proof. Die Funktionen ¢ und ¢ sind alle (beliebig oft) ableitbar, und es gilt
@) (x) = prpor exp(prx) = prdr(x). Andererseits gilt Ady(z) = Avg exp(upz) =
prvk exp(prr) = predr(z). Also tatséchlich ¢ (x) = Agr(z).

Wegen der Linearitét ist dann auch ¢(z) Losung des Differentialgleichungs-
systems y’ = Ay. Weiter berechnet man

z0) = Z)\kqsk(xo Z Aevk exp(px(zo — 20)) Z AkVk = Yo-
k=1

k=1

O

14.17 Bemerkung. Zum Losen linearer Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten muss man also Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmen kénnen!

14.18 Beispiel. In unserem Beispiel ¢y’ = —(D/m)y erhielten wir die Matrix
,Do/m(l). Aus der linearen Algebra hat Eigenwerte u; = \/—D/m = i\/D/m
und pg = —+/—D/m = —iy/D/m mit Eigenvektoren w; := (1,i/D/m) und
wy = (1,—iy/D/m) (beachte, dass die Eigenvektoren und Eigenwerte nicht
reell sind!).

Damit erhélt man Losungen

@1(t) = vy exp(in/D/m(t —
¢2(t) = vaexp(— \/D/mt—to

Seinen nun Anfangsbedingungen y(to) = yo und y2(to) = ¥'(to) = vo vorge-
geben.

Wir miissen also A1, A2 € C so bestimmen, dass A\;+Xy = yo und i1/ D/m(A;—
)\2) = 0.

Es ist giinstig, Realteil und Imaginéirteil getrennt zu betrachten. Aus der
ersten Gleichung sieht man, dass Im(A1) = —Im(\2) (da yo reell). Aus der
zweiten Gleichung ergibt sich Re(A;) = Re(A2) (wieder, da vy reell, also vg/i
rein imaginér). Setzt man dies jeweis in die andere Glelchung ein, sieht man
Re(A1) = Re(A2) = yo/2, und Im(\) = —Im(X2) = —vgy/m/D/2.

Eingesetzt erhilt man als Losung fiir unser Anfangswertproblem

y(t) = o(t)! =y RV DI ~to)) + exp(—iy/D/m(t — o)

n vo\/@exp(i\/D/m(t —tp)) — exp(—i\/D/m(t — tp))

2

=0 cos(\/g(t —tp)) + vo\/zsin(\/g(t —t9)).

Durch Linearkombination kann man die erste Kombination reell machen: sin
und cos. Dies liefert die iibelichen Losungen!

14.4 Variation der Konstanten

Dieser Abschnitt wurde nicht in der Vorlesung behandelt.
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Zur Losung der inhomogenen Gleichung fiir normale (nicht vektorwertige)
Funktionen machen wir folgenden Ansatz: Ist y die Losung der homogenen Glei-
chung mit Anfangswert y(xg) = yo # 0, so gilt y(z) # 0 fiir alle x € I, also gilt
fiir jede Losung ¢ der inhomogenen Gleichung

¢(z) = y(z) - u(z)

fiir eine geeignete Funktion u. Wir wollen nun u so bestimmen, dass y(z)u(x)
wirklich die inhomogene Gleichung 16st.
Dann muss fiir u insbesondere gelten

y'u 4+ yu' — yua = b.
Da 3/ = ya, also
yau + yu' — yua = yu' = b.

Definiere also u(z) := ¢ + f;o %dt. Dann ist u stetig diffbar und ¢(x)u(x)

erfiillt die inhomogene Differentialgleichung mit Anfangswert ¢(xg)u(zg) = yoc.
Da die Losung y(x) der homogenen Gleichung eindeutig ist, zeigt unsere
Herleitung auflerdem dass diese Losung eindeutig ist.

15 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von
Differentialgleichungen

15.1 Definition. Sei f: I — C" eine vektorwertige Funktion, also f(z) =
(f1(z),..., fo(z)). Falls jede Komponente ableitbar ist, definieren wir f'(x) :=
(fi(x),..., fr(x)). Falls jede Komponente eine Regelfunktion ist, nennen wir f
eine Regelfunktion und definieren

/abf(t)dt::(/abfl,...,/abfn).

15.2 Lemma. Sei f: [a,b] — C" eine Regelfunktion. Es gilt ’fff’l < f: [fly-

Proof. Es gilt ‘f: fk‘ < f: | fx| fiir jede Komponentenfunktion f. Das Lemma
folgt durch Addition dieser Ungleichungen. O

15.3 Bemerkung. Entsprechende Ungleichungen gelten auch fiir |-|  und fiir
die euklidische Norm, sind dann jedoch etwas schwerer zu beweisen.

15.4 Definition. Sei G C R x C™. Wir sagen, dass eine Funktion f: G — C"
in G eine Lipschitz Bedingung erfiillt, falls es L > 0 gibt, so dass

|f(z,2) = f(z,2)|, <L-|z=2Z|, firalle (z,2),(z',2')€G.

Hierbei war |y1,...,yn| = |y1| + -+ + |yn|- Wir sagen, f erfiillt lokal eine Lip-
schitzbedingung, wenn jeder Punkt (x,z) € G eine offene Umgebung U besitzt,
so dass f|gnu eine Lipschitz Bedingung erfiillt.
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15.5 Satz. Sei G C RxC™ und f: G — C" eine stetige Funktion, die lokal einer
Lipschitz Bedingung geniigt. Sei I C R ein offenes Intervall und u,v: I — C"
zwei Losungen der Differentialgleichung, d.h. w'(x) = f(z,u(z)) und v'(z) =
f(z,v(x)). Auferdem gebe es einen Punkt a € I mit u(a) = v(a).

Dann gilt u(x) = v(z) fir alle x € 1.

Merkregel: Wenn die Lipschitz-Bedingung erfiillt ist, sind die Lésun-
gen der Differentialgleichung mit vorgegebenen Anfangswert eindeu-
tig.

Proof. Sei b € I und u(b) = v(b). Wir wollen zunichst zeigen, dass es dann
e > 0 gibt, so dass u(xz) = v(z) fiir alle z € (b — €,b + €). Durch Integration
erhalten wir fiir jede Komponente (k=1,...,n)

ug(x) — ug(b / Jr(t,u(t) v (z) — ve (b / Jr(t,v(t)

AlbO da uyg (b) k(

u(z) —v(z) = /bm(f(t,U(t)) — f(t,0(t))); dt.

Da fi eine lokale Lipschitz Bedingung erfiillt, und u und v stetig sind, gibt es
€ > 0o, dass | f(t,u(t)) — f(t,v(t))]; < L|u(t) —v(t)|, firallet € (b—e€,b+e¢).
Insbesondere gilt fiir x € (b —¢€,b+ ¢€)

hmw—vu>1SLAmu@»—ww

Wihle nun 6§ := min{e, 1/2L}. Fiir « € (b—6,b+6) gilt dann L [, |u(t) — v(t)|, <
1/28, wobei S := sup{|u(t) — v(t)|, | |t —b|] < d}. Wihle o mit [ty — b| so dass
lu(to) — v(to)|, > 3/4S. Fiir dieses ty gilt dann

ulta) = vltolly <L [ fult) =o(0)l, < Llta—b S <1/2-5.

Da gleichzeitig nach Wahl von to |u(to) —v(to)|; > 3/4S, gilt S = 0, somit
u(t) = v(t) auf dem Intervall (b — 8,0+ ).

Als nichstes zeigen wir, dass u(z) = v(z) fir alle z € I mit z > a. Sei
niamlich o = sup{z € I | © > a,u(z) = v(z)}. Wir miissen zeigen, dass zg
die rechte Grenze von I ist (= 400, falls I rechts unbeschrénkt). Angenommen,
dies wére nicht der Fall. Da w und v stetig sind, gilt u(zo) = v(x). Nach dem
bisher gezeigten gibt es dann aber ein § > 0, so dass u(z) = v(x) auch noch fiir
alle  mit x < xg + . Dies ist im Widerspruch zur Vorausseztung, dass xg die
grofite solche Stelle ist.

Genauso zeigt man dass u(z) = v(z) fiir alle z < a. O

15.6 Satz. FExistenz von Ldsungen einer gewdhnlichen Differential-
gleichung (Satz von Picard-Lindeldff).

Sei G C R x C" offen und f: G — C™ sei stetig und erfiille eine lokale
Lipschitz Bedingung.

Sei (xo,y0) € G. Dann gibt es ein € > 0 und eine Funktion y: (xg — €, o +
€) — C™ mit ¢(x0) = yo so dass y'(x) = f(x,y(x)) fir alle x € (xg — €, 20 + €).
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Nach Satz 15.5 ist die Losung eindeutig.

Merkregel: Wenn die Lipschitz-Bedingung erfiillt ist, gibt es lokal
eine (sogar eindeutige) Lésung der Differentialgleichung mit vorge-
gebenem Anfangswert.

Proof. Um die Losung zu finden, wollen wir ein Iterationsverfahren anwenden.

Wir definieren einen “Operator” T, der Funktionen auf Funktionen abbil-
den, und so dass T'¢p = ¢ impliziert, dass ¢ die Differentialgleichung erfiillt.
Dann setzen wir ¢o(z) := yo, also die konstante (vektorwertige) Funktion, und
definieren induktiv ¢,+1 = T'¢,. Wir miissen dann zeigen, dass die Folge (¢,,)
konvergiert, und dass die Grenzfunktion ¢ wirklich T¢ = ¢ impliziert.

Wir definieren fiir eine stetige Funktion u: (zo — €,z¢ + €) — C™, falls z €
(xo — €,x0 +€)

(Tu)(z) :==yo + /1 ft,u(t)) dt.

Diese Funktion ist definiert, solange (¢,u(t)) € G fiir alle ¢ mit [t — 20| < ¢, da
der Integrand als Verkettung stetiger Funktionen stetig ist. Nach dem Hauptsatz
ist T'w dann sogar ableitbar und es gilt (Tw)' (z) = f(x, u(z)), sowie Tu(xg) = yo.

Es geht also zunéchst darum, zu garantieren dass in unserem Iterationspro-
zess immer (¢, ¢,,(t)) € G. Dazu wihlen wir € > 0 geniigend klein.

Beachte zunéchst dass es, da G offen ist, ein r > 0 gibt, so dass die Men-
ge V= {(z,y) € RxC" | [z —xo| <7 |y—wo|; < r}in G enthalten ist
und so dass f auf V einer Lipschitz Bedingung mit Konstante L geniigt (also
If(z,y) — f(z, )|, <|y—|, uralle (z,y), (z,y’) € V). Da die Menge abge-
schlossen und kompakt und f stetig ist, gibt es M > 0 so dass |f(z,y)|, < M
fir alle (x,y) € V.

Wiéhle nun € := min{r/M,r,1/2L} und schreibe I := [zg — €, x¢ + €].

Definiere ¢ : I — C™ induktiv mit ¢o(z) = yo und ¢y := T'¢p_1 fiir k > 0.
Wie oben erldutert, ist dies dann wohldefiniert, wenn |¢r_1(z) — yo|; < r fiir
jedes x € I. Fiir k = 0 ist dies klar. Allgemein gilt: falls u: I — C erfiillt, dass
|u(x) — yo|; < r fiir alle z € I, so gilt auch [Tu(x) — yo|, < r fiir alle z € I, da

Tu(z) - yol, s/ (@, ul@))], < & — 20| M < /M- M.

Damit ergibt sich die entsprechende Aussage fiir die ¢y per Induktion.
Seien u,v: I — C nun zwei Funktionen mit |u(x)|, < r und |v(x)|, < r fiir
alle z € I. Dann gilt

Tu(e) ~ Tofa), < | N F () — F(t o)), de

< |e - wol Lsup{Ju(t) — v()], | t€ I} (15.7)
< g sup{lut) —v(0)l, | € T},

Setze C := sup{|¢1(t) — yol|; | t € I}. Per Induktion ergibt sich daraus und
aus Ungleichung (15.7)

1

|Pr+1(z) — dr(2)]; < ok C,
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und damit durch aufsummieren
1
|¢m+k(x) - ¢m(x)|1 < 2—mC,
da > 2, 1/2k =1.
Dies gilt somit auch fiir die Supremumsnorm jeder der Komponentenfunk-
tionen ¢? :

, , 1
i
m+k m‘o = 2mC'

Nach dem Cauchykriterium konvergieren all diese Komponentenfunktionen da-
her gleichméBig gegen stetige Limesfunktionen ¢;. Setze ¢ := (¢',...,¢").
Zuletzt beachte, dass

0(x) = T () < [d(x) = Pma1(2)|y + [Thm(x) — To(x)]

1
< [6(2) = dmi1 (@)l + 5 sup{ldm(t) — o(t)], | t € I}
Gleichméflige Konvergenz bedeutet, dass die rechte Seite fiir m — oo gegen Null
konvergiert, also gilt ¢ = T'¢.
Damit erfiillt ¢ die Differentialgleichung. Auerdem gilt ¢,,,(z¢) = yo fiir alle
m € N, also auch ¢(zo) = yo. O

Wir wollen dieses Resultat nun iibersetzen in die Frage von Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen von Differentialgleichungen hoherer Ordnung.

15.8 Korollar. Sei G C R x C" offen und f: G — C sei stetig und erfiille

eine lokale Lipschitz-Bedingung. Sei (xo,Y0, Yl - - - y(()"_l)) € G. Dann existiert

e >0, so dass auf I := (x¢ — €, ¢ + €) genau eine Funktion ¢: I — C existiert,
welche n-mal differenzierbar ist, und so dass

o™ (z) = f(z,9(z),...,0" "V (x))

und L
$(w0) = Yo, - ., ™D (z0) = y{" Y,

d.h. ¢ ist (eindeutige) lokale Lisung des Anfangswertproblems.
Proof. Wegen Satz 14.3 folgt dies sofort aus den Sétzen 15 und 15.5. O



