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1 Abstrakte Maf3- und Integrationstheorie

1.1 Motivation. (1) Ziel: modelliere Wahrscheinlichkeiten.
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Was kann das heilen? Die Moglichkeiten (fiir ein Experiment, etc.) werden
sicher Elemente einer (grofien?) Menge sein, nennen wir diese Menge (2.

Innerhalb dieser Menge gibt es gewisse Teilmengen (nennen wir eine typi-
sche solche E), und wir interessieren uns dafiir, mit welcher Wahrschein-

lichkeit wir innerhalb dieser Teilmenge liegen.

Beispiel: Q2 ist die Menge aller Geburten im Jahr 2004, und eine Teilmenge

FE beschreibt die Zwillingsgeburten.

Oder: © ist die Menge aller Pfade, die ein Oltrépfchen in Wasser von einem
festen Punkt in einer Sekunde durchquert, und die Teilmenge E umfafit all



die Pfade, die am Ende mindestens eine gewisse Distanz r vom Startpunkt
entfernt sind.

Die Mathematik muss uns dazu liefern: eine verniinftige Moglichkeit, die
“Grofle” solcher Teilmengen E auf zu messen. Was wir dazu brauchen, ist
ein sogenanntes Mafl.

Verallgemeinerung: auf unserer Menge €2 ist eine Funktion (mit Werten in
R) gegeben, und wir wollen deren “Mittelwert” berechnen (vielleicht auch
erst, nachdem wir uns auf eine Teilmenge E einschrinken).

In den Bespielen konnte die Anzahl der bei der Geburt zur Welt gekom-
menen Kinder (Zwilling, Drilling, einzeln, ...), bzw. der Abstand nach
einer Sekunde zum Anfangspunkt, die Funktion sein.

Die Mathematik wird diesen Mittelwert durch ein Integral darstellen.
Statt Wahrscheinlichkeiten mochte man vielleicht nur Volumina von Teil-

menge von R? (oder R™) berechnen, und Mittelwerte von auf R (oder
Teilmengen davon) definierten Funktionen.

Die Mathematik sollte also insbesondere ein Mafl und Integral auf R™
bereitstellen.

In diesem Abschnitt werden wir eine abstrakte Theorie von Mafl und Integra-
tion vorstellen. Wir werden eine Reihe sehr schoner Eigenschaften kennenlernen
(oder wiedererkennen), die man aus einer recht kleinen Zahl von “Axiomen”

herleiten kann.

Ein anderes Problem ist es, in konkreten Beispielen diese Axiome nachzu-
weisen. Insbesondere fiir den Fall des R™ werden wir uns damit in spéteren
Abschnitten beschéftigen.

1.1

Inhalte von Mengen: die Theorie

1.2 Definition. Eine o-Algebra ist eine Menge ) zusammen mit einer ausge-
zeichneten Kollektion 9t (d.h. einer Teilmenge der Potenzmenge von 2), welche
folgende Eigenschaften hat:

(1)
(2)
3)

Qem
Falls E € 9, dann auch Q\ E € M.
Fiir abzdhlbar viele Mengen E1, Eso,--- € M gilt

U E, € M.

neN

Wir nennen die Mengen aus 9 die messbaren Mengen von §.

1.3 Konvention. Falls im weiteren nicht anders angegeben, fixieren wir eine
o-Algebra (2,9), ohne alle Daten speziell zu erwihnen.

Es ist ganz einfach, o-Algebren zu konstruieren:

1.4 Lemma. Sei F C P(Q) eine Kollektion von Teilmengen von . Die von
F erzeugte o-Algebra F° ist per Definition die kleinste o-Algebra, welche alle
Mengen aus F enthdlt; anders definiert, F° ist der Schnitt aller o-Algebren,
welche F enthalten.



Beweis. Zunéchst ist die Potenzmenge selbst eine o-Algebra. Damit gibt es F°
wirklich, und es enthélt F.

Wir miissen beweisen, dass dieser Schnitt wirklich eine o-Algebra ist. Seien
dazu z.B. E1, FEs,--- € F7. Sei M irgend eine o-Algebra mit F C 9. Nach
Definition von F? gilt dann Eq, Es,--- € 91. Da 9N eine o-Algebra, also auch
UE, € 91. Da 9 eine beliebige o-Algebra welche F enthiilt, gilt |J F,, € F°,
dem Schnitt aller dieser o-Algebren.

Der Rest ergibt sich genauso. O

1.5 Definition. Sei O die Menge der offenen Teilmengen von R". O¢ wird o-
Algebra der Borel-Mengen genannt. (Entsprechend fiir alle anderen topologichen
Réaume).

1.6 Lemma. Sei (Q2,9M) eine o-Algebra. Dann gilt
(1) bemMm

(2) M ist abgeschlossen unter endlichen Vereinigungen und unter endlichen
und abgeschlossenen Durchschnitten

(8) Falls E,F € M, dann auch E\ F € M.
Beweis. e =0\
e AjUAU---UA, =A—-1U---UA, UDUPU---.

* Npen4n =2\ (UneNQ \ An)'

o« E\F=EnN(Q\F).
0

1.7 Bemerkung. Hintergrund dieser Definition ist, dass man in der Regel
nicht erwarten kann, dass allen Teilmengen einer Menge ein “verniinftiges” Mass
zugeordnet werden kann; man wird sich auf eine geeignete (moglichst grofie)
Auswahl von Teilmengen beschrinken miissen.

Hier ist vor allem das Banach Tarski-Paradoxon zu nennen:

Es gibt eine disjunkte Zerlegung D3 = A; U---U A, UB; U---U B,, und
orthogonale Abbildungen aj,...ay, 01, ..., 0m € SO3 so dass

D? = U a;(A;) = U Bi(Bj),

wobei auch diese Vereinigungen disjunkt sind.

Anschaulich: man kann einen Ball in endlich viele Stiicke zerlegen, so dass
man aus jeweils der Hélfte dieser Stiicken durch neu zusammensetzen den alten
Ball zusammen setzen kann.

Fiir solche Mengen (die nur mittels des Auswahlaxioms konstruiert werden
kénnen) kann keine verniinftige Masstheorie funktionieren.

1.8 Proposition. Sei O die Menge der offenen Teilmengen von R™. Dann
gilt: O ist gleich der von den abgeschlossenen Teilmengen erzeugten o-Algebra,
sogar gleich der von Mengen der Form [ay,b1] X - -+ X [ap, by] mit a;, b; rationale
Zahlen, deren Nenner nur 2-Potenzen enthdlt.



1.9 Definition. Die in Proposition Borelmengen betrachteten Mengen [ay, by] X
-+ X [an, by] mit a;, b; rationale Zahlen, deren Nenner nur 2-Potenzen enthalten,
werden dyadische Rechtecke oder dyadische Intervalle genannt.

Es wird im folgenden bequem sein, auch mit 400 rechnen zu kénnen. Zur
Erinnerung

1.10 Definition. [0, c0] := [0, 00) U{+00}, mit einer Addition, so dass a+o0o0 =
+o0 fiir jedes a € [0, x0].

Der Konvergenzbegriff von Folgen/Reihen wird so erweitert, dass bestimmte
Divergenz nach +oo jetzt als Konvergenz mit Limes +o0o geschrieben wird.

Beachte: nun hat jede monoton wachsende Folge reeller Zahlen einen Grenz-
werten: falls sie beschriinkt ist, wegen der Vollstindigkeit der reellen Zahlen,
falls sie unbeschrénkt ist, dann ist der Grenzwert nach Definition 4oc.

Entsprechend hat jede Reihe positiver reeller Zahlen einen Grenzwert (wieder
ist +oo moglich).

1.11 Definition. Ein Mass auf einer o-Algebra (Q,90) ist eine Funktion
w: M — [0, o0
mit folgenden Eigenschaften:

(1) Falls Ey, Es, - - - € 9 eine abzihlbare Kollektion messbarer Mengen, welche
paarweise disjunkt sind (also Ex N E; = ( falls k # j), so gilt

(2) u(@®) =0.

Die erste Eigenschaft nennt man o-Additivitét.

Eine o-Algebra mit einem Mass wird ein Massraum genannt.

Falls 4(2) = 1, dann spricht man alternativ auch von einem Wahrscheinlich-
keitsraum, die messbaren Mengen heiflen Ereignisse, und p wird Wahrschein-
lichkeit genannt.

1.12 Konvention. Zu den Daten (2,90), die weiter oben stillschweigend an-
genommen wurden, soll jetzt noch ein Mafl 4 kommen, so dass alles zusammen
ein Massraum wird.

Man erhélt wieder sofort einige einfache Eigenschaften:
1.13 Lemma. (1) A, B € M mit A C B impliziert u(A) < p(B).
(2) Falls Ay C Ay C -+ und alle A,, € M, so gilt

1( U Ap) = lim p(A,).

neN e
(8) Falls Ay D Ay D -+ und alle A, € M, und falls u(A;1) < 0o, so gilt

1( ﬂ Ap) = lim p(A,).

n—00
neN



Beweis. Sei Ay C Ay C ---. Definiere B, := A, \ 4,-1 (und B; := A4;).
Dann gilt B,, € M fiir alle n, und B, N B,, = 0 falls n # m, sowie schliesslich
A, =B1U--- B, und U,,cy An = U, cny Brn- Damit

p(An) =Y u(Bn); ([ An) = u(Bn)

k=1 neN k=1

wegen der o-Additivitdt des Mafles.
Die weiteren Aussagen sind Ubungsaufgabe. O

1.14 Beispiel. Sei 2 eine beliebige Menge, I = P(2) die Potenzmenge. Defi-
niere das Zdhlmaf auf 9t durch

n(E) = |E|.
Fixiere einen Punkt x € Q. Wir definieren das Punktmaf} d, durch

1, ze€eFk

%(E) = {O' x¢ E.

1.15 Bemerkung. Abgesehen von diesen “primitive” Beispielen (und Varian-
ten davon) erfordert es in der Regel sehr viel Arbeit, ein Maf zu konstruieren.
Wir wollen spéter eines auf R™ konstruieren, welches allen “Quadern” das of-
fensichtliche Maf} gibt. Dies wird uns eine Weile beschéftigen.

1.2 Mittelwerte von Funktionen: erste Vorbereitung

Wichtiges Ziel der Mafitheorie ist es, Funktionen zu integrieren. Dies wird nicht
fiir alle Funktionen moglich sein. Wir bendttigen die folgende Definition.

1.16 Definition. Sei Q2,9 eine o-Algebra und f: £ — R eine Abbildung.
f heiBt messbar, falls f~1(U) messbar ist fiir jede offene Teilmenge von R.
(Die gleiche Definition benutzt man, wenn man statt R einen beliebigen
topologischen Raum einsetzt).

Messbarkeit ist eine recht schwache Eigenschaft (die “meisten” Funktionen
sind messbar), welche unter sehr vielen Konstruktionen erhalten bleibt.

1.17 Bemerkung. Erinnerung an die Mengentheorie: Q C R ist abzdhlbar,
genauso Q" fiir jedes n.

1.18 Lemma. (1) Falls f: Q — R und f~1((a,0)) € M fiir jedes a € R, so
ist f messbar.

(2) Seien f,g: Q — R messbar, dann auch h: Q — R? mit h(z) = (f(z), g()).

(8) Sei f: Q — X messbar und ¢: X — Y stetig, so ist o f: Q@ —Y messbar
(hier sind X und Y topologische Réiume, z.B. R? oder R.)

(4) Sind f,g9: Q& — R messbar, so auch f+g, f-g,|f], 1/f (falls f(z) #0
fir alle x € Q)



Beweis. (1) Eine beliebige offene Teilmenge U von R ist abzdhlbare Vereini-
gung von halboffenen Intervallen I, = (an,b,] = (an, ) \ (b, 00) mit
rationalen Endpunkten a,,, b, (man wéhle fiir jeden Punkt € U ein sol-
ches halboffenes Interval I, mit x € I, C U, wegen der Abzihlbarkeit von
Q gibt es insgesamt hochstens abzihlbar viele solche Intervalle). Somit gilt
FU) = U F (I, Weiter gilt £~ (L) = F((an, 50)) \ f (b, 00))-
Da o-Algebra abgeschlossen unter Mengendifferenz und unter abzéahlbaren
Vereinigungen, folgt f~1(U) € M.

(2) Wir wenden einen #hnlichen Trick an: jede offene Teilmenge O in R? ist
abzihlbare Vereinigung von offenen Menge M,, = (a1,b1) X (ag,b2) (mit
ay,as,b1,by € Q), und h_l((al, bl) X (ag, bg)) = f_l(al, bl) N g_l(ag, bg),
ist also nach Voraussetzung messbar. Da h=1(0) = |, .y h 1(M,,) ist
auch h=1(0) messbar.

neN

(3) ¢ stetig heifit (per Definition), dass ¢~1(O) offen ist fiir jede offene Teil-
menge O C Y. Also ist (¢ o f)71O) = f~1(¢1(O)) messbar fiir jede
offene Menge O nach Definition der Messbarkeit.

(4) Da die Abbildungen R xR — R; (z,y) — z+y und (z,y) — xy, sowie R\
{0} - Rz — 1/x und R — R;z — |z stetig sind, folgt die Behauptung
aus den beiden vorhergehenden Behauptungen.

]

1.19 Definition. Fiir f: @ — R schreibt man oft {f > a} anstelle von
f~Y(a,00) (und entsprechend fiir andere Ungleichungen und Gleichungen). Dies
wird insbesodnere in der Wahrscheinlichkeitstheorie gerne benutzt.

1.20 Definition. Fiir eine Teilmenge F C 2 ist die charakteristische Funktion
1, zeFl

: 2 — R gegeben durch z)=1<"
XE — N geg Xe(z) 0; z¢E.
1.21 Lemma. Ist E C Q) messbar, so gilt \ - xg ist messbar fiir jedes A € R.
Falls A\ # 0, gilt auch die Umkehrung.

Beweis. Sei O C R offen. Es gilt (xz)~1(0) € {Q,0, E,Q\ E}, je nachdem, ob
0, A in O liegen oder nicht. Diese sind alle messbar. Falls A\ # 0, kommt das
Urbild F vor, also muss E messbar sein, falls Ay g messbar ist. O

Es ist bequem, Funktionen mit Werten in [—o0, 00| zu betrachten (der Wert
+0o kommt ja z.B. oft als Limes vor). Wir verallgemeinern

1.22 Definition. f: Q — [—00,+00] heifit messbar, falls f~1((a, o0]) messbar
ist fur jedes a € R.

1.23 Bemerkung. Mit einer geeigneten Topologie auf [—oco, +00] stimmt dies
mit der Definition fiir topologische Raume iiberein.

Die Eigenschaft, messbar zu sein, héngt natiirlich stark von der verwende-
ten o-Algebra und der verwendeten Topologie ab. In der Praxis sollen die o-
Algebren, die wir betrachten, moglichst viele Mengen enthalten, so dass moglichst
viele Funktionen messbar sind.



1.24 Definition. Ist f: R” — X messbar beziiglich der Borel o-Algebra O7,
so heisst f Borel-messbar.

1.25 Beispiel. Sei O die o-Algebra der Borelmengen auf R”. Sei f: R® — R
stetig. Dann ist f auch messbar fiir diese o-Algebra.

Beweis. Da f stetig, ist das Urbild jeder offenen Menge offen. Per Definition
enthilt O aber gerade alle offenen Mengen. O

Wir wollen zeigen, dass Messbarkeit wirklich eine “héaufig” vorkommende Fi-
genschaft ist, indem wir zeigen, dass sie unter vielen weiteren Prozessen erhalten
bleibt.

1.26 Proposition. Seien f,: Q — [—oo, +oo] messbar fiir n € N. Dann sind

auch
g = sup fn; h = limsup f,

neN n— oo

messbar, genauso fir inf und liminf.

Beweis.

g ((a,00]) = {& € Q| sup fu(z) = g(2) € (a,00]} = J £ ((a,00)).

neN neN

Da 90 unter abziihlbaren Vereinigungen abgeschlossen ist, gilt g=!((a, 00]) € M
fiir jedes a € R. Da inf f,, = —sup(—f,), folgt inf entsprechend.

Dann beachte, dass limsup,,_, ., fn = infpen{supy>,, fn}. Aus der Messbar-
keit von inf und sup folgt also die von limsup (und lim inf). O

1.27 Korollar. Seien f,: Q — [—o00, +00] messbar und punktweise konvergent.
Dann ist auch f :=lim,_ o f, messbar.

Beweis. Im Fall der Konvergenz gilt lim = limsup = lim inf. O

1.3 Positive Funktionen integrieren

Unser Ziel ist nun, Funktionen, die auf einem Massraum definiert sind, zu in-
tegrieren. Wir werden uns dabei zunéchst auf positive Funktionen beschrénken
(Vorteil: man kann zur Not den Wert 400 mit benutzen, ohne zu Widerspriichen
zu kommen).

Wichtiges Prinzip soll sein: Wenn man es erst einmal geschafft hat, einen
Massraum zu konstruieren (womit wir uns erst spéter detailliert beschiftigen
werden), dann ist das Integrieren automatisch, und hat eine Reihe sehr schéner
Eigenschaften.

Wie iiblich, wollen wir mit elementaren Funktionen anfangen, deren Integral
klar ist, und daraus durch Approximationsschritte fiir moglichst viele Funktio-
nen ein Integral definieren.

1.28 Definition. Eine Funktion f: 2 — R, welche nur endlich viele verschie-
dene Werte (a1, ..., a,) annimmt, wird Treppenfunktion genannt.

Fiir eine solche gilt: ist 4; = f~!(a;), so ist Q die disjunkte Vereinigung
U?zl Ajund f = Z?Zl ajxa;-

Die Treppenfunktion ist genau dann messbar, wenn A; messbar fir j =
1,...,n. In diesem Fall setzen wir:



Lf:Afw:iﬁwMﬂ

Wir benutzen dabei die Konvention 0 - 0o = 0, wenn a; = 0 und p(A4;) = +oo.

1.29 Definition. Sei f:  — [0, co] messbar. Definiere
/ fdu:= sup{/ t dy | t Treppenfunktion mit 0 <t < f} € [0, o0].
Q Q

Fiir E C Q messbar definiere

wa:lgpfw

1.30 Lemma. Fiir messbare Mengen und Funktionen gilt
(1) 0 < f <g impliziert 0 < [, f < [ 9.
(2) ECF und f >0 impliziert 0 < [, f < [ f.

(8) [pef =c [y [ fir jedes c € R.
(4) Ist p(E) =0, so gilt [, f =0, sogar wenn f = oo auf ganz E.

Beuweis. Teilweise Ubungsaufgabe.
Falls u(E) = 0, so gilt fiir jede Treppenfunktion ¢ mit 0 < ¢ < f, dass
Jt = 0. Dann auch (per Definition) [, f = 0. O

Wenn man erst einmal einen Mafiraum hat, kann man mit Hilfe von Dich-
tefunktionen viele weitere Mafle (auf derselben o-Algebra) gewinnen:

1.31 Proposition. Seit: Q — [0, 00] messbare Treppenfunktion. Definiere

wue(E) = / tdu VE € M.
E

Dann ist py ein Mass auf (€, 901)

Beweis. Seien (E;);en disjunkte messbare Mengen mit Vereinigung E und t =
Z;-lzl a;xa; eine messbare Treppenfunktion mit paarweise verschiedenen Wer-
ten ay,...,a, € [0,00).

Dann gilt [, t =>"_ aju(A; N E;), und somit

t= Qj (Aj n El) = a; (Aj n E) = t,
S (S S|

j=1 E

da A; N E die disjunkte Vereinigung der A; N E;.
Somit ist s (E) = >, pe(Es), wie zu zeigen war. O

1.32 Bemerkung. Wir werden spéter sehen, dass sich Proposition [.31 auf
beliebige integrierbare Funktionen ausdehnt. Es ist eine interessante Frage, in-
wiefern auch die Umkehrung gilt: wann kann man ein zweites Maf} auf derselben
o-Algebra durch eine Dichtefunktion beschreiben. Dies wird im Satz von Radon-
Nykodin beantwortet, den wir allerdings in dieser Vorlesung (aus Zeitgriinden)
nicht behandeln werden. Die Antwort: immer, wenn man es erwarten kann.



10

Unser Ziel ist nun, das Integral, welches sich automatisch ergibt, sobald
man einen Massraum gegeben hat, genauer zu untersuchen, und zu zeigen, dass
es viele gute Eigenschaften hat. Dazu brauchen wir zunéichst noch ein paar
vorbereitende Lemmas.

1.33 Satz. Sei f: Q — [0, 00] messbar. Dann gibt es eine Folge t, von messba-
ren Treppenfunktionen auf 2, so dass

(1) 0<t <ty <--
(2) limy, o0 tn(x) = f(2) fiir alle z € Q.

Beweis. Der Trick besteht darin, den Zielraum (also [0, oo]) feiner und feiner zu
unterteilen, und die Treppenfunktionen mit Hilfe der Urbildmengen zu konstru-
ieren:

01 _
Eni:=f 1([2—n’2_n))a E,:=f 1[77“700]
Ei-1
ty ::Z om XE,; + "XE, -
i=1

Alle t,, sind messbare Treppenfunktionen, und Bilder zeigen, dass 0 < t,, <
tn+1 S f

Ausserdem gilt fiir f(z) < oo, dass 0 < f(z) —t,(x) < 27" =5 0, und fiir
f(z) = oo, dass t,,(z) = n 2> +o0. O

1.34 Lemma. Seien t,s: Q — [0,00) Treppenfunktionen. Dann gilt

/(t+s)d,u:/tdu+/sdu.
Q Q B

Beweis. Seien s = Y a;xp, und t = Y bjxr, die iiblichen Zerlegungen. Setze
E;j = E; N F;. Dann gilt s +t = Y (a; + bj)xE,;, also

/S +t= Z(ai +bj)u(Esj) = Z a; Z w(Eij) + Z b; Z W(Eij).
i,J i J J i

Da u(E;) = >, p(Eij) wegen E; = |JE; N F; (disjunkte Vereinigung), und

entsprechend fiir p(F;), folgt [s+t= [s+ [t. O

Die wichtigsten Eigenschaften des definierten Integrals betreffen Konvergenz-
Aussagen. Wir fangen mit dem Satz {iber monotone Konvergenz an.

1.35 Satz. Seien f,: Q — [0,00] messbar mit 0 < f1 < fa,.... Setze f =
limy, o fn. Dann gilt:
f ist messbar und

lim fndp = / f du.
Q

n—oo 0

Beweis. Wir wissen schon, dass der Limes messbar ist, ausserdem 0 < f f1 <
J fo <--- < [ f. Insbesondere a :=lim,, .o [ frn < [ f.
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Um die Umgekehrte Ungleichung zu zeigen, sei ¢ messbare Treppenfunktion
mit ¢ < f. Fixiere 0 < ¢ < 1, und betrachte

E,:={z e Q] ct(x) < fulx)}.
Dann gﬂt FEiCEy,CEs---, und Q = UneN

a>/gf">/Enf">/En0t:c/Ent:c“t(E”)mc’“(m:/nt'

Hier benutzen wir, dass p; ein Mass ist, und die Monotonie-Eigenschaft von
Massen. Da 0 < ¢ < 1 beliebig war, folgt

aZ/t,
Q

Dies gilt fiir jede Treppenfunktion 0 < ¢ < f, also auch fiir das Supremum,
dh.a> [, f. O

FE,,. Somit gilt fiir jedes n

1.36 Korollar. Seien f,: Q — [0,00] messbar, f => ", fn (Konvergenz gilt
fiir jeden Punkt, eventuell mit Wert +00).
Dann ist f: Q — [0, 00] messbar und

/Qfdu=g/ﬂfidu~

Beweis. Wir beweisen zunéchst, dass [,(f1 + f2) = [, f1 + [, fo- Seien dazu
0<s1<s3<---und 0 <t; <ty <--- Folgen von Treppenfunktionen mit
Limes fi; bzw. fo. Dann ist 0 < s7 +t; < s9 + t2 < -+ monoton wachsende
Folge von Treppenfunktionen mit Limes f; + fo. Nach Satz [(35 und Lemma

34 gilt also
/fl—l—fg:lim sn—i-tn:lim(/sn—i—/tn)
Q n—oo n—oo

lim Sp + lim tn:/f1+/f2.
n—oo n—oo
Mit Induktion erhélt man so die Additivitdt des Integrals fiir beliebige endliche
Summen positiver Funktionen.

Als néchstes setze F,, := f1 + -+ + fn. Dann gilt F} < Fy < .- alle
Funktionen Fj, sind messbar, und lim,, .., F,, = Zzozl fn = f. Also, wieder mit

Satz 333G
[ = Jim, anlgngo/<f1+~~+fn>nl;n;@}é/fkg/fk.

O

1.4 Beliebige Funktionen integrieren

So wichtig und schén positive Funktionen (wir haben ja sogar den Wert +oo
zugelassen) sind, kommen “in der Natur” natiirlich auch oft Funktionen vor,
die auch negative (oder gar komplexe) Werte haben, und auch hier wird man
einen Mittelwert bilden wollen. Dies wird durch ,,Zerlegen* der zu integrierenden
Funktion auf das Problem der Integration positiver Funktionen zuriickgespielt.
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1.37 Definition. Eine Funktion f: 2 — C heifit messbar, wenn sowohl ihr
Realteil als auch ihr Imaginérteil messbar sind.

Beachte: fiir ein solches messbares f ist auch | f| = ‘?)‘E(f)2 + %(f)ﬂ messbar,
da durch stetige Operationen aus R(f) und S(f) entstanden, messbar (Details:
Ubungsaufgabe).

LY, 1) == {f: Q— C| f messbar und / |f] dp < oo}
Q

Sei f: Q2 — R, fe LY. fT :=max{f,0}, f~ := —min{0,u}. Definiere fiir

eine messbare Menge F
[ raw=[ -] 1
E E E

Dies macht Sinn, denn per Definition sind f* nichtnegative und messbare Funk-
tionen, ausserdem 0 < f* < |f|, so dass [ fP™ < [|f] < .

(Wenn wir dies nicht héitten, wiirden die Differenzen keinen Sinn machen:
hier sind unendliche Werte definitiv nicht erlaubt.)

Falls f € £1(Q), definiere [ f := [ R(f)+i [ S(f). Beachte, dass |R(f)| < |f]
und |S(f)| < |f|, daher sind auch R(f), 3(f) € L .

1.38 Satz. Seien f,g € L}()), a € C. Dann gilt: af + g € L*(Q) und

Lw¢+m=a4f+ég

Beweis. Linearkombinationen messbarer Mengen sind messbar, also auch a.f+g,
auBerdem gilt |af + g| < |a||f|+ |g|, und somit nach Lemma [-30 und Korollar

=3
[laz g < [lalifi+ 1ol =lal [171+ [19] <.

Somit af + g € L£1(Q). Wegen der Definition des Integrals, und indem man
mehrere Schritte nacheinander ausfiihrt, geniigt es, nun Real- und Imaginérteil
getrennt zu betrachten und zu zeigen:

/f+g:/f+/g,

Jor=afs
fiir beliebige o und f.

Fiir die erste Frage, beachte nun f +g=(f+¢)" = (f+g9)" =f" —f +
g —g . Also (f+9)"f~+g~ =(f+9g)” +fT+g", wobei nun alle Summanden
positiv und messbar sind. Hierfiir wissen wir bereits mit Korollar [L36

Joror+ [+ [o = [¢rar+ [10+ [ o

Nochmals umstellen liefert anhand der Definition

/f+g=/f+/g

falls f, g reellwertig, sowie
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Beachte: der Trick war hier: durch geeignetes ,auf die richtige Seite bringen“
hat man es nur mit Summen (keine Differenzen) positive Funktionen zu tun.

Fiir die zweite Aufgabe beachte zunéchst, dass wir die Formel bereits kennen,
wenn « > 0 (wegen Lemma [[130). Wir betrachten nur noch den Fall o = —1
und a = i. Im ersten Fall wird nur die Rolle von R(f)" und R(f)~ vertauscht,
und die Gleichung folgt, im zweiten Fall (unter verwendung des ersten) die Rolle
von R(f) und (f).

Fiir eine beliebige komplexe Zahl «, muss man die jetzt schon bewiesen
Regeln nur noch zusammensetzen, um zu erhalten, dass [(af) =a [ f. O

1.39 Satz. Sei f € L} (Q, ). Dann gilt

‘/ﬂf‘s/ﬂﬂ.

Beweis. Setze c:= [ f € C. Falls ¢ = 0: fertig. Sonst A := |c| /¢, also [A| = 1.
Setze u := R(Af). Damit gilt

i - fo
:/m(xf)ﬂ/s(xf)re:e“/g}wf):/u:/w—/mg/u++/u
~ [t = [

da [u] < [Af]=|f]. O

Im Gegensatz zum vorhergehenden Kapitel kénnen wir leider nicht jeder
messbaren Funktion ein Integral zuordnen (dort ging es nur mit dem Hilfsmittel,
auch den Wert unendlich zuzulassen). Dies verbessert sich allerdings, wenn man
nur beschrinkte Funktionen iiber Mengen von endlichem Mafl integrieren will:

1.40 Lemma. Sei f: Q — C messbar und E € M mit u(E) < oco. Sei die
Einschrinkung von f auf E beschrinkt (d.h. es gibt ¢ > 0, so dass |f(z)| < ¢
fiir alle x € E. Dann ist fxp € L(), insbesondere ist

/ f = /fXE eC
E
Beweis. Es gilt |fxg| < exg nach Voraussetzung, somit

/\fXEI S/CXE=cu(E) < 00

Das niichste Resultat ist ein Hilfsatz, der zum Beweis des dann folgenden
Konvergenzsatzes von Lebesgue gebraucht wird.

1.41 Satz. (Lemma von Fatou)
Seien fn: Q — [0,00] messbar. Dann gilt

definiert.

O

/(hmlnf fn)dp < hmmf/fn du.

n—oo
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Beweis. Wir benutzten wieder einmal, dass liminf, .. a, = sup,cy{infa |
k>n}.

Fir ¢ € Q definiere g,(z) := inf{fi(x) | & > n}. Somit sup, cygn(z) =
liminf, s fn(x). Nun gilt g,(x) < fr(z) fir alle k > n (nach Definition), also
[ gn < [ fi fiir alle k > n.

Insbesondere
/gn < likminf/fk Vn € N.

Da g1 < g2 < g3 <---,und lim, .o g, = liminfy_. fr, gilt mit Satz [.33

/likminf fio=lim [ g, < /likminf fr-
O

Den folgenden Beweis haben wir fast identisch schon am Ende von Diff 2
gesehen. Die Aussage ist von fundamentaler Bedeutung: es handelt sich um eine
duflert allgemeines Prinzip zur Vertauschung von Integration und Grenzwert. Da
in der Analysis standig mit Grenzwerten gearbeitet wird, ist dies auBerordentlich
niitzlich.

1.42 Satz. (Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz)
Seien fn: Q — C messbare Funktionen, welche punktweise gegen die Funktion
f:Q — C konvergieren

Es existiere g: Q — [0, 00] mit [, 9 < oo so dass

|fo(z)| < g(x) VneNzeQ
Dann gilt: f, f, € LY(Q) und

ti [\ Sl du=0. i [ fudue [ Fd
be

Beweis. f ist messbar als Grenzwert messbarer Funktionen, damit ist auch |f|
messbar. Ausserdem gilt |f,| < g, |f| < g, somit [, |fn| < [o9 < oo, und

fos £ € LY, p).
Es gilt |f — fn| < 2g, und 29 — |f — fn| == 2¢. Damit

Fatou
[timint2g 17 = 7)) "< tmint [ 2917 - 1]
:/2g—limsup/|f—fn|.
n—oo
>0

Die Ungleichung kann nur erfiillt sein, wenn limsup,,_,. [ |f — f»| = 0. Da alle
Terme > 0, haben wir sogar echte Konvergenz:

lim |f — fn| du=0.

Die zweite Aussage folgt schnell aus der ersten:

‘/fn—/f‘=‘/(fn—f) S

somit lim, .o [ fr = [ f. O
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1.5 [P-Funktionen und einige Ungleichungen
Wofiir steht die 1 in £1.

1.43 Definition. Fiir 1 < p < oo setze
LP(Q,p) :=={f: Q — C| f messbar und /|f|p < 00}.
Fiir f € LP(, ) definiere die LP-Halbnorm

51, 5= ([ 11777 € 0.50)

(dies ist nur eine Halbnorm, da |f] » = 0 nicht impliziert, dass f = 0).

Diese Rdume spielen in der Theorie der Differentialgleichung eine wichtige
Rolle, auch in der Funktionalanalysis.

Der Fall p = 2 ist von besonderer Bedeutung. Insbesondere in der Quan-
tenphysik werden die méglichen Zusténde eines Systems (Atom etc.) durch Ele-
mente in £%(R™) beschrieben.

Den Fall p = co kann man auch betrachten:

1.44 Definition. Sei f: Q — C messbar. Wir definieren: f € £°(2, 1) genau
dann wenn es eine messbare Menge N C 2 und ein k € R gibt, so dass | f(z)| < k
fir alle z € Q\ N.

Definiere |f|, :=inf{k € R | k Schranke wie oben}.

|f],, heiit das wesentliche Supremum von f: vom Gesichtspunkt der Maf-
und Integrationstheorie spielen Mengen N mit p(N) = 0 keine Rolle.

1.45 Lemma. Sei 1 <p < o0.

(1) LP(Q, p) ist ein C-Vektorraum.

(2) lafl, = la|-|f], fir alle f € LP(?) und alle o € C.
Beweis. Sei p < co. Fiir a,b € C ist

la+ 61" < (la] + [b])” < (2max{]al, [b]})" = 2° (max{[a|”, [b]") < 2°(|a]” + [b").

(1.46)
Falls f,g € LP(Q), a € C, so gilt zundchst af + g messbar, und weiter indem
man Ungleichung ([.4G) punktweise ausnutzt

/ o + gl < / 2 (jaf” | £ + lgI") = 27 |a” / 7+ 27 / 9l < co.
Der Fall p = oo wird spéter behandelt. O

1.47 Beispiel. Sei nun speziell 2 = Z, 9t die Potenzmenge von Z und p das
ZahlmaB. In diesem Fall schreiben wir

1P = LP(Z).

Diese Konstruktion ist sogar interessant, wenn Z durch eine endliche Menge E
(auch hier mit ZdhlmaB) ersetzt wird. Der zugehorige LP(E) ist dann isomorph
zum endlich dimensionalen Vektorraum C!Z!, mit verschiedenen, uns teilweise
schon bekannten Normen.
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Wir haben also jetzt einen Vektorraum konstruiert, auf dem so etwas dhn-
liches wie eine Norm definiert werden kann. Im folgenden wollen wir fiir diese
Norm die Dreiecksungleichung und einige weitere Ungleichungen beweisen. Diese
sind auch schon fiir [? und LP(FE) fiir endliche Mengen E von groflem Interesse.

1.48 Lemma. Fira,b>0und0<t <1 gilt
a'b' =t <ta+ (1 —t)b.

Beweis. Diese harmlose Ungleichung zwischen reellen Zahlen (aber mit weitrei-
chenden Konsequenzen) wird mit einem Trick bewiesen.
Betrachte die Funktion f(x) :=1—t+tx — 2! (z > 0). Dann gilt

<0 O<z<l
fllx)y=t—tz" P =t(1 -2 H{=0; z=1
>0; z>1

Die Ungleichungen gelten, da 0 <t < 1.
f ist also monoton fallend fiir 0 < z < 1, hat sein (globales) Minimum an
x = 1, und ist streng monoton wachsend fiir x > 1. Insbesondere gilt fiir jedes
x>0
fley>f(1)=1—-t+t—1=0.
Fiir a,b > 0 setze x := a/b. Dann gilt also

at

0<f(3)=1—t+15 — 3
somit (nach multiplikation mit b > 0)
0<(1—t)b+ta—ad "
Falls a = 0 oder b = 0, ist die Aussage klar. O

1.49 Satz. (Holder-Ungleichung)
Seien 1 < p < o0, 1< ¢q < 0o mit % +% = 1. (Dann heiffen p und q duale
Exponenten ).

Insbesondere: wenn p =1, dann ¢ = oo und wenn p = 2 dann q = 2.

Seien f € LP(Q), g € LI(Q). Dann gilt

foe () Ifal <IfI,ldl,-

Beweis. Sei 1 < p < oo (dann auch 1 < ¢ < 00) und |f|, >0, |g], > 0.
Fixiere x € © und setze t := 1/p, a := \f(x)|p/|f\£, b:= |g(z)|p/|g|§. Dann
gilt wegen Lemma [[L43

Also, indem man integriert

[1fgl dp L[ dp 1 [1gl" du 1
fl,lgl, — v IfI} a gl p

Also [|fgl du <|fl, lgl, < oo
Die Fille [f|, = 0 oder |g|, = 0 oder p € {1,00} wird spiter behandelt. [

+o=1

1
q
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1.50 Bemerkung. Die £P-Riume sind insbesondere wichtig, wenn Funktionen
multipliziert werden sollen. Grund dafiir ist gerade die Holder-Ungleichung.

1.51 Satz. (Minkowski-Ungleichung)
Sei 1 <p<oo, f,g € LP(Q,u). Dann gilt

\f 49l < [fl, + 19l -

Beweis. p=1: |f +gl, = [If +t| du < [[f|+1g] du=1|fl; +1gl;-

Sei 1 < p < oo. Wihle ¢ mit 1/p 4+ 1/¢ = 1. Dann gilt p + ¢ = pq, also
p=@{p-1g

Somit (|f +g[" )7 =|f+gP € £}, und |f +g|" " € L9

Die Minkowski-Ungleichung impliziert, dass |f||f +g/” ", |g||f +g[""" €
£! und

I glh = |1f +gl-1f + g7 < |71 17+ 9P|+ [lgl - 17+ gl

-1 -1
<Ufly |17 + 61”7+ laly |17 +91”7

1/q
Beachte nun, dass ‘|f +g|p71‘ = (f |f +g|(p71)q) =1f +9|§/q~ Falls |f + g, #
q

0, dividiere durch |f + g|g/ 7. Dann erhélt man

1f+ g2 = |f +gl, < Ifl, + gl

Falls |f + g|p = 0, ist die Ungleichung sowieso korrekt.
Der Fall p = co wird spéter behandelt. O

Wir werden spiiter sehen, wie man aus LP einen normierten Vektorraum
macht, und zeigen, dass dieser sogar immer vollstandig ist.

1.6 Konstruktion von Maflen im allgemeinen

Die bisherigen Anstrengungen zeigen, dass man, sobald man einen Mafiraum
(2,9, 1) hat, vollig automatisch eine befriedigende Integrationstheorie erhiilt.

Unser Fernziel ist, einen solchen Mafiraum zu konstruieren, bei dem 2 = R"
und M O O, d.h. mindestens jede offene Menge soll messbar sein. In diesem
Fall sind auch alle stetigen Funktionen messbar, also nahe daran, integrierbar
zu sein, vergleiche z.B. Lemma [L40.

Zunéchst wollen wir eine allgemeine ,,Maschine®“ bauen, die aus einer kleine-
ren Anzahl von Zutaten einen Mafiraum konstruiert. Dies ist nahezu die einzige
Moglichkeit, wie in der Praxis Mafiriume entstehen, und sie wird dann auch auf
den R™ angewendet werden.

Zunéchst definieren wir, was wir an ,, Zutaten“ benutzen wollen:

1.52 Definition. Eine (mafitheoretische) Algebra ist eine Menge 2 zusammen
mit einer Kollektion von Teilmengen R, so dass

(1) VeR

(2) R ist abgeschlossen unter endlichen Vereinigungen
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(3) Falls A € R, dann auch 2\ A € R.

Der Unterschied zu einer o-Algebra besteht also darin, dass wir uns nur um
endliche, nicht aber um abz&hlbare Vereinigungen kiimmern miissen. Insbeson-
dere folgt wie vorher:

1.53 Lemma. FEine Algebra R ist abgeschlossen und endlichen Durchschnitten.

1.54 Definition. Ein Prdmaf§ auf einer mafitheoretischen Algebra (€2, R) ist ei-
ne Funktion p: R — [0, oo, so dass gilt u() = 0 und fiir endlich viele paarweise
disjunkte Mengen Ay,..., A, € R gilt

pALU Ay U UA,) = pu(A).

v heiflt o-additives Prdamafs, wenn fiir jede abz#éhlbare disjunkte Familie
A1, Ay, -+ € R, fir die auflerdem (ausnahmsweise) gilt, dass A := |JA4,, € R,
erfiillt ist, dass

n(A) = 37 u(A,).

Der Unterschied zwischen Pramafl und Mafl liegt hier wieder darin, dass
man nur endliche, und nicht beliebige Vereinigungen kontrollieren muss. Beim
o-additiven Prdmafl muss man sich nur um die abzihlbaren disjunkten Verei-
nigungen kiimmern, deren Vereinigung auch wirklich zu R gehort. Dies ist ja
nicht zwingend vorgeschrieben (wenn es keine einzige solche disjunkte abzihl-
bare Zerlegung in R gibt, ist ein Primaf} automatisch o-additiv).

Es ist im allgemeinen immer noch schwierig genug, eine Algebra mit einem
Pramaf zu konstruieren. Dazu wird man versuchen, eine Algebra zu konstruie-
ren, deren Elemente aus “einfachen” Bausteinen zusammengesetzt sind, fiir die
man ein Maf3 definieren kann. Auch dies kann man axiomatisieren, wir werden
dies nicht tun, sondern am Beispiel des R™ sehen, wie man (in manchen Fillen)
vorgehen kann.

Bisher gingen wir bei unseren “Zutaten” so vor, die Bedingungen an einen
Mafraum abzuschwiichen, indem weniger Mengen messbar sein mussten (nicht
jede abzéhlbare Vereinigung von Mengen aus R liegt in R).

Im Kontrast dazu kann man auch die Zerlegungs-Gleichung abschwichen,
dafiir aber alle Teilmengen zulassen:

1.55 Definition. Sei  eine Menge. Eine Funktion fi: P(Q) — [0,00] heifit
dusseres Maf}, wenn sie folgende Eigenschaften hat:

(1) a(0) = 0.
(2) Falls A C B, so gilt i(A) < f(B).

(3) Fiir abzéhlbar viele Mengen A, As, -+ C Q gilt

Al An) <) alAn).

neN neN
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1.56 Satz. Sei (2, R, u) ein Pramaffiraum. Dann definiert

(o)
i(E) :=inf{> p(A;) | A1, Ag,--- € Rund E C | ] A;}

i=1 ieN
ein duferes Maf$ auf Q, mit i(A) < u(A) fir alle A € R.
Beweis. Fir A € R ist pu(A) eine der Zahlen, deren Infimum genommen werden
muss, also fi(A) < u(A). Insbesondere gilt (@) = u(P) = 0. Ist A C B, so ist
fi(A) < fi(B), da jede Uberdeckung von B auch eine von A ist, und so die Menge
der Werte, deren Infimum fi(A) ergibt, groBer (oder gleich) der entsprechenden
Menge fiir fi(B) ist.

Es bleibt die Ungleichung in der Definition des dufleren Mafes. Seien also

Ay, Ay, C Q. Selen F; ; € R, so das A; C UjeN Fi ;. Somit A := J;cn Ai C
U, jen Fij- Per Definition gilt somit

AA) <Y p(Fig) =D w(Fy).
t,J€EN i€EN jeN

Bilden wir nun das Infimum iiber alle moglichen solchen Familien (F;;), so
ergeben sich auf der rechten Seite gerade die fi(A4;), somit

i(A) <> A(A).

=1

1.57 Definition. Sei Q, i eine Menge mit einem dufleren Maf. Setze
My ={ACQ|a(S)=a(SNA)+a(SN(Q\A) VS cCQ}

1.58 Satz. Sei i ein duferes Maf auf Q. Dann ist (Q,9M;) zusammen mit der
FEinschrinkung von fi auf M; ein Mafiraum.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass 9; eine o-Algebra ist.

Falls A € M, dann wegen der Symmetrie der Definition auch Q \ A.

Falls A, B € M; (wir betrachten zuerst endliche Vereinigungen). Sei S C Q
beliebig.

Wir benutzen folgende Schreibweise und Fakten:

e Fir X C Qist X°=0Q\ X.
e Esgilt (XUY)=X°nYe.
e Esgilt (XUY)NZ=(XN2) U NZ)=(XN2Z)Uu(X°NYN2Z)
e Esgilt (X UXaU---)*=X{NnX5N---.
Nun gilt (die Eigenschaften des dufleren Mafles ausnutzend)

(S) AUB)NS)+ a((AUB)NS) =((AUB)NS)+ p(A°NB°NS)

<A
<(ANS)+ (AN BNS)+a(A°NBNS)=ia(ANS) + x(A°NS)
(

—~
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Seien nun A, As,--- € M abzdhlbar viele Menge. Wir miissen zeigen, dass
ihre Vereinigung A auch in 9 liegt.
Sei dazu wieder S C € beliebig. Dann gilt

a(S) <a(SNA) +a(SNA)=p(SNA)+a(SNATNASN---).

Wir zerlegen jetzt wieder S N A disjunkt:

[e%s} 1—1
SNA=(SNA)USNANAU(SNAsNASNAS)U- - = | J(SNAin[) A5).
i=1 j=1

Dasselbe geht natiirlich auch, wenn man statt A die Menge B, = A;U---U A,
betrachtet. Dann, indem man induktiv die Rechnung von oben anwendet:

B(S) =a(SNAIN---NA)) +a(SNASN---NAS _ NA)+a(SNATN---NAS_ s NA_1)+

n 1—1

=ii(S N B;) Z (SnA;n (1) A
i=1 j=1
n 1—1

A(S N AS) + Z (SnA;n () A9
=1 Jj=1

Dies gilt fiir alle n, also auch fiir den Limes (3", ).
Somit

A(S) <p(S N A%) + (SN A)

[e’s} 1—1
A(S N A°) + Z (SNA;N ()49 < uS)
i=1 j=1

Es folgt, dass M eine o-Algebra ist. Wir miissen noch zeigen, dass i hier o-
additiv ist. Sei dazu A,, € M eine abzdhlbare Kollektion paarweise disjunkter
Mengen, und wieder B, = Ay U---UA,.

Wir zeigen zunichst die endliche Additivitat: Mit S = A; U Ay erhélt man
aus der Definition von 9

H(AL U As) = (A1 1 (Ay U Ag)) + u(AS 1 (A1 U Ag)) = p(Ay) + a(As).

Induktiv ergibt sich endliche Additivitit.
Wegen Monotonie gilt p(A) > u(B,) = Y i, u(A;). Die Ungleichung gilt
also auch fiir den Limes (n — 00), somit

> Zu(Ai) > p(A),

wobei wir nochmal die Eigenschaften des dufleren Mafles benutzen. O

1.59 Satz. Sei (Q, R, ) ein o-additiver Pramafraum. Dann besitzt i eine Fort-
setzung zu einem Mafsraum (2, M, i), d.h. R C My und filg = p

Falls Q) die disjunkte Vereinigung von abzéhlbar vielen messbaren Mengen
mit endlichem Maf ist (d.h. Q ist o-endlich), dann ist diese Fortsetzung ein-
deutig. Damit ist gemeint, dass, falls N o-Algebra mit R C N C My und ist y’
ein Maf auf N mit p//|gr = p, dann gilt ' = ji|n.
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Beweis. Nach Satz [.5 ist ja tatséchlich (2,9, i) ein Maraum. Wir miissen
noch zeigen, dass R% C M, und dass fiir A € R gilt

damit wir wirklich eine Fortsetzung des gegebenen Mafles erhalten.

Da R die kleinste o-Algebra ist, die R enthélt, miissen wir fiir die erste
Behauptung nur zeigen, dass B C M. Sei also A € R. Wegen der Definition
von i wihle T C Q und abzihlbar viele B; € R so dass T C |JB;. Da p ein
Pramaf ist, gilt u(B;) = pu(B; N A) + p(B; N A°). Somit

Z w(B;) = Z p(B; N A) + p(B; N A°).

Wir bilden nun das Infimum iiber alle solchen Familien von Mengen B;. Nach
Definition ergibt die linke Seite (T, die rechte Seite ist zumindest > (T N
A) + ji(T N A°) (wir betrachten Uberdeckungen von T'N A der vorgeschriebenen
Art, aber moglicherweise nicht alle, die wir fiir das Infimum betrachten miissen).
Also

A(T) = J(T' 0 A) + J(T 0 A9) = ji(T),

wobei die zweite Ungleichung gilt, da wir nach Satz [(5§ bereits wissen, dass i
ein dufleres Maf ist. Da T beliebig war, gilt A € 9.

Wir wissen bereits dass i(4) < w(A) fir A € R. Wéhle eine beliebige
abzdhlbare Kollektion B; € R mit A C B;. Definiere C,, := B, NB{N---NBS_;.
Dann gilt immer noch ;- C,, = Jo— | B,, (wir machen die Mengen disjunkt).
Da R eine mafitheoretische Algebra ist, gilt A N C, € R. Weiter, wegen o-
Additivitdt von g und Monotonie

p(A) = u(AUCy) <> u(Bi).
i=1 i=1

Da die Uberdeckung B; beliebig war, gilt die Ungleichung auch fiir das Infimum,
also
n(A4) < i(A),

wie noch zu zeigen war.

Es bleibt noch die Eindeutigkeitsaussage zu zeigen.
Sei A € NV, so dass B € R existiert mit A C B und pu(B) < co. Seien A; € R
mit A C J,.n Ai- Dann gilt

WA <D (A) =D p(Ai).

€N i€N

i€EN

Nach Definition des #uferen Masses (Ubergang zum Infimum auf der rechten
Seite)
W (A) < i(A).
Genauso gilt ¢/ (B\ A) < i(B\ A). Wegen der Additivitit ist nun aber (und da
BeR)
W (B)+p (B\ A) = u(B) = juB) + i(B \ A).
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Wir wissen bereits, dass jeder Summand links nicht groer als der entsprechende
Summand rechts ist. Es folgt p/(B) = i(B).

Fiir beliebiges B € N benutzen wir nun, dass Q o-endich ist, also Q =
Ui2, S mit S; € R paarweise disjunkt und 4(S;) < co. Dann gilt

W (B) = Zu’(B nSi) = ZQ(B NSi) = ju(B).

2 Lebesgue-Mafl auf R”

Jetzt haben wir alle Mittel bereit, das schon in Diff 2 benutzte Lebesgue-Integral
fiir Funktionen auf R™ zu konstruieren.

Nach dem, was wir bisher erarbeitet haben, miissen wir dazu nur eine ge-
eignete mafitheoretische Algebra auf R™ definieren, zusammen mit einem o-
additiven Pramaf, und erhalten dann automatisch ein Mafl und den zugehorigen
Integralbegriff.

Wir wollen sicherstellen, dass unser erzeugter Mafiraum alle offenen Mengen
enthilt, um (im wesentlichen alle) stetigen Funktionen integrieren zu kénnen.
Natiirlich muss das Mafl mit dem “gewohnten” Mafl auf elementaren Mengen,
wie Intervallen, Rechtecken und deren hoher-dimensionalen Analoga, iiberein-
stimmen.

Wir beginnen mit ein paar ganz simplen Algebren:

2.1 Definition. Eine Teilmenge A C R™ gehort zur dyadische Algebra D,
genau dann, wenn sie endliche Vereinigung von Mengen der Form

ki ki+1, ko ko+1 km km+1
)% | )% x|

on’ on on’ on on’ on
oder ihrer Komplemente ist.
Beachte, dass es iiberhaupt nur endlich viele solcher Mengen gibt. Es handelt
sich hier also sogar um eine o-Algebra.
Wir definieren ein Maf} auf D,,, indem wir fiir jeden elementaren Wiirfel das

Ep o= );  —n2" <k; <n2"-1

.....

von solchen die entsprechende Summe, und einem Komplement (notwendiger-
weise unbeschrinkt) das Mafl +o0.

2.2 Lemma. D,, C D,41, und das in Definition B1 konstruierte Maf§ von
D, 41 schrinkt sich auf dasjenige von D, ein.

Beweis. Jeder elementare Wiirfel E™ in D,, ist disjunkte Vereinigung von ge-

nau 2™ elementaren Wiirfeln E7* ... E%in D,y (diese erhilt man durch
halbieren aller Seiten aus dem elementaren Wiirfel in D,,).

Insbesondere p(E™) = 27" = 2ma—m(ntl) — >t (BT + A EY.

O

2.3 Definition. Setze Do := |, cn
ist wohldefiniert wegen Lemma B2

D,,, mit Ma8} ¢4 wie in Definition P.1] —dies

Ehe wir zeigen, dass p ein g-additives Pramaf} auf D, ist, miissen wir noch
ein paar elementare Eigenschaften von Pramaflen herleiten:
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2.4 Lemma. Sei (R, ) ein Pramaffiraum. Dann gilt
(1) Falls A,B € R mit AC B, so u(A) < u(B).
(2) n(AU B) < u(A) + pu(B).
(3) Sind A; € R paarweise disjunkt, A € R mit | J;cy As C A, so gilt

Beweis. Ubungsaufgabe O

2.5 Lemma. (R™, D, u) ist ein o-additiver Primafraum.

Beweis. ) € D. Seien Ay, Ay € D,. Dann gibt es ein n, so dass Ay, A3 € D,,.
Da D,, eine o-Algebra, aslo Ay U Ay € D,, C Do und R"\ Ay € D,, C D

Da p|p, ein Maf ist, folgt auf die gleiche Weise, dass p auf Do, endlich-
additiv ist, also ein Praméf definiert. Es macht etwas mehr Miihe, zu zeigen, dass
dieses Pramaf} o-additiv ist. Sei also dazu A € D, Vereinigung von abzéhlbar
vielen paarweise disjunkten Menge A; € A.

Dann gibt es ein n,n; € N so dass A € D,, und A; € D,,,. Wihle n; > n
(geht, da Dy, C Dgy1). Sei zunéchst pu(A) < co. A ist dann Vereiningung von
endlich vielen vielen elementaren Wiirfeln EJ" € D,,. Betrachte fiir einen solchen
Wiirfel B; := A; N EY. Dann ist E7 die disjunkte Vereinigung der B;, und es
gilt B; € Dy,.

Es geniigt, zu zeigen, dass p(E}) = 327 u(B;), die Aussage fiir A ergibt sich
dann, indem man diese endlich vielen Gleichungen aufsummiert (und benutzt,
dass v ein Pramaf ist). Sei B} = [a',b') x -+ x [a™,b™).

Jedes der AiﬂEj’-’ ist endliche disjunkte Vereinigung von elementaren Wiirfeln.
Wir konnen also annehmen (indem wir ggf. die B; entsprechend zerlegen), dass
alle B; selbst schon elementare Wiirfel sind.

Entscheidender Schritt: fixiere » € N. Wir vergroflern jetzt den i-ten Wiirfel
B; = [a},b}) x --+ x [a™,b") zu A} := [a},b} +€;) x -+ X [al*, b7 + ¢€;), wobei

€ =27"-27". Al gehort dann ebenfalls zu Dy, und
p(AY) < p(B;) +2727"2™ - m.

Verkleinere entsprechend Ef zu E' := [a',b" —277) x -+ x [a™, 0™ — 277),
dann gilt dhnlich wie eben

W(E) > u(E}) — 272" m,

Das Innere (A})° von A} enthilt immer noch B; (A; C (A4})°), und E' C B,
wobei E’ der Abschluss von E'.

Damit iiberdecken die (A%)° die abgeschlossene und beschréinkte, daher kom-
pakte Menge E'.

Kompaktheit impliziert, dass schon endlich viele, etwa Af, ..., A}, die Menge
E' iiberdecken.

Die endliche Additivitéit des Pramafes impliziert

k
p(E") < ZM(A§)~
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Mit den Abschétzungen von oben:

k [e's)
W(E) < p(E') +27"m2™ <Y p(A)) < p(B) — 27 "m2™,
=1

=1

Da m (die Dimension des euklidischen Raums) fest ist, aber r € N beliebig, folgt
daraus

u(E}) < Z,U(Bi)-

Nach Lemma P4 gilt die umgekehrte Ungleichung, also
(B =3 u(By).
i=1

Beachte: im Beweis wurde kompaktheit benutzt, um die unendli-
che Additivitat auf die schon bekannte endliche Additivitit zuriick-
zufiihren.

Ist u(A) = oo, so enthiilt A Teilmengen Cy € Do, mit u(Cy) > N fiir jedes
N € R: bilde den Schnitt mit grofien Wiirfeln, deren Eckpunkte ganzzahlige
Koordinaten haben.

Dann gilt >~ 7, u(A;) > Y2, p(A;NCn) = u(Cn) > N, also

p(A) =00 = Zu(Ai)-

O

2.6 Bemerkung. Beachte, dass wir nicht beweisen kénnen, dass D, eine o-
Algebra ist!

2.7 Lemma. Es gilt D7, = 07 = A%, wobei O die Menge der offenen, und
A die menge der abgeschlossenen Teilmengen von R™ ist. Erinnerung: diese
o-Algebra wird die o-Algebra der Borelmengen auf R™ genannt.

Beweis. Da die abgeschlossenen Mengen genau (per Definition) die Komplemen-
te der offenen Mengen sind, und o-Algebren abgeschlossen unter Bildung von
Komplementen, gilt O = A°. Jeder dyadische Wiirfel ist Schnitt einer offenen
und einer abgeschlossenen Teilmenge von R™ ,daher DI, C O°.

Andererseits ist jede offene Menge vereinigung von dyadischen Wiirfeln, und
da es von letzteren insgesamt nur abzdhlbar viele gibt, sogar abzidhlbare Verei-
nigung solcher Wiirfel, daher O C DZ_. O

2.8 Definition. Nach Satz [[(59 hat das o-additive Pramafl p auf D, eine
eindeutig bestimmte Fortsetzung (R™,9,, 1) (der bequemlichkeit halber lassen
wir die Tilde weg).

Der sich ergebende Mafiraum wird Mafraum von Lebesgue genannt, die zu-
gehorigen messbaren Mengen Lebesgue-messbar, p das Lebesgue-Maf$ und das
sich ergebende Integral das Lebesgue-Integral (auf R™).
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2.9 Bemerkung. Insbesondere gelten fiir die Lebesgue-integrierbaren Funktio-
nen £'(R™) all die Konvergenz-Siitze, die wir fiir beliebige Mafiriume hergelei-
tet haben, und mit denen wir schon am Ende von Diff 2 (damals ohne Beweise)
gearbeitet haben.

2.10 Lemma. Sei Q := [a1,b1] X -+ X [am, bm] C R™ ein kompaktes Quader.
Dann gilt

@) = (b1 —ar) - (b — am) =: V.

Beweis. Dies gilt per Konstruktion, wenn die a; und b; alle rationale Zahlen sind,
deren Nenner einer 2-Potenz sind. Jede beliebige reelle Zahl kann aber beliebig
genau durch solche rationalen Zahlen von oben und unten angenéhert werden.
Dadurch erhalten wir fiir beliebiges € > 0 “dyadische” Quader QS C Q C Q7
mit

V—e<pu(QF) <@ <p(Q7) <V +e
Da € > 0 beliebig, folgt u(Q) = V. O

2.11 Satz. Sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist f € L'([a,b], ) Lebesgue-integrierbar
auf [a,b], und es gilt
F(x):= fdu

[a,z]

ist differenzierbar mit F'(x) = f(x). Insbesondere

b
fdu=F(b) — Fla) = / f(z) dr.

[a,b]

Rechts steht das Riemann Integral.
Insbesondere: fiir stetige Funktionen auf kompakten Intervallen stimmt das
Riemann-Integral mit dem Lebesgue-Integral tiberein.

Beweis. Da f stetig, ist f messbar. Da [a, b] kompakt, ist f beschrinkt. Aufler-
dem ist u([a,b]) < co. Damit folgt f € £ ([a,b]).

Man beweist wie in Diff 1, dass F(z) diffbar ist mit F’'(x) = f(x): damals
wurden nur Eigenschaften des Integrals benutzt, die auch fiir das Lebesgue-
Integral gelten. Da der Hauptsatz auch fiir das Riemann-integral gilt, folgt die
Gleichheit von Lebesgue- und Riemann-Integral fiir stetige funktionen auf kom-
pakten Intervallen. ]

2.12 Bemerkung. Dies war eine der Fundamental Eigenschaften, die wir vom
Lebesgue-Integral in Diff 2 gefordert hatten.

3 Nullmengen: sie spielen keine Rolle

Jetzt wollen wir uns nochmals mit allgemeinen Mafiriumen beschéftigen. Wir
haben bereits im letzten Semester gesehen, dass Mengen vom Mafl Null keine
Rolle spielen, und daher in der Regel bei Sitzen aus der Integrationstheorie
vernachlassigt werden konnen. Dies soll hier nochmal systematisiert werden.

3.1 Konvention. (2,90, u) ist unser generischer Mafiraum.
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3.2 Definition. Eine Menge N € 9 heiit Nullmenge, falls p(N) = 0.
Wir sagen, eine Aussage A(z) fir x € Q gilt p-fast iiberall, falls es eine
Nullmenge N gibt, so dass A(z) wahr ist fiir alle x ¢ N.

3.3 Lemma. Seinen N1, No,... Nullmengen. Dann ist auch |
menge.

Beweis. p(N) <322 u(N;) = 0. O

ieny Ni eine Null-

3.4 Lemma. Sei f: Q — [0,00] messbar und [, f = 0. Dann gilt:
{x € Q] f(z) # 0} ist eine Nullmenge.

Die Umkehrung gilt ebenfalls.

Beweis. Fiirn > 0setze B, := f~'([1/n,00]). Danngilt 0 = [, f> [ 1/n=
w(Ey)/n, also p(E,) = 0. Somit

ufH0,00)) < D u(f M1/, o0]) = 0.
n=1

Ist umgekehrt f nur auf einer Nullmenge N von Null verschieden, so gilt

e e o= s

3.5 Definition. Wenn zwei messbare Funktionen fi, fo: @ — C (oder —
[0,00]) sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden, sind ihre Integrale iiber
beliebige messbare Teilmengen gleich.

Vom Mafitheoretischen Standpunkt brauchen wir die Werte auf einer Null-
menge also gar nicht. Wir betrachten deshalb von jetzt an auch Funktionen
f: Q\ N — C, falls N eine Nullmenge ist, und arbeiten mit solchen wie mit
gewdhnlichen Funktionen, indem wir sie durch 0 auf N fortsetzen: f: Q — C ist
so definiert, dass f(z) = 0 fiir z € N und f(z) = f(x) fir z € Q\ N. Auf diese
Weise definiert man Messbarkeit, Integrierbarkeit und ggf. das Integral auch fiir
solche Funktionen f. Insbesondere wollen wir eine solche Funktion als Element
von L' verstehen, falls f € £

O

3.6 Bemerkung. Alle Sitze dieser Vorlesung verallgemeinern sich auf die nur
fast iiberall definierten Funktionen. Es soll allerdings iiberall (in den Vorausset-
zungen als auch in den Aussagen) jedes “fiir alle x € Q7 durch “fiir fast alle
x € 27 ersetzt werden.

Die Beweise bleiben nahezu gleich, es muss nur manchmal benutzt werden,
dass eine abzihlbare Vereinigung von Nullmengen eine Nullmenge ist. Ubungs-
aufgabe, dies nachzupriifen.

3.7 Definition. Sei (Q, 9, 1) ein Mafiraum. Er heifit vollstéindig, wenn fiir jede
Menge X, welche Teilmenge einer Nullmenge N ist, gilt: X ist messbar. (Wegen
der Monotonie gilt dann zwangsldufig: u(X) = 0).

3.8 Satz. Sei (Q, 9, 1) ein Mafraum. Dann gibt es eine Fortsetzung (Q, 90, 1)
zu einem vollstandigen Mafraum, welcher folgenden Figenschaften hat:
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o X € M ist M-messbare Nullmenge genau dann wenn es N € M gibt mit
X C N und u(N) = 0.

o A € M genau dann wenn es eine p-Nullmenge N € M und eine Teilmenge
X C N gibt, so dass AU X € M. In diesem Fall

fi(A) = (AU X). (3.9)

3.10 Bemerkung. die zweite Eigenschaft ist nur scheinbar unsymmetrisch
(nach oben): Sei Y = N\ X, dann gibt es B € M (ndmlich AUX\ N = A\Y),
welches durch vernachldssigbares Verkleinern aus A entsteht.

Beweis. Wir definieren 9 durch die zweite Eigenschaft (die Existenz des X).
Es bleibt zu beweisen:

(1) 7, definiert durch Gleichung (B:9), ist wohldefiniert (es kann ja verschie-
dene X geben)

(2) (M, @) ist wirklich ein MaBraum.

(3) (M, @) ist wirklich vollstéindig: dies folgt aber, sobald Eigenschaft 1 be-
wiesen ist: ist X € 91 eine Nullmenge, so gibt es N € 9t mit u(N) = 0.
ist Y C X, so auch Y C N, also nach der ersten Eigenschaft 7(Y) = 0,
und insbesondere Y -messbar.

Rest Ubungsaufgabe. o
Alternativ erhilt man, wie Satz zeigt, fiir o-endliche Mafiriume 90,
indem man den Maf}fortsetzungssatz auf 91, u anwendet. O

3.11 Satz. Die Vervollstindigung (2,9, ) eines o-additiven Primafes (2, R, p)
nach Satz [[.59, insbesondere das Lebesgue-Maf$ auf R™, ist vollstindig.

Priziser: falls Q o-endlich ist (also abzihlbar Vereinigung von Mengen von
endlichem Maf) dann handelt es sich um die Vervollstindigung der entspre-
chenden Fortsetzung auf R°.

Beweis. Es gilt N € 9 ist Nullmenge, wenn fi(S) = L(SNN)+ (SN (Q\ N))
fiir jedes S C 2, und a(S N N) = 0 (wegen der Monotonie von S N N). Sei
nun X C N. Wegen Monotonie gilt dann auch (S N X) = 0. Andererseits gilt
(nochmal wegen Monotonie) fi(S) = a(SNQ\N) < a(SN(Q\ X)) < i(S). Da
S beliebig, ist X € M und p(X) =0.

Es bleibt noch zu zeigen, dass 9t die Vervollstandigung von (R, ) ist. Dies
ist Ubungsaufgabe. Wollten wir uns die Miihe nicht machen, kénnten wir z.B. die
Lebesgue-Mengen auch als diese Vervollsténdigung definieren!

Tipp fiir die Aufgabe: nach Definition des Pramafles kénnen wir eine messba-
re Menge von oben beliebig gut (im Maf-Sinn) durch abzéhlbare Vereinigungen
von Elementes aus R approximieren. Beliebig gut wird zu “bis auf Mafi Null”,
wenn wir hier wieder abzihlbare Schnitte zulassen, und wenn die Mafle endlich
sind.

o-endlich kann dazu benutzt werden, alles auf den Fall von Mengen von
endlichem Mass zuriiczufiithren. O

3.12 Bemerkung. Damit erhalten wir ein ganz gutes Bild von den Lebesgue-
Messbaren Mengen: es handelt sich um Borelmengen, vereinigt mit einer Teil-
menge einer Borel-Nullmenge.

Ohne dass wir dies bis jetzt bewiesen hétten:
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(1) es gibt Lebesgue-Nullmengen im R™, welche keine Borelmengen sind.

(2) Es gibt Teilmengen des R™, welche nicht Lebesgue-messbar sind.

4 Kreuzprodukte von Maflen, Produktintegra-
tion

In Diff 2 basierten alle Berechnungen mehrdimensionaler Integrale auf einer Art
Produktformel: dem Satz von Fubini, der uns erlaubte, die Rechnungen auf den
1-dimensionalen Fall zuriickzufiithren.

Wir haben jetzt endlich das Lebesgue-Integral definiert, miissen aber noch
zeigen, dass diese Produktformel hier wirklich gilt.

Dazu wollen wir gleich allgemeinere Produktrdume betrachten.

Folgendes kommt auch in den Anwendungen oft vor: man hat ein Mo-
dell, innerhalb dessen z.B. irgendwelche Messungen bechrieben werden (Mo-
dell=Mafiraum, die Messungen liefern Punkte oder Teilmengen).

Jetzt gebe es noch Messungen fiir eine weitere Eigenschaft, und auch dazu
ein Modell (=Mafiraum).

Mochte man jetzt beide Messungen gleichzeitig interpretieren, so wird man
in ganz natiirlicher Weise Tupel der einzelnen Werte bilden. Das zugehorige
Modell muss dann als Kreuzprodukt der einzelnen Modelle konstruiert werden.
Auch Integration (=Mittelwertbildung, Erwartungswertbildung) soll dann auf
diesem Kreuzprodukt moglich sein.

4.1 Notation. Im ganzen Abschnitt seien (21,0, u1) und (Qg, Mo, po) zwei

MafBraume.

4.1 Produkte von o-Algebren

Alternative Definition zu dem, was angefangen ist:

(1) Definiere Pramafl auf von Produkt-Mengen erzeugter Algebra,
zeige, dass es o-additiv ist. Liefert vollstindigen Produktmaf3-
raum. Klar: liefert Lebesgue auf R™.

(2) Formuliere Fubini in dieser Situation (braucht: o-endlich).

(3) Definiere Algebra (im Ringtheoretischen Sinn) der Funktionen,
fiir die Fubini gilt (fiir endliche Mafriume)

(4) Zeige: Funktionenalgebra ist unter Limiten abgeschlossen.

(5) Zeige: die darin liegenden charakteristischen Funktionen sind o-

Algebra, und enthalten elementare Funktionen (endliche Mafirdume)

(6) alle Nullmengen sind enthalten

(7) Damit folgt: wir erhalten die Produktmass Algebra (da diese
Vervollstindigung der erzeugten Algebra)

(8) Da jede L!-Funktion Limes von Treppenfkt und die Funktionen-
algebra abgeschlossen unter Limiten, gilt Fubini
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(9) Erweiterung auf nicht-positive Fkt durch Differenzbildung

(10) Erweiterung auf c-endliche Mafiriume durhc Zerlegung in en-
dilche Mafirdume

(11) Kriterium fiir L' aus Umkehrung des Fubini

4.2 Definition. Wir definieren einen o-additiven Pramafiraum (R, u) auf € x
Qq auf folgende Weise:

R bestehe aus endlichen Vereinigungen von Mengen der Form A; x As mit
A; € M. Eine solche Menge nennen wir messbares Rechteck. Fiir solch eine
Menge definieren wir p(A; X As) := p1(A1) - pua(Asz), und setzen dies additiv
fort.

4.3 Lemma. Definition .23 liefert wirklich einen o-additiven PrimajfSraum.

Beweis. Der Beweis wird nicht in allen Details gegeben, wir haben ja schon bei
R™ gesehen, wie man so etwas macht, und hier ist die Situation #hnlich (und
sogar etwas einfacher).

Wichtig sind folgende Beobachtungen:

(1) jede endliche Vereinigung, Schnitt, Komplement von Mengen der Form
Aj x Ay, mit A5 € 9y, kann auch als endliche disjunkte Vereinigung
solcher Mengen geschrieben werden (allerdings nicht auf eindeutige Weise).

Damit sieht man insbesondere, dass man einen Kandidaten fir pu(X) fiir
jedes X € R erhilt.

(2) Wird X € R auf zwei Arten als endliche disjunkte Vereinigung von Mengen
der Form A; x A mit A; € 9M; dargestellt, so kann man, indem man alle
vorkommenden Mengen schneidet, eine gemeinsame endliche Verfeinerung
der Zerlegung erhalten.

Um zu zeigen, dass p wohldefiniert und additiv ist, muss man also nur
iiberpriifen, dass sich p bei Zerlegungen korrekt verhélt.

(3) Um o-additivitdt nachzuweisen (und gleichzeitig Wohldefiniertheit von
1), benutzen wir einen Trick: wie oben nahe gelegt geniigt es, fiir eine
disjunkte Zerlegung A x B = |JU; x V; zu zeigen, dass pi(A)pue(B) =
> w1 (Ui)p2(V;). Dafiir betrachte die abzéhlbar vielen messbaren Funkti-
on xu, (z) - p2(V;) auf Q. Dann ist [ xv, (c)p2(Vi)dpn (x) = pun (Ui)pa (V).
Andererseits ist nach dem Satz {iber monotone Konvergenz die Abzdhlba-
re Summe integrierbar, und Y w1 (Ui)p2 (Vi) = [ 3 xv: (2) 2 (V;) dpa ().
Da aber U; x V; eine disjunkte Zerlegung von A; X As, ist fiir jedes feste x
in A1 Y xu, (@)pe(V;) = Z{i; veUs} u2(V;) = pe(As), da die vorkommen-
den V; gerade eine abzéhlbare disjunkte Zerlegung von As liefern. Somit
Ja, 2 xv (@) p2(Vi) = [, p2(A2) = p1(Ar)pz(Az), sie zu beweisen war.

O

4.4 Definition. Den sich durch den Maflerweiterungssatz auf Lemma .3 erge-
benden Mafiraum nennen wir (vollstindigen) Produktmafraum (23 x Qa, 01, 11).

4.5 Korollar. Wenden wir diese Konstruktion auf das Lebesque-Map auf R*
und R' an, erhalten wir das Lebesgue-Maf auf RF+.
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Beweis. Das Lebesgue-Maf auf R**! ist per Konstruktion eine Vervollstindi-
gung des durch dyadische “Rechtecke” gebildeten Pramafiraums. Dieser ist im
Lebesgue-Produktpramafiraum enthalten, also gilt dasselbe fiir die Vervollsténdi-
gungen. Um die Umkehrung zu zeigen, muss man nachweisen, dass jedes Produkt
A x B Lebesgue-messbarer Mengen wieder Lebesgue-messbar ist: Ubungsaufga-
be.

Betrachte folgendes Diagramm von Inklusionen von o-Algebren und Men-
gensystemen.

EIS?H _— (E]Sj_l)a _ (EE?H)U _— (EIS?H)U = mk+l

| I T L

(gﬁk X ml)”

Zur Erlauterung: E7° ist die Menge der “Wiirfelchen”, aus denen Dg° gebil-
det wird. Es handelt sich also um keine Mengentheoretische Algebra, aber die
erzeugte o-Algebra ist die gleiche wie die von D}° erzeugte. Das Kreuzpro-
dukt steht immer dafiir, dass die enthaltenen Mengen die Kreuzprodukte der in
den Faktoren enthaltenen Mengen sind. Das o steht jeweils fiir die erzeugte o-
Algebra. Auf allen Mengensystemen und o-Algebren ist jeweils das Produktmaf}
gegeben. Der iiberstricht steht fiir den Ubergang zu den Vervollstindigungen
(indem alle “fehlenden” Nullmengen hinzugenommen werden).

Aus der Definition folgt dann, dass es die Inklusion a gibt. Um zu zeigen,
dass b injektiv ist (hier geht der Pfeil nach oben), zeige zunéchst, dass fiir
festes B € Ef° die Menge H aller A C R* mit A x B € (EX,)? ecine o-
Algebra bildet. Somit enthélt die Menge dieser A also insbesondere die erzeugte
o-Algebra (E°)? (da H auch Ep° enthilt). Als néchstes zeigt man, dass fur
festes A € (E;°)7 die Menge H' der B, so dass A x B € (E75,;)? ebenfalls eine
o-Algebra ist, somit mit £7° auch (E7°)7 enthélt. Dies heifit gerade, dass es die
Inklusion b gibt.

Nimmt man a und b zusammen, folgt durch Ubergang zu den erzeugten o-
Algebren, dass jede Seite von ¢ in der anderen enthalten ist, bei ¢ also wirklich
eine Gleichheit vorliegt. Dann liegt auch bei d, beim iibergang zu den Ver-
vollstédndigungen, Gleichheit vor.

Es ist klar, dass e eine Inklusion ist, und damit, nach Ubergang zur erzeugten
o-Algebra und deren Vervollstandigung, auch f.

Um zu zeigen, dass f wirklich surjektiv ist, zeigen wir genauer, dass

(D)7 x (Dp2)7 € ((DR2)7 x (Dpe)7)?. (4.6)

Da ((Dg°)e x (D5°)7)7 eine vollsténdige o-Algebra ist, folgt dann auch, dass die

Vervollstandigung der erzeugten o-Algebra der linken Seite, also ((Dg°)e x (D;°)7)
darin enthalten ist. Diese Inklusion wiederum folgt, da die rechte Seite von
(EG) eine o-Algebra ist, sobald fiir eine Nullmenge N € (Ep°)? und eine Men-

ge F' € (Ep°)° welche entweder Nullmenge ist oder zu (E[®)? gehort, dass
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N x F € (D) x (D;°)7, was man aus der Definition des dufleren Mafles her-
leitet. Benutzen muss man, dass R* und R! o-endlich sind, sowie das folgende
Lemma. ]

4.7 Lemma. Sei (Q,9M, 1) durch Maffortsetzung aus dem o-additiven Primafs-
raum (, R, p) entstanden. N C § ist Nullmenge genau dann, wenn ihr dufleres
Maf$ Null ist (daraus folgt insbesondere schon die Messbarkeit).

Beweis. Es muss natiirlich nur die Messbarkeit nachgewiesen werden, da fiir
messbare Menge per Definition Mafl und dufleres Maf} iibereinstimmen.

Fiir die Messbarkeit sei X C Q beliebig. Wir miissen zeigen, dass (X)) =
WX NN)+ ag(XNN°. Da i(N) = 0 und das dulere Mafl monoton, ist auch
(X NN) = 0. Die Subadditivitdt und Monotonie des dufleren Mafles impliziert
andererseits auch

A(X) < (X A N) + i(X A N°) = 4(X N N) < a(X).

4.2 Satz von Fubini

Hier wollen wir jetzt den in Diff 2 schon viel benutzten Satz von Fubini tatséchlich
beweisen.
Wir fithren zunéchst ein paar abkiirzende Begriffe ein:

4.8 Definition. Seien (1,91, 1) und (Qo, Mo, p2) zwei MaBriume.
Fir X c Q3 xQound z € X, y €Y setze

Egan={pe Q| (v,p) € E} CQy; By ={e€ X |(qy) € B} C .
Fir f: Qy x Q3 — Z definieren wir
J@,7): Q2 — Ziq— f(z,q);  f(%,y): Q1 — Zsp— f(p,y)-

4.9 Satz. (Fubini) Seien Q1 und Qo o-endlich (also vereinigung von abzdihlbar
vielen Mengen von endlichem Maf3).
Seien f: Q1 x Qg — [0, 00] messbar (bzw. f € L1(Q x Qg)). Dann gilt:

(1) f(x,?) ist Ma-messbar fir fast alle x € Qq (bzw. f(x,?) € LY(Q2) fiir fast

alle x € Q).

(2) Die (fast dberall definierte) Abbildung x — g(x) = fQ ) dpe =
Ja, f(@,y) duz(y) ist My -messbar (bzw. liegt in El(Ql))

(3) le fQ ?) duso) dpy = le fQ2 z,y) dpa(y)) dps(z fod,u

Ist umgekehrt f: Q1 xQ2 — C messbar und gilt [, (sz |f(z,y)] d,ug(y)) dpq(z) <
o0, so gilt f € LY(Q x Q2), und die oben stehenden Folgerungen gelten.

4.10 Korollar. Unter den Voraussetzungen von Satz [.9 kann man die Inte-
grationsrethenfolge vertauschen.



32

Beweis. Die Konstruktion des Produktmafles war vollig symmetrisch in €27 und
Q,, also gilt jeder Satz auch, wenn die Rollen von Q1 und 2 vertauscht werden.
O

Der Beweis des Satzes von Fubini ist recht mithsam. Die Strategie ist folgen-
de: wir definieren zunéchst eine Menge von Funktionen, die den Satz von Fubini
tatséichlich erfiillen (per Definition, aber mit noch einigen stérkeren Eigenschaf-
ten), und zeigen dann, dass es sich hierbei um alle messbaren Funktionen han-
delt.

Wir machen zunihhst die Annahme, dass ©; und 25 endiche Mafirdume
sind (z.B. beschriinkte Intervalle in R).

4.11 Definition. Sei F; die Menge aller messbaren f: € — [0, co] mit folgenden
Eigenschaften:

o f(x,?7): Q2 — [0, 00] ist My-messbar fiir fast jedes x € Q.

o Fiir jedes B € My ist die (fast iiberall definierte) Funktion z — [, xaxs(x,?)f(x,7?) duo
DM -messbar und es gilt fiir jedes A € My [, ([ f(2,?) duo) dpa(z) =

foB fdp.

Um zu zeigen, dass alle messbaren Funktionen in Fj liegen, werden wir
dies zunéchst fiir die charakteristsichen Funktionen zeigen. Wir wollen dazu
zeigen, dass die mengen, deren charakteristischen Funktionen in F liegen, eine
o-Algebra bilden. Insbesondere miissen endliche Schnitte, sprich Produkte der
entsprechenden charakteristischen Funktionen, in F; enthalten sein. Dies ist bei
weitem nicht offensichtlich. Wir machen daher eine Hilfsdefinition, fiir die diese
Eigenschaft per Definition stimmt:

Sei Fy die Menge der Messbaren Funtkionen f: 0 x Qs — [0, 00], so dass
fiir jedes g € Fy auch fg € F;.

4.12 Lemma. Fulls f1, fo € F, a € [0,00), dann auch f1 + fa,af1, f1-+- f2 €
Fs.

Beweis. f1 - fo nach Definition von F5. Fir f; + fo und af; benutze, dass
Messbarkeit und Integral additiv und vertraglich mit Multiplikation mit einer
Konstanten sind. O

Wir wollen nun zeigen, dass jede messbare Funktion f: Q; x Qo — [0, 00]
in Fy liegt. Dies geschieht in einer Folge von Lemmas, und wie angekiindigt,
werden wir uns zundchst um charakteristische Funktionen messbarer Mengen
kiimmern.

4.13 Lemma. Seien A; € M;. Dann liegt X := xa,x4, in F1 und in Fs.

Beweis. X(q,7) ist entweder Null oder xa,, also messbar fiir alle z € 4, und
0 x ¢ A1
/,LQ(BQAQ) J?EAl,
Ay) = [, g X also x € Fy.

Falls g € F1, so sieht man &hnlich dass x - g € Fi: benutze, dass Produkte
messbarer Mengen messbar sind, und dass die zweite Bedingungen fiir yg fiir

vorgegebenen Mengen B und A gerade die entsprechende Bedingung fiir ¢ fiir
BNAy; und AN A;j ist.

fB X(z,7) = so dass fA fB X(z,7) = H1(ANA)pe(B N
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Bemerkung: Hierin liegt der Grund, dass in der Definition von F} nicht nur
B = Q5 und A = Q; betrachtet werden darf: indem man mehr verlangt, wird
es leichter, zu zeigen, dass die Menge unter gewissen Operationen abgeschlossen
ist. O

4.14 Lemma. Sei R:={A € M| xa € F2}. Dann ist R eine o-Algebra.
Beweis. (1) Nach Lemma T3 ist Q; x Q9 € R.

(2) Sei f € F, mit 0 < f < 1. Dann ist auch 1 — f € F». Hier benutzen wir,
dass €7 und Qo (im moment) endliche Massrdume sind, daher gilt dann
f,1 € £', und damit auch 1— f € £!. Entsprechend sind auch automatisch
die Bedingungen erfiillt, die iiberpriift werden miissen (dieses Differenz-
bilden wiirde nicht funktionieren, wenn die vorkommenden Integrale auch
den Wert +o0o annehmen konnten, wir benutzen also entscheidend die
Endlichkeit der Mafirdume).

Dies tibersetzt sich dazu, dass aus A € R folgt, dass Q1 x 22\ A € R.

(3) Falls A,B € R, so ist xans = xaxs € Fs, da nach Definition F5 ab-
geschlossen unter Produkten. Da R abgeschlossen unter Komplementen,
ist R also auch abgeschlossen unter endlichen Vereinigungen und unter
Bildung von Differenzmengen.

(4) Damit ist R eine mafitheoretische Algebra. Um zu schlielen, dass R eine
o-Algebra ist, muss man jetzt nur noch iiberpriifen, dass R abgeschlossen
ist unter abzéhlbare anwachsenden Vereinigungen.

Seien also A; C Ay C --- € Rmit Vereinigung A. Sei g € Fj. Dann ist
XA = lim,_o0 x4, und x49 = limy,_. X4, g, wobei die Folge punktweise
monoton wachsend ist (¢ > 0 nach Voraussetzung). Der monotone Limes
messbarer Mengen ist messbar, und nach dem Satz {iber monotone Kon-
vergenz hier kénnen Integral und Grenzwert vertauscht werden. Damit
ergibt sich sofort xag € F1, also nach Definition x4 € F5.

O

R ist also eine o-Algebra, welche alle messbaren Rechtecke enthélt. Um zu
zeigen, dass R mit 901 {ibereinstimmt, miissen wir wegen Satz B-I1 nur noch
zeigen, dass R vollstédndig ist (also alle p-Nullmengen enthélt).

4.15 Lemma. Sei N € MM eine p-Nullmenge. Dann gilt x := xy € F1 N Fy.

Beweis. Wir miissen uns zuriickerinnern, welche Mengen p-Nullmengen sind:
ihr AufBleres Maf ist Null. Fiir jedes € > 0 gibt es also abz#ihlbar viele messbare
Rechtecke AS x Bf mit N C |JA; x Bf, und so dass > u1 (AS)pa(BE) < €.

Im Beweis von Lemma .3 haben wir bereits gesehen, dass > p1 (AS)pe(Bf) =
Ja, 22 xas (x)p2(Bg) (wir haben insbesondere auch gesehen, dass der Integrand
messbar ist). Nach Voraussetzung ist dies < €3.

Somit ist das MaB der =, wo der Integrand > ¢ ist, kleiner als €2: Falls
Me:={z € Q1 | 32, Xac(o)p2(B5) > €}, dann pg (Me) < €2

Betrachte nun M := {x € Q; | fi2(N(g,7) > 0} (da nicht bekannt ist, ob
Nz,7) € My, miissen wir das dulere Mafl benutzen). Wir wollen zeigen, dass
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dies eine Nullmenge ist. Es gilt:

> ~ 1
M = kU {.’17 S Ql | ug(N(z’?)) > E}
o=n

=:Vi

Da N C |J; A§x B gilt N(m 7) CU; (45 X Bf) (. 2y, oder fia(N(z 7)) < 32, Xac (2)p2(Bf).
Wir benutzen hler dass fi groBer wird, wenn die Menge groﬁer wird, und dass
it = p fiir messbare Mengen wie die B;.

Wenn also fiir ein x € Qy gilt jia(N(,2)) > 1/k, dann auch (mit € = 1/k)
> XA;/k(x)ug(Bil/k) > 1/k, oder in anderen Worten Vi, C Mj ;. Dies im-
pliziert fir(Vie) < pa(Miyg) < 1/k*. Auch hier miissen wir das &uBere Maf
benutzen, da nicht klar ist, ob Vi messbar ist. M, ;, hingegen ist messbar, das
D i X 410k (m),ug(Bil/k) messbar. Wegen der o-Subadditivitéit von ji; gilt also fiir
jedes n € N

Z”l Vi) < Z 1/k%.

k=n

Da die Reihe konverigert und n beliebig ist, folgt &1 (M) = 0.
Da 9ty vollsténdiger Mafiraum, folgt dass M messbar ist mit pq (M) = 0.
Fiir 2 ¢ M ist fia(N(z,7)) = 0 (nach Definition). Mit dem gleichen Argument
ist dann N, 7) C Q2 messbar mit Maf 0, also xn, ,(y) 9Ma-messbar mit Integral

0.

Somit le (fﬂz)x($7?) d,u2> = le 0=0=p(N)= le x Qg XN

Damit gilt xny € Fy.

Multipliziert man mit g € Fi, so gilt fiir x ¢ M: x(z,7)g(x,?) ist messbar
(als Produkt messbarer Mengen) und verschwindet ausserhalb der Nullmenge
Niz7), also [o x(x,?7)g(x,?) = 0. Damit folgt auch xn € Fo. O

Wir haben also bis jetzt bewiesen:
4.16 Lemma. Sie A € M. Dann ist x4 € F.
4.17 Lemma. Seien f1 < fo <--- € Fy. Setze f:=1lim f;. Dann gilt f € F5.

Beweis. Fixiere g € Fy. Fiir jedes ¢ € N gibt es Nullmenge N;, so dass f;g(z,?)
messbar fiir x ¢ N;. Setze N := [JN;. Dann ist N Nullmenge, und f;g(x,?)
ist messbar fiir alle ¢ € N und alle © ¢ N. Der Limes messbarer Mengen ist
messbar, also ist auch f(z,?) messbar fir z ¢ N.

Nach dem Satz {iber monotone Konvergenz ist fiir A € 9t; und B € M,

fo(x,?) dug | dpi(x lim fig(z,?) dug | dpa ()
Jo (ot )t = [ ([ it )
—tin [ ([ fote d/~L2> dpn ()

=lim fig dp = / fgdu,
v JAxB AxB

wobei auch die jeweiligen Messbarkeiten Folgerung aus diesem Satz sind.
Also f € Fs. O
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Wir kénnen nun den Satz von Fubini beweisen:

Beweis von Satz [ fiir endliche Mafsrdume. Sei f: Qy x Qy — [0, 00] messbar.
Dann gibt es messbare Treppenfunktionen f;: Q1 x Qy — [0,00] mit f; < fo <
. und lim; f; = f.
Nach Lemma EIG und Lemma fTY sind alle f; € F5. Nach Lemma {17
damit auch f. Da Fy C Fy, und mit A = Q; und B = (), folgt die Formel

/lem /= ol ( Q0 f(z,y) dl‘2(y)) dp ().

Falls f € £1(Q; x ©3), so wendet man das bisher bewiesene auf positiven
und negativen Teil von Real- und Imaginérteil getrennt an.

Ist zuletzt f: Q1 x Qo messbar, so wenden wir den Satz auf |f|: Qp x Qo —
[0, 00] an, und sehen nach Voraussetzung, dass le wq, |f] < oo,also f € L1 x

25). Damit gelten dann auch die Folgerungen, die fiir Funktionen aus £! gelten.
O

Beweis von Fubini fiir o-endliche Mafsrdume. Seien €23 und €y Vereinigungen
von abzdhlbar vielen Mengen von endlichem Maf. Man kann erreichen, dass die-
se Mengen paarweise disjunkt sind, also Qy = |J E; und Qg = |J F; abzéhlbare
Vereinigungen von paarweise disjunkten Mengen von endlichem Mafl. Dann gilt
M x Qo = |JE; x Fj ist Vereinigung von disjunkten Mengen von endlichem
Mass.

Sei nun f: @ x Q2 — [0, 00] messbar. Wende nun Fubini an auf die Funk-
tionen fxg,xr,: Ei x E; — [0,00].

Dann gilt

/Qf=Z/EXEAf=Z/E‘(/F_f(x,?)dm)dul(x)
_Z/Z/fz’? dpz) dpa(x Z/ sz:c‘?duz)dul()

- / ([ F@.?) dus) dyus (@),
Q1 Qo

unter Ausnutzung des Satzes iiber monotone Konvergenz fiir p; und pe. Falls
f € LY x Qy), kann man die gewonnene Formel auf positiven und negativen
Teil von Real- und Imaginérteil anwenden.

SchlieBlich folgt wie im vorherigen Beweis, dass f € £, falls

[ i dua) daa) < o
Q JQo
[

5 Die Transformationsformel fiir Integrale im
R?’l

Die letzte wichtige Regel, die wir zur Berechnung von Integralen im R™ in Diff
2 benutzt haben, war die Transformationsformel, die jetzt bewiesen werden soll.
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5.1 Lemma. Seien U,V C R™ offen und ®: U — V ein C'-Diffeomorphismus.
D.h. ® ist bijektiv und sowohl ® als auch ®~1 sind C'-Funktionen zwischen
diesen offenen Teilmengen des R™. Sei N C U.

Dann gilt: N ist Nullmenge genau dann wenn ®(N) Nullmenge, N ist messbar
genau dann wenn ®(N) messbar.

Beweis. U ist abzéhlbare Vereinigung von kompakten dyadischen Wiirfeln W;.
Also N =J, NNnW;, und ®(N) = J (N N W;).

Es geniigt also, die Aussagen fiir jedes N N W; zu zeigen. Da W; (und damit
auch W; x W) kompakt und ® stetig ist, gibt es L > 0 so dass

|®(z) = ®(y)| < Lz —y|, firallexz,y e W, (5.2)

Sei N N W; eine Nullmenge. Nach Definition (dufleres Maf}) bedeutet dies,
dass fiir jedes € > 0 abzihlbar viele dyadische Wiirfel V; (mit Kantenldnge k;)
existieren mit N C (JV; und >, u(Vs) = >, k" <e.

Damit natiirlich auch ®(N) C |J ®(V;). Leider ist ®(V;) kein Wiirfel, aber
wegen Ungleichung (5.2) ist ®(V;) in einem dyadischen Wiirfel @; der Kan-
tenlange 2LEk; enthalten. Dann gilt

> Qi) <> 2LK" < 2Le.

Da L fest, ist das duBere Mafl von ®(N N W;) Null, und damit ®(N N W;) eine
Nullmenge.

Ist ®(N) eine Nullmenge, wende man dasselbe Beweisprinzip mit der Abbil-
dung @~ 1: W — V an, da @71 (®(N)) = N.

Sei R:={M C U | M und ®(M) messbar}. Dann enthilt R alle Nullmen-
gen. Ist K C U kompakt, so ist auch ®(K) kompakt, und damit messbar. R
enthélt also alle kompakten Mengen, insbesondere alle dyadischen kompakten
Rechtecke.

d ist eine Bijektion, damit ist es vertraglich mit Vereinigungen, Komplement-
Bildung, etc. Es folgt dass R eine o-Algebra ist. Wegen Satz B-11] besteht R also
aus allen Lebesgue-messbaren Teilmengen von U.

Wieder kann man das selbe Spiel auch riickwérts treiben, indem @ durch
&1 ersetzt wird. O

5.3 Satz. Seien A,BCR™ und U C A, V C B offen, so dass u(A\U) =0=
w(B\V). Sei ®: U — V ein C*-Diffeomorphismus. Sei f: B — C. Dann gilt:
f € LY(B) genau dann wenn f o ® - |det ®'| € L1(A), und in diesem Fall

/Bf:/Afod)-|det<I>’\. (5.4)

Beachte: ' und f o ® sind nur auf U, also fast iberall definiert, aber das
Integral ist natirlich trotzdem definiert.

Da ®:U — V, ist ®'(x) € Homg R™, R™, und damit det ®'(x) fiir jedes
x € U definiert. Da ® € CY(U,V), ist det® € C°(U,R). ® Diffeomorphis-
mus impliziert sogar, dass det(®'(z)) # 0 fiir alle x € U (vergleiche Satz iber
implizite FPunktionen. Konkret hier ® ! o ® =id, also (¢~ 1) o ® =id' =id).
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Der Beweis dieses Satzes ist recht umfangreich. Wir werden dhnlich vorgehen
wie beim Satz von Fubini: die Aussage fiir komplexwertige f folgt (indem man
positiven und negativen Teil von Real- und Imaginérteil getrennt betrachtet),
aus der Aussage fiir f: B — [0, 00].

Da nach Voraussetzung A\U und B\V Nullmengen sind, gelten die Aussagen
von Satz b-g genau dann, wenn sie gelten mit B ersetzt durch V und A ersetzt
durch U.

Auflerdem geniigt es, sich darauf zu beschriinken, dass U endliches Volumen
hat: ein beliebiges A kann man ja, z.B. durch Schneiden mit Einheitswiirfeln,
in abziihlbar viele Menge von endlichem Volumen disjunkt zerlegen (wieder bis
auf Nullmengen), und den Satz auf diese Teile anwenden.

Wegen des Satzes iiber monotone Konvergenz und Linearitit des Integrals
geniigt es, charakteristische Funktionen von messbaren Mengen zu betrachten.
Die Kollektion R der messbaren Mengen, deren charakteristische Funktionen
den Satz (mit A = U und B = V) erfiillen, bilden eine o-Algebra. Um endliche
Schnitte behandeln zu kénnen, muss man genau genommen wieder kiinstlich eine
multiplikativ abgeschlossene Teilmenge definieren, und wir miissen verlangen,
dass Gleichung (5-4) nicht nur fiir U, sondern auch fiir jedes dyadischen Rechteck
I, welches in U enthalten sind, gilt. V' muss dann durch ®(I) ersetzt werden.

Mit Hilfe von Lemma pb-1] erkennt man, dass alle Nullmengen zu R gehoren.

Ein Diagramm zu diesen Reduktionsschritten:

Eigenschaft

endlich statt o-endlich

f:U —[0,00] statt f: U — C

Treppenfunktionen statt f: U — [0, o0]

xx statt Treppenfunktionen

statt alle xx nur zeigen: diese X bilden vollstéindige o-Algebra welche die erzeugenden Mengen (dyadische G
Nullmengen

o-Algebra Eigenschaft

Damit bleibt nur noch zu zeigen, dass alle dyadischen Rechtecke zu R gehoren.
Dies war im Beweis des Satzes von Fubini fast automatisch richtig. Hier miissen
wir fiir dieses Resultat noch schwer arbeiten.

Vorher aber zusammenfassend:

5.5 Satz. Der Transformationssatz -3 gilt, falls fiir jedes abgeschlossene dya-
dischen Rechteck I C U gilt:

vol(®(I)) :/ 1d,u:/|det | du.
o (1) I

Es miissen jetzt natiirlich die Voraussetzungen von Satz p.J bewiesen werden.
Dies soll per Induktion iiber die Dimension m geschehen. Dabei werden wir
auch den Satz von Fubini mehrfach verwenden. Allerdings ist klar, dass man
fiir beliebiges ® kaum eine Handhabe hat, per Induktion die Dimension zu
reduzieren. Deshalb schauen wir uns zunéchst spezielle @ an.

5.6 Lemma. Die Voraussetzungen von Satz[p.] sind erfillt, falls ®(x1,...,Ty) =
D(x1,. . To1, O(T1, -+, Tm)).
1 0
) . . / 0 1 0
Beweis. In diesem Fall ist ®' = . Insbesondere

8¢./.8.x1 s 000,
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gilt fiir die Determinante: det ® = 9¢/dz,, # 0. Auf T wechselt diese Deter-
minante ihr Vorzeichen nicht. Sei sie positiv, also fiir festes (z1,...,2m,—1) die
Funktion ¢(z1,...,Zm—1,7) monoton wachsend.

Sei I = [a1,b1] X -++ X [am,bm] C U ein dyadisches Rechteck. Dann ist
q)(I) = {(zla s 7xm) ‘ Tm € [¢(IL‘1, sy Tm—1, am)a d)(xla sy Tm—1, bm)]71‘z €
[a;,b;](i < m)}. Nach Fubini gilt also

N((I)(I)) :/ ¢($1, sy Tm—1, b?n) - ¢(3§‘1, vy Tm—1, a?n)d,u(xla .. aan—l)

[a1,b1]X...[@m—1,bm 1]

bTTl
=/ 0D(x1y ..o X)) 0Ty AT, (1, ..o 1)
la1,b1] X [@m—1,bm—1]

:/\det¢'| d
I

Hier benutzen wir in der Mitte den Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung.

Ist det " < 0, so drehen sich obere und untere Grenze um, da dann ¢(x1, ..., Tm—1,?)
monoton fallend ist und man erhélt ein zusétzliches Vorzeichen, so dass insge-
samt die Formel mit |®’| korrekt ist. O

5.7 Korollar. Die Voraussetzungen von Satz [5-g sind fiir die Dimension m = 1
erfillt, insbesondere gilt der Transformtaionssatz p-3 in Dimension m = 1.

Beweis. In diesem Fall hat ® immer die in Lemma BB behandelte Gestalt. O

5.8 Korollar. Der Transformationssatz 5.3 gilt fir ® wie in Lemma B.4.

Beweis. Dies ist genau die Reduktion, die in Satz b.J zusammengefasst ist. [

5.9 Lemma. Seim > 2 und der Transformationssatz b3 sei fiir die Dimension
m — 1 (und alle méglichen C*-Diffeomorphismen) erfiillt.

®: U — V habe die spezielle Gestalt ®(x1,...,2m) = (¥(z1,...,Tm), Tm),
wobeit U= (Vy,..., U, _q).

Sei I =lay,b1] X -+ X [am, b

Schreibe (x1,...,&%m) = (Y, Tm). Wie im Satz iber implizite Funktionen
betrachte die Matriz 0¥ /0y. Es gilt det ®' = det(0W/dy). Fiir festes xy, ist
(@), = V(2 20): [a1,b1] X -+ X [am_1,bm_1] — im(¥1(?,2,,)) C R™L ein
Cl-Diffeomorphismus (genau genommen, von einer offenen Umgebung dieses
Rechtecks aufs Bild), da die Abbildung als Einschrinkung einer injektiven Ab-
bildung injektiv ist, und wegen des Satzes von der inversen Abbildung die Um-
kehrung ebenfalls C* ist.

Wir konnen die Induktionsvoraussetzung also auf (®),, anwenden.
Insgesamt gilt ®(I) = {(y,xm) | y € (P)g,, ([a1,b1]X - -X[@m—1,bm—1]), Tm €
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[@m,bm]}. Nach Fubini und mit der Induktionsvoraussetzung erhalten wir also

bm
’UOl((I)(I)) :/ VOlm_l ((<I>1)Im([a1, bl] X oo, [am_l, bm—l]))

m

bm
- / / det @), || den
am (®1)am, ([a1,b1]X...[am—1,bm—1]) ~——
=0¥ /oy

bm
:/ / |det (®')(?, zm)| | dam
a [al,bl]><...[am71;bm—1]

m

:/det|<I>'\ du.
I

5.10 Korollar. Wenn der Transformationssatz B-3 in Dimension m — 1 gilt,
dann gilt er auch fiir spezielle ® wie in Lemma B-9.

5.11 Lemma. Wenn der Transformationssatz B.3 in Dimension m — 1 gilt,
dann auch in Dimension m.

Beweis. Es bleibt, die Voraussetzungen von Satz b-3 fiir beliebiges ®: U — V
nachzuweisen. Dazu bendtigen wir einen Zerlegungssatz, der sagt, dass lokal
jedes @ in Diffeomorphismen wie in Lemma b.6 und Lemma p.9 zerlegt werden
kann:

5.12 Lemma. Zu jedem x € U existiert eine offene Umgebung W von x und
Cl-Diffeomorphismen W: W — U(W), w: U(W) — w(¥(W)), so dass ®|yw =
wo ¥ und (bis auf Permutation der Variablen)

U(y, xm) = (é(y,xm),xm); Wy, Tm) = (¥, 9(y, Tm)),

also wie in Lemma und in Lemma [5.6. Hierbei definieren wir ® und ¢ als
(Zusammenfassung von Komponenten von ®: ® = (9, ¢)).

Beweis. Da det ®'(x) # 0 kann man durch Permutation der zq, ..., x,, er-
reichen dass det d®(x)/dy # 0. Dies folgt aus der Linearen Algebra: wiire der
Rang um die letzte Zeile verkleinerten Matrix OPhi(z)/0y < m — 2, so hatte
®’(z) selbst Rang < m — 1, hitte also verschwindende Determinante. Also ist
der Rang der Verkleinerten Matrix m — 1, so dass man m — 1 Spalten auswiéihlen
kann, um eine nicht-singulére Matrix zu erhalten. Beachte, dass 0¢/0y = P
Fiir die Abbildung ¥(y, ,,) = (®(y, Zm), Tm) gilt det U/ () = det ' (z) #
0. Nach dem Satz iiber lokale Invertierbarkeit ist ¥ auf einer geniigend kleinen
Umgebung W von z also ein C!-Diffeomorphismus auf sein (offenes) Bild ¥(W).
Setze w := ® o U1 Y(W) — ®&(W). Da ¥~! und ® C'-Diffeomorphismen
sind, hat auch w diese Eigenschaft. Die ersten m — 1-Koordinaten werden von
U genauso abgebildet wie von ® (so wurde ¥ konstruiert), also 1i8t ® o U~ sie
fest. Damit hat w die gewiinschte Gestalt. U

Wir konnen nun den Beweis des Satzes zu Ende fithren. Sei I C U ein
kompaktes Interval. Fiir jeden Punkt z € I wéhle ein W, und eine Zerlegung
von VUly wie im Zerlegungslemma konstruiert. Wihle ein offenes dyadisches
Interval I, welches z enthilt und so dass I, C W.
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Da I kompakt ist, wird I von endlich vielen dieser I, iiberdeckt.
Indem man Schnitte bildet, kann man I in endlich viele disjunkte dyadische
Teilintervalle zerlegen, so dass jedes Teilinterval in einem W, enthalten ist.

Fiir jedes dieser Teilintervall Iy, gilt nun nach Induktionsvoraussetzung und
Korollar B8 und Korollar b1

vol(@(I1)) = vol(wi (T (1)) = /Q . laete]

:/ \det W, - |det wl |
Iy

= | Jdet(wh o )| = [ [(detwy o W,)

I, Iy,

= [ |det®'|.
Iy

Bildet man die Summe iiber die Ij, erhilt man, wie gewiinscht,

vol(®(Iy)) = [ |detd'|.
Iy

Es bleibt nur noch, Satz b4 zu benutzen, und die Aussage des Lemmas folgt. [

Da der Induktionsanfang m = 1 wegen Korollar b.7 erfiillt ist, gilt per In-
duktion mit Lemma BT1 der Transformationssatz B3,

6 Mehr zu LP-Funktionen

Wir wollen zunéchst einige der Beweise, die wir nicht vollstandig gegeben haben,
beenden.
Zur Erinnerung, und mit unserer neuen Sprechweise:

6.1 Bemerkung. £L*°(Q,p) = {f: 2 — C| 3k > 0 so dass |f| < k fast iiberall}.,
|flo = inf{k € [0,00];|f| < k fast iiberall}. Die Definition ist also ganz analog
der Definition von Beschrinktheit, und der Supremums-Norm, nur dass iiberall
der Ausdruck “fast iiberall” hinzugefiigt wird.

Zuerst formulieren wir die Holder-Ungleichung etwas allgemeiner.

6.2 Satz. Seien 1 < p,q,r < o0, so dass 1/p+1/q =1/r. Seien f € LP(Q, )
und g € L9(Q, ). Dass ist fg € LT(Q, 1) und

Bewets, insbesondere Rest des Beweises der Hélder- Ungleichung. Wir miissen noch
den Fall behandeln, dass |f[, = 0 (der Fall [g], = 0 geht genauso). Das heift
zuniichst, dass [, |f|” = 0. Nach Lemma B.4 ist dann |f|” fast iiberall Null,
also auch fast iiberall |f| = 0. Und dann auch |fg| = 0 fast {iberall. Dies im-
pliziert wiederum wegen Lemma B4 dass [ |fg| =0, also |fg|, = 0, so dass die
Ungleichung erfiillt ist.



41

Weiterhin fehlt p = 1 und ¢ = oo. Sei also |g| < k fast iiberall fiir eine k €
[0,00). Dann gilt fast iiberall |fg| < k-|f]. Sei N die entsprechende Nullmenge.
Dann gilt

\fg|1=/ﬂ\fg| du=/Q\N|fg|S/Q\Nklf|=k|f|1-

Da |g|, das Infimum aller dieser k ist, gilt auch |fg|; < |g|. - |f];- O

Beweis. Beweis, dass £>(Q, ;) ein Vektorraum ist, und dass || die
Dreiecksungleichung (=Minkowski-Ungleichung) erfiillt.

Seien also f,g € £ und A € C. Seien Ny, No Nullmengen, k1, ke € [0, 00) mit
|f| < k1 ausserhalb N7 und |g| < k2 auBerhalb Ns. dann gilt

IAf + gl < AST+ gl < ARy + ko

auBerhalb N7 U Ny, was nach Lemma B-3 immer noch eine Nullmenge ist.

Ist A = 1, konnen wir das Infimum iiber alle so erhéltlichen Schranken k;
und ks bilden, und erhalten auf der Rechten Seite |f|, + |g|., (nach Definition
von |f + g|,, missen auf der Linken Seite moglicherweise noch kleinere obere
Schranken beriicksichtigt werden) die Ungleichung

O

6.3 Definition. Falls f = 0 fast iiberall, so gilt |f\p = 0, und daher wird im
allgemeinen £7(€2) kein normierter Vektorraum sein.

Wir reparieren dies, indem wir Aquivalenzklassen bilden (einen Quotienten-
raum).

Zur Erinnerung: £P(Q,u) = {f: @\ N — C | N Nullmenge und |f|§ =
Joow £} < o0},

Definiere nun N := {f € LP(Q, u) | f = 0 fast iiberall} = {f € LP(Q, ) |
£, = 0},

Definiere LP (S, p) := LP(Q, p) /N, mit Norm |[f][, == [f],,-

Die Norm ist wohldefiniert, denn falls [f] = [g] dann f —g € N, d.h. f und ¢
unterscheiden sich nur auf einer Nullmenge, und dann sind die Integrale, welche
die Norm definieren, identisch.

Um Schreibarbeit zu sparen, benutzt man fiir eine Funktion f: Q\ N — C
oft die Notation f € LP, anstelle zu schreiben [f] € LP.

6.4 Satz. Firl <p < oo ist LP(Q, ) ein Banachraum.

Beweis. Nach Definition gilt |[f]|p = 0 genau wenn |f\p =0, also wenn f € N,
also [f]=0¢€ LP = LP/N.

Die anderen Eigenschaften einer Norm bleiben erhalten, da sie fiir die Ver-
treter der Nebenklassen gelten (wichtig ist hier nur, dass |[f]], = |f], wirklich
wohldefiniert ist).

Der entscheidende Punkt ist, zu zeigen dass LP vollstdndig ist. Seien also
Ji, fo, -+ € LP und

Sl = M < cc. (6.5)
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Falls zundchst 1 < p < oo, dann

(E)

Dies heifit aber wegen des Satzes iiber monotone Konvergenz, dass die Funk-
tionenfolge (>~ |fi(x)|)? fast {iberall konvergiert (und nicht divergiert). Also
konvergiert auch > |fi(x)| fast iiberall. In R folgt aus absoluter Konvergenz
die Konvergenz, also konvergiert . () fast iiberall gegen eine Funktion f(z)
(punktweise).

Es bleibt noch zu zeigen, dass f € L und |f — > }_, ful, 2200.

Fiir das erste beachte |f|” < (3 |fx])? € £! nach (B.5), also f € LP.
Weiter gilt, wenn man wie in und nach (B.§) argumentiert

> 1Sl
k=1

p n P
< <Z|fk|,,> < M. (6.6)
P k=1

1

'f—ka =1 > fel < >0 I, =20,
k=1 k=n+1 k=n+1

p p

also folgt die gewiinschte Konvergenz.

Falls p = oo, ist per Definition >~ |fx(z)| fast iiberall < M = > |fi| .,
also auch f(z) = Y7, fu(z) fast iiberall konvergent, und fiir diese z gilt
natiirlich | f(z)| < >0, |fe(z)] < M.

Genauso sieht man |f — ZZ;l el =12, frle < S [l LoE
o0
0. O

Wir benutzten im Beweis von Satz (.4 folgendes Lemma:

6.7 Lemma. FEin normierter Vektorraum V ist genau dann vollstindig wenn
jede absolut konvergente Reihe in V' konvergiert, also wenn zu vy,--- € V. mit
D |vil < 0o auch Y v; €V existiert.

Beweis. Sei x1,x9,--+ € V eine Cauchyfolge. Wir miissen zeigen, dass diese
Cauchyfolge einen Grenzwert hat. Fiir £ € N wihle mit & wachsende ny € N so
dass |y, — z,| < 2771 falls m,n > ny. Dann erfiillt die Teilfolge yx 1= x,,:
Yk+1 — yx| <278

Definiere nun hy := y; und hy = yi — yg—1 fiir & > 2. Dann gilt Y |hg| =
91+ Y s 9 — Y| < [+ Ty 271 < 00. Also existiert y i= Y, Ay =
limy, oo Dopey P = My o0 Yo

Da y,, eine konvergente Teilfolge der Cauchyfolge xj, ist, ist somit die Cauchy-
folge (xx) selbst konvergent. O

7 Wichtige Sitze aus der Mafitheorie

Jetzt sollen noch ein paar Resultate aus der Mafitheorie zusammengestellt wer-
den, die wir aus Zeitgriinden leider nicht beweisen kénnen. Trotzdem halte ich
fiir sinnvoll, von ihrer Existenz schon gehort zu haben.
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7.1 L[P-Riume

7.1 Satz. Firl < p < oo ist die Menge der stetigen Funktionen mit kompaktem
Triger dicht in LP(R™, p).

In anderen Worten: LP(R™) ist die Vervollstindigung von C.(R™) beziiglich
der LP-Norm.

7.2 Satz. Seien1 < p < oo und1/p+1/q = 1. Sei Q ein o-endlicher Mafraum.
Dann liefert die Abbildung

L7(9) — Hom(LP(9), R); f — (g — / f9)

eine isometrische Bijektion zwischen L1(Q) und den beschrinkten linearen Ab-
bildungen von LP(Q) nach R (mit Operatornorm: ||| == supjy —y [¥(f)| fiir
b € B(LP(Q),R)).

Schlagwort: der (topologische) Dualraum von LP ist L9.

Beweis. Wir wollen wenigstens zeigen, dass wir wirklich ein Element des Dual-
raums erhalten (mit der Normabschitzung ||1/}fHHom( ey < | f],)- Dies folgt
aber sofort aus der Holder Ungleichung. O

7.3 Satz. Fir jedes n € N und jedes p € [1,00) ist die Menge C°(R") :=
{f: R" = C| f glatt mit kompaktem Triger} dicht in LP(R™).

I hat kompakten Trager, falls es ein R > 0 gibt, so dass f(x) =0 firx > R
(Gquivalent: die Menge {x € R™ | f(x) # 0} hat einen kompakten Abschluf).
“Dicht” heifit, dass jede LP Grenzwert (in LP) einer Folge von Elementen aus
Ce ist.

Beweis. Mittels Faltung mit “Glattmacher” wie auf Aufgabe 4 von Woche 8. [

7.2 Satz von Radon-Nykodim

7.4 Satz. Sei (Q,9M, p) ein o-endlicher Mafiraum, und sei A ein weiteres Maf
auf M.
Dann gibt es eindeutige Mafle Ay und As auf M, so dass

AME) = X(E) + As(E) VE €M
M(E)=0 VE € M mit w(E) =0
aN € M mit w(N) =0, so dass A\(Q\ E) =0.

Auferdem gibt es eine (eindeutige) Punktion h € L'(Q, 1), so dass
Ao(E) :/ hdy — VEem.
E

Es gilt h(z) > 0 fiir (u-fast) alle x € Q).

7.5 Bemerkung. Man kann auch komplexwertige Mafle einfithren (es wird
einer Menge also eine komplexe Zahl zugeordnet, die nicht notwenigerweise po-
sitiv ist, ansonsten bleiben die Eigenschaften wie bei den gewthnlichen Maflen
erhalten). Der Satz gilt dann genauso, wobei h dann beliebige Funktion aus
L (u) sein kann.
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7.3 Der Rieszsche Darstellungssatz

7.6 Satz. Sei X ein lokal kompakter Hausdorffraum (d.h. jeder Punkt in X
hat eine offene Umgebung, deren Abschluss kompakt ist, und zu je zwei Punkten
x £y € X gibt es disjunkte offene Umgebungen).

Sei Co(X) :={f: X — C| f stetig mit kompaktem Triger}. Hierbei ist der
Triger einer Funktion f: X — C der Abschluss von {x € X | f(x) # 0}.

Vereinfachung: X kompakter Hausdorffraum, dann gilt Co(X) = C(X).

Sei ¢: Co(X) — C linear, auferdem gelte ¢(f) > 0 falls f > 0 (iberall)
(dann heifit ¢ positiv).

Dann gibt es einen vollstindigen Mafraum (X, 9, p), wobei M alle Borel-
mengen enthdlt, so dass

o(f) = /X fdu  VfeCy(X).

Auflerdem hat p die folgenden FEigenschaften:

w(K) <oo fiir jede kompakte Teilmenge K C X.
p(E) =inf{u(V) | ECV, V offen} VE € M.
w(E) =sup{u(K) | K C E, K kompakt} falls E offen oder u(E) < oo.

Teil I
Differentialformen bis Gaufl und
Stokes

8 Eingebettete Mannigfaltigkeiten

8.1 Definition. Eine (eingebettete) glatte Mannigfaltigkeit der Dimension m
ist eine Menge M C RY mit folgenden Eigenschaften:

Fiir jedes € M existiert eine offene Umgebung 2 € U C RY, eine weitere
offene Teilmenge V C R und ein C*°-Diffeomorphismus

U:U—V,
so dass mit U := UN M und V := U(U) gilt: V ist offene Teilmenge von
R™ x {0} C RV,

Erinnerung: W heiBt Diffeomorphismus wenn die Abbildung bijektiv ist, und
sowohl ¥ als auch die Umkehrung C'*°-Funktionen sind (also beliebig oft partiell
differenzierbar).

8.2 Bemerkung. Die wichtigsten Daten sind die Abbildungen ¥ := W¥|: U C
M — V C R", diese heiflen die Karten (oder lokalen Koordinaten) von M.

8.3 Bemerkung. Anstelle glatter (=C°°) Mannigfaltigkeiten konnte man auch
Ck-Mannigfaltigkeiten fiir k = 0, ..., 00 betrachten. Der Fall k¥ = 0 (ohne Dif-
ferenzierbarkeit) ist ein Sonderfall. Fiir k > 1 verallgemeinern sich die meisten
unserer Konstruktionen und Sétze sinngeméf (natiirlich muss in Voraussetzun-
gen und Folgerungen C'*° durch die geeignete Differentiationsordnung ersetzt
werden).
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8.4 Deﬁnitign. Seien ¢1: U; — Vi und 9y: Uy — Vo Karten von M (mit
zugehorigen U,). Setze Uyg := Uy NUs, VY := U1 (Uys), V4 := Uy(Ui2) (entspre-
chend Vll etc.). Die (eingeschriinkten) Abbildungen

v U
-1, ! 1 2 /
Wy o UTh: V) = Upy =5V

(und entsprechend \112\111_1: 7/1 — 72/) heiBen Kartenwechsel oder Koordinaten-
wechsel.

8.5 Beispiel. S C R"*! ist glatte eingebettete Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion n. Dazu miissen wir geeignete Karten angeben. Fiir k € {1,...,n+ 1} und
€€ {£1} setze Ug e :={y = (y1,.,Yn+1) € R | yx - € > 0}. Definiere

Vet Une = RSy (Y1, k1, Ukt 1 Ung 1 U5+ Yoy — 1),

Dann ist Uy . offen und ¢, . injektiv (das Vorzeichen von yy, ist ja durch € fest-
gelegt). Wy, . ist diffbar und die Jakobimatrix DWy, . hat Determinante 2yy, ist
also auf ganz Uhe invertierbar. Nach dem Satz iiber die lokale Umkehrfunktion
ist die Bildmenge offen, und die Umkehrfunktion (existiert global, da W injektiv
ist) ist diffbar, also ist @k,e ein Diffeomorphismus auf sein Bild.

AuBerdem wird S™ N Uy . nach R™ x {0} abgebildet. Zuletzt beachte noch,
dass fiir jeden Punkt x € S™ mindestens eine Koordinate zj # 0 ist, und somit
entweder x € Uy oder in U _;. Man hat also fiir jeden Punkt eine Karte
gefunden.

Leider ist es sehr miihsam, auf diese Weise glatte Mannigfaltigkeiten zu
konstruieren: es macht einfach zu viel Arbeit, die Koordinatenfunktionen hin-
zuschreiben. In vielen Féllen hilft folgender Satz.

8.6 Satz. Sei f: RN — R* glatt. Seiv € RF und es gelte dass fiir jedes x € RN
mit f(x) = v die Ableitung Df,: RN — R¥ surjektiv ist (d.h. die Jakobi-Matriz
hat Rank k, den mazimal mdglichen Rang).

Dann ist f~1(v) C RY ein glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension N —
k.

Beweis. Sei x € f~'(v). Nachdem man ggf die Koordinaten umbenannt hat,
gilt (0f/0y2), ist invertierbar (da der Rang ja k war). Hier schreiben wir
(@1,..,2Nn) = (Y1, 92) mit y1 = (T1,.. . TN—k), Y2 = (UN—kts---»YN)-
Definiere nun F: RN — RN durch F(y1,y2) = (y1, f(y1,y2) — v). Dann
ist fiir jedes (y1,y2) € f~1(v) F(y1,y2) € R¥=F x {0}. AuBerdem ist DF, =
(a7 /18y1 of /anz) also (da 0f/0y2 an x invertierbar ist) an x invertierbar. Nach
dem Satz tiber die lokale Umkehrfunktion ist F', eingeschréinkt auf eine geniigend
kleine offene Umgebung von « ein Diffeomorphismus auf eine offene Bildmenge.
Das ist genau das, was wir zeigen miissen. O

8.7 Beispiel. Sei f: R"™' — R;z — |z[5. Es gilt S* = f~(1), und Df, =
(221, ...,2xp41). Df, hat also immer Rang 1, aufler wenn z = 0 (aber dann gilt
f(z) = 0 # 1). Somit folgt aus Satz B-f, dass S™ eine glatte Mannigfaltigkeit
ist.

8.8 Bemerkung. Wenn man den Satz iiber lokale Extreme unter Nebenbe-
dingungen anschaut, sieht man also mit Satz B.@, dass die dort betrachteten
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Mengen genau glatte eingebettete Mannigfaltigkeiten sind (kleine Abweichung;:
es war von der definierenden Funktion nicht verlangt, dass sie glatt ist, sondern
nur, dass sie einmal stetig differenzierbar ist).

8.9 Beispiel. Die orthogonale Gruppe O(n) := {A € M,(R) | A*A = 1} ist
eine glatte eingebettete Mannigfaltigkeit der Dimension n(n — 1)/2.

Beweis. Ubungsaufgabe. Die relevante Abbildung f: M, (R) — R —n(n—1)/2
bildet die Matrix A ab auf die Eintrige oberhalb und auf der Diagonalen von
A*A (da A*A symmetrisch ist, kann man die Eintriige von A* A unterhalb der
Diagonalen aus denen oberhalb wiedergewinnen). O

8.1 Tangentialraum

8.10 Definition. Sei M C RY glatte eingebettete n-dimensionale Mannig-
faltigkeit, x € M. Sei ¥: U — RY Karte (mit z € U). Wir definieren den
Tangentialraum zu M bei x als

T,M := (D, U)"}(R" ¢ 0) c RV},

Dies ist ein Untervektorraum von RY, den wir als lineare Approximation zu M
bei x auffassen wollen. Er hidngt nicht von der Wahl der Karte ab.
Definiere
TM = | J T.M x {z} e RV x RV,
zeM

Dies ist das Tangentialbiindel von M.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass T, M wirklich nicht von der Wahl der Karte
abhéngt. Sei also Wy: Uy — RN eine zweite Karte bei x; die Bildbereiche seinen
V fiir ¥ und Vs, fiir ¥s. Dann ist Uy 0 (ﬁ)_l : V — V5 der Koordinatenwechsel.
Zerlegen wir die Elemente von V und V5 entsprechend RY = R™ @ RV ~™ so
wird (y,0) auf (x,0) abgebildet, und daher

)0 (0.9 = ;) 7)

Somit (D, ¥y) "} (R™ @ 0) = (D, V)" Y(R™ & {0}) = T, M. O

8.11 Bemerkung. In Zeichnungen wird der Tangentialraum oft affin verscho-
ben am Punkt x angesetzt. Es ist aber wichtig, zu beachten, dass es sich um
einen Vektorraum handelt.

Die einzelnen T, M hingen “stetig von x € M ab”; préziser: T M ist selbst
eine Mannigfaltigkeit, also ein “guter” Raum.

8.12 Lemma. Sei f: RN — RN=™ eine glatte Abbildung und 0 € RN=™ ein
requldrer Wert (zur Erinnerung: D, f ist surjektiv fir jedes x € M := f=1(0)).
Dann ist M = f=1(0) eine glatte Mannigfaltigkeit, und

T,M={veRY | D, f(v) =0} = {v € RN | v L grad fi(z) firi=1,...,N—m}.

8.13 Lemma. T'M ist selbst eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension 2 dim(M).
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Beweis. Falls U: U — R Karte von M bei z, so ist
DU x U: RN x U — RN xRY; (v,2) — (D, U(v), ¥(z))

Karte von TM. Genaugenommen muss man noch ein paar Koordinaten im
Bildbereich permutieren, damit 7'M genau auf R™ x V' x {0} abgebildet wird
(so ist das Bild von TMN(RY xU) gerade (R" x{0})x (V' x{0}) C R¥ xRY). O

8.14 Bemerkung. Wére M nur eine C*-Mannigfaltigkeit, wire T M eine C*~1-
Mannigfaltigkeit, da D, V¥ einmal weniger (nach ) ableitbar ist.

8.2 Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten

8.15 Definition. Sei A C RY eine beliebige Menge. f: A — R™ heifit glatt,
falls es eine offene Umgebung A ¢ U ¢ RN und eine Fortsetzung f: U — R"
von f gibt, welche glatt ist (Fortsetzung hiefl: f|4 = f).

8.16 Lemma. Sei A C R¥ offen, betrachte A x {0} C RF +m = RF x R™.
Dann ist f: A — R"™ glatt (im bisherigen Sinn) genau dann wenn f X
{0}: A x {0} - R™; (2,0) — f(x) glatt ist im neuen Sinn.

Beweis. Fiir die Glattheit im alten Sinn muss man weniger partielle Ableitungen
berechnen als fiir die Glattheit im neuen Sinn, also folgt aus glatt im neuen Sinn
glatt im alten Sinn.

Ist umgekehrt f: A — R” glatt, so definiert f: A x R™; (z,y) — f(z) eine
glatte Fortsetzung (konstant in den zusétzlichen Koordinaten). O

8.17 Lemma. [ Seien M™, N™ glatte eingebettete Mannigfaltigkeiten. f: M —
N ist glatt genau dann wenn

dofol l:R™ - R

glatt ist fiir alle Karten U von N und ® von M (als Definitionsbereich von
do foU™! ist natirlich die offensichtliche offene Teilmenge von R™ zu wdihlen,
auf welcher die Abbildung definiert ist).

Beweis. Verwende Lemma RTA. O

8.18 Bemerkung. Um festzustellen, ob f glatt ist haben wir also zwei Moglich-
keiten: wir betrachten M und N als (nicht-offenen) Teilmengen von R¥ und
benutzen die Definition von “glatt” fiir Abbildungen zwischen solchen Teilmen-
gen.

Alternativ konnen wir die Karten benutzten, um ganz normale Abbildungen
auf offenen Teilmengen des R™ (nach R™) zu analysieren.

8.19 Definition. Sei f: M — N glatt. Die Ableitung
Df: TM — TN;(v,x) — D, f(v)

ist fiir x € M mit Karten ¥: U -V (x €U C M,V CR™) und ®: Uy — V5
(f(z) € Us C N, V5 C R™) definiert durch

Dy f(v) = (Dya)®) " (D) (@ o fo U (DT (v))).
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D f hingt nicht von der Wahl der Karten ab.

Zum Prinzip: aus f macht man lokal mittels der Karten eine Abbildung von
R™ nach R", deren Ableitung definiert ist.

Diese ébleitung_ kann man dann verwenden, wenn man auflerdem die Diffe-
rentiale D¢ und DV benutzt, um T, M bzw. Ts,) N mit R™ und R™ zu identi-
fizieren.

Falls M C RN und N € R™2 und F: W — N eine glatte Ausdehnung von
f auf eine offene Umgebung W von M C RM ist, so ist

D.f =DyF|r,m

(D, F ist eine lineare Abbildung D,F: RM — RNz diese schrinken wir auf
T,M C RNt ein). Diese Einschrinkung ist insbesondere unabhingig von der
speziellen Wahl der Fortsetzung F'.

8.20 Bemerkung. D, f ist die bestmogliche Approximation an f durch eine
lineare Abbildung. Um dieser Aussage fiir eine (ja gekriimmte) Mannigfaltigkeit
Sinn geben zu koénnen, mufiten wir im ersten Schritt die Mannigfaltigkeiten M
und N an den relevanten Punkten z und f(x) durch die Vektorrdume T, M und
T¢(2)N approximieren. Danach erst kann man die lineare Approximation, jetzt
als lineare Abbildung D, f zwischen T, M und Ty, N, definieren.

Beweis der Aussagen in Definition B-19. Die Unabhéngigkeit von der Wahl von
Karten folgt, wenn die zweite Formel gilt (da F' nicht von der Wahl der Karten
abhéngt).

Sei also F solch eine Fortsetzung. Dann ist ®oF' o eine Fortsetung der auf
einer Teilmenge von R™* definierten Funktion ®o foW~! auf eine entsprechende
offene Teilemenge von Rt (hierbei ist R™ = R™ x {0} C R™). Folglich gilt

DoF = D)@ Dy(ay(®0Fo¥ ')D,T

Nun gilt nach Definition von T, M, dass D,V (T M) = R™ x {0}. Auflerdem
bildet Bo F oW ' R™ x {0} auf R™ x {0} ab (als Abbildung ® o f o ¥1),
also hat die Ableitung beziiglich der Zerlegung RM = R™ x RM~™ “untere
Dreiecksgestalt”, und der obere linke Matrixeintrag ist gerade Dy 5)(®o foW).

Da die Ableitungsmatrix obere Dreiecksgestalt hat, wird ein Vektor aus R™ x {0}
auf einen Vektor aus R™ x {0} abgebildet. Diese werden wiederum von D f(x)ﬁ_l

auf T,y N C R¥2 abgebildet. Wir haben also gesehen:

D, F(v) = (Dy(1)®) " (Dy () (® o f o W) (D, ¥(v))) .

Ahnlich ist auch ein direkter Beweis fiir die Unabhiingikeit von den Kar-
ten moglich; wie er in Betrachtungen iiber Mannigfaltigkeiten sehr typisch ist.
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Seinen also 9 und ¢o weitere Karten. Dann gilt, wegen der Kettenregel,

(Dy@)®) ™! (Dw(ay(® o fo W) (D, ¥ (v)))
= (Dy@)®) " (Dy()(® o @5 @20 fo U, Wy 0 U 1) (D, T(v)))

7_1 _ _ _ P

= (Da(s(e)® ) (Day(s()) (P 0 By 1)Dw2(x>(‘1’2 o f oWy ) Dy(r)(Pa 0 U 1)(D,¥(v)))
= 1 _ — ——1 —

= (Da(s(x)® <D<I>2(f(gc) (®ody )D\I'z(w)((I)Q o foW; Dy (Tz0W )(Da:‘l’(v)))

= (D(sa) (@ ®)) (Daasen @2 ) Do) (920  © 05") Dy (T) (Do (T D)(v))

)
= D, (£(a)) (P2 b (D\IJQ(:D 20 f oW ) Dy, (V2)(v))

O

8.21 Lemma. Sei f: M — N glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfaltig-
keiten. Dann ist Df: TM — TN ebenfalls glatt.

Beweis. Entscheidend ist natiirlich, dass D, f glatt von = abhéngt.

Genauer ist ja wegen D, f = D, F|r, a fiir jede Fortsetzung von f auf eine
offene Teilmenge W von M in R™ die Abbildung Df die Einschrinkung von
DF: RM x W auf die Teilmenge TM C RN x W.

Da F eine C*° Abbildung ist, gilt dies auch fiir seine Ableitung DF'. Es gilt

ja
0F;
DF() = (520)) v
J i,j=1,...,N1
somit ist jede Koordinatenfunktion glatte Funktion aller Eintrége p,v. ]

8.22 Definition. Eine glatte Abbildung f: M — N heifit Diffeomorphismus
und die beiden Mannigfaltigkeiten diffeomorph, falls f bijektiv und auch die
Umkehrabbildung f~! glatt ist.

9 Abstrakte Mannigfaltigkeiten

9.1 Definition. Eine glatte Mannigfaltigkeit ist

(1) Ein topologischer Raum M so dass die Topologie folgende Eingenschaften
hat:

(a) falls @ # y € M, gibt es offene Umgebungen U, > z, U, > y mit
U, NU, =0 (dann heiBt M hausdorffsch).

(b) Es gibt eine abzihlbare Teilmenge A C M, so dass A = M, wobei A
der Abschlufl von A ist.

(2) zusammen mit einer offenen Uberdeckung U; von M und mit Homoomor-
phismen ®;: U; — V; C R™, den sogenannten Karten von M, so dass

D;0®; ' V;ND,;(U;) — R™

eine C'*°-Abbildung zwischen offenen Teilmengen des R™ ist fiir alle i, j.
Zur Erinnerung: ein Homdomorphismus ist eine Abbildung, die stetig und
bijektiv ist, und deren Umkehrung ebenfalls stetig ist.
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9.2 Bemerkung. Wir haben schon gesehen, dass wir unsere eingebetteten
Mannigfaltigkeiten mit der Struktur einer abstrakten glatten Mannigfaltigkeit
versehen konnen, indem wir die nach Voraussetzung existierenden Karten be-
nutzen (aber die Einbettung in RV “vergessen”).

9.3 Satz. Sei M eine abstrakte Mannigfaltigkeit. Dann gibt es (fir geniigend
grofes N € N) eine eingebettete Mannigfaltigkeit M’ C RN welche diffeomorph
zu M ist.

9.4 Bemerkung. Wegen dieses Satzes ist es nicht unbedingt notwendig, auch
abstrakte Mannigfaltigkeiten zu betrachten. Fiir einige Konstruktionen ist dies
allerdings viel bequemer, da man oft keine Einbettung nach RY “sieht”.

Beweis. In der Vorlesung soll aus Zeitgriinden dieser Satz nicht bewiesen wer-
den. Beweise findet man in Topologiebiichern, z.B. [2]. O

10 Differentialformen

Wir wollen uns nun dem Ziel zuwenden, die Integration auf Mannigfaltigkeiten
zu definieren. Aus dem ersten Teil der Vorlesung liegt es nahe, zunéchst ein Maf3
auf der Mannigfaltigkeit zu konstruieren, und danach unsere Integrationstheorie
aufzubauen.

Problem ist, dass man (zumindest bei abstrakten Mannigfaltigkeiten) keine
kanonische Konstruktion eines Mafles kennt.

Der “Ausweg” ist, dass wir nicht iiber Funktionen integrieren wollen, sondern
iiber modifizierte Funktionen, sogenannte Dichten, in die in gewissem Sinne das
Maf} schon eingebaut ist.

Zur Erinnerung: beim Integrieren im R™ schreiben wir (in Anlehnung an
Fubini) oft

/ flx1,...,2,) dzydoy -+ - doy,
U

neuer Integrand

Hauptséchlich handelt es sich hier natiirlich um eine Umformulierung: gege-
ben solch eine Dichte, kénnte man (allerdings nicht auf eindeutige Weise) ein
Mafl und eine Funktion konstruieren, so dass das Integral iiber die Dichte dem
Integral {iber die Funktion beziiglich des vorgegebenen Mafles entspricht.

Mehr noch, mittels Karten kann man dieses Integral auf das gewothnliche
Integrieren im R™ zuriickfithren. Trotzdem ist die neue Notation (wenn auch
zunéchst eine Hiirde) sinnvoll, da viele Sachverhalte dadurch viel kompakter und
dadurch besser manipulierbar dargestellt werden kénnen. (Fiir konkrete Rech-
nungen muss man dann allerdings doch noch wissen, wie man die Ubersetzung
zur Integration im R™ durchfiithren kann).

Um die Dichten zu definieren, gehen wir einen kleinen Umweg und beschéfti-
gen uns zunéchst mit Differentialformen.

10.1 Definition. Sei V ein R-Vektorraum (z.B. V = T, M fiir eine Mannigfal-
tigkeit M und z € M). Eine alternierende k-Form auf V ist eine Abbildung

w: VE SR

mit folgenden Eigenschaften:
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(1) w ist linear in jedem der k-Eintriige, d.h. w ist k-linear.

(2) w ist alternierend, d.h. vertauscht man genau zwei Eintriige, so muss
man den Wert mit —1 multiplizieren, also w(vi,...,v;,...,05,...,0;) =
—wg (V1,5 V), Uiy, Up).

Beachte, dass die Menge der alternierenden k-Formen selbst wieder ein R-
Vektorraum ist (durch punktweise Addition und Skalarmultiplikation).

Ersetzt man die Zielmenge R durch den (R-Vektorraum) C, erhélt man bei
ansonsten gleicher Definition die sogenannten komplezwertigen alternierenden
k-Formen auf V.

10.2 Beispiel. Eine 1-Form auf V ist einfach eine lineare Abbildung V' — R.

10.3 Definition. Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine k-Form
(Differentialform der Ordnung k) w auf M ist eine Kollektion von Abbildungen

wy: ToMF — R, zeM

so dass w,, fiir jedes x € M eine alternierende k-Form ist. Fiir £k = 0 definiert
man, dass eine 0-Form eine Funktion w: M — R ist.

Sei f: N — M eine glatte Abbildung und w eine k-Form auf M. Definiere
die zuriickgezogene k-Form f*w auf N durch

froy(we, .. we) == w(Dyy) f(wi), -5 Dy f(wr))-

Falls k =0, ist f*w(y) = ffwy, = w(f(y)).
Eine k-Form w auf M heifit glatt, falls fiir jede Karte ¢: U — V C R™ gilt,
dass alle Funktionen

V-Rz+— (gb*l)*wx(eil,...,eik)

glatte Funktionen sind. Diese Funktionen nennen wir Koeffizientenfunktionen.
Hierbei sind e; die Standard-Einheitsvektoren im R™.

Die Menge der glatten k-Formen auf M wird mit Q¥ (M) bezeichnet.

Ersetzt man in der Definition die Zielmenge R durch C, ist also w, eine
komplexwertige k-Form auf T, M, so erhilt man die komplexwertigen k-Formen
QOF(M;C).

Durch Punktweise Addition und Skalarmultiplikation wird Q¥(M) ein R-
Vektorraum, und Q¥ (M; C) ein C-Vektorraum.

10.4 Beispiel. Auf R™ definieren wir glatte 1-Formen dx; durch
dl‘l(z /\zez) = )\1',
i=1

wobei e; die Standardbasisvektoren von R™ = T,R™ fiir jedes x € R™ sind.
Eine beliebige glatte 1-Form hat dann die Gestalt

Wy = i fi(x)dw;,
i=1

wobei f;: R™ — R glatte Funktionen sind.
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Beweis. Da T,R™ = R™, und da die angegebenen dz; und w, offenbar lineare
Abbildungen von R™ nach R sind (also k-linear fiir & = 1), handelt es sich
um 1-Formen. Nach Einsetzen von e; sind diese glatt, es handelt sich also um
glatte 1-Formen (wegen Lemma [[0.7 braucht man keine weiteren Karten zu
betrachten).

Ist umgekehrt w eine beliebige glatte 1-Form, so gilt

m
Wy = Zwm(ei)d%
i=1

wie man sofort durch Einsetzen von Tangentialvektoren erkennt (unter Ausnut-
zung, dass die e; eine Basis von R™ = T, R™ bilden). O

10.5 Lemma. Seien f: M — N und g: N — W glatte Abbildungen zwischen
glatten Mannigfaltigkeiten, und w € QF(W). Dann gilt

frgw) = (go f)w.
Falls N =W und g = id, so gilt id*w = w.
Beweis. Dies folgt aus der Kettenregel fiir Differentiale: D(g o f) = Dg- Df,

indem man in die Definition der zuriickgezogenen Formen einsetzt. Fiir id* w =
w benutze man, dass Did = id. O

10.6 Lemma. Sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannig-
faltigkeiten und u: M — R glatt. Dann gilt d(f*u) = f*(du).

Beweis. Per Definition ist f*u(y) = u(f(y)), also d(f*u)y(v) = Dy(uo f)(v) fiir
y€ MundveT,M.

Andererseits gilt f*(du),(v) = dug)(Dy,f(v)) = Dygyu(Dyf(v)). Nach
Kettenregel ist dies aber gerade Dy (u o f)(v). O

10.7 Lemma. Glattheit bleibt bei Kartenwechsel erhalten, d.h. muss nur fir
eine Uberdeckung durch Karten nachgewiesen werden, und folgt dann fir alle
weiteren Karten.

Beweis. Seien dazu ¢, ¢a: U — R™ zwei Karten (durch Schneiden kénnen wir
annehmen, dass sie dasselbe Definitionsgebiet haben, die Wertemengen kénnen
allerdings verschieden sein).

Dann gilt (mit y = ¢; *(x))

(@1 ) wa(vr, - 0k) = wy((Dady ) (v1), -, (Dadhy ) (vk))

= wy((Dyd2) ™' Du(261 ) (v1), -, (Dy2) ™' Da(d2epy ') (vi))

= (¢2_1)*w¢2(¢f1(m))(Dm(¢2¢1_1)01, <o D297 H)ur)
Nun kann man fiir die v; irgendwelche Standard-Basisvektoren einsetzen, und

—1
beachte, dass D,¢o07 " (e;) = > %(m) -ej. All diese Funktionen sind

glatte reellwertige Funktionen. Die Multilinearitit impliziert, dass (¢1*1)*wgﬂ(eil7 e

eine Linearkombination der Funktionen (¢51)*w¢2¢;1(x)(8a1, ...y €qy ) iSt, wobei
die Koeflizienten die oben gewonnenen glatten reellwertigen Funktionen sind.
Man erhilt also (¢7!)*ws(es,, . . ., e, ) durch Multiplikation mit glatten Funk-
tionen und durch Komposition mit der glatten Funktion ¢5 o qﬁl_l aus den ent-
sprechenden (¢35 ")*wy(€ay,- -, €ay ). Sind letztere O, folgt also, dass erstere
auch C*° sind. O

7eik)
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10.8 Bemerkung. Im Beweis von Lemma [[0.7 haben wir auch gleich eine
Formel hergeleitet (allerdings geniigend kompliziert und nicht ganz vollstédndig
hingeschrieben) wie man die Koeffizientenfunktionen fiir verschiedene Karten
ineinander umrechnet. Diese Formeln werden Transformationsformeln genannt.
Insbesondere in Physikbiichern wird hiermit viel gearbeitet, hieraus stammt
auch der Begriff “Transformiert sich wie ...”, wobei man fiir die Piinktchen
dann (Tangential)vektor oder k-Form (oder noch anderes) einsetzen kann.

10.9 Beispiel. Sei f: M — R eine glatte Funktion. Dann definiert die Ablei-
tung D f eine 1-Form df auf folgende Weise: eigentlich haben wir die linearen
Abbildungen D, f: Tp M — T R. Allerdings ist (per Definition) TR = R,
und wir definieren df,(v) := D, f(v) € R fiir v € T, M.

Wichtige: dies gilt auch, falls M = R™. Die Ableitung D, f ist also, wenn
man es richtig macht, eine lineare Abbildung von T, R™ (zufillig wieder R™)
nach R. Es handelt sich um keinen (Tangential)vektor. Wollen wir einen solchen
daraus produzieren (den Gradienten), miissen wir erst die Transponierte bilden.

10.10 Beispiel. Betrachte die Funktion f;: R™ — R; (z1,..., %) — x;. Dann
gilt 0f;/0x; = 6;;, mit J;; = 1 falls i = j, und sonst §;; = 0.

Wir erhalten also dfi(zyzl Aje;) = A;. Somit df; = dux;.

Die Funktion f; wird (aus naheliegenden Griinden) oft auch z; genannt,
daher also der Name dzx;.

Fiir beliebiges f: R™ — R erhélt man

df =) e, dz;.
i=1

Beweis. Nur die letzte Formel ist zu beweisen. Es gilt D, f(e;) = aan(:v) Genau

der gleiche Wert ergibt sich auf der linken Seite. Da die e; eine Basis von T, R™ =
R™ bilden, folgt dass die beiden Formen iibereinstimmen. O

Wir wollen als néchstes zeigen, wie man beliebige k-Formen aus 1-Formen
zusammensetzen kann (das sind ja die einzigen, die wir bisher kennen). Dazu
wollen wir Differentialformen multiplizieren.

10.11 Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, w eine k-Form und 7
ein ¢-Form. Wir definieren eine k + ¢-Form w A n auf folgende Weise:
1
WAN(VL, . Vgq) = k'—q' Z Sg(0)wW(Vo(1)s - -+ > Vo(k)) N (Vo (kt1)s - - - > Vor(ktq))
: ’ 0ESk4q

Die Definition muss so kompliziert sein, da wir ja wieder eine (alternierende!)
k4 ¢-Form definieren miissen, d.h. auch wenn man einen Eintrag in 1 mit einem
Eintrag in w vertauscht, muss sich das Vorzeichen &ndern.

Hierbei ist Sk die Gruppe aller Permutationen (also bijektiven Selbstabbil-
dungen) der Menge {1, ..., k+q}. Das Signum sgn(o) einer solchen Permutation
o ist +1 oder —1, je nachdem ob o als gerade Anzahl oder ungerade Komposition
von Transpositionen (also Vertauschungen von genau zwei Zahlen) geschrieben
werden kann.

Beachte, dass w A n k 4 g-linear ist, da jeder Summand k + g-linear ist.
Gleichzeitig ist die Definition der langen Summe so gemacht, dass w A n alter-
nierend wird: vertauscht man zwei Eintrége, so &ndert sich nur die Summations-
reihenfolge (es werden ja sowieso alle Permutationen durchprobiert), mit einem
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Unterschied: um von der neuen Konfiguration zu einer gegebenen zu kommen,
muss man zunichst mit einer Transposition zur alten Konfiguration gelangen,
und dann die vorher verwendete Permutation verwenden. Die neue Permutation
ist also um eine Transposition ldnger als die alte, damit &ndert sich das Signum
um —1. Da dies fiir jeden Summanden passiert, muss man insgesamt mit —1
multiplizieren, wie gewiinscht.

Falls £ = 0, so wird einfach punktweise 7 mit dem Wert der Funktion w
multipliziert.

10.12 Lemma. Sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten Man-
nigfaltigkeiten und w € QF(N), n € Q4(N). Dann gilt

frwAan) = (ffw)A(fn).
Beweis. Setze die Definitionen ein. O

10.13 Beispiel. dziAdza(er,e2) =1, dziAdxa(ea,e1) = —1, dziAdaa(er,er) =
0=dzx1 A d$2(62,€2>.
Allgemein gilt fiir 1-Formen w und 7

w An(v, w) = wv)n(w) — w(w)n(v).
10.14 Lemma. Seiw eine k-Form auf M und n ein q-Form. Dann gilt
wAn=(=1)*nAw.

Das Dach-Produkt ist also nicht ganz kommutativ, aber nicht sehr weit davon
weg. Man sagt, dass Produkt ist graduiert kommutativ.

Beweis. Die Definition von wAn(vy, ..., g4q) entspricht der von nAw (v, . . ., Vktq),
es miissen allerdings die ersten k FEintrdge an den letzten ¢ Eintrigen vorbei-
getauscht werden. Dies erfordert kg-Transpositionen, liefert also das Vorzeichen
(—1)ka. O

10.15 Bemerkung. Beachte, dass die Definition des Produkts reine lineare
Algebra ist: sie macht genau in der gleichen Weise Sinn fiir alternierende Formen
auf einem R-Vektorraum V', mit den entsprechenden Eigenschaften.

10.16 Lemma. Sei V ein m-dimensionaler R-Vektorraum. Der Vektorraum
der alternierenden k-Formen auf V' hat dann die Dimension (Z) Insbesondere
ist er 1-dimensional fiir k = m und Nulldimensional fiir k > m. Falls wy, ..., wny
eine Basis des Raums der alternierden 1-Formen ist, so ist {wi, A+ Aw;, | 1 <

i1 <ig < --- <ip <m} eine Basis des Raums der alternierenden k-Formen.

Beweis. Der Raum der alternierenden 1-Formen ist der Dualraum, hat also
Dimension m. Es reicht, zu zeigen, dass die angegebene Menge eine Basis bildet,
da sie genau (Z) Elemente enthélt.

Sei e, ..., ey, eine Basis von V dual zu wy, . . . ,wy,, also w;(e;) = 0 falls ¢ # j
und w;(e;) = 1.

Sei n eine beliebige alternierende k-Form auf V. Dann gilt

n= E w(eil,...,eik)wil/\~~-/\wik,
1<i1<i2<---<ip<n
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wie man durch einsetzen von vy, ...,vx € V auf beiden Seiten sieht (da man die
v; in die Basisvektoren e, entwickeln kann, geniigt es, fiir die v; Basisvektoren
einzusetzen).

Umgekehrt zeigt man durch einsetzen aller moglichen Basisvektoren, dass
die angegebene Menge von k-Formen nicht linear abhingig ist. O

10.17 Korollar. Sei w eine glatte k-Form auf R™. Dann gilt

Wy = Z .fh,...,ik (x)dle VANCERIVAN dxik

1<iy <--ip<m

fir eindeutig bestimmte glatte Funktionen f;, . ;,(x). Fir k =m gilt insbeson-
dere
w= f(z)dzy A Ndzp,

und firk=m—1
w:Zfi(a:)d:z:l/\n-/\ci;i/\“'/\dxm,
i=1

wobei der Hut bedeutet, dass dieser Faktor nicht vorkommt.

Beweis. Folgt aus dem algebraischen Lemma [[0.16 mit dem gleichen Beweis wie

Lemma [0.16: fi,,. i, (%) = wy(€sy, - €i)- O

10.18 Bemerkung. Eine m-Form “sieht also fast so aus” wie der zu defi-
nierende Integrand fiir ein Integral ohne Mafle. Das ist natiirlich zunéchst eine
inhaltsleere Aussage, die Wahl der Schreibweise dxq A- - - Adz,, erfolgt aber wirk-
lich deshalb, weil wir unserem Ziel, integrierbare Objekte definiert zu haben, ein
gutes Stiick ndher gekommen sind.

Sei genauer w € Q™ (M) fiir eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit M.
Sei ¥: U — V C R™ eine Karte. Dann ist wg := (V™1)*w eine glatte m-Form
auf der offenen Teilmenge V' C R™, also wy = fydzi A -+ Adxy,.

Es ist jetzt verfiihrerisch, das Integral von w iiber U als fv fv dxy - - dxy, zu
definieren —das Prinzip ist ja fast immer, die Rechnungen fiir Mannigfaltigkei-
ten auf Rechnungen fiir R™ zuriickzufiihren. Das geht natiirlich nur dann gut,
wenn bei Benutzung einer anderen Karte kein anderer Wert herauskommt.

10.19 Lemma. Sei M eine glatte m-dimensionale Mannigfaltigkeit und w €
Q™(M). Seien Uy 5: U — Vi o2 C R™ Karten von M. Sei (\Ill_é)*w = fi2dz1 A
-+ Ndxy,. Dann gilt
fa(z) = f1(W1 (V3 (2))) - det Dy (W1 0 W5 ).
Beweis. Aus der Funktorialitéit folgt
Fa(@)day A N =((T3 1) w)e = (L1957) (97 1) W),
:((quj;l)*(fldxl A dam))e

=f1(U 05 (2) (U ) day A A da,.
(Hier benutzen wir noch, dass Zuriickziehen und Produkt vertauschen). Es
geniigt also, fiir den Diffeomorphismus @ := ¥; ¥, L.V, — V; zwischen offe-
nen Teilmengen des R™ zu zeigen, dass

(P (dxy A+ ANday))e = (det Dy ®) - dzy A -+ - Aday,.
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Nun gilt per Definition
(P*(dxi A ANdxm)) e = dri A+ - AdXyy (D ®(e1), ..., Dy ®(er)) - dxy Av - - AdX,.

Mit dem folgenden Lemma, angewendet auf A := D, ®, folgt die Behaup-
tung. O

10.20 Lemma. Sei A € M(m x m;R). Dann gilt
dxy A - ANdap (e, ..., Aey,) = det(A).

Beweis. Es handelt sich hier um lineare Algebra. Man beachte, dass die Determi-
nante ebenfalls als alternierende m-Form aufgefasst werden kann: det (v, . .., v;,)
ist definiert als Determinante der Matrix, deren Spalten gerade die v; sind (in
der angegebenen Reihenfolge). Die elementaren Eigenschaften der Determinan-
te, die auch fiir deren Berechnung benutzt werden, sagen gerade, dass es sich
um eine alternierende m-Form handelt.

Weiterhin gilt, dass die Spalten der Matrix A gerade gegeben sich durch
Aeq, ..., Aen. Also (per Definition) det(A) = det(Aey, ..., Aey,).

Da zwei alternierende m-Formen auf R™ sich nur um einen Faktor unter-
scheiden (die Menge der m-Formen auf R™ ist 1-dimensional), gibt es eine Zahl
A, so dass

det(vy,...,vm) = Az A+ Adzpy(v1, -+ Um).

Man erkennt, dass A = 1, indem man auf beiden Seiten eq,...,e,, einsetzt, da
dann auf beiden Seiten 1 steht. O

10.21 Bemerkung. Gehen wir zuriick zu unserem Integrationsprojekt, so se-
hen wir, dass es gar nicht so schlecht aussieht.

Zur Erinnerung: gegeben eine m-Form w auf einer m-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit M, und eine Karte ¥: U — V C R™, schreiben wir (0 ~1)*w =
fodxy N+ Ndzy,.

Fiir eine zweite Karte ®: Uy — V, entsprechend (&~ 1)*w = fadxiA- - -Adx,.

Dann fg(z) = (fw o a)(z) - det(Dya), mit dem Diffeomorphismus « :=
Tod 1.1, 5 V.

Nach Transformationsformel also (falls U und Us zusammenhéngend)

fo(x) dxy -+ - dxy, = :I:/ fov dxy - cap,.
1%

Va

Dabei erhélt man +1, falls det D, « positiv, und —1 falls det D« negativ.

Leider ist das negative Vorzeichen natiirlich nicht akzeptabel. Das Integral
muss eindeutig definiert sein.

Problem ist: eigentlich sind die m-Formen doch nicht ganz die richtigen In-
tegranden. Statt nach neuen Integranden zu suchen, wollen wir jetzt einen an-
deren Weg gehen, und auf geeignete Weise unsere Karten so festlegen, dass das
Vorzeichen von det D« fiir diese Kartenwechsel immer positiv ist.
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11 Orientierung

11.1 Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension m. Zwei
glatte m-Formen w1, ws auf M welche nirgends verschwinden heiflen dquivalent,
wenn es eine Funktion f: M — (0,00) gibt mit w; = fws.

Eine solche Aquivalenzklasse von m-Formen heit Orientierung auf M.

11.2 Bemerkung. (1) Nicht jede Mannigfaltigkeit besitzt eine Orientierung.

(2) Zu jeder Orientierung, reprisentiert durch w € Q™ (M) gibt es die entge-
gengesetzte Orientierung, repréisentiert durch —w. Diese sind nicht dqui-
valent.

(3) Ist M zusammenhingend, so hat M entweder keine oder genau 2 Orien-
tierungen.

Beweis. Wir wollen zeigen, dass ein zusammenhéngendes M hochstens 2 Ori-
entierungen hat. Seien w,n € Q™ (M) ein Reprisentanten von Orientierungen.
Da w,,n,; nach Lemma [[0-1@ aus einem 1-dimensionalen Vektorraum stammt,
gilt w, = f(z)n, mit f(xr) € R. Hierbei entweder f(x) > 0 oder f(z) < 0, da
weder w, noch 7, verschwinden.

Man erhélt also insgesamt w = f7). In lokalen Koordinaten erkennt man, dass
f eine glatte Funktion ist. Also f~1(0,00) offen und f~!(—o0,0) offen. M ist
die disjunkte Vereinigung dieser beiden Mengen, aber zusammenhéngend, also
ist eine der beiden Mengen leer. Dann reprisentieren w und 7 also entweder die
gleiche Orientierung (wenn f > 0) oder entgegengesetzte Orientierungen (wenn
f<0). O

11.3 Bemerkung. Auch 0-dimensionale Mannigfaltigkeiten (z.B. ein Punkt)
haben Orientierungen, der Punkt {0} € RY kann die Orientierung [+1] oder
[—1] besitzen.

11.4 Lemma. Sei f: RN — RN~ cine glatte Funktion und v € RN~ ein
requlirer Wert. Sei M := f~1(v) die zugehdrige glatte eingebettete Mannigfal-
tigkeit. Dann besitzt M eine Orientierung.

Beweis. Seien v;(x) := grad f;(z) = D, fI € RV die Transponierten der Ablei-

tungen der Komponentenfunktionen von f (fiir i = 1,..., N —m). Setze
We (W1, .oy W) i=dey A Adey(wr, .oy Wi, 01 () .o, UN—m ()
fiir wy,...,wy, € T, M. Da die v;(x) glatte Funktionen von x € M sind, ist w

eine glatte m-Form auf M. Es bleibt zu zeigen, dass sei an keinem Punkt x € M
verschwindet. Definiere die lineare Abbildung A: RY — R¥ durch

Ales) Wi i=1,...,m
€;) =
Viem(x); i=m+1,...,N

Aus Lemma [[0.27 folgt, dass w, (w1, ..., wy,) = det(A). Da nach Voraussetzung
Df, eine surjektive lineare Abbildung von RY nach RY~™ ist, sind die v;(x)
linear unabhéngig. Auerdem steht T,, M senkrecht auf v;(z) fiir jedes i.

Man findet also w;, so dass (w1, ..., Wm,v1(x),...,VN—m(x)) eine Basis von
R” bilden. Dann ist det(A) # 0, also insbesondere w, # 0. O
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11.5 Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit Orientierung. Sei w €
Q™ (M) ein Représentant der Orientierung. Eine Karte U: U — V C R™ heisst
orientiert, falls (W ~1)*w dquivalent zu dzy A -+ A da,y, ist.

11.6 Lemma. (1) Fine orientierte Mannigfaltigkeit M der Dimension m > 1
besitzt orientierte Kartenumgebungen fiir jeden Punkt xim M.

(2) Seien U: U — V und ®: Uy — Vi zwei orientierte Karten, und « :=
U o ® 1. Dann gilt det Dya > 0 fiir jedes x € Us,.

Beweis. Ist eine Karte noch nicht orientiert, so multipliziere man einfach die
erste Koordinate im Bild-R™ mit —1 (man komponiere mit dem Diffeomorphis-
mus von R™ der z; auf —x; abbildet). Die neue Karte wird orientiert sein, da
jetzt dxy A - -+ Adxy, durch —dzy A -+ - A dx,, ersetzt wird.

Wir haben in Lemma [0.19 gesehen, dass a*dzy A- - - Adxy, = (det Da)dxy A
-« +Adx,. Nach Voraussetzung an die Orientierbarkeit unterscheidet sich a*dxi A
-« ANdx,y, von dxy A -+ A dx,, um eine positive Konstante. O

11.7 Konvention. Wir werden beim Integrieren ab jetzt nur orientierte Karten
benutzen, dann liefert unsere Strategie wohldefinierte Integrale.

11.8 Definition. Sei M eine orientierte m-dimensionale Mannigfaltigkeit (m >
1), w € Q™(M) eine Differentialform mit kompaktem Tréger in einer offe-
nen Menge U. Sei ®: U — V C R™ eine orientierte Karte (global!), so dass
& YY*w = fedry A--- Adx,,, dann definiere

[

Da w glatt mit kompaktem Triger, gilt dasselbe fiir fg, also ist fe integrierbar.
Nach den bisherigen iiberlegungen ist | o w wohldefiniert.

Falls M = {x1,...,} nulldimensional, so entspricht eine Orientierung der
Wahl eines Vorzeichens ¢; € {1,—1} fiir jeden Punkt z; € M (dies sind die
Komponenten von M). Dieses Vorzeichen ist wohldefiniert, da es nur gibt einen
Diffeomorphismus von {z;} auf R® = {0} gibt. Definiere

11.9 Bemerkung. Unser nichstes Problem ist, dass wir bis jetzt nur Differen-
tialformen integrieren kénnen, deren Tréger in einer Kartenumgebung enthalten
ist (aufler fiir m = 0). Das wird im allgemeinen ja nicht der Fall sein. Um dieses
Problem zu Losen, soll eine beliebige m-Form in Summanden zerlegt werden,
die diese Eigenschaft haben.

12 Teilung der Eins

12.1 Satz. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und {U; | i € I} eine offene
Uberdeckung von M (d.h. alle U; sind offene Teilmengen von M, und ihre Ver-
einigung st ganz M. Es wird nicht verlangt, dass die U; paarweise disjunkt
sind).

Dann gibt es abzdhlbar viele glatte Funktionen ¢;: M — R mit folgenden
Eigenschaften:
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(1) supp(¢;) :=={z € M | ¢;(z) # 0} C U; fiir geeignetes i (abhingig von j).
(2) ¢j(x) €[0,1]Ve e M, i €I

(3) Fiir jedes x € M gibt es eine Umgebung V., so dass nur endlich viele der
FEinschrinkungen ¢;|v, verschieden von Null sind (insbesondere ¢;(x) # 0
nur fir endlich viele ).

(4) Zjd’j(ﬂ?):l Ve e M.

Es gilt dann sogar: falls K C M kompakt, ist die Einschrinkung ¢;|x nur
fiir endlich viele i von Null verschieden.

Beweis. Notation: fiir eine Teilmenge X eines topologischen Raums A schreibe
X° fiir das Innere und X fiir den Abschluss.

Seien Ky C K> C K3 C --- kompakte Mengen mit | J;. K7 = M.

Wir wollen zunéchst ein paar glatte Funktionen auf R und RY konstruieren.
exp(=1/22); x>0
0;
mit Werten in [0, 00) ist, welche genau auf der linken Halbachse verschwindet.
Seinen nun a < b < ¢ < d € R. Dann ist ¢, (z) := f(x —a)- f(d—x) >0
fir z € (a,b), aber ¢qp(z) = 0 fiir = ¢ (a,b). Seien nun a3 < by,...,an < bu.
A(T1, ., TN) 1= Pay by (T1) - Pan by () ist dann eine glatte Funktion auf RY,
welche genau im Inneren des Wiirfels [a, b1] X - - - X [an, by] nicht verschwindet.

Zu jedem Punkt z € Kj \ K7_; wihle nun eine glatte Funktion bp: M —
[0, 00) mit (£$(.Z‘) # 0, und so dass eine i € I gibt mit supp(¢,) C U N (K, \
Kj_2) (z.B. als Einschrinkung einer Wiirfelfunktion ¢ wie oben von RY auf
M c RY). Dies geht, da alle U; N (Kp,; \ Ki—2) offen sind.

Fiir jedes £ € N reichen nun endlich viele zy,...,zn, 1 € K, so dass
Sk, ~za,k(x) > 0 fiir alle z € K \ K7_,, da die Mengen {y | ¢,(y) > 0}
eine offene iiberdeckung der kompakten Menge K}, \ Kj_; bilden.

Bis auf endlich viele der so konstruierten Funktionen verschwinden auf K7 \
K;_, alle, Ausnahme sind nur die in den Schritten j — 1, j, j + 1 erhaltenen
Funktionen. Jeder Punkt « € M hat also eine offene Umgebung V, (von der
Gestalt K7 \ K;_1) auf der nur endlich viele der q@a,k nicht Null sind. Deshalb
ist ¢ = D> 70 3" | ok eine glatte Funktion (Konvergenz ist kein Problem,
da es sich ja lokal nur um endliche Summen handelt). Auflerdem gilt () > 0
fiir alle z € M.

Definiere nun
Phig | 1= q@a,k /¥. Als Quotient glatter Funktionen ist diese Funktion ebenfalls
glatt, und es gilt > ; ¢a,k(z) =1 fiir alle z € M.

Fiir die letzte Aussage iiberdecke die kompakte Menge K durch endlich viele
der V, aus der lokalen Endlichkeit. Auf jedem dieser V, sind nur endlich viele
¢; von Null verschieden, also gilt das auch fiir ganz K. ]

eine glatte Funktion auf R

Bekannt ist, dass f(x) = {

13 Integration von Differentialformen

13.1 Definition. Sei M eine glatte orientierte m-dimensionale Mannigfaltigkeit
(m > 1) und w € Q™(M) eine Differentialform mit kompaktem Triger. Sei
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{U; | i € I} eine Uberdeckung von M durch Definitionsbereiche von Karten
und ¥;: U; — V; C R™ zugehorige orientierte Karten.

Sei ¢;: U; — [0,1] eine der Uberdeckung untergeordnete Zerlegung der Eins.
Dann sind alle ¢;w glatte Differentialformen mit kompaktem Triger, welcher in
U; enthalten ist. Da w selbst kompakten Tréger hat, sind nur endlich viele der

¢;w von Null verschieden.
W= ¢lw )
L= [ @

Definiere nun

wobei auf der rechten Seite Definition [T.§ (insbesondere die Karten ¥,)
benutzt wird. Diese Definition ist unabhéngig von der gewéhlten Teilung der
Eins und den gewéhlten Karten.

Beweis. Die Wohldefiniertheit muss iiberpriift werden.

Sei W; eine weitere Uberdeckung durch Kartengebiete mit untergeordneter
Teilung der Eins 3;, mit Karten ®;: W; — E; C R™.

Dann ist auch U; N W} solch eine Uberdeckung, mit untergeordneter Teilung
der Eins ¢;0; (punktweises Produkt).

Nun gilt Zie[ fUi biw = Zie[ ZjEJ fU,i biBjw = Zie],jeJ fUij Bidiw =
djes ij B;jw, wobei benutzt wird, dass auf U; N W; sowohl die Karte ®; als
auch die Karte ¥; benutzt werden kann.

Auflerdem wird benutzt, dass das Integral aus Definition [T.§ linear ist. [

13.2 Bemerkung. Die Integrationstheorie von Differentialformen kann von den
glatten Formen auf geeignet zu definierende weniger regulire (,integrierbare*)
Differentialformen verallgemeinert werden.

14 AuBere Ableitung von Differentialformen

Das wichtigste Hilfmittel bei der Integration (in R) ist der Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung: ein Integral iiber ein Interval kann, indem man den Inte-
granden als Ableitung ausdriickt, einfach durch die Werte der Stammfunktion
an den Endpunkten ausgedriickt werden.

Eine der besonderen Eigenschaften bei der Integration von Differentialfor-
men ist, dass dieser Satz eine weitgehende Verallgemeinerung besitzt. Dazu muss
man zunéchst aber eine Ableitung von Differentialformen definieren.

14.1 Definition. Sei M eine glatte m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann
gibt es genau eine Moglichkeit, eine dufere Ableitung d: QP (M) — QPFL(M) zu
definieren, die folgende Eigenschaften hat:

(1) d ist linear.

(2) Fiir f € Q°(M) (also f: N — R eine glatte Funktion) ist df wie in Beispiel
09 definiert.

(3) Fir w € QP(M) und n € Q4(M)s gilt d(w An) = (dw) An+ (=1)Pw A (dn).

(4) d(dw) = 0 fiir jede Differentialform w.
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Beweis. Sei © € M, x € U C M eine Kartenumgebung und x: U — V C
R™ eine Karte. Sei ¢: M — R eine glatte Abbildung, so dass ¢ = 1 in einer
Umgebung von z, aber supp(¢) C U. Dann gilt (da ¢ in Umgebung von x
konstant ist) (d¢), = 0. Nach der Produktformel also

dw, = (¢ N dw), + (%/\wx) = (d(¢w))s-
=0

Unter Benutzung des Diffeomorphismus x: U — V wissen wir bereits, dass es
eindeutige glatte Funktionen «;, . ; : U — R gibt, so dass

vvvvvv

Ppw = > Qi AXiy Ao A dXy,

1<) <ip < <ip<m

wobei dy; = x*dr; nach Lemma die duflere Ableitung der Koordinaten-
funktion y;, mit dx; die Standard-1-Formen auf R™.
Mit Linearitdt und der Produktformel erhilt man also

(dw)y = d(¢w)s = S dou, i, Adx, A Adx, (14.2)

1<i1 < <ip<m

da d(dy;) = 0 nach Regel [4]. Es folgt, dass die duflere Ableitung d durch die
angegebenen Regeln eindeutig festgelegt ist.

Umgekehrt rechnet man nach, dass Formel ([4.3) eine #ufere Ableitung mit
den gewiinschten Eigenschaften definiert. Hierbei ist insbesondere wichtig, zu
zeigen, dass sich bei Benutzung einer anderen Karte dieselbe Differentialform
ergibt. O

14.3 Proposition. Die duflere Ableitung ist natiirlich: falls f: M — N glatt
und w € QP(N), so gilt
frdw) = d(f*w).

Beweis. Dies muss man im Prinzip nachweisen, um zu zeigen, dass die duflere
Ableitung wohldefiniert ist. Wir wollen es hier deshalb nachrechnen. Wie in
Definition [[4.]] schreiben wir lokal w € QP(N) als

w= Z Qi Xy Ao NdX,-

1<iy < <ip <dim(N)

Dann gilt, da zuriickziehen und Dachprodukt vertauschen, und wegen Lemma
[y

dw) =" d(f ,a)) A(f7 i) Ao Nd(f )
= (Y iryiy N lxin Ao A dXG,) = d(f ).

14.4 Beispiel. Im Falle einer Differentialform w = Zi1<~~ip
dx;, auf R™ (dies ist nach Korollar [[0.17 der allgemeine Fall), gilt

Z Z 8%81370 e dx; Ndxy A Ndwg,.
J
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Da alle Summanden, in denen dz; zweimal vorkommt, verschwinden (dies folgt
aus der Antilinearitét) fallen nochmal einige der partiellen Ableitungen weg.
Insbesondere gilt fiir eine (m—1)-Form (die wir in Standard-Form schreiben)

d(fldxg/\"'/\diﬂ7n+f2dl‘1Adng"'AdIn,+"'+fmd$1/\"'/\dl‘m_l)

ofi  9f m Ofm
<6$1 81‘2—'—”.—’_( 1) 8xm>dx1/\ A dTp,.

Weiterhin gilt fiir Formen auf R3:
o df(x,y,2) = (0f [Ox)dx + (0 /Oy)dy + (0f /0z)d=

o d(fdr+ gdy+ hdz) = (0h/0y — 0g/0z)dy Ndz + (0f 0z — Oh/Ox) dz A
dx + (0g/0x — Of /Oy)dz N dy

o d(fdyndz+gdzAdx+hdxANdy) = (0f /0x+ 0g/0y+ Ohdz)dx Ndy Ndz

Hier findet man insgeheim die drei klassischen Differentialoperatoren fiir
Vektorfelder wieder: die Komponenten von grad f tauchen auf der rechten Seite
von df auf (dies war uns schon bekannt).

Weiterhin sind die Komponenten von rot(f, g, h) auf der rechten Seite von
D(fdx+gdy+hdz) zu finden, und div(f,g,h) = 0f/0x + 0g/0y + Oh/0z, was
auch d(f dy A dz + gdz A dx 4+ hdx A dy) bestimmt.

15 Gebiete mit Rand

15.1 Definition. Sei M eine glatte m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Q C M
heiflt glattes Gebiet mit Rand 0f, falls es eine glatte Funktion u: M — R gibt,
so dass Q = u~!((—o0,0]), und so dass d,u # 0 fiir alle z € u=1(0) =: Q.
Dann ist 02 eine Mannigfaltigkeit der Dimension m — 1.
Sei M orientiert durch w € Q™(M). Dann ist 9 orientiert durch n €
Qm=1(9Q) mit n(vi,...,vm-1) = w¥,v1,...,0m_1), wobei v € T,,M so gewihlt
wird, dass du(v) = 1.

Beweis. Wieder sind in die Definition einige Behauptungen hineingemischt.
Zunichst ist I eine (ebenso wie M eingebettete) Mannigfaltigkeit. Sei da-
zux € 0Qund ®: U — V C RV eine Karte von M (mit = € U), d.h. (M N
U) c R™ x {0}. Sei f eine Fortsetzung von f auf U. Nach Voraussetzung
ist D, f # 0. AuBerdem hat D,® Rang N (maximalen Rang, da D,® surjek-
tiv). Nach ggf. umnummerieren der Koordinaten kénnen wir annehmen, dass
D,U # 0, wenn wir U; = @ und @j = Ej fir j = 2,..., N definieren, da
wir D,V aus D,® erhalten, indem wir die erste Zeile durch die Zeile D, f er-
setzen (verwende Basisaustauschsatz). Damit ist aber nach dem Satz iiber die
Umkehrfunktion W (auf einer geeigneten Umgebung) eine Karte von M. Da
W(0Q) C {0} x R™~1 x {0}, ist die neue Karte gleichzeitig eine Karte von 9.

Beachte auerdem, dass ¥(f2) C (—o00,0] x R™~1 x {0}, es handelt sich um
eine sogenannte Randkarte.

Fiir die Orientierung beachte: Wihle eine orientierte Randkarte ®. In lokalen
Koordinaten gilt dann ®*w,, = f(x)dzi A-- - Adzy, mit B(x) glatt und B(x) > 0
fiir alle . In diesen Koordinaten ist ®*u = z,,, also ®*du = dz,,. In diesen
Koordinaten entspricht also e, einer moglichen Wahl fiir v, und somit ®*n, =
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B(z)dzy A -+ A dxym—1 (an der m-ten Stelle wird ja e, in dzy; A -+ A dzy,
eingesetzt). Insbesondere wird so eine glatte Form 7 definiert.

Nutzung der Randkarte zeigt auflerdem, dass du(v) = 0 fiir jedes v € T,,00 C
T, M. Gilt also du(vy) = 1 = du(v) fir v,v; € T, M, so gilt v = v + v fiir
v € Tp,OM (da dim(7,0M) = m — 1 und dim(7,M) = m). Da w alternierend
ist folgt, dass n(vy,...,v;—1) wohldefiniert ist: der Ausdruck ist sowieso Null,
wenn die vq, ..., v,—1 keine Basis von 1,012 bilden. Ist dies der Fall, driicke v in
Termin dieser Basis aus, verwende Linearitéit und die Eigenschaft ,,alternierend“.
Die Form 7 ist also wohldefiniert; sie héngt nicht von der speziellen Wahl von v
ab (und daher auch nicht von der konkreten Koordinatenwahl, so dass sie global
als glatte Form definiert ist).

Ausnahmefall: wenn m = 1, kann unter Umstédnden keine orientierte Rand-
karte gew#hlt werden. Dies geht genau dann, wenn die Orientierung w ein po-
sitives Vielfaches von dz; ist. Wenn eine orientierte Randkarte gewéhlt werden
kann, ist die induzierte Orientierung auf dem Randpunkt [+1]. Sonst ist die in-
duzierte Orientierung [—1], da w(v) dann negativ ist (die Randkarten existieren
ja weiterhin, und die Konstruktion von oben macht immer noch Sinn). U

15.2 Beispiel. (1) RZ; := {(z1,...,2p) € R™ | 2; < 0} ist Untermannig-
faltigkeit mit Rand von R™, mit definierender Funktion z;, und mit Rand
OR™) = R™~1

(2) D" := {z € R" | |z| < 1} ist Untermannigfaltigkeit mit Rand S"~! von
R”, mit definierender Funktion |z|> — 1.

(3) Die “obere Halbkugel” {(z1,...,%Zm+1) € S™ | 41 > 0} ist Unterman-
nigfaltigkeit mit Rand S™~! von S™, mit definierender Funktion —z,, 1.

16 Satz von Stokes

16.1 Satz. Sei Q ein glattes Gebiet mit orientiertem Rand OS2 in einer orien-
tierten Mannigfaltigkeit M der Dimension m. Sei w € Q™= Y(M) eine (m — 1)-
Form mit kompaktem Trdger. Dann gilt

-,

Hierbei seii: ON — M die Inklusionsabbildung. Dann ist fBN w eine Abkiirzung
von [, i*w.
Dies ist der Satz von Stokes, die Verallgemeinerung des Hauptsatzes der

Differential- und Integralrechnung. Zuniichst will ich (zur Hélfte) zeigen, dass
letzterer wirklich ein Spezialfall ist.

16.2 Beispiel. Betrachte (—oo, 0] als glattes Gebiet mit Rand in R, mit definie-
render Funktion u(z) = z. Sei f € Q°(R) eine Form mit kompaktem Triger, also
eine glatte Funktion f: R — R mit kompaktem Triger. Dann gilt df = 0f/0x dx

und somit o
_ of . _
/(oo,o] df = [m 9z dx = f(0).

Wir benutzen hier, dass f kompakten Triger hat, der zweite Randterm ver-
schwindet daher.
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16.3 Bemerkung. Fiir einen unteren Randpunkt kommt unsere Orientierungs-
konvention fiir nulldimensionale Rénder ins Spiel. Da im Hauptsatz einer der
beiden Randterme negativ ist, kann man solch eine Vorzeichenkonvention nicht
vermeiden (oder die Sitze werden falsch).

Beweis des Satzes von Stokes. Sei zundchst m = dim(M) > 1. Wéhle fiir
Q eine Uberdeckung durch Karten- und Randkartengebieten, mit zugehdrigen
orientierten Karten und orientierten Randkarten, und mit einer untergeordneten
Teilung der Eins ¢;. Dann gilt

/de:;/ﬂd(@w); /69“}:21:@@'

Da der Tréger von w kompakt ist, sind beide Summen endliche Summen.

Fiir die 4, so dass supp(¢;) N 9Q = 0, ist das Randintegral natiirlich Null.
Wir zeigen, dass dasselbe auch fiir das innere Integral gilt: Nach Definition, und
mit Wahl einer geeigneten Karte y; gilt

aak
/ /m Z deﬁl ~dxp,

wobei x}(¢iw) = > ey (=) tagdry A- - A g A+ Adxy, (der Hut bedeutet,
dass der entsprechende Term nicht vorkommt, wohl aber alle anderen).

Der Satz von Fubini sagt, dass wir im k-ten Summanden die Integration
nach der i-ten Variablen zuerst durchfithren kénnen. Da o kompakten Tréger
hat, erhélt man dafiir, nach Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung, Null.

Es bleiben noch die ¢ zu betrachten, die den Rand treffen. Unter Benutzung
einer Randkarte x; ergibt sich hier

fpaoar= [ ([ 2 ekan ) et
X k=1

Mit demselben Argument wie eben verschwinden die Summanden k = 2,...,m.
Nicht jedoch der Summand k = 1, hier liefert der Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (wobei zuerst die Integration iiber z,, durchgefiihrt wird)

/ d(p;w) = / oq dzg -+ - dx,,.
Q Rm—1

Betrachte nun [, ¢;w. Unter Benutzung der (orientierten) Randkarten er-
gibt sich

/ qbiw:/ " Z(—l)k_lakdxl/\-~-/\d/\a:k---/\dxm ,
a0 Rm—1

k=1

wobei i: R™™1 = {0} x R™~! — R™ die Inklusion ist. Nun gilt i*dz; =
d(i*r1) = 0, da die Funktion z; auf {0} x R™~! konstant gleich Null ist. Da
Zuriickziehen mit dem Dachprodukt vertauscht, verschwinden alle Summenden,
welche dz; enthalten. Weiterhin gilt i*dzy, = dxy, falls k > 1 (da die Funktionen
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xp fiir k > 1 auch nach Einschrinken noch standard-Koordinatenfunktionen

sind). Also
piw = / o1dxs - dTp,.
a0 Rm—1

Dies ist genau der Term, der sich fiir das Integral {iber €2 ergab, und die Formel
folgt.

Dasselbe Argument funktioniert, wenn m = 1 und fiir alle inneren Summan-
den, sowie fiir die Randkarte x;, welche orientiert sind. Fiir die Summanden,
fiir welche die Randkarte nicht orientiert ist, muss der Randterm mit —1 mul-
tipliziert werden (man ,integriert“ ja dann iiber einen Punkt mit negativer
Orientierung). Gleichzeitig erhélt man hier

/(mw: ,/ %dzr“dl’m,
Q (—o0,0)xRm—1 £— 0T}

=1

also ebenfalls ein negatives Vorzeichen. Da die Argumente in lokalen Koordina-
ten weiterhin gelten, erhiilt man also insgesamt wieder Gleichheit (beide Terme
sind negativ verglichen mit den vorher erhaltenen Werten). O

16.4 Bemerkung. Der Satz von Stokes kann noch sinnvoll verallgemeinert
werden. Insbesondere ist es wichtig, auch Gebiete zuzulassen, der Réander nicht
glatt sind (z.B. einen Wiirfel im R™). Dies ist mit der von uns entwickelten
Mafitheorie relativ problemlos moglich. Die Menge der singuldren Punkte muss
nur ,klein genug® sein, genauer gesagt von (m — 1)-dimensionalem (Haussdorff)-
Maf Null.

Aus Zeitgriinden wird dies hier nicht durchgefiihrt (vergleiche z.B. [6]). Al-
le in der Physik gebrauchlichen nicht-glatten Gebiete, insbesondere Quader,
erfiillen die Bedingungen, die

17 Die klassischen Integralsitze

Die klassischen Integralsidtze werden hiufig nicht mit Differentialformen, son-
dern mit Vektorfeldern formuliert. Dies beruht auf einer simplen Ubersetzung.

17.1 Definition. Ein Vektorfeld a auf (einer offenen Teilmenge von) R™ ord-
net jedem Punkt z € M einen Tangentialvektor a(z) € T,R™ = R™ zu. Die
kanonische Identifizierung von 7, M mit R™ erlaubt uns also, in diesem spezi-
ellen Fall Vektorfelder als Funktionen mit Werten in R™ anzusehen (Vorsicht:
Vektorfelder transformieren sich aber nicht wie Funktionen).

Die Menge der glatten Vektorfelder nennen wir V (R™).

Setze dV :=dx; A --- A dx,,. Man hat nun folgende Isomorphismen:

Bo: CZ(R™) = Q°(R™); [ f

Br: V(R™) — QY R™);  (a1,...,6m) — a1dzy + - + @y, dy,

Ba: V(R?) — Q2(R?); (a1, az, a3) — a1 dwg A das + ag das A dzy + az dzy A dao
Brop: C(R™) — Q™(R™);  f > fdV.
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Wir haben bereits gesehen, dass unter diesen Isomorphismen

d(Bof) =51 (grad f)
d(Bra) =p2(rot a)
d(B2a) =PBiop(diva).

17.2 Korollar. Da dod = 0, folgt rot grad = 0 und divrot = 0.
Der Satz von Stokes liefert jetzt als Spezialfall:

17.3 Satz. Sei Q C R? ein glattes Gebiet mit Rand, a € V(R®). Dann gilt

/divadV: Ba(a).
Q [s19]

Beachte, dass die linke Seite wie iiblich definiert ist, wenn man dV durch
dzq dze dxs ersetzt. Fiir die rechte Seite braucht man ein Flichenintegral, und
wir haben ein solches nur mittels der Integration von Differentialformen defi-
niert. Man kann jedoch folgende Anschauung zugrunde legen: die Differenti-
alformen (dzo A dzs,dxs A dxy,dzy A dxs) bilden zusammen einen Vektor von
2-Formen, der beim Einsetzen von 2 Vektoren v, w genau einen Vektor senkrecht
zu v und w liefert, dessen Lénge gleich der Fliache des von v und w aufgespannten
Parallelogramms ist (um dies zu iiberpriifen, muss man wegen der Bilinearitéit
nur Einheitsvektoren einsetzen) (und beim Einschrénken auf den Rand muss
man ja genau eine Basis des Tangentialraums 7,012 einsetzen, um den “Wert”
der eingeschriinkten Differentialform zu testen). Es handelt sich also um eine
Art 2-dimensionales (vektorielles) Flichenelement dF. Multiplikation in der an-
gegebenen Weise mit a bedeutet gerade, das Skalarprodukt des Vektors a mit
dem zu dF' gehorenden Normalenvektor. Daher schreibt man oft

Bo(@) = / G- fidF,
o0 o0

und erkliirt 77 als den Einheitsnormalenvektor zur Fléiche 92 und dF als das (ska-
lare) Flidchenelement. Fiir uns sind diese Dinge aber nicht definiert, sie mégen
allerdings die Anschauung erleichtern.

Entsprechend erhélt man den Stokesschen Integralsatz aus dem Satz von
Stokes:

17.4 Satz. Sei M eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R und ) ein
glattes Gebiet mit Rand in M. Dann gilt fiir jedes Vektorfeld a auf R3

/QrotwndF ::/Qﬁg(rota): agﬁl(a) =: /{mwds.

Hier wird entsprechend der obigen Diskussion f;(a) als Skalarprodukt des
Vektors a mit dem Linienelement ds interpretiert.

Hier konnen wir an das in Diff IT definierte Kurvenintegral ankniipfen. Der
Rand 99 von  ist 1-dimensional, also eine (Vereinigung von) Kurven. Jede
Parametrisierung v = (v1,72,73): (a,b) — R3 (mit +’ # 0 {iberall) stellt dann
eine Karte des Randes dar. Nach Definition gilt dann also, wenn wir annehmen,
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dass wir mit einer Karte (bis auf Nullmengen) auskommen
b
ﬂ1<a) :/ 'y*(ald:cl —+ aso dIQ + agdl'g)
0N a

b 3 b 3
=/ ZV*akd(V*M):/ > ay o ydy
@ k=1 @ k=1
3

b
- / S an () dt,

k=1

wir erhalten also gerade unser bekanntes Kurvenintegral zuriick. (Kommentar:
Dies kénnte auch eine Ubungsaufgabe sein!)

17.5 Bemerkung. Weitere Spezialfille (die Greenschen Formeln) erhilt man,
wenn man a = grad f einsetzt. Dann erhélt man Formeln fiir A f := div grad f,
z.B.

/ AfdV = / (grad f - 77) dF,
Q o0
sowie

[ 189988 = [ (f(eradg ) - glerad f - m) dF,
Q 0
wobei  ein glattes Gebiet mit Rand in R3.

Der letzte Spezialfall behandelt Gebiete in R2.

17.6 Satz. Sei Q) ein glattes Gebiet mit Rand in R?. Dann gilt fiir jedes Vek-

torfeld a
/ divadV = / a-ds,
Q a0

wobei das Randintegral genau wie oben eines der frither bekannten Kurveninte-
grale ist.

18 Holomorphe Funktionen

Als letzten Spezialfall wollen wir den Satz von Stokes fiir Gebiete in der Ebene
R? = C anschauen. Hier lassen sich nun auf recht kurze Weise viele wesentliche
Sétze aus der Funktionentheorie (auch komplexe Analysis genannt) beweisen.

Dazu kehren wir zuriick zu den komplexwertigen Formen. Jede komplexwer-
tige Form spaltet auf als Summe von Realteil und Imaginérteil, und diese beiden
sind (bis auf einen Faktor \/—1) reellwertige Differentialformen. Auf diese Weise
iibertragen sich ausnahmslos alle bisher erzielten Ergebnisse auf komplexwertige
Formen und werden im folgenden fiir solche Formen benutzt.

18.1 Definition. Wir definieren die komplexwertige 1-Form dz := dx + idy
auf C = R? (wobei wir nun die Variable (z,y) benutzen).

18.2 Definition. Eine stetig differenzierbare Funktion f = u +iv: C — C
heif3t holomorph, falls
d(fdz) =0.
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Beachte, dass

d(fdz)=df Ndz = 8—fda:/\dz+ a—fdy/\dz
Ox oy
ou

Ov ) ou .0v
= —&-z%dx/\(dx—&-zdy)—l—a—y —Ha—y

[ Ou Ov ov  Ov
=1 <£—a—y)d$/\dy— (%—a_y>d$/\dy

dy A (dz +idy)

Da Real- und Imaginérteil unabhéngig voneinander sind, ist f = u + v also
genau dann holomorph, wenn

Oou Ov d ou v

— = —; und — = ——.

ox Oy’ Oy oz
Diese Gleichungen werden die Chauchy-Riemann Differentialgleichungen ge-
nannt.

18.3 Lemma. Sei U C C offen. Wenn eine Funktion f: U — C holomorph ist,
so existiert der komplexe Differenzenquotient

li (¢ +2) = f(0)

z—0 z

=:f'(a) e C
fiir jedes a € U.

Beweis. Ubungsaufgabe, der Limes ist D, f, aufgefasst als lineare Abbildung
C = R? — R? = C, welche durch Multiplikation mit der komplexen Zahl f'(a).
O

18.4 Definition. Wir koénnen auf diese Weise (und haben es in Diff 1 auch
schon getan) hohere komplexe Ableitungen definieren.

Wir werden spéter sehen, dass die Existenz der ersten komplexen Ableitung
gleich die Existenz beliebig vieler Ableitungen impliziert —im Gegensatz zu den
reellen Ableitungen, wo es ja fiir jedes k € N eine Funktion in C*(R)\ C*~1(R)
gibt.

18.5 Bemerkung. Wir werden im folgenden immer von holomorphen Funktio-
nen wie oben definiert ausgehen. In der Funktionentheorie zeigt man (Lemma
von Goursat), dass die Existenz von f’(a) fiir jedes a € U bereits ausreicht, um
Holomorphie (insbesondere Stetigkeit der partiellen Ableitungen) zu folgern.

18.6 Lemma. Fulls f und g holomorph sind, dann auch ihr Produkt fg.

Beweis. Die Produktregel gilt fiir komplexwertige Formen. Also d(fgdz) =
gdf Ndz+ fdgNdz=0. O

18.7 Lemma. Seia € C. Die Funktion 1/(z —a): C\ {a} — C ist holomorph.

Beweis.

0=d(dz) =d((z — a)mdz) =

dz—a)Ndz+ (z—a)d(1/(z —a)dz) = (z —a)d(1/(z — a) dz).

zZ—a

Da (z — a) auf C\ {0} nirgends verschwindet, folgt d(1/(z —a)dz) = 0. O
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Wir beweisen nun zwei grundlegende Formeln in der komplexen Analysis,
den Cauchyschen Integralsatz und die Cauchysche Integralformel.

18.8 Satz. Sei U C C offen und f: U — C holomorph. Sei ¢: D> — U eine
glatte Abbildung, mit Einschrinkung ¢: S* — U. Dann gilt

¢"(fdz) =0.
g1

Sei a € U und Dyp: R? — R? sei surjektiv fiir jedes p € f~'(a). Es gelte
fY(a) NSt = 0. Wir definieren die Umlaufzahl

ug(a) := Z sgn(det D).

pef~1(a)nD?

Hier ist sgn das Vorzeichen, also +1 oder —1. Dann gilt

/51 ¢ (zf (_z )a dz) = 2iug(a) - f(a).

Hiéufig verwendet wird der Spezialfall, in dem ¢: D? — U eine komplez-lineare
Einbettung ist (d.h. in diesem Fall: reell linear, orientiert,...), mit a € U im
Inneren von ¢(D?) (2.B. der Mittelpunkt) und Radius r. In diesem Fall gilt
ug(a) = 1. Dann schreibt man oft

/aDT(Q) %dz = /S ¢ (% dz) = 2mi - f(a).

Beweis. Der Satz von Stokes impliziert [, ¢*(fdz) = [, ¢*(d(f dz)) = 0, also
der Cauchysche Integralsatz.

Fir die Integralformel sei D,(a) eine kleine Scheiben vom Radius r um a,
und so dass ¢~(D,(a)) aus disjunkten Gebieten B, im Inneren von D? (so
dass B, p € f~!(a) enthilt) . Hier benutzen wir, dass ¢ eingeschriinkt auf
kleine Umgebungen dieser Punkte p nach dem Satz iiber die lokale Inverse ein
Diffeomorphismus ist. Sei B := D%\ |J 1(q) Bp- Dann gilt

pESfT

[ (200 (422 -

Hier benutzen wir, dass f(z)/(z —a) auf U\ {a} nach Produktregel und Lemma
8.7 holomorph ist. Andererseits gilt

for (o)=L (20e)= 2 e (F50)

pEf~(a)

S /aB 4" (wc&). (18.9)

pef~1(a)

Hierbei erhalten wir —1 als Vorzeichen der neuen Randterme, da die positive
Orientierung erhalten wiirde, wenn man 0B, als Rand von B, auffassen wiirde,
hier ist 0B, aber eine Komponente des Randes des Komplements, d.h. die Nor-
malenrichtung ist gerade entgegengesetzt (d.h. bei einer Randkarte muss man
die Normalenrichtungen und damit auch die Randrichtung umkehren).
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Da ¢ in einer Umgebung von B, ein Diffeomorphismus ist, und da wir die
Integration iiber Differentialformen so definiert haben, dass sie unter orien-
tierungserhaltenden Diffeomorphismen unveréindert ist (einer der angenehmen
Punkte bei dieser Definition), und unter orientierungsumkehrenden gerade das
Vorzeichen umkehrt, erhalten wir weiter:

PFw = :l:/ w,
oB, 8D, (a)

wobei das Vorzeichen +1 ist, wenn die Einschrénkung von ¢ auf B, orientie-
rungserhaltend ist, und = 1, wenn die Einschrankung auf B, orientierungs-
umkehrend ist. Das erste ist der Fall, wenn det D,¢ > 0, das zweite wenn
det D¢ < 0.

18.10 Lemma.

1
/ dz = 2.
dD,(a) # — @

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Damit sind die zweiten Terme in Gleichung ([8:9) bestimmt. Unter Bertick-
sichtigung der Orientierungsvorzeichen ergeben sie genau die gewiinschte Ant-
wort. Es bleibt noch, zu zeigen, dass die restlichen Terme Null sind.

Auch hier erhilt man, unter Benutzung der Diffeomorphieinvarianz des In-
tegrals von Differentialformen

/ o* (Mdz>:/ Mdz.
o, z—a dD,(a) *TC

Mit der Parametrisierung ~,: t — rexp(2mit) + a von 9D, (a) erhilt man

JRELCET CPay o (A OET D
9D, (a) 0

z—a rexp(2mit) "
= | (6n0) = i 2riar =0,

Hier benutzen wir, dass v,.(t) =0, a, und somit, da f differenzierbar (und somit
insbesondere stetig) an a, fiir vorgegebenes € > 0 |f(7,(t)) — f(a)|] < e, falls r
nur geniigend klein ist. Dann wird aber auch das Integral beliebig klein.
Insgesamt folgt nun aus Gleichung ([[8.9) die Cauchysche Integralformel.
(Kommentar: Einschub iiber Orientierung und lineare Abbildun-
gen, sowie Differential (bei Abb. zwischen R").) O

Die Integralformel hat einige bemerkenswerte Konsequenzen. Zum Beispiel
sieht man, dass bei einer holomorphen Funktion die Werte im Inneren eines
Kreises durch die Randwerte festgelegt sind. Andererseits erhélt man die wich-
tige Potenzreihenentwicklung:

18.11 Satz. Sei f: U — C eine holomorphe Funktion, a € U so, dass D,(a) C
U. Dann gilt

n

 £(n)(g
1= LW gy,
k=0 ’
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und diese Taylorreihe ist (gleichmdfig) konvergent (gegen f(z)) auf ganz D,.(a).

Hierbei ist £ (a) die n-te (komplexe) Ableitung an der Stelle a, wie in
Definition [I84. Insbesondere ist jede holomorphe Funktion beliebig oft ableitbar,
und alle Ableitungen sind ebenfalls holomorph. Weiter gilt als Verallgemeinerung
der Cauchyschen Integralformel fiir jedes b im Inneren von D,(a)

2w Jop, (@) (z =0T

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir a = 0 und r = 1, der allgemeine Fall ergibt
sich durch geeignete Translation und Streckung (oder mit geeigneter Modifika-
tion des Beweises).

Wir beginnen mit der Taylorreihe in b von -5 = 3"77 /(b/2)™. Diese Reihe,

s
und genauso ]; (fg =Y of (z)Z—: konvergiert gleichméBig in z fiir festes |z| =

r =1, soweit |b| < r. Hier benutzen wir, dass f(z) stetig, und da {z | |z] =r = 1}
kompakt, auf dieser Menge beschréinkt ist.

Bei gleichméfliger Konvergenz kann man Integral und Limes in der Cauchy-
schen Integralformel von Satz [8.8 vertauschen, also gilt fiir jedes b im Inneren
des Einheitskreises mit Rand S' ¢ C

R U N A () R
”“‘EEZ;LJ?T“b'

Hier ist nun b als die Variable aufzufassen. Wir erkennen also, dass f im Inneren
des Einheitskreises tatséchlich eine konvergente Potenzreihe ist. Als solche ist
sie, wie wir in Diff I schon gelernt haben, beliebig oft (komplex) ableitbar, und
die Koeffizienten sind gerade die Ableitungen am Entwicklungspunkt (dividiert
durch n!). Die Konvergenz ist gleichmiifig auf jeder kompakten Teilmenge im In-
neren des Einheitskreises. Da der abgeschlossene Einheitskreis selbst kompakte
Teilmenge eines etwas grofleren Kreises ist, der immer noch ganz in U enthal-
ten ist, und mit dem die Potenzreihenentwicklung héatte durchgefiihrt werden
kénnen, ist die Konvergenz sogar gleichmiflig auf ganz D?.

Es bleibt noch, die Integralformel zu beweisen. Durch Umstellen erhélt man
aus der Potenzreihenformel

)sznfl

f(n)(a) ol (2) N Z f(k)(a)(z —a

f
— oo o (18.12)

k#n

Nun gilt fiir k # —1, dass (z—a)* dz = k%_ld((zfa)kﬂ) auf C\ {a}. Folglich
ist fiir jeden Summanden auf der rechten Seite faDr(a) f®(a)(z —a)k—""1 =
0 (Satz von Stokes fiir ein Gebiet ohne Rand innerhalb der Mannigfaltigkeit
oD, (a)).

Da die Konvergenz in ([8:12) fiir festes b gleichmiiBig in z ist, erhélt man
durch gliedweise Integration aus Gleichung ([8:12)

) () — fa@ f(2)
2mi - f1" (D) /aDT(a) po dz =n! /aDT(a) DG dz.

Damit ist der Satz bewiesen. O
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18.13 Definition. Sei U C C offen, und sein D C U diskret (z.B. bestehend
aus endlich vielen Punkten). Eine holomorphe Funktion f: U\ D — C heiflt
meromorphe Funktion auf U, die Menge D heifit Menge der Pole von f.

18.14 Definition. Sei f eine meromorphe Funktion auf U C C und p € U ein
Pol von f. Das Residuum von f in p ist definiert als

1
= — d
res, f 277 Jomoio) f(z)dz

fiir jedes r so dass die abgeschlossene Scheibe D,.(p) in U enthalten ist und
keinen weiteren Pol von f enthélt.

Beweis. Es handelt sich um das Integral einer glatten 1-Form iiber ein Kom-
paktum, ist also definiert. W&hlt man zwei verschiedene solche Kreise, bilden
sie zusammen den Rand eines Kreisrings. Da f holomorph auf diesem Kreisring,
sind die beiden Randintegrale gleich, und somit das Residuum wohldefiniert. [

18.15 Beispiel. resg % =1, res, 1) f(a) fiir jede holomorphe Funktion f.

z—a

Der folgende Satz wird Residuensatz genannt. Er ist eine gemeinsame Ver-
allgemeinerung von Cauchyschem Integralsatz und Integralformel.

18.16 Satz. Sei f eine meromorphe Funktion auf U C C mit Polmenge D. Sei
¢: D?> — U glatt, und ¢(S*) N D = 0. Dann gilt

[ o) =20 Y watp)xesy (),
St peD

wobei uy(p) die Umlaufzahl des Randes von ¢(D) um p ist, wie in Satz [[8-§
definiert.

Beweis. Der Beweis folgt dem Beweis der Cauchyschen Integralformel. Das Re-
siduum ist gerade so definiert, dass es als Korrekturterm auftritt. O

Um den Residuensatz anwenden zu koénnen, ist es also wichtig, Residuen
berechnen zu kénnen.

18.17 Satz. Sei f eine meromorphe Funktion auf U C C mit Pola € U. Dann
gibt es v > 0, so dass —mit gleichmdfiger Konvergenz auf jeder kompakten
Teilmenge von D, (a) \ {a}—

“+o0
f)= > h(z—a)f O<|z—al<r (18.18)
k=—oc0
mit eindeutig bestimmien

1 f(2)
b= —— _JE g,
o /aDr(a) (z —a)kt+1 :

Es gilt res, f = b_1.
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Beweis. Die Formel fiir by, erhilt man, indem man in Gleichung (I818) mit (2 —
a)_(’”‘l) multipliziert und dann iiber 9D,.(a) integriert. Wegen der gleichméisgen
Konvergenz kann man unendliche Summe und Integral vertauschen, dann muss
man nur noch die Rechnung aus dem Beweis von O

18.19 Lemma. Seien f,g: U — C holomorph mit g(a) = 0 und ¢'(a) # 0.
Dann gilt
f_ fa)

res, — = 7@

Beweis. Ubungsaufgabe. O

18.20 Beispiel. Mit Hilfe des Resiuensatzes kann man einige bestimmte Inte-
gale ausrechnen, die mit anderen Mitteln kaum erreichbar wéren.

Sei a > 1, dann gilt fo% —dt _ — o /a2 — 1.

a+tcost
Setze dazu f(z) = (z(a+ (2 + %)))71 = 2/(2% + 2az + 1). Dann gilt mit
der Parametrisierung v(t) = e = cos(t) + isin(t)

2 27 ) 1 ) 2 1
dz = *(fdz) = g Ztdtz'/ ——dt.
51 f(z)dz /0 (S dz) /0 ¢ ax cos(t) e ! o a+cos(t)

da (e + e~ ") /2 = cos(t). Andererseits wegen des Residuensatzes

. f(z)dz = 2mi Zresp f.

p

Da a > 1 hat 224+2az+1 im dem Einheitskreis nur die Nullstelle o := /a2 — 1—
a, ist also iiberall sonst holomorph. Die Ableitung des Nenners ist 2z + 2a,
diese hat an der Stelle o den Wert 2v/a? — 1, man erhilt also fiir das Residum
nach Lemma [18.19 res,, f = 1/2V/a? — 1. Zusammengenommen ergibt sich die
Behauptung.

Allgemeiner kann man Rationale Funktionen in cos(t) und sin(¢) integrieren,
wenn man sich erinnert, dass (e +e7%)/2 = cos(t) und (e —e~%)/2i = sin(t).
Beim Integrieren geeigneter rationaler Funktionen in (z+1/z)/2 und (z—1/2)/2:
iiber St erhélt man also mit der Standard-Parametrisierung genau cos(t) und
sin(t).

Fiir andere beliebte Beispiele muss man Grenzwertbetrachtungen anstellen
und einige Teile des Integrationswegs vernachléfligen.

Man erhélt zum Beispiel
/ e _de
oo L+t V2

Hierzu betrachte man zunichst das Integral ny~ f(z)dz mit f(z) = 1/(1+ 2*)
und I', der Weg, welcher von —r bis +r auf der reellen Achse verlduft, und
dann im Halbkreis vom Radius r in der oberen Halbebene zuriick. Mit dem
Residuensatz (Nullstellen des Nenners berechnen!) erhilt man fiir dieses Inte-
gral 7/v/2. Zu guter Letzt beobachtet man, dass man mit den offensichtlichen
Parametrisierungen erhélt

[atm=] rimt [ rrmirea
— = —ire" dt.
r, (1424  J_ 1+t Jo 14 rietid
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Fiir r — oo ist der erste Summand das gewiinschte Integral, wihrend der zweite
Summand gegen Null geht.
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