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Die Vorlesungsreihe Topologie und Differentialgeometrie soll eine Einfithrung
sowohl in die algebraische Topologie als auch in die Differentialgeometrie, ins-
besondere die Riemannsche Geometrie, geben. Oft werden solche Vorlesungen
unabhéngig voneinander gehalten. Da es aber viele Zusammenhénge gibt, und



jedes der beiden Gebiete das andere mittels interessanter Beispiele und Pro-
blemstellungen befruchtet, da auflerdem die zugrundeliegenden Objekte in bei-
den Fillen hauptsichlich Mannigfaltigkeiten sind, wird hier ein integrierter Kurs
angeboten.

Der Teil 1 wird zunéchst, und fiir den grofiten Teil dieses Semesters, Diffe-
rentialgeometrie behandeln. So sollte die Vorlesung auch fiir Horer von Interesse
sein, die bei Prof. tom Dieck in den letzten Jahren Vorlesungen iiber algebraische
Topologie besucht haben.

Empfohlene und benutzte Literatur besteht insbesondere aus den Lehrbiichern,
die im Literaturverzeichnis aufgefiihrt sind. Die Liste ist schon lang, kénnte aber
noch ergénzt werden.

Von besonderer Relevanz fiir die Vorbereitung waren [14], [5]. Eine Liste mit
online verfiigharer Literatur kann man auf http://www.matematik.lu.se/matematiklu/personal /sigma/Geometry-
on-web.html finden.

Teil 1
Einfiihrung in
Differentialgeometrie

2 Glatte Mannigfaltigkeiten

In der Vorlesung wird eine gewisse Vertrautheit mit Mannigfaltigkeiten vor-
ausgesetzt. Trotzdem sollen hier die wichtigsten Begriffe und einige Beispiele
wiederholt werden. Da hin und wieder Mannigfaltigkeiten anders definiert wer-
den (z.B. nur als Teilmengen des euklidischen Raums) kann hier sicherlich fiir
den ein oder anderen auch neues zu lernen sein.

2.1 Definition. FEin topologischer Raum ist eine Menge X zusammen mit einer
Teilmenge 7 der Potenzmenge von X (die Elemente von 7 sind also Teilmenge
von X, diese werden die offenen Mengen genannt), so dass folgende Eigenschaf-
ten erfiillt sind:

1) der, Xer.
(2) Falls U,V eT,s0auchUNV e 7.
(3) Sei I eine beliebige Indexmenge. Falls U; € 7 fiir i € I, so auch (J;¢; U;.

2.2 Beispiel. R™ mit der tiblichen Definition offener Mengen ist ein topologi-
scher Raum, ebenso jeder metrische Raum.

2.3 Definition. Sei (X, 7) topologischer Raum und A C X. Auf A definiert
man die Teilraumtopologie T4 als T4 :={UNA|U € 7}.

2.4 Beispiel. So wird also jede Teilmenge A von R™ (oder eines metrischen
Raums) wieder ein topologischer Raum.

Man kann natiirlich auch die Metrik von R™ auf A einschrinken, erhilt so
eine Metrik auf A, und dann die zugehorige Topologie betrachten. Dies ist genau
die Teilraumtopologie (Ubungsaufgabe).
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2.5 Definition. Eine Abbildung f: X — Y heifit stetig, falls das Urbild jeder
offenen Teilmenge von Y eine offene Teilmenge von X ist. f heifit Homdomor-
phismus, falls f bijektiv ist und sowohl f also auch seine Umkehrabbildung
stetig sind.

2.6 Aufgabe. Gib eine Homéomorphieklassifikation der Grofibuchstaben des
lateinischen Alphabets. Versuche, Begriindungen zu finden, warum Buchstaben
nicht homdomorph sind.

2.7 Definition. Eine n-dimensionale (topologische) Mannigfaltigkeit M ist ein
topologischer Raum mit folgenden Eigenschaften:

(1)

(2)

(3)

Fiir jeden Punkte x € M gibt es eine offene Umgebung U, mit x € U,
und ein Hom6omorphismus

phi: U, — V,, wobei V, eine offene Teilmenge von R™ fiir ein n € N ist.
Diese Abbildungen heiflen Karten der Mannigfaltigkeit M.

M ist ein Hausdorffraum. D.h. fiir je zwei Punkte =,y € M mit x # y gibt
es offene Mengen U, U, mit x € U,, y € U, und so dass U, N U, = 0.

M erfiillt das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom (historische Notation!), d.h. es
gibt eine abzdhlbare Teilmenge, welche dicht in M liegt.

Falls M eine Mannigfaltigkeit ist, so heifit ein Kollektion (=Menge) {¢;: U; —
Vi | i€ I} von Karten von M ein Atlas, falls J,.; U; = M.

2.8 Beispiel. (1) R™ ist selbst eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit

(2)
3)

(4)

jede offene Teilmenge von R™ ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit

8™ c R"*! ist n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Als Karten kann man
z.B. die orthogonalprojektionen auf die Koordinatenhyperflichen wahlen.

Definiere CP™ : als Menge aller 1-dimensionalen komplexen Unterrdume
von C"*1!, entsprechend RP™ als Menge der 1-dimensionalen reellen Un-
terraume von R™*! (ein Punkt in der Menge ist also ein 1-dimensionaler
Unterraum). beachte, dass es surjektive Abbildungen p: C***\{0} — CP"
und p: R"™1\{0} — RP" gibt, die jeden Vektor auf den von ihm erzeugten
1-dimensionalen Unterraum abbildet (warum ist 0 aus dem Definitionsbe-
reich ausgeschlossen?).

Wir definieren eine Topologie auf CP™ und RP", indem eine Menge als of-
fen definiert wird, genau wenn ihr Urbild unter p offen ist. Fiir (2, ..., 2,) €
Ct1\ {0} sei [20 : -+ : 2z,] € CP™ der von (2q,...,2,) erzeugte Un-
terraum. Wir definieren Karten auf CP™ auf folgende Weise: sei Uy :=
{lz0 : ... ¢ zn] | 2 # 0}. Definiere ¢p: Uy — C"[z0 : ... : 2] —
(20/2ky - -+ s Zk—1/Zks Zk+1/Zky - - - » 2n/ 2k ). Dies sind Karten fiir CP™. Wir
benutzen hier natiirlich die Identifikation C* = R2?" (Aufgabe: beweise
dass die Abbildung wohldefiniert ist und dass es sich um Homdomorphis-
men handelt).

Die Gruppe O(n) aller reellen orthogonalen n x n-Matrizen (A orthogonal
heifit A*A = 1) bildet eine Mannigfaltigkeit der Dimension n(n—1)/2. Die
Topologie erhélt sie als Teilmenge von R™. Karten zu finden, ist etwas
schwieriger.



(6) Sei U C R™ offen und f: U — R* eine glatte Abbildung, so dass ihr Diffe-
rential fiir jedes x € f~1(0) eine surjektive lineare Abbildung D, f: R" —
R* ist. Dann ist f~1(0) eine n — k-dimensionale Mannigfaltigkeit. Auch
dies wird spiiter bewiesen, Das Beispiel O(n) ist ein Spezialfall, hier ist
U=R" =M(nxn,R)und f: R"" — R*("+1D/2: 4 s [A* A — 1], wobei
in diesem Fall mit [A*A — 1] die Koordinaten oberhalb und auf der Diago-
nalen zusammengefasst werden (man muss eine Anordnung withlen, dann
erhiilt meinen einen Vektor in R™("+1)/2),

2.9 Satz. Sei X ein topologischer Raum und p: X — Y eine surjektive Abbil-
dung. Dann definiert folgende Vorschrift eine Topologie auf Y, die sogenannte
Quotiententopologie:

U CY ist genau dann offen, wenn p~t(U) C X offen ist.

Diese Topologie hat folgende (universelle) Figenschaft: eine Abbildung f: Y —
A (A topologischer Raum) ist genau dann stetig, wenn fop: X — A stetig ist.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

2.10 Beispiel. Die von uns auf CP™ und RP"™ definierte Topologie ist eine
Quotiententopologie.

Definiere p: R*™1 \ {0} — S™;v ro7- Die iibliche Topologie auf S™ ist
genau die Quotiententopologie (Ubungsaufgabe).

Sie X topologischer Raum und eine Aquivalenzrelation auf X. Bezeichne
mit X/ die Menge der Aquivalentzklassen. Es gibt eine offensichtliche surjektive
Abbildung X — X/, die jeden Punkt auf seine Aquivalenzklasse abbildet. Wir
werden bei solchen Beispielen immer die entsprechende Quotiententopologie auf
X/ benutzen.

Eine interessante (aber bei weitem nicht einfache) Frage ist: ist die Dimen-
sion n einer Mannigfaltigkeit wohldefiniert. Dies werden wir in algebraischer
Topologie (also viel spiter) beweisen. Wir beweisen dann folgenden Satz iiber
Gebietsinvarianz:

2.11 Satz. Sei U C R" eine offene Teilmenge und f: U — R" stetig und
injektiv. Dann ist auch f(U) offen.

2.12 Aufgabe. Beweise die Aussage aus Satz unter der Zusatzvorausset-
zung, dass f und seine Inverse g: f(U) — U differenzierbar sind.

2.13 Aufgabe. Es gibt noch wesentlich einfachere Eigenschaften als Aussage,
dass die Dimension einer Mannigfaltigkeit wohldefiniert ist, dies sich daraus
ergeben, dass sie lokal wie R™ aussieht.

Hier ein Beispiel: zeige, dass jede zusammenhingende Mannigfaltigkeit auch
wegzusammenhéngend ist.

Zur Erinnerung:

2.14 Definition. Ein topologischer Raum X heifit zusammenhéngend, falls fiir
jede Teilmenge @ # U C X, welche sowohl offen als auch abgeschlossen ist gilt:
U=X.

FEin topologischer Raum X heifit wegzusammenhéngend, falls es fiir je zwei
Punkte p,q € X einen Weg von p nach ¢ gibt, d.h. eine stetige Abbildung
c¢: [a,b] — X mit c(a) = p und ¢(b) = ¢, wobei @) # [a,b] C R ein nichtleeres
abgeschlossenes Intervall ist.



Der Vollsténdigkeit beweise zudem: jedes Intervall in R ist zusammenhé&ngend,
jeder wegzusammenhéngende topologische Raum ist zusammenhéngend, R™ ist
wegzusammenhéngend, also zusammenhéngend.

Finde einen topologischen Raum, welcher zusammenhéngend aber nicht weg-
zusammenhéngend ist.

2.15 Bemerkung. Tipp fiir Aufgabe Wenn man fiir jeden Punkt eines
zusammenhéngenden Raums eine gewisse Eigenschaft beweisen will, geht man
wie folgt vor: man beweist, dass ein Punkt die Eigenschaft hat, dann beweist
man, dass die Menge der Punkte, welche die Eigenschaft erfiillen, sowohl offen
als auch abgeschlossen ist.

In ganz anderer Richtung wird dies z.B. fiir globale Existenz von Losungen
von gewoOhnlichen Differentialgleichungen benutzt. Das wird uns spéter noch
begegnen.

Die Aufgabe zeigt, dass es hiufig wiinschenswert ist, auf unseren Mannig-
faltigkeiten auch Differentialrechnung zu betreiben (das kommt auch in den
Anwendungen sehr hiufig vor). Ein Beispiel ist die Berechnung von Extrema
unter Nebenbedingungen.

Die ist auch erfolgversprechend, da ja kleine Umgebungen jeden Punktes wie
R™ aussehen, auf welchem wir Differentialrechnung kennen. Problem: das muss
konsistent sein. Dazu muss man geeignete Karten auswihlen, die gut zusammen
passen. So soll z.B. ausgechlossen werden, dass eine Funktion beziiglich einer
Karte an einer Stelle differenzierbar zu sein scheint, beziiglich einer anderen
Karte aber nicht.

2.16 Definition. Eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit M ist eine Man-
nigfaltigkeit zusammen mit einem vorgegebenen Atlas (dem sogenannten glatten
Atlas) {¢;: U; — V;} so dass folgende Kompatibilitétsbedingung erfiillt ist:

Immer wenn ¢;: U; — V; und ¢;: U; — V; zwei Karten des gegebenen Atlas
sind, betrachte die Funktion

¢i 0 ¢3! |: ¢s(Ui NU;) — ¢;(Ui N ;).

Nach Voraussetzung ist U; NU; eine offene Teilmenge von M (Koénnte auch leer
sein). Da ¢; und ¢; Homéomorphismen sind, sind dann ¢;(U; NU;) und ¢;(U; N
U;) offene Teilmengen von R™, und ¢;0¢; !| wie oben ist ein Homéomorphismus.
Wir nennen diese Abbildung die Kartenwechselabbildung.

Wir verlangen, dass diese Abbildung zwischen offenen Teilmengen des R"™ ein
Diffeomorphismus ist (also bijektiv und glatt mit glatter Umkehrabbildung).

Hier gibt es offensichtliche Varianten, bei denen man statt glatt nur k-mal
differenzierbar verlangt, man spricht dann von einer C*-Mannigfaltigkeit.

2.17 Beispiel. Die Beispiele aus sind alle glatte Mannigfaltigkeiten —dazu
muss natiirlich ein geeigneter Atlas angegeben werden, dies ist bei CP™ und
RP™ schon geschehen; mehr oder weniger dieselbe Definition liefert den iiblichen
glatten Atlas fiir S™. Fiir R™ besteht der Atlas einfach aus id: R” — R™.

Der Beweis, dass f~1(0) unter den angegebenen Bedingungen eine Mannig-
faltigkeit ist, liefert gleich einen glatten Atlas mit.

Alle in Diff 3 definierten glatten Mannigfaltigkeiten sind auch glatte Man-
nigfaltigkeiten im jetzigen Sinn.



2.18 Bemerkung. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit zugehorigem Atlas
{¢i: U; — V;}. Sei ¢: U — V eine weitere Karte von M, so dass alle Karten-
wechselabbildungen mit den ¢; des glatten Atlas differenzierbar sind.

Dann kénnen wir offensichtlich ¢: U — V zum glatten Atlas hinzunehmen,
ohne die Bedingung aus Definition [2.16| zu verletzen. Den so erhaltenen Atlas
betrachten wir als dquivalent zum urspriinglichen, die differenzierbaren Struk-
turen fassen wir als gleich auf.

Meist nimmt man zu einem gegebenen glatten Atlas einfach alle Karten hin-
zu, die die obige Kartenwechselbedingung erfiillen. Auf diese Weise kann man
aus jedem differenzierbaren Atlas einen mazximalen differenzierbaren Atlas ma-
chen (maximal, weil man ihn nach Konstruktion nicht mehr vergréfiern kann).
Im folgenden werden wir in der Regel annehmen, dass unser Atlas maximal ist.
Natiirlich wird man bei der Definition einer konkreten differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit versuchen, 6konomisch einen moglichst kleinen Atlas anzugeben.

2.19 Definition. Seien M™ N™ glatte dimensionale Mannigfaltigkeit mit dim(M™) =
m, dim(N™) = n mit glatten Atlanten , und alle Karten seinen im folgenden
diesen glatten Atlanten entnommen. Eine stetige Abbildung f: M — N heifit

glatt, falls fiir jede glatte Karte ¢: U — V von M und %: U’ — V' von N die
Komposition

o fop i g(fTHU)) =V

von Abbildungen zwischen offenen Teilmengen von R und R™ selbst eine glatte
Abbildung ist.

Eine bijektive Abbildung, die glatt ist und bei der die Inverse Abbildung
glatt ist heiflt Diffeomorphismus.

2.20 Bemerkung. In der Definition der Kartenwechsel und der glatten Ab-
bildungen musste man immer auf ldstige Weise den richtigen Definitionsbereich
ermitteln. Dies wird leider auch im weiteren oft der Fall sein. Dies fiihrt zwar
zu uniibersichtlicher Notation; das Prinzip ist aber immer ganz einfach: es wird
der maximale Definitionsbereich benutzt, der noch Sinn macht. Manchmal wird
man aus Notationsgriinden die Definitionsbereiche daher gar nicht (oder falsch)
angeben, mit dem Verstdndnis dass nur dort komponiert werden kann, wo die
Komposition definiert ist.

2.21 Aufgabe. Zeige, dass R diffeomorph ist zu (—1,1).

Zeige, dass S' und RP! diffeomorph zueinander sind. Gilt dasselbe auch fiir
S? und RP? (dies ist nicht einfach!)?

Zeige, dass S? und CP? diffeomorph sind.

Fasse S% auf als Teilmenge von C? \ {0} = R*\ {0} auf die iibliche Weise.
Man erhilt nun eine surjektive Abbildung S® — CP? = S? auf die iibliche
Weise. Zeige, dass das Urbild jedes Punktes homéomorph zu S* ist.

Zeige, dass S\ {(0,0,1)} diffeomorph zu R? ist. Wie sieht die erhaltene
Zerlegung von R3 in Kreise (und eine Gerade) aus, die man aus der oben be-
schriebenen Zerlegung von S? in eine disjunkte Vereinigung von S!-en erhiilt.

2.22 Aufgabe. Betrachte auf der topologischen Mannigfaltigkeit R den Atlas
{¢: R — R;z +— 2®}. Ist dies ein glatter Atlas? Wenn ja, ist diese Mannig-
faltigkeit diffeomorph zu R mit der Standard-glatten-Struktur? Ist die glatte
Struktur sogar dieselbe wie beim Standardatlas?



2.23 Bemerkung. FEinige sehr schwere Resultate aus der wilden weiten Welt
der Mannigfaltigkeiten: Sei eine topologische Mannigfaltigkeit M gegeben, und
zwei differenzierbare Strukturen sy, sqauf M.

(1) Falls dim(M) < 3, so gibt es immer einen Diffeomorphismus (M, s;) —
(M, s2) (allerdings kann man nicht immer die Identitit benutzen, da diese
nicht notwendigerweise differenzierbar ist!)

(2) Auf S kann man zwei verschiedene Differenzierbare Strukturen finden, so
dass es keinen Diffeomorphismus zwischen den beiden gibt (man spricht
von exotischen differenzierbaren Strukturen).

(3) Auf R™, n # 4 gibt es bis auf Diffeomorphie immer genau eine differen-
zierbare Struktur. Auf R* jedoch iiberabzihlbar viele. Es gibt z.B. offene
Teilmengen des R*, die homéomorph zu R?* sind, aber nicht diffeomorph.

2.24 Bemerkung. Nun ist uns zwar gelungen, Differenzierbarkeit zu definieren.
Was noch fehlt, ist eine Definition der Ableitung. Hier soll ein Konzept gefunden
werden, dass zwar die Karten benutzt, aber doch unabhéngig von der Wahl
spezieller Karten ist.

Idee: die Ableitung liefert eine lineare Approximation an die gegebene Ab-
bildung. Hier muss man nun, bevor man dies tun kann, die Mannigfaltigkeit
(welche ja einfach nur eine Menge ist) durch einen Vektorraum approximieren,
dies geschieht mittels des Tangentialraums.

Bei in RY eingebetteten Untermannigfaltigkeiten ist anschaulich (halbwegs)
klar, was der Tangentialraum (an einem Punkt) sein soll, wir miissen jetzt aber
eine ganz abstrakte Definition finden. Wir wollen das erste Konzept jedoch auch
kurz wiederholen.

2.25 Definition. Eine glatte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit N einer
glatten n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M ist eine Untermenge, so dass fiir
jeden Punkt z € N C M eine Karte ¢: U — V des (maximalen) glatten Atlas
von M existiert, so dass

d(UNN)=VnRF x {0} cR".

Entsprechend kann man natiirlich auch topologische Untermannigfaltigkei-
ten von topologischen Mannigfaltigkeiten definieren.

2.26 Beispiel. Jede offene Teilmenge einer Mannigfaltigkeit ist eine Unterman-
nigfaltigkeit (derselben Dimension).
Die Mannigfaltigkeiten aus Diff 3 sind Untermannigfaltigkeiten von R,

2.27 Definition. Sei M C R" eine glatte n-dimensionale Untermannigfaltig-
keit von RY. Sei # € M. Wir definieren T,, M als Menge aller Vektoren v € RY
so dass eine glatte Kurve c: R — RY existiert mit im(¢) C M, ¢(0) = x und
d(0) =w.

Definiere TM := {(z,v) € M x RN | v € T, M}.
2.28 Bemerkung. Tatséchlich ist T, M fiir jedes € M ein n-dimensionaler

Unterraum von RY und TM selbst eine glatte Untermannigfaltigkeit von RV x
RN,

2.29 Beispiel. S ist eine Untermannigfaltigkeit von R"*! und fiir z € S™ gilt
T,5" = {veR"! |v L a}.



3 Riemannsche Geometrie -1

3.1 Beispiel. Die Riemannsche Geometrie, fiir wir uns in dieser Vorlesung
interesssieren, beschreibt nicht nur die topologischen, sondern die metrischen
Eigenschaften von Mannigfaltigkeiten.

Was damit gemeint ist, sei am Beispiel der S? veranschaulicht: diese ist in
unserer Vorstellung ja nicht nur ein topologischer Raum, sondern hat Geometrie:
rund und perfekt. Insbesondere kénnen wir Abstéinde auf S? messen. Dies macht
man nicht, indem man den Abstand der zugehorigen Vektoren im R? bildet,
sondern indem man Léngen auf der Sphére mifit.

Wenn z.B. ¢: [a,b] — S? eine glatte Kurve ist, so ist die ‘Léinge von c definiert
als

b
I(e) ::/ ()] dt. (3.2)

Es gibt eine offensichtliche Verallgemeinerung fiir stetige und stiickweise glatte
Kurven, und zum Schluss definiert man den Abstand zwischen zwei Punkten
durch

d(p,q) := inf{l(c) | ¢ stiickweise glatte Kurve von p nach ¢}. (3.3)

Es ist Alltagswissen, dass dieser Abstand durch Grosskreissegmente realisiert
wird.

Es ist eine Ubungsaufgabe, nachzuweisen dass auf die beschriebene Weise
auf S? eine Metrik definiert wird, und dass die sich daraus ergebende Topologie
genau die gewohnliche Topologie von S? ist.

Ebenfalls bleibt es Ubungsaufgabe, diese Konstruktion und Beobachtung auf
beliebige in R™ eingebettete Mannigfaltigkeiten zu verallgemeinern.

4 Abstrakter Tangentialraum

Fiir eine abstrakt gegebene Mannigfaltigkeit, wie CP", haben wir die Schwierig-
keit, dass man sich keinen abstrakt gegebenen “Oberraum R™” vorstellen kann,
in welchem die Tangentialvektoren liegen sollen.

Wir machen aus der Not eine Tugend, indem wir die Idee von Definition
abstrahieren: dort liefern Kurven die Tangentialvektoren, im abstrakten
zwingen wir die Kurven dazu, dasselbe zu leisten.

4.1 Definition. Sei M glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit, x € M. Wir
definieren T, M als Menge von Aquivalenzklassen von glatten Wegen ¢: R — M
mit ¢(0) = z. Hierbei definieren wir, dass zwei solche Wege ¢y, co dquivalent sind,
wenn fiir eine (und damit alle) Karten ¢: U — V mit x € U gilt (¢ o ¢1)'(0) =
(¢0c2)'(0):

Wir definieren TM := J,c,; ToM (dies ist eine disjunkte Vereinigung).
Dann gibt es die offensichtliche Projektion TM — M;v — «x falls v € T, M.

4.2 Bemerkung. Es gibt noch eine Reihe alternativer Definition des Tangen-
tialraums, und alle sind wichtig. Wenn wir sie brauchen werden, werden wir
darauf zuriick kommen. Die gegebene Variante ist die geometrischste, passend
zum Titel der Vorlesung. Einen groflen Nachteil miissen wir sofort beheben: der
Tangentialraum soll ja ein Vektorraum sein, aber es ist bei weitem nicht klar, wie
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man unsere Aquivalenzklassen von Wegen addieren oder skalar multiplizieren
soll. Wichtig ist hier, dass die Aquivalenzklasse nur von der Geschwindigkeit am
Ursprung abhéngt, und solche sollten ja tatsdchlich einen Vektorraum bilden.

Um dies zu erreichen, erinnern wir uns dass mit Hilfe der Karten eine kleine
Umgebung jedes Punktes wie R™ aussieht, und dort sind die Tangentialvekto-
ren einfach auch wieder Vektoren des R™. Allerdings muss man sich natiirlich
merken, mit welcher Karte man arbeitete.

Die folgende Definition beinhaltet einen Trick, wie man den Tangentialraum
mit allen Karten gleichzeitig beschrieben kann.

4.3 Definition. Sei M eine glatte n-Mannigfaltigkeit, € M. Wir definieren
den Karten-Tangentialraum T, M als Aquivalenzklassen von Tupeln (z,¢: U —
V,v) mit ¢: U — V eine glatte Karte von M so dass « € U, und v € R™.

Zwei solche Tupel (x,¢1: Uy — Vi,v1) und (z,¢: Us — Va,vs) heiflen
dquivalent, falls D(¢a¢; ") (4(x))(v1) = vo (Differential an der Stelle ¢(z), an-
gewendet auf den Vektor v1).

Wir erhalten eine Bijektion des Wege-Tangentialraums 7, M mit dem Karten-
Tangentialraum (den wir schon mit dem gleichen Namen bezeichnet haben),
indem wir [c: R — M] abbilden auf (¢: U — V, (¢ o ¢)'(0)).

Wir definieren eine R-Vektorraumstruktur auf T, M durch A[¢: U — V,v1]+
wlp: U = V] = [¢: U — V, vy 4+ pva] (A, p € R, ¢: U — V Karte wie oben,
V1,V € Rn).

Die Dimension von T, M ist n.

4.4 Bemerkung. Wir miissen natiirlich iiberpriifen, dass alles wie oben defi-
niert funktioniert. Beachte zunéchst dass fiir zwei Karten ¢y : Uy — Vi, (k= 1,2)
wie in Definition und v; € R™ genau ein v € R™ existiert, so dass (¢1,v1)
und (¢, v2) dquivalent sind, namlich vy = D(pad; 1) (d(2))(v1).

Da die Abbildungen D(d)ggbl_l) linear sind, ist die Vektorraumstruktur wohl-
definiert. Jede Karte ¢ wie oben liefert einen Isomorphismus zu R™.

Wegen der Kettenregel ist die Abbildung zwischen dem Wege-Tangentialraum
und dem Karten-Tangentialraum wohldefiniert. Nach Definition der Aqui-
valenzrelation von Wegen ist die Abbildung injektiv. Sie ist auch surjektiv, weil
wir in der offenen Teilmenge V zu jedem v € R" einen glatten Weg ¢: R — V
mit ¢(0) = 0 und ¢/(0) = v definieren kénnen (in einer Umgebung von 0 ein-
fach linear abbilden), und dann mittels ¢~! o ¢ den entsprechenden Weg in M
erhalten.

4.5 Definition. Sei f: M — N glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfal-
tigkeiten. Definiere T f: T, M — TN durch T, f([c]) := [f o ¢], oder auch
Tof([z,¢,0]) = [z, 9, (D( o fod™h)(v))].

Mittels Kettenregel rechnet man nach, dass beide Definitionen unter der in
beschriebenen Bijektion iibereinstimmen. Man er’hélt nun sofort die Ket-
tenregel:

4.6 Satz. Seien f: M — N und g: N — X glatte Abbildungen zwischen glatten
Mannigfaltigkeiten, x € M. Dann gilt

To(go f)=TpamygoTnf.

Beweis. Einfach eine Aquivalenzklasse von Wegen einsetzen. O
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4.7 Aufgabe. Wiese ist die Kettenregel fiir Mannigfaltigkeiten pl6tzlich schein-
bar automatisch? Eigentlich sollte man doch erwarten, die Kettenregel fiir R™
benutzen zu miissen immerhin ist dies ja auch ein Spezialfall, da R™ selbst glatte
Mannigfaltigkeit ist.

4.8 Definition. Sei c¢: [a,b] — M ein glatter Weg in einer glatten Mannigfal-
tigkeit. Fiir ¢ € [a,b] definieren wir ¢/(t) € To)M durch ¢'(t) = [e(- —t)] =
Dc(t)(1) (wende das Differential Dc an der Stelle ¢, also die lineare Abbildung
Dc(t): T;R — Ty M an auf das Element 1 € T;R = R).

5 Riemannsche Geometrie 0

Frither bereits angekiindigt: Ziel der Riemannschen Geometrie ist es, geome-
trische Aspekte von Mannigfaltigkeiten zu untersuchen. Grundlegend dazu ist,
Abstéinde und Winkel zu verstehen, also zunéichst einmal definieren zu kénnen.
Wir kénnen uns hier von Beispiel leiten lassen. Da man auf beliebigen Man-
nigfaltigkeiten kaum von Geraden sprechen kann, machen Winkel wohl nur zwi-
schen Richtungen Sinn. Richtungen sind aber gegeben durch Elemente des Tan-
gentialraums, nur dass diese auch noch eine Linge haben. Mit solchen infinite-
simalen Lange kann man dann wie in Gleichung die Lange von stiickweise
glatten Kurven definieren, und zuletzt mittels Gleichung den Abstand zwi-
schen zwei Punkten (in derselben Wegzusammenhangskomponente).

5.1 Riemannsche Metriken

5.1 Definition. Eine Riemannsche Metrik g auf einer glatten Mannigfaltigkeit
M ist eine ,Funktion“, die jedem Punkt z € M eine positiv definites Skalarpro-
dukt auf dem endlich dimensionalen Vektorraum 7T, M zuordnet.

Diese Skalarprodukte sollen glatt vom Punkt z abhéingen, was wie folgt
definiert wird: fiir jede Karte ¢: U — V C R" liefert g Funktionen g;;: V — R
auf folgende Weise:

gij(x) == g(¢~ () [z, ¢, ], [z, b, €5]).

Diese Funktionen, oder die Funktionen g;; o ¢: U — R werden “Metrischer
Tensor in lokalen Koordinaten“ genannt. Wir verlangen, dass diese Funktionen
glatt sind.

5.2 Beispiel. Sei M C RV eine eingebettete Untermanngifaltigkeit. Dann ist
fiir jedes x € M T, M nach der urspriinglichen Definition ein Untervektorraum
von RY, und erbt als solcher die Einschrinkung des Standard-Skalarprodukts.
Dies liefert eine Riemannsche Metrik auf M im Sinn von Definition (.1l Insbe-
sondere ist dies genau das, was wir im Beispiel [3.1] fiir die 2-dimensionale Sphére
benutzt haben.

5.3 Aufgabe. R? mit dem euklidischen Skalarprodukt ist Riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Berechne den metrischen Tensor in Polarkoordinaten (r, ¢) € (0, 00) x
(0,27) mit x = rcos(¢), y = rsin(¢).
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5.4 Definition. Sei M glatte Mannigfaltigkeit mit Riemannscher Metrik g. Sei
¢: la,b] — M ein glatter Weg. Wir definieren

I(c) == b ge(r) (¢ (t), /(1)) dt.
J

Falls p,q € M in derselben Wegzusammenhangskomponente liegen, definie-
ren wir

d(p,q) := inf{i(c) | c stetiger stiickweise glatter Weg von p nach ¢.}

5.5 Aufgabe. Besonders einfache Untermannigfaltigkeiten von R? ergeben sich
als Rotationsflichen. Sei dazu c: R — R? eine glatte Abbildung mit ¢;(¢) > 0
fiir alle t € R. Definiere dann

5.6 Definition. die Rotationsfliche S := {(c1(t) cos(¢),cy(t) sin(@), ca(t)) |t €
R, € [0, 27]}.

Zeichne S (in schematischen Beispielen). Zeige, dass S eine 2-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R3 ist, finde geeignete lokale Koordinaten. Damit
erhilt S eine induzierte Riemannsche Metrik. Berechne diese in lokalen Koordi-
naten. Berechne die Lénge der Kurven ¢;: [0,27] — S; ¢ — (c1(t) cos(¢), c1(t) sin(¢), ca(t))
und dy: [a,b] — S; t — (c1(t) cos(9), c1(t) sin(9), ca(t)).

5.7 Satz. Durch die Definition wird auf M eine Metrik definiert. Diese
Metrik liefert die auf M gegebene Topologie.

Beweis. Genau wie der Beweis von Aufgabe

Wegen der “stiickweisen” Definition erfiillt d die Dreiecksungleichung. Da
man Wege riickwirts laufen kann, ist d symmetrisch. A priori ist nicht klar dass
d(z,y) = 0 nur wenn z = y, aber auch ohne diese Bedingung definiert d in der
iiblichen Weise eine Topologie (dann nicht notwendig hausdorffsch).

5.8 Definition. Eine Funktion d: X x X — [0, 00), die alle Eigenschaften einer
Metrik aufler d(z,y) = 0 nur wenn = = y erfiillt, heifit Pseudometrik.

Wir m”ussen noch zeigen, dass die Identitét auf M beziiglich der urspriing-
lichen und der d-Topologie (in beiden Richtungen) stetig ist, dann sind die
Topologien gleich.

Dies sind lokale Fragen, kénnen also in lokalen Koordinaten behandelt wer-
den. Entscheidend ist nun, dass fiir eine feste Karte ¢: U — V und fiir ei-
ne kompakte Teilmenge von V (z.B. ein abgeschlossener Ball) es ¢ > 0 gibt,
so dass |v| /e < y/g(v,v) < clv] fir jeden Tangentialvektor v (wobei |v| die
euklidische Lénge) tangential an diese kompakte Teilmenge. Es folgt eine ent-
sprechende Ungleichung fiir die euklidische und die g-Lénge und die euklidische
Lénge von stiickweise glatten Kurve innerhalb der kompakten Teilmenge. Die
euklidische Lénge solcher Kurven zwischen zwei Punkten wird aber durch die
Verbindungsstrecke minimiert, und ist dort gleich dem euklidischen Abstand.
Die Behauptung folgt jetzt ohne gar zu grofle Miihe.

Achtung: hier kénnten noch ein paar Details zugefiigt werden! O

5.9 Aufgabe. Seien 71 und 75 zwei Topologien auf einer Menge X. Zeige, dass
71 = T genau dann, wenn idx: (X, 7) — (X, 72) ein Homéomorphismus ist.
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5.2 Isometrien und Beispiele

5.10 Definition. Sei f: (M, gnx) — (N,gn) eine glatte Abbildung zwischen
zwei Riemannschen Mannigfaltigkeiten. f heiflt isometrische Einbettung, falls
Tof: TyM — TN eine isometrische Injektion von Skalarproduktréumen fiir
jedes x € M ist (also gy (To f(v), Ty f(w)) = gn (v, w) Vo, w € T, M).

f heiBt (Riemannsche) Isometrie, falls f zusétzlich ein Diffeomorphismus. f
heifdt lokale Isometrie, falls fiir jedes x € M eine offene Umgebung U existiert,
so dass f(U) C N offen und f|y: U — f(U) Isometrie.

5.11 Aufgabe.

5.12 Definition. Der Katenoid ist die Rotationsfliche der Kurve x; = cosh(xs) =
(e* +€e7%)/2 in R3.

Der Helizoid H ist die Vereinigung der Geraden (0, 0,t) (cos(t),sin(t),t) C
R3,t € R.

Zeige, dass der Helizoid eine glatte Untermannigfaltigkeit von R? ist (finde
ynatiirliche“ lokale Koordinaten). Zeige, dass Katenoid und Helizoid lokal isome-
trisch sind (z.B. indem der metrische Tensor in geeigneten lokalen Koordinaten
berechnet wird).

Loésung: Lokale Koordinaten fiir das Helizoid: es handelt sich um eine 2-
dimensionale Untermannigfaltigkeit, die wir durch die Hohe ¢ und den , signier-
ten“ Abstand zur xz3-Achse parametrisieren:

¢ 1 R? — H; (r,t) — (rcos(t),rsin(t), t).

Es handelt sich wirklich um eine glatte Untermannigfaltigkeit; dafiir miissen
wir eine Karte von R? finden, so dass H als Untermannigfaltigkeit gegeben ist.
Hierzu verwenden wir eine dritte Koordinate senkrecht zu der Geraden durch
(0,0,t) und (cos(t),sin(t),t), also

O~ R? — R3; (r,t,2) > r(cos(t),sin(t),0) + a(sin(t), — cos(t),0) + (0,0, ).

Beachte, dass hier die Quelle der Abbildung ®~! die Teilmenge V des R? ist
(zufillig gerade R?), und das Ziel die Teilmenge U der Mannigfaltigkeit (hier
ist sowohl die Mannigfaltigkeit als auch U gleich R? —man sieht dass die ,ein-
fachen®“ Situationen oft die kompliziertesten sind, weil man die verschiedenen
Objekte nicht auseinanderhalten kann).

Um die Riemannsche Metrik in diesen Koordinaten zu berechnen, miissen wir
nur die ,,Standard-Tangentialvektoren“ des R? (als Ziel der Koordinaten) e; =:
O, und ey =: 0 in die ,umgebende* Mannigfaltigkeit (den Tangentialraum von
R3) abbilden, und dann die Skalarprodukte (dort gibt es ja eine Riemannsche
Metrik, nédmlich hier die iibliche euklidische) bilden.

Nun gilt D¢p=1(8,) = d¢p~1/dr = (cos(t),sin(t),0) und Dp=1(d;) = ot =
(—rsin(t), r cos(t), 1). Somit ergibt sich (indem man die entsprechenden Skalar-
produkte bildet) fiir die Riemannsche Metrik in den durch ¢ gegebenen Koor-
dinaten

g = (Do~ (0,), Do () =r*+1; g =1; guw=gmn =0

Entsprechend muss man fiir den Katenoid vorgehen (die Standard-Koordinaten
ergeben sich aus der Darstellung als Rotationsfléche). O
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5.13 Definition. Der hyperbolische Raum der Dimension n wird definiert als

H" := (D™)° mit Riemannscher Metrik gg(z) := 4(1_|9E|775’”)2. Dies ist das
TIBukl

Scheibenmodell des hyperbolischen Raums.

5.14 Aufgabe. Berechne die Linge von Strecken durch den Ursprung im Schei-
benmodell des hyperbolischen Raums.

5.15 Definition. Das obere Halbraummodell des hyperbolischen Raums ist die
Mannigfaltigkeit {(z1,...,2,) € R™ | 1 > 0}, der obere Halbraum, mit Rie-
mannscher Metrik g(z1,...,2,) = 2244

5.16 Aufgabe. Setze P := (—1,0,...,0). Zeige, dass  — P + ch”f_;ll? eine
Isometrie zwischen dem Scheibenmodell und dem obere Halbraummodell des

hyperbolischen Raums liefert.

5.17 Definition. Die Standard-Bilinearform auf R"** mit Signatur (—1,n) ist
definiert durch ((zo,...,Zn), (Yn,- - YUn))(=1,n) = —ZoYo + T1Y1 + - - TnYn-

Das natiirliche Modell des Hyperbolischen Raums ist H" := {x € R"*! |
(r,2)(—1,n) = —1,m0 > 0} (die Bedingung o > 0 wihlt eine der beiden Scha-
len=Zusammenhangskomponenten des entsprechenden Hyperboloiden aus). Dies
ist eine glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension n von R™*1.

Die Bilinearform (-, -)(_1 ) schrénkt sich zu einem positiv definiten Skalar-
produkt auf jedem Tangentialraum von H™ ein. Insgesamt erhilt man so eine
Riemannsche Metrik auf H".

5.18 Bemerkung. Natiirlich diirfte man eigentlich nicht dieselbe Notation
H" fiir die verschiedenen Modelle benutzen; aber da sie isometrisch sind (siehe
Aufgabe [5.19)) nimmt man es wie so oft auch hier nicht so genau.

5.19 Aufgabe. Beweise die Behauptung aus Definition also dass H Unter-
mannigfaltigkeit ist, und dass man tatséchlich eine Riemannsche Metrik erhélt.
Sei P =(—1,0,...,0). Zeige, dass die Abbildung

2(x — P)

r— P—
<:L' — P,SC — P>(_17n)

eine Isometrie zwischen dem natiirlichen Modell und dem Scheibenmodell des
hyperbolischen Raums definiert (wobei die Scheibe mit der Scheibe in der (zg =
0)-Ebene identifiziert wird).

5.20 Aufgabe. Definiere und klassifiziere flache Tori.
Wir beenden das Kapitel mit ein paar weiteren Konstruktionen.

5.21 Definition. Seien XY topologische Rdume. Die Produkttopologie auf
X x Y ist die Topologie, deren offene Mengen von Mengen der Form U x V
erzeugt wird (U C X offen, V C Y offen). Erzeugt heifit: eine Teilmenge von
X xY ist genau dann offen, wenn es eine Vereinigung (beliebig vieler) Mengen
ist, welche selbst wieder endliche Schnitte von Menge der Form U x V' wie oben
sind.

Seien M und N topologische oder glatte Mannigfaltigkeiten. Dann wird auch
M x N eine solche, indem man einfach Kreuzprodukte von Karten benutzt.
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5.22 Aufgabe. Uberpriife, dass die Produkttopologie wieder eine Topologie
ist. Uberpriife, dass beim , Erzeugen“ in Definition immer eine Topologie
entsteht, egal von welcher Kollektion von Mengen man ausgeht.

Zeige, dass M x N tatséchlich eine (glatte) Mannigfaltigkeit wird, und dass
die Projektion M x N — M; (z,y) — x eine stetige (bzw. glatte) Abbildung ist.

5.23 Definition. Der n-Torus T™ ist das Produkt von n-Kopien von S': T™ =
(shm.

5.24 Aufgabe. Finde eine Einbettung von T™ als glatte Untermannigfaltigkeit
in RY (das ist einfach mit N = 2n, versuche, N = n+1 zu erreichen, zumindest
fiir n = 2).

Definiere auf R™ die Aquivalenzrelation v v + z fiir alle v € R"™ und alle
z € Z". Zeige, dass T™ homoomorph zu R™/ ist. Fiir die Menge der Aquiva-
lenzklassen schreibt man in der Regel R"™/Z™.

5.25 Beispiel. In Aufgabe sieht man, dass T" eine abelsche Gruppe wird
(Faktorgruppe der additiven Gruppe von R™ modulo der Untergruppe Z™). Die
Addition und Inversion sind sogar glatte Abbildungen.

5.26 Aufgabe. Zeige, dass T" x T" — T";(z,y) — x+yund T" — T";z —
—x glatte Abbildungen sind.

5.27 Satz. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten. Dann gibt es kanonische
Vektorraumisomorphismen T, yM x N — TyM @ TyN; [e: R — M x N|
([pryy oc], [pry oc]).

Sind gy und gy Riemannsche Metriken auf M und N, so liefert unter die-
sem Iso die direkte Summe eine Riemannsche Metrik auf M x N, die Produkt-
metrik gar X gy (oft auch gy ® gy oder gy + gy geschrieben,).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die Abbildung linear und ein Iso ist. Sei dazu
¢: U —V Karte von M um p € M und ¢: Uy — V, Karte von N um ¢. Dann
ist ¢ x ¢ Karte von M x N. Die beschriebene Abbildung ist dann gegeben durch

[(pa Q)7¢ X 1, (U17U2)] = ([p,¢,U1], [Qa¢av2])’

offensichtlich der gewiinschte Isomorphismus.

Die direkte Summe zweier positiv definiter Skalarprodukte ist wieder ein
positiv definites Skalarprodukt, wegen der Produkt-Kartenstruktur folgt auch
sofort, dass die Produktmetrik glatt ist. Ist etwa g;;(z) der metrische Tensor
in lokalen Koordinaten ¢ von M (i,j = 1,...,m), und h;;(y) der metrische

Tensor in Koordinaten ¢ von N, so ist k;;(x,y) = g¢;;(z) fir 4,5 = 1,...,m
kij(z,y) := hi—m j—m(y) fir i, =m+1,...m+n und k;;(z,y) = 0 sonst der
metrische Tensor von M x N in lokalen Koordinaten ¢ x 1. O

6 Vektorbiindel und Tangentialraum

Wir haben in Diff 3 schon gesehen, dass die Vereinigung aller Tangentialrdume
(fiir eine eingebettete Untermannigfaltigkeit M) selbst eine glatte Mannigfaltig-
keit ist. Dazu hat man die spezielle Struktur, dass man fiir jeden Punkt in M
einen Vektorraum erhélt, und dass diese Vektorrdume ‘glatt vom Punkt in M
abhédngen“.
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Dies wollen wir nun mathematisch préazisieren und axiomatisieren, zum Vek-
torraumbiindel. Die entscheidende Uberlegung hierbei ist, dass es zunichst ein
besonders naheliegendes Modell fiir das oben beschriebene gibt, ndmlich das
Produkt M x R™ —hier ist insbesondere auch klar, was das “glatt vom Punkt
abhéngen“ bedeutet. Dies muss aber ja nur lokal gelten, und wie bei Mannigfal-
tigkeiten wollen wir Karten benutzen, um mit dem lokalen Modell zu vergleichen.

6.1 Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Ein (glattes) Vektorraumbiindel
iiber M ist eine glatte Mannigfaltigkeit E zusammen mit einer glatten surjek-
tiven Abbildung p: E — M, der Struktur eines R-Vektorraums auf jeder Faser

Ey == p~(b) (b € M), und einem glatten Vektorbiindelatlas, bestehend aus
Vektorbiindelkarten (d.h. Diffeomorphismen)

¢: U —V xR

wobei U C E offen, V. C M offen, und so dass pry op = p, und so dass die
Einschriankungen ¢|g, : Fy — {b} x R™ linear sind.

Atlas heifit natiirlich wieder, dass die Vereinigung aller Kartendefinitionsbe-
reiche U ganz E ist. Man kann (und wird im allgemeinen) jeden Atlas zu einem
maximalen Atlas mit den entsprechenden Eigenschaften ergéinzen.

6.2 Lemma. Sei E — M ein Vektorbiindel und
Yo ViNnVexR* - U NUy — ViNVa x R

ein Vektorbindelkartenwechsel. Dann gibt es eine glatte Abbildung 012: Vi N
Vo — Gl(n,R), so dass

Yoo t(z,v) = (v,012(z) - v).
Glatt heif$t hier, dass jede Komponente der Matrix glatt von x abhdngt.

Beweis. Da ¢ und v faserweise linear und bijektiv sind, gilt dies auch fiir die
Verkniipfung 1) 0 $~!; mit anderen Worten: die Abbildung ist faserweise gegeben
durch Multiplikation mit einer Matrix. AuBerdem ist 1 o ¢! glatt, also ist
insbesondere = +— 1 o ¢~ (x, ex) glatt fiir die Einheitsvektoren ey. Dies liefert
aber gerade die k-te Spalte der Matrix 61 o(z). O

6.3 Bemerkung. Mann kann natiirlich auch die Differenzierbarkeitsbedingung
in Definition durch Hom6omorphie ersetzen, und erhélt so den Begriff des
topologischen Vektorbiindels. Dann kann der Basisraum ein beliebiger topolo-
gischer Raum sein.

6.4 Beispiel. Das Tangentialbiindel von S' (Teilmenge von S! x R?) ist ein
Vektorraumbiindel, sogar Unterbiindel.

6.5 Beispiel. Klebefunktionen ¢; ; welche die Kozykelbedingung erfiillen, er-
geben ein Vektorbiindel. (Kommentar: Mehr Details!)

6.6 Definition. Seien p: £ — M und ¢: E' — N glatte Vektorbiindel iiber
glatten Mannigfaltigkeiten und f: M — N eine glatte Abbildung. Eine glatte
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Abbildung F': E — E’ heifit Vektorbiindelabbildung iiber f, falls go F' = fop,
man also das kommutative Diagram

B P g

R
Mt N
hat, und falls F' faserweise linear ist, also F|g, : Ep — E}(b) linear ist.
Ein Vektorbiindelisomorphismus ist eine Vektorbiindelabbildung iiber id,
welche Faserweise ein Isomorphismus ist.

6.7 Beispiel. Das trivialisierte Biindel der Dimension n M x R™ ist offensicht-
lich ein glattes Vektorbiindel.

Das Tangentialbiindel einer eingebetteten Untermannigfaltigkeit von R™ ist
ebenfalls ein Vektorbiindel (die Vektorbiindelkarten gewinnt man mittels der
Karten der Mannigfaltigkeit, siche unten).

Das néchste Ziel ist es nun, die Tangentialriume fiir eine abstrakte Mannig-
faltigkeit zu einem Vektorbiindel zusammen zu bauen.

6.8 Definition. Sei M glatte Mannigfaltigkeit. Als Menge setzen wir TM :=
Uzenr To M. Wir brauchen nun noch eine Topologie und die Vektorbiindelkarten.
Wir beginnen zunéchst mit den Karten:

Sei ¢: V. — W C R" eine Karte von M. Dann erhéilt man eine Abbildung

o: U = U T.M — U x R"; [z, $,v] — (x,v).
z€eV

Hier repréasentieren wir einen Tangentialvektor in 7, M durch die Karte ¢ und
den Spaltenvektor v € R™.

Es ist nach Definition klar, dass ® auf jeder Faser T, M ein Vektorraumiso-
morphismus ist.

Wir definieren nun die Topologie auf T'M dadurch, dass sie von den Urbildern
unter ® der offener Mengen in V' x R™ erzeugt wird (wobei alle moglichen ® wie
oben benutzt werden sollen).

Dies wird kanonisch eine glatte Mannigfaltigkeit, mit Karten

P := (¢ xidgn) 0 ®: U — V' x R" C R*".

6.9 Aufgabe. Man muss in Definition natiirlich noch eine ganze Menge
von Dingen nachrechnen: erhélt man wirklich eine glatte Mannigfaltigkeit T M,
werden die Abbildungen ® glatt, .... Dies bleibt Ubungsaufgabe.

6.10 Satz. Sei f: M — N glatt. Dann ist Tf: TM — TN glatte Vektorbiinde-
labbildung tber f.

Beweis. Nach Konstruktion erhalten wir eine Abbildung iiber f die faserweise
linear ist. Es bleibt nur nachzupriifen, dass T'f glatt ist.

Wieder nach Definition kann man dies in Karten (“in lokalen Koordinaten”)
tun. Seien dazu ¢: V — W und ¢: V' — W’ Karten von M und von N, sein
x€Vund f(z) e V'
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Dann erhilt man Karten ® und ¥ von TM und TN , und es gilt nach Defi-
nition } }
ToTfod t(p,v)= (o fop t(p),D(ofop t)(v)).
Da o fop~1! glatt ist, gilt dies nach Resultaten aus Diff 2 auch fiir diese daraus
gebildete Abbildung.

6.11 Aufgabe. Wieso gilt das? Gib mehr Details.
O

6.12 Bemerkung. Hier sicht man ein typisches Beweisprinzip, welches wir
schon vorher benutzt haben, und auch spéter noch oft benutzen werden: viele
topologische Aussagen sind lokal (Stetigkeit, Differenzierbarkeit), und werden
daher lokal bewiesen. Der lokale Fall kann dann mit Hilfe geeigneter Hilfsmittel
(Karten) auf ein einfacheres, im Optimum bereits bekanntes Problem zuriick-
gefithrt werden.

6.13 Definition. Ein n-dimensionales Vektorbiindel £ — M ist trivial, wenn
es isomorph zum Biindel M x R™ ist

6.14 Aufgabe. Zeige, dass das Tangentialbiindel von S! trivial ist. Zeige, dass
das Tangentialbiindel von S trivial ist (Tipp: benutze die Quaternionen).

6.1 Neue Vektorbiindel aus alten

Es gibt viele Methoden, wie man aus gegebenen R-Vektorraumen neue Vek-
torrdume bilden kann.

6.15 Beispiel. (1) Direkte Summe V & W

2) Tensorprodukt V @ W.

(2)

(3) Dualraum V* = Hom(V,R).

(4) Homomorphismenraum Hom(V, W).

(5) symmetrische Bilinearformen Sym?(V).

Die entsprechenden Operationen wollen wir nun statt mit Vektorr”’aumen
mit Vektorbiindeln iiber einer festen Mannigfaltigkeit M durchfiihren, indem
wir die Operation faserweise anwenden.

Dies ist natiirlich moglich, liefert aber zunéchst einmal nur, wie beim Tan-
gentialbiindel, eine Menge, welche als disjunkte Vereinigung von Vektorrdumen
gegeben ist.

Wie beim Tangentialbiindel bleibt dann noch, diese Menge mit einer Topolo-
gie zu versehen und die Vektorbiindel- und Mannigfaltigkeitskarten zu erkléren.

Dies wollen wir am Beispiel der direkten Summe betrachten:

Falls ®: U — V x R™ Vektorbiindelkarte von E und ¥: U’ — V x R™ Vek-
torbiindelkarte von E’ (durch Bildung von Schnittmengen kénnen wir erreichen
dass V' in beiden Karten dieselbe Menge ist), so definieren wir

0¥ | ) E.0E, —» VXR'"GR™; (v,0)) > (z,8(v), ' (v);  falls (v,0) € E,BE,.
zeV
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Die Topologie auf E® E" := |J, ¢ Ex ® E, wird dann wieder von Urbildern
offener Mengen unter den Abbildungen ® @ &' erzeugt.

Entsprechend geht man in den anderen Féllen vor. Es bleibt natiirlich, die
Axiome eines glatten Vektorbiindels nachzupriifen. Dies wollen wir nicht im
Einzelnen tun. Es soll nur aufgezeigt werden, welche Eigenschaften man benutzt,
um dies durchzufiihren.

Um dies bequem durchfiithren zu kénnen, benutzen wir den Begriff der Ka-
tegorie und des Funktors:

6.16 Definition. Eine Kategorie K besteht
(1) aus einer Klasse von Objekten Ob(K)

(2) Fiir je zwei Objekte X,Y € Ob(K) gibt es eine Menge von Morphismen
Mor(X,Y) (kann auch leer sein)

mit folgenden Eigenschaften.
(1) Fur jedes Objekt X gibt es ein ausgezeichnetes Element idx € Mor(X, X).
(2) Falls XY, Z € Ob(K), so gibt es eine Verkniipfung
o: Mor(Y,Z) x Mor(X,Y) —» Mor(X, Z),

so dass foidxy =idyof = f fiir alle f € Mor(X,Y) und (fog)oh =
fo(goh)immer wenn dies Sinn macht.

6.17 Beispiel. Die R-Vektorrdume bilden eine Kategorie, mit Morphismen den
linearen Abbildungen. Ebenso die Gruppen, mit Morphismen die Gruppenho-
momorphismen, die Mengen (Morphismen einfach alle Abbildungen), die topo-
logischen Réume (Morphismen die stetigen Abbildungen), die glatten Mannig-
faltigkeiten (Morphismen die glatten Abbildungen)

6.18 Beispiel. Sei C' eine Kategorie. Dann definiert man die umgekehrte Kate-
gorie C°P auf folgende Weise: Ob(CP) := Ob(C'); Morcor (A, B) := Morc(B, A).
Mit anderen Worten: alle Pfeile werden formal umgedreht. Die Komposition er-
gibt sich aus der Komposition in C.

6.19 Beispiel. Seien K; und K> Kategorien. Dann definiert man die Pro-
duktkategorie K1 X K3, wobei die Objekte Tupel (A, B) mit A € Ob(K), B €
Ob(KQ) und ]\4'07"](1 x Ko ((Al, Bl), (AQ, BQ)) = ]\40’1"[{1 (Al, Ag) XMOTK2 (Bl, Bg)

6.20 Definition. Ein (kovarianter) Funktor F' zwischen zwei Kategorien K
und K3 ordnet jedem Objekt X € Ob(K;) ein Objekt F(X) € Ob(K3) zu,
und jedem Morphismus f € Mor(X,Y) (X,Y € Ob(K;)) einen Morphismus
F(f) € Mor(f(X), f(Y)).

Dabei wird gefordert, dass immer F(idx) = idp(x) und F(fog) = F(f)o
F(g) gilt.

Ein kontravarianter Funktor wird entsprechend definiert, mit dem Unter-
schied, dass F(f) € Mor(F(Y),F(X)) falls f € Mor(X,Y), und dann auch
F(fog) = F(g) o F(f) (alle Pfeile werden umgedreht). Aquivalent: ein Kon-
travarianter Funktor von K nach K5 ist ein kovarianter Funktor von K f P nach
K.
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6.21 Beispiel. Bilden des Dualraums ist ein kontravarianter Funktor von der
Kategorie der Vektorrdume in die Kategorie der Vektorrdume, wobei einer Ab-
bildung die duale Abbildung zugeordnet wird.

Vergessen der Topologie ist ein Funktor von der Kategorie der topologischen
Réume in die Kategorie der Mengen.

Definiere die Kategorie der Paare von R-Vektorrdumen und Paare von Vek-
torraumhomomorphismen.

Die direkte Summe ist ein Funktor von der Kategorie der Paare von Vek-
torrdumen in die Kategorie von Vektorrdumen.

Um aus gegebenen Vektorraumbundeln neue konstruieren zu kénnen, brau-
chen wir folgende Daten:

(1) Eine Funktor F' von der Kategorie der n-Tupel von Vektorrdumen zu Ka-
tegorie der Vektorrdume, z.B. direkte Summe.

(In der Kategorie der n-Tupel von Vektorrdumen sind die Morphismen
natiirlich n-Tupel von Morphismen. Bei der Komposition wollen wir zulas-
sen, dass in manchen Komponenten die formal umgekehrte Komposition
gilt (also Vect®? benutzt wird). Formal: es handelt sich um ein n-faches
Produkt von Kategorien wie in Beispiel [6.19} wobei die Faktoren entweder
die Kategorie der Vektorrdume oder deren umgekehrte Kategorie (verglei-

che Beispiel [6.18)) ist.)
(2) Dieser Funktor muss F(R™,...) = RF(™) erfilllen (wie die direkte

Summe).

Durch faserweise Anwenden des Funktors auf die Vektorbiindelkarten er-
halten wir so Kandidaten fiir die Vektorbiindelkarten des zu konstruieren-
den Biindels.

(3) Um eine verniinftige Topologie und damit tatséichlich ein glattes Vek-
torbiindel zu lieferen, muss der Funktor F' noch die Topologie respektieren.
Dazu fordern wir:

Falls M glatte Mannigfaltigkeit und 6: M — Gi(nq,R) X --- eine glatte
Abbildung ist, so muss auch die Abbildung Fo8: M — GI(F(nq,...),R)
eine glatte Abbildung sein.

Wenn ein F' diese Eigenschaften hat, nennen wir ihn glatten Funktor.

6.22 Satz. Erfillt ein Funktor F diese Regeln, dann kann man diesen Funk-
tor faserweise auf Vektorbiindel anwenden und erhdlt auf diese Weise aus n
Vektorbiindeln E1, ..., E, tiber M in kanonischer Weise ein neues glattes Vek-

torbiindel F(Ex, ..., E,), so dass fir jede Faser gilt F(E1,...,Ep)p = F((E1)p, - .-

fir allep € M.

» (En)p)

Beweis. Als Menge setzt man natiirlich F(Ex, ..., Ey) == e F((Ev)p, ..., (En)p).

Die Topologie definiert man mit Hilfe der lokalen Trivialisierungen, und letzte-
re baut man aus den lokalen Trivialisierungen der Biindel FEj,..., E, zusam-
men, wobei man die Eigenschaften des Funktors F', insbesondere seine Stetig-

keit/Glattheit benutzt. O
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6.23 Bemerkung. Bei der Definition der Vektorbiindel kann man iiberall auch
R durch C ersetzen. Zur Unterscheidung spricht man dann von reellen bzw. kom-
plexen Vektorbiindeln. Fiir uns ist die erste Variante momentan wichtiger, weil
das Tangentialbiindel ein R-Vektorbiindel ist.

7 Riemannsche Geometrie 1

Wir wollen nun zuriickkommen zu den Riemannschen Metriken und sie mit der
neuen Notation beschreiben.

7.1 Definition. Sei p: E — M ein glattes Vektorbiindel. Ein glatter Schnitt
von E ist eine glatte Abbildung s: M — FE mit pos = idy;. Es wird also
jedem Punkt von M ein Element des zu diesem Punkt gehérenden Vektorraums
zugeordnet,.

Die Menge der glatten Schnitte bezeichnen wir mit I'(E).

Entsprechend definiert man stetige Schnitte.

Die Schnitte des Tangentialbiindels erhalten noch einen eigenen Namen, man
nennt sie Vektorfelder. Die Schnitte von des dualen Biindels 7*M des Tangen-
tialbiindels heiflen 1-Formen, man schreibt auch T'(T*M) = Q' (M).

Wendet man den Funktor ,,alternierende p-Formen* auf das Tangentialbiindel
an, erhélt man das Biindel Alt?(TM) (beachte: Alt'(TM) = T* M), die Schnitte
sind die p-Formen T'(Alt? TM) =: QP (M).

7.2 Bemerkung. Mit den p-Formen werden wir uns momentan nicht beschéfti-
gen, vielen sollten sich aus Diff 3 an sie erinnern, wo wir dieselbe Definition,
allerdings vielleicht nur fiir Untermannigfaltigkeiten, benutzt haben.

7.3 Beispiel. Die glatten Schnitte des trivialisierten Biindels sind gerade die
Funktionen:

I'(M x R™) = C(M;R").

7.4 Satz. FEine Riemannsche Mannigfaltigkeit g auf einer glatten Mannigfal-
tigkeit M ist genau ein Schnitt g des Vektorbiindels der symmetrischen Biline-
arformen auf TM, so dass g(x) fiir jedes x € M positiv definit ist.

Beweis. Eine Riemannsche Metrik ordnet jedem x € M ein positiv definites
Skalarprodukt von T, M zu, also ein entsprechendes Element in Sym?(T,M).
Es bleibt zu zeigen, dass die Definition von glatt in[5.1]und fiir glatte Schnitte
von Sym?(T'M) dieselbe ist. Dies ist per Definition der Fall. (Auch hier kénnten
mehr Details nicht schaden.) O

8 Drei Sitze iiber Mannigfaltigkeiten

Hier soll nun das Versprechen eingeldst werden, zu zeigen, dass O(n) eine glatte
Mannigfaltigkeit ist.
Dazu eine Definition und ein paar Séitze.

8.1 Definition. Sei f: M — N glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfal-
tigkeiten. Ein Punkt x € M heifit regulér, falls T, f: T, M — Ty, N surjektiv
ist.
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y € N heifit regulirer Wert, falls jeder Punkt in f~1(y) regulir ist. Beachte:
falls f~1(x) = 0, dann ist diese Bedingung erfiillt.

f heiit Immersion, falls T, f fir jedes x € M injektiv ist, und f heifit
Submersion, falls T, f fiir jedes x € M surjektiv ist.

8.2 Definition. Eine Riemannsche Immersion ist eine glatte Abbildung f: M —
N zwischen Riemannschen Mannigfaltigkeiten (M, g¢™) und (N, g") so dass
Tpf: ToM — Ty N eine isometrische Einbettung von Vektorrdume mit Ska-
larprodukt ist.

Ist umgekehrt f: M — N eine Immersion und gV eine Riemannsche Metrik
auf N, so definiert f*g™ mit f*g" (v, w) := g™ (T f(v), T f(w)) eine Riemannsche
Metrik auf M ,so dass f eine Riemannsche Submersion wird.

8.3 Beispiel. Die Inklusion R* x {0} ist eine Riemannsche Immersion (sogar
eine isometrische Einbettung), die Projektion R® = R* x R** — RF eine
Riemannsche Submersion.

8.4 Aufgabe. Mache Dir klar, dass jede Riemannsche Submersion eine Sub-
mersion ist.

Mache Dir klar, dass es fiir Submersionen nicht so einfach ist, aus einer
Riemannschen Metrik auf M eine Riemannsche Metrik auf N zu gewinnen, die
f zu einer Riemannschen Submersion macht.

8.1 Urbildsatz

8.5 Satz. Sei f: M™ — N™ glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkei-
ten. Sei y € N regulirer Wert von f. Dann ist f~(y) eine glatte Unterman-
nigfaltigkeit von M, mit dim(f~!(y)) = dim(M) — dim(N) = m — n.

Beweis. Dieser Satz ist eine globale Version des Satzes iiber implizite Funktio-
nen und wird auf letzteren zuriickgefiihrt.

Nach Definition des Begriffs Untermannigfaltigkeit miissen wir fiir jedes x €
M mit f(z) = y eine Karte ¢: U — VR™ finden, so dass ¢(U N f~1(y)) =
VnR*™™ x {0}.

Wiéhle zunéichst irgendeine Karte ¢: U — V von M mit ¢(z) = 0, und eine
Karte ¢: U’ — V/ von N mit ¢(y) = 0. Durch Komposition erhalten wir dann
eine glatte Abbildung g := o fo¢~!: V — V' zwischen offenen Teilmengen
des R™ und des R™, und es gilt dass Dg(0) = D(¢p o f o $—1)(0) surjektiv ist.

Hier kann man nun den Satz iiber implizite Funktionen anwenden. Dieser
sagt (nachdem man eventuell V' durch eine kleinere offene Menge ersetzt hat und
eventuell die Koordinaten anders angeordnet hat) dass es eine glatte Abbildung
a: VAR™™ x {0} - R*™ ™ so dass g(u,v) = 0 fiir (u,v) € R xR*""™NV
genau dann, wenn v = a(u).

Wir modifizieren nun die urspriingliche Karte ¢ (auf einer entsprechend ver-
kleinerten offenen Menge) indem wir Verkniipfen mit der Abbildung (v, w)
(v,w — a(v)). Da g(v,w — a(v)) = 0 genau dann, wenn (v,w — a(v)) = 0, ent-
sprechen unter der neuen Karte die y-Stellen von f genau den Punkten (v,0)
(da die y-Stellen von f genau den Nullstellen von g entsprechen). O

8.6 Korollar. O(n) ist Untermannigaltigkeit von Gl(n).
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Beweis. Da Gl(n) offene Teilmenge von R™ ist, ist Gl(n) glatte Mannigfaltig-
keit. Wir wollen Satz anwenden, und zwar auf die Abbildung f: A — A*A.
Nach Definition ist O(n) = {A € Gl(n) | A*A = 1}. Es muss also nur noch
gezeigt werden, dass 1 reguldrer Wert ist. Das kann aber so nicht sein. Da jede
Matrix der Form A*A symmetrisch ist, muss man die Komponenten unterhalb
der Diagonalen vergessen, und die Abbildung als Abbildung nach R™(+1)/2
auffassen. Es gilt Dsf(H) = A*H + H*A (als lineare Approximation an die
Abbildung f). Sei X symmetrische Matrix. Mit H := (A*)~1X/2 gilt dann
A*H = X/2 = H*A (da X symmetrisch), also D f(H) = X. Somit ist Df an
jeder Stelle A € Gi(n) surjektiv. O

Der Urbildsatz hat eine niitzliche Verallgemeinerung, die wir hier zunéchst
ohne Beweis angeben wollen.

8.7 Definition. Sei p: E — M glattes Vektorbiindel, N C M eine glatte
Untermannigfaltigkeit. Setze E|x := p~!(NV). Dies ist ein glattes Vektorbiindel
iiber N (die Karten erhilt man einfach durch Einschrinken der Karten von E).

Sei allgemeiner f: N — M eine glatte Abbildung. Dann definiert man
f*E = {(z,v) € N x E | f(x) = p(v)}. Dann hat man die offensichtliche
Projektion ¢g: f*E — N. f*E wird glattes Vektorbiindel tiber N. f*E heift
pullback-Biindel oder zuriickgezogenes Biindel oder Faserprodukt. Es handelt
sich hier um eine iiberaus niitzliche und haufig verwendete Konstruktion.

Dazu beachte zunéchst, dass N x E ein glattes Vektorbiindel iiber N x M
ist (die Biindelkarten ergeben sich als Produkte mit idy). Wir fassen N als
Untermannigfaltigkeit von N x M auf, mittels Einbettung « — (z, f(x)). Dann
ist f*F genau die Einschrinkung von N x E auf diese Untermannigfaltigkeit
N.

Umgekehrt ist E|y = ¢*F, falls im ersten Beispiel i: N — M die Inklusi-
onsabbildung ist.

8.8 Aufgabe. Zeige, dass in Definition die Abbildung N — N x M;x —
(z, f(x)) wirklich eine glatte Einbettung liefert.

8.9 Definition. Sei N eine glatte Untermannigfaltigkeit der glatten Mannig-
faltigkeit M. Das Normalenbiindel v(N) ist der Quotient TM|n/TN.

8.10 Satz. Sei f: X — M glatte Abbildung und N C M glatte Untermannig-
faltigkeit. Die Abbildung f heifst transversal zu N, falls fiir jedes v € X mit
f(z) € N gilt, dass die (nicht notwendig direkte) Summe von Untervektorrium-

en
T, f(TX) + T,N = T, M.

Falls f transversal zu N, so ist f~*(N) eine glatte Untermannigfaltigkeit
von X, und das Normalenbiindel v(f~1(N)) ist isomorph zu f*v(N).
Insbesondere gilt dim(X) — dim(f~*(N)) = dim(M) — dim(N).

Beweis. Auch dieser Satz folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen, wobei
man natiirlich noch etwas genauer hinsehen muss. O

8.11 Aufgabe. Zeige, dass der Urbildsatz [8.5] ein Spezialfall von Satz 810 ist.
Wie sieht das Normalenbiindel des Urbilds eines reguléren Wertes aus.

Beweise die Dimensionsformel am Ende von Satz B0 aus den restlichen
Aussagen.
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8.2 Satz von Sard iiber Existenz regulidrer Werte

8.12 Satz. (Satz von Sard): Sei f: M — N glatte Abbildung. Dann ist das
Komplement der Menge der reguliren Werte eine Nullmenge, insbesondere ist
die Menge der reguldren Werte dicht in N, insbesondere nicht leer.

Beweis. Fiir den Beweis wird auf die Literatur verwiesen. (Man koénnte hier
natiirlich auch den, leider nicht wirklich kurzen, Beweis angeben oder wenigstens
skizzieren.) O

8.3 Teilung der Eins

In der Theorie glatter Mannigfaltigkeiten gewinnt man grofle Flexibilitdt da-
durch, dass nicht nur viele Beweise lokal gefiihrt werden kénnen (das haben wir
schon gesehen), sondern auch viele Konstruktionen lokal durchgefiihrt werden
konnen. Das haben wir bei den Biindeln schon im Ansatz kennen gelernt. Seine
ganze Bedeutung gewinnt dieses Prinzip aber erst, wenn man lokale Konstruk-
tionen ,,Zusammenkleben“ kann. Dafiir wird die Teilung der Eins benutzt.

8.13 Satz. Sei M glatte Mannigfaltigkeit. Seien V; (j € J) offene Teilmengen
von M welche M diberdecken. Dann gibt es eine lokal-endliche Verfeinerung U
(i € I) der offenen Uberdeckung, d.h.

(1) Es gibt Abbildung o: I — J, und U; C Vi) fiir alle i € 1.

(2) Fiir jedes x € M gibt es eine offene Menge U, so dass U, NU; = 0 fiir
alle bis auf endlich viele i € I.

Dann gibt es glatte Abbildungen '¢;: U; — [0,1] (genannt Abschneidefunk-
tionen) mit folgenden FEigenschaften:

(1) Fiir jedes x € M gibt es eine offene Umgebung U,, so dass auf U, nur
endlich viele der ¢; von Null verschieden sind.

(2) > icr ®i(x) =1 Ve € M (wegen Punkt ist dies tatsdchlich fiir jedes x
eine endliche Summe).

Die ¢; heifen glatte Teilung der Eins, der Uberdeckung U; untergeordnet.

Beweis. Siehe Literatur (der Beweis wird einfach zu oft vorgemacht). Die Exi-
stenz der lokal-endliche Verfeinerung verallgemeinert die definierende Eigen-
schaft von Kompaktheit.

8.14 Definition. Ein Raum, fiir den es solche loakl-endlichen Verfeinerungen
fiir jede offene Uberdeckung gibt, heifit parakompakt.

Hier geht es also darum, zu zeigen dass M parakompakt ist. Dafiir benutzt
man die abzdhlbare dichte Teilmenge.
Es wire natiirlich nicht schlecht, den Beweis hier komplett zu geben. O

8.15 Aufgabe. Sei M kompakte glatte m-Mannigfaltigkeit. Zeige, dass es fiir
geniigend grofies N eine Einbettung i: M — RY gibt.

Tipp: benutze Karten, um kleine Teilstiicke in R™ “einzubetten”. Fiir die
verschiedenen Karten, benutze verschiedene Komponenten in einem grofien R .
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Benutze eine Teilung der Eins, um daraus tatséchlich tiberall definierte glatte
Abbildungen zu machen.

Benutze den Satz von Sard und geeignete Projektionen, um aus solch ei-
ner Einbettung eine Einbettung in R?*™*+! zu machen. (Diese Aufgabe ist recht
anspruchsvoll, kann in der Literatur vielfach nachgesehen werden.)

9 Kurven und Flichen im Raum I

Die , klassische* Differentialgeometrie beschéftigt sich insbesondere mit den Ei-
genschaften von eingebetteten Kurven und Fldchen im Raum.

9.1 Definition. Eine eingebettete Kurve im Raum ist eine 1-dimensionale glatte
Untermannigfaltigkeit des R?. Es gibt also insbesondere folgende Typen:

Einbettungen von (offenen) Intervallen, und Einbettungen von S*. Letztere
Kurven werden geschlossene Kurven genannt.

Eine eingebettete Fliche im Raum ist eine 2-dimensionale glatte Unterman-
nigfaltigkeit des R3.

Wir haben bereits gesehen, dass jede solche Mannigfaltigkeit auf kanonische
Weise eine Riemannsche Metrik enthélt.

9.2 Bemerkung. Bei der Untersuchung von Kurven und Flichen sind zwei
verschiedene Fragestellungen miteinander verquickt:

(1) Was ist die intrinsische metrische Struktur der Untermannigfaltigkeit? Ins-
besondere bei Kurven ist das sehr langweilig: alle zusammenhéngenden
sind isometrisch entweder zu einem Interval oder zu einem Kreis (wobei
es nur noch auf die Linge ankommt). Flichen sind da schon etwas inter-
essanter.

(2) Wie ist die Kurve oder Fliche in den R? eingebettet —also extrinsische
Eigenschaften. Im R? sollte es ja durchaus einen Unterschied zwischen
Geraden und echten Kurven geben.

9.1 Kurventheorie im Raum

Wir wollen uns hier zunéchst nur mit lokalen Eigenschaften der eingebetteten
Kurven beschéftigen.

9.3 Definition. Eine parametrisierte Kurve ist eine glatte Abbildung f: I —
R3, wobei I C R ein offenes Intervall und f/(t) # 0 V¢t € 1.

Eine Umparametrisierung ist die Komposition mit einem Diffeomorphismus
¢: I' —1,alsoc= fodo.

Die Kriimmung einer parametrisierten Kurve f: I — R3 ist definiert als

k: I — Rsost— [f7(1)].

Ist k(tog) # 0, so definiert man den Normalenvektor n(to); = " (to)/ | (to)l,
und den Binormalenvektor b(ty) = ¢'(to) x n(tg), wobei x das Vektorkreuz-
produkt in R? bezeichnet., mit (1,22, x3) X (y1,y2,y3) = (T2y3 — T3Yy2, T3y1 —
Z1Y3, T1Y2 — T2y1). Die Orthonormalbasis (¢’ (to), n(to), b(to)) heiBt dann beglei-
tendes Dreibein.
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9.4 Aufgabe. Zeige, dass es fiir jede parametrisierte Kurve f eine Umpara-
metrisierung ¢ gibt, so dass |¢/(¢t)] = 1 V¢ € I'. Eine solche Kurve heifit nach
Bogenlinge parametrisiert. Zeige, dass die Parametrisierung nach Bogenlénge
bis auf eine konstante Verschiebung im Argument eindeutig ist.

9.5 Aufgabe. Sei c: I — R3 eine glatte Kurve mit |c/(t)| = 1 Vt € I. Zeige,
dass f genau dann eine affin lineare Abbildung ist, wenn 7(¢) = 0 V¢ € I.

Die Kriimmung zeigt also, wie stark die Kurve davon abweicht, eine Gerade
zu parametrisieren (beachte aber auch, dass dazu die Kurve nach Bogenlénge
parametrisiert sein muss).

9.6 Definition. Sei c: I — R?® nach Bogenlinge parametrisiert und r(to) # 0.
Dann heifit 7(¢g) := (n/(to), b(to)) die Windung oder Torsion von c in t.

9.7 Beispiel. Der Kreis ¢(t) := r(cos(t/r),sin(t/r),0) ist nach Bogenlidnge
parametrisiert und hat x(¢) = 1/r, 7(¢) = 0.

(Die Kriimmung beschreibt den Kreis welchen Radius sich am besten an die
Kurve anschmiegt.)

Die Schraubenlinie c: R — R® mit c(t) = (cos(t/v/2),sin(t/v/2),t/V/2) ist
nach Bogenldnge parametrisiert. Elementare Rechnungen ergeben x(t) = 1/2
und 7(t) =1/2.

(Die Torsion sagt, wie stark sich die Kurve aus der Ebene des Anschmieg-
kreises herausdreht.)

9.8 Aufgabe. Sei ¢c: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve
und ®: R? — R3 eine sogenannte orientierungserhaltende Euklidische Bewe-
gung (oder orientierungserhaltende affine Isometrie), d.h. es gibt eine lineare
Abbildung A € SO(3), also eine Matrix A € M (3 x 3,R) mit A*A = 1 und
det(A) > 0 und einen Vektor vy € R? so dass ®(v) = vy + Av fiir alle v € R3.

Zeige, dass dann auch ¢ := ®c o ¢ nach Bogenldnge parametrisiert ist, und
dass Kriimmung und Windung von ¢ und von c¢ iibereinstimmen.

Was passiert, wenn det(A) < 0, also wenn die Orientierung umgekehrt wird?

9.9 Satz. (Hauptsatz der Raumkurventheorie)
Sie I C R ein Interval und k,7: I — R glatte Kurven mit x(t) > 0 fir alle
tel

Dann gibt es eine nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurve c: I — R3
mit Krimmung k und Windung 7. Diese Raumkurve ist bis auf Komposition
mit orientierungserhaltenden euklidischen Bewegungen eindeutig.

Beweis. Kriimmung und Torsion werden ja durch gewisse Ableitungen der Kur-
ve definiert; bei der Aufgabe handelt es sich also versteckt um eine Differenti-
algleichung. Dies kann man etwas expliziter machen: wir stellen eine Gleichung
auf, die nicht nur die Kurve, sondern gleichzeitig die Vektoren des begleitenden
Dreibeins beschreibt. Betrachte das lineare gewthnliche Differentialgleichungs-
system

0 0 O 0
1 0 -k 0

%(c,un,b) = (¢,v,n,b) - 0 Kk 0 —r (9.10)
00 7 0

fiir die Funktionen ¢, v, n,b: I — R3. Dies sind die sogenannten Frenet-Gleichungen.
Einfache Berechnung von Skalarprodukten (wir werden gleich ein paar Beispiele
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sehen) zeigen, dass jede Kurve ¢(t) mit begleitendem Dreibein (v(t),n(t),b(t))
diese Dgls erfiillt. Nun sagt der Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Differen-
tialgleichungen, dass es genau eine Losung mit Anfangsbedingungen c(tg) = 0,
v(tg) = e1, n(tg) = e — 2, b(tg) = ez gibt. Da die Dgl linear ist, existiert die
eindeutige Losung sogar fiir alle ¢t € I.

Mit den Anfangsbedingungen legen wir den Anfangspunkt ¢(tp) = 0 und das
anféngliche begleitende Dreibein (die Standardbasis) fest.

Indem man die Skalarprodukte (v, v), (v,n) etc. ableitet, und die Identitéiten
aus der definierenden DGI benutzt, erhilt man dann ein lineares System
von Dgls fiir diese 6 Skalarprodukte, z.B.

%<’U,’U> =2(v",v) = 2k(n,v); (v,n) = V', n)+{v,n’') = —k{v,v)+7(b,v)+K(n,n).
Wenn man alles ausschreibt, erkennt man sofort, dass dieses Gleichungssystem
die Losung (v,v) = (n,n) = (b,b) =1, (v,n) = (v,b) — (n,b) = 0. hat. Wegen
der Eindeutigkeit folgt, dass unsere Vektoren tatséchlich fiir alle ¢ € I ein Ortho-
normalsystem bilden. Dieses ist immer positiv orientiert (wegen der Stetigkeit:
es kann nicht plotzlich ein Vektor umklappen).

Da ¢ = v und |v| = 1, ist die sich ergebende Kurve ¢ nach Bogenlinge
parametrisiert. Da ¢/ = v’ = kn, k > 0 und |n| = 1, ist die Kriimmung korrekt.

Weiter bilden v und n somit die ersten beiden Vektoren des begleitenden
Dreibeins, und somit, als passender dritter Orthonormalvektor, b den zugehori-
gen dritten Vektor. Damit erhélt man zuletzt auch (n’,b) = —x(v,b) + 7(b,b) =
7, also hat auch die Torsion den richtigen Wert.

Eine beliebige zweite Kurve v: I — R3 mit x(¢y) > 0 (insbesondere eine
mit derselben Kriimmung und Torsion) kann man zunéchst mittels einer orien-
tierungserhaltenden euklidischen Bewegung so verschieben und verdrehen, dass
(ich benutze dasselbe « fiir die verdrehte verschobene Kurve) v(tg) = 0 und
so dass das begleitende Dreibein bei ¢; gerade (e1, es, e3) ist. Kriitmmung und
Torsion &ndern sich nicht. Man erhélt also eine zweite Losung der Differential-
gleichung . Wegen der Eindeutigkeit stimmt sie mit der ersten iiberein. [

9.11 Bemerkung. Interessanter als die Existenz ist fiir mich der Eindeutig-
keitssatz. Dieser sagt, dass eine gekriimmte Kurve mit vorgegebener Torsion
ihre Form behélt. Dies kennen wir auch aus dem Alltag, und Designer haben es
sich zunutze gemacht: die stark verdrehte Telefonschnur behélt ihre Form, wenn
man nicht Kréfte auf sie ausiibt. Eine Gerade dagegen (nicht gekriimmt) kann
man relativ leicht in verschiedene andere Formen bringen.

9.12 Definition. Sei ¢ nun eine geschlossene Kurve. Dies kénnen wir so be-
schreiben: c: R — R3? ist eine (nach Bogenlinge parametrisierte) Kurve, welche
L-periodisch ist fiir ein L > 0, also ¢(t + L) = ¢(t) fiir jedes t € R. Aquivalent
ist ¢ gegeben als Abbildung S' — R3, wobei man S' C C auffasst und die
,Aufwicklung“ R — S*;¢ +— exp(2nt/L) benutzt.

Die Totalkriimmung ist definiert als

L
k() :=/O k(t) dt.

Definiere auBerdem fiir jeden Einheitsvektor e € S?

w(e, e) := |{lokale Maxima in [0, L) von ¢} € NU {oo}|.
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Grob gesagt mifit iese Zahl, wie oft die Kurve die Richtung beziiglich e wechselt.
Der Satz von Sard impliziert, dass fiir fast alle e diese Zahl endlich ist.

9.13 Satz. Sei c eine geschlossene Raumkurve. Dann gilt

2 [ ne.e) = wto

Da S? kompakt ist, hat die definierende Funktion von u(c,e) fiir jedes e € S?
mindestens ein Maximum, also folgt k(c) > 2.
Milnor bewies (als undergrad) sogar: Falls ¢ “verknotet® ist, gilt k(c) > 4m.

Beweis. Vergleiche [I], Kapitel 2.3]/ O

9.14 Definition. Seien f,g: M — N zwei glatte Einbettungen.

Eine Isotopie von N ist eine glatte Abbildung ®: [0,1] x N — N, so dass
®|;xn eine Diffeomorphismus ist fiir jedes ¢ € [0, 1].

Eine ambiente Isotopie zwischen f und g ist eine Isotopie ®: [0,1]x N — N,
so dass @9 = idy und so dass &1 0 f =g.

Zwei Schleifen ¢;: ST — R? heifit verknotet, falls sie nicht ambient isotop ist
zur Standardschleife, die zur Einbettung S' € R? = R? x {0} C R? ist. Beispiel:
Kleeblattschlinge.

9.2 Flachen im Raum 1

9.15 Definition. Eine Fliche im Raum ist eine zweidimensionale Unterman-
nigfaltigkeit F' C R3. Beachte, dass diese als Untermannigfaltigkeit automatisch
eine Riemannsche Metrik erhélt.

Im Gegensatz zu Kurven ist nun auch die Metrik, welche die Fliche erhélt,
interessant, und nicht nur der Weg, wie die Fliche im R? eingebettet ist.

Wir wollen aber zunéchst ein paar Gréfien betrachten, die entscheidend von
der Einbettung abhéngen.

9.16 Definition. Sei F' eine eingebettete Fliche. Dann erhélt man fiir jedes
r € F eine Einbettung T, F C R?® (das Bild des Differentials der Inklusion
it F— R3).

Eine glatte Abbildung N: F — S? so dass N(z) L T,F fiir jedes z € F
heifit Einheitsnormalenfeld oder Gauflabbildung. Die Fliache F' ist orientierbar
genau dann, wenn es eine solche Abbildung gibt. Die Fliche zusammen mit
dieser Abbildung heiflt dann orientierte Fldche.

Lokal existiert eine solche Gauf-Abbildung immer (man kann sie aber durch
ihr negatives ersetzen, sie ist also nicht eindeutig), wir werden hin und wieder
die lokale Variante benutzen.

9.17 Definition. F C R? eingebettete orientierte Fliche mit GauB-Abbildung
N:F — 52

Das (negative) Differential —T,N: T,F — T (,)S? kann fiir p € F aufgefaft
werden als Abbildung

Wy = -T,N: T, — T,F,
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da TN(p)S2 = N(p)* = T,F C R3. Als solche wird die Abbildung die Weingarten-
Abbildung genannt.
Die zur Weingarten-Abbildung gehorende Bilinearform

IT,(v,w) == (W, (v), w)gs; v,we T,F
wird zweite Fundamentalform der Fliche F' genannt.

9.18 Lemma. Die Weingarten-Abbildung ist selbstadjungiert (symmetrisch),
daher ist auch die zweite Fundamentalform symmetrisch.

Beweis. Um dies klassisch zu beweisen, muss kann man alles mittels lokaler
Koordinaten darstellen.Die Rechnung fithrt dann letztendlich auf den Satz von
Schwarz tiber die Vertauschbarkeit von Differentiationen. Vergleiche [I].

Einen in viel allgemeinerem Kontext giiltigen Beweis (eines entsprechend
allgemeineren Theorems) werden wir (hoffentlich) spéter sehen. Er beruht auf
der Frobenious-Eigenschaft des Tangentialraums von Untermannigfaltigkeiten.

O

Die zweite Fundamentalform beschreibt, wie eine eingebettete Fliche im
Raum gekriimmt ist. Wir machen folgende Definition:

9.19 Definition. Sei S € R? eine orientierte reguliire Fliiche (mit Einheitsnor-
malenfeld N). Sei p € S und v € T),S. Dann heifit

Enor(v) 1= IIp(v,v)
die Normalkrimmung von S im Punkt p in Richtung v.

9.20 Lemma. Die Normalkriimmung von S im Punkt p in Richtungv (Jv| = 1)
kann folgendermaflen berechnet werden: Sei c: R — S eine nach Bogenlinge
parametrisierte Kurve mit ¢(0) = p und ¢/(0) = v. Dann gilt

Fnor(v) = (' (0), N(p)>TpR3'

Beweis. Da ¢ in S verlduft, ist seine Ableitung immer tangential an S, also
(c'(t), N(c(t))) = 0 fiir alle ¢. Differenzieren ergibt

0= ((t),N(c(t)) = (" (t), N(c(t))) + ((N(
= Knor + <TpN(C/(t)), C/(t» = _IIP( /(t), C/(t)) + Knor-

o
—~
~
N
Nt
Nt
<
o,
<
—
~+
N
S

9.21 Definition. Sei S € R3 orientierte parametrisierte Fliche, p € S und
Wy 1,8 — T,S die Weingarten-Abbildung. Da diese selbstadjungiert ist, 148t
sie sich diagonalisieren. Ihre Eigenwerte k1 < ko heiflen die Hauptkrimmungen
von S in p, zugehorige Eigenvektoren die Hauptkrimmungsvektoren.

K(p) := det(W,) = kire2 heiit Gaufkrimmung, H(p) = tr(W,) = (k1 +
k2)/2 die mittlere Kriimmung von S in p.

9.22 Beispiel. (1) In der Ebene ist I, = 0 fiir jedes p, also sind alle Nor-
malkriitmmungen Null, somit auch die Gauflkriimmung und die mittlere
Krimmung. Jede Richtung ist Hauptkriimmungsrichtung.
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(2) Fiir die Sphire S? gilt, dass alle Normalkriimmungen 1 sind, entsprechen-
des gilt fiir die Gauf3- und die mittlere Kriimmung.

(3) Der Zylinder S* x R C R? hat verschiedene Normalkriimmungen: in Rich-
tung des Kreises 1, in Richtung der Geraden 0. Die Gauf’kriimmung ist
also 0, die mittlere Kriimmung an jedem Punkt 1/2.

(4) Die Sattelfliche S = {(z,y,2) | z = y? — 22} ist reguldre Fliche. Am
Punkt 0 kann man als Normalenvektor den Einheitsvektor N = (0,0, 1)
wihlen.

9.23 Aufgabe. Beweise, dass S wirklich regulire Fliche (also eingebet-
tete Untermannigfaltigkeit) ist, und berechne TpS, besser T,.S fiir jedes
xeS.

Die Kurve ¢1(t) := (a(t),0, —a(t)?) erfiillt ¢(0) = 0 und || (£)]* = o/ (t)2+

da(t)?a/ (t)? = o/ (t)%(1 + 4a(t)?) = 1, falls o geeignet als Losung dieser
Differentialgleichung gew#hlt wird (insbesondere a(0) = 0 und o/(0) = 1).
Dann gilt
(¢](0), N) = —2a(0)a” (0) — 2a/(0)* = —2.

Also ist die Normalkriimmung in Richtung (1,0,0) gleich —2. Entspre-
chend erhiilt man fiir die Normalkriimmung in Richtung (0, 1,0) den Wert
2. Am Punkt Null ist also die mittlere Kriimmung 0, die Gauflkrimmung
hat den Wert —4.

9.24 Bemerkung. Zur Definition der Normalkriimmungen und damit von
mittlerer und GauBkriimmung haben wir ein Einheitsnormalenvektorfeld IV, al-
so eine Orientierung, bendtigt. Lokal existiert ein solches immer, global aber ja
nicht. Wenn man das Einheitsnormalenvektorfeld dndert (also durch sein nega-
tives ersetzt), muss man auch die Vorzeichen der Normalkriimmungen #ndern.
Das Vorzeichen der GauBkriimmung bleibt jedoch erhalten. Letztere ist also
auch fiir nicht-orientierte Flichen wohldefiniert.

Die mittlere Kriimmung dndert jedoch ihr Vorzeichen. Reparieren kann man
dies, indem man anstelle der Funktion H (p) das mittlere Kritmmungs(-Normalenvektor)feld
H(p) := H(p)N(p) betrachtet. Dies ist ein Schnitt der Einschrinkung des Tan-
gentialbiindels TR? auf S.

9.25 Satz. Sei S C R? eine kompakte nicht-leere requlire Fliche. Dann gibt es
p € S mit K(p) > 0.

Beweis. Sei p € S eine Maximalstelle des Abstands zum Ursprung, und Ry der
entsprechende Abstand (fiir die Existenz wird die Kompaktheit gebraucht!).

Dann gilt nach LemmanS = TPS?%O, wobei 512%0 die Sphére vom Radius
Ry um den Ursprung in R? ist (da beide Vektorrdume die gleich Dimension,
némlich 2, haben).

Wihle nun N = p € R? orthogonal zu T,S und fiir eine Richtung v € T,,S
mit |v| = 1 die Ebene E =< v, N > sowie eine Kurven ¢; auf SNE mit ¢1(0) =p
und ¢} (0) = v und eine Kurve ¢y auf S3 N E mit ¢2(0) = p und ¢ (0) = v.

Wir haben jetzt also in folgendes ebenes Problem iibersetzt: eine nach Bo-
genliinge parametrisierte Kurve c;: I — R? verlduft im Inneren des Kreises ca
vom Radius Ry, und fiir ¢ = 0 beriihrt ¢; den Rand des Kreises. Dann gilt
ke, (0) > 1/Ry. Dies zu beweisen ist Ubungsaufgabe.

O
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9.26 Lemma. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit Untermannigfaltigkeit N .
Sei f: M — R eine glatte Funktion, so dass ¢ := max{f(z) | x € N} existiert
und reguldrer Wert von f: M — R ist.
Dann ist ja L := f=*(c) Untermannigfaltigkeit von M. Fiir jedes v € NN L
gilt dann:
T.NcT,LCT,M.

Beweis. Ubungsaufgabe.
O

9.27 Definition. Sei F C R? regulire Fliche. F heifit Minimalfidche, falls fiir
die mittlere Kriimmung gilt H(x) = 0 fiir jedes x € M.

9.28 Bemerkung. Zur Definition von H muss man zwar lokal eines von zwei
moglichen Einheitsnormalenfeldern wihlen. H = 0 héngt aber nicht von der
Wahl ab, kann also auch fiir nicht-orientierbare Flichen definiert werden.

9.29 Lemma. Sei F' C R3 regulire Fliche. Dann gilt K (z) < H(z)? fiir alle
x € F. Beachte, dass diese Aussage sogar Sinn macht, wenn F' nicht orientierbar
ist, da H? nicht von der (lokalen) Orientierung abhingt.

Beweis. Seien k1, ke Hauptkriimmungen bei x (mit beliebig gewiihltem lokalen
Einheitsnormalenfeld). Dann gilt K(z) = k1k2 und H(x) = (k1 + K2)/2. Somit

A(H? = K) = (81 + K2)® — 4rTR3 = (k1 — K2)® > 0.
O

9.30 Definition. Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Riemannscher
Metrik g, f: M — R stetige Funktion mit kompaktem Triger.

Definiere [, fdu, auf folgende Weise: wihle Atlas x;: U; — V; von M mit
untergeordneter glatter Partition der 1 ¢;: U; — R.

Definiere dann
/ fdpg = Z/ forit-y/Idet gijl.
M Vi

i€l
Definiere vol(M, g) := [,, 1dp,.

9.31 Aufgabe. Zeige, dass Definition nicht von den Wahlen (Atlas, Teilung
der 1,...) abhéngt.

9.32 Satz. Sei FF C R? regulire Fliche mit kompaktem Abschluss F. Fiir jede
andere Fliche Fy, so dass F\ F = Fy \ Fy (die also den gleichen Rand wie F
hat) gelte vol(F) < vol(Fy).

Dann ist F' Minimalfldche, also gilt H = 0.

Beweis. Angenommen, H(z) # 0 fiir ein z € F. Wihle ein lokales Normalenfeld

N so, dass H(z) > 0. Betrachte eine Funktion f: F — R mit kompaktem Triger

in einer Kartenumgebung von x, mit f(z) = 1 und f(y) > 0 fiir alle y € F.

Wihle den Triiger von f so klein, dass H(y) > 0 fiir alle y mit f(y) # 0.
Definiere F, := {y + f(y)N(y) | y € F}.

9.33 Aufgabe. F. ist fiir kleine € eine regulire Fléiche.
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9.34 Aufgabe. Es gilt 0 vol(F.)/d¢|c—o = =2 [ f(y)H (y) dpr.

In unserem Beispiel ist diese Ableitung echt negativ, also gibt es (nach Diff
1) € > 0, so dass vol(F,) < vol(F'). Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme
iiber die Minimalitdat des Volumens von F'. O

9.35 Korollar. Sei F' C R3 kompakte regulire Fliche (ohne Rand). Dann ist
F keine Minimalfiiche, insbesondere kann man F deformieren und dabei die
Fliche verkleinern.

Beweis. Da F kompakt, gibt es nach Satz ein € F mit K(z) > 0. Nach
Lemma ist H(x) # 0, also F' keine Minimalfléche.* O

9.36 Bemerkung. In der Flichentheorie kénnten/sollten jetzt noch folgende
Themen besprochen werden, auf die wir zuriickkommen werden, wobei einiges
etwas allgemeiner behandelt werden wird.

(1) Einfithrung des Kriimmungstensors als innere metrische (nur von der Me-
trik, nicht irgendwelchen Einbettungen) abhingenden Grofe).

(2) Beschreibung des Kriimmungstensors in Koordinaten, dazu auch Einfithrung
der Christoffel-Symbole.

(3) Theorema Egregium: die GauBkriimmung kann mittels des Kriimmungs-
tensors berechnet werden, ist also bei Isometrien invariant.

(4) Satz von GauB-Bonnet: fiir eine kompakte Fliche F' mit Riemannscher
Metrik g gilt [, K(x)dpg = 2mx(F).
Fiir die Eulercharakteristik gilt dabei: x(F) =e —k + f, wobei e, k, f die
Anzahl der Ecken, Kanten und Fléichen einer Triangulierung von F' ist;
alternativ gilt x(F) = 2 — 2g, wobei g das Geschlecht der Fliche ist, also
die Anzahl der ,Locher” (eine Sphére hat 0 davon, ein Torus 1,...). Die
letzte Formel gilt nur fiir orientierbare Fliachen.

10 Baby Lie Gruppen 0

10.1 Definition. Eine Lie Gruppe ist eine Gruppe G, so dass G eine glatte
Mannigfaltigkeit ist, und so dass die Abbildung G x G — G; (g, h) — gh~?! glatt
ist.

10.2 Beispiel. (1) R™ mit der Addition ist Liegruppe.
2) T™ = R"/7Z"™ mit Addition ist Liegruppe.

4

(2)
(3) Gl(n,R) und Gi(n,C) sind Liegruppen.
(4) O(n) ist Liegruppe.

(5)

5) S3, aufgefasst als Menge der Quaternionen von Linge 1, mit der Quater-
nionenmultiplikation ist eine Liegruppe.

10.3 Aufgabe. Sie G Liegruppe. Zeige, dass das Tangentialbiindel von G trivial
ist.



33

11 Uberlagerungen 0

11.1 Definition. Seien X, X topologische Riume. Eine Abbildung p: X — X
heif3t Uberlagerungsabbildung, wenn fiir jedes x € X eine Umgebung U und eine
diskrete Menge I' existiert, so dass man ein kommutatives Diagramm

Lokal sieht also X wie X x I' aus. Die Kardinalzahl |I'| wird Blitterzahl der
Uberlagerung genannt. Fiir p € X ist die Menge p~!(z) (die Faser von p an x)
homdomorph zur diskreten Menge T'.

11.2 Beispiel. (1) Die Abbildung exp: R — S! C C; t + exp(2mit) ist eine
Uberlagerung. Fiir einen Punkt ¢ € S* kann man U := S'\ {—¢} wiihlen.
Dann ist ja ST\ {—¢} ~ (0,1). Umgekehrt ist z.B./p=1(0) = R\Z ~ (0,1) x
Z, und die Hom”’oomorphismen kann man auch mit den Projektionen
vertriglich wéhlen.

(2) Die Projektion p: S™ — RP™ (Einschrankung der kanonische Projektion
R — RP") ist eine Uberlagerung. Als Mengen U konnen die Kar-
tenumgebungen aus Beispiel gewihlt werden, p~1(U) besteht dann
jeweils aus der Vereinigung von 2 Halbschalen, z.B. {z € S™ | z;, = 0}.

11.3 Aufgabe. Sei p: X — X eine Uberlagerung, X zusammenhingend. Zei-
ge, dass dann ‘p_l(x)’ = ’p‘l(y)| fiir alle z,y € X. Die Blétterzahl ist also
wohldefiniert.

Zeige, dass p ein lokaler HomGomorphismus ist, dass es also fiir jedes T €
X offene Umgebungen U von T und U von z gibt, so dass p|: U — U ein
Homoomorphismus ist. Finde ein Beispiel fiir einen lokalen Homéomorphismus,
welche keine Uberlagerung ist.

11.4 Lemma. Seip: M — M eine Uberlagerung mit abzihlbarer Blitterzahl
und M eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann hat M auf eindeutige Weise eine
glatte Mannigfaltigkeit, so dass p ein lokaler Diffeomorphismus ist.

Gibt es dann noch auf M eine Riemannsche Metrik g, so kann man eine
eindeutige Riemannsche Metrik G auf M finden, die geliftete Metrik, so dass p
eine lokale Isometrie ist.

Beweis. Die Karten fiir M erhilt man einfach, indem man den lokalen Homéomor-
phismus p auf geniigend kleine Mengen einschrinkt und dann mit den Karten
von M verkniipft.

Fiir jeden lokalen Diffeomorphismus f: N — M kann man die zuriickge-
zogene Metrik f*g durch f*g(v,w) := g(T'f(v), T f(w)) definieren, damit wird
offensichtlich f eine lokale Isometrie. O

11.5 Definition. Sei G eine (diskrete) Gruppe, X ein topologischer Raum. Ei-
ne stetige (Links)-Operation von G auf X ist ein Gruppenhomomorphismus
¢: G — Homeo(X); man schreibt dies oft als “Multiplikation” G x X —



34

X;(g,z) — gz := ¢(g)(z). Dann gilt 1 -z = z und g- (h-z) = (gh) - x fir
allex € X, g,h € G.

Falls X glatte Mannigfaltigkeit, dann heifit eine solche Operation glatt, wenn
man Homoéomorphismen durch Diffeomorphismen ersetzt.

Eine Operation ¢ heifit

(1) effektiv, falls ker(¢) = 1.

(2) frei, falls g - « = x impliziert, dass g = 1 (jedes nicht-triviale Element von
G bewegt jeden Punkt von z)

(3) diskret, falls fiir alle z,y € X offene Umgebungen U, > z, U, 3 y existie-
ren, so dass g - U, N Uy # 0 nur fiir endlich viele g € G.

Jede Operation definiert eine Aquivalenzrelation auf X, mit « ~ gz fiir alle
z € X, g € G. Fiir den Quotientenraum schreibt man I'\ X, er heifft auch der
Bahnenraum.

11.6 Beispiel. Die Abbildung Z x R — R; (z,t) — z + t ist eine glatte freie
Operation von Z auf der Mannigfaltigkeit R.

Die triviale Operation ist definiert durch gz := z fiir jedes g € G, © € X.
Sie ist das Gegenteil von effektiv.

11.7 Satz. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit freier diskreter glatter Ope-
ration der Gruppe I'. Dann gibt es fiir jedes x € M eine Umgebung U, > x, so
dass gU, N gU, # O fiir hochstens ein g € T.

Auperdem kann man M := T'\M in kanonischer Weise die Struktur einer
glatten Mannigfaltigkeit geben, so dass die Projektion p: M — M eine glatte
Uberlagerungsabbildunyg ist.

Beweis. Wihle zunichst U,, so dass U, N gU, # 0 nur fiir endlich viele g € T.
Da T frei operiert, ist gz # « fiir ¢ # 1. Da M hausdorffsch ist, kénnen wir
U, verkleinern und offene Umgebungen U, von gz finden, so dass U, N U, =
(. Ersetze dann U, durch den Schnitt von U, mit den endlich vielen offenen
Mengen g~ 'U,. Dann gilt gU, C Uy, und somit U, N gU, = 0 fiir g # 1.

Wiihle eine Uberdeckung von M durch Kartenumgebungen U, (xz € M) mit
Karten ¢,: U, — V, C R", so dass gU, N U, = 0 fiir g # 1. Dann ist p(U,)
eine offene Teilmenge von M, da p~*(p(U,)) = UgergU, offen. AuBerdem ist
p: U, — p(U;) ein Homdomorphismus (dafiir braucht man, dass gU, N U, = 0
fiir g # 1) mit Inverse ¢, : p(U,) — U,.

Wir definieren nun den Atlas von M mit Karten ¢, o ¢,: p(U,) — V,. Die
Kartenwechselabbildungen sind dann interessant, wenn p(U,) N p(U,) # 0, al-
so wenn es g € I' gibt, so dass U, N gU, # (. Die Kartenwechselabbildungen
sind dann (lokal) gegeben durch ¢, ol, o ¢ ', wobei [, der durch Multiplika-
tion mit g (von links) gegebene Diffeomorphismus ist; dies sind also alle glatte
Abbildungen.

Wir miissen noch iiberpriifen, dass M hausdorffsch ist und eine abzéhlbare
dichte Teilmenge besitzt. Die letztere erhilt man als Bild (unter p) einer solchen
Teilmenge von M.

Fiir die Hausdorffsch-Eigenschaft wihle zu x,y € M Umgebungen Uy, Uy,
so dass gU, NU, = 0 fiir alle bis auf endlich viele g € I". Es sei p(z) # p(y), also
gz # y fiir alle g € I"Da M hausdorffsch, kénnen wir (U, verkleinern!) fiir die
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endlich vielen g mit gU, N U, # 0 offene Umgebungen U, von gz und U, von
y finden, so dass U, N U, = 0. Ersetze dann U, durch U, N g‘lUg, und danach
gilt gU, N U, = 0 fiir alle g € T', also auch p(U,) Np(U,) = 0. Dies sind aber
zwei offene Umgebungen der (beliebig gewihlten) Punkte p(z),p(y) € M.

Nach Konstruktion sehen wir, dass wir fiir die gewihlten Umgebungen einen
mit p vertriiglichen Diffeomorphismus p~1(p(U,)) — U, x T erhalten.

Auch hier gibt es Kartenwechsel fiir die Uberlagerungskarten; diese sind hier
gegeben durch Multiplikation mit einem gy € T'.

11.8 Aufgabe. Mache die letzte Aussage prizise und beweise sie.

O

11.9 Definition. Eine Abbildung p: M — N heifit lokaler Diffeomorphismus,
falls es fiir jedes © € M offene Umgebungen U, von « und U, von y = p(x) gibt,
so dass p|: U, — Uy ein Diffeomorphismus ist.

11.10 Bemerkung. Wegen des Satzes von der lokalen Umkehrfunktion ist
p: M — N genau dann ein lokaler Diffeomorphismus, wenn T,p ein Isomorphis-
mus ist fiir jedes x € M.

Jede Uberlagerungsprojektion ist ein lokaler Diffeomorphismus.

11.11 Definition. Sei p: M — N ein lokaler Diffeomorphismus und gy eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit auf N. Dann definiert gps := p*gn mit gas (v, w) :=
gn(Tp(v), Tp(w)) eine Riemannsche Metrik auf M, die zuriickgezogene Metrik.

Wendet man diese Konstruktion auf eine Uberlagerung p: M — M an,
so erhilt man eine Uberlagerungsmetrik und spricht von einer Riemannschen
Uberlagerung.

Ist umgekehrt eine freie diskrete glatte Gruppenoperation I' x M — M iso-
metrisch (d.h. Multiplikation mit g ist fiir jedes g € I eine Isometrie), so gibt es
eine eindeutige Riemannsche Metrik auf M := I'\ M, welche die Projektion zur
Riemannschen Uberlagerung macht. Man benutzt einfach den lokalen Diffeo-
morphismus, um die Metrik nach vorne zu driicken. Da I" isometrisch operiert,
ist dies wohldefiniert.

11.12 Beispiel. Die Operation von Z" auf R" ist isometrisch, also erhéalt man
eine eindeutige Metrik auf 7" = Z™\R".

Wiéhlt man andere Gitter in R™, erhélt man als Quotienten andere Riemann-
sche Mannigfaltigkeiten, welche aber diffeomorph zum Torus sind.

11.13 Aufgabe. Ein Gitter ist eine Untergruppe I" von R? welche diskret (also
ohne Haufungspunkte) in R? enthalten ist, und so dass I als R-Vektorraum ganz
R? erzeugt.

Zeige, dass jede solche Untergruppe isomorph zu Z? ist. Bestimme bis auf
Isometrie alle moglichen Quotienten I'\[R?.

12 Fundamentalgruppe 0

12.1 Definition. Seien X,Y topologische Rdume. Zwei Abbildungen f,g: X —
Y heiflen homotop, falls es eine Homotopie H: X x [0,1] — Y zwischen ihnen
gibt, also eine stetige Abbildung, so das H oig = f und H oi; = g, wobei
it: X = X x [0,1]; 2 — (x,t).
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Sei g € X und yo € Y. Wir schreiben f: (X, z9) — (Y, y0), falls f: X - Y
stetige Abbildung mit f(xo) = yo. Man spricht dann von punktierten Abbildun-
gen.

Eine Homotopie H: X x [0,1] — Y heifit punktiert, falls H(xg,t) = yo fiir
alle ¢t € [0,1].

Wir schreiben [X, Y] fiir die Menge aller Homotopieklassen von Abbildungen
von X nach Y, und [(X, zo), (Y, yo)] fiir die Menge der punktierten Homotopie-
klassen.

12.2 Aufgabe. Zeige, dass Homotopie tatsichlich eine Aquivalenzrelation ist:
man kann Homotopien umdrehen und verketten.

12.3 Lemma. Seien f,g: X — Y homotop (mit Homotopie H, und seien
h:Y —- Z undu: U — X stetig. Dann sind auch ho fou und hogowu homotop
(mit Homotopie h o H ou x idg ]

Beweis. Ubungsaufgabe. O

12.4 Definition. Sei z9 € X. Wir definieren m (X, o) := [(S,1), (X, z0)].
Hierbei ist S' ¢ C, mit 1 € C.

12.5 Definition. m(X,zo) wird eine (in der Regel nicht abelsche) Gruppe,
mit Verkniipfung [y1] - [v2] gegeben durch Hintereinanderausfiithren der beiden
Schleifen. Das neutrale Element ist reprisentiert durch die Konstante Schleife,
das Inverse durch die umgekehrte Schleife.

12.6 Aufgabe. Beweise, dass die Verkniipfung in 71 (X, z¢) wohldefiniert ist,
und dass sich wie angegeben eine Gruppe ergibt.

12.7 Lemma. Sei f: (X,xz9) — (Y,yo) stetig. Dann induziert f einen Grup-
penhomomorphismus w1 (f): m(X,z0) — m(Y,90); [7] — [f 7]

Beweis. Die Abbildung ist wohldefiniert nach Lemma[I2.3] die Definition ergibt,
dass es sich um einen Gruppenhomomorphismus handelt. O

12.8 Satz. Sei M glatte zusammenhingende Mannigfaltigkeit, zo € M. Zu
jeder Untergruppe H C my (M, xq) gibt es eine zusammenhingende Uberlagerung
pu: My — M und xg € My, so dass im(m1(pg)) = H.
Ist ply: My, — M, mit oy € M}, eine zweite solche Uberlagerung, so gibt
es einen (eindeutigen) Homdomorphismus f: My — M}, mit ply o f = pm,
Fiir jede zusammenhingende Uberlagerung p: M — M ist w1 (p) injektiv.

Dieser Satz ist der Hauptsatz der Uberlagerungstheorie, er gilt in noch
viel groBerer Allgemeinheit, ndmlich fiir jeden wegzusammenhingenden und
semilokal-einfachzusammenhéngenden Raum. Den Beweis werden wir spéter
durchfiihren.

12.9 Definition. Sei M glatte zusammenhéngende Mannigfaltigkeit. Jede zu-
sammenhéngede Uberlagerung p: M — M mit m1(tildeM, z1) = {1} heifit uni-
verselle Uberlagerung. Sie ist bis auf Uberlagerungsisomorphismus eindeutig.
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13 Tangentialvektoren als Derivationen

Im euklidischen Raum kann man zu jedem v die Richtungsableitung in Richtung
von v betrachten. Damit erhélt man fiir jedes € R™ und jedes v € T,R™ = R"
eine Abbildung C*°(R") — R; f +— 0, f(x). Man beachte, dass man v (und z),
also die Elemente aus T, M aus dieser Abbildung wiedergewinnen kann. Man
erinnere sich insbesondere an das konkret berechnete Beispiel des Helizoiden aus
Aufgabe[5.11] in dem wir die Tangentialvektoren schon mit 9, und 9, bezeichnet
haben.

Fiir die Richtungsableitungen gilt die Leibnitzregel (=Produktregel). Dies
machen wir zu einer Definition.

13.1 Definition. Sei M glatte Mannigfaltigkeit. Eine Abbildung D: C*°(M) —
R heiflt Derivation an x € M, falls

D(f-g) = D(f)-g(x) + f(z)- D(g)  Vf,g€CF(M).

13.2 Lemma. Die Menge der Derivationen an x aus Definition ist ein r-
Vektorraum.

13.3 Bemerkung. Seien abstrakt A und B Algebren iiber einem Ring R, und
U: A — B ein Algebrenhomomorphismus. Eine R-lineare Abbildung D: A — B
heifit Derivation iiber W, falls

D(ab) = D(a) - ¥(b) + ¥(a) - D(b) Va,b e A.

Derivationen spielen in Algebra und héherer Analysis eine wichtige Rolle.
In unserem Fall ist A = C*°(M), B=R =R und ¥(f) = f(z).

13.4 Aufgabe. Beweise, dass jede Derivation D von C*° (M) iiber z lokal bei
x ist, d.h. dass D(f) = D(g), falls es eine offene Umgebung U von z gibt, so
dass flu = glu.

Tipp: benutze Abschneidefunktionen.

13.5 Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, z € M. Wir definieren auf
der Menge {f: U — R | U offene Umgebung von z, f glatt} eine Aquivalenzre-
lation, mit f ¢g genau dann, wenn es eine (geniigend kleine) offene Umgebung
V von x gibt, so dass f|y = g|y. Die Aquivalenzklassen heifien (glatte) Funkti-
onskeime bei x, wir nennen die Menge der Aquivalenzklassen C2°(M).

13.6 Bemerkung. Fiir glatte Funktionen kénnen wir in jeden Funktionskeim
eine auf ganz M definierte Funktion finden; dazu benutzt man einfach eine
Abschneidefunktion, um dann auflerhalb deren Trager mit Null fortzusetzen.

Beachte, dass man dies nicht fiir holomorphe oder analytische (durch kon-
vergierende Potenzreihen) Funktionen machen kann: nach dem Identitétssatz
kann es so etwas wie Teilungen der 1 nicht geben. Tatséchlich sagt ja der Satz
von Liouville, dass jede beschriankte auf ganz C definierte Funktion konstant
ist, lokal gibt es aber natiirlich ganz viele holomorphe Funktionen.

13.7 Lemma. Sei M glatte n-Mannigfaltigkeit, x € M. FEine neue Definition
von T, M ist gegeben als Vektorraum aller Derivationen des Raums der Keime

C(M).
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Der Isomorphismus ist gegeben durch [z, ¢,v] — (f — 0,(f o ¢~ 1)(o(z))),
d.h. wir transportieren mittels ¢ die Funktion f auf R™ (lokal), und bilden dann
die Richtungsableitung in Richtung v € R™.

Wenn man lokal ein Vektorfeld X: x — [z,¢: U — V,v(x)] gegeben hat,
ordnet man diesem eine glatte ,Familie von Derivationen® (die also an jedem
Punkt x € U ableitet) auf entsprechende Weise zu:

fr=Lx(f) = (Qug)(fod™h)) 0 = Tf(X).

Beachte, dass X(f) glatte Funktion von x ist, falls dasselbe fir f und v (also
X)) gilt.

Auf diese Weise ist jedes glatte Vektorfeld X € T'(TM) ein Derivation
Lx:C®M)— C®(M); f— X(f)=Tf(X).

(Wir nutzen hier aus, dass Derivationen lokal sind.)

13.8 Beispiel. Schauen wir uns dies nochmal auf R™ (also, wenn man es so
auffassen mochte, in lokalen Koordinaten) an. Es gilt (kanonisch) T,R™ = R"
fiir jedes x € R™, also I'(TR™) = C>*°(R™;R"). Sei e; =: O1,...,e, =: Oy die
Standardbasis von R™. Dann ist jedes Vektorfeld X auf eindeutige Weise eine
Linearkombination X (z) = Y"1, f;(2)0;, mit glatten Funktionen f; € C>(R™).

Der entsprechende Differentialoperator liefert g — Lx (g) = > i, fi0g/0z; =
> [i0ig.

13.9 Lemma. Sei M glatte Mannigfaltigkeit. Die Beschreibung aus Definition
definiert einen Isomorphismus zwischen den glatten Vektorfelder T'(T M)
und den Derivationen C°(M) — C*(M).

Beweis. Wir konstruieren eine Umkehrabbildung zur Abbildung X — Lx. Jede
Derivation D: C*°(M) — C*°(M) definiert auch Derivationen auf der Menge
der Keime D, : C°(M) — R; hierzu benutzen wir, dass man glatte Funktions-
keime nach Bemerkung[13.6|auf ganz M ausdehnen kann, und dass Derivationen
lokal sind ((13.4]). Jede Derivation D, liefert einen Tangentialvektor X () € T, M
nach Lem Sind (x1,...,%,) lokale Koordinaten (also Verkniipfung ei-
ner Karte ¢ mit der Projektion auf die erste, . .., n-te Koordinate), so gilt nach
der Taylorformel fiir jede Funktion f in der Nihe des Punktes p € M mit den
Koordinaten (0,...,0)

f(z) = f(p) + inhi(x)

mit h;(p) = 8;f(p), somit wegen der Produktregel D(f)(p) = Y. i, D(z:)(p) -

(0if)(p)-
Da sowohl Derivationen (nach Aufgabe[13.4) als auch Vektorfelder lokal sind,
reicht es, dies auf C°°(R™) nachzuweisen. O

13.10 Aufgabe. Beweise, dass es fiir jede glatte Funktion f: R™ — R glatte
Funktionen h;: R™ — R gilt, so dass

f(@) = £(0) + inhim,

mit hl(O) = 8,f(0)



39

Beweis. Idee: h;(z) = fol Of/0x;(tx) dt. O

13.11 Lemma. Sei M glatte Mannigfaltigkeit. In der Interpretation von Defi-
m'tion kann man zwei Vektorfelder X, Y € T(T M) komponieren, und erhilt
so eine weitere Abbildung

XoY:C®(TM) — C™(TM).

Dies ist kein Vektorfeld, sondern ein Differentialoperator zweiter Ordnung. Al-
lerdings gilt: der Kommutator

[X,Y]:=Xo0Y —-YoX

ist wieder ein glattes Vektorfeld. Man nennt [X,Y] auch die (Lie)-Klammer von
X undY.

Beweis. Der Kommutator zweier Derivationen ist nach Aufgabe [13.12] wieder
eine Derivation, und dann kann man Lemma benutzen. O

13.12 Aufgabe. Zeige, dass der Kommutator zweier Derivationen wieder eine
Derivation ist (dies ist eine ganz allgemeine algebraische Tatsache).

13.13 Satz. Die Abbildung T(TM)xT(TM) — T(TM) erfiillt folgende Eigen-
schaften:

(1) bilinear
(2) antisymmetrisch: [X,Y] = -V, X] VXY e (T M).

(3) Jakobi-Identitit [X,[Y, Z]] = [[X,Y],Z] + [V, [X, Z]] VX,Y,Z € T(TM).
Mit anderen Worten: betrachtet man die Lieklammer als ein Produkt (nicht
assoziativ!), so ist die Operation ,nimm Lie-Klammer mit X “ eine Deri-
vation beziiglich dieses Produkts.

(4) Seien XY e T(TM), f,g € C(M). Dann gilt
[fX,9Y] = fglX, Y]+ fX(9)Y — gY (f)X.

13.14 Aufgabe. Beweise Satz|13.13] Beachte, dass die Behauptungen
und sich ganz abstrakt aus der Derivationseigenschaft ergeben.

13.15 Definition. Ein Vektorraum V zusammen mit einer Klammer V xV —
V;(X,Y) — [X,Y] welches die Eigenschaften aus Satz [13.13| erfiillt, heifit Lie-
Algebra.

13.16 Beispiel. e Wir haben gerade gesehen, dass I'(T'M) eine Lie-Algebra
bildet (unendlich-dimensional).

e Endlich-dimensionaler Prototyp sind die Matrizen M (n x n), wobei wieder
die Klammer durch den Kommutator gegeben ist.

13.17 Lemma. Sei U eine Untermannigfaltigkeit von M. Dann ist T(TU) eine
Unter-Liealgebra von T'(TM), d.h. genauer, falls X,Y € T(TM) mit X,,Y, €
T,U fiir jedes x € U, so gilt auch [X,Y]|ly = [X|v,Y|v] € T(TU) fir alle
zeU.

Insbesondere ist die Lieklammer von Vektorfeldern wvertrdglich mit Diffeo-
morphismen.
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Beweis. Die Aussage kann lokal gepriift werden, und ist diffeomorphieinvariant.
Es geniigt also, sie fiir die Untermannigfaltigkeit R* x {0} C R” zu beweisen.
Weiter ist I'(TR"™) ein freier C*°(R™)-Modul mit Basis d1,...,0,, und fi101 +
fnﬁn € I(TR") ist tangential zu R* x {0} genau dann, wenn fii1|psx (0} =
0= falrexqo}-
Seien nun X = f;0; und Y = g;0; tangential zu R*. Dann gilt mit Satz
1313

[fi0i, 905l Ire = filrr0i(g5)|rr 05 — gilrr 0 (fi) |0 + fig;[0i, 0] (13.18)

Wegen des Satzes von Schwarz verschwindet [0;,0;]. Falls ¢ > k, ist X[y = 0
(< filgr = 0), somit auch [X|y,Y|y] = 0. Entweder ist auch j > k, dann
verschwindet auch g, |, also der gesamte Ausdruck . Oder j < k, dann
aber 0;(f;) = 0;(0) = 0. Falls j > k ergibt sich wegen Antisymmetrie die
entsprechende Aussage. Sind ¢ < k und j < k, so fiihrt die Berechnung von
[X|v,Y|u] zum identischen Ausdruck . Beachte, dass nur in diesem Fall
9; und 9; als Elemente von I'(TR* x {0}) aufgefaBt werden konnen und somit
Satz angewendet werden kann. O

13.19 Korollar. Sei M glatte Mannigfaltigkeit mit Karte ¢: U — V C R™.
Diese Karte induziert eine lokale Basis von Vektorfeldern aus T'(TM|y) durch

0; = Do~ (3.
Es gilt [61, 5‘k] =0 fir alle i, k.

I ) a_i -0

Beweis. Es reicht, zu beobachten dass [55-, 50-] = 73- © 50— — 5 © &E
im R™ wegen des Satzes von Schwarz iiber die Vertauschbarkeit von hoheren
partiellen Ableitungen. O

14 Baby Liegruppen 1

14.1 Definition. Sei G eine Liegruppe und v € TiG. Dann definiert X,
mit X,(g) := Tily(v) € T,G ein glattes Vektorfeld, wobei l;: G — G;h —
gh die Linksmultiplikation mit g € G ist (insbesondere ist ,(1) = g, somit
Til,: "G — T,G). Nach Konstruktion ist dieses Vektorfeld Linksinvariant,
dh TeXy(h) = Xy(gh) (wegen der Kettenregel), und jedes Linksinvariante
Vektorfeld entsteht auf diese Weise.

Man hat also eine injektive lineare Abbildung TG — T'(T'G); v — X, deren
Bild gerade die Linksinvarianten Vektorfelder sind.

Da [, ein Diffeomorphismus ist und die Lie-Klammer von Vektorfeldern dif-
feomorphieinvariant ist, gilt T, [X,, Xu] = T3 Xy, Tl Xw] = [Xv, Xuw], also ist
X., X wieder linksinvariant. Die Linksinvarianten Vektorfelder bilden also eine
Unter-Liealgebra von I'(T'G), die Lie-Algebra Lie(G) von G.

Oft versteht man unter Lie(G) auch den Vektorraum T G, mit Lie-Klammer
induziert iiber den Isomorphismus v — X, mit den linksinvarianten Vektorfel-
dern.

14.2 Beispiel. Die Lie-Algebra der Liegruppe R” ist R™ mit der trivialen Lie-
klammer [v,w] =0 Yv,w € R™.

Hier sind die Linksinvarianten (also translationsinvarianten) Vektorfelder ge-
rade die R-lineare Hiille der Ji, kK = 1,...,n, und nach Satz von Schwarz kom-
mutieren je zwei von diesen.
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Sei G = Gi(n,R). Da GI(n,R) eine offene Teilmenge von M(n xn,R) = R™
ist, kann man fiir jedes g € G TG, insbesondere auch T1G mit M(n x n,R)
identifizieren. Die lineare Abbildung l,: M (n xn,R) — M(n xn,R) hat als Dif-
ferential wiederum (unter dieser Identifikation) die lineare Abbildung l,: M (n x
n,R) — M(n x n,R).

Ein Vektorfeld X: Gl(n,R) — M(n x n,R) ist also linksinvariant genau
dann, wenn X (g) = gX (1) fiir jedes g € Gl(n,R). Schreiben wir ¢ fiir die In-
klusionsabbildung GIl(n,R) — M(n x n,R), dann gilt [X 4, Xp] = [gA,gB] =
gA(9)B — gB(g9)A + ¢*[A, B]. Nun sind A und B konstante Vektorfelder auf
M(n x n,R) = R", also [4, B] = 0. Andererscits gilt A(g) = Tid(A) = A
(da g eine offene Inklusion ist, ist ihr Differential das der Identitit), somit
[Xa, XB] = g[A, B] = X[4,p). Die Lieklammer ist also gerade gegeben durch
den Kommutator der Matrizen.

Sei H C Gl(n,R) eine Lie-Untergruppe. Dann ist Lie(H) = T3 H ein Un-
terraum von M (n x n,R). Wegen Lemma ist die Lie-Klammer von Lie(H)
weiterhin durch den Kommutator der Matrizen gegeben, insbesondere ist Lie(H )
abgeschlossen unter Bildung von Kommutatoren.

14.3 Definition. Sei G eine Liegruppe, M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine
Operation GXx M — M von G auf M heifit glatt, falls die Abbildung Gx M — M
eine glatte Abbildung ist. Sie heiflt proper, falls fiir jede kompakte Teilmenge
K C M die Menge {g € G | gK N K # ()} kompakten Abschluss in G hat (dies
ist immer erfiillt, wenn G kompakt ist).

Die Operation ist frei, falls es ein € M mit gr = x nur fiir g = 1 gibt.

14.4 Satz. Die Liegruppe G operiere glatt, frei und proper auf M. Dann wird
auf G\M auf kanonische Weise die Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit de-
finiert, so dass die Projektion M +— G\M eine Submersion ist.

Beweis. Schwere Ubungsaufgabe. Zu = € M betrachte die Abbildung G —
M; g — gz (mit 12 = x). Dies liefert eine Inklusion T1G — T, M. O

15 Uberlagerungen 1

15.1 Satz. Sei X wegzusammenhdngend, lokal wegzusammenhdngend und se-
milokal einfachzusammenhdngend. Die zweite Eigenschaft heifit, fir jedes x € X
gibt es eine offene Umgebung U,, so dass jede Schleife v: S' — U, in X
zu einer konstanten Schleife homotop ist; praziser: in Inklusion induziert auf
71 (Uy, ) — m1(X,b) fir jedes b € U die triviale Abbildung.

Dann gibt es eine Bijektion zwischen den Untergruppen U von w1 (X, zo) und
Isomorphicklassen von zusammenhingenden Uberlagerungen py: (Xyu,zy) —
(Xa IO)'

FEine Isomorphie ist dabei ein Homéomorphismus f: (Xy,zy) — (X{;, 2y)
mit py o f = pu.

Der Beweis bendotigt einige vorbereitende Aussagen.

15.2 Lemma. Seip: Y — X eine Uberlagerung, I C R ein Intervall, v: I — X
stetig, to € I und ¥(to) € Y ein Lift von v(to) (also p(F(to)) = (o))

Dann gibt es eine eindeutige Abbildung v: I —'Y mit 5(to) wie vorgegeben,
und so dass po~y =.
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Man spricht von der eindeutigen Wegeliftungseigenschaft von tiberlagerun-
gen.

Beweis. Da p lokaler Homéomorphismus ist, existiert lokal ein Lift. Seien 77 : I; —

Y und A5: Is — Y zwei Lifts, die auf zwei Teilintervallen von I definiert sind
(mit tg € Iy N 13). Sei t; := sup{t € [ NIz | 31(t) = F(t)}. Falls t; € I,
wihle Umgebung U von v(t;) mit Uberlagerungskarte f: p~"(U) — U x Z
mit diskreter Menge Z. Fiir ¢ < t; geniigend nahe bei ¢; ist y(t) € U und
die Lifts 41 (t) = 42(t) existieren. Wegen der lokalen Homéomorphie gélte dann
auch 31 (to) = A2(to) = lim;_4, 31 (t). Es ist also entweder ¢, ¢ I oder t1 ¢ I,
auf dem gemeinsamen Definitionsbereich stimmen 74; und 4, jedenfalls iiberein
(dasselbe geht natiirlich auch links von ).

Sei nun I; C I das maximale Definitionsintervall, auf welchem der (eindeu-
tige) Lift 4 von 7 definiert werden kann. Die obige Uberlegung mit den lokalen
Diffeomorphismen zeigt, dass I; sowohl offenes als auch abgeschlossenes Teilin-
tervall von [ ist. Da I zusammenhéngend, also I; = I. O

15.3 Lemma. Seip: Y — X eine Uberlagerung und H: [0,1] x[0,1] — X eine
stetige Abbildung, mit Lift H(0) € Y von H(0).

Dann gibt es einen eindeutigen Lift H: [0,1] x [0,1] — Y mit vorgegebenem
Wert H(0).

Beweis. Da jeder Punkt in [0, 1] x [0,1] mit (0,0) durch einen Pfad verbunden
werden kann, und da die Lifts von Pfaden eindeutig sind, kann es hochstens
einen stetigen Lift von H geben.

Sei r := sup{t € [0,1] | -H|[O,t]><[0,1] stetig}. Wegen der lokalen Homéomor-
phie gibt es fiir jedes (r, s) € [0,1] x [0, 1] eine offene Umgebung, so dass der auf
[0,7) x [0,1] stetige Abbildung H von H (eindeutig) stetig fortgesetzt werden
kann. Wire r < 1, kénnte wegen der Kompaktheit von [0,1] dann der Lift H
sogar stetig auf ein [0,7 + €] x [0, 1] fortgesetzt werden, mit geeignetem e > 0.
Das widerspricht aber der Definition von 7, also gilt » = 1, und der stetige Lift
H ist auf [0,1] x [0, 1] definiert. O

15.4 Korollar. Seip: (X, %) — (X, zq) eine Uberlagerung. Dann ist p, : m (X, &

m1 (X, zg) injektiv.

Beweis. Seiv: [0,1] — X eine “Schleife” bei x¢, also 7(0) = (1) = &g, so dass
p o v homotop zur konstanten Schleife ist. Sei H: [0, 1] x [0, 1]toX eine solche
Homotopie, also H(0,t) = H(1,t) = H(s,1) = xo.

Dann hat H eindeutige Liftung zu H mit (wegen der Eindeutigkeit gelifteter
Wege) H(0,t) = H(1,t) = H(s,1) = Zo fiir alle s,¢ € [0,1]. Damit ist H
eine Homotopie zwischen v und der konstanten Schleife, insbesondere ist jedes
Element im Kern von p, selbst schon trivial. O

15.5 Satz. Seip: X — X eine Uberlagerung und f:Y — X stetig. Seiyo € Y
und ein Lift f(yo) € X von f(yo) vorgegeben und sei Y wegzusammenhingend
und lokal wegzusammenhdngend (d.h. fir jedes y € Y und jede offene Menge
UCY mity € U gibt es eine offene Umgebung V- C U wvon y, so dass V
wegzusammenhdngend).

Falls 71 (f)(m1(Y, y0)) € m1(p)(mi(
einen eindeutigen stetigen Lift f: Y —

~,~ (¥0))) € m(X, f(y0)), dann gibt es
X wvon f mit vorgegebenem f(yo).
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Beweis. Zuy € Y wihle Weg ¢: [0,1] — Y von yg nach y, mit eindeutigem Lift
(foc): [0,1] — X zum Anfangspunkt f(yo). Sei ¢z: [0,1] — Y ein zweiter Weg
von gyo nach y. Dann ist die Hintereinanderausfithrung ~: [0,1] — Y von ¢ und
dem Inversen von ¢ ein Weg mit Anfangs- und Endpunkt yo (also eine Schleife),
also f o~:[0,1] — X ein Schleife in X mit Anfangs- und Endpunkt xy. Nach
Voraussetzung iiber die Beziehung der Fundamentalgruppen von X, Y, X gibt es
eine Schleife 3: [0,1] — X und eine punktierte Homotopie H : [0,1] x[0,1] = X
zwischen f o~ und p o 8, wobei H(t,0) = H(t,1) = zo fiir alle t € [0,1] (hier
wird benutzt, dass der Kreis S* zum Intervall [0, 1] aufgeschnitten wird, aber
natiirlich weiterhin der Basispunkt von S! konstant nach xy abgebildet wird).

Die Homotopie H hat nun nach Lemmaeinen eindeutigen Lift H: [0,1]%
[0,1] — X, wobei insbesondere H(0,t) = H(1,t) = f(yo) fiir jedes t € [0,1].
Beachte, dass wegen der Eindeutigkeit des Lifts insbesondere der Lift von f oc
und von f o ¢y zum Anfangspunkt f (yo) identisch, ndmlich gleich H (1,1/2) ist.

Wir definieren f: Y — X durch f(y) := (foc)(1) fiir einen Weg von yo nach
Y.

Wir miissen noch beweisen, dass diese Abbildung stetig ist. Sei dazu y € Y
und W C X offene Umgebung von f(y), so dass lokal p~1(W) = W x Z mit
diskretem Z.

Wihle wegzusammenhiingende Umgebung U C f~1(W) C Y von y. Man
erhélt dann einen Weg ¢, von yg zu z € U, indem man einen festen Weg ¢y nach
Yo mit einem in U verlaufenden Weg e, von y zu z verkettet. Der (eindeutige) Lift
von foc, ist dann die Verkettung des Lifts von focy mit foe,. Letzterer verlauft
aber ganz in einem der Blitter von p~!(W). Die Abbildung f |o erhélt man also,
indem man f mit dem inversen des lokalen Homéomorphismus p (eingesschrankt
auf das richtige Blatt) verkniipft: als verkniipftung zweier stetiger Abbildungen
ist sie stetig. O

15.6 Korollar. Seien pi: (X1,21) — (X,20) und pa: (Xa2,22) — (X, 20)
2wei wegzusammenhdngende Uberlagerungen eines lokal wegzusammenhingen-
den und wegzusammenhdngenden Raums X. Es sei im((p1)«) = im((p2)«) C
m1 (X, zg). Dann gibt es einen eindeutigen Homdéomorphismus f: (X1,z1) —
(X2, 22) mit pao f = p1.

Beweis. Da X lokal wegzusammenhéingend, und da dies eine lokale Eigenschaft
ist, sind auch die (lokal zu X homéomorphen) Raume X; und X, lokal wegzu-
sammenhéngend. Man kann also auf das Paar von Abbildung (p1,p2) zweimal
den Satz anwenden, und erhilt (eindeutige) Lifts f: (X1,21) — (X2, 22),
g: (X2,22) — (X1,21). Wegen der Eindeutigkeit der Lifts gilt insbesondere
go f =idy, (also Lift von p;: X; — X) und fog =idy,, somit erhilt man die
gewiinschten Homoomorphismen, wir haben bereits gezeigt, dass diese eindeutig
sind. O

Zum Beweis des Hauptsatzes fehlt jetzt nur noch eine Konstruktion:

15.7 Satz. Sei X wegzusammenhdngend und semilokal einfachzusammenhingend
mit Basispunkt x. Sei H Untergruppe von (X, xo). Dann gibt es eine zusam-
menhdngend Uberlagerung p: X — X mit m(X,Z) = H.

Beweis. Wir definieren X := {7: [0,1] — X | 7(0) = 29}/ ~ wobei v ~ 73 ge-
nau dann, wenn die Verkettung von y; und v, ! ¢in Element aus H repriisentiert.
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Nach Definition der Verkniipfung in 71 (X, z¢) ist dies eine Aquivalenzrelation,
da H Untergruppe.

Man hat eine offensichtiche Projektion p: X — X;[v] — (1). Sei [y] € X
mit (1) = z. Wihle semilokal-einfachzusammehéingende Umgebung U C X
von . Setze Uy, als Menge aller (Klassen von) Wegen, die sich als Komposition
von v mit einem Weg in U ergeben. Da U semilokal-einfachzusammenhéngend
ist p: U, — U eine Bijektion. Wir definieren nun einfach, dass die Mengen
Ul eine Basis der Topologie von X bilden sollen. Beachte, dass jede Teilmenge
einer Menge U, wie aus der Definition von lokalem einfachzusammenhang selbst
wieder dieselben Eigenschaften hat, daher ist der Schnitt zweier Mengen Ul
und V] selbst wieder einer dieser Mengen aus der Basis der Topologie von X, so
dass die Topologie von X selbst nur aus Vereinigungen solcher Mengen besteht,
und so dass insbesondere die Abbildungen p\Uh] : Uy — U Homoomorphismen
sind.

Fixiere nun y € X, und betrachte Z := p~i(y) C X mit Umgebungen
Upy fiir [y] € Z. Sei [] € Up,) N Up,), d.h. die Verkettung von 71 mit einem
in U verlaufenden Weg ¢; und von 7 mit einem in U verlaufenden Weg 5
ist homotop (relativ Endpunkt). Nach Voraussetzung an U kann man (durch
geeignete Homotopie) annehmen dass ¢; = ¢o und weiterhin die Verkettung von
~v1 und 72 mit ¢; homotop relativ Endpunkt sind. Dann sind aber auch +; und
~2 homotop relativ Endpunkten. Somit ist p_1 (U) homéomorph zu U x Z, also
ist p eine Uberlagerung.

Es bleibt noch, die Fundamentalgruppe von X zu bestimmen. Sei c¢: [0,1] —
X Repriisentant einer Schleife in H. Definiere Lift é: [0,1] — X durch &(t) :=
[c[fo,)]- Nach Definition der Topologie auf X ist diese Abbildung stetig. Es ist
eine Schleife, da ¢(1) = [¢] € H, also ¢ dquivalent zur konstanten Schleife, also
zu ¢é(0). Die gleiche Konstruktion zeigt aber auch, dass eine Schleife, die nicht
in H liegt, nicht zu einer Schleife in X geliftet werden kann (Lift von Wegen ist
eindeutig). Folglich gilt im (7 (X, #0)) = H, wie behauptet. O

16 Wiederholung zur (Multi)lineare Algebra

Einige Funnktoren.
Sei V ein (endlichdimensionaler) R-Vektorraum. Der Dualraum ist V* :=
Hom(V,R).

16.1 Tensorprodukt

16.1 Definition. und Aufgabe
Zu zwei Vektorraumen V, W ist ein Tensorprodukt ein Vektorraum V ® W mit
einer bilinearen Abbildung i: VxW — V®@W, welcher durch folgende universlle
Eigenschaft charakterisiert ist:

fiir jeden Vektorraum X und jede bilineare Abbildung a: V x W — X gibt
es genau eine lineare Abbildung 8: V@ W — X mit foj = a.

Die Vektoren j(v,w) € V @ W schreibt man als v @ w := j(v, w).

Sei (v;)icr Basis von V und (wj) e s Basis von W. Dann ist (v; ®@w;) @ jyerxs
Basis von V @ W.

Ein Tensorprodukt V @ W existiert (wéhle einfach den Vektorraum mit
Basis v; ® w;) und ist eindeutig bis auf kanonische Isomorphie (benutze die
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universelle Eigenschaft). Wegen dieser Eindeutigkeit spricht man auch von dem
Tensorprodukt von V und W.

Falls A: V — V' und B: W — W' lineare Abbildungen, so gibt es genau eine
lineare Abbildung AQB: VW — V'@ W' mit (A® B)oj = j' o (A x B). Mit
dieser Definition wird das Tensorprodukt ein Funktor von Vekt x Vekt — Vekt.

Das Tensorprodukt ist kommutativ und assoziativ, d.h. es gibt kanonische
Isomorphismen

VoW -WeV;vew) —wew

sowie

VW)U - VeoWeU);vew)@u—v® (v u).

Es gibt kanonischen Isomorphismus R®@V — V; (r @ v) — rv.

Beachte, dass es in der Regel Elemente in V ® W gibt, die nicht die Gestalt
v®w mit v € V und w € W haben. Jedes Element kann aber also endliche
Linearkombination aus solchen sogenannten elementaren Tensoren geschrieben
werden. Beachte auch, dass diese Darstellung im allgemeinen nicht eindeutig ist.
Vielmehr gilt z.B.

Avew) = (A)e@w = v@(A\w); v@w+v' @w = (v+v")@W; VRW+VRW = VR (w+w')
Yo, o' € Vi w,w' € W; e R.

Die erwdhnten kanonischen Isomorphismen und Homomorphismen kommen
von glatten Funktoren fiir die jeweils korrekte Kategorie von Vektorrdumen,
ergeben also entsprechende Aussagen fiir Vektorraumbiindel.

16.2 Aufgabe. Beweise die gemachten Aussagen, insbesondere auch, dass ein
Tensorprodukt existiert, die gewiinschte Basis hat, und bis auf kanonische Iso-
morphie eindeutig ist.

16.3 Bemerkung. Die Theorie der Tensorprodukte kann von R-Vektorrdume
auf Vektorr”’aume iiber beliebigen Korpern, sowie noch weiter auf Moduln iiber
kommutativen Ringen verallgemeinert werden (alle Aussagen, die weiterhin Sinn
machen, bleiben richtig —aber nicht jeder Modul iiber jedem Ring hat eine Ba-
sis). Wenn man die Formulierungen geeignet modifiziert, auch auf Moduln iiber
nicht-kommutativen Ringen (dann muss man mit Links/Rechtsmoduln aufpas-
sen).

16.2 Verjiingungen

16.4 Aufgabe. Seien U, V, W endlichdimensionale Vektorraume. Dann gibt es
kanonischen Isomorphismus

Hom(U,V* @ W) — Hom(U @ V,W); & — (u®@ v — &(u)(v)),

wobei man fiir v € V den Homomorphismus V* @ W — W definiert durch
¢ ® w — ¢(v) - w benutzt, welcher wiederum durch die universelle Eigenschaft
des Tensorprodukts gegeben ist. Beim Beweis muss man verwenden, dass die
Vektorr”aume endlichdimensional sind.

Wegen des kanonischen Isomorphismus V' = Hom(R, V); v — (A — Av) ist
somit Hom(V,V) & V ® V*. Ist (v;) Basis von V mit dualer Basis v* von V*
(also v(vj) = d;5), so wird idy abgebildet auf Y, v; ® v'.
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Auf V@V™* ist eine kanonische Abbildung (genannt Kontraktion oder Verjiingung)
VeV - R, ® — ¢() definiert. Unterdem Isomorphismus V ® V* =
Hom(V, V) entspricht dies gerade der Spur.

Sei g ein Skalarprodukt auf V. Dann induziert g einen Isomorphismus V' —
V* v (w— g(w,v)). Dieser ergibt sich durch einsetzen von g € Symq (V) C
Hom(V ® V,R) in den kanonischen Homomorphismus

VOHom(VQV,R) XV RV QV* =V,

wobei der Verjiingungshomomorphismus eingesetzt wird. Hiervon gibt es natiirlich
2 verschiedene, aber da g symmetrisch ist, ist das Bild von (v ® g) fiir jeden der
beiden und fiir jedes v € V immer dasselbe. Um zu zeigen, dass die Abbildung
ein Isomorphismus ist, muss man benutzen, dass g positiv definit ist, und dass
die Vektorrdume endlich dimensional sind.

17 Kovariante Ableitung und Zusammenhang

17.1 Kovariante Ableitung

17.1 Beispiel. Vektorwertige Funktionen X : R” — R"™ kann man (komponen-
tenweise) ableiten, insbesondere kann man deren Richtungsableitungen definie-
ren.

Solch ein X kann man auch als Vektorfeld auffassen (da TR™ = R™ x R"
kanonisch trivialisiert ist). Sei dann Y™ ein anderes Vektorfeld auf R™ (also noch
eine Funktion ¥Y': R” — R™). Dann hat man Dy X (z) = 0X/JY (2)|y.

Diese Ableitungen von Vektorfeldern entlang von Vektorfelder auf R™ haben
folgende Eigenschaften:

(1) Dyy(X) = fDy(X)
(2) Dy (fX)=X(f) Y+ fDy(X)
(3) DxY — Dy X =[X,Y]
fiir alle X, Y € T(R") = C*°(R",R"), f € C(R"™).

Fiir allgemeine Mannigfaltigkeiten haben wir keine so kanonische Moglich-
keit, Richtungsableitungen von Vektorfeldern, oder gar von Schnitten ganz an-
derer Vektorbiindel, zu definieren. Zum Ersatz machen wir folgende Definition:

17.2 Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit glattem Vektorbiindel
E — M. Eine kovariante Ableitung oder ein Zusammenhang auf E ist eine
Abbildung

V:T(E)xT(TM) - T'(E); (s,X) — Vx(s)

mit folgenden Eigenschaften:
(1) V ist R-bilinear.
(2) Vyx(s) = fVx(s)
(3) Vx(fs)=X(f) s+ fVx(s)
fir alle s e I'(E), X e I(TM), f € C™(M).
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17.3 Definition. Sei £ = TM und V ein Zusammenhang auf 7'M . Dann heifit
T:T(TM)xT(TM) - T(TM);(X,Y)— VxY —VyX — [X,Y]
die Torsion von V. Falls T'= 0, heifit V torsionsfrei.

17.4 Lemma. Die Torsion eines Zusammenhangs ist ein Tensor, d.h. es gibt
einen Schnitt t € T'(Hom(TM @ TM,TM)), so dass

T(X,Y)(p) =tp)(X(p)@Y(p) VX, Yel(TM),pe M.

Beweis. Man muss zunéichst beweisen, dass fir p € M der Wert T(X,Y)(p)
tatséchlich nur von X (p) und Y (p) abhingt. Dazu zeigen wir, dass T tatséichlich
C°°(M)-bilinear ist. Seien also X, Y € I'(TM) und f,g € C°°(M). Dann gilt

T(fX,9Y)=Vx(gY) = Vgy(fX) - [fX,gY]
= [Vx(9Y) = gVy(fX) — f9[X,Y] = fX(9)Y +gY (f)X =
FoVx(Y)+fX(9)Y —gfVy X—gY (f)X=fg[X,Y]-fX(9)Y+9Y (f)X = fgT(X,Y).

17.5 Lemma. Seien E,F Vektorbindel iber M und A: T(E) — T'(F) eine
C(M)-lineare Abbildung, also A(fs) = fA(s) fir alle f € C*°(M), s € I'(E).

Dann gibt es a € T'(Hom(E, F)) so dass A(s)(p) = a(p)s(p) fir alle s € T'(E)
und alle p € M.

Beweis. Wir beweisen zunéchst, dass As(p) nur von s(p) abhéingt. Seien dazu
51,82 € I'(E) mit s1(p) = s2(p). As(p) hingt auf jeden Fall nur von den Werten
von s in beliebigen Umgebungen von p ab (wihle Abschneidefunktionen). Wir
konnen also mittels einer Karte und einer Trivialisierung von E annehmen, dass
s1,52: R® — RY vektorwertige glatte Funktionen auf R” sind, mit (s; —s2)(0) =
0. Nach Aufgabe gibt es also f;: R” — R mit f;(0) = 0 und vektorwertige
Funktionen v;: R" — RY, so dass s; — 59 = Zj fiv;.

Ubersetzt auf die Mannigfaltigkeit heisst dies, dass es (auf einer geniigend
kleinen offenen Umgebung von M) glatte Funktionen f;: M — R mit f;(p) =0
und Schnitte v; € I'(E) gibt, so dass s1 —s2 = 3, fjv;. Somit

A(s1)(p) — Als2)(p) = Z fi(p)A(v;)(p) = 0.

Sei nun p € M und v € E,. Wir definieren nun einfach a(p)(v) := A(s)(p),
wobei s € T'(E) ein Schnitt mit s(p) = 0 ist. Nach dem, was wir gerade gezeigt
haben, ist a(p)(v) wohldefiniert; da A linear ist, folgt dass a(p) € Hom(E,, F}).

Es bleibt noch zu zeigen, dass der so konstruierte Schnitt des Biindels Hom(FE, F')
wirklich glatt ist. Dazu wihle lokale Basis s1,..., sy von Schnitten von E (also
so, dass (s1(q),-..,sn(q)) Basis von E, fir ¢ € U, U Umgebung von p). Wir
miissen zeigen, dass ¢ — a(q)sk(q) fiir jedes k eine glatte Funktion ist. Es gilt
aber a(q)sx(q) = Ask(q), und dies ist nach Voraussetzung glatte Funktion von

q € M. Damit folgt die Behauptung. O
Hilfslemma 148t sich insbesondere auf die Torsion 7" anwenden. O

17.6 Satz. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt es auf T M
genau einen Zusammenhang V, den sogenannten Levi-Civita Zusammenhang,
welcher folgende Figenschaften erfillt:
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(1) V ist Torsionsfrei.
(2) V ist metrisch, d.h. VX,Y,Z € I'(TM) gilt
X(9(Y,2)) = 9(VxY,Z) + 9(X,Vy Z) (17.7)
(eine Art Produktregel fiir das Skalarprodukt g).

Beweis. Sei ein solcher Zusammenhang gegeben. Dann gilt natiirlich auch Y (g(X, 7)) =
9(VyX,Z)+g(Y,VxZ) und Z(9(X,Y)) = 9(VzX,Y) + g(X,V2Y). Subtra-
hiert man die zweite von der ersten, und addiert noch (17.7)), so erhdlt man

29(VxY,Z) = X(g(Y.Z)) —g(Y,VxZ — VzX)
+Y(9(X,2)) —9(X,VyZ =VzY)—g(Z,Vy X = VxY) - Z(g(X,Y)) =
X(9(Y,2)) +Y(9(X,Z)) — Z(9(X,Y))
+9([X,Y]. Z2) —g([X, 2], Y) — g([X, Z].Y) — g([Y, Z], X). (17.8)

Damit folgt, dass V eindeutig ist: unser Skalarprodukt ist positiv definit, somit
(VxY)(p) eindeutig festgelegt durch ¢,(VxY (p), Z(p)) fiir alle Z € I'(T'M).
Umgekehrt legt fiir gegebenes X, Y € I'(T'M) die rechte Seite von Gleichung
eine Abbildung I'(TM) — C*(M) fest. Diese ist C°°(M)-linear, also
nach Lemma [I7.5] gegeben durch einen Schnitt a des Biindels Hom(T'M,R) =
T* M. Die Riemannsche Metrik erlaubt jedoch, a zu iibersetzen in ein Vektorfeld
VxY, ndmlich genau durch die Regel g,(VxY (p), Z(p)) = a(p)(Z(p)). O

17.9 Bemerkung. und Aufgabe
Sei M eine Mannigfaltigkeit. Definiere die Vektorbiindel 7*M := Hom(TM,R),
und T7IM :=TM®@-- - TMT"M®---T*M.
p Faktoren q Faktoren
Falls p,q > 1, kann man fiir ¢ € {1,...,p}, j € {1,...,q} den i-ten Faktor
der T'M-Faktoren in den j-ten der T*M-Faktoren einsetzen. Auf diese Weise
erhélt man einen Vektorbiindelhomomorphismus

e,-j:Tp’qMHTpfl’qflM;(vl®"'®Up®w1®--.®wq)'—>
wWi(v) V1OV QW ®- QW - Quwg;  (17.10)

der Hut heifit, dass der entsprechende Faktor weggelassen wird. Dieser Homo-
morphismus wird Verjingungshomomorphismus genannt.

Sei g eine Riemannsche Metrik auf M so induziert diese einen Isomorphis-
mus 7,: TM — T*M. Entsprechend erhélt man (fiir jeden moglichen Faktor)
Isomorphismen TP4M — TP=Lat LN TPAN — TPHLI=IN (es darf natiirlich
keiner der Indizes negativ werden). Diese Isomorphismen werden indezhebend
oder indexsenkend genannt (raising or lowering the index).

Grund dafiir ist, dass in einer Orthonormalbasis vy, v, von T, M mit dualer
Basis v',...,v" der Isomorphismus gegeben ist durch v, — v*. Handelt es sich
bei w1, ..., w, um eine beliebige Basis von T, M mit dualer Basis w', ..., w™,
und mit Gramscher Matrix ¢;; = g,(w;,w;), und inverser Matrix (¢*/); ; von
(9ij)igs s0 gilt 7y(w;) = 32, gigw?, 7,7 H(w') = 32, g w;.

17.11 Beispiel. Auf R™ mit der kanonischen Metrik ist der Levi-Civita Zu-
sammenhang der Zusammenhang D aus Beispiel
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17.12 Lemma. Der Levi-Civita Zusammenhang wird in lokalen Koordinaten
durch die Christoffel-Symbole beschrieben. Sei ¢: U — V eine Karte von M.
Die Christoffel-Symbole F;k: U — R sind definiert durch

Vo, (0k) = > T%:0k, (17.13)
k

wobei partial; := (D¢)_1(8%i) die durch die Karte ¢ induzierte lokale Basis von
TM ist (deshalb ist F;k durch die Formel (17.13)) auch eindeutig bestimmdt).

Falls g;j der Riemannsche Tensor in der Koordinate ¢ ist, mit Inversem g*
so gilt

) 1N .
k= 3 ZQ” (039Kt + Ogij — Aigjk) - (17.14)
=1

Auferdem gilt T, = T

Beweis. Es gilt Vg, 0r — Vo, 0; = [0k, 0] = 0 wegen des Satzes von Schwarz
(Korollar 13.19), somit auch T'%; = T’} ;. Nach Gleichung (17.8) gilt

29(Vo, 0k, 01) = 0;gk1 + Okgi; — Oigjk- (17.15)

Nimmt man in Gleichung das g-Skalarprodukt mit 9; und benutzt, dass
9(9;,01) = gi, erhédlt man genau dann Gleichung , wenn I‘é- i die Formel
erfiillt (da (¢7%) invers zu (g;x)).

Da die 0; eine Basis bilden, und das Skalarprodukt nicht ausgeartet ist,
kénnen die I'; dann nicht anders aussehen. O

17.16 Aufgabe. Bestimme VxY in lokalen Koordinaten ¢: U — V in der
Basis (9;) mittels der Christoffelsymbole, falls X =", f'0; und Y =} ¢"9;.

Viele unserer Beispiel von Riemannschen Mannigfaltigkeiten kommen daher,
dass wir Untermannigfaltigkeiten bekannter Riemannscher Mannigfaltigkeiten,
z.B. des flachen R™ betrachtet haben.

17.17 Lemma. Sei (N, g|n) C (M, g) eine Riemannsche Untermannigfaltigkeit
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M. Dann ist der Levi-Civita Zusammen-
hang von N die orthogonale Projektion des Levi-Civita Zusammenhangs auf M .

Genauer: Seien X,Y € T(TM) Vektorfelder, so dass X := X|n,Y := Y|y €
I(TN) (wobei wir TN als Unterbiindel von TM|y auffassen); fir alle x € N
liegt also X (p) € T,N C T,M etc. Dann gilt

VxY(p) = pr, (VY (p)), (17.18)

wobei pry,: T,M — T,N die orthogonale Projektion (unter Benutzung des Ska-
larprodukts gp).

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass nach g,-Skalarprodukt nehmen mit jedem
Z(p) € T,N die Gleichung korrekt ist.Dann kann man aber Gleichung
anwenden, und die Skalarprodukte mit Hilfe der Metrik und der Lie-
Klammer ausdriicken.

Da nach Lemma [X,Y], = [X,Y], (der eine Kommutator in ['(T'N) ge-
nommen, der andere in I'(T'M)), liefert Gleichung die Gleichung gy (VxY, Z) =
gm(V Y, Z) fiir jedes Z € T(TN) mit Fortsetzung Z auf [(TM), also die Be-
hauptung. O
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Dass die kovariante Ableitung auch “Zusammenhang” genannt wird, liegt
daran, dass man mit ihrer Hilfe Tangentialvektoren ‘entlang von Kurven ‘par-
allel verschieben” kann. Um dies sinnvoll tun zu kénnen, muss man sich mit
Vektorfeldern und Kurven beschéftigen.

17.19 Definition. Sei c: (a,b) — M eine (stetige) Kurve in einer glatten Man-
nigfaltigkeit M. Ein Vektorfeld X entlang c ist eine glatte Abbildung X : (a,b) —
TM mit X(t) € Te;yM. Die Vektoren sind insbesondere nicht tangential an die
Kurve.

Beachte: ¢ muss nicht injektiv sein; falls ¢(t1) = c(t2), ist nicht gefordert,
dass X (t1) = X (t2).

17.20 Beispiel. Sei c: (a,b) — M glatte Kurve. Dann ist ¢': (a,b) — T'M ein
Vektorfeld entlang c.

17.21 Satz. Sei (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, c: (a,b) — M eine ste-
tig differenzierbare Kurve. Dann gibt es genau einen R-lineare Abbildung % von
der Menge der glatten Vektorfelder entlang ¢ mnach sich selbst, welche folgende
zwei Figenschaften erfillt:

(1) $(fX) = fHX + f'X fir f € C*oo((a,b),R)

(2) Falls X Einschrinkung eines auf ganz M definierten glatten Vektorfelds
X ist, dann gilt
D

ZX() = (VouX)(t)  Vte ()

% heifit kovariante Ableitung entlang der Kurve c.

Beweis. Leider kann man nicht jedes Vektorfeld X entlang ¢ auf ganz M aus-
dehnen, da ¢ nicht injektiv ist (und selbst wenn, kénnte das Bild noch eine dichte
Teilmenge von M sein).

Aber: fiir jeden Punkt c(tg) € M gibt es eine offene Kartenumgebung U, so
dass die “Standard-Kartenvektorfelder 0y,...,0, eine lokale Basis von TM |y
bilden. Folglich gibt es (auf einer Umgebung (e,d) C (a,b) von tg, so dass
c(e,d) C U) eindeutig bestimmte glatte Funktionen fi,..., f: (e,d) — R, so
dass X(s) =, fi(s)0;.

Unter Benutzung von Abschneidefunktion und Teilung der Eins kann man
also X als lokal-endliche Linearkombination ) ; g;Y; schreiben, wobei die Y;
sich auf ganz M ausdehnen.

Damit ist %X durch die beiden Regeln eindeutig festgelegt: es kann also
hochsten eine Funktion % mit den gewiinschten Eigenschaften geben.

Umgekehrt kann man mit Hilfe der Zerlegung X = jes 93Y; und der beiden
Regeln die Abbildung %X definieren.

Man rechnet ohne Probleme nach, dass dies wohldefiniert ist (schreibe lokal
jedes Vektorfeld Y} eindeutig als Linearkombination von Oy, und benutze Pro-
duktregel fiir V./). Danach ist es dann auch leicht, die beiden Eigenschaften
nachzuweisen. Beachte, dass dies noch durchgefiihrt werden muss und
nicht automatisch ist: wir haben die Regeln zwar benutzt, um die
Formel herzuleiten, das heif3t aber nicht automatisch, dass mit der
gefundenen Formel alle Regeln erfiillt werden. O
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17.22 Aufgabe. Sei N C M eine glatte Untermannigfaltigkeit, ¢: (a,b) — N
eine glatte Kurve und X : ¢ — T'N ein Vektorfeld entlang c, aufgefasst als Kurve
in V. Sei X das selbe Vektorfeld, aber nun aufgefasst als Vektorfeld entlang der
Kurve in M, benutze dazu die Inklusion TN C T'M. Berechne dann Q (die
kovariante Ableitung in N) in Termen von th (die kovariante Ableltung in

Zeige: DX (1) = prTC(t)N(%Y(t)), wobei pry y: T,M — T,N die orthogo-
nale Projektion ist.

17.23 Aufgabe. Berechne die kovariante Ableitung entlang von ¢’ entlang der
Kurven

(1) ¢(t) = vcos(t) + wsin(t) auf S™, wobei w,v € S™ mit w L v (es handelt
sich um einen GroBkreis)

(2) ¢(t) = vecos(t) +wsin(t) auf R**1 wobei v,w € S™.

(3) c(t) = v+ tw auf R, v,w € R".

17.2 Paralleltransport

17.24 Definition. Ein Vektorfeld X entlang einer Kurve c heifit parallel, falls
Dy —

ZX =0.

dt

17.25 Beispiel. Seic: (a,b) — R™ beliebige C*-Kurve. Ein Vektorfeld X : (a, b)
R™ = T,)R™ entlang c ist parallel (beziiglich der Standardmetrik) genau dann,
wenn X konstant ist.

Wir verallgemeinern also den {iblichen Begriff von Parallelitdt auf beliebige
Riemannsche Mannigfaltigkeiten.

Beweis. Schreibe X(t) = 3, X'(t) 32, dann gilt ZX(t) = >, X'(1)' 52 +
X )V 0 8 . Im R™ ist die kovariante Ableitung die iibliche Ableltung, dle
Vektorfelder Ti sind konstant, also VC’(t)aTi =0, also 2X(t) = X X'(t)' ;2
Dies ist genau dann = 0, wenn alle X*(t)’ = 0, also die X* konstant. O

17.26 Satz. Seic: (a,b) — (M, g) stetig differenzierbare Kurve, ty € (a,b) und
v € Too)M. Dann gibt es genau ein Vektorfeld X entlang c welches parallel ist
und so dass X (tg) =v.

Beweis. Es geniigt, dies fiir alle kompakten Teilintervalle [e,d] C (a,b) zu be-
weisen. Ein solches kann man in endlich viele Teile e = t1 <ty < -+ < t, = b
zerlegen, so dass ¢([tk, tx+1]) in einer Kartenumgebung U enthalten ist. Einge-
schrinkt auf so ein Teilintervall, ldsst sich nun jedes X eindeutig schreiben als
X =" fi0; mit der lokalen Basis von Vektorfeldern 9;, sowie ¢/(t) = > a;(t)0;

Man erhilt so das System linearer gew6hnlicher Differentialgleichungen er-
ster Ordnung fiir Parallelitét

Zf )0 + fi(Vs, a0, 01)

= Z 1)+ Z FrawDi(e(6))d;
4 kl

(17.27)
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Hauptsatz der Theorie linearer gewohnlicher Differentialgleichungen: fiir jeden-
vorgegebenen Anfangswert X (¢) gibt es eine eindeutige Losung, die auf ganz
[tkytr+1] definiert ist.

Durch Zusammensetzen folgt so sofort die Behauptung, man muss natiirlich
bei tg starten. O

17.28 Bemerkung. Die Aussage von Satz[I7.20] verallgemeinert sich sofort in
der offensichtlichen Weise auf stiickweise stetig diffbare stetige Kurven.

17.29 Definition. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit und ¢: [a,b] — M
stiickweise C'-Kurve. Der Paralleltransport entlang c ist die lineare Abbildung
Py: To(oyM — TiyM welche dadurch definiert ist, dass es zu v € Ty ,)M ein
entlang ¢ paralleles Vektorfeld X, gibt mit X,(a) = v und X, (b) = P:(v).

17.30 Bemerkung. Paralleltransport hat die Halbgruppeneigenschaft: Py =
P, o P, wobei P der Paralleltransport entlang c, aber startend an a + s ist. Da
man Kurven auch riickwérts laufen kann, ist P; fiir jedes t ein Isomorphismus.

17.31 Lemma. Da der Levi-Civita Zusammenhang die Metrik erhdlt, ist der
Paralleltransport entlang einer Kurve c: [a,b] — M isometrisch, d.h.

Ye(a) (U7 U)) = Ge(t) (Ptv7 th) Vo, w € Tc(a)M7t € [(I, b]
Fiir beliebige Vektorfelder X (t),Y (t) entlang c gilt

d D D

79X, Y (1) = g(7X(1), Y (1) + 9(X (1), =Y (2)).
Beweis. Die erste Aussage folgt aus der zweiten, und die zweite folgt wie der
Beweis von Satz [[7.21] aus der entsprechenden Eigenschaft von V. O

17.32 Aufgabe. Bei der Diskussion von kovarianten Ableitungen entlang von
Kurven und beim Paralleltransport wurde nirgends benutzt, dass man Schnitte
von TM (statt anderer Vektorbiindel E) betrachtet, und dass der Levi-Civita-
Zusammenhang torsionsfrei ist.

Entwickle die entsprechende Theorie fiir beliebige Biindel F, also insbeson-
dere

(1) Schnitte von E entlang einer Kurve ¢
(2) Kovariante Ableitung entlang solcher Schnitte entlang einer Kurve ¢
(3) Paralleltransport.

17.33 Bemerkung. Die kovariante Ableitung V liefert den Paralleltransport
entlang von Kurven c. Umgekehrt liefert der Paralleltransport aber auch die
kovariante Ableitung zuriick:

Zur Berechnung von VxY (p) wéhle Kurve ¢: (a,b) — M mit ¢(0) = p und
c(0) = X (p). Dann gilt

. P
VY () = finy

die kovariante Ableitung kann also als Limes von Differenzenquotienten erhalten
werden. Man braucht den Paralleltransport, um die Vektoren aus verschiedenen
Vektorraumen T, M, T, M vergleichen und ihre Differenz bilden zu kénnen.

17.34 Aufgabe. Beweise die Behauptungen aus Bemerkung [I7.33]
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18 Geodaten

18.1 Differentialgleichung fiir Geodéiten

Geoditen sind die Kurven, welche (lokal) die kiirzestmogliche Verbindung lie-
fern. Wir werden sie aber zunéichst mittels einer Differentialgleichung definieren,
und erst spiter diese Eigenschaft beweisen.

18.1 Definition. Eine Kurve c: (a,b) — (M, g) heiBt Geodiite, falls £¢' = 0.
18.2 Lemma. Sei c: (a,b) — (M, g) eine Geoddite. Dann ist |c'(t)| konstant.

Beweis. Das Vektorfeld ¢’ entlang der Kurve c ist parallel, also ist seine Lénge
nach Lemma [[7.31] konstant. O

18.3 Satz. Sei (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M. Dann gibt es
Umgebung U von P, € > 0 so dass fir jedes ¢ € U und v € ToM mit |v] < €
eine eindeutige Geodite c,: [—1,1] = M mit ¢, (0) = p und ¢, (0) = v existiert.
Beachte dabei: ¢, ist auf ganz (—1,1) definiert.

Auferdem ist die Abbildung {v € T,M | q € U, |v| < e} — M; v — ¢,(1)
glatt.

Beweis.

18.4 Lemma. In lokalen Koordinaten ¢: U — V C R" erfillt eine Kurve
c: (a,b) = U genau dann die Geoditengleichung, wenn fir v = ¢ o c gilt

rilt) | > Tht(®) d”;ft) dvézgt) -0 19

Beweis. Hierzu muss man in die lokale Gleichung (17.27)) fiir X (¢) eben ¢'(t)
einsetzen, in Koordinaten gilt dann X; =~} = a;(t). O

Die Differentialgleichung ist ein System gewohnlicher Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung fiir 7 (allerdings nicht linear). Da die 1";- & glatte Funk-
tionen sind, sagt der Existenz-und Eindeutigkeitssatz fiir Losungen solcher Diffe-
rentialgleichungen in der einfachsten Variante, dass es fiir vorgegebene Anfangs-
werte (0) und 7/(0) ein § > 0 und gibt, so dass die Gleichung eine eindeutige
Losung v: (—6,0) — V mit diesen Anfangsbedingungen besitzt.

Die néchste, etwas bessere Version des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes
beinhaltet glatte Abhéangigkeit von den Anfangswerten und sagt das es fiir jede
kompakte Teilmenge K C U x R™ ein ¢ > 0 gibt, so dass fiir jedes (z,v) € K
die entsprechende eindeutige Losung v, , auf (—0d,d) definiert ist, und so dass
K x (=0,0) = V;(z,v,t) — v,.,(t) glatt ist.

Um unser Ergebnis zu beweisen, ist zum Schluss noch eine Besonderheit der
Geodétengleichung zu beachten: falls v: (—d,) — V eine Losung ist, so ist ¢ —
~(et): (=6/c,8/c) — V ebenfalls eine Losung (fiir ¢ # 0), mit +/(ct) = ¢y/(¢).

Zu gegebenen K C V x R™ wie oben kann man also Kj := {(z,0v) | (z,v) €
K} betrachten, dann gibt es eine eindeutige Lésung mit Anfangswerten aus K
auf (=6/6,6/8) = (—1,1).

Wéhlt man nun also urspriingliches K = V’ x B1(0), mit 0 € [(V'), so
erhélt man die Behauptung des Satzes mit U = ¢~ ([(V”)), und € = 6. O
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18.6 Beispiel. (1) Im euklidischen Raum sind die Geodéten genau die linear
parametrisierten Geraden t — at + b.

(2) Die Bilder solcher Geraden unter der Quotientenabbildung R" — R™/Z"™
sind genau die Geodédten des flachen Standard-Torus. Betrachte speziell
den Fall n = 2. Manche der Geodéten sind periodisch (falls der Steigungs-
winkel rational ist), es gilt also y(t 4+ C) = ~(¢) fiir ein C > 0. Die anderen
haben dichtes Bild.

(3) Auf S™ sind die Geoditen gerade die Grofikreise, auch sie sind auf ganz
R definiert und sie sind alle periodisch.

18.7 Aufgabe. Berechne die Geodéten fiir den (2-dimensionalen) Hyperbo-
lischen Raum. Losung im Halbebenenmodell: Geraden senkrecht zur z-Achse,
Kreise, welche die z-Achse orthogonal schneiden (natiirlich mit angepasster Pa-
rametrisierung).

18.8 Aufgabe. Die Kleinsche Flasche ist der Quotient des Standardtorus unter
der Involution (Operation der Gruppe Z/2Z) (x,y) € R?/Z/2 +— (z +1/2, —y).

Zeige zunichst, dass dies eine freie Operation von Z/2 liefert. Bestimme alle
Geoditen. Bestimme die Linge der 2 kiirzesten geschlossenen (d.h. periodischen)
Geoditen und den Paralleltransport entlang dieser Geodéten, insbesondere die
induzierte Selbstabbildung Pc: T, K — T,K (wobei ¢ die (minimale) Periode
ist —beachte, dass mit ¢ auch nc fiir jedes n € N Periode ist).

18.9 Definition. Zu gegebenen v € T'M sei ¢, die Geodédte mit Anfangsbe-
dingungen v und mit maximal moglichem Definitionsintervall. Sei  C TM die
(offene) Teilmenge aller v, so dass ¢, (1) definiert ist.

Wir definieren die Ezponentialabbildung exp: Q@ — M; v — c¢,, nach Satz
18.3]ist dies eine glatte Abbildung.

18.10 Satz. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M. Dann gibt
es eine offene Umgebung W von (p,0) € TM, so dass F: W — M x M; v —
(m(v),exp(v)) Diffeomorphismus von W auf eine offene Umgebung von (p,p)
1st.

Beweis. Diesen Satz beweisen wir mit Hilfe des Satzes von der Inversen Abbil-
dung, wir miissen also das Differential von F' an der Stelle (p,0) berechnen und
zeigen, dass es invertierbar ist.

Nun gibt es kanonischen Isomorphismus T, 0yT'M = T, M @ T, M (der erste
Summand entspreche Wegen, die sich nur im Nullschnitt M C TM bewegen,
der zweite (linearen) Wegen in T, M) und T(p,p)(M x M) = T,M & T, M. Da
F(q,0) = (g, q) fiir ¢ € M, und F(p,tv) = (p,exp, 4, (1)) = (p,exp,,(t)) folgt,
unter obiger Identifikation

_ (idr,m 0
T = (idTpM idTpM> ’
also invertierbar. O
18.11 Korollar. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit. Es gibt eine offene
Umgebung W der Diagonalen in M x M, so dass fir jedes Paar (p,q) € W

die Punkte p und q durch eine (bis auf die Durchlaufgeschwindigkeit eindeutig
bestimmten) Geodite verbunden werden kinnen.



55

18.2 Geoditen und Metrik

Wir wissen schon, dass jede Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ein metrischer
Raum wird, mit d(x,y) = inf{l(y) | 7 stiickweise glatter Weg von z nach y}.
Wir wollen nun zeigen, dass Geodéten Abstandsminimierende Kurven sind.

18.12 Satz. Sei (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M. Dann gibt es
Umgebung U von p und e > 0, so dass fiir je zwei Punkte x,y € U eine eindeutige
Geodite 7,y von x nach y mit Linge kleiner € existiert. Ausserdem gilt

d(w,y) = L(Vay), d(z,y) < L(a)

fiir jede andere Kurve von x nach y (welche nicht eine Umparametrisierung von
Yay ist), und v verliuft ganz in U (U ist also konvex).

Beweis. Wir kénnen die Menge W aus Satz so verkleinern, dass sie fiir
eine geeignete Umgebung von p nur Tangentialvektoren der Linge < e fiir ge-
eignetes € > 0 enthélt. Deren Bild enthélt dann eine offene Umgebung von
(p,p) der Gestalt U x U fiir offenes U C M. Mit anderen Worten: fiir je
zwel Punkte z,y € U gibt es v € T, M mit |v] < € so dass exp(v) = ¢, also
Yo: [0,1] — M Geoddte mit v(0) = z, v(1) = y und 4/(0) = v. Dann gilt
L(y) = fol |7/ (t)] dt = fol |7/ (0)| dt = €, da fiir Geodéten |y'| konstant ist. Au-
Berdem ist v, (t) = %, (1) = exp(tv) € U. Es bleibt nur noch zu zeigen, dass es
keine Kurve von x nach y mit kleinerer Lange gibt.

Wir benutzen die Exponentialfunktion, um eine “Karte” von M um z zu
erhalten: nach Satz ist V:={v € T, M | |v|] < €} offene Umgebung von
Null in T, M, so dass exp: V — M ein Diffeomorphismus aufs Bild ist. Sei
Sy :={v € T,M | |v| = 1}. Dann liefert exp einen Diffeomorphismus

F:(0,e) x Sy — U C M;(r,v) — exp(rv).

Beachte, dass nach Konstruktion von exp fiir jedes v € Sy die Kurve ~,: t —
F(t,v) eine Geodiite ist.

Wir wollen nun in den “Koordinaten” (0,¢€) x S; die Linge von beliebigen
Kurven bestimmen. Dazu miissen wir die Metrik in diesen Koordinaten kennen.
Dies ist durch das Gauss-Lemma gegeben:

18.13 Lemma. Die Kurven 7, sind senkrecht auf allen Hyperflichen f({r} x
S1) C M, d.h. die Metrik g ist gegeben durch

g = dT2 + h?",l}?

wobei hy., positiv definites Skalarprodukt auf Ty f({r} x S1) C T M ist,
welches durch Einschrinken von gg(,.) entsteht.

Beweis. Sei X € T'(T'S1) Vektorfeld, welches konstant in r-Richtung zu X; €
D(T((0,7)x Sy)) fortgesetzt wird, setze X := X1, und Y € T'(TU’) das Bild von
X unter dem Diffeomorphismus F. Sei 9, € T(TU’) entsprechend das Bild von
%. Wir miissen zeigen, dass Y und 0, iiberall orthogonal zueinander stehen.
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Berechne dazu (da v, = 9,)

d
29 Y5 (r) = 9(Vy Y, 7,) + 9(Y, V)

_ 2 1 / /
_g(f*[aT7TX1]aa7") + 2}/'9(/711?711)

1
:;g(rf*Xl, ar)

Die Funktion a(r) = g(Y, 7, (r)) erfiillt also o/(r) = La(r) fiir 7 > 0. Diese Dgl
hat genau die Losungen a(r) = Ce”. Andererseits gilt a(r) = rg(f.X1,7,(r)),
also ist a sogar stetig diffbar an 0 mit «(0) = 0. Mit obiger Uberlegung also
a = 0, somit iiberall Y orthogonal zu d,.. Da Y beliebig, folgt die Behauptung
des Gauss-Lemmas. O

Um den Satz zu beweisen, miissen wir also nur noch zeigen, dass fiir eine
beliebige stiickweise C'!'-Kurve a: [0,C] — M von z nach y L(a) > L(74y),
dem radialen Weg in unserem “Koordinatensystem”. Der Punkt y habe die
Koordinaten (4, v) € (0,¢) x Sy.

Wir nehmen zunéchst an, dass o den Bereich des Koordinatensystems nicht
verldBt, und schreiben a(t) = (- (t), @y (t)) € [0, epsilon) x S1. Der Weg ((t) :=
(o (t),v) ist ein zweiter Weg von x nach y, der ebenfalls radial verlduft. Dann
gilt wegen des Gauss-Lemmas und nach Satz von Pythagoras

C C
L) = [0l it = [\ a0 + o (@ 0.0 0) i
C C
> / o (8)] > / A1) dt = 0, (C) — a4y (0) = 6 = L(ay).

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn a4 (s) konstant ist, und al.(s) > 0 fur
alle s. Das heifit aber, dass o eine Umparametrisierung von -, ist.

Falls « aber den Bereich des Koordinatensystems verlifit, gibt es s € (0, C] so
dass ([0, s]) € F((0,€)x.S1) und so dass die Linge der radialen Geodéten von x
nach a(s) > d. Nach dem gerade bewiesenen ist dann § < L(alp,s) < L(a). O

18.14 Korollar. Sei (M,g) Riemannschen Mannigfaltigkeit. Eine nach Bo-
genlinge parametrisierte Kurve stiickweise C'-Kurve a: (a,b) — M ist ge-
nau dann eine Geoddte, wenn sie lokal abstandsminimierend ist, also fiir jeden
Punkt p = a(s) einen Umgebung U existiert, so dass d(a(s),a(t)) = |t — s| falls
alt) e U.

Insbesondere sind solche Kurven immer glatt.

Beweis. Falls a Geodéte, so ist o nach Satz lokal abstandsminimierend.
Ist umgekehrt « lokal abstandsminierend, so ist fiir a(s) und «(t) geniigend
nahe bei a(s) a gleich der Geodéten von «(s) nach «(t), da die Geodéte dann
nach Satz die einzige abstandsminimierende Kurve ist welche nach Bo-
genlidnge parametrisiert ist. Da die Geodéteneigenschaft eine lokale Eigenschaft
ist (Losung einer Differentialgleichung) ist « also Geodiite. O
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18.3 Der Satz von Hopf-Rinov

18.15 Definition. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heifit (geodétisch)
vollsténdig, falls jede Geodéte von M zu einer auf ganz R definierten Geodite
ausgedehnt werden kann, also der Definitionsbereich der Exponentialabbildung
ganz T M ist.

18.16 Beispiel. Ist (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit positiver Dimension,
x € M, so ist M \ {2} nicht geodétisch vollstindig.

18.17 Satz. Satz von Hopf-Rinov

(1) Sei (M,g) geoditisch vollstindig. Dann gilt fir jeden Punkt p € M, dass
exp, auf ganz TyM definiert und surjektiv ist.

(2) Seip € M und exp, auf ganz T,M definiert. Dann gibt es fiir alle x €
M eine Geodite minimaler Léinge von p nach x (im allgemeinen nicht
eindeutig).

Beweis. Die erste Aussage ist gerade die Definition von geodétischer Vollst”’andigkeit,
da die Exponentialabbildung mit Hilfe von Geodéten definiert ist.

Sei also x,p € M und exp,: T,M — M auf ganz T,M definiert. Wéhle
0 <e<d(p,x)so,dass S:={y € M | d(p,y) = e} = exp,(5c(0) C T, M) (dies
geht nach Satz . Die entsprechende Menge ist also insbesondere kompakt.
Wihle dann py € S mit d(pg,x) = d(S, z). Dann gilt d(p, z) = d(p, po) +d(po, )
(da der Abstand durch Linge von Kurven gegeben ist, und jede Kurve von p
nach z durch S laufen muss).

Sei v € T, M mit |v| = 1 und exp(ev) = py. Definiere die Geodite v: R — M
durch 7(t) = exp,(tv) (nach Voraussetzung auf ganz R definiert). Wir beweisen
nun, dass y(d(p, x)) = x, damit folgt die Behauptung.

Wiéhle ndmlich T' < d(p, ) maximal, so dass T+d(y(T),x) = d(p,z) (d.h. T
maximal, so dass man sich auf dem richtigen Weg befindet). Wéhle dann p;
auf J-Sphire um «(7') als Punkt in Richtung von x wie eben, und Geodéite ¢
von y(7T') nach p;. Dann ist d(p, p1) = I(v|j0,7) + (7). Da lokal minimierende
Kurven aber Geoditen sind, ist die Hintereinanderschaltung von ¢ und ~|j
eine Geodéte. Da Geodéten lokal eindeutig sind, ist ¢ die Verldngerung von ~.
Da T maximal war so dass 7 genau in Richtung x zeigte, geht dies nur von
T =d(p,x) und v(T') = x. O

18.18 Korollar. Sei (M,g) zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltig-
keit. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) (M, g) ist geoditisch vollstindig.
(2) Fiir jedes x € M st exp, auf ganz T, M definiert.
(8) Es gibt x € M, so dass exp,, auf ganz T, M definiert ist.
(4) jede abgeschlossene beschrinkte Teilmenge von M ist kompakt
(5) (M,d) ist als metrischer Raum vollstindig.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

18.19 Korollar. Jede kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist vollstindig,
und exp,, ist auf ganz TpM definiert.
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18.4 Geoditen und Energie

18.20 Definition. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit c: [a,b] — M eine
C'-Kurve. Thre Energie ist definiert als

b
E(c) = %/ I @) dt.

18.21 Aufgabe. Zeige, dass die Energie einer Kurve im allgemeinen von der
Parametrisierung abhéngt.

18.22 Satz. Fine Kurve v: [a,b] — (M,g) ist genau dann eine minimale
Geodite, wenn E(v) < E(c) fiir jede andere Kurve ¢ von y(a) nach y(b).

v ist eine Geodite genau dann (nicht notwendig mimimal), wenn ~ eine
kritischer Punkt fiir das Energiefunktional ist, d.h. falls ®: [a,b] X (—¢,¢€) eine
C?2-Variation von v mit festen Endpunkten ist (®o(t) := ®(t,0) = ~(t) und
®(a,x) =v(a), ®(b,s) = y(b) fir alle relevanten s,t), so gilt

d
deE((pE) =0

Beweis. Ubungsaufgabe mit Anleitung (wird aus Zeitgriinden weggelassen). [

19 Kriimmung

19.1 Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, E ein Vektorfeld iiber M
mit Zusammenhang V. Definiere die Kriimmungsoperator R folgendermaflen.
Seien X,Y € I'(T'M) Vektorfelder, s € T'(E). Dann definiere

R(X,Y)(s) := Vx(Vy(s)) = Vy(Vx(s)) = Vix,yi(s)-
19.2 Lemma. (1) Die Kriimmung ist schiefsymmetrisch in X undY, d.h.
R(X,Y)(s) = —R(Y, X)(s)
und ist linear in s.

(2) Sei lokal der Zusammenhang gegeben durch V = d 4+ w mit der 1-Form w
mit Werten in End(E) (also w ein Schnitt von T*M ® End(E)). Dann
gilt R=dw+w Aw.

(8) Die Kriimmung ist tensoriell in allen Fintrigen, d.h. R(X,Y)(s)(p) hingt
nur von X (p), Y(p) und s(p) ab. Mit anderen Worten: die Krimmung ist
ein Schnitt des Vektorbiindels Alt*(TM) @ End(E) (eine alternierende 2-
Form mit Werten in End(E): wenn man 2 Tangentialvektoren aus T,M
einsetzt, erhdlt man einen Endomorphismus von Ep).

Beweis. Die erste Aussage erhélt man sofort durch Einsetzen (da [X,Y] =
—[Y, X]). Fiir die zweite miissen wir, wie schon des 6fteren benutzt, zeigen, dass
R C*°(M)-linear in allen 3 Eintréigen ist. Sei also f € C*(M), X,Y e I'(TM)
und s € I'(E). Dann gilt

R(fX,Y)(s) =Vix(Vy(z)) = Vv (Vix(s)) = Virx,y(s)
=fVx(Vy(s)) =Y(f)Vx(s) = fVy(Vx(s)) = fVix,yi(s)
+Y(f)Vx(s) = FR(X,Y)(s)
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AuBlerdem gilt

R(X,Y)(fs) =Vx(Vy(fs)) = Vy(Vx(fs)) — Vixy)(fs)
=Vx(Y(f)s+ [Vy(s)) = Vy(X(f)s+ [Vx(s)) — [
=XY(f)s +Y(f)Vx(s) + X(f)Vy(s) + Vx(Vy(s)

—YX(f)s = X(f)Vy(s) =Y (/)Vx(s) = fVy(Vx(s))
— XY (f)s+YX(f)s— fVixyi(s)
=fR(X,Y)(s).

X, Y](f)s = fVix,y)(s)
)

O

19.3 Lemma. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit und ¥V der Levi-Civita
Zusammenhang auf TM . Definiere durch Indexsenken den (0,4)-Tensor R, mit
R, (X,Y,Z, W) =g(Rxy(Z),W) fir X,Y,Z,W € T,,M. Dann gilt

(1) Ry, ist antisymmetrisch in den ersten beiden und in den letzten beiden
Argumenten.

(2) erste Bianci-Identitit: R(X,Y,Z,W)+R(Y,Z, X,W)+R(Z,X,Y,W) =0
(3) R(X,Y,Z,W) = R(Z,W,X,Y).

Beweis. Die zweite Gleichung folgt, weil der Levi-Civita-Zusammenhang torsi-
onsfrei ist aus der Jakobi-Identitédt und expliziten (durch Einsetzen) Berechun-
gen

R(X,Y)(2)+R(Y, 2)(X)+R(Z, X)(Y) = =([X, Y], ZI+][[Y, Z], X]+[[2, X], Y)).

Die Antisymmetrie in den ersten beiden Argumenten gilt allgemein und wur-
de bereits gezeigt. Fiir die zweite leite man g(Z, W) ab und benutze, dass g
symmetrisch ist.

Die dritte Identitéit ist eine (komplizierte, aber elementar erhiltliche) Kon-
sequenz aus der ersten und der zweiten.

Rest ist Ubungsaufgabe. O

19.4 Definition. Anstelle des Kriimmungstensors ist die Schnittkriimmung
eine sehr beliebte Invariante. Definiere dazu das Graffmannbiindel der Tangen-
tialebenen GoM = |, {F C T, M | dim(E) = 2} (auch daraus kann man
wieder eine Mannigfaltigkeit machen, ein lokal triviales Biindel {iber M, dessen
Faser isomorph zur Menge der 2-dimensionalen Ebenen in RY™M jst, das soll
hier aber nicht durchgefiihrt werden).

Die Schnittkrimmung ist die Funktion

Ry (v, w,v,w)
g9(v,v)g(w,w) — g(v,w)

K: GoM - R;E =< v,w > (19.5)

PR

19.6 Aufgabe. Zeige, dass Gleichung (19.5)) tatséichlich nicht von der Basis
{v,w} der Ebene E C T, M abhéngt, sondern nur von E. Sinnvollerweise wéhlt
man eine Orthonormalbasis {e1,es} von E, dann gilt K(E) = R(e1, e, €1, e3).

19.7 Satz. Die Schnittkrimmaungsfunktion (und die Metrik) bestimmt bereits
den gesamten Krimmungstensor.
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Beweis. Unter Benutzung der Symmetrien aus Lemma [19.3| rechnet man nach,
dass

2

6R(z,y, 2z, w) = Eyen (R(z + sz,y + tw,x + sz,y + tw) — R(x + sw,y + tz,x + sw,y + tz)) |s=t=0-

O

19.8 Aufgabe. Beweise Satz
19.9 Beispiel. Fiir den euklidischen Raum ist die Kriimmung konstant 0.
19.10 Beispiel. Die Schnittkriimmung von S™ und von H" ist konstant.

Beweis. Beobachtung 1: die Gruppe SO(n+1) operiert auf S™ durch Isometrien,
und diese Operation ist transitiv. Da die Schnittkriimmung isometrieinvariant
ist, geniigt es also, die Schnittkriimmungen an einem Punkt auszurechnen.

Die Untergruppe der SO(n + 1), welche den Nordpol p = (1,0,...,0) € S™
festhélt ist isomorph zu SO(n). Diese Untergruppe operiert auf 7,S™ = {0} x
R™. Die Operation ist die iibliche von SO(n) auf R™ und ist insbesondere tran-
sitiv auf der Menge der 2-dimensionalen Ebenen in 7,5™. Wegen der isome-
trieinvarianz ist die Schnittkriimmung also auch auf jeder dieser Ebenen die
gleiche.

Es bleibt jetzt nur noch, diese konstante zu berechnen (wir werden spéter
sehen, dass man den Wert 1 erhilt).

Ganz entsprechend operiert auf H" (im Hyperboliodmodell) die Gruppe
SOq(n, 1) transitiv, mit derselben Standgruppe SO(n) des Punktes p = (1,0, ...,0),
welche wieder transitiv auf den 2-dimensionalen Ebenen in T, H" operiert. Wie-
der folgt, dass die Schnittkriimmung konstant ist, hier ergibt sich (was wir spéter
zeigen werden) —1 fiir die Konstante. O

19.11 Lemma. Sei (M; x Ma, g1 X g2) ein Riemannsches Produkt. Fiir jeden
Punkt (p1,p2) € My x My gilt Ty, 1, (M1 x M) = Ty, My @ Tp, M. Zerlegt
man beziglich dieser direkten Summenzerleqgung X,Y,Z,W € Ty, p,y M1 X Mo
als X = (X1, X32), ..., so gilt fir die Krimmung

R(p17p2)(X7 YY7 Z7 W) = Rpl (Xla Ylv Z17 Wl) + Rp2 (X2a Yv27 Z27 WZ)
Es folgt, dass es fiir jedes T(p, p,)Mix My Ebenen E gibt, so dass K(E) = 0.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

19.12 Bemerkung. Insbesondere hat die Standard-Produktmetrik auf S? x S2
keine positive Schnittkriimmung, sondern es gilt nur K > 0.

Die Hopf- Vermutung besagt, dass es keine Riemannsche Metrik auf $? x S2
gibt, so dass K > 0. Diese ist seit 50 Jahren offen, und es gibt auch heute noch
keine Ansétze, sie zu beweisen.

Eins der Forschungsgebiete der Riemannschen Geometrie beschéftigt sich
damit, festzustellen, welche Arten von Kriimmung man auf einer gegebenen
Mannigfaltigkeit realisieren/nicht realisieren kann.
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19.13 Definition. Neben dem Kriimmungstensor und der Schnittkriimmung
sind noch weitere (aus diesen gewonnene und einfachere) Kritmmungsgrofien von
Bedeutung. Insbesondere die Ricci-Kriimmung aus symmetrischen (0, 2)-Tensor
(also Schnitt von Symeo(TM)) mit

T.M & T, M > (v,w) — Ric(v,w) := Spur(z — Ry (v, z)w).

Dabei erinnere man sich daran, dass man die Spur berechnen kann, indem man
eine Orthonormalbasis (ey,...,e,) von T, M wihlt, dann gilt

Ric(v, w) Eg (v, e)w, ;) ERvez,weZ

hieraus wird die Symmetrie von Ric deutlich, wenn man Lemma benutzt.
Beachte, dass Ric hier algebraisch dasselbe Objekt wie der Kriimmungsten-
sor selbst ist. Fiir eine Konstante ¢ defineren wir insbesondere

Ric>cg <<= Ric(v,w) > cg(v,w) Yv,we T,M Vxe M.

Mit Hilfe der Metrik ¢g kann Ric auch als (1,1)-Tensor aufgefafit werden,
genauer gesagt als Schnitt des B”undels Hom(T'M, T M), wobei man sogar im
Unterbiindel der selbstadjungierten Endomorphismen landet.

Diese neue Form der Ricci-Kriimmung ist dann definiert durch

g(ﬁig(v),w) = Ric(v, w).

In der Notation wird hiufig nicht unterschieden, man muss dann aus dem Kon-
text erkennen, was gemeint ist.
Die Skalarkriimmung ist die glatte Funktion scal: M — R definiert durch

n

scal(z) = Spur(Ric,) ZRIC €, €;) Z R(e;,ej,€;,€5).

19.14 Definition. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heifit Einstein-
Mannigfaltigkeit, falls eine Konstante c existiert, so Ric = cg.

19.15 Bemerkung. Diese Mannigfaltigkeiten stehen in engem Zusammenhang
zu den Losungen der Einsteingleichung der allgemeinen Relativitéitstheorie in
Materiefreien Bereichen (z.B. der Aussenraum eines Sterns). Die Zahl ¢ steht in
Beziehung zur Existenz und zum Vorzeichen der “kosmologischen Konstante”.

19.1 Kriimmung und Topologie

Die folgenden Sétze werden wir erst spiiter beweisen kénnen. Sie sollen hier aber
schon einmal aufgelistet werden.

19.16 Satz. Satz von Synge

Sei (M, g) eine orientierte zusammenhdngende vollstindige Riemannsche Man-
nigfaltigkeit gerader Dimension mit strikt positiver Schnittkrimmung K > 0.
Dann ist ihre Fundamentalgruppe trivial.
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19.17 Satz. Satz von Muyers
Sei (M, g) eine zusammenhdingende vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit
der Dimension m mit

Ric > r~2(m —1)g; 7> 0.

Dann ist diam(M) < diam(rS™), wobei rS™ die Sphire im R™* vom Radius
T ist.
Insbesondere ist M kompakt mit endlicher Fundamentalgruppe.

19.18 Satz. Satz von Cartan-Hadamard
Sei (M, g) vollstindige zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit
Schnittkrimmung K < 0.

Dann ist fiir jeden Punkt p € M die Ezponentialabbildung exp,: T,M — M
eine Uberlagerungsabbildung. Falls M zusditzlich einfachzusammenhingend ist,
ist also exp,: T,M — M ein Diffeomorphismus und damit M diffeomorph zu
R™.

20 Variation von Bogenlinge und Jakobifelder

20.1 Variation von Bogenlinge und Energie

Wir haben uns bisher schon Kurven und Vektorfelder entlang von Kurven ange-
schaut, und damit z.B. Geodédten mit ihren Eigenschaften erhalten. Man kann
viele weitere Eigenschaften von Kurven erhalten, indem man nicht eine Kurve
anschaut, sondern eine ganze “Schar” von Kurven.

20.1 Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Variation von Kur-
ven ist eine glatte Abbildung H: [a,b] X (—€,€) — M. Wir schreiben c¢(s) :=
H(t,s) und fassen die einzelnen ¢;: [a,b] — M als Kurven in M auf, die glatt
vom Parameter ¢ € (—¢, €) abhéngen (e > 0). (Natiirlich kann man statt glatter
auch geringere Regularitit anschauen, z.B. C?.)

Wir miissen auch den Begriff des Vektorfelds entlang einer Kurve verallge-
meinern.

20.2 Definition. Ein Vektorfeld entlang einer Variation H (wie in Definition
, oder allgemeiner ein Vektorfeld entlang einer glatten Abbildung H: N —
M fiir irgendeinen Raum N ist eine Abbildung X: N — TM so dass X(p) €
Tr(x)M fiir alle x € N. In der Regel wird N eine Mannigfaltigkeit sein, und wir
werden verlangen, dass X eine glatte Abbildung ist.

20.3 Beispiel. Sei H: [a,b] X (—¢,€) eine Variation von Kurven und X €
I(T([a,b] x (—¢,¢€))) ein Vektorfeld an die Quelle, zB. X = & oder X = £,
wobei wir die Koordinaten (s,t) € [a,b] X (—¢, €) verwenden.

Dann ist X := TH(X) ein Vektorfeld entlang von H, wobei natiirlich

X(s,t) = TippyH(X) € Ty (s,5yM, wie gefordert.
20.4 Definition. Sei H: N — M eine Abbildung, X € T'(T'N). Dann definiert
man das Vektorfeld X entlang von H wie in Beispiel

Ebenso, wie wir Vektorfelder entlang von Kurven ableiten wollten, werden
wir das auch mit Vektorfeldern entlang von Variationen machen miissen. Dazu
dient folgender Satz:
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20.5 Satz. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita Zu-
sammenhang V. Sei H: N — M glatte Abbildung. Es gibt genau eine bilineare
Abbildung V, die kovariante Ableitung entlang von H, die einem Vektorfeld
X € I'(TN) und einem Vektorfeld W entlang von H ein Vektorfeld VxW ent-
lang von H zuordnet, und so dass gilt

(1) VIXW = fVxW, Vx(fW) = ffVxW + X(f) - W.

(2) Falls es Vektorfeld W € T(TM) gibt, so dass W(H(y)) = W(y) fiir alle
y € N, so gilt o ~
wa(y) = vaH(X)W-

(Beachte, dass ViV tensoriell in U ist, also hier nur der Wert U(H (y)) an
einem festen Punkt H(y) gebraucht wird, um (VyV)(H (y)) zu bestimmen.

Anwenden werden wir dies insbesondere auf Variationen, also N = [a,b] X
(—e€,€).

Beweis. Der Satz folgt genauso wie bei der kovarianten Ableitung entlang von
Kurven. O

Es ergeben sich direkt Eigenschaften ganz entsprechend denen des Levi-
Civita Zusammenhangs V, indem man einfach die Regeln aus Satz [20.5] anwen-
det.

20.6 Definition. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, und c: [a,b] — M
glatte Kurve. Wir definieren die Energie von c als

1, e
E(c) := 3 | (s)]” ds;
die Lénge war
b
L(c) :/ I (s)] ds.

20.7 Satz. Erste Variantionsformel. Sei H: [0,1]x(—¢,¢€); (s,t) — H(s,t) =:
ct(s) eine Variation der Kurve co. Dann gilt

1

d

) = [at50.9.¢6))]

dt

—/0 g(%(ovs)ﬁa/as%)ds. (20.8)

0
Es gilt: die kritischen Punkte des Energiefunktionals, d.h. die Kurven cq mit
L F(ct)|t=o = 0 fiir jede Variation H: [0,1] x (—€,€) von co mit festen End-
punkten, d.h. mit H(0,t) = ¢o(0) und H(1,t) = co(1) fiir jedes t, sind genau die
Geoditen.

Falls ¢y nach Bogenlinge parametrisiert ist, so gilt fiir jede Variation H von cg

d d
aE(Ctﬂt:O = aL(Ct)|t:O~

Eine Kurve cq ist kritischer Punkt fiir L (entsprechend definiert wie fiir E)
genau dann, wenn eine Umparametrisierung von cy eine Geoddte ist.

Beweis. Zum Beweis wird folgendes Lemma benutzt:
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20.9 Lemma. Sie Y ein Vektorfeld entlang einer Kurve cq: [a,b] — M. Dann
gibt es eine Variation H: [a,b] X (—e,¢) — M wvon cg, so dass Y (s) = %(S,O)
fir alle s € [a,b]. Falls Y(a) = Y (b) = 0, kann man die Variation so wdhlen,
dass sie konstante Endpunkte hat.

Beweis. Man konstruiere H(s,t) := exp,, ) (tY (s)); fiir geniigend kleine € > 0
liefert diese Definition das gewiinschte. O

Man beweist nun Gleichung durch Ableiten von E(c;). Durch Einset-
zen sieht man, dass fiir Variationen von Geodéten mit konstanten Endpunkten
diese Ableitung verschwindet.

Sei umgekehrt ¢y eine Kurve und f: [0,1] — R eine glatte Funktion mit
f(s) >0 fir x € (0,1) und f(0) = f(1) = 0. Dann gibt es zu dem Vektorfeld
Z(s) == f(s)Vg,9s0/0s entlang von ¢y eine Variation H: [0,1] X (—¢,€) mit
festen Endpunkten und mit 9/0t(s,0) = Z(s). Ist ¢o kritisch fiir E, so gilt also

1
0=/ [(8)9(V5)950/05,V 5550/0s) ds.
0

Da f fast iiberall positiv und g(v,v) > 0 ist, folgt dass der Integrand identisch
verschwindet, also ¢y genau die Geodétengleichung erfiillt. O

Damit haben wir die Geodéten auch als Losung eines recht einfachen Variati-
onsproblems erkannt. Dies erlaubt es nun, die Kriimmung mit den Eigenschaften
von Geodéten in Verbindung zu bringen. Dazu dient

20.10 Satz. Zweite Variationsformel: Sei (M,g) Riemannsche Mannig-
faltigkeit. Sei co: [0,L] — M eine nach Bogenlinge parametrisierte Geodite
(insbesondere L(co) = L). Sei H: [0, L] X (—¢,€); (s,t) — M ein Variation von
co- Dann gilt

d? L

5Bl = [9(Va/0:0]01(5,0),ch(s))]

0

2
‘ — R(0/0t, ¢y, partial |Ot, c;y) ds.

L [
n / ‘va/asa/at(s, 0)
0

Fiir die Lange gilt entsprechend

d2

— R L
Ll = [9(V00,0/9(s.0). ()|

L, - 2 _ .
—|—/ ’Va/asa/at(s, 0)‘ — R(9/0t, ¢, partial [0, c) — g(cp, Va,as0/0t(s,0)) ds.
0

Hierbei ist R der Riemannsche (0,4)-Krimmungstensor.

Beweis. Es gilt
ag(@/@s,@/@s) =29(Vy/950/0t,0/0s).
Nochmaliges Ableiten liefert
2

@9(3/3& 0/0s) =29(V o0tV 0,9s0/0t,0/05) +29(V 97050/ 0t, V 9510/ 0s).
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Da der Kommutator von 9/9s und 0/9t verschwindet, gilt

ﬁa/atva/asa/at = ﬁ@/asﬁa/ata/at — R(0/0t,0/0s)0/0t.

Einsetzen liefert

2

20127

- . . _ _ 2
(9/0s,0]05) = g(V o0V 5/0:0/0t,0/0s)—R(D]0t, D] s, D] Ot, 6/(’“)8)—1—‘83 /358/(%‘ .

Da ¢y Geodite ist fiir ¢ = 0 auch 63/588/85 = 0. Somit, nochmals benut-
zend, dass der Zusammenhang mit g vertraglich ist, folgt durch Integration die
Behauptung. O

20.11 Satz. Sei M kompakte Mannigfaltigkeit. Sei v: S — M eine glatte
Abbildung welche nicht homotop zur konstanten Abbildung ist. Dann gibt es eine
Geodite c: St — M welche homotop 2u v ist, und so dass L(c) das Minimum
aller Lingen von zu ~y homotopen Schleifen realisiert.

Hierbei ist S1 = {2z € C | |z| = 1}. ¢: ST — M heifit Geodiite, falls c o exp
Geodiite, wobei exp: R — S*;¢ — exp(2rit), und L(c) := L(coexp [jp 7).

Beweis. Sei L das Infimum der relevanten Langen und sei ¢; eine Folge von

Schleifen homotop zu ¢, so dass L(c;) ~—— L.

Indem wir die ¢; ggf. noch verkiirzen, kénnen wir sie zu auf vorgegebenen
Intervallen [t;—1,t;] stiickweise Geodédten umformen. Nach iibergang zu einer
Teilfolge kénnen wir mit Arzela-Ascoli annehmen, dass ¢; gleichméfig gegen
eine Schleife ¢ konvergiert, so dass die Ableitungen der Einschrankungen auf
die [t;—1,t;] ebenfalls gleichmifig konvergieren. Die Limeskurve ist also wieder
stiickweise C' und hat Liange L. Wegen der lokalen Kontrahierbarkeit von M
ist sie homotop zu den ¢;. Da L(¢) = L minimal ist, kann man die Linge nicht
lokal verkleinern. Also ist ¢ eine Geodéte. O

20.12 Satz. Satz von Synge. Sei (M,g) kompakt, zusammenhdngend, von
gerader Dimension, orientierbar mit strikt positiver Schnittkriimmung. Dann
ist M einfach zusammenhdngend.

Falls M nicht orientierbar ist, gilt (M) =, 7./2.

Beweis. Wir machen folgende (vorldufige) Definition: M heifit orientierbar, wenn
der Paralleltransport entlang jeder Schleife c: S' — M eine Abbildung aus
SO(T,yM) induziert.

Eine Mannigfaltigkeit ist einfach-zusammenhéngend, wenn jede Schleife ho-
motop zu einer konstanten Schleife ist.

Zum Beweis des Satzes nehmen wir nun das Gegenteil an. Sei also, mit
Satz co: S' — M eine geoditische Schleife minimaler Linge in ihrer
Homotopieklasse. Damit hat sie auch minimale Energie.

Der Paralleltransport P: T, (1)M — T.,(1)M entlang von c¢ ist orientie-
rungserhaltend und a6t auBlerdem sowohl ¢ (1) als auch dessen orthogonales
Komplement £ C T )M invariant. Nun ist E' von ungerader Dimension. Aus
der linearen Algebra wissen wir, dass dann auch ein (zweier) Vektor 0 £ v € E
existiert mit Pv = v. Sei nun Y ein paralleles Vektorfeld entlang von ¢y mit
Y(1) = v und H: S x (—¢,€);(s,t) — H(s,t) = c(s) eine entsprechende Va-
riation mit partial /0t =Y.
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Dann ist dL(¢;)/dt = 0 bei t = 0 und da ¢ Schleife und Y parallel

d? L

— L(ct)|t=0 = —/ R(Y,d,Y,d)ds < 0.

Nach der Taylorformel wére dann aber fiir geniigend kleine ¢ # 0 L(c:) < L(co),
im Widerspruch zur Wahl von cy.

Der Satz iiber die nicht-orientierbaren Mannigfaltigkeiten wird so bewiesen:
die entweder 2-blattrige Orientierungsiiberlagerung M von M ist orientierbar
und hat dieselben lokalen metrischen Eigenschaften, also nach dem gerade be-
wiesenen ist sie einfachzusammenhéngend, und somit hat M selbst eine Funda-
mentalgruppe der Ordnung 2. O

20.2 Jakobifelder

Wir haben bisher Variationen von Kurven angeschaut, bei denen vielleicht eine
Kurve (cp) eine Geodite war. Nun wollen wir die Besonderheiten studieren, die
sich ergeben, wenn man eine ganze Variation durch Geodéten durchfiihrt.

20.13 Satz. Sei H: [0,C] x (—€,¢) — (M, g);(s,t) — H(s,t) =: ¢(s) eine
Variation einer Geoddten co(t), so dass alle Kurven c¢; Geoditen sind. Dann
erfillt X (s) := 0/0t|(s,0) die Differentialgleichung

VosasVasasX = R(X, c()cp. (20.14)

Umgekehrt ergibt sich jedes Vektorfeld X (s) entlang von co(s), welches die Dif-
ferentialgleichung (20.14) erfullt, auf genau diese Weise aus einer Variation von
Geoditen.

20.15 Definition. Ein Vektorfeld X (¢) entlang einer Geodéten ¢, welches die
Differentialgleichung (20.14) erfiillt, heit Jakobi- Vektorfelder, oder kurz Jako-
bifeld.

Beweis. Beweis von Satz [20.13l
Sei H(s,t) = c¢t(s) eine Variation von Geodéten ¢;. Wir berechnen einfach mit
X = 0/0t, benutzend dass 9/0t und 9/0s kommutieren

_ _ 0 = — 0
Va/asva/asa ZVa/asVa/ata

:v(a/atﬁa/as% + R(0/0t,0/0s)0/0t = R(0/0t,0/Ds)D /0t

da alle ¢; Geodéten sind und damit Vy/9,0/0s iiberall verschwindet.
Um zu gegebenem S die Existenz zu beweisen, benotigen wir ein weiteres
fundamental Resultat iiber Jakobifelder:

20.16 Satz. Sei c: [0, L] — M eine Geoddite in (M,g) und Xo,Yy € Teo)M
zwei Vektoren. Dann existiert ein eindeutiges Jakobifeld X entlang von ¢ mat
X(0) = Xo und (Vg,95X)(0) = Yo.

Beweis. Die Jakobifeld-Gleichung ist eine lineare gewo6hnliche homogene
Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir eine vektorwertige Funktion von ¢
(benutze den Paralleltransport, um in eine R™-wertige Funktion zu iibersetzen).
Zu vorgegebenem Anfangswert und Anfangsableitung hat sie daher genau eine
Losung. O
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Nun sei ein Jakobifeld X entlang der Geodéten cg: [0, L] — M gegeben. Wir
betrachten die eindeutige Geodiite h: (—e, €) — M mit h(0) = ¢o(0) und A'(0) =
X (0), und transportieren ¢{,(0) parallel entlang von h zu einem Vektorfeld Y und
Vs /0 X (0) parallel entlang von h zu einem Vektorfeld Z entlang von h. Definiere
dann

H(s,t) := expy ) (s(Y(t) +tZ(t))).

Da H(s,0) fiir s € [0, L] definiert ist, gibt es kleines € > 0, so dass auch H(s,t)
fiir (s,t) € (—e, €)x[0, L] definiert ist. Nach konstruktion ist jedes ¢;(s) = H(s, 1)
eine Geodite. Also ist das zugehorige 9/0t ein Jakobifeld. Fiir s = 0 hat es nach
Konstruktion den Wert X (0), und fiir s =¢t =10

Vo,0s0/0t = V90005 =V g04(Y (t) + tZ(t)) = Z(0) = V5,9, X (0).

Da Jakobifelder mit vorgegebenem Anfangswert und Ableitung nach Satz[20.16)
eindeutig sind, stimmt X mit 9/0¢ iiberein, wie verlangt. O

20.17 Beispiel. Seien v,w € S™. v L w Die Kurve ¢(s) = cos(s)v+ sin(s)w ist
dann ein GroBkreis, also eine Geodite, mit ¢’(s) = —sin(s)v-+cos(s)w € Ty5)S™.
Sei nun auch v € S™ mit v L v und v L w, also insbesondere n > 2. Dann erhilt
man eine Variation H(s,t) := sin(s)v + cos(s)(sin(¢)u + cos(t)w). Hier gilt nun
0/0t = cos(s)(cos(t)u — sin(t)w) € Tr(s,HS"-

Somit

8
ds’
wobei die letzte Gleichung einfach die Jakobi-Gleichung ist. Man bilde nun das
Skalarprodukt mit |0/ 8t’ ” (fiir cos(s) # 0) und erhilt so die Schnittkriimmung.
Da 9/8s und /0t ein Orthogonalbasis bildet (solange sin(s) # 0), und jede

Ebene in jedem T,,S™ auf diese Weise aufgespannt werden kann (durch geeignete
Wahl von w, v, w), ist die Schnittkriimmung von S™ konstant +1.

ﬁa/@sva/asa/at = —5‘/315 = fR(a/é's, a/ﬁt)

20.18 Bemerkung. Unter Benutzung des Hyperboloidmodells von H" berech-
net man auf identische Weise dass die Schnittkriimmung von H" konstant —1
ist.

20.3 Cut Locus

20.19 Definition. Sei (M, g) vollstinsdige Riemannsche Mannigfaltigkeit, p €
M.
Sei ¢ € M. q heifit konjugiert zu p, falls es eine (abstandsminimierende)
Geodite c: [0, L] — M von p nach g und ein nicht-verschwindendes Jakobi-Feld
Y entlang ¢ mit Y (0) = 0 =Y (L) gibt.
Der cut locus von p in M ist die Teilmenge cut, := {¢ € M | entweder g konjugiert zu p oder es gibt zwei versch

20.20 Satz. Sei (M, g) vollstindige zusammenhingende Riemannsche Mannig-
faltigkeit, p € M.

Es gilt M = cuty, I M,.4(p). Hierbei ist My,eq(p) diffeomorph zur offenen
Scheibe (D°)W™ M und definiert als Myey(p) := exp,({fv € T,M | [0,1] —
Mt exp,(tv) ist global abstandsminimierende Geodite}).
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20.4 Myers Theorem

20.21 Satz. Sei (M, g) vollstindige zusammenhingende Riemannsche Mannig-
faltigkeit mit Ric > Mg fir ein A > 0. Dann ist der Durchmesser von M durch
w4/ (n — 1)/ X nach oben beschrinkt.

Auflerdem ist M kompakt und hat endliche Fundamentalgruppe.

Beweis. Per Definition gilt diam(M) = sup{d(p,q) | pg, € M}. Seien p,q € M
mit d(p,q) = L und sei (da M vollstidndig) c: [0, L] — M eine nach bogenlidnge
parametrisierte Geodéte von p nach ¢. Sei Y7,...,Y,, eine Basis von parallelen
Vektorfeldern entlang von ¢ (erhélt man durch paralleltransport), mit Y1 = ¢.

Setze X;(s) := sin(ns/p)Y;(s). Dies sind Vektorfelder entlang ¢, welche an
den Endpunkten verschwinden. Seien H;: [0, L] X (—¢,€) dazu gehérige Varia-
tionen der Geoditen ¢, d.h. partial/0t; = X;.

Wir benutzen nun die zweite Variationsformel. Diese besagt (mit L = p)

s=L

- L _
E(t;) = Q(Va/asa/ati,a/as)} O+/ ’Va/asa/ati
s=0Jo

2

82
o

—R(D/0s,0]0t;,0/9s,0]0L;).

Hier ist nun nach Konstruktion 0/0t;(s) = X;(s) = sin(ms/p)Y;(s) mit Y;(s)
parallel. Damit gilt V,5,0/0t; = m/pcos(ms/p)Y;(s) und ist insbesondere iiber-

all orthogonal zu 9/9s = ¢/(s). Somit verschwindet hier der Randterm. Noch-
maliges Ableiten liefert

Vos0sVasasXi(s) = = /p° Xi(s).
Weiterhin beachte, dass

9

0s
Man integriere nun diese Gleichung und benutze X;(0) = 0 = X;(L), um zu
erhalten

— —_ 2 — —_
9(Xi(s), VosasXi(s)) = |Voj0sXi(s)|” 4+ 9(Xi(s), Vosas Vosos Xi(s).

82
ot

L
E(t;) = —/0 g(Xi(s),ﬁa/asﬁa/asX,»(s)—FR(Xi(s),8/85,X,>(s),8/65))ds

= — /OP sin®(ws/p) (7% /p* — R(¢, Xi, ¢, X)) .

wobei am Ende Y;(s) = sin(ws/p)X;(s) eingesetzt wurde, und die Tatsache dass
die X; eine Orthonormalbasis bilden.

Nun ist ¢ eine global Abstandsminimierende Geodéte. Entsprechend ist sie
ein echtes (lokales) Minimum fiir das Energiefunktional. Die erste Ableitung der
Energie verschwindet, und die zweite Ableitung muss > 0 sein, sonst wire nach
Satz von Tayler diese Eigenschaft nicht gew” ’ahrleistet, also g—;E(ti) > 0. Wir
bilden nun die Summe dieser Ungleichungen fiir i =2,....,n und erhalten, nach
definition der Ricci-Kriimmung

0< /OP sin®(ms/p) (n — 1) /p* — Ric(c, ¢')) ds

Da nach Voraussetzung Ric(¢/, ¢’) > A, kann dies nur gelten wenn p < w+/(n — 1)/,
wie behauptet.



69

999

Nach dem Satz von Hopf-Rinow ist M, als abgeschlossene und beschr”’ankte
Teilmenge von M also kompakt.

Die universelle Uberlagerung von M hat aber jetzt die gleichen metrischen
Eigenscharten, ist insbesondere ebenfalls kompakt. Somit muss die Uberlage-
rung eine endliche Uberlagerung und damit die Fundamentalgruppe endlich

sein. O

21 Riemannsche Untermannigfaltigkeiten

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei M C M eine Untermannig-
faltigkeit mit der induzierten Riemannschen Metrik, i: M — M die Inklusion.
Als Beispiel haben wir schon eingebettete Flichen im R® kennen gelernt.

Unser Ziel ist nun, die (metrischen) Eigenschaften von M, M und der Ein-
bettung ¢ in Beziehung zu setzen.

21.1 Definition. Die zweite Fundamentalform der Einbettung i ist der Tensor
II € T(Sym?(TM) ® i*T M) definiert durch

IT,(u,v) := ViV — ViV,

wobei p € M, u,v € T,M, U,V € T'(TM) mit U(p) = u, V(p) = v und so
dass Ulas, Vy € T(TM). V ist der Levi-Civita Zusammenhang auf M und V
derjenige auf M.

17T mifit also den Unterschied der beiden Zusammenhénge.

21.2 Bemerkung. Es ist leicht zu zeigen, dass II tensoriell (i.e. C*°(M)-
linear) ist, und insbesondere nicht von den Fortsetzungen U und V' abhéngt,
und dass IT symmetrisch ist (man benutzte, dass der Kommutator auf M und
M iibereinstimmt).

Zur Namensgebung: als erste Fundamentalform wird die Riemannsche Me-
trik aufgefaf3t.

21.3 Lemma. In der Situation von Definition gilt
II(u,v) = (Vg V)1,
wobei X+ der Anteil von X orthogonal zu T,M C TPM 15t.

Beweis. Diese Eigenschaft der kovarianten Ableitung wurde bereits in Aufgabe
17.22| nachgepriift. O

21.4 Definition. Sei M C M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit einer
m-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit.

Dann kann man TM auf M einschréinken und erhilt so ein m-dimensionales
Vektorbiindel TM|y;. Dieses enthilt als Unterbiindel 7M. Das orthogonale
Komplement (faserweise gebildet) von TM in TM |y, wird das Normalenbiindel
v genannt.

Die entsprechende Konstruktion kann man immer durchfithren, wenn ein
Unterbiindel F; eines euklidischen Vektorbiindels E vorliegt.

Hat man keine euklidische Metrik auf F zur Verfiigung, wird das Norma-
lenbiindel definiert als das (faserweise) Quotientenbiindel E/E;.

Beachte, dass das Normalenbiindel 1-dimensional ist, falls dim (M) = dim(M)—
1.
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21.5 Aufgabe. Zeige, dass die in Definition konstruierten Objekte wirklich
(auf kanonische Weise) Vektrorraumbiindel sind.

21.6 Definition. Die Weingarten Abbildung einer Untermannigfaltigkeit M C
M mit dim(M) = n und dim(M) = n + 1 mit (lokalem) Einheitsnormalenfeld
v € T(TM|y) ist definiert als ) S: T,M — T,M;S(u) := V,v (wobei eine
Fortsetzung von v auf M benutzt wird).

Wir definieren aufilerdem die reellwertige zweite Fundamentalform [(u,v)
durch I(u,v) - v = —I11(u,v).
21.7 Lemma. [(u,v) = g(S(u),v)
Beweis. g(S(u),v) = g(Vuv,v) = —g(v, Vo) = l(u,v). O

21.8 Definition. Gauss-Kriimmung

I7e U, w)l(v,0) = 1w, 0)?
K(u,v) := 30w W)g(0,0) — g(u, v)2"

unabhéngig vom vorzeichen von v und damit fiir die Einbettung M < M von
Kodimension 1 wohldefiniert.

21.9 Satz. ( Gauss Theorema Egregium)
Es gilt fir x,y,u,v € T,M C T,M

R(z,y,u,v) = R(x,y,u,v) + l(z,u)l(y,v) — l(x,v)l(y,u)
Fiir die Schnittkrimmung folgt
K(z,y) = K(z,y) + K(,y).
Beweis. V,Y =V,Y — (V,Y)+ = V.Y —I(z,y)v. Somit
VoVyU =V, (VyU—I(y,u)v) = VxVyU—-U(X,VyU)r—I(Y,U)V xv—(X.I(y,u))v.
Somit, nach Skalarprodukt mit v

g(VxVyU,v) — g(VxVyU,v) = 1(Y,U) g(Vxv, V)
N—_————
=l(z,v)

Damit ergibt sich die erste Gleichung aus der Definition der Kriimmung, die
zweite folgt durch Spezialisierung. O

21.10 Beispiel. Sei als Spezialfall M = R™*! mit der flachen Standardme-
trik. Dann sieht man, dass die Gaulkriimmung eine intrinsische Grofe ist, die
nicht von der Einbettung abhéngt (und zwar gleich der Schnittkriimmung der
Untermanngifaltigkeit).

Dies kann man insbesondere auf den Fall von Flichen in R3 spezialisieren.
Dort ist die Weingarten Abbildung (wie friither definiert) identisch mit unserer
oben definierten Weingarten Abbildung (da in R™ V die gewdhnliche Ableitung
ist). Wir sehen insbesodnere, dass sie symmetrisch ist.

Beachte, dass die frither definierte Gauflkriimmung det(W) in diesem Fall
gerade die oben definierte Gaulkriimmung ist.
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22 Riemannsche Submersionen

Das “Gegenteil” von Einbettungen sind Submersionen, also Abbildungen p: M —
M mit Typ: Ty M — T,y M surjektiv fiir jedes x € M.

22.1 Beispiel. Sei G eine Liegruppe, welche glatt auf einer Mannigfaltigkeit
M operiere. Die Operation sei frei und proper. Letzteres heifit, dass fiir jede
Kompakte Teilmenge K C M die Menge {g € G | gK N K # ()} kompakten
Abschluss in G hat.

Dann hat die Quotientenmenge M /G auf kanonische Weise die Struktur einer
glatten Mannigfaltigkeit, und die Projektion M — M/G ist eine Submersion.
Diese hat lokale Schnitte U C M — tildeM.

Sie insbesondere H eine (abgeschlossene) Lie-Untergruppe einer Liegruppe
G. H operiert auf G durch Linksmultikation. Diese Operation ist frei und proper,
folglich erhélt man eine Quotientenmannigfaltigkeit G/H (diese wird homogener
Raum genannt), mit Submersion G — G/H.

Beweis. Durch die freie Operation erhélt man ein Unterbiindel U = im(7T.G) C
TM, wobei die Abbildung GtoM;x +— gx in einer Umgebung der 1 verwendet
wird. Sie V ein in einer Umgebung von x definiertes komplementires Biindel.
Wihle Riemannsche Metrik auf M beziiglich der U und V orthogonal werden.
Dann wird exp,, |: V — M — M/G eine (inverse) Karte von M /G (hier braucht
man, dass G proper operiert), und mit dieser Struktur ist auflerdem offenbar
M — M/G eine Submersion. O

22.2 Definition. (Bi)invariante Riemannsche Metrik auf G (biinvariant falls
G kompakt).

22.3 Definition. Riemannsche Submersion: Submersion p: (M,g) — (M, g)
so dass Typ: H, — T, M isometrie, wobei H, := ker(T,p)*.

22.4 Satz. Fulls (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit mit properer freier G-
Operation, so gibt es eindeutige Metrik auf M = M /G, so dass p eine Riemann-
sche Submersion wird.

Beweis. Definiere die Metrik durch liften; dies ist wohldefiniert, da G isome-
trsich operiert. O

22.5 Beispiel. Auf §2"+1 C C™ operiert S' C C isometrisch, frei und proper;
der Quotient ist CP", erhilt also eine kanonische Sumersionsmetrik, die Fubini-
Study Metrik.

22.6 Satz. Seip: M — M Submersion. Dann gilt
(1) p verkleinert Abstinde.

(2) Falls ¢ Geodite in M mit &(0) horizontal, dann ist & (t) immer horizontal,
und das Bild ist ebenfalls eine Geodite.

(8) Umgekehrt sind horizontale Lifts von Geoddten in M Geoditen in M.

Beweis. Kurven werden beim Projezieren nicht langer, dies beweist i. Falls ¢
Geodiite in M, lifte ¢/ zu horizontalem Vektorfeld in M (genauer in der Umf
p~1(im(c)), und lifte lokal zu Integralkurve &, welche nicht linger ist als ¢, also
wegen erster Ugl lokal minimierend.
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Fiir ii), vergleiche Geodéte 4 mit der gelifteten zum Bildvektor Tp(5'(0)).
Beide haben gleichen Anfangspunkt und Anfangsgeschwindigkeit, stimmen also
iiberein. m

22.7 Lemma. Sei p: M — M Riemannsche Submersion. ~ R
Fiir Vektorfelder X € T'(TM) gibt es horizontale Lifts X. V € T(TM) ist
vertikal, falls Tp(V) = 0.

22.8 Lemma. [X,Y] — [X,Y] ist vertikal, genause [X,U] fir jedes vertikale
Vektorfeld U .

Beweis. Benutze Kriterium: U horizontal genau wenn U(f o p) = 0 fiir jedes

feC=(M). O

—_~—

22.9 Satz. ViV = VxY + L[X,Y]".

o .2
22.10 Theorem. XY orthonormal. Dann K(X,Y) = K(X,Y) = % ‘[X,Y]”

23 Struktur von allgemeinen topologishcen Rdum-
en und Mannigfaltigkeiten —ein Ausbilck

Im allgemeinen ist es sehr schwierig, die Struktur eines topologischen Raumes
zu verstehen. Ein Ansatz zur Beschreibung topologischer Rdume besteht darin,
sie in “einfach Stiicke zu zerlegen. Dann kann man hoffen, durch reine Kom-
binatorik herauszubekommen, wie sich diese Stiicke zum topologischen Raum
zZusammensetzen.

23.1 Beispiel. In den R? eingebettete 2-dimensionale geometrische Simplizi-
alkomplexe; hier werden 2-dimensionale Dreiecke entlang gemeinsamer Kanten
und Ecken zusammengeklebt.

Ein Beispiel ist (der Rand) eines Tetraeders.

23.2 Definition. Ein topologischer Raum U heifit zusammenziehbar, falls es
ein 29 € U und eine stetige Abbildung H: U x [0,1] — U gibt mit H(z,0) = x
und H(x,1) = zg fir alle z € U.

Man nennt H eine Kontraktion, und man schreibt U ~ {x}.

23.3 Beispiel. Die die abgeschlossene Scheibe D™ C R™ ist zusammenziehbar,
genauso R™.

23.4 Definition. Sei X topologischer Raum, {U; }cs eine offene Uberdeckung
von X . Die Uberdeckung heifit gut, falls fiir jedes endliche Teilmenge {i1, ..., it} C
I gilt

~ N Ui n---N Ul

Uilﬁ--~ﬂUik{ b U 7

=0(: sonst.
23.5 Beispiel. Die iibliche Zerlegung von S* in 2 offene Intervalle ist nicht gut,
da die Schnittmenge aus 2 Komponenten besteht.

Die feinere Zerlegung von S' in 3 ist eine gute Uberdeckung (sogar eine
endliche).
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23.6 Bemerkung. Ist eine gute Uberdeckung {Ui }:er eines topologischen Raums
X gegeben, so kann man (im Prinzip) jede Homologiegruppe von X alleine aus
der Kenntnis, welche der Schnittmengen U;; N --- N U;, leer sind und welche
nicht, bestimmen.

23.7 Lemma. Sei U C R"™ konvex und offen. Dann ist U homdomorph zu
(D™)°, der offenen Scheibe.

Beweis. Sei xy € U und S}~! C T, U die Sphire vom Radius 1 (dazu benutze
man, dass T, U kanonisch zu R™ isomorph ist, dann muss man noch nicht einmal
ein Skalarprodukt wéhlen).

Setze a: ST — Rug;v — sup{\ € Ry | 2o + Av € U}. Dann liefert

h:U— (D™)%p=x0+ Av+— Lv
a(v)

einen Homo6omorphismus, weil U konvex ist. O

23.8 Bemerkung. Wenn U,V C R" konvex sind, dann auch U N V. Somit ist
eine Uberdeckung {U,};e; von M C R™ eine gute Uberdeckung, falls jede der
Mengen U; konvex ist.

23.9 Satz. Sei“M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann exi-
stiert eine gute Uberdeckung {U;}icr, sogar so, dass fiir jede endliche Teilmenge

~(DM* Up,n---NU;, #0

{il,...,ik} cIlgilt:U;,N---NU;,
=0 sonst.

Beweis. Ziel ist, dasselbe Konvexititsprinzip wie in Bemerkung [23.8] zu ver-
wenden. Dazu muss zunéchst einmal sinnvoll definiert werden, was eine konvexe
Menge auf einer Mannigfaltigkeit eigentlich sein soll. Dies hingt von zusétzli-
chen Wahlen ab: wéhle eine Riemannsche Metrik g auf M.

Dann existiert (nach dem Satz iiber Existenz und Eindeutigkeit von Geodéten)
eine offene Teilmenge U C M x M, welche die Diagonale {(m,m) € M x M |
m € M} enthélt, und so dass fiir je zwei Element (x,y1), (z,y2) € U eine eindeu-
tige Geod”’ate «: [0,1] — M von y; nach yo existiert, Diese erfiillt aulerdem
(z,v(¢)) € U fiir alle ¢ € [0,1].

Da also die offenen Mengen U, :={y € M | (z,y) € Y} geoditisch konvex
sind, ist U, homdomorph zu (D™)°. Dies sieht man genauso wie in Lemma
man muss nur den Ausdruck zo + Av ersetzen durch exp, (\v).

Wiihle also eine offene Uberdeckung durch solche U,. Dann ist jede Schnitt-
menge U,, N---NU,, ebenfalls geodétisch konvex. Hierbei muss man die Ein-
deutigkeit verwenden: falls v Geodéte von y; nach yo in U,, und y1,y2 € U,,,
so ist v auch die in U,, verlaufende Geodéte von y; nach yo, liegt also sogar in
Uz, NU,,.

Damit ist die Aussage bewiesen. O

23.10 Satz. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, M C M eine glatte Unterman-
nigfaltigkeit und g eine Riemannsche Metrik auf M. Definiere

vi={veT,M|zeMwvlT,MCcT,M}

Dies ist ein glattes Vektorbiindel diber M, das sogenannte Normalenbiindel der
FEinbettung M — M.
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Aussage: Es gibt eine offene Umgebung U C M von M und einen Diffeo-
morphismus ¢: v — U, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

y U
Nullschnitt]\ Tlnklusion
id|

M —— M

Beweis. Betrachte die Abbildung ¢: v — M;v € T, M — expf”(v). Diese Ab-
bildung hat die folgenden Eigenschaften:

(1) ¢|ar = idpy.

(2) ¢ ist gar nicht auf ganz v, sondern auf einer offenen Teilmenge des Null-
schnitts M C v definiert.

(3) Die Berechnung des Differentials der Exponentialabbildung zeigt, dass
D(%O@ invertierbar ist fiir jedes x € M. Nach dem Satz iiber die Inverse
Abbildung ist also (]5 nach Einschrinkung auf eine geeignete offene Um-
gebung von (z,0) € v ein Diffeomorphismus auf seine Bildmenge (welche
offen in M ist).

(4) Wiéhle eine lokal endliche Familie {U; };¢ 1 offener Teilmengen von v, welche
M C v iiberdeckt, und so dass <£|U,i U — (ﬁ(Ui) eiAn Diffeomorphismus ist.
Setze U := J,;c; Us. Durch verkleinern von U wir ¢|y injektiv: Sei nédmlich
A C U definiert durch A == {z € U |z €e U;NU; = (¢lv,) Y(z) =
(@lu,) " (@)}

Entscheidend ist dann, zu zeigen, dass A offen ist (Ubungsaufgabe).

Man hat nun einen Diffeomorphismus qB: A—-Vmit M CACvund M C
V C M konstruiert, wobei A und V offen und q3| M = idays.

Falls M kompakt, wéhle nun € > 0, so dass {v € v | |v| < ¢} C A. Indem
man in jeder Faser den iiblichen Diffeomorphismus (D™)° = R™ anwendet, erhiilt
man einen Diffeomorphismus v — {v € v | |[v] < €}. Komponiert mit ¢ erhilt
man die gewiinschte Abbildung.

Ist M nicht kompakt, wird es eine solche Konstante e > 0 im allgemeinen
nicht geben.

Statt dessen kann man eine glatte Funktion e: M — (0, 00) finden, so dass
{v € v | |v] < e(p(v))} die Rolle der Menge der Vektoren von Linge kleiner
der Konstanten e spielt. Hier ist p: v — M die Biindelprojektion. Details sind
Ubungsaufgabe. O

23.11 Satz. Seien M, N kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeiten, f: M —
N stetig und € > 0. Dann gilt

(1) FEs gibt eine glatte Funktion g: M — N so dass d(g(z), f(x)) < e fir alle
x e M.

(2) Falls € > 0 hinreichend klein ist, so ist sogar f ~ g, d.h. es existiert eine
Abbildung (genannt Homotopie) H: M x [0,1] — N mit H(z,0) = f(x)
und H(xz,1) = g(x) fir alle x € M.
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23.12 Bemerkung. Die erste Aussage aus Satz gilt auch, wenn M und
N nicht kompakt sind.

Die zweite verallgemeinert sich, wenn man wie im Beweis von Satz [23.10]
anstelle von Konstanten auch Funktionen e: M — (0,00) zuldit; man muss
dann voraussetzen, dass die Funktion geniigend klein ist.

von Satz[23.11l Beweis von|(2)} Falls e > 0 hinreichend klein, existiert fiir jedes
x € M eine eindeutige Geodéte 7, : [0,1] — N von f(z) nach g(x). Diese h”’angt
stetig von den Endpunkten ab, also auch von . Man setzt dann H (z,t) := 7,(t).

Beweis von Falls N = R”, wihle man eine lokal endliche offene Uber-
deckung (U;);er von M mit untergeordneter glatte Teilung der Eins (¢;)icr
und wiihle fiir jedes i ein x; € U;. Definiere dann g(p) := >, .; ¢i(p)f(z:). In-
dem man den Durchmesser der U; geniigend klein wahlt, wird g die gewiinschte
Eigenschaft erhalten.

Fiir beliebiges N wihle eine Einbettung i: N — R, mit Tubenumgebung
U C R* und Diffeomorphismus ¢: U — v, wobei p: v — N das Norma-
lenbiindel. Zu f: M — N 5 RF erhilt man dann g mittels folgenden kom-
mutativen Diagramms

M—g> U cRF Ll/

i I

M BN N
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