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0 Worum geht es?

Wir gehen von einem Korper K aus.
Lineare Gruppen sind Untergruppen einer ,allgemeinen linearen Gruppe*

GL,(K) = {z = (24)1<ij<n € Mpxn(K) | det(z) # 0}

Verkniipfung: Matrizenmultiplikation

mit n € IN.

Lineare algebraische Gruppen sind Untergruppen einer Gruppe GL, (K), die
durch endlich viele polynomiale Gleichungen f(X;;) = 0 in n* Unbestimm-
ten X; definiert sind (die n? Unbestimmten stehen fiir die n? Matrixeintrige).

0.1 Beispiele fiir lineare algebraische Gruppen
1) Esist
SLy(K) := {z € GLy(K) | det(z) = 1}
_ 11 Ti12
= {(:m Iw) € GLy(K)

definiert durch die polynomiale Gleichung X1 X9 — X190 X9 — 1 =0.

T11T22 — T12T91 — 1 = 0}

2) Allgemein ist die spezielle lineare Gruppe
SL,(K) := {x € GL,(K) | det(z) = 1}

durch die polynomiale Gleichung det(X;;) —1 = 0 in den n? Unbestimm-
ten X;; definiert. Dafl die Determinante als Polynom im Ring
K[(Xij)1<ij<n) aufgefasst werden kann, folgt aus der Leibniz-Formel fiir
die Determinante. Fiir x = (z;;) € M,y (K) gilt

det(z) = > sign(o) Tis) « - - - * Tno(m)

O’ESn

(vgl. Aufgabe 1).
3) Die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen

A, (K) = . | € GLL(K)
0 *

(n

ist durch die an) polynomialen Gleichungen X;; = 0 fiir ¢ > j definiert.
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4) Die Gruppe der Diagonalmatrizen

* 0
D,(K) := € GL,(K)
0 *

ist durch die n? —n polynomialen Gleichungen X;; = 0 fiir ¢ # j definiert.
5) Die Gruppe der unipotenten Matrizen

1 *
Un(K) = € GL,(K)
0 1

ist durch die polynomialen Gleichungen X;; = 6;; mit dem Kronecker-

1 filri—
Symbol §;; = { = definiert.

0 flire+#jy
txx(

ist durch die 9 polynomialen Gleichungen

6) Die orthogonale Gruppe

100
010
0 01

03(R) := {x € GLy(R)

B

X1 X1j + X9 Xoj + X5 X3, — 0,5, =0

mit 4,5 € {1,2,3} definiert.
Bemerkung
Es ist O3(R) = Stab E5 unter der Operation

GLg(R) X M3X3(R) —_— M3><3(IR,>, (T, A) — tTAT

Analog ist fiir n > 1 die orthogonale Gruppe O, (R) durch n? polynomiale
Gleichungen definiert.

7) Die symplektische Gruppe (char(K) # 2)

“E. 10 J"T\ZE. T0

ist durch (2m)? polynomiale Gleichungen definiert.

Spom(K) = {x € GLy,(K)

6



8) Die multiplikative Gruppe K* = {x € K | © # 0} ist isomorph zur
linearen algebraischen Gruppe

Go(K) == {(g 9301) € GLZ(K)} ,

definiert durch die Gleichungen X5 = 0, Xo; = 0 und X; X9 — 1 =0
(der Buchstabe ,m‘ bei Gy, steht fiir multiplikativ).

9) Die Gruppe GL, (K) ist isomorph zur linearen algebraischen Gruppe

0

xr = y 0 mit y € GL,(K) ¢ ,

0 ... 0]det(y)™!

x € GLn+1 (K)

definiert durch X; 41 = X,41; =0 fiir 1 <4,5 <n und
det ((Xij)i<ij<n) - Xntins1 —1=0.

0.2 Beispiele fiir affine algebraische Gruppen

Eine affine algebraische Gruppe G ist eine Teilmenge von K", die durch po-
lynomiale Gleichungen definiert ist, und die mit einer algebraisch definierten
Gruppenstruktur

G x G — G, (2,y)— zoy,

G—G or— 2!,

versehen ist (genaue Definition in Kapitel 3).

e Matrizenmultiplikation ist algebraisch definiert. Jede lineare algebrai-
sche Gruppe ist also eine affine algebraische Gruppe.

Wir werden in der Vorlesung zeigen, dass umgekehrt jede affine algebraische
Gruppe eine lineare algebraische Gruppe ist.

Beispielel) Die additive Gruppe G,(K) = {z € K} ist durch das Nullpo-
lynom definiert und hat die Gruppenstruktur

(v, ) —2z+2 und x+——> —x.
Es ist G,(K) ~ KT ~ Uy(K) (wie in 0.1.5 definiert).
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2) Die Kreisgruppe S'(R) = {(a,b) € R? | a® + b* = 1} ist eine affine
algebraische Gruppe.
Verkniipfung: (a,b)(a’,b') = (aa’ — bb', ab’ + a'b)
Inverses: (a,b)™! = (a, —b)
Einselement: (1,0)
Es ist S'(R) isomorph zur linearen algebraischen Gruppe

SO,(R) = {(Z _ab> c SLQ(R)} ,

definiert durch die Gleichungen: X1; — X99 = 0 und X5 + X5, = 0. Diese
Gruppe beschreibt die Drehungen der Ebene um 0, vgl. AGLA 11.8.
Jede Matrix (“ _b> € SLy(R) hat die Form (COW _S“W) mit ¢ € R und

b a sinp cosy

0 < ¢ < 27. Man erhélt Isomorphien

SYR)~ SO,(R) ~R'/2nZ~R'/Z~ O
—— Torus
spez. orth. Gruppe
Frage
Was passiert, wenn man Koeffizienten aus C zulésst?

Es ist (analog zu oben)

30,(C) = {(Zl _22) € SLQ(@)} .

22 2

Setze T := (1 7'). Dann ist T invertierbar mit 7' = - ( %, 1), und man
hat einen Isomorphismus

SOQ(@) 4"’» Gm((D) ~ C*, (Zl _22> — T (Zl _22> T—l

Z2 21 Z2 2

N 2 iZQ 0 N 2 7:22 0
- 0 z1 + 129 o 0 (Zl — 2'22)71 '

Allgemein nennt man eine affine algebraische Gruppe G iiber K einen n-
dimensionalen Torus, wenn es eine Korpererweiterung L von K gibt mit

GxL~L"x---xL*.
—_——

n Faktoren



0.3 Bemerkung zur Klassifikation

Sei L ein algebraisch abgeschlossener Korper (d.h. jedes nicht konstante Po-
lynom aus L[X] hat eine Nullstelle in L, vgl. AGLA 21.1). Chevalley hat
in den Jahren 1955-58 die , halbeinfachen® algebraischen Gruppen mittels
Dynkin-Diagrammen klassifiziert. Er hat auch gesehen, dass diese Gruppen
iiber Z und damit iiber jedem Korper definiert sind.

In dieser Vorlesung werden wir die Struktur linearer algebraischer Gruppen
untersuchen und den Klassifikationssatz formulieren.

0.4 Aufgaben

Aufgabe 1
Sei K ein Korper. Man zeige fir jede Matrix = (x;;) € Myx,(K) die
LE1BNIZ-Formel

det(x) = Z sign(o) Tig(1) - - - Tno(n)

oESy

Dabei ist S, = {o: {1,...,n} — {1,...,n} | o bijektiv} die symmetrische
Gruppe der Ordnung n! mit der Hintereinanderausfithrung von Abbildungen
als Verkniipfung.

Aufgabe 2
Fiir ein Ideal I in R sei I¢ das von ¢(I) in S erzeugte Ideal, also

endl.

IF=p(I)S={> wlr)si|ricR, s €8}
Fiir ein Ideal J in S sei J¢ das durch J¢ = ¢~ !(J) definierte Ideal in R. Man
zeige:
(a) I CIund J D J.
(b) I¢= I und Je = Jece,
(¢) Das Radikal Rad(I) :={r € R| 3m € IN mit r™ € I} ist ein Ideal in R.

(d) Ist P ein Primideal in R, so ist Rad(") = P fiir alle n € IN.

(Der Buchstabe e bei I¢ steht fiir ,extended®, und der Buchstabe ¢ bei J¢
steht fiir ,contracted“. Wenn S eine Ringerweiterung von R ist, dann ist
J=JNR.)



1 Hilbertscher Nullstellensatz

Sei R ein kommutativer Ring (Beispiel R = Z).

1.1 Kommutative Algebren

Definition
Eine kommutative R-Algebra ist ein kommutativer Ring A zusammen mit
einem Ringhomomorphismus

LA2R4>A.

Es ist dann A ein R-Modul mit der Skalarmultiplikation ra := t4(r) a
VreR,a€A.

Beispielel) Ist R ein Unterring eines kommutativen Ringes S, so ist .S eine
R-Algebra, wobei 1g die Inklusion ist. Man nennt S eine Ringerweiterung
von R.

2) Der Polynomring R[ X, ..., X,] ist eine R-Algebra, sogar Ringerweiterung
von R (vgl. Algebra 21.3).

Definition

Ein Homomorphismus ¢: A B von kommutativen R-Algebren ist ein

Ringhomomorphismus, fiir den zusétzlich gilt:

o(ra) =re(a) VYre R, a€ A.

Man nennt ¢ dann auch einen R-Algebrahomomorphismus.

1.2 Endlich erzeugte Algebren

(1) Eine kommutative R-Algebra A heifit endlich erzeugt (als R-Algebra),
wenn es ein n € IN und einen surjektiven R-Algebrahomomorphismus

o RIX1,..., X, — A

gibt. Die Elemente 1 := ¢(X1),..., 2, := ¢(X,) heiBen dann Erzeugen-
de von A (als R-Algebra). Man schreibt dann A = R[zy,...,z,].

(2) Sind 1, ...,y, beliebige Elemente einer kommutativen R-Algebra A, so
gibt es stets einen R-Algebrahomomorphismus

o RIX1,..., X, — A
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mit o(X;) = y; fir i = 1,...,n, den sogenannten Finsetzhomomorphis-
mus (dieser ist eindeutig bestimmt, wie aus Algebra 21.6 folgt). Es ist
dann

die von y, ..., y, erzeugte Unteralgebra von A .

Bemerkungl) Es gilt

A endlich erzeugt als R—Modul‘ — ’A endlich erzeugt als R—Algebra‘

Die Umkehrung gilt i.a. nicht, wie schon der Polynomring K|[X] iiber
einem Korper K zeigt. Es ist {X* | ¢ € Ny} eine Basis von K[X] als
K-Vektorraum, aber das eine Element X erzeugt K[X] als K-Algebra.

2) Ist L eine Korpererweiterung eines Korpers K | so unterscheiden wir sogar
zwischen drei Endlichkeitsbegriffen!

(a) L ist endlich dimensional als K-Vektorraum ( = L ist endlich er-
zeugt als K-Vektorraum),

(b) L ist endlich erzeugt als Ringerweiterung von K ,
(c) L ist endlich erzeugt als Kérpererweiterung von K .

Es gilt (a) = (b) = (¢), die umgekehrten Richtungen gelten i.a. jedoch
nicht.

Beispiel
Sei K ein Korper. Der Quotientenkorper L := K(Xj,...,X,) des Poly-
nomrings A := K[Xj,...,X,] in n Unbestimmten ist endlich erzeugt als

Korpererweiterung von K, aber nicht endlich erzeugt als Ringerweiterung
von K (vgl. auch Lemma 1.10 unten).

Beweis. Angenommen, L besitzt endlich viele Ringerzeugende

hy :;%»""hm:% mit f;,; € A, g; 0 fire=1,....,m.

Dann gibt es zu jedem h € L Polynome f,g € A mit g # 0 so, dal h = 5 gilt
und in der Primfaktorzerlegung von g nur Primelemente auftreten, die eines
der g; teilen (denn A ist faktoriell, vgl. Algebra 8.10 und 9.4).

Da A unendlich viele Primelemente besitzt, gibt es ein Primelement p € A
mit ptg; Vi=1,...,m. Dann ist aber h = % nicht so darstellbar wie oben
beschrieben. Widerspruch. ]
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1.3 Ganze Ringerweiterungen

Die Ubertragung des Begriffs , algebraische Kérpererweiterung® in die kom-
mutative Ringtheorie fithrt zum Begriff ,,ganze Ringerweiterung®.

Definition

Sei S eine kommutative Ringerweiterung von R. Ein Element s € S heifit
ganz iber R, wenn s Nullstelle eines normierten Polynoms f € R[X] ist, d.h.
wenn es ein Polynom

f=X"+a, X" "+ +a X +a

mit ag,...,a,—1 € R und f(s) = 0 gibt. Der Ring S heifit ganz iber R,
wenn jedes Element s € S ganz iiber R ist.

Beispiel
Z[i| ={a+bi|a,beZ} C Cist ganz iiber Z, denn

f=X%-2aX +a®+ b

erfilllt f(a+bi)=0Va,beZ.

Frage

Ist @@ eine ganze Ringerweiterung von Z7 Dariiber gibt der folgende Satz
Aufschluss:

Satz
Sei S eine ganze Ringerweiterung von R. Wenn S ein Korper ist, dann ist
R ein Korper.

Beweis. Seir € R\ {0}. Da S ein Kérper ist, existiert das Inverse r~! in S'.
Zu zeigen: 1 € R. Da S ganz iiber R ist, erfiillt »~! eine Gleichung

rm + an,ﬂ“_n—i_l +---+ag= 0 ‘ . 7“”_1
mit ag,...,a,_1 € R. Es folgt

P Gy Fanor+ o Far =0

1

und also r ' = —qyr" ' — .- —a,1 € R. O

1.4 Endliche Ringerweiterungen sind ganz

Satz
Sei S eine kommutative Ringerweiterung von R. Wenn S als R-Modul end-
lich erzeugt ist, so ist S ganz iiber R.

12



Beweis. Sei s € S, und sei {si,...,s,} ein Erzeugendensystem von S als
R-Modul. Dann ist

§8; = aj181 + -+ a;ps, fir gewisse aji,...,a;, € Rund j=1,...,n,

und fiir die Matrix A = (a;j)1<i j<n gilt

S1 551
Al =] ¢ beziiglich Matrizenmultiplikation.
Sn 58n
Es folgt
S1 0
(+) (A—sEy) | i | =]
Sn 0

0o 1
Zeige nun, dass s Nullstelle des charakteristischen Polynoms det(A — X E,,)

ist. Sei ’B .= A—sE,|, und sei B = (gm) € M,,»n(R) mit
bir := (—1)""* det(By,;) , wobei By; aus B durch Streichen der k-ten Zeile und
i-ten Spalte entsteht, vgl. AGLA 6.10.

10
mit der Einheitsmatrix F,, = ( )

det(B) fiiri=j

det(C) fiiri # 7,

wobei C' aus B entsteht, wenn man in B die i-te Spalte durch die j-te Spal-
te ersetzt (vgl. Laplacescher Entwicklungssatz AGLA 6.5). In C sind zwei
Spalten gleich, also det(C) = 0, und es folgt BB = det(B) - E, . Nach ()
gilt

Es ist EB = (Cij) mit Cij = kzijl Ezkbk] =

S1 0 0 S1 S1
Bl :]=]: und also .| =BB| : | =det(B)E,

Es folgt det(B)s; =0Vi=1,...,n.
Da es nach Voraussetzung A,..., A\, € R mit 1 = A\;sq1 + -+ + A\, s, gibt,
folgt det(B)-1=0. O

1.5 Charakterisierung endlicher Ringerweiterungen

Definition
Sei S eine kommutative Ringerweiterung von R. Dann heifit S endlich iiber
R, wenn S als R-Modul endlich erzeugt ist.
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Korollar(a) Fir s € S gilt:

’5 ganz tber R| <= | R]s] endlich tiber R

(b) Es sind dquivalent:
(i) S ist endlich tber R .

(i) S wird als R-Algebra von endlich vielen ganzen Elementen erzeugt.

Bemerkung

Seien K C L Korper. Dann ist (a) die ringtheoretische Version von Alge-
bra 11.12:

’ZE algebraisch iiber K‘ — |[K(z): K] <

und (b) die von Algebra 12.3:

’dimKL < oo‘ <~ |L=K(zy,...,7,) mit algebraischen z1, ..., z,

Beweis. (a) ,=—=“ Da s ganz iiber R ist, gibt es ein normiertes Polynom f €
R[X] mit f(s) = 0. Nach Algebra 8.1 ist jedes Polynom g € R[X]
darstellbar als g = hf + r mit grad(r) < grad(f) (oder r = 0).

Es folgt g(s) = h(s) f(s)+r(s) =r(s).
jnry
Also bilden 1,s,...,s" ! ein Erzeugendensystem von R[s| als R-

Modul (n = grad(f)).
»,<=“ Wende Satz 1.4 mit S = R][s| an.

(b) ,(1)==(ii)*"

S endlich iiber R = S ganz iiber R
Behauptung
»(il)==(i)“ Sei S als R-Algebra von n ganzen Elementen si,...,s, er-

zeugt. Fiihre Induktion nach n durch:
Fiir n = 1 folgt die Behauptung aus (a).
Nach Induktionsvoraussetzung ist R’ := R|[sy, ..., $,_1] endlich iiber R,
und nach (a) ist S = R'[s,,] endlich iiber R, also auch iiber R.
0

14



1.6 Die Eigenschaft ,,ganz‘ ist transitiv

Satz
Seien R C S C T kommutative Ringerweiterungen. Wenn S tber R und T
tiber S ganz sind, so ist T iiber R ganz.

Beweis. Sei t € T ganz iiber S. Dann gibt es eine Gleichung

" syt P+ 5o =0 mit Sg,...,S,—1 €5

Nach Voraussetzung sind s, ..., s,_1 ganz iiber R, also ist

R := R|[sg,...,S,_1] endlich iiber R nach 1.5(b). Da t ganz iiber R’ ist, folgt
mit 1.5(a), daBl R'[t] endlich iiber R ist. Nach 1.5(a) und (b) ist ¢t dann ganz
iiber 1. ]

1.7 Homogene Bestandteile eines Polynoms

Definition
Sei R ein kommutativer Ring, und sei f € R[X},..., X,] ein Polynom in n
Unbestimmten X,..., X, , also

f= Z oy X100 e X

mit Koeffizienten a,,,. ., € R, die bis auf endlich viele Null sind

(und Ny = N U {0}).

Ist f # 0, so heifit f homogen vom Grad j, falls my 4 --- +m,, = j fiir alle
(mq,...,my) € N§ mit ap,. m, # 0 gilt.

Beispiel

X? — X, X, + 5X2 ist homogen vom Grad 2 in Z[X, X5] .

Bemerkung

Das Nullpolynom ist homogen von jedem Grad j € N .

Ist f # 0 und nicht homogen, so fafit man die Summanden mit

my +---+m, = j zu einem Polynom f; zusammen und nennt f; den homo-
genen Bestandteil von f vom Grad j. Es gibt dann ein d € Ny mit f; # 0,
und es ist

f=fotFit+ .

wobei f; homogen vom Grad j ist (Es gilt also f; = 0 oder

M1t ma=j

Ist f # 0, so heifit max(j € Ny | f; # 0) der Totalgrad von f.

15



1.8 Algebraische Unabhingigkeit

Definition
Sei S eine kommutative Ringerweiterung eines kommutativen Ringes R.
Dann heiflen x1,...,z, € S algebraisch unabhdingig oder transzendent iiber

R, wenn der Einsetzhomomorphismus
R[Xl,...,Xn] —_— S, f f— f(l’l,...,In),

injektiv ist. In diesem Fall kann man den Unterring R[z1,...,z,] von S als
Polynomring auffassen.

1.9 Noethersches Normalisierungslemma

Lemma

Sei K ein Korper, und sei A eine kommutative, endlich erzeugte K-Algebra.
Dann ist A entweder ganz iber K , oder es gibt iiber K algebraisch unabhdngi-
ge Elemente Y1,..., Y, € A so, daff A ganz dber K[Y1,...,Y,] ist.

Beweis. Der Beweis wird gefiihrt fiir den Fall, dal K unendlich viele Ele-
mente hat (der Fall |K| < oo ist komplizierter zu beweisen und wird hier
nicht bendtigt).

Da A endlich erzeugt ist, gibt es z1,...,x, € A mit A = K[zy,...,x,] (vgl
1.2.1).

Sind x4, ..., x, algebraisch unabhéngig, so folgt die Behauptung, da A ganz
iiber A ist.

Sei nun A = K{zy,...,x,], wobei z1, ..., x, algebraisch abhéngig (und # 0)
sind. Dann gibt es ein Polynom f € K[X3,...,X,] mit

(%) flxy,...,2,) =0 und f#0.

Induktion nach n:

n = 1: Da f normiert werden kann, ist x; ganz {iber dem Korper K nach
Definition 1.3 und daher ist auch A = Kz;] ganz iiber K nach 1.5, 1.4.

n > 2: Zerlege f in seine homogenen Bestandteile f = fo+-- -+ fy mit f; # 0
wie in 1.7. Da K unendlich ist, gibt es A\1,..., \,_1 € K mit

faA, oo 21, 1) #£0.

Setze |y; == x; — Nz ‘ fire=1,...,n—1. Dann folgt durch Ausmultiplizie-
ren:

0 (f) f(yl + )\lxna <oy Yn—1 + An—lx”’ l’n)

:fd(>\1,-.-,/\n_171)xz—{—glgji_1_|_...+gd

#0 in K
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mit ¢; € K[y1,...,yn] firi=1,...,d.

Also ist z,, und damit A ganz iiber Ky, ...,y,_1]. Nach Induktionsvor-
aussetzung ist K[y, ..., yn_1] ganz iiber K, oder es gibt iiber K algebra-
isch unabhéngige Elemente Yi,...,Y,, so, daB K[yi,...,yn—1] ganz iiber
K[Y1,...,Y,] ist. Aus der Transitivitat der Ganzheit 1.6 folgt nun die Be-
hauptung. [

1.10 Schwacher Nullstellensatz

Lemma
Sei K ein Korper, und sei L eine Korpererweiterung von K , die als Ringer-

weiterung von K endlich erzeugt sei. Dann ist L algebraisch (sogar endlich)
tber K .

Beweis. Wire L nicht ganz iiber K, so wére L nach 1.9 ganz {iber einem
Polynomring R := KI[Yi,...,Y,,], und R wire nach Satz 1.3 ein Korper.
Widerspruch, da Yi,...,Y,, in R nicht invertierbar sind (nach Algebra 6.13).

O

Satz

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Dann sind die maximalen
Ideale im Polynomring K[X1, ..., X,] genau die Ideale (X1 —ay, ..., X, —ay)
mit ay,...,a, € K.

Beweis. Die Ideale (X; — ay, ..., X, — a,) sind maximal nach Aufgabe 5.
Sei nun m ein beliebiges maximales Ideal in K[X,...,X,]. Dann ist

L = K[Xi,...,X,]/m ein Korper (nach Algebra 7.4), und L ist endlich
erzeugt als Ringerweiterung von K nach Definition 1.2.

Da K algebraisch abgeschlossen ist, folgt nach dem Lemma L = K und
also K —— K[X;,...,X,]/m = K. Es gibt daher a4,...,a, € K mit
a;+m=X;+m,dh mit X; —aq; emVi=1,...,n (vgl. Algebra 7.2).

Da I = (X; —ay,...,X, — a,) maximales Ideal ist, folgt [ = m. ]
Korollar
Ist K algebraisch abgeschlossen, so gibt es eine Bijektion zwischen den Punk-
ten von K™ und den mazximalen Idealen in K[X, ..., X,], namlich
K" —— {mazximale Ideale in K[X1,...,X,]|},
(al,...,an) — (Xl—al,...,Xn—an).
Geometrie Algebra

Hier liegt der Ursprung der algebraischen Geometrie.
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1.11 Losbarkeit von Systemen polynomialer Gleichun-
gen

Definition

Sei K ein Korper, und sei K ein algebraischer Abschluss von K (gemif

Algebra 21.2, 21.4). Fiir eine nichtleere Teilmenge I C K[X7, ..., X, ] setzen
wir

V(I):={zcK"|fx)=0 Vfel}

und nennen (1) eine algebraische Menge in K= oder die Nullstellenmenge
von I in K .

Satz

Ist I # (1) ein Ideal in K[X1,...,X,], soist B(I)#0.

Beweis. Nach Algebra 7.6 ist [ in einem maximalen Ideal m von
K[Xi,...,X,] enthalten. Es ist dann L := K[X;,...,X,]/m ein Korper,
der als Ringerweiterung von K endlich erzeugt ist. Nach Lemma 1.10 ist
L also algebraisch iiber K und kann daher in K eingebettet werden (vgl.
Algebra 21.5). Setze x; = X; + m fiir ¢ = 1,...,n in L. Dann ist
(x1,...,2y) € V(m) CU(I). O

Korollar
Seien f1,..., fm € K[X1,...,X,]. Dann hat das System

genau dann keine Losung in K , wenn
1:p1f1++pmfm mit plaapmeK[levXn]
qgilt.

Beweis. Sei I = (fy,..., fm) das von fi,..., f,, erzeugte Ideal in
K[Xy,...,X,], also

I:{q1f1++mem|q177Qm€K[X1;7Xn]} .

Dann ist V(1) = {z € K" | fi(x) =0,..., fm(x) = 0}, wie leicht zu sehen
ist. Gilt U(I) = 0 so ist 1 € I nach dem Satz. Ist umgekehrt 1 € I, so ist
I = K[X3,...,X,] und ersichtlich B(I) = 0. O
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1.12 Radikalideale

Sei [ ein Ideal in einem kommutativen Ring R, und sei
Rad(I) := VI :={r e R|r™ eI fiir ein m € N}.

das Radikal von I.
Ersichtlich gilt I C Rad(7), und Rad([]) ist ein Ideal in R nach Aufgabe 2 c.

Definition

Ein Ideal I heifit Radikalideal, falls I = Rad(I) gilt.

Beispiel

Jedes Primideal ist ein Radikalideal (vgl. Aufgabe 2 d).

Bemerkung

Ein reduzierter Ring ist ein kommutativer Ring, in dem 0 das einzige nilpo-

tente Element ist. Dabei heifit ein Element r nilpotent, wenn r™ = 0 fiir ein
m € N ist. Es gilt

| Radikalideal in R| <= | R/I ist reduziert |.

Beweis. Seir € R.

,—" Ist r + I nilpotent in R/I
= rmc]fireinmecN
= r € Rad([) = I
:>r+I:f=0é/1-

pye="Ist r € Rad(/) = rm e [ fuirein m e N
—>r € I, da R/I reduziert.

1.13 Das Verschwindungsideal

Definition
Seien K ein Korper und K ein algebraischer Abschluss von K . Zu jeder
Teilmenge V C K" gehort das Ideal

JV):={feK[Xy,...,X,]| f(x) =0Vx eV},

genannt das Verschwindungsideal oder Ideal von V.

Lemma

J(V) ist ein Radikalideal.
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Beweis. Sei f € Rad(J(V)). Dann existiert ein m € N mit f™ € J(V), also
mit f™(z) =0Vx eV.

Da der Einsetzhomomorphismus ¢,: K[Xi,...,X,] — K ,g+— g(z),
multiplikativ ist, folgt 0 = f™(z) = p.(f™) = @ (f)™ = f(x)™ Yz € V. Da
K ein Korper ist, folgt f(z) = 0Vx € V und daher f € 3(V). O

1.14  3(W(I)) = Rad(I)

Seien K ein Kérper, K ein algebraischer Abschluss von K und [ ein Ideal in
K[X1,...,X,] sowie V C K" . Definiere

B(I):={zxcK"|flx)=0Vfel}
V) ={feK[Xy,....,X,]| flx)=0Vz € V}.

Nullstellensatz
J(B(I)) = Rad({) .

Beweis. Es ist Rad(/) C 3(U(I)), denn:

g€ Rad(l) = gm el fireinmeNN

— 0=g¢"(z) =g(x)" Vo e V()

= g(z) =0Vz € B(I), da g(r) im Kérper K liegt,
— g€ J(V(1)).

Zu zeigen: | J(U(I)) C Rad({)]|.
Nach dem Hilbertschen Basissatz (Algebra 6.14) ist I endlich erzeugt, d.h.
es gibt ein £ € N und f1,..., fr € K[Xq,...,X,] mit

I=(fi,.., fo) = {Zioipifi | pi € K[Xy,..., X,]}.

Sei g € I(V(I)) und g # 0. Dann folgt

(%) g(r)=0Vz € K" mit fi(z)=0,..., fiz) =0

nach Definition von J(U(1)).

Zu zeigen: dm € N mit g™ € I.

Betrachte in K[X7,..., X, ][X] die £ + 1 Polynome fi,..., f;,1 —gX.

Diese konnen keine gemeinsame Nullstelle in e haben, da jede gemein-
same Nullstelle von fi,..., f; nach (x) auch Nullstelle von g ist und daher

keine von 1 — ¢ X sein kann.
Nach Korollar 1.11 gilt also

L=pifi+-+pefe +pea(1 —gX)

mit D1,y Pe41 € K[Xlu s 7XTLHX] :
Setze ; fiir die Unbestimmte X ein. Dann folgt

L=pifi+--+pufs
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mit py,...,pr € K[Xy, ... ,Xn][é] . Mutipliziere diese Gleichung mit g™, wo-
bei m so grofl gewéhlt wird, dass alle Nenner in den Potenzen von ¢ ver-
schwinden. Es folgt

gt =pifi+--+pife mit pie K[Xy,...,X,]

und also g™ € I. (Trick des ,,Rabinowitsch®) ]

1.15 Folgerung

Seien K ein Kérper und K ein algebraischer Abschluss von K . Eine Teil-
menge V C K" heit algebraisch, falls es ein Ideal I in K[Xi,...,X,] mit
V=9(I)={zcK"|f(x) =0V f €I} gibt.

Theorem
Es gibt eine inklusionsumkehrende Bijektion

{(V.c K" |V algebraisch} —— {I C K[Xy,...,X,] | I Radikalideal }
Vi—3(V)
Objekte der Geometrie Objekte der Algebra

Beweis. Sei I ein Ideal in K[X1,...,X,]. Dann gilt B(I(V(1))) = V(1) (vel.
Aufgabe 8). Hieraus folgt die Injektivitdt. Die Surjektivitét ergibt sich direkt
aus Hilberts Nullstellensatz 1.14 (dass J(V') ein Radikalideal ist, wurde in
1.13 gezeigt). O

Hier liegt der Ausgangspunkt der algebraischen Geometrie.

1.16 Aufgaben

Aufgabe 3
Sei S ein Integritéitsring. Man zeige:
Wenn S eine ganze Ringerweiterung eines Korpers ist, so ist .S ein Korper.

Aufgabe 4

Sei K ein Korper mit unendlich vielen Elementen, und sei f € K[X3,..., X,]
ein nicht konstantes Polynom. Man zeige, dass es unendlich viele Punkte
(a,...,a,) in K™ gibt mit f(ay,...,a,) #0.

Aufgabe 5

Seien aq, ..., a, beliebige Elemente eines Korpers K. Man zeige, dass das von
den Elementen X; —ay, ..., X, —a, im Polynomring K[X7, ..., X,] erzeugte
Ideal I ein maximales Ideal ist.
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Hinweis

Unter Beriicksichtigung des Homomorphiesatzes fiir Ringe geniigt es zu zei-
gen, dass kern(y) = I gilt fiir den Einsetzhomomorphismus

o: K[Xy,..., X, — K, fr— f(a,...,an).

Aufgabe 6

Sei S eine kommutative Ringerweiterung eines kommutativen Ringes R. Man
zeige, dass die Menge R := {s € S | s ist ganz iiber R} ein Unterring von S
ist.

Aufgabe 7

Sei R ein Integritétsring, und sei R* die Gruppe der Einheiten in R. Man
zeige, dass R* = (R[X1,..., X,])" gilt.

Aufgabe 8

Man zeige:

(a) 3(0) = K[Xy,...,X,] und J(K™) = (0).
(b) Ist V C K™ algebraisch, so gilt B(I(V)) = V.
(c) Sind V;,V, € K™ algebraisch, so gilt J(V; U Va) = 3(V1) NT(Vz).

Eine kommutative K-Algebra heifit affin, wenn sie endlich erzeugt (als K-
Algebra) ist und reduziert ist, d.h. keine nilpotenten Elemente aufler 0 besitzt.

Aufgabe 9
Seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper und A eine affine K-Algebra.
Man zeige, dass A ~ K[X,...,X,]/J(V) mit einer Teilmenge V C K" gilt.
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2 Affine algebraische Varietéiten

Seien K ein Korper und K ein algebraischer Abschluss von K .

2.1 Algebraische Mengen

Definition
Eine Teilmenge V' C K" heifit algebraisch oder (K)-abgeschlossen, falls es
endlich viele Polynome fi,..., f,, € K[X1,...,X,] so gibt, da8

gilt. Der Buchstabe V' steht fiir Varietét.

Bemerkung
Fiir eine nichtleere Teilmenge M C K[Xi,...,X,] sei

VM) ={zcK"| flz)=0Yfec M}|

Dann gelten:

i) Ist I das von M in K[Xy,...,X,] erzeugte Ideal, so ist V(M) = BV(I).

ii) Es ist (I) eine algebraische Menge in K " fiir jedes Ideal I in
K[Xi,...,X,], denn nach dem Hilbertschen Basissatz (Algebra 6.14)
ist jedes Ideal in K[X7, ..., X,] endlich erzeugt.

2.2 Die Zariski-Topologie

Satz
Die algebraischen Mengen in K" erfillen die Aziome fir die abgeschlosse-

nen Mengen einer Topologie auf K. Die Topologie ist kompakt, aber nicht
hausdorffsch.

Beweis. (a) Die Mengen () = U({1}) und K" = ({0}) sind algebraisch.

(b) Endliche Vereinigungen algebraischer Mengen sind algebraisch, denn fiir
Vi=B({fi,..., fm}) und Vo =UV({g1,. ... ge}) ist

(c) Beliebige Durchschnitte algebraischer Mengen sind algebraisch, denn fiir
jedes System (/;);es von Idealen in K[Xq,...,X,] gilt

ﬂmuj):%(Ufj) ;%(ij) |

jeJ jeJ jeJ
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(d)

Die Topologie ist kompakt. Zu zeigen: In jeder Familie abgeschlossener
Mengen, deren Durchschnitt leer ist, gibt es endlich viele Mengen, deren
Durchschnitt leer ist.

Sei Njes D(L) =0 — T (Sjes 1) =10

= Rad (Syes ) =, 3D(Tyes 1) =30) | = (1)

= 1 € X jesI; = es gibt endlich viele Ideale Iy,..., I, unter den
Idealen {I; | j € J} mit 1 € 35_, I;

= (1) =S5 [ =0 = (1) =B (5, 1)

I
I De
8
=

Eine (K)-offene Menge in K " ist das Komplement einer in K" (K )-ab-
geschlossenen Menge. Das hausdorffsche Trennungsaxiom:

»,Je zwei verschiedene Punkte besitzen disjunkte Umgebungen*

gilt nicht, da K", irreduzibel® ist. Letzteres besagt, dass je zwei nicht-
leere (K)—offene Mengen einen nichtleeren Durchschnitt besitzen (vgl.
2.3, 2.4 unten).

O]

Bemerkung 1. Die durch den Satz definierte Topologie auf K " heifit

Zariski-K - Topologie von K .

2. Im Fall K = K spricht man von der Zariski-Topologie. Punkte und
endliche Mengen in K " sind dann stets abgeschlossen.

2.3 Irreduzible algebraische Mengen

Definition
Eine algebraische Menge V' # 0 in K " ist irreduzibel, falls es keine Darstellung

V=Vul,

mit abgeschlossenen Mengen V; # V und V, # V' gibt.
Satz

V irreduzibel in F”‘ < |J(V) Primideal in K[Xy,...,X,]|.

Insbesondere ist K irreduzibel.

Be

weis. ,—* Seien f1, fo € K[X1,...,X,| mit fi - fo € J(V)
= fi(x) - fo(z) =0 fiir jedes x € V
=V =V ND(f)) UV ND(f))
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=V =VNY(fi) oder V=V NY(fy), da V irreduzibel
= V C U(f1) oder V C U(f)
= f1€3(V) oder fo € 3(V).

,<="“ Angenommen, es gibt algebraische Mengen V;,V, C K" mit

’%gVundVggV‘ und .

Dann gibt es f; € (V1) \ J(V) und fo € 3(V) \ J(V).
= f1f2 €3I(V1)NI(V2) Aufoo IViuVz) =3(V)
S

ufgabe 8
Da J(V) Primideal ist, folgt der Widerspruch f;

oder fo € 3(V).

V)

Da J(K") = (0) Primideal in KX, ..., X,] ist, folgt die letzte Behauptung.
O]

Beispiel

V= {i,—i} = B(X? + 1) C C ist beziiglich der Zariski-R-Topologie von C
irreduzibel, da X? + 1 ein Primideal in R[X] ist, aber V ist beziiglich der
Zariski-Topologie nicht irreduzibel, da V' = B(X — i) UD(X + 1) gilt.

2.4 Irreduzible topologische Riume

Ein topologischer Raum T' # ) heift srreduzibel, wenn T nicht als Vereinigung
zweier abgeschlossener echter Teilmengen darstellbar ist.

e Durch Komplementbildung erhélt man:
T ist genau dann irreduzibel, wenn je zwei offene, nichtleere Teilmengen
einen nichtleeren Durchschnitt haben.

e Eine Teilmenge S # () in T heifit irreduzibel, wenn S als topologischer
Raum beziiglich der induzierten Topologie irreduzibel ist.

e Fiir S C 7T sel
S = ﬂ A

ADS abgeschlossen in T

der Abschluss von S in T. Es gilt:

S abgeschlossen in T ‘ = |5=9|.

o S C T heifit dicht in T, wenn S = T gilt.
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Satz
Sei T # 0 ein topologischer Raum.

(a) Fiir jede nichtleere Teilmenge S C T gilt:

S irreduzibel] <= | S drreduzibel|.
(b) |T irreduzibel| <= ’ Jede nichtleere offene Menge U C T ist dicht in T

(c) | f: T —— T stetig und T irreduzibel| = |f(T) irreduzibel

Beweis. (a) ,=—*
Sei S = A; U Ay mit abgeschlossenen Mengen A;, Ay C S
— S = <A1QS> U (AQHS)
—_—— —_———

abgeschlossen in S abgeschlossen in S

S:}S:AlﬂSoderS:AgﬂS

— S CAoderSCAy, = S CA oderS CA,
Def. von S

— S irreduzibel.

<= Sei S = (B1NS)U(ByNS), wobei By, By C T abgeschlossen in T
seien = S C By U By
— S =(BiNS)U(B,NS)
— S =B,NS oder S =B,NS

S irr.

= S=B NSoder S=B,NS
— S irreduzibel.

(b) ,=* Esist UN(T\U)=0und T\ U offen

T:.>T\U:(Z):>T:U.

,<=* Seien Uy, Uy # () offen in T.
Dann gilt nach Voraussetzung U, =T = Us,.
Angenommen: Uy NU; = ()
— U, C X\ Uy = U, =U; C X\U,. Widerspruch.

(c) Seien Uy, Us offen in T" mit Uy N f(T) # 0 und Uy N f(T) # 0
Zu zeigen: Uy NUs N f(T) # 0.
Da f stetig ist, sind f~*(U;) und f~'(Us) offen in T' (und # 0)
= U= (U)nf(U:) #0

:>@7£f(U)CU1ﬂU2mf(T)
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2.5 Zerlegung in irreduzible Komponenten

Sei T # () ein topologischer Raum.

Definitionl) Eine irreduzible Komponente von T ist eine (beziiglich Inklu-
sion) maximale irreduzible Teilmenge.

2) T heifit noethersch, wenn jede absteigende Kette
Al D A2 IDIIE

von abgeschlossenen Mengen in 7' stationdr wird.
Aquivalent: T ist noethersch, wenn jede nichtleere Menge von abge-
schlossenen Mengen in T ein minimales Element besitzt (vgl. Aufgabe 15).

Satz(a) Jede irreduzible Menge S C T ist in einer irreduziblen Komponente
von T' enthalten.

(b) T ist die Vereinigung seiner irreduziblen Komponenten.

(c) Ist T noethersch, so besitzt T endlich viele irreduzible Komponenten
Vi,..., Vi . Diese sind abgeschlossen, und es ist T =V, U---UV,,.

Beweis. (a) mit dem Lemma von Zorn (vgl. Algebra 7.5).
Sei M :={T" C T | T" irreduzibel und S C T"}. Dann ist M beziiglich
Inklusion halbgeordnet, und es ist M # 0, weil S € M. Sei N eine

geordnete Teilmenge vom M . Dannist V := | T’ € M, denn:

T'EN
Seien Uy, Uy offen in T und U; NV # () fiir ¢ = 1,2. Dann existieren
T, Ty € N mit UyNT, # 0 und U;NTy # (. Da N geordnet ist, kénnen

wir Ty C Ty annehmen. Es folgt § # U, NU,NT, CcU NU,NV .
Ts irr.

Damit ist gezeigt, dass V' irreduzibel ist. Da S C V gilt, folgt V € M,
und V ist obere Schranke fiir N . Nach dem Lemma von Zorn gibt es ein
maximales Element in M .

(b) Fir jedes t € T ist {t} eine irreduzible Menge. Daher folgt (b) aus (a).

(c) Angenommen: 7" ist nicht als endliche Vereinigung irreduzibler, in 7" ab-
geschlossener Mengen darstellbar. Da T noethersch ist, gibt es dann eine
nichtleere minimale abgeschlossene Menge A in 7', die sich nicht als end-
liche Vereinigung irreduzibler abgeschlossener Mengen in 7' darstellen
1a8t. Es ist A reduzibel, also A = A; U Ay, wobei Ay, Ay abgeschlossene
echte Teilmengen von A sind. Da A minimal ist, sind A; und As endliche
Vereinigungen irreduzibler abgeschlossener Teilmengen im Widerspruch
dazu, dass A = A; U A, dies nicht ist. Es folgt T =V, U---UV,,, wobei
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ViU--- UV, irreduzibel und abgeschlossen sind.

Sei V' eine irreduzible Komponente von 7. Dann ist V' = U (V NVj)
i=1

und also V' =V NV, fiir ein ¢ nach Definition der Irreduzibilitéit. Es folgt

V C V; und daher V =1V;, da V maximal.
O

Korollar
IstV eine algebraische Menge in K, so besitzt V nur endlich viele irreduzible
Komponenten Vi,...,V,,, und esist V =V U---UV,,.

Beweis. Es ist V' ein topologischer Raum beziiglich der induzierten Zariski-
K-Topologie von K ". Sei A} D Ay D - - - eine Kette von (K-)abgeschlossenen
Mengen in V (= A4; = V;NV mit K-abgeschlossenen Mengen V; in K" —>
A; ist K-abgeschlossen in K ", da V algebraisch, d.h. K-abgeschlossen in
K"). Die aufsteigende Kette

J(A)) CT(Ay) C---

ist stationér, da K[X7, ..., X,] nach dem Hilbertschen Basissatz (Algebra 6.14)
noethersch ist. Also ist

A =U(I(A1)) D Ay =V(I(A)) D - -

stationér. Es folgt, dass V noethersch ist. Satz (c) ergibt die Behauptung. [

2.6 Der affine Koordinatenring

Sei K ein Kérper und K ein algebraischer Abschluss von K . Dann gibt es
Bijektionen

o {Punkte in K"} ﬁ {maximale Ideale in K [X1,...,X,]}

e {irreduzible K-abgeschlossene Mengen in K"}
% {Primideale in K[X3,...,X,]}

e {K-abgeschlossene Mengen in K}
SR {Radikalideale in K[X7,...,X,]}

Analoge Resultate werden erzielt, wenn man links (statt von K ") von ei-
ner beliebigen algebraischen Menge V' C K" ausgeht und rechts (statt von
K[Xy,...,X,]) von der K-Algebra K[Xy,...,X,]/3(V) (vgl. Aufgabe 17,
18).
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Definition
Fiir eine algebraische Menge V C K" heifit die I-Algebra

K[V] = K[X1,...,X,]/3(V)

der affine Koordinatenring von V oder die affine Algebra von V .
Beispiele o V=K"= K[V]=K[X\,...,X,]/(0) = K[X1,...,X,].

o V=0= K[V]=K[Xy,...,X,]/(1) =0 (Nullring).

2.7 Eigenschaften des affinen Koordinatenrings

)

2)
3)

K[V] ist reduziert und endlich erzeugt als K-Algebra, also eine affine
K-Algebra (vgl. 1.12, 1.13 und Definition 1.2).

K[V] ist noethersch (als homomorphes Bild eines noetherschen Ringes).

Die Elemente von K[V] lassen sich als Funktionen V' —— K auffassen:
Ist p € K[V],soist ¢ = f+ J(V) mit einem f € K[Xy,...,X,]. Fur
v eV setze p(v) := f(v). Man erhélt so eine wohldefinierte Inklusion

KIV] < Abb(V, ),
denn fiir f,g € K[Xq,...,X,] gilt:
f+IV)=g+3(V) = f—geI(V)

Algebra 7.2
<~ (f—g)lv)=0VveV

Def 1.13

— f(v) =g(v) Vv e V.

Es folgt

KlV]={¢p:V— K |3f € K[Xy,..., X, mit ¢(v) = f(v)VveV|.

Es ist K[V] die K-Algebra der ,polynomialen Funktionen* V —— K .

Beispiele
Zu jedem z; := X; + J(V) gehort die i-te Koordinatenfunktion
. V—>K, (a1,...,a,) —aq; firi=1,...,n.

Mit der Interpretation aus 3) ist das Verschwindungsideal einer
K-abgeschlossenen Menge W C V' definiert als

JyW):={pe K[V]|pw)=0Vwe W|.
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Es gilt | Iy (W) =3(W)/3(V) |, und die Zuordnung ¢ —— ¢|w induziert
einen Isomorphismus

K[V]/3v(W) — K[W]|,

denn nach dem zweiten Noetherschen Isomorphiesatz (Algebra 1.7) gilt:

KXy, . X,/ 3(W) > (K[Xy, ..., X, ]/3(V) /(3(W)/3(V))

K[w] K[V] Jv (W)

5) Sei umgekehrt I ein beliebiges Ideal in K[V] = K[Xy,...,X,]/3(V).
Dann ist die Nullstellenmenge von I definiert als

Vy(I) ={veV|pw) =0Vpel}.

Es ist By (1) eine K-abgeschlossene Menge in V', denn [ ist endlich erzeugt
nach 2), also I = (p1,..., @) mit ¢; = fi+3I(V) und f; € K[X4,...,X,]
fir i =1,...,m, und es folgt By (I) =V(f1,..., fm)NV.

2.8 Morphismen von algebraischen Mengen

Seien V. K" und W ¢ K™ algebraische Mengen.

Definition
Eine Abbildung a: V. —— W heif3t polynomial oder Morphismus, wenn es
Polynome fi,..., fn € K[X1,...,X,] gibt mit

a() = (fi(v),..., fm(v)) Yo e V.

Ein Morphismus a: V. —— W heift Isomorphismus, wenn es einen Morphis-
mus G: W —— V gibt mit o § = idy und foa =idy .

Beispiel

V={(a,b) e K’ |b=a>}=V(X2— X)) nd W =K =2(0- K[X]).

Die Projektion von V' auf die x;-Achse (= W) ist ein Isomorphismus

7: V. ——W, (a,a®) — a, mit Umkehrabbildung 7=t: W —— V,

a — (a,a?®). Es sind 7 und 7! polynomial, denn es ist

m(a,a®) =a= f(a) mit f=X; e K[X,X,] und

7 a) = (a,a®) = (fi(a), fo(a)) mit f1 =X und fo = X? in K[X].
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2.9 Eine Aquivalenz von Kategorien

Seien V ¢ K" und W c K™ algebraische Mengen. Dann induziert jeder
Morphismus a: V —— W einen K-Algebrahomomorphismus

K[W]

K[V]

a*: Mor(W, K ) — Mor(V,K)

o) Yo«

und fiir Morphismen vy Coyn gilt (Boa)* = a*o[*. Ferner ergibt
sich (ldv)* = 1dK[V] .

In Kategoriensprache:

Es gibt einen kontravarianten Funktor

Kategorie der algebraischen Kategorie der affinen
F: Mengen in K —— ¢ K-Algebren und K-Algebra-

und Morphismen homomorphismen
Objekte: Vi~~~ K[V]
Morphismen: @i~~~ q*

Sei Mor(V, W) die Menge der Morphismen V' —— W und
Homp, (K [W], K[V]) die Menge der K-Algebrahomomorphismen
K[W] — K[V].

Satz

Der Funktor F ist volltreu, d.h. die Abbildung

Fvw: Mor(V,W) —— Homy,(K[W],K[V]),a — o~

st bijektiv. Insbesondere gilt

’V isomorph W‘ < | K[V] isomorph K[W]

als algebraische Mengen als K-Algebren

Beweis. Injektivitat von Fyy: Fiir o, 8 € Mor(V, W) sei o* = 3*.
Zu zeigen: o = 3.
Nach Definition 2.8 eines Morphismus gibt es fi,..., f,, und
g1,y gm € K[X1, ..., X, mit a(v) = (f1(v),..., fm(v))
und 5(v) = (g1(v),...,gm(v)) Vv € V.
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Ist o* :ﬁ*Df:> poa = ofi Ve KW|=K[Y1,...,Y,]/I(W) =
Mor(W, K )
= y;oa =y, 0B Vi=1,...,m, wobei y; = Y; + J(W) die i-te
Koordinatenabbildung ist (vgl. 2.7.3).
— ) = (o)) = koA = ()
ef von y; Def von y;
Vi=1,...,m, YVveV.
= a(v) =pB(v) Vv e V.

Surjektivitit von Fyy: Seivy: K[W] — K[V] ein K-Algebrahomomor-
phismus. Wéhle fi,..., fi, € K[Xy,...,X,] so, daB y(y;) = f; + I(V)
fiir alle 2 = 1,...,m gilt. Der Morphismus

a:V——K" vi— (fi(v),..., fn(v))
induziert den K-Algebrahomomorphismus
o KiYy,...,Y,] — K[V], g——goa,

wobel

goa = go(fi,....fm)=g0o (W), -, 7(Um))

Def von a
= (g +J(W)) siehe folgende Bemerkung
=7y (OK[W]> falls g € I3(W)

= O[]

Da W =QG(J(W)) gilt, folgt a(v) € W Vv € V. Weiter folgt, dafi o
auch auf K[W] = K[Xy,...,X,]/J3(W) wohldefiniert ist und o* = ~

gilt.
Bemerkung
endl
Esist g = > Ay Y1 oY
(r1ye.sy rm)G]N(')”
=g+ IW)=>ap...an, yi* ... ym

= Yg+IW)) = Zar, - ar, ()™ - A (ym)™ = go (Y1), -, 7(Um))
Die letzte Behauptung des Satzes folgt leicht:

»==" gilt, weil F ein Funktor mit (a o 3)* = 8* o o und (idy)* = idgp
ist.

”i“ gilt, weil :FV,W bijektiV ist.
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Folgerung

Der Funktor F ist eine Aquivalenz von Kategorien, denn F ist volltreu,
und jede affine K-Algebra ist von der Form K[Xj,...,X,]/3(V) mit einer
geeigneten algebraischen Menge V C K .

Beweis. Sei A eine affine K-Algebra, d.h. eine endlich erzeugte und reduzierte
K-Algebra. Da A endlich erzeugt ist, gibt es ein n € IN und einen surjektiven
K-Algebrahomomorphismus ¢: K[X,..., X,] — A nach Definition 1.2.
Da A ~ K[Xy,...,X,]/ kern ¢ reduziert ist, ist kern ¢ ein Radikalideal nach
Bemerkung 1.12. Nach 1.15 gibt es also eine algebraische Menge V C K"
mit J(V') = kernp. O

2.10 Zum Tensorprodukt

Gegeben seien ein kommutativer Ring R und R-Moduln M, N . Das Ten-

sorprodukt M ®pr N (bestehend aus Elementen der Form z = Y m; ®
endl.

n; mit m; € M,n; € N) wurde in Algebra 10.7 eingefithrt. Da R kommutativ
ist, ist M ®pr N ein R-Modul, und es gelten die Regeln
(m+m)@n=men+m @n
m@nm+n)=men+men
rmen=mern VYm,m € M,nn € NreR
Universelle Eigenschaft

Zu jeder R-bilinearen Abbildung v: M x N —— P in einen R-Modul P gibt
es eine eindeutig bestimmte R-lineare Abbildung g: M ®gr N —— P mit

gim®@n) =~(m,n)Vme M, ne N|.

Als Diagramm
M x N

M ®r N
wobei t(m,n) =m@n.
Dabei ist v eine R-bilineare Abbildung, falls die Abbildungen

Yn: M —— P, m+—— ~y(m,n) fiir jedesn € N
und v,: N —— P, n+—— y(m,n) fiir jedes m € M

jeweils R-linear sind.
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Beispiele (i) Sei A eine kommutative R-Algebra. Dann ist die Multiplika-

(iii)

tion
Ax A—— A, (a,d') — ad/, ersichtlich R-bilinear, und es gibt eine
eindeutig bestimmte R-lineare Abbildung

ma: AQR A—— A, mit ma(a®d)=ad Va,d € A

genannt Multiplikationsabbildung oder Multiplikation.

Die Abbildungen M x N —— N ®g M, (m,n) —— n ® m, und
NxM— M®gN, (n,m) — m®n, sind R-bilinear. Es gibt also
eine kanonische Ringisomorphie

M@rN — N®p M, m®n|—>n®m‘.

Tensorprodukt von R-linearen Abbildungen
Gegeben seien R-lineare Abbildungen v: M —— M’ undv: N — N'.
Zu der R-bilinearen Abbildung

M x N —— M @z N', (m,n) — u(m) @ v(n)
gibt es genau eine R-lineare Abbildung w: M @ g N —— M’ ®@g N’ mit
wim®n) =u(m)@v(n)Vme M,ne N .
Die Abbildung w heiit Tensorprodukt von u und v .

Tensorprodukt von kommutativen Algebren
Seien A, B kommutative R-Algebren. Dann ist das Tensorprodukt
A®pg B eine kommutative R-Algebra mit Einselement 1® 1, und es gilt

(a®@b)(d@V)=ad @bV Va,a € A bb € B,
denn nach (ii) gibt es eine R-Modulisomorphie

mit h((a®b) @ (' @) =(a®d)@(bRV)Va,d € A, b,b € B, und
A ®pg B ist eine R-Algebra beziiglich des Produktes

wobei m4 ® mp durch (i) und (iii) gegeben ist.
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(v) Fiir kommutative R-Algebren A, B ist A ® g B sowohl eine A-Algebra
als auch eine B-Algebra, denn

A— AQRr B, ar—a®1
B—— A®RrB, b——1®b

sind Ringhomomorphismen (vgl. Definition 1.1 einer kommutativen Al-
gebra).

(vi) Seien S eine kommutative Ringerweiterung von R und [ ein Ideal in
R[X1,...,X,] sowie J =1T-S[Xy,...,X,]. Dann ist

S x (R[X1, .., Xl /T) —— S[Xu, o Xl /T, (5, f + 1) —— sf + J,

wohldefiniert und induziert einen S-Algebrahomomorphismus

S®R (R[Xl,,Xn]/]> 4’5[X17,Xn]/<] .

Die Umkehrabbildung wird von dem durch X; —— 1 ® (X; + I) defi-
nierten S-Algebrahomomorphismus

S[Xl,...,Xn] 4’S®R (R[Xl,,Xn]/])

induziert.

2.11 F-Strukturen

Sei F' ein Teilkorper eines Korpers K, und sei V C K" eine algebraische
Menge (gemif} 2.1).

Definitionl) V heifit F'-abgeschlossen, falls V = (1) mit einem Ideal [ in
FIX1,..., X,] gilt.

2) V heifit F-definiert (oder definiert iber I'), falls das Verschwindungsideal
JV)={feK[X1,....X,]| f(x) =0Vz eV}

ein Erzeugendensystem in F[X7, ..., X,,] besitzt.
Es gilt:

’V ist I —deﬁniert‘ = ’V ist I —abgeschlossen‘
denn es ist V =20(3(V)).

Warnung
Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht (da J(U(I)) = Rad([)).
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Beispiel
I =(XP-Y)= I CFX =V =901)= {\’717} ist F-abgeschlossen

nach Definition. Aber es ist

IV)=3(B(1) = {f € KIX]| f (VY) =0} = (X = ¥¥) - K[X],

also ist V nicht F-definiert. (Es ist (X — ¢/YV)" = X? —V € 1),

Bemerkungl) Ist F' vollkommen, so kann man zeigen:

2)

V' ist F-abgeschlossen <= V ist F-definiert.

Sei V iiber F definiert. Dann gibt es ein Ideal I in F[X, ..., X,], so daB
JV)=1-K[Xy,...,X,] gilt. Setzt man F[V]| := F[Xy,...,X,]/I, so
hat man eine K-Algebraisomorphie

K @p F|V] ~ K[V]

nach 2.10 (vi).
Diese Beobachtung fiihrt zur

Definition: Eine F-Struktur auf V ist eine F-Unteralgebra F[V] der zu
V' gehorigen affinen Algebra K[V] mit den Eigenschaften:

(a) F[V] ist endlich erzeugt als F-Algebra.

(b) Der von der Multiplikation K x F[V] —— K[V], (A a) —— Aa,
induzierte F-Algebrahomomorphismus

K ®p FIV] — K[V]
ist ein Isomorphismus.
Im allgemeinen besitzt V' verschiedene F-Strukturen.

Die Menge der F-rationalen Punkte einer F-Struktur F[V] ist als die
Menge

V(F) := Homay(F[V], F)

der F-Algebrahomomorphismen F[V| —— F definiert. Diese Definition
ist durch Aufgabe 17 motiviert, in der F = K = K gilt.
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2.12 Lokalisierungen

Definition
Ein lokaler Ring ist ein kommutativer Ring mit genau einem maximalen
Ideal.

Sei R ein kommutativer Ring. In Algebra 6.10 haben wir jeder multiplikativ
abgeschlossenen Menge S C R\ {0} einen Quotientenring

S_IR:{ZHGR,SGS}

zugeordnet.

Satz
Seien p ein Primideal in R und S = R\ p. Dann ist

R, =S 'R= {Z |r,s€R,s ép}
ewn lokaler Ring mit maximalem Ideal

m_{ZERpWGP}-

Beweis. Es ist m ein Ideal, da

r r rs +sr

r
—+—=———€m und A-—€m Vrrep s,seS NeER,.
s ss’ s

Sei I ein Ideal in R, mit I 2 m. Dann enthélt I ein Element £ mit r ¢ p,

r

also mit 7 € S'. Es ist dann © invertierbar in R, , und es folgt I = R, . Also
ist m ein maximales Ideal in R, , und zwar das einzige. O

Definitionl) Der Ring R, heifit Lokalisierung von R nach p.

2) Ist f € R kein Nullteiler in R und S = {f™ | m € Ny}, so wird die Be-
zeichnung R; anstelle von S™!R benutzt. (Auch dieser Ring wird manch-
mal Lokalisierung genannt.)

2.13 Regulire Funktionen
In diesem Abschnitt sei K algebraisch abgeschlossen (also K = K ).

Definition
Sei V' C K™ eine irreduzible algebraische Menge. Dann ist die affine Algebra
K|[V] ein Integritédtsring nach Satz 2.3. Sei

k()= {2 g he K[V], h 20}
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der Quotientenkérper von K[V] (vgl. Algebra 6.11). Der Korper K (V') heifit
Funktionenkorper von V oder Kdérper der rationalen Funktionen tiber K .
Beispiel

V ={(z1,20) € K? | 21 = 0} = U(X;). Dann ist K[V] = K[X1, X5]/(X1) =
K[X,], und f = ¢ € K(V) ist in (0,0) nicht definiert (und also nicht ,re-
gulér”). Der Punkt (0,0) ist ein ,Pol“ von f.

Dabei heifit allgemein ein Punkt @ € V' Pol einer Funktion f € K(V), falls
fiir alle g, h € K[V], fiir die f = £ gilt, h(z) = 0 ist.

Wie in 2.7.3 beschrieben, fassen wir die Elemente von K[V] als Funktionen
V —— K auf. Zu jedem v € V gehort ein lokaler Ring

0, = {z | g.h € K[V], h(v) # 0}

Es ist O, gerade die Lokalisierung K[V]y, nach dem maximalen Ideal
m, ;= {g € K[V] [ g(v) = 0} = kern(K[V] — K, g —— ¢(v)).

Jeder nichtleeren, offenen Menge U C V' ordnen wir den folgenden Ring zu

zelU

Satz
Sei A= K|[V], und fir f € A sei

D(f) = Vy = {v €V | f() £0}
Dann ist
Oy(Vy) = Ay
Insbesondere gilt Oy (V) = K[V].

Beweis. Esist Ay C Oy(Vy), denn fir 75 mit g € A gilt & € O, Vv €V}
(nach Definition von Vy und O,). Also ist

T e N O, =0u(V)).

fm UEVf

Zu zeigen: Oy (Vy) C Ay .
Sei ¥ € Oy (V) = ¥ € O, Vv € V;
¢ = ¥ mit g,, h, € A und ho(v) #0 Vv € V;

—
Def von O,
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= h, el ={NecA|NpeAl undv ¢ Uy (I)VvelV;

- mv(f) cV \ Vf = mv(f)

—> f € Rad(!) nach dem Hilbertschen Nullstellensatz (vgl. 1.14 und Auf-
gabe 18)

:>E|m€]Nmitfm€IDef:m>nIfmw::g€A

= 1) € Ay nach Definition von Ay .

Fir f: V — K, v 1ist Vs =V und Ay = A. Daher folgt die zweite
Behauptung. ]

Bemerkung
Die Elemente aus Oy (U) lassen sich als Funktionen U —— K auffassen, denn
ist € Oy(U) und z € U, so ist ¥ € O, und also ¢ = ¥ mit g,h € K[V]
und A(z) # 0. Es ist ¢ dann in x definiert, und man setzt

_ g(z)
Dies ist wohldefiniert:
Ist § = &, wobei W'(x) # 0, so ist g(x)h'(x) = ¢'(z)h(x) und also % = Z,Eg
Definition
Eine Funktion f: U — K heifit requlir in x € U , wenn es g, h € K[V] und
eine offene Umgebung U’ C U NV}, von x gibt, so da} f(y) = % Vy e U
gilt.
Man nennt f regulir, wenn f in jedem Punkt z € U regulir ist. Die K-
Algebra Oy (U) wird Algebra der regulidren Funktionen auf U genannt.

2.14 Geringte Riaume

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, und sei V' eine algebraische
Menge in K. Fiir nichtleere, offene Mengen U’ C U von V gilt

Oy (U) = Oy (U’) . Die Zuordnung Oy : U —— Oy (U) definiert eine Garbe
von Funktionen mit Halmen O, fir v € V.

Allgemein ist auf einem topologischen Raum 7" eine Garbe O von Funktionen
gegeben, wenn es zu jeder nichtleeren, offenen Menge U in T eine K-Algebra
O(U) von Funktionen U —— K gibt und folgendes gilt:

1) Ist U" # 0 eine offene Teilmenge einer offenen Menge U, so definiert
f +—— flur einen K-Algebrahomomorphismus O(U) — O(U’).

2) Sei U # 0 offen in T und U = | U; eine offene Uberdeckung von U,
jed
wobei J eine Indexmenge sei.
Wenn fiir jedes i € J ein f; € O(U;) gegeben ist, und wenn f;|y,nv, =

filvinu, fiir alled, j € J gilt, so gibt es ein f € O(U) mit f|y, = fi Vi€ J.
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Das Paar (T, Q) nennt man dann einen geringten Raum.

2.15 Morphismen von geringten Ridumen

Definition

Seien (7,0) und (17,0') geringte Rédume wie in 2.14 definiert, und sei
a: T" —— T eine stetige Abbildung. Ist U eine offene Menge in 7', so indu-
ziert a eine Abbildung

af;: O(U) — Abb(a™'(U),K), [+ foalsqy-

Man nennt « einen Morphismus von geringten Rdumen, wenn ag;(O(U)) C
O(a Y(U)) fiir jede offene Menge U in T ist.

Ein Morphismus «: T" —— T heift Isomorphismus, wenn es einen Morphis-
mus : T —— T' mit a o =1id und fo a = id gibt.

2.16 Tensorprodukt von affinen Algebren

Satz
Seien A, B endlich erzeugte kommutative Algebren diber einem algebraisch
abgeschlossenen Kérper K . Dann gelten:

(1) A, B reduziert = A @ B reduziert.

(i1) A, B Integrititsringe =—> A Q@ B Integritdtsring.

Beweis. (i) Sei gj a; ® b; nilpotent in A ® B. Nach Algebra 10.11(1)
i=1

konnen wir annehmen, dafl {b1, ..., b, } linear unabhéngig iiber K sind.
Fiir jeden K-Algebrahomomorphismus h: A —— K erhélt man vermoge
h ® id einen K-Algebrahomorphismus

A®xg B—— B (mit a ®b+— h(a)b)

(vgl. 2.10 und Algebra 10.9).
Es ist also Z h(a;)b; nilpotent in B und daher h(a;) =0Vi=1,.

da B reduz1ert ist und bl, ..., by, linear unabhéngig sind.
Esist A FOlgemng K[V] "= Mor(V, K) mit einer algebraischen Menge V
(# 0 fiir A 7£ (0), vgl. Belsplel 2.6) und also p,(a;) =0 Vv € V, wobei

0p: A— K, at+— a(v),
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und i € {1,...,m}. Es folgt
V=y(a;) ={veV|yp,a)=a(v)=0}.
Da Uy (0) = V gilt, erhalten wir

Rad(0) = 3y (Uv(0)) = Iy (V) = Ty (Vy(a;))

Aufgl8 Aufgabe 18

Rad(a;)

und daher a; € Rad(a;) = Rad(0) Do Menge der nilpotenten Ele-

mente. Es folgt a; = 0 Vi =1,... ,m, da A reduziert ist, und damit
> a; ®b; =0. Es folgt (i).
i=1

(ii) Seien f = Tf: a; @ b; und g = i ¢; ® d; Elemente in A ®x B, wobei
=1 j=1

{b1,..., by} und {dy,...,d,} jeweils linear unabhingig seien.
Ist fg =0, soist

(g h(ai)bi> : (jz: h(cj)dj) —0

fir jedes h € Hompe(A, K) . Da B Integritatsring ist, folgt >-; h(a;)-b;
0 oder 3, h(c;) - d; = 0, und analog wie in (i) folgt f = 0 oder g =
da A Integritatsring ist.

0,

O

Bemerkung
Der Satz ist i.a. falsch, wenn K nicht algebraisch abgeschlossen ist, z.B. ist
C ®g C kein Integritatsring, vgl. Aufgabe 23.

2.17 Produkt algebraischer Mengen

Satz
Seien V.C K" und W C K™ algebraische Mengen, wobei K algebraisch
abgeschlossen sei.

(i) Die Menge V- x W st algebraisch.
(ii) K[V x W] — K[V]®x K[W].

(111) V. W idrreduzibel =V x W irreduzibel.
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Beweis. (i) Esist V. =UB(f1,..., fr) mit fi,..., fr € K[X4,...,X,] und
W =2(g1,...,9¢) mit g1,...,9, € K[Y1,...,Y,,] nach 2.1. Dann ist

VXW:m(fla"'afkagla"'agf)CKn+m7

wobei fi,..., fx,g1,---,9g¢ als Polynome in K[Xq,...,X,,Y1,...,Y,]
aufgefat werden, und V' x W trégt die durch die Zariski-Topologie auf
K™ induzierte Topologie (diese stimmt nicht mit der Produkttopo-
logie iiberein).

(ii) Die Abbildung

VxW-—K

v: K[VIxK[W] — K[VxW], (g,h) — {(U,w) > g(v) - h(w)

ist K-bilinear, induziert also nach 2.10 einen K-Algebrahomomorphismus
I K[V]®k K[W| — K[V x W]

Surjektivitit von I': Jedes Polynom aus K[Xi,...,X,,Y:,...,Y,]
ist als endliche Summe gh mit g € K[X7,...,X,] und
h € K[Yi,...,Y,] darstellbar. Dies gilt dann auch fiir die polyno-
mialen Funktionen, vgl. 2.7.3.

k
Injektivitdt von I': Schreibe f € K[V]| @k K[W] als f = Y ¢; ® h;
i=1

mit minimalem k. Sei I'(f) = 0.
Angenommen: f # 0. Dann gibt es ein w € W und ein j €

k
{1,...,k} mit hj(w) # 0. Da ‘21 gi(v)hi(w) =0Vv eV gilt, folgt

k

> hi(w)g; = 0, und also sind g, ..., g linear abhéngig iiber K ,
i=1

und es ist g; eine Linearkombination der iibrigen g; .

Es folgt £ = 1, da man sonst einen Widerspruch zur Minimalitat
von k hétte. Folglich gilt f = g3 ® by mit ¢g;(v) =0Vov € V und
also f = 0 im Widerspruch zur Annahme.

(iii) Nach 2.16 ist K[V x W] (ﬁ) K[V]®k K[W] ein Integritétsring und also

J(V x W) ein Primideal in K[X,...,X,,Y),...,Y,]. Mit 2.3 folgt,
dal V' x W irreduzibel ist.
]

Bemerkungl) Ist V x W irreduzibel, so ist der lokale Ring O, ., gerade die
Lokalisierung von Oy ® x Oy nach dem maximalen Ideal m,®0,+0,®m,,
(Beweis siehe Humphreys 2.4).
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2)

Das Produkt V x W zusammen mit den Projektionen my: VxW —— V|
(v,w) —>vund m: VxW — W, (v,w) — w, ist ein Produkt im
Sinne der Kategorientheorie und ist daher bis auf Isomorphie eindeutig.
Es gilt: Fiir jede algebraische Menge 7" und Morphismen ¢,: T" —— V
und @o: T'—— W gibt es genau einen Morphismus ¢: T'—— V x W
mit ;0 = ; firi =1,2.

Das Problem der Existenz und gegebenenfalls Konstruktion von Quotien-
ten ist i.a. schwierig.

2.18 Varietéiten
Beispiel (Die additive Gruppe) (i) G,(K)= K C K' mit Addition

1 «a

(i) G.(K) = {(0 1) € SLy(K) p € K* mit Matrizenmultiplikation

Was ist nun die Definition von G, (/)7 Dies klért der Varietatenbegriff.

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper.

1)

Eine irreduzible affine algebraische Varietit (iiber K) ist ein geringter
Raum der Form (V, Oy ) mit einer irreduziblen algebraischen Menge V' C
K™ fiir passendes n € IN und einer Garbe Oy , definiert durch Oy (U) =
N O, wie in 2.13.

zeU

Beispiel: Die irreduzible Varietét (K™, Ogn) =: A™ ist der affine Raum.
Eine affine algebraische Varietdt (iiber K) ist ein geringter Raum der
Form (V,Oy) mit einer algebraischen Menge V' C K™ und passendem
n € N, wobei Oy (U) fiir eine offene Menge U C V' wie folgt gegeben ist:
Esist V =V, U---UV, mit irreduziblen Komponenten Vi, ...,V,, nach

Korollar 2.5 und also U = Uy U --- U U, , wobei U; = U NV, offen in V;
ist fir allez =1,...,m. Setze

OV(U) = {f U%K|f|Uz EOVZ(UZ)VZ:L,TI’L}
Es ist dann Oy (U) = K[V] wie im irreduziblen Fall.
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4)

Eine Prdvarietdt (iiber K) ist ein geringter Raum (V, O) mit den Eigen-
schaften

(a) V ist kompakt.

(b) Jeder Punkt v € V besitzt eine offene Umgebung U, so dafi der ge-
ringte Raum (U, O|y) isomorph zu einer affinen algebraischen Varietit
ist.

Jede solche offene Menge U heifit offene affine Teilmenge von V. Ein
Morphismus von Prdvarietdten ist ein Morphismus von geringten Radumen
wie in 2.15 definiert.

Beispiele fiir nicht affine Prévarietéiten sind die projektiven Varietditen,
das sind abgeschlossene Untervarietéten eines projektives Raumes P"(K) .
Eine projektive algebraische Menge in P™(K) ist eine Menge der Form

B (1) = {(z0: -+ : wn) € P(K) | f(2o,...,20) =0V f € I},

wobei I ein homogenes Ideal in K[Xy, ..., X,] ist, d.h. ein Ideal, das von
homogenen Polynomen erzeugt wird (vgl. 1.7).

Dies sind dann die abgeschlossenen Menge in der Zariski-Topologie von
P"(K). Es gibt einen projektiven Hilbertschen Nullstellensatz, und mit
Hilfe von regulidren Funktionen kann man eine Garbe Opn definieren.

Auch fiir Pravarietdten V, W existiert ein Produkt V' x W | das bis auf
Isomorphie eindeutig ist. Eine Préavarietét heifit Varietdt oder algebraische
Varietdt (iiber K'), wenn das folgende Hausdorff-Axiom erfiillt ist:

Die Diagonale Ay = {(v,v) | v € V'} ist abgeschlossen in V' x V. Hierbei
tragt V x V die Zariski-Topologie und nicht die Produkttopologie, vgl.
Aufgabe 13.

Beispiel: Ist V eine affine Varietét, so ist dieses Hausdorff-Axiom erfiillt
(Ay ist abgeschlossen in V' x V).

Es gibt einen allgemeineren Garbenbegriff als den der Funktionengarben
aus 2.14. Ein affines Schema ist ein ,lokal geringter Raum“ (topologischer
Raum mit einer Ringgarbe O), der isomorph zum Spektrum Spec(R) eines
kommutativen Ringes R ist, das mit einer Garbe Ogpec(r) versehen ist. Ein
Schema ist analog wie in 4(b) definiert.

Man kann dann von einem beliebigen Schema ausgehen statt von einem
algebraisch abgeschlossenen Koérper wie in 4.
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2.19 Aufgaben

Aufgabe 10
Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Man ermittle, welche der fol-
genden Teilmengen von K™ algebraisch sind:

(a) K™ und die leere Menge ()
(b) die Mengen {x} mit z € K™
(c) alle endlichen Teilmengen
(d) {(z%,2%)eC?|zeC}

Aufgabe 11

Fiir einen kommutativen Ring R sei Spec(R) die Menge der Primideale von
R. Man zeige, dass Spec(R) eine Topologie triagt, deren abgeschlossenen
Mengen gerade die sogenannten ZARISKI-abgeschlossenen Mengen Z(1) :=
{p € Spec(R) | p D I} sind, wobei [ alle Ideale von R durchlduft.

Aufgabe 12

Seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper, R = K[Xi,...,X,] und
Max(R) die Menge der maximalen Ideale von R. Man zeige, dass die Abbil-
dung

: K" —— Max(R), (a1,...,a,) — (X1 —a1,..., X, — an),

ein Hom6omorphismus ist, wenn K" die ZARISKI-Topologie triagt und die
Topologie von Max(R) durch die in Aufgabe 11 beschriebene Topologie von
Spec(R) induziert wird.

Aufgabe 13

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Man zeige, dass die Diagonale

A:={(a,b) e K*|a=b}

beziiglich der ZARISKI-Topologie abgeschlossen in K2 ist und dass A beziiglich
der Produkttopologie nicht abgeschlossen in K! x K! ist (wobei K! jeweils
die ZARiskI-Topologie trage).

Ein topologischer Raum heifit zusammenhdngend, wenn er nicht als disjunkte
Vereinigung zweier abgeschlossener echter Teilmengen geschrieben werden
kann.

Aufgabe 14
Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Man zeige, dass

V:={(a,b) € K*|ab=0}
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eine abgeschlossene Menge in K? ist, die zusammenhiingend, aber nicht irre-
duzibel ist.

Aufgabe 15

Sei T ein topologischer Raum, T" # (). Dann heit 7 NOETHERsch, wenn jede
Kette Ay D As D ... von abgeschlossenen Mengen in 7' stationér wird, d.h.
wenn es ein n € IN gibt mit A, = A, fir alle k € IN. Man zeige, dass T
genau dann noethersch ist, wenn jede nicht leere Menge M von abgeschlos-
senen Mengen in T ein minimales Element besitzt (d.h. eine abgeschlossene
Menge A enthélt mit der Eigenschaft: B € M und B C A= B = A).
Aufgabe 16

Seien R ein kommutativer Ring, I ein Ideal in R und 7: R —— R/I der
kanonische Homomorphismus. Man zeige, dass die Abbildung

{Ideale a in R/I} — {Ideale J in R, die I enthalten}, a —— 7 'a

eine inklusionserhaltende Bijektion mit Umkehrabbildung J —— 7(J) = J/I
ist.

Aufgabe 17

Seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper, V' eine algebraische Menge
in K" und K[V] = K[X3,...,X,]/3(V) die affine Algebra von V. Man zeige,
dass es Bijektionen

V —— Max(K[V]) und Max(K[V]) — Homa,(K[V], K)

gibt, wobei Homu,(K[V], K) die Menge der K-Algebrahomomorphismen
von K[V] nach K bezeichnet.

Aufgabe 18
Seien K ein Koérper, K ein algebraischer Abschluss von K und V' eine K-
abgeschlossene Teilmenge von K™. Man zeige:

(a) Fiir jedes Ideal I in K[V] gilt Rad(I) = Ty (Dv (1)) .

(b) Durch W —— Jy (W) wird die Menge der K-abgeschlossenen Teilmen-
gen W von V' bijektiv und inklusionsumkehrend auf die Menge der
Radikalideale von K[V] abgebildet.

(c) Bei der Zuordnung W +—— Jy (W) entsprechen die irreduziblen Teil-
mengen von V eineindeutig den Primidealen in K[V].

(d) Beider Zuordnung W +—— Jy (W) entsprechen die irreduziblen Kompo-
nenten von V eineindeutig den minimalen Primidealen in K[V]. Deren
Anzahl ist somit endlich.
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3 Lineare algebraische Gruppen

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Alle Varietéiten seien Va-
rietéten iiber K .

3.1 Definition

1. Eine algebraische Gruppe ist eine algebraische Varietdt G, die so mit
einer Gruppenstruktur

M GXGHG? (x,y)l—»:z:y,

versehen ist, dafl p und

i:G— G, r— ",
Morphismen von Varietéten sind. Ist die Varietét affin, so heifit G eine
affine algebraische Gruppe oder eine lineare algebraische Gruppe.

2. Ein Homomorphismus G —— G’ von algebraischen Gruppen G,G" ist
ein Morphismus von Varietéten, der gleichzeitig ein Gruppenhomomor-
phismus ist (entsprechend ist ein Isomorphismus definiert).

3. Eine abgeschlossene Untergruppe H einer linearen algebraischen Grup-
pe ist eine Untergruppe von G, die abgeschlossen beziiglich Zariski-
Topologie auf G ist. Die Inklusion H —— G ist dann ein Homomor-
phismus von algebraischen Gruppen.

Bemerkung
G x (G ist wie in 2 mit Zariski-Topologie versehen (und nicht mit Produkt-
topologie).

3.2 Die affine Algebra K|[G|

Sei G eine lineare algebraische Gruppe, und sei A := K[G| = Mor(G, K) die
affine Algebra geméafl 2.6 und 2.7.3.

Der Gruppenstruktur von G entspricht eine ,, Koalgebrastruktur” von A geméfl
2.9.

Morphismen von Gruppen Algebrahomomorphismen
Multiplikation Komultiplikation

w: G xG—G Azu*:A—»A@KAﬁ*?K[GxG]
Fins Koeins (Augmentation)
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Morphismen von Gruppen Algebrahomomorphismen

e: {e} — G e=e"A— K, f+— f(e)

Inverses Koinverses (auch Antipode genannt)
i:G—G, x>t L= A— A, fr—— (z+—— f(z7h))
Konstanter Morphismus

p:G—G, x+——e piA—— A, [ (z+—— f(e))
Assoziativitdit von G Koassoziativitdat
GxGxG—N L axa AoxAox A< AgpA

| o wea B

GxG < G Ak A = A
ex=ze=xzVxed Identifiziere K @y A=A =AQx K
a (p,id) axa A e®id Aoy A
(id,p)i \ J{u id®sT \ TA
GxG—r G A®x A<—2 A
rlr=xrt=e¢
c—" axa A= Ag A
e S
GxG—" G A®x A<—2 A

Man nennt A eine Hopf-Algebra.

3.3 F-Gruppen

Definition

Die Bezeichnungen seien wie in 3.2. Sei F' ein Teilkorper von K . Dann heifit
G eine F-Gruppe, wenn G mit einer F-Struktur geméafl 2.11.3 versehen ist
und also A ~ K ®p Ay mit einer endlich erzeugten F-Algebra Ag gilt, und
wenn es F-Algebrahomomorphismen

AQZA(]"AO(@FAO 501A04’F L()IA()"AQ

gibt, so dafl A =id®A und € = id ®=y und ¢ = id ot gelten.

3.4 Beispiele

1) Die additive Gruppe G = G,(K). Dann ist K[G] = K[X]| der Polynom-
ring in einer Unbestimmten X .
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Bsist AX) = X®@1+1®X.

((X)=—-X und ¢(X)=0.

(Fir p: G xG— G, (z,y) — x+y, ist p* = A: K[G] — KI[G X

G| S K[G)®k K|G] gegeben durch p*(X)(z,y) = (Xou)(z,y) = X(x+
X

) =z +y, und es ist (XR1+1®X)(x,y) e () 1+1-X(y) =z +y

nach 2.17(ii), Definition von K|G| ®r K[G] — K[G x G])

Die multiplikative Gruppe G = G,(K) . Dann ist K[G] = K[X, X!] und
AX)=X®X,e(X)=1, (X)) =X,

Die allgemeine lineare Gruppe GL,(K) = {x € M, x,(K) | det(z) # 0}
ist eine offene Menge in M, (K) ~ K "* Die Gruppenstruktur ist durch
Matrizenmultiplikation gegeben, und GL,, (K) ist irreduzibel nach 2.4(b),
(a), da K™ nach 2.3 irreduzibel ist.

Es ist GL,(K) eine lineare algebraische Gruppe nach Definition 3.1 und
2.18.1 sowie 0.1.9, und es ist

K[GL,(K)] = K[Xj;, dil]lgi,jgn

mit d = det(X;;) . Ferner gilt:

A(Xy) = D X ® Xy
k=1
sowie  (X;;) = 9y
und L(Xz‘j) = (—1>i+jd_1 det<X'rs>r7£j, SF£G -

3.5 Die Zusammenhangskomponente der Eins

Sei GG eine lineare algebraische Gruppe.

Satz(1) Es gibt genau eine irreduzible Komponente G° von G, die e € G

enthdlt.

(2) G° ist abgeschlossener Normalteiler von endlichem Index in G, und die

Nebenklassen gG° sind gerade die Irreduzibilititskomponenten von G .

(3) G =G° < G irreduzibel <= G zusammenhingend.

(4) Jede abgeschlossenen Untergruppe von endlichem Index in G enthilt G°.

Beweis. (1) Nach Korollar 2.5 hat G nur endlich viele irreduzible Kompo-

nenten. Seien G, ..., G, die irreduziblen Komponenten, die e enthalten.
Zu zeigen: m = 1.

49



stetig

Esist G;-...-G,, als Bild der Multiplikation G; x---xG,,, — G1-...-G,,
irreduzibel. Also gibt es ein i € {1,...,m} mit G, -...- G,, C G;, da
jede irreduzible Menge in einer irreduziblen Komponente enthalten ist
nach 2.5(a) und e € Gy - ... - G, ist. Es folgt G; C G; Vj =1,...,m,
da G; C Gy -... -Gy und daher G; = G; Vj = 1,...,m, da G, als
irreduzible Komponente maximal ist nach Definition 2.5.1. Es ist also
m=1.

Als irreduzible Komponente ist G abgeschlossen in G .

(i) G ist eine Untergruppe von G:
Als Bild der Multiplikation GO x G° — G°GY ist G°GY irreduzibel.
Da G° c G°GP gilt und G° maximal ist, folgt G° = G°G. Da
i: G — G x+—— 27!, ein Homdomorphismus ist, ist (GY)™!
eine irreduzible Komponente von G, die e enthélt, und also gilt
G° = (G~ nach (1).

(ii) G° ist Normalteiler in G, denn:
Fiir jedes # € G ist 2G% ! eine irreduzible Komponente von G,
die e enthélt, und also gilt G2~ = G° Vz € G nach (1).

(iii) Jede Nebenklasse zG® mit x € G ist homdomorph zu G° und also
eine irreduzible Komponente von GG. Da GG nur endlich viele davon
besitzt, ist nun (2) bewiesen.

Nach Definition ist G genau dann zusammenhéngend, wenn G nicht als
disjunkte Vereinigung zweier abgeschlossener echter Teilmengen geschrie-
ben werden kann, und es gilt: G irreduzibel = G’ zusammenhéngend.
Aus (2) folgt auch die umgekehrte Richtung, denn danach ist die Zerle-
gung von G in irreduzible Komponenten disjunkt (vgl. AGLA 10.1).

Sei H eine abgeschlossene Untergruppe mit (G : H) < oo = H? ist

abgeschlossene Untergruppe von G° mit (G° : H°) < oo

= G'=HU gtH U---UgH°mit k € Ngund ¢,...,g: € G°.
al;)g;;ﬂ.

= GY\ HY ist abgeschlossen (als endliche Vereinigung abgeschlossener

Mengen)

= H°=G",da G° = H° UG’ \ H" und G° irreduzibel und H® # ()
S

abg. abg.

— G'C H.
Il

Bemerkung(a) Ist F ein Teilkérper von K und G eine F-Gruppe, so ist G°

eine F-Gruppe (hier ohne Beweis).
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(b) Wegen (3) nennt man eine irreduzible algebraische Gruppe auch zusam-
menhdngend und reserviert den Begriff ,,irreduzibel” fiir die Darstellungs-
theorie von Gruppen.

Beispiel

Sei Gg = {x € Myxn(R) | wz = e} die orthogonale Gruppe iiber R. Dann ist

G% = SO, (R) := {z € Gg | det(x) = 1}, und Gy zerfillt in zwei irreduzible

Komponenten

G]R:G?RU—eG?R, wobei e = =F,.

3.6 Produkt gewisser Teilmengen

Satz
Seien U,V Teilmengen einer algebraischen Gruppe G . Ist U offen und nicht
leer und ist V dicht in G, so ist

-

Beweis. Sei g € G'. Zu zeigen: |U N gV~ # (| (denn dann gibt es u € U und
v € V mit u=gv~!, und es folgt g = uv € UV).
Esist ¢: G — G, v —— gz~ !, ein Homdomorphismus, und also folgt

G=9(G) =, wV), = §V)=gVT.

dicht 1 Homoo.

Angenommen: U N gVt =0.

= gV C G\ U und G\ U ist abgeschlossen, da U offen ist

= gV 1 C G\ U nach Definition des Abschlusses

:UVC G=gV1CG\U

Dies ist ein Widerspruch, da U # 0). O

Bemerkung
Ist G irreduzibel, so ist G = UV, falls U, V' offen und nicht leer sind.

3.7 Der Abschlufl einer Untergruppe

Satz
Sei H eine Untergruppe einer algebraischen Gruppe G .

(1) Der Abschluff H ist eine Untergruppe von G .
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(ii) Enthdlt H eine nichtleere Menge, die offen in H ist, so ist H abge-
schlossen.

1

Beweis. (i) Da G —N>g, x —— 27+, ein Homodomorphismus ist, folgt

H'=H1 = H.
H Gruppe
Da G — G,  —— gz, ein Hom6omorphismus fiir jedes g € G ist,
folgt hH = hH v H fiir jedes h € H und also HH = H .
ruppe

Istyec H=— HyCc HH=H—=— Hy=Hy C H.
Also gilt HH = H .

(i) Ist U C H offen in H und U # 0, so folgtHDUHi_F.

3.8 Kern und Bild eines Homomorphismus

Benutze folgendes

Fundamentallemma
Seia: V W ein Morphismus von Varietiten. Dann enthdlt a(V') eine
nicht leere Menge, die offen in a(V') ist.

Der Beweis wird nachgetragen.

Satz
Seia: G —— G’ ein Homomorphismus von linearen algebraischen Gruppen.
Dann gelten:

(1) kern(a) ist eine abgeschlossene Untergruppe von G .
(11) bild(«) ist eine abgeschlossene Untergruppe von G .
(i) a(G) = (a(G))°

Beweis. (i) Esist kern(a) = a7 ({e}) und « stetig.

(ii) Nach dem Fundementallemma enthélt a(G) eine nicht leere Teilmenge,
die offen in a(G) ist. Nach 3.7(ii) folgt daher, dal o(G) abgeschlossen
ist.

(iii) Nach (ii) ist a(G°) abgeschlossen, und nach 2.4(c) irreduzibel.
Da e € a(GY), folgt a(G°) C (a(G))® nach 3.5(1). Da (G : G°) <
nach 3.5(2) gilt, ist (a(GQ) : a(G)) < oo, und es folgt a(G°) D (a(G))
nach 3.5(4).

23

[]
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3.9 Operationen von ¢

Sei GG eine lineare algebraische Gruppe, die vermoge
a:GXV —V  (z,0) — zv,
auf einer affinen Varietdt V operiere. Es gilt dann
z(yv) = (zy)v und ev=v Vz,yeG, veV.

Ist a ein Morphismus von Varietéten, so induziert « einen K-Algebrahomo-
morphismus

*

K[V] = KIGxV] 5 K[G]®k K[V]
Mor(V, K) Mor(G x V, K)
f foar————=3 fi@h,

i=1

wobei

(1) (foa)(x,v) = f(zxv) = zn:fi(:c)hi(v) VeeG, veV

=1

gilt. Der Homéomorphismus V —— V, v —— ¢~ 'V, induziert einen K-
Algebrahomomorphismus

V. —K

gt K[V] —— K[V], fr— {U )

genannt Linkstranslation mit G, und es gilt

)\gh:)\go)\h Vg,hEG’.

Satz
Sei Z ein endlich-dimensionaler Untervektorraum von K[V]. Dann gelten:

(i) Es gibt einen endlich-dimensionalen Untervektorraum W von K[V],
der Z enthdlt und der stabil unter allen Linkstranslationen A, ist, d.h.

ANW)CW YgedG.
(ii) \(Z) C Z <= o*(Z) C K[G] ®x Z.

53



Beweis. (i) Sei zunéchst Z erzeugt von einem Element f € K[V]. Dann

(i)

gilt:

Qo) = FE WY g™ h(e) VoeVigeG.

Es folgt A\, (f) = Xr fi(g7")hi, und also liegt A\ (f) in dem von
hi, ..., h, erzeugten Untervektorraum W' von K[V] fiir jedes g € G'.
Der Untervektorraum W von W', der von allen A\,(f), g € G erzeugt
wird, erfiillt A\,(W) C W und enthélt Z = K f.

Ist Z endlich dimensional und {z, ..., z;} eine Basis von Z , so bildet
man die Summe der Rdume, die man in der oben beschriebenen Weise
zu jedem z;,i = 1,..., k erhilt, und (i) folgt.

“—=: Ist o*(Z) C K[G] ®k Z, so zeigen der obige Beweis und (1),
daf jedes h; aus Z gewahlt werden kann.

‘=, Sei \J(Z) C Z Vg € G. Wahle eine Basis B = {z,..., 2z}
von Z und ergénze diese zu einer Basis BU{h; | j € J} von K[V]. Fiir
f € Z gilt dann

k endlich
(=Y wez+ Y veh € K[Gox K[V]
i=1 j

mit eindeutig bestimmten wu;, v; € K[G] (vgl. Algebra 10.11). Nach (1)
und Voraussetzung gilt dann

k endlich
N(f) =D uilg™z+ D vilg e ZVged,
i=1 j
also v;(g7') =0Vg € G, dh.v; =0. Es folgt o*(f) = XF v ® 2 €
K|G] @y, Z fur jedes f € Z.
[

3.10 Linearisierung affiner Gruppen

Wir wenden nun Satz 3.9 mit V = G an. Fiir jedes ¢ € G gibt es die
Linkstranslation

G—— K,

Ay K[G] — K[G], fr— {y oy

und die Rechtstranslation

G— K,

oyt K[G] — K[G], [ — {y%f(yg).
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Hierdurch erhélt man injektive Gruppenhomomorphismen

A: G — GL(K[G)), g — A,
p: G — GL(K[G]), g py.

Es ist p, = to A, 017!, wobei v: K[G] —— K][G] fiir alle g € G wie in 3.2
definiert ist, und Satz 3.9 ist auch fiir Rechtstranslationen anwendbar.
Satz

Sei G eine lineare algebraische Gruppe. Dann gibt es ein n € N und eine
abgeschlossene Untergruppe H von GL,(K), so daff G ~ H ist.

Beweis. Wéhle ein K-linear unabhingiges Erzeugendensystem {hq, ..., h;}
von K[G] als K-Algebra. Nach 3.9(i) gibt es einen p-stabilen Untervektor-
raum W von K[G] mit {hq,...,hg, hgs1,. .., h,} als Basis. Nach 3.9(1) und
3.9(i) gibt es Elemente a;; € K[G] mit 1 <4, j < n mit

pg(hj) = Zaw(g)h] fiir jedes g c G
i=1

Esist also (a;j(9))1<i,j<n die Matrix von py|w beziiglich der Basis {hy, ..., h,}.
Esist ¢: G — GL,(K), g — a;;(g), ein Morphismus von algebraischen
Gruppen. Es ist ¢ injektiv:

Sei ¢(g) = e = py(hy) = h; ¥ j

= p,(f) = fVfeK[G], da hy,...,h, die Algebra K[G] erzeugen und p,
ein Algebrahomomorphismus ist

= py,=1id =g =c.

Die Gruppe (@) ist abgeschlossen in GL, (K) nach 3.8(i). Noch zu zeigen
ist, dal ¢ ein Morphismus von Varietéten ist. Es ist

wﬁK@MMﬂinmfﬂ—aKM

gegeben durch ¢*(X;;) = a;; und ¢*(d~') = det(a;;)~". Es ist h;(g) =
hi(eg) = pg(hj(e)) = 3iy aij(g)h;(e) und also h; = 37, hj(g)a;;. Hieraus
folgt, dafl ¢* surjektiv ist (und also 1(G) abgeschlossen in GL,(K) nach
Aufgabe 26(b)).

Esist K[Y(G)] ~ K[GL,(K)]/kern(¢*) ~ K[G] und also vermittelt ¢ einen
Isomorphismus G ~ 9 (G) nach 2.9. O

Bemerkung

Ist F' ein Teilkorper von K, so laft sich 3.9 leicht auch fiir F-Strukturen
beweisen, und der Beweis von 3.10 geht auch durch. Man wéhle das Erzeu-
gendensystem f, ..., fx als Erzeugendensystem der F-Strukturen.
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4 Jordanzerlegung

4.1 Simultane Diagonalisierbarkeit

Sei K ein Korper, und sei W ein K-Vektorraum mit dimg W =: n < oo.

Definition
Eine Teilmenge S C Endg (W) heiit diagonalisierbar, wenn es eine Basis B
von W gibt, derart, da M& (o) fiir alle ¢ € S eine Diagonalmatrix ist.

Satz
Wenn oot = 1oo fiir alle o, 7 € S gilt, und wenn jedes o € S diagonalisierbar
ist, dann ist S diagonalisierbar.

Beweis. durch Induktion nach n:

Ist n =1, so erfiillt jede Basis von W die Behauptung. v/

Sei n > 1. Ist jedes o € S ein skalares Vielfaches der Identitit, so ist M2 (o)
eine Diagonalmatrix fiir jedes o € S und jede Basis B von W. v/

Es gebe nun ein ¢ € S, das kein skalares Vielfaches der Identitdt ist. Fiir
jedes A € K ist

Wy:={weW |o(w) = w} =kern(c — \id)

stabil unter allen 7 € S, denn es gilt:

we W, = o(r(w)) = 7(o(w)) Det. o 1 T(Aw) = AT(w)VTesS

— 7(w) e W\VT €S,

Da o diagonalisierbar ist, gilt W = W), @ --- @& W), , wobei Ay,..., \; die
verschiedenen Eigenwerte von ¢ sind (vgl. AGLA 9.12).

Nach Wahl von o ist £ > 1 und also dimg W), <nVi=1,...,k. Die Induk-

tionsvoraussetzung angewandt auf jedes \; ergibt dann die Behauptung. [

4.2 Additive Jordanzerlegung

Satz

Seien K ein Korper, W ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und

o € Endg(W) ein Endomorphismus, dessen Eigenwerte in K liegen. Dann
gelten:

(i) Es gibt eindeutig bestimmte Elemente oy, 0, € Endg (W) mit den Ei-
genschaften

(a) o ist diagonalisierbar, und o, ist nilpotent
(b) o =05+ 0y,

(¢c) os00,=0,00;.
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(ii) Es gibt Polynome P,Q € K[X]| ohne konstanten Term mit
P(o) = o5 und Q(o) = o, . Insbesondere kommutieren o, und o, mit
jedem Endomorphismus von W, der mit o kommutiert.

(iii) Ist Z C W ein o-stabiler Untervektorraum von W, so ist Z auch os-
und o,-stabil, und o|; = 05|z + on|z ist die additive Jordanzerlegung
von Z .

Beweis. (i) Nach Voraussetzung zerfillt das charakteristische Polynom P
von ¢ in Linearfaktoren, also P = +T[* (X — \)™, wobei A1, ..., A\
paarweise verschieden seien und nq,...,n; € N.

Sei W; := kern((o — A;id)™) der verallgemeinerte Eigenraum zum Ei-
genwert \; fir k =1,... k. Nach AGLA 133 git W =W, ®---d W
und dimg W; = n; sowie c(W;) Cc W; Vi=1,... k.

Nach dem Chinesischen Restsatz Algebra 8.12 gibt es ein Polynom
P € K[X] mit

P=)\mod (X —\)"Vi=1,....k

und, falls 0 kein Eigenwert ist, zusdtzlich mit P = 0 mod (X).
Sei |og = P(0)|. Dann folgt

() os(w) = NwVwe W, und Vi=1,... k

denn: P = \; mod (X — \;)™
— o0,— \id = fZ(U)(X — )\Z)nz

P(o) =05
= o5(w) — \jw = 0 Vw € W; nach Definition von W;.
Also ist og|w, diagonalisierbar fiir alle ¢ = 1,..., k und daher auch o,

daW =W; & .- & Wy. Ferner folgt, dafl nilpotent ist,

denn fiir jedes w € W; ist
0= (0 —Aid)"(w) = (0 —05)" (w) = oy (w) ,

()

und es ist o, (W;) C W;.
Da P(0) = o5 mit o vertauschbar ist, folgt 0, 0 05 = (0 — 05) 0 05 =
cgoo,—0l=0,00—02=0,0(0—0,) =0500,.V
Eindeutigkeit:
Sei 0, + 05 = 0 = 0. + o). Da ¢! mit o/ kommutiert, kommutieren o
und o], mit o und also mit o5 = P(0).
Es folgt, daB8 o, und o/, kommutieren. Also gilt

os— o, =0, — 0, folgt aus 4.1, vgl. Aufgabe 34.

—_—— N——
diag. nilpot.
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Die Eigenwerte eines nilpotenten Endomorphismus sind alle 0 (vgl. Auf-
gabe 32). Es folgt o5 — 0. = 0, da o, — o, diagonalisierbar ist. Also ist
auch o), — 0, =0.v

(ii) Wie in (i) definiert, ist 05 = P(0) und 0, = Q(0) mit Q = X — P. v

(iii) Aus (ii) folgt, daBl Z von o4 und o, stabilisiert wird. Das charakteristi-
sche Polynom von o|z teilt das charakteristische Polynom von o nach
AGLA 13.1 und (iii) folgt analog wie in (i) mit dem Polynom P.

[

4.3 Multiplikative Jordanzerlegung

Korollar

Seien K ein Korper, W ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und

o € Autg(W) ein Automorphismus, dessen Figenwerte alle in K liegen.
Dann besitzt o eine eindeutige Zerlequng

0 = 0500y,

wobei o5 € Autg (W) diagonalisierbar und o, € Autx (W) unipotent (d.h.
o, — id nilpotent) ist und

lasoauzauoas‘

gilt. Ferner gilt: Ist Z ein o-stabiler Untervektorraum von W, so ist Z auch
0s- und o-stabil, und o|y; = o4 z00,|7 ist die multiplikative Jordanzerlequng
von oz .

Beweis. Seien i, ...\, die Eigenwerte von o, und sei P := det(oc — X id).
Nach Voraussetzung ist P = (A — X)-...- (A, — X) und also P(0) = det(o)
= A1+... Ay . Da o invertierbar ist, ist det(o) # 0, und es folgt det(oy) # 0,
also o5 € Autg(W). Nach 4.2(b) ist 0 = 05 0 0, mit

o, = id —i—as_lan ,

und nach 4.2(a), (c) ist o, unipotent. Alles weitere folgt nun leicht aus 4.2. [

4.4 Jordanzerlegung von Matrizen

Seien K ein Korper und K ein algebraischer Abschlufl von K .
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Definitionl) Eine Matrix x € M,,»,,(K) heiit halbeinfach (,semisimple®),
wenn x iiber K diagonalisierbar ist, d.h. wenn es ein s € GL, (K ) gibt,
so dal szs~! eine Diagonalmatrix in M, ., (K ) ist.

Analog heifit ein Endomorphismus o: W —— W halbeinfach, wenn
o®id: W®r K — W ®x K diagonalisierbar ist. Hierbei gelte
dimg W < 0.

Im Fall K = K stimmen die Begriffe ,, halbeinfach® und ,, diagonalisierbar*
iiberein.

2) Eine Matrix € M,,x,,(K) heiBt unipotent, wenn x — E,, nilpotent ist.
Beispiel
z= (1) =a—E=(§§) und (z — E)* = (§§).

Die matrizentheoretische Version von 4.2 und 4.3 lautet:

Satz

Sei K algebraisch abgeschlossen. Dann besitzt jede Matriz x € M, «,(K) eine
Jordanzerlegung © = x5+ x,, und jede Matriz g € GL,(K) eine Jordanzerle-
qUNG g = GsGu = Gugs, wobei g,, x, halbeinfach, x, nilpotent und g, unipotent
sind. Die Zerlequngen sind eindeutiq.

Beweis. Da K = K ist, liegen alle Eigenwerte der Standardabbildung
ay ay ax ay
o K" — K" | 1 | 2| : bzw. Sl g
ap a, an, an,

in K. Dann besitzt ¢ eine eindeutige Zerlegung

wobei oy € Aut g (W) diagonalisierbar und o, € Autg (W) unipotent ist (d.h.
o — id nilpotent) und

]asoauzauoos\

gilt in K . Die Behauptung folgt nun aus 4.2 und 4.3, vgl. auch AGLA 4.4,
4.11 und 4.16. O]

Bemerkung
Sei G eine Untergruppe von GL,(K). Dann besitzt jedes ¢ € G nach dem
Satz eine Jordanzerlegung g = gsg, mit gs, g, € GL,(K).

Problem

Liegen gs und g, wieder in G?

Im allgemeinen: nein.

Das ist aber der Fall, wenn G abgeschlossen und also eine lineare algebraische
Gruppe 1ist.
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4.5 Jordanzerlegung von K|G|

Seien K algebraisch abgeschlossen, GG eine lineare algebraische Gruppe und
K[G] = Mor(G, K) die affine Algebra zu G . Der Isomorphismus G — G,
x —— xg induziert nach 2.9 fiir jedes g € G einen K-Algebraautomorphismus

py: KIG) —— K[G), fr—s 1O 1
z +—— f(zg),

genannt Rechtstranslation mit g. Es ist also (py(f))(x) = f(xg) Vz € G.

Satz
Fiir jedes g € G besitzt die Rechtstranslation p,: K|G] — K|[G] eine Jor-
danzerlegung

Pg = (Pg)s © (Pg)u = (Pg)uo (Pg)s,

so daf (pg)s|lw halbeinfach und (pg).|w unipotent fiir jeden endlich-dimen-
sionalen py-stabilen Untervektorraum W von K[G] ist. Die Zerlegung ist ein-
deutig.

Beweis. Induktiv konstruieren wir eine Kette von endlich-dimensionalen Un-
tervektorrdumen Wy C Wo C --- C W,, C --- von K|[G|, wobei p,(W,,) C W,
fir alle g € G und n € N sowie K[G] = U,ewx Wi, gilt.

Da K[G] als K-Algebra endlich erzeugt ist, besitzt K[G] eine abzihlbare
Basis {w; | i € N} als K-Vektorraum. Der von w; erzeugte Untervektorraum
von K[G] liegt nach Satz 3.9 (angewandt auf Rechts- statt auf Linkstransla-
tionen) in einem endlich-dimensionalen Untervektorraum W; von K[G] fiir
den gilt p,(Wy) C W1 Vg e G.

Analog liegt beim Induktionsschlu3 von n nach n + 1 der von W,, und w, 1
erzeugte Untervektorraum von K[G] in einem endlich-dimensionalen Unter-
vektorraum W, 41 von K[G], der stabil unter allen p, mit g € G ist.

Jedes f € K|[G] ist eine endliche Linearkombination von endlich vielen w; .
Hieraus folgt f € W, fiir ein n € IN. Also ist K[G]| = Upen Wa -

Nach 4.3 besitzt (py)|w, eine Jordanzerlegung

pg|Wn = (pg|Wn>S © (pg’Wn)u

fiir jedes n € IN und jedes g € GG, die nach 4.3 kompatibel ist mit der Jor-
danzerlegun von p,lw, , -

Sei nun g € G vorgegeben, und sei W ein pg-stabiler Untervektorraum von
K[G] mit einer endlichen Basis B. Dann ist jedes f € B in einem W,, ent-
halten und also ist B C W, fiir ein m € IN. Es folgt W C W,, und mit 4.3
die Behauptung. O
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4.6 Jordanzerlegung in G

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper, und sei GG eine lineare alge-
braische Gruppe iiber K . Fiir jedes g € G sei p; = (py)s © (pg)u die Jordan-
zerlegung der Rechtstranslation p,: K[G| — K|[G] wie in 4.5 beschrieben.

Satz (i) Zu jedem g € G gibt es eindeutig bestimmte Elemente g5 und g, €
G mit den Eigenschaften (pg)s = pg, und (pg)u = pg, Sowie g = gsgy =
GuYs -

(ii) Ist a: G —— G’ ein Homomorphismus von algebraischen Gruppen, so
ist a(gs) = a(g)s und a(g,) = a(g), fir jedes g € G .

(iii) Ist G = GL,(K), so ist gs der halbeinfache und g, der unipotente Anteil
von g € G wie in Satz 4./.

Beweis. (i) Sei p: K[G] @ x K[|G] — K|G| die Multiplikation in K[G].
Da p, ein K-Algebrahomomorphismus ist, gilt
110 (pg ® pg) = pgopu.
Wie man mit Hilfe von 4.3, 4.2 nachpriift, folgt hieraus
1o ((pg)s ® (pg)s) = (pg)s © it Es ist also

(pg)s: K[G] — KI[G], fr— (pg)s(f)

ein K-Algebrahomomorphismus, was wiederum einen K-Algebrahomo-
morphismus

¢: K[G] — K, [ ((pg)s([))(e),
ergibt. Nach Aufgabe 17 gibt es einen Punkt g, € GG, so daf
flgs) = @(f) ¥V f € K[G] gilt. Es ist also

f(gs) = ((pg)s(f))(e) ¥V f € K[G]].
Da p, ein Automorphismus ist, der mit allen Linkstranslationen
G — K,

y—— fla""y),

kommutiert, folgt aus 4.2(ii), dal (py)s mit A\, kommutiert fiir jedes
x € G. Fur alle f € K[G] und z € G folgt nun

((pg)s(f))(x) = (A1 0 (pg)s)(f))(e) mnach Definition von A,

= (((pg)s © As=1)(f))(e)  mach 4.2(ii)
= (As-1(f))(gs) mnach Definition von gs
= f(xgs) nach Definition von A,

= (4. (F))()

At K[G] —~ K[G], fr— {
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(iii)

Es ist also (pg)s = pg. . Analog zeigt man die Existenz von p,, € G mit
(Pg)u = pg. - Da p: G — GL(K|[G]) ein injektiver Gruppenhomomor-
phismus ist (vgl. 3.10), folgt nun (i) mit Hilfe der Jordanzerlegung von
pg aus 4.5. v/

a: G —— G’ spaltet in zwei Morphismen G — a(G)~—— G'. Da
a(G) nach Satz 3.8(ii) abgeschlossen in G’ ist, gentigt es, die zwei Fille
,a surjektive und , o injektiv* abzuhandeln.
Ist « surjektiv, so ist a*: K[G'] —— K|[G] injektiv (folgt aus 2.9) und
K[G'] kann als Untervektorraum von K[G], der stabil unter allen p,
mit g € G ist, aufgefaBlt werden. Es gilt py|xie = pa(g) , und mit 4.3
folgt die Behauptung.
Ist a injektiv, so kann G als abgeschlossene Untergruppe von G’ auf-
gefat werden. Sei I := Jo(G) = {f € K[G'] | f(z) = 0 Vz € G}
das Verschwindungsideal von G (vgl. 2.7.4). Dann ist K[G] = K[G']/I .
Ferner gilt

G={reG|pl) I},

denn: Sei x € G. Dann ist (p.(f))(y) = f(yx) =0Vy € G, f € [ und
also p.(f)eIvVfel.

Sei umgekehrt p,(f) C I fir ein # € G’. Dann gilt (p,(f))(e) =0
Vfelundalso f(xr) =0V fel.EsfolgtreUVe(Je(G) = G.

Au?ng
Sei nun g € G und g = gsg, mit g5, g, € G’ die Jordanzerlegung von G
in G'. Dann wird [ durch p, = (py)s und pg, = (py)u stabilisiert, und
daher sind gs, g, in G. V'

Sei G = GL,(K). Identifiziere jedes z € G mit der Standardabbildung
K" —— K" vi+—— xv. Fiir g € GG zeigen wir

gs =@ 1O(pg)5095

mit einer injektiven K-linearen Abbildung ¢: K" —— K|[G].
Da (pg)slpia(z) nach 4.5 halbeinfach ist, ist dann auch gy halbeinfach.
Sei ¢ # 0 in Homg (K™, K) . Dann ist

G—— K,

G K" —— K[G], v—
x —— p(av),

injektiv, und fiir jedes z € G gilt (¢(gsv))(z) = p(zgsv) sowie
(Pg. (P(0))) () = ($(v))(2gs) = p(zgsv) . Es folgt
$ogs=pg, 0P =_(pg)sop-
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Analog ist g, = @ ' o (py)u 0 @ und also g, unipotent. Aus den Eindeu-
tigkeitsaussagen in (i) und 4.4 folgt nun (iii).
O]

4.7 Unipotente Gruppen

Sei K ein Korper. Eine Untergruppe U von GL, (K) heit unipotent, falls
jedes Element aus U unipotent, d.h. von der Form F,,+a mit einer nilpotenten

10

Matrix a € M« (K) ist. Hierbei ist E,, := < ) = 1t () -
0o 1

Beispiel

Un(K) := C GL,(K)

ist eine unipotente Gruppe.

Beweis. Betrachte in M,,x,,(K) die Unteralgebra aller oberen Dreiecksmatri-
zen und darin das Ideal

0 *
N = € M,,un(K)
0 0
Dann ist N = (0) und also U, (K) = E, + N. O

Sei nun K algebraisch abgeschlossen, und sei GG eine lineare algebraische
Gruppe iiber K . Dann hat jedes g € G nach 4.6 eine Jordanzerlegung g =
gsgu Mit einem halbeinfachen Element g5 € G und einem unipotenten Element
gu € G . Die Menge

Gui={9€G|g=gu}
ist abgeschlossen in G . Dies folgt aus 3.10 und 4.6(ii), weil fiir eine unipotente
Matrix = € GL,(K) stets (x — E,)" = 0 gilt.

Definition

Eine Untergruppe U von G heifit unipotent, wenn jedes Element aus U uni-
potent ist.

Warnung
Halbeinfache algebraische Gruppen sind nmicht analog definiert.

Bemerkung
Man kann zeigen, daf jede unipotente Untergruppe von GL, (K') konjugiert
zu einer Untergruppe von U, (K) ist, falls K algebraisch abgeschlossen ist.
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5 Kommutative algebraische Gruppen

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Koérper.

5.1 Strukturtheorem
Sei G eine kommutative lineare algebraische Gruppe. Dann gelten:

(i) Die Mengen Gy :={g € G| g=gs} und G, :=={g € G | g = gu} sind
abgeschlossene Untergruppen von G .

(ii) Die Produktabbildung p: Gs x G, —— G ist ein Isomorphismus von
algebraischen Gruppen.

(iii) Ist G zusammenhéngend, so sind G5 und G, zusammenhéngend.

Beweis. Nach Satz 3.10 und Satz 4.6 konnen wir annehmen, dafl G eine
abgeschlossene Untergruppe von GL, (K) mit einem n € IN ist.

(1) Gs ist eine Untergruppe von G, denn:
Seien z,y € Gy = dg € G, so daB grg~! und gyg~' Diagonalmatrizen

sind. = gryg~*

= gyg~ ' gyg~" ist eine Diagonalmatrix.
-
diag. diag.
Es ist g7'27lg = (grg™!)~! eine Diagonalmatrix und also 27! € G.

Ferner E, € G,

(2) G ist eine Untergruppe von GG, denn:
Seien x,y € Gy
— x = E,+aund y = E,, +b mit nilpotenten Matrizen a,b € M,,.,,(K)
= ay=L,+b+a+ab.
Es ist ab nilpotent, da xy = yx und also ab = ba .
Daher ist b + a + ab nilpotent.
— zy € G,

a
Esist 27! = E,

B E,+a
(3) G, ist abgeschlossen in G nach 4.7.

cGyuund E, € G,.

(4) Sei D,,(K) die Gruppe der Diagonalmatrizen und A,,(K) die Gruppe der
oberen Dreiecksmatrizen in GL,(K). Diese Gruppen sind abgeschlossen
in GL,,(K) nach 0.1.4 und 5. Da G kommutativ und K algebraisch ab-
geschlossen ist, kann G nach Aufgabe 35 simultan trigonalisiert werden.
Es gibt also ein z € GL,,(K), so da} G vermoge

G—AK), gr— zgz_l,
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in A, (K) eingebettet werden kann. Die Jordanzerlegung wird dabei nach
4.6(i1) respektiert.
Sei also 0.E. G C A, (K) (dies wird in (5) gebraucht). Nach 4.1 kann Gy
simultan diagonalisiert werden. Es gibt also ein z € GL,(K), so dal G
vermoge Gy — D, (K), g — zgsx™ ', in D, (K) eingebettet werden
kann. Fiir jedes g € G gilt dann
g = xgsx_l * Gu S An<K) .
4.6 = —~ €AW (K)

€D, (K)
Sei also 0.E. G € A, (K) und Gy = G N D, (K). Letzteres impliziert,
daB Gy abgeschlossen in G ist. Mit (3) folgt nun ofensichtlich, daf§ x ein
Morphismus von algebraischen Gruppen ist.

pw s G—— Gy x Gy, g+ (gs,gu), ist ein Morphismus, denn:
Die Eigenwerte von g =: (a;j) € G (C) A, (K) sind die Nullstellen des
4

charakteristischen Polynoms

ay] — X a1 ... QA1np
det O R : :H(aii_X>7
: T (p—1n i=1
0 o0 a—X

bilden also gerade den Diagonalanteil von g. Da gy dieselben Eigen-
werte wie ¢ hat (vgl. Beweis von 4.2(i)), und gs (E) D, (K) ist, folgt
n

aus 4.2, da g, der Diagonalanteil von g ist. Daher ist die Projektion
ms: G —— G5, g —— g5, ein Morphismus und ebenso die Projektion
To: G —— Gy, g|—’9;19:gu‘ v

Ist G zusammenhéngend (d.h. irreduzibel nach 3.5), so sind Gy als Bild
von 7s und G, als Bild von 7, irreduzibel nach 2.4(c), da s, m, nach (5)
stetig sind.

[

5.2 Eindimensionale Gruppen

Sei V eine affine algebraische Varietét {iber K . Dann gilt:

|V irreduzibel | — K[V] Integritétsring |.

Ist V irreduzibel, so ist die Dimension von V der Tranzendenzgrad des Quo-
tientenkorpers K (V).
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Ist K[V] = Klz1,...,2,], so ist dimV die maximale Anzahl algebraisch
unabhéngiger Elemente unter den z; (vgl. 1.2, 1.8 und 2.6).
Beispiele(1) Ist G = G, (K) die multiplikative Gruppe
= K[G] = K[X,X '] = dimG = 1, und G ist diagonalisierbar nach
0.1.8.

(2) Ist G = G,(K) die additive Gruppe

— K[G] = K[X] = dim G =1, und G ist unipotent nach 0.2.1.
Lemma
Seien V1, Va affine irreduzible algebraische Varietdten. Dann gelten:

(a) dimV; x Vo =dimVj + dim V5 .

(b) Ist Vi eine abgeschlossene echte Untervarietit von Vs, so gilt

dimV; < dim V5.

Beweis. (a) Sind {z1,...,2,} und {yi,...,y,} maximale Mengen von alge-
braisch unabhéngigen Elementen in K[V;] bzw. K[V3], so ist
{r1®1,..., 2, ®1,1®uyi,...,1 ®y,} eine solche Menge in
K[V ox K[Va] = K[Vi x Val.

(b) Es ist K[V1] = K[V5]/p mit einem Primideal p # 0 (vgl. 2.7.4 und 2.9).
Sei dim V; =: d, und seien 71 = x; mod p, ..., Tq = x4 mod p algebraisch
unabhéngig in K[V5]. Dann sind zy, ..., 24 algebraisch unabhingig in
K[Vi]. Es folgt d < dim V; .

Angenommen d = dim V5. Sei @ # 0 in p. Da dimV, = d ist, gibt es
ein Polynom f € K[Xy,..., Xy mit f # 0 und f(a,z1,...,24) = 0. Da
a # 0 ist, darf angenommen werden, dafl f nicht von X, geteilt wird.
Dann gilt:

g(Xl,. .. ,Xd) = f(O,Xl,. .. ,Xd> 7£ 0,

aber ¢(771,...,7q) = f(0,71,...,Tq) = 0 im Widerspruch dazu, dafl
x1,...,xq algebraisch unabhéngig sind.

O

Bemerkung

Mit Hilfe des Lemmas und der Tatsache, daff die Kommutatorgruppe [G, G]
einer zusammenhéngenden linearen algebraischen Gruppe GG zusammenhéingend
ist, zeigt man folgendes:

Jede eindimensionale zusammenhéngende lineare algebraische Gruppe ist
kommutativ, und es gilt entweder G = G4 oder G = G, . Mit Hilfe der
Theorie der ,diagonalisierbaren Gruppen“ und der ,,Vektorgruppen® zeigt
man dann weiter, dal sogar entweder G ~ G, (K) oder G = G,(K) gilt.
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5.3 Charaktere

Sei K algebraisch abgeschlossen, und sei G eine lineare algebraische Gruppe
iiber K . Ein Charakter von G ist ein Morphismus von algebraischen Gruppen
X: G — G, (K). Das Produkt zweier Charaktere y, 1 ist definiert durch

(x¥)(z) = x(x)¢(z) Yz € G

Die Charaktere von G bilden eine abelsche Gruppe X*(G), genannt Charak-
tergruppe von G.

Es ist X*(G) C K[G] = Mor(G, K). Ist F' ein Teilkérper von K, und ist
G iiber F definiert, so bilden die iiber F definierten Charaktere von G eine
Untergruppe von X*(G).

Lemma

Sei G irgendeine Gruppe, und sei L ein Korper, so bilden die Homomorphis-
men G —— L* eine linear unabhingige Teilmenge der Menge aller Funktio-
nen G — L.

Beweis. Algebra 18.4. [

Beispiel
Sei G = D,,(K) die Gruppe der Diagonalmatrizen in GL,(K) (wie in 0.1.4).
Dann ist G kommutativ, und man hat fiir jedes i = 1, ..., n einen Charakter

aq 0
XﬂG"K*, Q; -

Esist K[G] = K[X1,- -, Xns X1 -+ X, '] mit

aq 0
X;lZG K*a |—’&;1.
0 an
Nach dem Lemma sind die Monome x7™ -.. .- x”» linear unabhéngig in K|[G]|

fir alle Tupel (myq,...,m,) € Z™ und bilden daher eine Basis von K[G] als
K-Vektorraum. Da insbesondere jeder Charakter ein solches Monom ist, folgt

X*(G) ~ 7" ].
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5.4 Diagonalisierbare Gruppen

Definition

Sei K algebraisch abgeschlossen, und sei G eine lineare algebraische Gruppe
iiber K. Dann heiflit G diagonalisierbar, wenn G isomorph zu einer abge-
schlossenen Untergruppe von D,,(K) fiir ein n € N ist. Eine diagonalisier-
bare Gruppe ist offensichtlich kommutativ und besteht aus halbeinfachen
Elementen.

Satz

Aquivalent sind:

(a) G ist diagonalisierbar.

(b) Die Charaktergruppe X*(G) ist eine endlich erzeugte abelsche Grup-
pe, und die Elemente von X*(G) bilden eine Basis von K[G] als K-
Vektorraum.

(c) Ist a: G —— GL,(K) ein Morphismus, so ist a(G) konjugiert zu einer
abgeschlossenen Untergruppe von D, (K).
Beweis. (a) = (b): Identifiziere G mit dem Bild von G in D, (K) =: D,,.
Die Inklusion ¢: G —— D,, induziert dann nach 2.9 einen surjektiven
K-Algebrahomomorphismus

: K[D,,) — K[G], f+— fla-

Dann wird K[G] nach Beispiel 5.3 erzeugt von den Restriktionen von
Charakterern von D,, . Mit Lemma 5.3 folgt, dal X*(G) eine Basis von
K[G] ist. Also ist der Homomorphismus X*(D,,) —— X*(G) surjek-
tiv. Da X*(ID,,) ~ Z™ nach Beispiel 5.3 gilt, folgt, dal X*(G) endlich
erzeugt und abelsch ist. v/

(b) = (c): Als K-Algebra wird K[G] von endlich vielen Charakteren x1, ..., X4
erzeugt. Definiere

0: G—— Gy X - X Gp(~Dy)

d Kopien

durch p(z) = (x1(2), ..., xqa(x)) fiir € G . Dann ist ¢ ein Morphismus
von algebraischen Gruppen mit trivialem Kern, da x, ..., x4 Algebra-
erzeugende von K [G] sind. Also ist G kommutativ und besteht aus halb-
einfachen Elementen. Gleiches gilt fir a(G) C GL,(K) nach 4.6(ii).
Nach 4.1 (simultane Diagonalisierbarkeit) gibt es ein x € GL,(K), so
dal za(G)z~! € D,,. Da a(G) nach 3.8 abgeschlossen in GL,, (K) ist,
folgt (c).
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(¢) = (a): Nach Satz 3.10 gibt es eine Einbettung G —— GL,(K) mit
einem n € IN. Wende hierauf (c¢) an, dann folgt (a).
[

Korollar
Sei G diagonalisierbar. Dann gelten:

(i) Jede abgeschlossene Untergruppe H von G ist diagonalisierbar.

(ii) Ist a: G —— G ein Morphismus von algebraischen Gruppen, so ist
a(Q) diagonalisierbar.

Beweis. (i) Der von der Inklusion ¢: H = G induzierte K-Algebrahomo-
morphismus

v K[G) — K[H], f— flu,

ist surjektiv nach 2.9. Da K[G] nach (a) = (b) von X*(G) erzeugt
wird, wird K[H]| von den Restriktionen von Charakteren erzeugt, und
diese sind linear unabhéngig nach Lemma 5.3. Ferner folgt, da} mit
X*(G) auch X*(H) endlich erzeugt und abelsch ist. Nach (a) = (b)
ist H diagonalisierbar.

(ii) Nach Satz 3.10 1&8t sich G" in GL,(K) fiir ein n € IN einbetten. Nach
(a) = (c) ist dann a(G) konjugiert zu einer abgeschlossenen Unter-
gruppe von D, (K') und also o(G) diagonalisierbar.

[

5.5 Charaktere zusammenhingender Gruppen

Satz

Seir K algebraisch abgeschlossen, und sei G eine zusammenhdngende lineare
algebraische Gruppe. Dann ist die Charaktergruppe X*(G) torsionsfrei, d.h.
X*(G) besitzt keine Elemente endlicher Ordnung aufler 1.

Beweis. Sei x: G — G, (K) =: G,,, ein Charakter. Dann ist x(G) zusam-
menhéngend nach 2.4(c). Die einzigen zusammenhingenden Untergruppen
von Gy, sind {1} und G,,. Es folgt x\" # 1Vn > 1. O

5.6 Tori

Definition
Sei K algebraisch abgeschlossen. Eine lineare algebraische Gruppe G heif3t
algebraischer Torus oder kurz Torus, falls G ~ D,,(K) gilt.
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Satz
Fiir eine lineare algebraisch Gruppe T sind dquivalent:

(a) T ist ein n-dimensionaler Torus.

(b) T ist zusammenhingend und diagonalisierbar, und es gilt dimT = n .
(c) T ist diagonalisierbar, und es ist X*(T) ~ Z".

Beweis. (a) = (b): DaD,(K) ~ GL;(K) x - -+ x GLy(K) gilt und GL; (K)

n Kopien
nach 3.4.3 irreduzibel ist, ist auch D,,(K) irreduzibel nach 2.17(iii). Fer-
ner folgt dimg D, (K) = n nach 5.3(a).

(b) = (c): Da T diagonalisierbar ist, ist X*(7") eine endlich erzeugte abel-
sche Gruppe, die eine Basis von K[G] als K-Vektorraum bildet, vgl.
Satz 5.4.
Nach 5.5 ist X*(T') torsionsfrei, und nach dem Hauptsatz fir end-
lich erzeugte abelsche Gruppen (Algebra 10.12) folgt X*(7T') ~ Z™ mit
n =rang(X*(T)) = dim7T. v

(c) = (a): Sei x1,. .., Xn €ine Z-Basis von X*(7"). Dann ist

K[T] 2K[X17"'7XH7X;17"'7X;1]

nach 5.4 und also dim 7" = n . Da T diagonalisierbar ist, ist 7" isomorph
zu einer abgeschlossenen Untergruppe von D,,(K). Es folgt T~ D,,(K)
nach 5.2(b), da dim 7" = dim D,,(K) .

[

5.7 Strukturtheorem fiir diagonalisierbare Gruppen

Seien K algebraisch abgeschlossen, GG eine lineare algebraische Gruppe und
G die Zusammenhangskomponente von e € G wie in 3.5.

Satz

Ist G diagonalisierbar, so ist G = H x G° mit einer endlichen Gruppe H ,
und G° ist ein Torus. Falls char(K) =p > 0 ist, so gilt pt |H]|.

Beweis. Man kann annehmen, daf§ G eine abgeschlossene Untergruppe von
D,,(K) =: D,, mit einem m € N ist, vgl. 5.4 und 3.10. Nach Korollar 5.4(i) ist
GY ein Torus. Wie im Beweis von Satz 5.4 induziert die Inklusion G* —— D,,,
einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

Zm™ ~ X*(D,,) — X*(G°) ~ Z"

5.3 5.6
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mit n = dim G°. Es folgt X*(D,,) ~ kernp & X*(G°), weil X*(G) ein
freier Z-Modul ist. Also besitzt X*(ID,,) eine Z-Basis x1,...,Xm, so dafl
Xi(z) =1Vx e G’ und Vi=1,...,m —nist.

Man hat also einen Isomorphismus

x1(7) 0
D,, — D,,, z — . ,
0 Xom ()

bei dem fiir jedes x € G° die ersten m — n Diagonaleintriige gleich 1 sind. Es
folgt

D,, =D,n x G° und
G=HxG" mit H=GND,_,,.

Nach 3.5(ii) ist H ~ G//G" eine abelsche Gruppe. Ferner ist die Multiplikation
H x G° —— @ ein Isomorphismus von algebraischen Gruppen. Da H endlich
ist, besteht H aus Einheitswurzeln aus K .

Ist char(K) = p > 0, so besitzt K aber keine p-te Einheitswurzel # 1 nach
Algebra 17.13. ]

5.8 Torsion in diagonalisierbaren Gruppen

Korollar
Sei K algebraisch abgeschlossen, und sei G diagonalisierbar wie in 5.7. Dann
st die Torsionsuntergruppe Giors von G dicht in G .

Beweis. Nach 5.7 ist
G~HXxG, x ---xG,

dim G° Kopien

mit einer endlichen Gruppe H und G,, = K*. Es geniigt also, die Behauptung
fiir G = G,, zu zeigen. In diesem Fall besteht Gy, aus allen Einheitswurzeln
von K*, also ist |Gyos| = 00, da K algebraisch abgeschlossen ist. Da dim G =
1 ist, folgt Giors = G, aus Lemma 5.2(b). O

5.9 Rigiditat diagonalisierbarer Gruppen
,Rigid“ heifit ,starr“und bedeutet ,wenig Automorphismen*.

Sei K algebraisch abgeschlossen. Seien H, H' algebraische Gruppen mit den
Eigenschaften:
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(1) H’ enthélt fiir jedes m € IN nur endlich viele Elemente der Ordnung m .
(2) Hiors ist dicht in H .

Diese sind erfiillt, wenn H und H’ diagonalisierbar sind (nach Algebra 17.3.3
und 5.8)

Sei V eine irreduzible Varietét, und sei a: V x H
von Varietdten, so dafl zusatzlich gilt:

H' ein Morphismus

(3) Fiir jedes v € Vist ao,: H —— H', h+——— «a(v, h) ein Gruppenhomo-
morphismus.

Satz
Dann ist die Abbildung

V —— Mor(H,H'), v +— a,,

konstant.

Beweis. Fiir h € H ist die Abbildung 5,: V —— H', vi+—— a(v, h) ein
Morphismus von Varietdten, da « ein solcher ist. Ist ord(h) < oo, so ist
Br(V') eine endliche Menge nach (1) und (3). Da mit V' nach 2.4(c) auch
Br(V) irreduzibel ist, ist 5,(V) = {h'} mit einem A’ € H'. Fir v,w € V
schickt

v: H — H', h+— a,(h) (k)"
—— ————
=Bn(v) =Bp(w)~?

jedes h € H mit ord(h) < oo nach ¢ = 1y . Da mit {¢'} auch y~1(¢)
abgeschlossen ist, folgt aus (2), dal v(h) = ¢ Vh € H gilt. Es folgt o, =
ay Yo,w eV, O

5.10 Normalisator und Zentralisator

Sei G eine beliebige algebraische Gruppe. Dann operiert G per Konjugation
a:GxG—G, (g,7) — grg™ ',

auf sich selbst, und « ist ein Morphismus. Fiir x € G sei

Stab(z) := {g € G | grg~" =z}

der Stabilisator von x, und fiir eine Untergruppe H von G seien

Za(H) = [ Stab(h) ={g € G | ghg™' =hVh € H}
heG
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der Zentralisator von H in G und
Ne(H) :={9€G|gHg ' = H}

der Normalisator von H in G.

Lemma

Ist H eine abgeschlossene Untergruppe einer algebraischen Gruppe G, so sind
Ne(H),Stab(h) fir alle h € H und Zg(H) abgeschlossene Untergruppen
von G . Ferner ist Zg(H) Normalteiler von Ng(H).

Beweis. Fiir jedes h € H ist a,: G —— G, g —— ghg~ ' ein Morphismus,

da « ein solcher ist. Da H und {h} abgeschlossen in G sind, sind also auch
a,'(H) = {g € G | ghg™' € H} und o}, '({h}) = Stab(h) abgeschlossen
in G. Es folgt, daB Ng(H) = hﬂH oy '(H) und Zg(H) = hﬂH Stab(h) abge-
schlossen in G sind. ) )

Es sind Stab(h) und Ng(H) Untergruppen von G nach Algebra 2.3 und Alge-
bra 2.10. Es ist dann auch Z4(H) als Durchschnitt von Untergruppen wieder
eine Untergruppe.

Fiir jedes g € Ng(H) und jedes z € Zg(H) ist gzg~' € Zg(H), denn fiir alle
h € H gilt:

(92 " h(gzg ™) =92 (¢7'hg) 27'g!
—_———

€H, da geNg(H)
= g(g’lhg)g’l, da z € Z5(H)
=h.

Es folgt Zq(H) aNg(H) . O

Satz
Sei G eine lineare algebraische Gruppe tber einem algebraisch abgeschlosse-

nen Korper, und sei H eine diagonalisierbare Untergruppe von G . Dann gilt
NG(H)? = Z5(H), und die Faktorgruppe Ng(H)/Zq(H) ist endlich.
Beweis. H ist abgeschlossen in G'. Wende 5.9 mit V = Ng(H)? und

a:V xH——H, (x,h) — zhz™', an. Dann ist V —— Mor(H, H),

T —— g, mit a,(h) = zhz™' Vh € H konstant, und also gilt a, = a, fiir
allex € V. Esfolgt x € Z5(H)? Vz € V. Umgekehrt gilt Z¢(H)? € No(H)°,

und also ist Z5(H)? = Ng(H)°. Hieraus und aus dem zweiten Noetherschen
Isomorphiesatz (Algebra 1.7) folgt nun

Ne(H)/26(H) = (Na(H)/Na(H)°)/[(26(H)/26(H)").
Dabei sind Ng(H)? und Z5(H)? jeweils von endlichem Index nach 3.5, wor-
aus die zweite Behauptung folgt. ]
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Beispiel
Sei M C GL,(K) die Gruppe der monomialen Matrizen, das sind die n X n-
Matrizen, die in jeder Zeile und jeder Spalte genau einen Eintrag # 0 haben.
Dann ist:

1 D,(K)=:D,,

) M
2) M/M° ~ S, die symmetrische Gruppe, also |[M/M°| = n!,
3) Nav,x)(Drn) = M,

)

4) Zar,(x)(Dy) = Dy,

und nach 3) und 4) gilt Vg, (x)(Dy)/ Zar, (k) (Dn) 2 Sy, (vgl. auch Steinberg,
S.73).

5.11 Bemerkung iiber auflésbare Gruppen

Fiir auflosbare (also nicht notwendig kommutative) Gruppen gilt der folgende

Struktursatz
Sei G eine zusammenhdngende auflosbare lineare algebraische Gruppe tiber
emnem algebraisch abgeschlossenen Kdrper. Dann gelten:

i) G, ist abgeschlossener Normalteiler in G, der die Kommutatorgruppe
) G, ist abgeschl N, lteiler in G, der die K tat
|G, G| enthdlt, und G, ist zusammenhdngend.

(ii)) G/G, ist ein Torus.

(11i) G nilpotent <= G ist eine Untergruppe von G.
In diesem Fuall ist G4 abgeschlossen, und es ist G = G4 x G, .

(iv) Die maximalen Tori in G sind konjugiert unter (| C'(G), wobei C'(G)
1€INg
wie in Aufgabe 36 definiert ist.

(v) Ist T ein mazimaler Torus in G, so ist G = T x G, (d.h. G, ist
Normalteiler in G sowie G = TG, und T NG, = {e}).
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6 Die Liealgebra einer linearen algebraischen
Gruppe

Sei K ein Korper.

6.1 Liealgebren

Definitionl) Ein K-Vektorraum L zusammen mit einer bilinearen Abbil-

dung

LxL——1L, (z,y) — [zy]
~—~
»Lie-Klammern*

heifit Liealgebra, wenn gilt:

(i) [zz] =0Vx e L,
(i) [z[yz]]+ [y[zz]]+ [z[zy]] = 0 Vz,y, z € L (,,Jacobi-Identitét*, ersetzt
das Assoziativgesetz).

2) Eine Liealgebra L heifit kommutativ, falls [zy] = 0Vx,y € L gilt.

3) Eine K-lineare Abbildung ¢: L —— L' mit Liealgebren L, L’ heifit Ho-
momorphismus, falls p([zy]) = [p(x), p(y)] Y,y € L gilt.

4) Ein Untervektorraum L’ einer Liealgebra L heifit Lieunteralgebra, falls
[zy] € LV z,y € L' gilt.

Bemerkung

Ist L eine Lieunteralgebra, so gilt

[yl = —[yx] Va,y€L|,

denn

O=[r+yz+y =r+yz]+[x+y,vy

m =l

= [zz] +[yz] + [xy] + [yy]

bil. ~~ ~~
=0 =0
= [ya] + [vy] .V

6.2 Beispiele

1) Sei B eine K-Algebra. Setze [xy| = zy — yx fir x,y € B. Dann ist B eine
Liealgebra iiber K .
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2)

Ist B = Endg (W) mit einem K-Vektorraum W, und ist die Lieklammer
wie in 1) definiert, so heifit B die Liealgebra der Endomorphismen von W
und wird als gl(W) geschrieben.

Ist W = K™, so schreibt man gl,,(K) und identifiziert dieses mit M,,x,, (K)
(beziiglich Standardbasis).

Sei n = 2. Dann ist

sly(K) 1= {(i 2) € Moo(K) |a+d = 0}

eine Lieunteralgebra von gl,(K). Eine K-Basis von sly(K) ist

0606 5)
(o) =0 0) elo S e s)

fallsa+d=0.

Lieunteralgebren von gl,,(K) sind z.B.

sl (K) ={z € gl,(K) | Spur(z) =0} und
on(K)={z € gl (K)|r = -z}

E. WirT, 1935: Sei char(K) = p > 2, und sei L ein p-dimensionaler
K-Vektorraum. Ist {ep, ..., e, 1} eine Basis von L iiber K , so wird durch

[eie;] == (J = 1)€(its) mod p

cine Liealgebrastruktur auf L definiert (vgl. H. CHANG: Uber Wittsche
Lie-Ringe, Abh. Math. Sem. Universitat Hamburg 1941).

6.3 Derivationen

Definition

Seien R ein kommutativer Ring, A eine kommutative R-Algebra und M ein
A-Linksmodul. Eine R-lineare Abbildung D: A —— M heifit R-Derivation,
falls

D(ab) = aD(b) +bD(a) Va,b,e A
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gilt. Fiir eine R-Derivation D: A —— M gilt:

D(r)y=0 VreR|,

denn D(1) = D(1-1) =1D(1) 4+ 1D(1) =
daher D(r) = D(r - 1) o rD(1)=0.V
Es ist '

D(1)+ D(1), also D(1) = 0 und

Derg(A, M) := {R-Derivationen A — M}
ein R-Modul. Sei A = M . Fiir Dy, Dy € Derg(A, A) gilt dann

Dl @) D2 - DQ e} D1 c DeI'R(A, A) .
Insbesondere ist die Derivation Derg (A, A) eine Lieunteralgebra von gl(A),
falls R = K ein Korper ist.

Beispiel
Ist char(K) =p > 0und D € Derg(A, A), so ist

DP(ab) = gpj (i’) D'(a)DP=i(b) = aDP(b) + bD"(a)

1=0

und DP eine K-Derivation.

6.4 Differentialmoduln

Seien R ein kommutativer Ring und A eine kommutative R-Algebra. Es sei
i A®r A —— A die Multiplikation und J := Jy := kern p.

Definition

Der A ®p A-Modul

Q= J)J?

heiBt Differentialmodul von A diber R. Es ist {4/ auch ein A-Modul, da
J - Qu/r = (0) ist. Die Abbildung

d:=dap: A— Qug, ar—a®1—1®amod J>
ist eine R-Derivation, genannt universelle R-Derivation
(Es ist d(ab) = (a ® 1)d(b) + (1 ® b)d(a)).
Bemerkung
Die Elemente d(a) mit a € A erzeugen den A-Modul Q4 /5.

endl.
Beweis. Firz = 3 a; ® b; € J gilt 3~ a;b; = 0 und also
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Satz
Das Paar (Q24/r,d) hat die folgende universelle Eigenschaft:
Fiir jeden A-Modul M ist die Abbildung

®: Homu(Qa/r, M) — Derg(A, M), p—— pod,
ein Isomorphismus von A-Moduln.

Beweis. @ ist A-Modulhomomorphismus, und ® ist injektiv, da die Elemente
d(a) mit a € A den A-Modul Qy4/p erzeugen.

Sei D € Derg(A, M) . Dann erhélt man durch ¢(a®b) = bD(a) eine R-lineare
Abbildung ¢: A®r A —— M , und es gilt

b(xy) = p(x) Y(y) + ply) Y(r) =0V, y € J.
— ——
=0 =0
Also induziert 1) eine R-lineare Abbildung ¢: 4/r —— M, und diese ist
sogar A-linear. Es ist (e ® 1 — 1 ® a) = D(a) . Also folgt pod=D. O

Bemerkungl) Seien K ein Korper, und F = K (z) eine einfache Korperer-
weiterung von K . Dann gilt:

dimg(Qg/x) <1 und |Qpx =(0)| <= | E separabel (algebraisch iiber K)

2) Ist E eine algebraische Korpererweiterung von K (X, ..., X,), so gilt:

dimg Qp/xk >n und |dimgQp/x =n| <= |LE separabel iiber K(X;,...

, Xn)

6.5 Die Unteralgebra Lie(G)

Seien K algebraisch abgeschlossen, GG eine lineare algebraische Gruppe,
A = K[G] = Mor(G, K) die affine Algebra von G und

G— K,

N A—— A, fr—s {x|_>f<g_1x)

die Linkstranslation mit g € G.
Definition

Lie(G) :={D € Derg(A,A) | \yjoD=Do )\, Vg € G}

Dann ist Lie(G) eine Lieunteralgebra von Derg (A, A), genannt, Liealgebra
der linksinvarianten K-Derivationen. Sie hat folgende Eigenschaften:
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(a) LieG = Lie G°,
(b) dimg Lie G = dimg Lie G°, insbesondere dimg Lie G < oo,

(c) Ist a: G —— G’ ein Morphismus von algebraischen Gruppen, so in-
duziert « einen Liealgebrahomomorphismus @: Lie G —— LieG’. Um
dies zu beweisen, zeigt man, dafl Lie G als K-Vektorraum isomorph zum
Tangentialraum 7.(G) von G in e ist.

6.6 Tangentialraiume

Sei K algebraisch abgeschlossen, und sei V' eine affine algebraische Varietét
tiber K . Fiir v € V sei K, der Korper K , betrachtet als K [V]-Modul verméoge
K[V] —— K, f+— f(v). Der Tangentialraum T,V in V ist der K-
Vektorraum

T,V := Derg (K[V], K,) |.

Bemerkung
Ist a: V —— V"’ ein Morphismus von Varietiten, so induziert

o K[V — K|V], fr— foa,

eine K-lineare Abbildung

(da)y: T,V — To)V', D—— Doa*|,

genannt Differential von « in v oder Tangentialabbildung von o in v. Fiir
S VERER v gilt die Kettenregel

d(Boa), = (dB)agw) o (da)y,|.

Ferner gilt: Ist a: V' —— V"’ ein Isomorphismus von Varietéten, so ist (da),
ein Isomorphismus Vv € V' (vgl. Satz 2.9).

Sei m, :={f € K|V]| f(v) =0} =kern(K[V] — K, f+——— f(v)). Fiir
D € T,V gilt dann (nach Definition von K,):

D(fg) Z@D(9)+@D(f) =0V fgem,.

Also induziert jedes D € T,V eine K-lineare Abbildung

(D): my/m? —— K.
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Satz
Die Abbildung

(: T,V — Homg(m,/m? K), D+ {(D),
15t ewn Isomorphismus von K -Vektorrdumen mit Umkehrung
Homg (m,/m2, K) — T,V ,
> Dy: K[V] — K, [ ——¢(f = f(v) + m}).

Beweis. Da f(v) =0V f € m, gilt, ist f(Dy) =1 und
Df(D) =DVvVDeT,V.
Noch zu zeigen ist, dafl D, eine K-Derivation ist. Es ist

Dy(fg) = ¥(fg— f(v)g(v) — m7) und
FDy(g) + gDy (f) = f(0)(g — 9(v) + mg) + g(W)P(f — f(v) +my)
il V(f(v)g — f)gv) +g(v)f —g(v)f(v) + m2).

Esist h:= fg— f(v)g—g(v)f + g(v)f(v)
=(f=f()) (g —9g(v)) .

cmy emy

Daher folgt durch Addition von A in der grofien Klammer, dafl

fDy(g) + gDy(f) = U(fg — f(v)g+m3) = Dy(fg) ¥ f,g € K[V]

gilt. [l

6.7 Alternative Beschreibung

Seien K algebraisch abgeschlossen, V' eine affine algebraische Varietdt und
Vi={ve V| f(v)#0} firein f € K[V]. Ist V irreduzibel, so gilt

lim Oy (U) N lim Oy (V) J5, lim lim K[V];= |J K[V
Uchfgn VB f( )#0 f(0)#0

da K[V] Integritatsring = O, (vgl. 2.13). Man definiert daher den Halm

O, := lim Oy(U)

U offen
U>sv

auch fiir eine beliebige affine Varietét. Es ist O, ein lokaler Ring mit maxi-
malem Ideal M, , und es gilt O,/M, ~ K .
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Bemerkungl) Fiir v € V ist

T,V ~ Derg(0,, K)

(Dies folgt aus der Quotientenregel, vgl. Springer 4.15).

2) Aus 1) und der Definition des Halmes folgt T,V ~ T,U fiir jede offene
Menge U 2 v in V.
Sei V irreduzibel.

3) dimg(T,V) > dimV Vv e V.

4) Ein Punkt v € V heiit einfach, falls dimg(7,V) = dim V. Die Menge der
einfachen Punkte von V' liegt dicht in V' (vgl. Springer 4.3.3).

Zum Beweis von 3. Sei m, = {f € K[V]| f(v) =0}. Dann ist
m, /m ~ M, /M,
und es folgt

dimg (T,V) = dimg (M, /M?) > dim O, = dim V.

Die letzten beiden Beziehungen zeigt man in der kommutativen Algebra. Mit
dim O, ist die Krulldimension von O, gemeint (das ist die grofite Lange von
Primidealketten 0 ; p1 ; e ; P, = M,). N

6.8 Der Tangentialraum von G in ¢

Seien K algebraisch abgeschlossen und G eine lineare algebraische Gruppe
iiber K .

Bemerkung (i) 7.G = T.G".

(ii) G ist glatt, d.h. jeder Punkt von G ist einfach.
(iii) dim G° = dimg(T.G).
zum Beweis. (i) folgt aus 6.7.1, da G° offen in G'.

(ii) Nach 6.7.4 gibt es einfache Punkte in G. Da G — G,  +—— gz, fiir
jedes g € G ein Isomorphismus von Varietéten ist, folgt (ii).

(iii) Nach (ii) ist e einfach.
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Sei A = K[G] = Mor(G, K). Jede K-Derivation D: A —— A, f+— Dy,
definiert eine K-Derivation D.: A — K., f+— (Df)(e).

Satz

Die K-lineare Abbildung Derg (A, A) — T.G, D —— D, , induziert einen
Isomorphismus ¢ : LieG —— T,G von K -Vektorrdumen.

Beweis. Injektivitiat: Sei D € LieG mit D, = 0. Fiir alle f € A und fiir
alle g € G folgt dann

0=D.(A\(f)) = D(N\,(f))(e) nach Definition von D,
= (Do Ag)(f))(e)
=((AyoD)(f))(e) nach Definition von Lie G in 5.5
= (Df)(g te) nach Definition von A,
=(Df)(g™")

und also Df =0V fe A, dh. D=0.

Surjektivitat: Sei 0 € T.G . Dann ist die Konvolution

G4’K7
x0: A—— A, fr— fx0: {:L‘I—>5()\zl(f))’

eine Derivation, denn fiir x € G und f,g € A ist

(fg*0)(x ) 0(Aa=1(f9)) = 0(Ae=1(f)Aa1(9))
f(@) - 6(Aa-1(9)) + g(x) - 6(Ae-1(f)), da§ € Derg (A, Ke)
( (g %0) +9(f +0))(x).

Ferner ist % linksinvariant, denn fiir z,g € G und f € A ist

((Ag 0 #0)(f)) () = (Ag(f % 0)) ()
= (f*6)(g ') (Definition von A)
= 0(As-14(f)) (Definition von f %)
= 0(Aa-1(Ag(f))
ot s Pa() % 0)(2)
= ((xd 0 Ag)(f)) ()
Bsist (0(0)(f) = (s0)e(f) = (f8)(e) = 6(1) . Also t(x8) = 5.

Def. von ¢

[]
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6.9 Die Liealgebra L(G)

Sei g := L(G) := T.G als K-Vektorraum, und die Liestruktur von g sei durch
Strukturtransport von Lie(G) vermoge v : Lie(G) T;» T.G gegeben.

Bemerkung
Ist a: G —— G’ ein Morphismus von algebraischen Gruppen, so ist die
Tangentialabbildung

(da)e: g ——¢g, 6 ——doa*,

ein Liealgebrahomomorphismus (nachzurechnen ist, daf§ die Lieklammer re-
spektiert wird).

6.10 Die adjungierte Darstellung

Fir g € Gist Adg: T.G — T.G das Differential in e des inneren Automor-
phismus G —— G, v —— gxg~'. Nach 6.9 ergibt dies einen Automorphis-
mus Adg: g — g, und man erhilt einen Morphismus Ad: G —— GL(g)
von algebraischen Gruppen. Ist G eine abgeschlossene Untergruppe von GL,,(K),
so ist Ad g die Konjugation mit g .

6.11 Beispiele

1) Sei G = G,(K), also K[G] = K[X]. Die Derivationen, die mit den Trans-
lationen X ——— X + a kommutieren, sind die Vielfachen von D = %.
Es ist g = KD eindimensional mit [D,D] = 0 (und D? = 0, wenn

char(K) =:p > 0).

2) G = G,(K). Die Derivationen, die mit den Translationen X +—— aX
vertauschbar sind,, sind die Vielfachen von X % . Ist char(K) =:p >0,
soist D? = D . Esist [D,D]=0.
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