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Sei K ein Korper.

0 Worum geht es?

In der Algebra-Vorlesung haben wir endliche Kérpererweiterungen von K
studiert.

Beispiel. K =R. Esist C ~ R[X]/(X?+1) eine Korpererweiterung von R
vom Grad 2, wobei {1,7} mit > = —1 eine Basis von C als R-Vektorraum
ist. Bis auf Isomorphie ist C die einzige endliche Kérpererweiterung von R .

Probleme.

1) Wie sehen die endlichen nicht-kommutativen Kérpererweiterungen von K
aus?

2) Eine Ubersicht iiber alle solche zu bekommen.
Die Brauergruppe Br(K) gibt Auskunft.

Der Quaternionenschiefkérper

Dieser wurde von HAMILTON 1843 entdeckt. Sei

H:= {(_Zu Z) | z,u € @} C Maxo(C),

wobel Z = a — bt mit a,b € R die zu z = a + bi konjugiert komplexe Zahl ist.
Dann gelten:

(1) H ist ein Ring beziiglich Matrizenaddition und -multiplikation mit Eins-
element (7).

(2) H ist nicht kommutativ, denn z.B.

i 0\[0 1) [0 i L (0 1\(i 0)_ (0 —i
0 —i)\-1 0/~ \io ™ \-10)lo i) \= o)
(3) Jedes Element h # (§9) ist invertierbar in H.
Seidazuh:< Zf);ré( >in]H.Dannistdet(h):zz—i-uu#()
—u

u
z

und A~ =

det h z

Der Ring H ist also ein ,,Schiefkorper®.
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(4) Esist R das Zentrum von H, d.h. es ist
R={reH|hr=rhVhecH}.

Hierbei ist R durch R —— H, r—— (5?), in H eingebettet. Man
sagt, H sei eine zentrale R-Algebra.

(5) H ist als R-Vektorraum vierdimensional mit Basis

o) (a) 6 5)-C o))

(6) Man kann den Korper C = {a + bi | a,b € R} wie folgt in H einbetten:

C—H, a+bi—— (_ab 2)

Dann ist C ein maximaler (kommutativer) Teilkérper von H. Die maxi-
malen Teilkorper spielen bei Problem 1) eine wesentliche Rolle.

(7) Wir werden zeigen: H ist bis auf Isomorphie die einzige endliche nicht-
kommutative Korpererweiterung von R . Daher besteht die Brauergrup-
pe Br(R) aus zwei Elementen [R] und [H], also Br(R) ~ Z /27 . Dabei
besteht [R] aus allen Matrizenringen M,,.,(R), n > 1 und [H] aus allen
Matrizenringen M,,»,,(H), n > 1.

Problem.

3) Br(K) = 7 Dies ist im allgemeinen noch ungeldst.
Br(K) ist z.B. fir K = Q oder allgemeiner fiir einen Zahlkorper K
bekannt. Br(R) ist wie in 0.1 (7) gegeben. Es sind Br(C) = {[C]} und
Br(F,) = {[I,]} trivial.

Um die genannten Probleme zu l6sen, studiert man zentrale einfache K-
Algebren A. Dabei bedeutet zentral, dafl

Z(A):={acA|lab=baVbe A} =K

gilt, und einfach, dal A keine zweiseitigen Ideale aufler (0) und (1) enthélt.
Wir werden zeigen:

Satz (Struktursatz von Wedderburn (1907)). Sei A eine zentrale ein-
fache K-Algebra mit dimg A < 00 .

Dann gilt A ~ M,,«,(D) mit einem geeigneten Schiefkérper D . Dabei sind n
und bis auf Isomorphie auch D durch A eindeutig bestimmt.



RICHARD BRAUER fithrte eine Aquivalenzrelation

My (D) ~ My (D) <

ein und zeigte, da8 die Aquivalenzklassen von endlich dimensionalen zentra-
len einfachen K-Algebren eine abelsche Gruppe bilden.

Bemerkung. Dies inspirierte WITT, seinen Ring der Aquivalenzklassen von
quadratischen Formen einzufiihren.

Fiir eine quadratische Form ¢ = i a; X? =: (a1, ...,a,) mit a; € K* gilt im
i=1
Fall char K # 2:
g~ (1,—1) L ... L(1,—1) L gun,

i Summanden

wobei der Wittindex ¢ und bis auf Isometrie die anisotrope Form ¢, durch ¢
eindeutig bestimmt sind (In der Analogie entsprechen sich der Schiefkérper D
und die Form ¢,,,). Witt fand die Analogie merkwiirdig. Mit Hilfe der neueren
Theorie der einfachen algebraischen Gruppen wird sie einleuchtend.

Unter anderem werden wir in der Vorlesung zeigen:

e Die Brauergruppe Br(K) kann als eine zweite ,Kohomologiegruppe*
beziiglich der sogenannten Galoiskohomologie interpretiert werden.

e Die Brauergruppe ist eine abelsche ,, Torsionsgruppe“. Die Gruppen-
operation wird dabei vom Tensorprodukt induziert.

e Jede zentrale einfache K-Algebra A mit dimyx A < oo besitzt einen ga-
loisschen ,, Zerfallungskorper® L iber K, d.h. es gilt A®x L ~ M5, (L)
mit n? = dimg A.

e Die Losung der Probleme 1), 2), 3) soll fiir einen ,lokalen Korper®
vorgefiithrt werden.

Vereinbarung.
e In einem Ring ist stets 1 # 0.

e Fiir jeden Ring R bezeichnet R* die multiplikative Gruppe der inver-
tierbaren Elemente.

e Ein Schiefkorper ist ein Ring, in dem jedes Element # 0 invertierbar
ist.

e Ein Korper ist ein kommutativer Schiefkorper.
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Teil 1
Einfache Algebren

Sei K ein Korper.

1 Struktursatz von Wedderburn

1.1 Algebren

Definition.
(i) Ein Ring A heifit K-Algebra, falls auf A eine K-Vektorraumstruktur

gegeben ist, die
(Aa)b = a(\b) = AN(ab) VA€ K, a,be A

erfiillt und deren Addition die des Ringes A ist. Die Dimension dimy A
einer K-Algebra A ist die Dimension von A als K-Vektorraum.

(ii) Ein Schiefkorper A dber K ist eine K-Algebra, in der jedes Element
# 0 invertierbar ist. Man spricht dann auch von einer Divisionsalgebra,
und bezeichnet diese mit dem Buchstaben D .

Bemerkung. Ist A eine K-Algebra, soist K —— A, A —— A-1, injektiv,
und deswegen fassen wir diese Abbildung oft als Inklusion auf.

Beispiel. Der Ring M,,«,,(K) aller n x n-Matrizen mit Eintrdgen in K ist
eine n?-dimensionale K-Algebra mit Basis e;;, 1 < i,j < n, wobei die Matrix
e;; aus Nullen besteht, abgesehen von einer 1 an der Stelle (7,7). Ist n >
2, 50 ist M, x,(K) nicht-kommutativ und kein Schiefkorper (z.B. ej1e0 =
Nullmatrix).

1.2 Oppositioneller Ring

Sei A ein Ring. Der oppositionelle Ring A°? von A ist wie folgt definiert:
Es ist A°? = A als additive Gruppe, und fiir die Multiplikation in A°P gilt:

AP x A% —— A? (a,b) —— b - a (Multiplikation in A)

(Dem Produkt ab in A entspricht das Produkt ba in A°P).
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1.3 Der Endomorphismenring iiber einem Schiefkérper
Sei D ein Schiefkorper, und sei V' ein D-Linksvektorraum. Dann ist
EndpV :i={p: V— V| ¢ ist D-linear}

ein Ring mit Addition (¢ +¢)(v) = ¢(v) + ¢ (v) Vv € V und Multiplikation
o1 = ¢ o 1) (Hintereinanderausfithrung).
Sei dimp V' < oo und B = (vy, ..., v,) eine Basis von V iiber D .

Jedem ¢ € Endp V mit ¢(v;) = an a;jv; und a;; € D ordnen wir die Matrix
i=1

ME(SO) = (a;;)1<i,j<n zu. Dann ist

EndD V— Mnxn<Dop) , P Mg(()ﬁ) )

ein Ringisomorphismus, denn mit ¢ (vg) = > bjrv; gilt
j=1

(90 0)(wr) = Z b (og) = 3 by (z )

j=1
n

=> (Z %‘%‘k) Vs s

i=1 \j=1

wobei Qjj, bjk € D°p,

1.4 Minimale Linksideale

Sei A ein Ring, und sei I eine additive Untergruppe von A . Dann heifit I ein
Linksideal (bzw. Rechtsideal), falls ax € I (bzw. xa € I) Yx € I,a € A,
und [ heifit zweiseitiges Ideal, falls I sowohl Links- als auch Rechtsideal ist.
Ein Linksideal I in A heifit minimal, falls I aufier (0) und I keine Linksideale
enthélt.

Bemerkung. In jeder endlich-dimensionalen K-Algebra A gibt es minimale
Linksideale # 0. (Ist A 2 I; 2 --- 2 I, eine Kette von Linksidealen, so gilt
dimg A > n).

Satz. Sei A = M« (D) mit einem Schiefkorper D . Dann ist das Linksideal

0O ... 0«0 ... 0
L= : Do €A
O ... 0 x0 ... 0
mit Fintrdigen # 0 héchstens in der i-ten Spalte minimal fir jedes 1 =
1,...,n.
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Beweis. Sei x € L; nicht die Nullmatrix. Dann ist z = } ej;d; mit d; € D,
j=1

wobei ej; die Matrix mit lauter Nullen aufler einer Eins an der Stelle (j,17)
ist, und es gibt ein k£ mit dy # 0. Es folgt

(dlzlekk) r=e€y €L;.
————
eL;

Da ey; das Linksideal L; erzeugt, erzeugt auch x das Linksideal L;. O

1.5 Einfache Ringe

Sei A ein Ring. Dann ist A einfach, falls A auBler (0) und (1) keine zweisei-
tigen Ideale enthélt. Eine K-Algebra heifit einfach, falls sie einfach als Ring
ist.

Beispiel. Jeder Schiefkérper D ist ein einfacher Ring, denn ist I ein zwei-
seitiges Ideal in D und 0 # x € I, so ist 27 'z = zz~! = 1 in I, also

I=D.
Allgemeiner gilt folgender

Satz. Ist D ein Schiefkorper, so ist der Ring M,x,(D) einfach fir jedes
n>1.

Beweis. Sei e;; wieder die Matrix mit lauter Nullen aufer einer Eins an der
Stelle (4, 7). Sei © = (aj)1<ij<n € Mpxn (D). Dann gilt

’aijew = erixeﬂ‘ fir1 <4,7<n.

Ist z in einem zweiseitigen Ideal I enthalten und x nicht die Nullmatrix, so
gibt es ein Paar (¢,7) mit a;; # 0, und es ist

-1

€rp = Q;j €€y in 1 Vr=1,...,n.

0

1 n
Es folgt E,, = ( ) =Y e €1, und also I = M, x,,(D). O
0 r=1

1
1.6 Einfache Moduln

Sei A ein Ring. Falls nichts anderes gesagt ist, verstehen wir unter einem
A-Modul einen A-Linksmodul wie in Algebra 10.1 definiert.

Ein A-Modul M heit einfach, falls M keine Untermoduln aufler (0) und M
enthalt.
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Beispiel. Jedes minimale Linksideal ist ein einfacher A-Modul.

Lemma (Schur). Ist M ein einfacher A-Modul, so ist der Endomorphis-
menring Endg M ein Schiefkdrper.

Beweis. Sei f: M —— M ein Endomorphismus, der nicht die Nullabbildung
ist. Dann ist kern f # M und bild f # (0). Da M einfach ist, folgt kern f =
(0) und bild f = M . Also existiert f~! in End M . O

Satz. Sei A = M,,x,(D) mit einem Schiefkorper D . Dann sind alle einfachen
A-Moduln # (0) und insbesondere alle minimalen Linksideale # (0) in A
isomorph.

Beweis. Esist A = i L; , wobei die Linksideale L; nach Satz 1.4 minimal

i=1
sind. Sei N ein einfacher A-Modul # (0). Dann ist ist (0) # N = AN =
<£: Li) N . Also gibt es ein ¢ mit L;N # (0) . Es gibt dann auch ein z € /|
i=1
so dafl die Rechtsmultiplikation

re: Li — N, a— azx,

nicht die Nullabbildung ist. Da N und L; einfache Moduln sind, ist r, ein A-
Modulisomorphismus (analog wie beim Beweis des Lemmas von Schur). [

1.7 Existenzsatz

Satz. Sei A eine endlich-dimensionale einfache K -Algebra. Dann gibt es eine
K -Algebraisomorphie
A~ M, xn(D)

mit einem Schiefkorper D diber K und einem n € IN .

Beweis. Nach Bemerkung 1.4 besitzt A ein minimales Linksideal I # (0),
und nach 1.6 ist
D :=Endas !

ein Schiefkorper (iiber K). Betrachte I als D-Linksvektorraum vermoge

frx:=f(x) VfeD zell

Dann gelten:
(1) dimp I < 0o, da dimg I < oo nach Voraussetzung.

(2) Die Linksmultiplikation ¢,: I — I, x —— ax, ist D-linear fiir jedes
a€ A, denn es gilt {,(f-2z) =af(z) = flax) = f- L, ().
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(3) Die Abbildung ¢: A —— Endp !, a +— {,, ist ein K-Algebrahomo-
morphismus. Dieser ist injektiv, denn kern/ ist ein zweiseitiges Ideal
# (1) in A, und A ist ein einfacher Ring.
Es ist nur noch zu zeigen, daf§ ¢ surjektiv ist, denn dann folgt

A (N?) EIldD I 12% Mnxn(D()p) mit n = dlmD 1

und mit dem Schiefkérper D°P.

Um die Surjektivitidt von ¢ zu zeigen, geniigt es zu zeigen, dafl £(A) ein
Linksideal in Endp [ ist (denn ¢(A) enthélt ¢(1) = ¢; = 1gna, 1, und also
folgt dann ¢(A) = Endp I). Wir zeigen zunéchst

(4) Behauptung: ¢(I) ist ein Linksideal in Endp I .

Beweis. Esist ((I)={l,: [ —T|a€l}.
Zu zeigen: Yo l, € ((I)V € Endpl,a € 1.
Fiir alle z € I gilt

(Y oly)(x) =(ax) nach Definition von £,
=(ry - a), wobeiry: [ —— I, a +— ax,
die Rechtsmultiplikation mit z ist
=r,-Y(a), da r, € D und ¢ D-linear
=Y(a)x nach Definition von r,

= ly(a) (),

also 1) o by = Ly € (1) O
(5) Behauptung: ((A) = ((I)((A).

Beweis. Es ist I A ein zweiseitiges Ideal # (0) in A, und also [A = A,
da A einfach ist. Da ¢ multiplikativ ist, folgt (5). O

Es folgt nun

(Endp I)¢(A) = (Endp I)¢(1)((A) nach(5)
=((1)((A) nach(4)
=((A) nach(5),

und also ist ¢(A) ein Linksideal in Endp I . O
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1.8 Ein Hilfssatz

Lemma. Sei A = M,,.,,(D) mit einem Schiefkérper D und einem n € IN .
Dann st
dy
D" = | |dy,...,d, €D
d,

ein einfacher A-Modul, und es gibt eine Ringisomorphie

D°P ~ End 4 (D")
(Dabei gilt beziiglich Matrizenmultiplikation xv € D" Vx € A und v € D").
Beweis. D™ ist einfach, da D™ zu den in Satz 1.4 eingefiithrten einfachen

A-Moduln L; isomorph ist. Da D™ ein D-Rechtsvektorraum ist, gibt es einen
Ringhomomorphismus

w: D® —— Endy D", d —— 1y

b

wobei ry die Rechtsmultiplikation mit d ist. Da D°P ein Schiefkorper ist, ist
¢ injektiv.

Zu zeigen: ¢ ist surjektiv. Sei f € Endy D", und sei (eq,...,e,) die Stan-
dardbasis von D™. Dann ist f(e;) = ejdy + -+ + e,d, mit dy,...,d, € D.
Wir zeigen: | f = rq, |, also ¢(dy) = f. Sei wieder e;; die n x n-Matrix mit

lauter Nullen aufler einer 1 an der Stelle (7, 7). Dann gilt:

f(e1) = f(ener), da eje; = €1

= e f(er), da f A-linear
0

= e1dy, daepe; = || firj>1,
0

und f(e;) = f(ejier), da e; = ejie

=ej1f(er), da f A-linear

= eji1e1dy wie eben gezeigt

= e;dy, daejieg =e; fiir j=2,...,n.

Da f durch die Werte f(eq), ..., f(e,) eindeutig bestimmt ist,
folgt f =ry, . ]
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1.9 Eindeutigkeitssatz
Satz. Sind D und E Schiefkorper und gilt

M (D) = My (E)

soist D ~F undm=n.

Beweis. Seien A := M,,x,(D) und B := M, (E) , sowie p: A —— B ein
Ringisomorphismus. Dann ist E™ ein A-Modul verméoge

aw = p(a)w Vae A weE™.

Da E™ nach 1.8 ein einfacher B-Modul ist, ist E™ auch einfach als A-Modul.
Nach Satz 1.6 sind alle einfachen A-Moduln # (0) isomorph, und es folgt

E°? ~ Endg E™ nach 1.8
~ Endy E™ vermoge ¢: A —— B
~ End 4 D" nach Satz 1.6
~ D°P nach 1.8.
Es folgt £ ~ D und m? = dimp B = dimp A = n?, also m = n. O

1.10 Struktursatz von Wedderburn (1907)

Satz. Sei A eine endlich-dimensionale einfache K-Algebra. Dann gibt es
genau ein n € N und bis auf Isomorphie genau einen Schiefkorper D tiber K
so, daf$ A ~ M,xn(D) gilt.

Bewers. folgt direkt aus 1.7 und 1.9. O
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2 Zentrum und Zentralisator

2.1 Zentrale Algebren
Fiir einen Ring A ist das Zentrum Z(A) definiert als

Z(A)={x€A|lza=axrVac A}|.

Dann ist Z(A) ein kommutativer Unterring von A. Ist A eine K-Algebra,
so gilt K C Z(A) nach Definition 1.1. Eine K-Algebra A heifit zentral, falls
K = Z(A) gilt.

2.2 Das Zentrum eines Matrizenringes

Satz. Sei D ein Schiefkorper. Dann ist das Zentrum Z(D) ein Kdrper, und
die Inklusion
Z(D) —— Z(Muxn(D)), 2 +—— zE,,

ist surjektiv fir alle n € N. Also gilt Z(Mxn(D)) = Z(D).
Beweis. Sei x # 0 in Z(D). Fiir d # 0 in D ist dann

dr™! = (xzd )7, denn (vd')(dx™') =1in D
= (dtz)7t, denn z € Z(D)
=271, denn (d'z)(z~'d) = 1in D,

also z7! € Z(D) . Daher ist Z(D) ein Korper.

Sei A = Myun(D), und sei a = (a;j)1<ij<n € Z2(A). Wir zeigen, dafl ai;
Urbild von a ist.

Sei e;; die Matrix mit lauter Nullen aufier einer Eins an der Stelle (i, j). Fiir
1 <i,j <ngilt dann e;;a = ae;;, da a € Z(A).

Es folgt a;; = aj; V1,5 und a;; = 0 fiir ¢ # 7, also

a1 0 1 0
a= = an .
0 a1 0 1
Esist a;; € Z(D),daa € Z(A). O

2.3 Das Zentrum einer einfachen Algebra

Satz. Sei A eine endlich-dimensionale einfache K-Algebra. Dann ist das
Zentrum Z(A) ein Korper, der K enthilt.
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Beweis. Nach 1.7 ist A ~ M,,»,(D) mit einem Schiefkérper D und einem
n € IN. Aus 2.2 folgt, daBl Z(A) ein Korper ist. Mit Hilfe von Bemerkung 1.1
erhalten wir K —— Z(A). O

2.4 Definition des Zentralisators

Sei A ein Ring, und sei A’ ein Unterring von A. Dann ist der Zentralisator
von A’ in A definiert durch

Zs(A) ={a€eA|lda=ad Va' € A'}|.

Es ist Z4(A) = Z(A) gerade das Zentrum von A.

2.5 Der Zentralisator eines Tensorproduktes
Satz. Gegeben seien K-Algebren A, A’, B, B’ mit A’ C A und B' C B . Dann

18t

ZaoB(A @k B') = Zo(A') @K Z5(B')|.

Insbesondere gilt:
Z(Ak B) = Z(A) &k Z(B).

ndl.
Beweis. ,D“: Sei x € Z4(A') @k Z(B’), also x = eZ a; ® b; mit a; €

ZA(A") und b; € Z(B').
endl.
Zu zeigen: yr = 2y Vy € A ®x B'. Fir y = . o}, ® I, mit a} € A’
J
und b;- € B’ folgt
yr =Y dia; @ bb; =Y a;a; @ bt =y
’i,j 'L,j
Also gilt € Z4,.5(A' @K B').

endl.
,C“ Sel v € Zag,p(A' @k B'). Zu zeigen: ¥ = 3 ¢; ® b; mit ¢; € Z4(A’)
und bl € ZB(B/) .
Sei (e;)jes, wobei J eine Indexmenge sei, eine Basis von B iiber K .
Nach Algebra 10.11 gilt dann A®y B > & = 3¢ ; a; ® e; mit eindeutig
bestimmten a; € A, die Null sind bis auf endlich viele. Fiir alle a € A’
folgt

Zaaj®ej =@@r=2z(a®l), dazée€ Zig,.p(A kB
J

:Zaja®ej.
J
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Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung folgt aa; = aja V j, und also
a; € ZA(A/) V.

Wihle eine Basis (¢;)ier von Z4(A’) tiber K und schreibe jedes a; als
K-Linearkombination der ¢; . Dann folgt ¢; € Z4(A") und v = X ¢; ®@0;
mit eindeutig bestimmten b; € B (vgl. Algebra 10.11).

Fiir jedes b € B’ folgt analog wie oben

und also b; € Zg(B’) Vi.

2.6 Tensorprodukt von einfachen Algebren

Das Tensorprodukt zweier einfacher K-Algebren ist nicht notwendig eine
einfache K-Algebra. Z.B. ist C eine einfache R-Algebra, aber C ®p C ist
nicht einfach, (denn z = i ® 1 + 1 ® i mit > = —1 erzeugt ein echtes Ideal
#(0)in Cor C, da\z/(i@l—l@i) =0 gilt).

#0 #0
Es gilt aber der

Satz. Sind A, B einfache K-Algebren, und ist wenigstens eine der beiden
zentral, so ist A @y B eine einfache K-Algebra.

Beweis. Da A®k B ~ B®g A gilt, konnen wir ohne Einschréankung anneh-
men, dal A zentral ist. Sei I # (0) ein zweiseitiges Ideal in A ®x B.
Zu zeigen: I = A®g B. Jedes x # 0 in I 148t sich schreiben als

i=1

mit eindeutig bestimmten a; € A und linear unabhéngigen by,...,b,, € B,
vgl. Algebra 10.11.

Wihle ein  # 0 in I mit kleinstmoglichem m € IN. Ohne Einschrankung
konnen wir annehmen, dafl a; = 1 gilt, denn Aa; A ist ein zweiseitiges Ideal

# (0) in A, also Aa;A = A, da A einfach ist, und daher gibt es ¢;,c; € A
endl.
mit 1 = 3 ¢ja;c), und mit z ist auch
J

endl. m

0#£a2" =) (ol)z(c;el) =) (chaic;) @b el.

7 =1
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Behauptung. m =1.

Beweis. Angenommen, m > 1. Dann ist as € A\ K, denn andernfalls wére
a1®b1—|—a2®62 = 1®b1+1®a2b2: 1®(b1—|—a2b2),

und man hétte eine Darstellung von x mit weniger als m Summanden im
Widerspruch zur Minimalitdt von m . Da A zentral ist, gibt es also ein z € A
mit asz # zas. Da I ein zweiseitiges Ideal in A ®x B ist, enthélt [ das
Element

m m

eDr—z(z01) =) 2a; ®b; — > _a;z2Q;
i=1 1

1=

= (Z'1—1-Z)®b1+(2(12—a22)®52

a;=1
=0 7&0
+ Z(zai —a;2) ;.
i=3
Dies ist ungleich 0, da by,...,b,, linear unabhéngig sind, und es hat eine
kiirzere Lénge als  im Widerspruch zur Minimalitét von m . [

Es ist also x = 1 ® by # 0 in I. Da B einfach ist, ist BbyB = B und also
endl.
J

R

Dann ist mit z = 1 ® b; auch

dY(led)leh)(led)=10lel,

J

und es folgt I = A®k B. O

2.7 Tensorprodukt von zentralen einfachen Algebren

Satz. (a) Das Tensorprodukt endlich vieler zentraler K-Algebren ist eine
zentrale K-Algebra.

(b) Das Tensorprodukt endlich vieler zentraler einfacher K-Algebren ist eine
zentrale einfache K-Algebra.

Beweis. Seien A, B zentrale K-Algebren. Dann ist

Z(A®k B) = Z(A) @k Z2(B) = K @k K = K(vgl. 2.1 und Algebra 10.9).

2.5

Sind A, B zusétzlich einfach, so ist A ® B eine einfache K-Algebra nach
2.6. Mit einer Induktion erhélt man nun den Satz. O
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2.8 Beispiele fiir zentrale einfache K-Algebren
1) Myxn(K) fiir jedes n € IN (insbesondere auch K selbst).

2) M,xn(D) fiir jeden zentralen Schiefkérper D iiber K und jedes n € N

nach Satz 1.5 und 2.2.
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3 Definition der Brauergruppe

Sei weiterhin K ein Korper.

3.1 Niitzlicher Hilfssatz

Lemma. Sei A ein einfacher Ring, und sei B ein beliebiger Ring. Dann ist
jeder Ringhomomorphismus f: A —— B injektiv.

Beweis. kern f ist ein zweiseitiges Ideal in A. Da f(1) = 1 # 0 ist, ist
kern f # A. Also folgt kern f = (0), da A einfach ist, vgl. Definition 1.5. [

Wir werden das Lemma meist auf K-Algebren anwenden.

3.2 Definition einer Azumaya-Algebra

Wir nennen eine endlich-dimensionale, zentrale, einfache K-Algebra eine
Azumaya-Algebra tiber K. Dieser Begriff wird in der neueren Literatur haufig
benutzt — einmal wegen der kiirzeren Sprechweise und zum anderen, weil
G. AZUMAYA mit seiner Arbeit ,,On maximally central algebras“ Nagoya
Math. J.2 (1951) den Grundstein fiir die Definition der Brauergruppe eines
kommutativen Ringes legte.

3.3 Das Tensorprodukt von A und A°P

Sei A eine K-Algebra. Mit Hilfe der universellen Eigenschaft des Tensorpro-
dukts (vgl.Algebra 10.8) zeigt man, daf es eine K-lineare Abbildung

0: AR A —— Endg A gibt, die
A— A,

a®br—— {
T — axb

Vae A, be AP erfiillt. Es ist (1 ® 1) = id, und p ist multiplikativ, denn
fiir alle a,a’,z € A und b, b’ € A°P gilt

o((a®b)(d @V))(z) = (o(ad’ @ b'b))(x) = ad'zt'b,
o(a®b)(o(a @b")(x)) = p(a®b)(dxb) = adzb'b.
Satz. Fir eine Azumaya-Algebra A tiber K ist der K-Algebrahomomorphismus
0: AQg A —— Endg A, a ® b +— (x —— axd),

bijektiv. Insbesondere gilt

AR A% ~ My (K)| mit m = dimy A
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Beweis. Nach Satz 2.6 ist A @ A°P eine einfache K-Algebra, und daher
ist o nach 3.1 injektiv. Nach AGLA 4.4 und AGLA 4.7 gibt es eine K-
Algebraisomorphie Endg A ~ M, 5, (K) mit m = dimg A.

Es fOlgt dimK(EndK A) = m2 = (dlmK A)(dlmK AOP) = dlmK(A R AOP)
nach Algebra 10.11(3). Also ist g surjektiv nach AGLA 3.23. O

3.4 Ahnlichkeit (oder Brauer-Aquivalenz)

Seien A, B Azumaya-Algebren iiber K . Dann heiflen A und B dhnlich (in
Zeichen: A ~ B), wenn es n,m € IN so gibt, daf§ gilt:

A ®K Man(K) ~ B ®K mem(K) .

Es ist ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Isomorphieklassen, denn

A~A (dabeiist n=m=1)
A~B= B~A Klar
A~B, B~C = A~C

Beweis der Transitivitat. Es gelte A @ My un(K) >~ B & My sm (K)
und B @ Myup(K) =~ C @k My, (K) . Dann ist

A ®K Mnkxnk(K) Aufgab_r\eJ 10(b) A ®K Mnxn(K) ®K kak<K)

~ B 037 mem(K> QK kak<K)
~ B @k Mpxr(K) @k My (K)
~ C' @k Mymxem(K) nach Voraussetzung und Aufgabe 10(b)

O

Bemerkung. Nach 1.10 und 2.2 gibt es eindeutige Darstellungen

A~ M,y (D)| und |B =~ M,.(D)

mit r, s € IN und zentralen Schiefkérpern D, D’ iiber K . Es gilt

A~B<D~D|.

Beweis. ,=—=“: A~ B = A®kg Mxn(K) ~ Bk Myxm(K)
- Mnrxnr(D) ~ Msmxsm(D/) 1:9> D~D". v

77<:“: D~D =D QK Mrsxrs(K) ~ D’ QK Mrs><m<K)
— A®x Myys(K) ~ B @ My (K) => B~ A.
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Bis auf K-Algebraisomorphie gibt es also in jeder Aquivalenzklasse genau
einen Schiefkérper D .

Folgerung.

und ’dimKA:dimKB — [A~B].

Beweis. Ist A ~ B, so impliziert die Bemerkung A ~ M,,(D) und B ~
M;yxs(D) mit demselben Schiefkérper D, und wegen dimg A = dimy B folgt
r=s. ]

3.5 Die Brauergruppe Br(K)

Sei [A] := {B | B ~ A} die Aquivalenzklasse einer Azumaya-Algebra A
iiber K . Dann ist die Multiplikation

[A] - [B] := [A @k B
wohldefiniert, denn

Aufgabe 10(b)

Die Multiplikation ist assoziativ, kommutativ und hat [K] als Einselement.
Zu jeder Klasse [A] gehort nach Satz 3.3 die inverse Klasse [A°P] = [A]™!. Die
Ahnlichkeitsklassen von Azumaya-Algebren iiber K bilden also eine kommu-
tative Gruppe, genannt Brauergruppe von K. Wir schreiben Br(K).

3.6 Die Brauergruppe eines algebraisch abgeschlosse-
nen Korpers

Satz. Sei K algebraisch abgeschlossen, und sei D ein Schiefkorper tiber K
mit dimg D =:n < oco. Dann ist D = K . Insbesondere ist Br(K) = {1} .

Beweis. Seix € D . Dann erzeugt « nach 5.3 unten einen Kérper K (x) C D .
Die Korpererweiterung K (z) ist algebraisch iiber K nach Algebra 12.2. Da
K algebraisch abgeschlossen ist, folgt K(z) = K fiir jedes x € D . Also gilt
D=K. O

3.7 Funktorielles Verhalten

Satz. Sei L eine Korpererweiterung von K . Ist A eine Azumaya-Algebra
tber K, so ist A @k L eine Azumaya-Algebra tiber L, und es gibt einen
Gruppenhomomorphismus

ri/k: Br(K) — Br(L), [A] —— [A®k L]|.
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Dabei gilt

’TL/K:TL/MOTM/K‘

fiir Korpererweiterungen K C M C L.

Beweis. Bette L in AQk L vermoge L —— AR L, A\ 1® A, ein. Es
ist Z(A®g L) = Z(A) @k Z(L) = K ®g L= Lund also A®k L eine

2_5 A zentral

zentrale L—Algegra. Nach Satz 2.6 ist A ® L eine einfache K-Algebra und
also auch eine einfache L-Algebra. Esist dim;(AQxL) = dimg A < 0.

Aufgabe 9
Es folgt [A ®x L] € Br(L).
Die Abbildung ist multiplikativ, denn es gilt

Setzt man hierin B = M,,«,,(K) ein, so sieht man, daf 7,k auch wohldefiniert
ist, da My, (K) @k L >~ M,,», (L) gilt, vgl. Aufgabe 10.
Da A®kg L~ (A®kg M) ®) L gilt, folgt die letzte Behauptung. O

Bemerkung. Der Homomorphismus
ryk: Br(K) — Br(L), [A] —— [A®k L],
ist i.a. weder injektiv noch surjektiv.

Beispiel. Ist Br(K) # {1} und K ein algebraischer Abschlufl von K, so ist

r% it Br(K) — Br(K) nicht injektiv nach 3.6.
Insbesondere ist r¢/g: Br(R) —— Br(C) nicht injektiv.

Bezeichnung. r,x wird Restriktion genannt. Ist [A] € kern(rz k), so heiit
L Zerfallungskéorper von A .
Es ist dann A @ L € [L] und also A @ L =~ M,,«,(L) mit einem n € IN.

3.8 Charakterisierung von Azumaya-Algebren

Satz. Sei A eine endlich-dimensionale K-Algebra. Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

(i) A ist eine zentrale, einfache K-Algebra.

(i1) Es gibt eine K-Algebraisomorphie A ~ M,,x., (D) mit einem zentralen
Schiefkorper D diber K und einem m € IN .
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(11i) Es gibt eine K-Algebraisomorphie
A®g A" "+ Endg A, a®b+— (z — axb).
(iv) Es gibt eine K -Algebraisomorphie A @x K ~ M, x,(K) fiir einn € IN,
wobei K ein algebraischer Abschluf$ von K ist.

(v) Es gibt einen Kérper L D K und eine L-Algebraisomorphie
A®g L~ M,x,(L) fir einn € IN.

Beweis. (i)<=-(ii): nach 1.7, 2.2 und Satz 1.5.
(i)==(iii): nach Satz 3.3.

(ili)==-(i): Nach (iii) gibt es nach Wahl einer Basis von A iiber K einen
[somorphismus

0: AR AP —+ M,y (K)

a 0

so, daB p(a® 1) = ( ) Va € A gilt. Da M, (K) einfach ist, ist
0 a

also auch A einfach, vgl. Aufgabe 11. Fiir jedes a € Z(A) gilt

a® 1€ Z(A) @k Z(AP) = Z(A @y AP)

2.5

0 1
a 0
Es folgt a € K wegen p(a®1) = ( > € M, (K). Also ist A eine
0 a
zentrale K-Algebra.
(i)==(iv): Nach (i) und 3.7 ist A @ K eine zentrale, einfache K-Algebra,

und also gilt A @ K ~ M,,»,(D) mit einem (endlich-dimensionalen)
Schiefkérper D iiber K, vgl. 1.7. Nach 3.6 ist D = K .

(iv)=>(v): trivial (nimm L = K ).
(v)=(i): Esist Z(A)®xL = Z(A)®xZ(L) = Z(A®kL) = Z(Mxn(L)) =

2.5 2.2
L. Es folgt 1 = dim;(Z(A) ®k L) . dimg Z(A) und also K =
Z(A).

Nach (v) und Satz 1.5 ist AQx L ~ M,,.,,(L) ein einfacher Ring und also
eine einfache K-Algebra. Daher ist auch A einfach nach Aufgabe 11.
O

Aufg_abe
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3.9 Die Dimension einer Azumaya-Algebra

Aus 3.8 ergibt sich sofort die folgende Erkenntnis

Satz. Die Dimension einer Azumaya-Algebra A iiber K ist eine Quadratzahl,
d.h. 3n € N mit dimg A = n?.

Insbesondere ist die Dimension eines Schiefkdrpers iber seinem Zentrum eine
Quadratzahl oder oo .

A®p L >~ M,y,(L) fir ein n € IN gilt.

Beweis. Nach 3.8 (1)==(v) gibt es eine Korpererweiterung L von K , so dafl
= dimy(A®g L) =dimg M, (L) = n?. O

Es folgt dimg A N

ufgabe 9

3.10 Der Index teilt den Grad
Die Zahl n aus Satz 3.9 heif3t der Grad von A . Es ist

grady, A :=4/dimg A|.

Hierbei ist A eine Azumaya-Algebra iiber K und also A ~ M,,x,n(D) mit
einem zentralen Schiefkérper D iiber K, vgl. 3.8 (i)==(ii). Nach 1.9 ist D bis
auf K-Algebraisomorphie eindeutig bestimmt. Der Index indy A ist definiert
als

indg A :=+/dimg D |.

Es gilt grad, A = \/dimK My (D) = m - indg A und also

indg A | grad, 4.

Beispiel. ind(A ®x K) = 1 nach 3.8 (i)=(iv).
Allgemeiner gilt: Der Index wird bei Kérpererweiterungen kleiner oder bleibt
gleich.
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4 Der Satz von Skolem-Noether
und der Zentralisatorsatz

Sei K ein Korper.

4.1 Lemma

Sei C' eine endlich-dimensionale einfache K-Algebra. Sind M und M’ zwei
C-Moduln mit dimg M = dimgx M’ < oo, so sind M und M’ isomorph.

Beweis. Wihle ein minimales Linksideal I # (0) in C', vgl. 1.4.

Behauptung. ine Nmit M ~["=16&--- &1
—_—————

n Summanden

endl.
Beweis. Esist IC' = { Y xc; | 7; € I, ¢; € C} ein zweiseitiges Ideal # (0)

in C', da I Linksideal # (0) in C'. Da C' eine einfache K-Algebra ist, ist also
I1C = C'. Es folgt

M =CM, da M ein C-Linksmodul
=I1CM, da IC =C
=1IM, da CM =M.

Fiir jede K-Basis {vy,...,v,,} von M gilt also M = [vy + - - - + [v,, . Wihle
n minimal, so da} M = Iw; + - -+ + Tw, mit wy,...,w, € M . Dann ist

o: I" —— M, (z1,...,2,) — inwi
i—1

surjektiv. Sei p(z1,...,2,) = > xw; =0.
i=1

Zeige v; =0Vi=1,...,n.

Angenommen, es ist x; # 0 fiir ein 4, etwa fiir ¢ = 1. Dann ist Cx; = I, da
I minimales Linksideal ist und also Jw; = Cxiw; C Crows + -+ + Cxhw, ,
da zyw; = —Towe — - -+ — TpW,, .

Es folgt Twy C Tws+ - - -+ Tw, im Widerspruch zur Minimalitét von n . Also
ist ¢ injektiv, und die Behauptung folgt. O

Analog ist M’ ~ I" mit einem r € IN. Wegen dimx M = dimyg M’ folgt
r=nund also M ~ M. O
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4.2 Der Satz von Skolem-Noether

Satz. Sei A eine Azumaya-Algebra tber K , und sei B eine endlich-dimen-
sionale, einfache K-Algebra. Sind f,g: B— A zwei K-Algebrahomo-
morphismen, so gibt es eine Finheit u € A* so, daf gilt:

g(b) = uf(b)u ' Vb BJ.
Beweis. Sei C' = B ®g A°P . Dann ist auf A eine C-Modulstruktur durch
(1) (b®d) a:= f(b)ad Va,a' € A, be B

gegeben. Schreibe fiir diesen C-Modul A . Entsprechend ist A ein C-Modul
A, mit

(2) (b®d) a:=gb)ad Va,a' € A,be B.

Nach Voraussetzung und Satz 2.6 ist C' eine endlich-dimensionale einfache
K-Algebra. Nach 4.1 gibt es einen C-Modulisomorphismus h: Ay —— A, .
Setze u := h(1). Dann gilt:
h(a) =h(f(1)1la) =h((1®a)- 1)
——

1

=(1®a)-n(1), da h C-linear
=g(1)h(1)a nach (2)
=uaVac€A.

Speziell fiir a = f(b) folgt

uf(b) =h(f(0)) =h((b@1)-1) = (b 1)-h(1) = g(bu.
Es ist nur noch zu zeigen, dafl u invertierbar ist. Wie oben gezeigt, gilt
(3) h(a) =uaVaeA.

Da h bijektiv ist, gibt es ein v € A mit h(v) = 1. Es folgt 1 = h(v) = ww
und also h(vu) = u(vu) = (wv)u = u = h(1). Da h injektiv ist, folgt vu = 1.
Also ist v =u"!. O

4.3 Satz iiber innere Automorphismen

Sei A eine K-Algebra. Dann heifit ein K-Algebraautomorphismus g: A — A
ein innerer Automorphismus, falls es ein u € A* so gibt, daf} fiir alle a € A
gilt:

1

g(a) = uau~
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Satz. Ist A eine Azumaya-Algebra tiber K , so ist jeder K-Algebrahomomor-
phismus g: A —— A ein innerer Automorphismus.

Beweis. Nach 3.1 ist g injektiv und daher aus Dimensionsgriinden surjektiv.
Wende nun 4.2 mit B = A und f =id an. O

4.4 Einfachheit des Zentralisators

Fiir eine Unteralgebra B einer K-Algebra A ist durch
Z4(B):={a€A|lba=abVbe B}

der Zentralisator von B in A definiert. Es ist Z4(B) eine K-Algebra, und es
gilt Z4(K) = A nach Definition 1.1. Ist A eine Azumaya-Algebra iiber K ,
so gibt es nach Satz 3.3 eine K-Algebraisomorphie

A®g AP >~ My (K) mit m = dimg A|.

Wir folgern nun aus dem Satz von Skolem-Noether 4.3, daf§ allgemeiner fol-
gendes gilt:

Lemma. Sei B eine einfache Unteralgebra einer Azumaya-Algebra A iber K .
Dann gibt es einen K-Algebraisomorphismus

0: ARy B® ——+ Z4(B) @k Mpxn(K) mitn = dimg B|.

Insbesondere ist Z4(B) eine einfache K-Algebra mit Zentrum
Z(Z24(B)) = Z(B) . Ferner gilt: Ist B kommutativ, also B C Z4(B), so ist
p(1®b)=b1Vbe B.

Beweis. Sei E =: Endg B . Es ist dann K vermoge K —— E |, A+—— Ag,
in E eingebettet. Da B einfach ist, sind die K-Algebrahomomorphismen
B-“.B B-".B

(:B—FE, br——
T — bz xr+—xb

"und r: B®* — E, b+— {

nach 3.1 injektiv, und es folgt
A®g B® ~ A® r(B)
= ARQk Zp({(B)) nach Aufgabe 7
= ZaA(K) @k Zp(((B)), da A= Z4(K)
= Zage(K @k ((B)) nach 2.5

~ Zagr(B QK K) nach der Behauptung unten
= ZA(B) @k Zp(K) nach 2.5

~ Z4(B) @k Myxn(K) mit n =dimg B, da E = Endg B
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Insbesondere ist Z4(B) @k M, x,(K) einfach, da A @k B°P nach Satz 2.6
einfach ist. Daher folgt aus Aufgabe 11, daB Z4(B) einfach ist. AuBlerdem
folgt

(
= Z(24(B) ®x Myxn(K)) nach 2.5
~ Z(A®Kk B?), wie oben gezeigt
= Z(A) @k Z(B?) nach 2.5
= K ®k Z(B), da A zentral
~ Z(B)

Da Z(B) C Z(Z4(B)) ist, folgt Z(B) = Z(Z4(B)). Zeige nun, wie oben
angekiindigt:

Behauptung. Z.s, (K @k {(B)) ~ Zas,.p(B QK K).

Beweis. Definiere f,g: B—— A ®g E durch f(b) = b® 1g und g(b) =
1® 0, Vb e B. Dann gilt

Zaop(K @k U(B)) = Zas,p(9(B)), da K ®g ((B) = g(B) nach Definition von g
= Zaop(uf(B)u™") mit einem u € (A ®x E)* nach 4.2
F(B)u™

=uZag,g(f(B))u"" nach Aufgabe 15

~ Zase(f(B)) durch Konjugation mit u~*

= Zaoxe(B®k K), da f(B) = B®k K nach Definition von f.
O

Sei nun B kommutativ. Dann ist 1 ® ¢, € Zae, p(K @k ((B)) und
bR 1€ Zag, 5(B®kx K)Vbe B, und der Beweis der Behauptung ergibt

1®46,=gb) =uf()u — fb)=b@1p.

4.5 Der Zentralisatorsatz

Satz. Sei A eine Azumaya-Algebra tiber K , und sei B eine einfache Unter-
algebra von A . Dann ist

ZaA(Z24(B)) = B|.

Ferner gilt: Ist B zentral, so ist Z4(B) eine Azumaya-Algebra iber K , und
es gibt einen K -Algebraisomorphismus

©: Z4(B) ®x B——~ A mit o(x@b) =axbVax € Z,(B),bE B.
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Beweis. Nach Lemma 4.4 gilt fiir jede einfache Unteralgebra B von A die
Formel

und also

(%) dimg A = (dimg Z4(B))(dimg B)

Nach 4.4 ist Z4(B) eine einfache Unteralgebra von A. Anwendung von ()
auf Z4(B) anstelle von B ergibt

dimg A = dimg(Z4(24(B)))(dimg Z4(B)) .
Ein Vergleich mit (x) ergibt, dafl

gilt. Da B C Z4(Z24(B)) gilt, folgt Gleichheit.
Ist B zentral, so ist K = Z(B) = Z(Z4(B)), und also ist dann Z4(B) eine
Azumaya-Algebra iiber K . Es fblgt aus Satz 2.6, daBl Z4(B) ®k B einfach

ist. Nach 3.1 ist also ¢ injektiv, und aus (x) folgt dann, dafl ¢ auch surjektiv
ist. [

4.6 Anwendung von 4.5 auf Korpererweiterungen

Wir wenden den Zentralisatorsatz 4.5 auf den Fall an, daf} die einfache Un-
teralgebra B von A ein Korper ist.

Satz. Sei L eine Korpererweiterung von K , und sei A eine Azumaya-Algebra
tber K , die L als Ungeralgebra enthalte. Dann gibt es eine L-Algebraisomor-
phie

A®g L~ Z4(L) @ Myxn(L) mitn =dimg L.

Insbesondere ist der Zentralisator Z4(L) eine Azumaya-Algebra iber L, und
es qgilt

[A®x L] = [Z4(L)] in Br(L)].

Beweis. Es gibt K-Algebraisomorphismen
Ak L~ Z4(L) @k Myxn(L) mit n = dimg L  nach Lemma 4.4

~ ZA(L) ®@p (L @ Myxn(K)) nach Algebra 10.9
~ Z4(L) @ Mysen (L) nach Aufgabe 10.
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Da L kommutativ ist, gilt nach Lemma 4.4 hierbei
1@A - A@ =A@ 1, ®@1—A®1 VAel.
Es gibt also einen K-Algbraisomorphismus
V: AQxg L —— Z4(L) @ Mpsn(L) mit (1@ X)) =A®1 VAel.
Fiir alle A € L und = € A ®x L folgt daher

Y(A-x) =9v((1®N)z) kanonische Struktur
=1 \N)Y(z), da v multiplikativ
=A@ 1)y(x)
= \-(x) kanonische Struktur.

Nach 3.7 ist A ® L eine Azumaya-Algebra iiber L, daher ist auch
ZA(L) @ M,xn(L) eine solche. Nach Aufgabe 11 ist Z4(L) einfach, und es
gilt

Z(Z4(L)) = Z(L)=1L, da L kommutativ.

Also ist Z4(L) eine Azumaya-Algebra iiber L, und aus 3.4 folgt die letzte
Behauptung. ]

4.7 Eine Dimensionsbeziehung

Satz. Sei L eine Korpererweiterung von K , und sei A eine Azumaya-Algebra
tber K , die L als K-Unteralgebra enthalte. Dann gelten:

2) Ist eine der beiden Bedingungen in (1) erfillt, so ist [A @k L] = [L] in
Br(L) und also L ein Zerfillungskérper von A .

Beweis. 1) Da L kommutativ ist, gilt L C Z4(L). Es folgt 1), weil
Aufgabe 9 4.6
2) Nach Satz 4.6 ist [A ® L] = [24(L)] in Br(L). Hieraus folgt 2).
O

Beispiel. Seien K = R und A = H wie in 0.1 definiert. Dann ist dimg H =
4 = (dimg C)?, also gilt nach dem Satz Zg(C) = C, und C ist Zerfillungskorper
von H, also H®p C ~ My (C).

Bemerkung. Sind A und L wie im Satz gegeben, so gilt:
Z4(L) = L = L ist ein maximaler Teilkorper von A
nach Aufgabe 7. Die Umkehrung gilt i.a. nicht, vgl. Aufgabe 16.
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5 Zerfillungskérper und maximale Teilkorper

Sei K ein Korper.

5.1 Der Begriff des Zerfiallungskorpers

Sei L eine Korpererweiterung von K, und sei A eine Azumaya-Algebra
iber K .

Definition. 1) L heifit Zerfillungskorper von A | falls
[A] € kern(rp/k: Br(K) — Br(L), [B] — [B ®x L)) gilt.

2) Die relative Brauergruppe Br(L/K) ist definiert als Br(L/K') := kern(ry k) .
Bemerkung. Offenbar gilt:

(a) Ist L Zerfallungskorper von A, so ist L Zerfallungskorper von jeder zu
A dhnlichen Azumaya-Algebra iiber K .

(b) Ist L Zerféllungskorper von A, so ist jede Korpererweiterung L' von L
auch Zerfallungskorper von A, denn

A KK L, ~ (A KK L) Rr, L/ ~ Mnxn(L,) .

Mnxn(L)

(c) Die relative Brauergruppe Br(L/K) ist eine Untergruppe der Brauer-
gruppe von K . Es ist

Br(L/K) = {[A] € Br(K) | [A@k L] = [L]}.

(d) Wir werden in 5.7 zeigen, dafl A stets einen tiber K galoisschen Zerfallungskorper L
(mit dimg L < o0) besitzt.

5.2 Maximal kommutative Unterringe
eines Schiefkorpers
Nach Aufgabe 7 ist ein Unterring B eines Ringes A genau dann maximal

kommutativ, wenn Z4(B) = B gilt.
Dabei ist Z4(B):={a€ A|ab=0ba Vb e B}.

Satz. Sei S ein Unterring eines Schiefkorpers D . Dann ist Zp(S) ein Schiefkiorper.
Insbesondere ist jeder mazximal kommutative Unterring von D ein Korper.
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Beweis. Sei z € Zp(S) mit x # 0. Dann besitzt x ein Inverses ! € D, da
D ein Schiefkérper ist. Zu zeigen: 271 € Zp(S).

Esist s = sz Vs € S, da x € Zp(S). Multipliziere diese Gleichung von
links und von rechts mit #=!. Dann folgt sz~! = 27 's Vs € S, und also
r~! € Zp(S). Daher ist Zp(S) ein Schiefkorper. Ist S maximal kommutati-
ver Unterring von D, so ist S = Zp(S) und also S ein Koérper. O

5.3 Lemma iiber einfach erzeugte TeilkGrper

Lemma. Sei D ein endlich-dimensionaler Schiefkorper iber K , und sei L
ein Zwischenkdorper, also K C L C D . Dann erzeugt jedes x € Zp(L) einen
Korper L(z) . Insbesondere erzeugt jedes v € D einen Kéorper K(x) .

Beweis. Sei x € Zp(L). Dann ist die von z erzeugte L-Unteralgebra L[]
von Zp(L) kommutativ (sie besteht aus allen endlichen Linearkombinationen
SNz’ mit \; € L).

Fiir jedes z € L[z] mit z # 0 ist die Abbildung ¢, : L[z] — L[z], y —— 2y,
L-linear. Sie ist injektiv, da L[z] als Unterring eines Schiefkorpers keine nicht-
trivialen Nullteiler besitzt. Aus Dimensionsgriinden ist ¢, daher auch surjek-
tiv. Es gibt also ein y € L[z] mit 1 = ¢,(y) = zy. Also ist L[x] ein Korper
(fiir den wir L(x) schreiben). Da Zp(K) = D ist, folgt die zweite Behaup-
tung. O]

Folgerung. Seien L und D wie im Lemma gegeben. Dann gilt:

L=2Z2p(L)| <= |L ist mazimaler Teilkorper von D ‘

Beweis. ,=—=*: folgt aus Aufgabe 7.

,<="“: Da L kommutativ ist, gilt L C Zp(L). Jedes x € Zp(L) \ L wiirde
nach dem Lemma einen Teilkorper L(z) von D mit L & L(z) erzeugen

im Widerspruch zur Maximalitédt von L.
]

5.4 Maximale Teilkorper eines zentralen Schiefkérpers

Satz. Sei D ein endlich-dimensionaler zentraler Schiefkérper iiber K . Dann
besitzt D maximale Teilkorper, und jeder maximale Teilkdrper L von D ist
Zerfillungskorper von D . Genauer gilt:

D ®x L ~ Myun(L) mit n = dimg L und n* = dimg D |.
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Beweis. Mit Hilfe des Zornschen Lemmas (vgl. Algebra 7.5, 7.6) zeigt man,
da D maximale Teilkorper enthélt. Sei L ein solcher. Nach Folgerung 5.3
ist L =2p(L), und also folgt

K = Z(D) C Zp(L) = L. Ferner folgt aus Satz 4.7, dafl dimy D = n? mit

n = dimg L und L Zerfallungskorper von D ist.

Dies ergibt n? = dimy (D®xL) , also DRy L ~ Myxn(L) , da L Zerfillungskorper
von D ist. O

Korollar. Jede Azumaya-Algebra A tber K besitzt einen Zerfillungskorper L
mit dimyg L = indg A .

Beweis. Esist A ~ D mit einem zentralen Schiefkérper D iiber K (vgl. 3.8).
Sei L ein maximaler Teilkorper von D . Dann ist L Zerfallungskérper von A
(vgl. 5.1(a)), und es gilt dimy L = v/dimg D TS indg A. ]

5.5 Separable Elemente in D

Satz. Sei D ein endlich-dimensionaler zentraler Schiefkorper tiber K mit
D # K . Dann besitzt D einen Teilkorper # K , der separabel tiber K ist.

Beweis. Ist char K = 0, so ist jedes Element x € D separabel iiber K nach
Algebra 16.8(1). Da D # K ist, folgt die Behauptung aus Lemma 5.3.

Sei char K =: p > 0. Dann gibt es zu jedem € D ein n > 0 so, daf} z*"
separabel iiber K ist. (S. LANG, Algebra VII, 4, Prop. 9)

Angenommen: Jedes iiber K separable Element aus D liegt in K . Dann gibt
esein d € D\ K mit d? € K nach Annahme. Wir zeigen unten folgende
Behauptung. Zu 0: D —— D, y+—— dyd~! gibt es ein Element ¢ € D
mit o(c) =c+ 1.

Hieraus folgt der Satz, denn es ist ¢®” separabel iiber K fiir ein m € IN, und
also ¢?" € K nach Annahme. Dies ergibt

m

=)l =1+ =1+,
woraus der Widerspruch 0 = 1 folgt. ]

Beweis der Behauptung. Sei 7: D —— D, y+— o(y) — y. Dann ist
™(y) =0Vy € D, da d’ € K und da char K = p. Es ist aber 7(y) # 0 fiir
eimye D,dade D\ K und K = Z(D).

Hieraus folgt: 3r € N und z € D mit 77(2) = 0 und 77(2) # 0. Setze

c=1"12)7m"(2)7.
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Dann folgt

5.6 Existenz eines separablen Zerfiallungskorpers

Satz. Sei D ein endlich-dimensionaler zentraler Schiefkorper tiber K . Dann
besitzt D einen mazximalen Teilkérper L , der separabel tiber K ist. Daber gilt

dimK D = (dlmK L)2 y
und L ist Zerfdllungskorper von D .

Beweis. Falls D = K, nimm L = K . Sei D # K . Dann besitzt D nach 5.5
einen Teilkorper # K, der separabel iiber K ist. Wahle einen Teilkérper L
von D, der K enthédlt und maximal ist beziiglich der Eigenschaft: L ist
separabel iiber K .

Nach Satz 5.2 ist Zp(L) ein Schiefkorper iiber L, und nach 4.6 ist Zp(L)
zentral iber L. Wire L G Zp(L), so wiirde Zp(L) nach 5.5 einen Teilkorper
# L enthalten, der separabel iiber L wire im Widerspruch zur Wahl von L.
Also ist Zp(L) = L und daher L ein maximaler Teilkérper von D . Der Rest
folgt nun aus Satz 4.7. ]

5.7 Existenz eines galoisschen Zerfiallungskorpers

Satz. Sei A eine Azumaya-Algebra tiber K . Dann besitzt A einen diber K
galoisschen Zerfallungskorper L mit dimyg L < oo

Beweis. Es ist [A] = [D] mit einem zentralen Schiefkérper D iiber K, (vgl.
3.5, 3.8). Nach 5.6 und 5.1(a) besitzt A einen separablen Zerféllungskorper L/
mit dimy L' < oco. Bette L’ in eine (endliche) Galoiserweiterung L von K
ein (vgl. Algebra 15.9). Dann ist L Zerféllungskorper von A nach 5.1(b). O

5.8 Folgerung fiir die Brauergruppe

In 5.1 hatten wir die relative Brauergruppe

Br(L/K) = {[A] € Br(K) | A®x L ~ L}
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eingefiithrt. Aus 5.7 folgt, daf sich die Bestimmung der Brauergruppe Br(K)
auf die Bestimmung aller Untergruppen Br(L/K) zuriickfithren 148t, wobei
L (endlich) galoissch iiber K ist. Sei K ein algebraischer Abschlufi von K .
Dann ist Br(K) = LLJBr(L/ K), wobei L alle (endlich) galoisschen Koérperer-

weiterungen von K in K durchliuft.

5.9 Satz iiber endlich-dimensionale Zerfiallungskorper

Nach 5.7 besitzt jede Azumaya-Algebra A einen iiber K (endlich) galoisschen
Zerféllungskorper L . Dieser &8t sich i.a. nicht als Unterring von A realisieren.
Es gibt aber immer eine zu A dhnliche Azumaya-Algebra B iiber K , die L
als maximal kommutativen Unterring enthélt.

Satz. Sei A eine Azumaya-Algebra tiber K , und sei L eine endliche Kdorperer-
weiterung von K . Dann sind dquivalent:

(i) L ist Zerfdllungskorper von A .

(i1) L ist Unteralgebra einer Azumaya-Algebra B dber K mit den Figen-
schaften:
B~A wund Zg(L)=1L.

(111) L ist Unteralgebra einer Azumaya-Algebra B iber K mit B ~ A und

Beweis. ,,(1)=-(ii)“: Esist A ~ M,«,(D) mit einem zentralen Schiefkérper D
iiber K, vgl. 3.8. Sei I ein minimales Linksideal # (0) in D ® L
(vgl. Bemerkung 1.4). Setze

B = EIldDop®KK<I) .

Es ist D? @ K ~ D und also B ~ M,y (D) mit m = dimp I (vgl.
1.3). Hieraus folgt, daf§ B eine zu A &hnliche Azumaya-Algebra iiber K
ist, vgl. Bemerkung 3.4 und 3.8.

Noch zu zeigen: L = Zg(L). Bette L vermoge

I —1,

L~ B, A\ r——
r —— (1@ Nz

in B ein. Wie leicht nachzurechnen ist (vgl. Aufgabe 17), gilt

ZB(L) = EHdDop®KL(I>
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und also ist Zg(L) ein Schiefkérper nach dem Lemma von Schur 1.6
(da I # (0) minimal). In Br(L) gilt:

L] = [B®k L], da L Zerfillungskorper von A ~ B
= [Zg(L)] nach 4.6.

Da Zg(L) ein Schiefkorper ist, folgt L ~ Zz(L) nach Bemerkung 3.4.
Da L C Zg(L) ist, folgt nun L = Zg(L).

,(il)=(iii)*“: folgt aus 4.7.1).

L (ii)=(1)*: folgt aus 4.7.2).
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6 Beispiele

6.1 Lemma aus der Gruppentheorie

Lemma. Sei G eine endliche Gruppe, und sei H eine Untergruppe von G .

Dann gilt:
G=UgHg'| — [H=3]
geG
Beweis. Seien g1 H,...,g,H die verschiedenen Linksnebenklassen von H
in G.

Behauptung. G = 6 giHg .
i=1

Beweis der Behauptung. ,, D% klar.

,C Seize G= v =ghg'mitge G,he H,daG=U,gHg ' nach
Voraussetzung, und also

T = gjh,h(gjh/>_1, da G = U ¢;H nach AGLA 10.10 und 10.9
i=1

=g Wb gt e |JgiHg "
€eH =1

Sei | X| die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge X . Es folgt

|H|n = |G| nach der Abzihlformel in AGLA 10.10
< (|H| —1)n+1 nach der Behauptung, da |g;Hg; ‘| = |H| Vi
und 1 € g;Hg; *
=|Hln—n+1

Dies ergibt n = 1 und |H| = |G|. Da H C G gilt, folgt H = G. O

6.2 Satz von Wedderburn (1905)

Satz. Jeder endliche Schiefkorper ist kommutativ.

Beweis. Sei D ein Schiefkorper mit endlich vielen Elementen, und sei K =
Z(D) das Zentrum von D. Nach 5.4 gilt dimgx L = +/dimg D fiir jeden
maximalen Teilkorper L von D . Da D endlich ist, haben alle maximalen
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Teilkorper von D dieselbe Anzahl von Elementen und sind daher alle iso-
morph (vgl. Algebra 14.3 und 14.4).
Wihle einen maximalen Teilkérper L von D aus. Dann ist

D= U uLu™t],

ueD*

denn: Ist d € D, soist K(d) C L' mit einem maximalen Teilkérper L' von D |
vgl. Lemma 5.3, 5.4. Sei ¢: L' —— L C D ein Isomorphismus. Anwendung
des Satzes von Skolem-Noether 4.2 mit g = id und f = p ergibt d = up(d)u~!
mit einem u € D*.

Wende nun Lemma 6.1 auf die multiplikativen Gruppen H = L* und G = D*
an. Dann folgt L = D, und also ist D kommutativ. [

6.3 Die Brauergruppe eines endlichen Koérpers
Aus dem Satz von Wedderburn 6.2 ergibt sich als
Korollar. Ist K ein endlicher Korper, so ist

Br(K) = {1so } = {K]}-

Beweis. Nach 6.2 ist K bis auf Isomorphie der einzige zentrale endlich-
dimensionale Schiefkorper iiber K . ]

6.4 Eine Anwendung von 6.3

Sei K (X)) der rationale Funktionenkorper in einer Unbestimmten X iiber K,
also der Quotientenkorper des Polynomrings K[X] (vgl. Algebra 6.11). Es ist

K0 {1 saerix) g0}

Satz. Fir jeden Kérper K ist der Homomorphismus
rr(x)/x: Br(K) — Br(K(X)), [A] —— [A @K K(X)],
injektiv.

Beweis. Ist K endlich, so ist 7x(x)/x injektiv nach 6.3. Sei nun K ein Korper
mit unendlich vielen Elementen. Ist [A] € kern(rx(x)/x), so gib es einen
K (X)-Algebraisomorphismus

p: ARk K(X) —+ Mpun(K(X))|,
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wobei n? = dimg A (nach Aufgabe 9) gilt.

Zu zeigen: A ~ M, (K) .

Sei ay, ..., a,2 eine K-Basis von A, und sei {e;; | 1 <14,j < n} die Standard-
basis von M,,x, (K (X)) iiber K(X) (wie in Beispiel 1.1). Dann ist

pla; ®1) = > Ajrejp mit A € K(X).

J,k=1

Es ist gA\ijjrx € K[X] Vi,j,k, wobei g € K[X] das Produkt der Nenner von
allen \;jr # 0 bezeichnet.
Also induziert ¢ einen K [X , ﬂ—Algebrahomomorphismus

Ao K1) — Mo (K[ 1)
Da K unendlich ist, gibt es ein @ € K mit g(a) # 0 (nach Algebra, Satz 8.2).
Die ,,Spezialisierung” K[X] —— K, f+— f(«), induziert also einen K-
Algebrahomomorphismus

s KX — K mit s(L) =S

und daher einen K-Algebrahomomorphismus
5: Mpxn (K [X7 %:D - Mnxn<K) ) (aij> — (S(aij)) :

Man erhélt nun einen K-Algebrahomomorphismus
Y A—— Myyn(K), at— (S0@)(a®1).

Nach 3.1 ist ¢ injektiv und daher aus Dimensionsgriinden surjektiv. O]

6.5 Satz von Frobenius (1878)

Sei H der in 0.1 eingefiithrte Quaternionenschiefkorper iiber R .

Satz. Sei D ein endlich-dimensionaler nicht-kommutativer Schiefkérper tiber R, .

Dann gibt es einen R-Algebraisomorphismus H —— D .

Beweis. Bis auf Isomorphie ist C die einzige endliche Korpererweiterung
von R . Da C algebraisch abgeschlossen ist, und D nicht kommutativ ist, ist
D kein Schiefkorper iiber € (vgl. 3.6). Es folgt R = Z(D).

Nach Satz 5.4 besitzt D einen maximalen Teilkorper €’ mit (dimg C')? =
dimpi D . Da dimpi D > 1 gilt nach Voraussetzung, folgt R ; C',alsoC' ~C.
Es folgt dimg D = 4.

Nun ist nur noch ein R-Algebrahomomorphismus ¢: H —— D anzugeben.
Dieser ist dann nach 3.1 injektiv und daher aus Dimensionsgriinden auch
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surjektiv.

Esist €' = R@jR mit j2 = —1, und C’ ist galoissch iiber R mit Gruppe
{id, o}, wobei 0: C' —— €', a4+ bj+—— a —bj Va,b € R gilt. Nach dem
Satz von Skolem-Noether 4.2 gibt es ein w € D\ {0} mit

o(z) =uru ' Vz e |

Behauptung 1. v’ € R.
Beweis. Es ist u?ju=2 = 0%(j) = j, da ¢ = id, und also ist u?j = ju?.
Hieraus folgt u? € Zp(C) = €’ und daher o(u?) = vuu~t = u?.

Es folgt u? € R, da €’ galoissch iiber R mit Gruppe (o | 0% = id). O
Behauptung 2. u? < 0.

Beweis. Angenommen, u? > 0. Dann ist v € R, da man aus jeder positi-
ven reellen Zahl die Quadratwurzel ziehen kann und v? in R(u) die beiden
Wurzeln v und —u besitzt.

Da R = Z(D) gilt, folgt der Widerspruch —j = o(j) = uju~? = j. O
u €

Aus Behauptung 2 folgt u?> = —r? mit r € R und r > 0. Nach 0.1 besitzt
H C Mays(C) eine R-Basis

o 1) (5 oo %) (o)

wobei i € C mit 12 = —1.
Man rechnet nun nach, dafl die Zuordnung

10 (01 (i 0 (0 L
01 =1 0 Jolo —i urstioo ur-—J,

den gesuchten R-Algebrahomomorphismus ¢: H —— D induziert. Man be-
achte dabei, dal —j = o(j) = uju~! und also uj = —ju gilt. Eine Neben-
rechnung folgt. ]

Multiplikationstabellen:

1 j uwr™t urly
J —1 —ur~tj  urt
ur™t | urty -1 —j

wr™ty | —ur~ j -1
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() o)

(o)) (Ge) 62

6.6 Die Brauergruppe von R
Satz. Br(R) = {[R], [H]} ~ Z/2Z .

Beweis. Der Satz folgt aus 6.5 und der Definition der Brauergruppe, vgl.
3.4 und 3.5. O]

6.7 Der Satz von Tsen

Satz (Tsen 1933). Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, und sei
F eine algebraische Korpererweiterung von K(X). Dann ist Br(F) = {1}.

Beweis. steht z.B. in R.S. PIERCE, Associative Algebras, Springer-Verlag
1982 (19.4a). O
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Teil II
Kohomologische Beschreibung
der Brauergruppe

Sei K ein Korper. Nach 5.8 ist

Br(K) = UBr(L/K) .

wobei L alle (endlich) galoisschen Kérpererweiterungen von K in K durchliuft
(Dabei ist K ein algebraischer Abschlufl von K). Die relative Brauergruppe

Br(L/K) = {[A] € Br(K) | [A@k L] = [L]}

ist in 5.1 eingefiithrt worden. Wir werden u.a. zeigen

Br(L/K) ~ H*(G, L") |,

wobei L eine (endlich) galoissche Kérpererweiterung von K mit Galoisgrup-
pe G ist, und die zweite Kohomologiegruppe noch zu definieren ist.

7 Verschrankte Produkte

7.1 Definition

Eine Azumaya-Algebra A iiber K heifit verschrinktes Produkt, falls A einen
iiber K galoisschen Korper L enthélt mit

|dimz A = dimg L|.

7.2 Ahnlichkeit mit einem verschrinkten Produkt

Satz. Jede Azumaya-Algebra A tber K ist dhnlich einem verschrdnkten Pro-

dukt.

Beweis. Nach 5.7 besitzt A einen (endlich) galoisschen Zerfallungskoérper L
iiber K , und nach 5.9 gibt es eine zu A dhnliche Azumaya-Algebra B iiber K ,
die L enthélt, und fiir die gilt: dimgx B = (dimg L)?. Es folgt

ufgabe
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Bemerkung. S. A. AMITSUR (Israel J. Math. 1972) gelang als erstem die
Konstruktion eines iiber seinem Zentrum endlich-dimensionalen Schiefkorpers,
der nicht isomorph zu einem verschréankten Produkt ist.

Fazit. e Im Satz 5.6 kann also ,,separabel“ nicht durch ,,galoissch* verscharft

werden.

e Im Satz 7.2 kann also ,,ahnlich“ nicht durch ,,isomorph* verschéarft wer-
den.

7.3 Strukturanalyse fiir verschrinkte Produkte

Sei A ein verschrianktes Produkt iiber K . Nach Definition 7.1 gibt es dann
eine Galoiserweiterung L von K mit Gruppe G, so dafl

und |dim; A = dimg L = |G|

gilt, wobei dimy L = |G| aus Algebra 15.7 folgt.
Nach dem Satz von Skolem-Noether 4.2 gibt es zu jedem o € G ein u, € A*
mit o(z) = u,zu,' Vo € L. Es folgt die Vertauschungsregel

(1) u,x =o(x)u, VYrxeL oeG]|.

Wir benutzen (1) auch in den folgenden Formen. Ersetze z durch o~ !(z)
in (1). Dann folgt

(1) ugo H(r) =au, Vv €L, og€eq]|.

Multipliziere (1°) von links und rechts mit u;'. Dann folgt

(1) o ()t =uter Vrel oed|.

o

Lemma 1. Die Elemente u,,0 € G, sind L-linear unabhéngig in A und
bilden also eine Basis von A als L-Vektorraum.

Beweis. Nach dem Satz vom primitiven Element (Algebra 13.9) ist L =
K(z) mit einem x € L. Hieraus folgt

(%) o(x)#71(xr) VYo,7€Gmito # 1|,

denn nach Algebra 11.10 gibt es eine K-Basis von L, die aus Potenzen von x
besteht. Die Rechtsmultiplikation r,: A — A, a —— ax , ist L-linkslinear.
Nach (1) ist r,(u,) = o(x)u, Vo € G, und also ist o(z) Eigenwert von r,
zum Eigenvektor u, fiir jedes 0 € G. Es ist u, # 0, da u, € A*. Aus (%)
folgt nun, daf die u,,o € G, linear unabhéngig iiber L sind, vgl. AGLA 9.6.
Da dimy A = |G| gilt, bilden sie sogar eine Basis. O
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Lemma 2. Zu jedem (0,7) € G x G gibt es ein Element f(o,7) € L*, so
dafl gelten:

(2) sty = f(o,m)u,, Vo,7€G|,
(3) f0.7)f(07,0) = 0(f(7,0))f(0.70) Vo,m,0€G].

Beweis. Setze f(o,T) := usu,u,} . Dann ist (2) erfiillt, und es gilt f(o,7) €
A* . Fiir jedes x € L gilt

flo,7)r = ugu,ule nach Definition von f(o,7)
= ugu,(o7) Hx)u, ! nach (17)
= u,((o7) 7 (2))uru, ! nach (1)
= uyo (2 usu) dat(or) t=0""
= TU U U} nach (17)

=af(o,7).

Es folgt f(o,7) € Za(L) = L. Es ist nun noch (3) zu zeigen.

(Upttr)up = f(0, T)Ugrt, nach (2)
- f(au T)f(OT7 Q)ua’rg
nach (2)
Up (Urtty) = Uy f(T, 0)Ur, nach (2)
=o(f(7, 0))ustr, nach (1)
= o (f(7,0))f(0,T0)uor, nach (2).
Da A assoziativ ist und u,,, € A* gilt, folgt (3). ]
Lemma 3. Es ist uiq = f(id,id), also uiq € L.
Beweis. Wende (2) mit ¢ = id = 7 an. O

Fazit. Aus Lemma 1 folgt, dafl die Multiplikation in A durch die Gleichun-
gen (1) und (2) festgelegt ist. Die Gleichung (3) garantiert die Assoziativitét,
und aus Lemma 3 folgt f(id,id) tu;q = 1.

Bemerkung. Die Ergebnisse dieses Abschnitts sind von EMMY NOETHER.
Die Elemente f(o, 7) in Lemma 2 heiflen Noethersches Faktorensystem. Heut-
zutage spricht man von ,,Kozyklen®.

Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnitts in einem Satz zusammen.
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Satz. Sei L eine Galoiserweiterung von K mit Gruppe G, und sei A eine
Azumaya-Algebra iber K , die L enthalte und fir die dim;, A = dimg L gelte.
Dann gibt es zu jedem o € G ein u, € A* derart, daff {u, | o € G} eine
Basis von A als L-Vektorraum bildet, und die folgenden Gleichungen erfillt
sind:

(1) upx =oc(x)u, Ve € L, 0 € G,

(2) usu, = f(o,T)Uug, Vo, 7 € G.
Dabei ist f: G x G —— L* ein ,2-Kozyklus®, d.h. es gilt:

(3) flo,7)f(o7,0) = o(f(7,0))f(o,T0) Vo, T,0€ G
Beweis. folgt leicht aus obiger Strukturanalyse. m

7.4 Uber 2-Zyklen

Sei L eine (endliche) Galoiserweiterung von K mit Gruppe G. Eine Abbil-
dung f: G x G —— L* heiit 2-Zyklus, falls

(3) flo,7)f(oT 0) = o(f(7,0))f (0, T0) Vo,1,0€G
gilt.
Bemerkung. Mit der Schreibweise 1 = 14, also 1 = id gelten:

(3a) flo,1) =0o(f(1,1)) VoeG
(3b) f(1,1) = f(1,0) VoeG

Beweis. (3a): Wende (3) mit 7 =1 = p an.
Dann folgt f(0,1)f(0,1) = o(f(1,1))f(o,1), und also (3a).

(3b): Wende (3) mit 0 =1 =7 an.
Dann folgt f(1,1)f(1,0) = f(1,0)f(1,0), und also (3b).

7.5 Konstruktion von verschrinkten Produkten

Aus der Strukturanalyse 7.3 ergibt sich eine Konstruktionsmethode fiir Azumaya-
Algebren.
Vorgegeben:

e L/K galoissch mit Gruppe G (endlich)
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e Ein 2-Kozyklus f: G x G —— L*. Es gelte also
3)  flo,7)f(o7,0) = o(f(7.0))f(0,70) Vo,7,0€G

Ansatz: A := @ Lu, mit formalen Symbolen u, .
oelG

Dann ist A ein |G|-dimensionaler L-Linksvektorraum.
Aufgabe: Eine Multiplikation in A so zu definieren, daf

(1) UeT = 0(T)Uy VeelL,oedG
(2) Ugty = [0, T)Ugr Vo,7€G

gelten und A einfach und zentral iiber K ist.

Bemerkung. Die u, konnen als Abbildungen

1 o=T

uU:G—>L,T|—>{
0 oFT

realisiert werden. Diese erzeugen einen |G|-dimensionalen L-Linksvektorraum.
(Sei > 2pu, =0mit z, € L= 0= Y z,u,(7) =2, VT E€G.)

oeG ceG
Satz (E. Noether). Sei L eine n-dimensionale Galoiserweiterung von K
mit Gruppe G, und sei f: G x G —— L* ein 2-Kozyklus. Dann ist der
n?-dimensionale K -Vektorraum

A= (L,G, f):=&D Lu, (uy formale Symbole)

ceG

mat der durch

Uy - Yu, = xo(y) f(o, 7))y, fir x,y € L und o,7 € G

definierten Multiplikation eine Azumaya-Algebra tber K mit Finselement
14 = f(id,id)'uyq . Ferner gelten:

(i) Durch v —— x14 wird L in A eingebettet.
(i1) Esistu, € A*VoeG.
(iii) Es gilt Z4(L) =L .

Insbesondere ist L Zerfillungskorper von A, und A ist ein verschrinktes
Produkt.

Beweis in sieben Schritten.
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Behauptung 1. Die Multiplikation ist assoziativ.

Beweis. Fiir x,y,z € L und o, 7, 0 € G gelten nach Definition der Multipli-
kation:

(2Uy - yu,) - 2uy, = xo(y) Upr - 2y,

f(o,7)
= 20(y)f(0,7)(07)(2) [ (97, 0)tigry
= 20 (y)(o7)(2) (0, 7) (97, 0)tgry

7

da L kommutativ ist und

By - (i - 21g) = B - y7(2) (7, 0)ting
=zo(y ) (7(2))a(f(7,0))f (0, TQ)tgr, -
Die Gleichheit folgt nun aus (3). O

Behauptung 2. Esist 14 = f(1,1) 'u;, wobei 1 = 15 = id gilt, und durch
x +—— 2l wird L in A eingebettet.

Beweis. Es ist

rus - f(1,1) g = 2o (F(1,1)7Y) f(o, u,

=zlpu, nach (3a) in 7.4
= TU,
und
FLD) g - wu, = f(1, 1) P f (1, 0)u,
= 1;2u, da L kommutativ und wegen (3b) in 7.4
= TU,

Also ist f(1,1)"'u; Einselement in A.
Die Abbildung p: L —— A, x +—— z1,4, ist additiv. Ferner gilt:

e(1r) =10f(1,1)'uy =14
f3
S

und

1
= p(zy) Va,ye L.
Nach 3.1 ist ¢ injektiv. [
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Behauptung 3. Es gilt in A die Vertauschungsregel

(1) UeT = 0(T)Uy VeelL,oeG.
Beweis. Es ist
Ug - 21y = Uy -2 f(1,1) g nach Behauptung 2
— o(@)o(£(1,1)) f(o, D,
= o(z)u, nach (3a) in 7.4.
O
Behauptung 4. Es ist u, € A* mit
u;t = f(o o) (1, 1) Ty VoeG.
Beweis. Es ist
f(a_la J)_1f<1a 1)_1u0—1 “Us = f(0_17 0)_1f(17 1)_1f(0_1a U)ul
=1, nach Behauptung 2
und
4y - Fo™0) " F1L D) g = 007, 0)) o (F(L 1) (o0 Y
= f(1,1)"'u; nach Aufgabe 21
—1,.
O

Behauptung 5. A ist einfach.
Beweis. Sei I ein zweiseitiges Ideal # (0) in A, und sei
4= Lo Ugy + -+ Ty Uy, in T, a#0, x, € L

mit minimalem r > 1. Angenommen, r > 1. Wahle y € L mit o1(y) # 02(y) .
Nach (1) in Behauptung 3 ist dann

01 (y)ilay =01 (y)ilxzno-l (y)uol + Ul(y)ilxazoé(y)uaz + e
7’5102

und also ist a — o1(y)"tay # 0 ein Element in I, dessen Basisdarstellung
kiirzere Lange als r hat. Also enthélt I ein Element a = zu, mit x € L*,
wobei o € G. Nach Behauptung 4 ist also a € A*, und es folgt

ala = lael.
N~
eA* €l
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Behauptung 6. A ist zentral iber K, d.h. es gilt Z(A) = K .

Beweis. ,D“ mnach (1) in Behauptung 3 gilt u,A = Au, VA € K, also
K C Z(A).

L,C“ Sela= Y z,u, € Z(A) mit z, € L. Fiir jedes y € L ist dann
ceG

0=ya—ay= > oy —a(y))u,.

ceG

Wihle y so, daB o(y) # y Vo € G\ {1} gilt. Dann folgt z, = 0Vo # 1,
da u, linear unabhéngig tiber L sind, und also gilt a = xju; € L (da
u; = f(1,1)7'14 € L nach Behauptung 2). Es folgt

0 =u,a — au, , daae Z(A)
= o(a)u, — au, nach (1) in Behauptung 3
= (o(a) — a)u, Voed,

und also o(a) =aVo € G. Daher gilt a € LY = K .
O

Behauptung 7. L = Z4(L) ist Zerfallungskérper von A, und A ist ein
verschrianktes Produkt.

Beweis. Dies folgt aus 4.7 und 5.1. O]

7.6 Uber 2-Korinder

Definition. Seien L und G wie in 7.5. Eine Abbildung f: G x G —— L*
heifit 2-Korand, falls es eine Abbildung \: G —— L* gibt, so dafl

flo,7) = Xo)a(A\ (1)) - MoT)™? Vo,1€G
gilt.

Bemerkung. Jeder 2-Korand ist ein 2-Kozyklus, wie man durch Einsetzen
in (3) nachpriift.
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7.7 Kriterium fiir Isomorphie
von verschriankten Produkten

Gegeben sei eine (endliche) Galoiserweiterung L von K mit Gruppe G'.

Satz (E. Noether). Seien f,g: G x G —— L* zwei 2-Kozyklen,
A= (L,G,f) = & Lu, und B := (L,G,g9) = & Lv, die gemafy 7.5
ceG ceG

zugehorigen verschrankten Produkte. Dann sind dquivalent:
(a) Es gibt eine K-Algebraisomorphie (L, G, f) ~ (L,G,g).
(b) Es gibt eine Abbildung \: G — L* | so daf gilt:

flo,7) = Xor) 'No)o(A(T)) g(o,7) VYo,7€G].

Beweis. ,(a) = (b)“: Es gibt einen Isomorphismus ¢: A —— B mit

(1) p(xly) =2lp Vzell,

denn: Sei ¢: A —— B irgendein (nach (a) existierender) Isomorphis-
mus. Wende den Satz von Skolem-Noether 4.2 auf das Kompositum
LA, B, z+— ¢(x1,), und die Einbettung L —— B,
T+ zlp, an.

Dann gibt es ein v € B* so, dal #lp = vo(zla)v™! Vr € L gilt. Der
Automorphismus ¢: B —— B, b+—— vbv™!, erfiillt dann

P(p(r14)) = vo(xla)v™ =zl Ve e L.
Setze ¢ = 1) o ¢. Dann gilt (I). Setze

o) == p(ug)v;* fiir 0 € G.

Dann ist A(0) € B*, und fir alle x € L, 0 € G gilt:

MNo)zlp = o(ug)v, trlp
= p(ug)o (z)1pv;! vgl. (17)in 7.3
= pluo)glo (B)Luz" mach (1)
= p(ugoH(x)14)v] da ¢ multiplikativ
= (21 qu,)v; " nach Behauptung 3 in 7.5
= 21pp(us)v,* nach (I), da ¢ multiplikativ
= zlg\(0) nach Definition von \.
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Also ist A(0) € Z5(L) = L. Es gilt

o(uguy) = o(f(o,T) tgr) nach 7.5
= f(o,7) o(uyr) nach (I), da ¢ multiplikativ
= f(o,7) M0T) Vgr nach Definition von .

o(usur) = p(uy) - @(ur), da ¢ multiplikativ
= A0)v, - A(T)v, nach Definition von A
= XNo)o(A(1)) g(o,T)vyr mach 7.5.

Es folgt (b).

,(b) = (a)“: Definiere ¢: A —— B durch

o(zu,) =xX(o)v, VYzel,oed]|.

Dann ist
o(1a) = o(f(1, ) uy) nach 7.5 (mit 1 =id = 14)
= f(1, ) ( ) v nach Definition von ¢
=g(1, 1) nach (b) firo=1=171
=1p nach 7.5.

Ferner gelten

el - yor) = p(wo(y) f(o,7) urr)

)
= z0o(y) f(o,7) AMoT) vgr
=zo(y) AN(o) a(A(T)) g(o,7) vyr nach (b)
= 2A(0) o (yA(T)) 9(0,7) or
und
o(zuy) - p(yur) = zX(0) vy - YyN(T) v, nach Definition von ¢

xA (o) a(y\(T)) g(o,T) Vor nach 7.5.

Nach 3.1 ist ¢ injektiv und daher aus Dimensionsgriinden auch surjek-
tiv.

]
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7.8 Die zweite Kohomologiegruppe

Sei L (endlich) galoissch iiber K mit Gruppe G'. In 7.4 haben wir einen
2-Kozyklus als Abbildung f: G x G —— L* definiert, so daf3

(3) flo,7)f(o, 0) = o(f(7,0))f (0, T0) Vo,7,0€G

gilt. Die 2-Kozyklen bilden eine abelsche Gruppe, wobei die Verkniipfung
durch

(fg)(o,7) = flo,7)g(o,T)Vo,T € G

gegeben ist. Das Einselement ist der 2-Kozyklus GxG — L*, (o,7) —— 1,
und f7': Gx G —— L*, (0,7) — f(o,7)7!, ist invers zu f. Die Gruppe
der 2-Kozyklen bezeichnen wir mit Z2(G, L*).

Nach 7.6 heifit ein 2-Kozyklus ein 2-Korand, falls ein A\: G —— L* so exi-
stiert, daB8 f(o,7) = AMo7) A\ (0) o(\(7)) Vo,7 € G. Die 2-Koriinder bil-
den eine Untergruppe von Z%(G, L*). Diese bezeichnen wir mit B*(G, L*) .
Die Faktorgruppe H?(G, L*) := Z2(G, L*)/B*(G, L*) heifit zweite Kohomo-
logiegruppe von G mit Werten in L* . Fiir f € Z2(G, L*) bezeichne [f] die
zugehorige Nebenklasse in H2(G, L*) .

Bemerkung. Seien f,g € Z?(G, L*) und seien (L, G, f) und (L, G, g) die
geméaf 7.5 zugehorigen verschréankten Produkte. Dann gilt:

(L,G, f)~ (L,G,9)| <= |(L,G, f) ~ (L,G,g)| nach Folgerung 3.4
= [f]=19] nach 7.7.

Sei n = |G|, dann folgt spezieller

(L,G,f) ~K < (L,G, f) 2 M,x,(K) nach 3.4
<~ (L,G, f) ~(L,G,1)  nach Aufgabe 24
<= f ist ein 2-Korand.

7.9 Die erste Kohomologiegruppe

Sei L (endlich) galoissch mit Gruppe G tiber K . Ein 1-Kozyklus ist eine
Abbildung f: G —— L* mit

floT) = flo)o(f(1)) Vo,7 G|
Ein 1-Kozyklus heifit 1-Korand, falls es ein x € L* gibt, so daf} gilt:

flo)=0c(x)z™ VYoed|
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Sei Z1(G, L*) die Gruppe der 1-Kozyklen G — L* und B'(G, L*) die Un-
tergruppe der 1-Kordnder. Setze H'(G,L*) := ZY(G, L*)/B'(G, L*). Dann
heiit HY(G, L*) erste Kohomologiegruppe von G mit Werten in L*.

Noethersche Gleichung. Es ist H'(G, L*) = {1}.

Beweis. Sei f: G —— L* ein 1-Kozyklus. Da die Automorphismen aus G
linear unabhéngig iiber L sind (Algebra 18.4), gibt es ein ¢ € L, so daf§

b:= Z f(r)7(e) #£0

T€EG

ist. Es ist dann

=> flor)f(o) " o(r(c)), da f ein Kozyklus ist

Setze x := b~!. Dann folgt f(0) = o(x)z ' Vo € G. O
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8 Die Isomorphie H*(G, L*) ~ Br(L/K)

Sei L eine (endliche) Galoiserweiterung von K mit Gruppe G .

8.1 Normierung von 2-Kozykeln

Ein 2-Kozyklus f heifit normiert, falls

f(,0)=f(o,1)=1 VYoed

gilt.

Lemma. Zu jedem 2-Kozyklus g: G x G —— L* qibt es einen normierten
2-Kozyklus f: G x G — L*, so dap [f] = [g] in H*(G, L*) gilt.

Beweis. Definiere \: G —— L*, 0 — g(1,1) " und f: G x G L
(0,7) —— MoT)""A(0) ¢(A(7)) g(, 7). Dann ist f € Z%(G, L*), und es ist
[f] = lg], vel. 7.8. Es ist

f(o,1) = Xo) ' Ao) a(M(1)) g(o, 1) nach Definition von f
=o(g9(1,1)) " g(o, 1) nach Definition von A
=g(o,1) tg(o,1) nach (3a) in 7.4
=1,

f(1,0) = Xo) A1) Mo) g(1,0) nach Definition von f
=g(1,1)g(1,0) nach Definition von A
=1 nach (3b) in 7.4.

]

Folgerung. Ist f € Z*(G, L*) normiert, so ist u; das Einselement des in 7.5
konstruierten verschrinkten Produkts (L,G, f), wobei 1 = 1¢ = id sei.

8.2 Multiplikativititssatz
Satz. Seien f,g: G Xx G —— L* normuerte 2-Kozyklen. Dann gilt:

(L7G7f) K (L7G7g) ~ (LvG’fg) :

nach S. CHASE, Communications in Algebra, 12, 1984. Zu f,gund fg gehoren
nach 7.5 die Azumaya-Algebren A := (L, G, f) = EB Lu,, B:=(L,G,g) =

@ Lv, und C = (L,G, fg) = 69 Lw, iiber K mlt der dort definierten

ceG



58 8. Die Isomorphie H?(G, L*) ~ Br(L/K)

Multiplikation.

Zu zeigen: A @ B ~ C. Sei |M = A®;B| das Tensorprodukt der L-
Linksvektorrdume A und B, es gilt also

(i) ra®b=a®rb Vre€L,ac A, bec B|.

Zwischenbemerkung: In der Definition von A ®, B (ohne Punkt) ist A
ein L-Rechtsvektorraum und B ein L-Linksvektorraum (vgl. Algebra 10.7),
und es gilt im Kontrast zu (i) zum Beispiel

Uy ® b =usx @b wegen der L-Rechtsstruktur von A
=o(x)u, @b nach Behauptung 3 in 7.5.

Behauptung 1. M ist ein C-Linksmodul.

Beweis. Aus (i) und der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts ersieht
man, dafl die C-Linksstruktur von M durch

(ii) 1w, (a®b) = TU,aRV,b

firallexz € L, 0 € G, a € A, b € B wohldefiniert ist, vgl. Aufgabe 28. Es
ist

lo(a®b) = wy(a®b)  nach Folgerung 8.1
= u;a®vib  nach (ii)

=a®b, da u; = 14 und v; = 1 nach Folgerung 8.1.

Priife nun nach, daf8 (cc')m = ¢(d'm) fiir ¢ = 2w, , ¢ = 2’w,; und m = a®b
gilt. Nach Definition von C' und 7.5 gilt

(iii) wew, = f(o,7)g(o, 7w, Vo,7 €G],

Es folgt

(2w, - 2w, ) (a®b) = xo(2') f(o,7) g(0, T) Wer (aRD)

= xo(2") f(o, T)usra®g(o, 7) Vb mach (ii) und (i)
= Uy - T U a®U,v,b nach 7.5
= 2w, (2'ura®v,b) nach (ii)
= 2w, (r'w, (a®Db)) nach (ii).

Die iibrigen Modul-Postulate sind leichter nachzurechnen. O]
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Aufgrund von Behauptung 1 gibt es die K-Unteralgebra Ende M von End g M .
Behauptung 2. Es gibt K-Algebraisomorphien

Ende M >~ My, (CF) = O @ Myyxn (K)
mit n = |G|.

Bewess. Es ist

dim;, M = (dim;, A)(dimy, B) nach Definition von M
= n? = dimg C nach 7.5.
Es folgt
dimg M = (dimg L)(dimy, M) nach Aufgabe 8

=ndimg C = dimg(C").

Nach 4.1 gibt es daher eine C'-Modulisomorphie M ~ C™. Da C™ ein freier
C-Modul ist, folgt

Endo(C") =~ Mxn(C?)  ~C @k M,x,(K)  nach Aufgabe 10.
O

Die Rechtsmultiplikation r,: M —— M, m —— my, mit y € A Qg B ist
C-linkslinear. Sie ist gegeben durch

(d'®@V)(a®@b) = a'a®b'b Va,a' € A, b,b' € B.
Behauptung 3. Die K-lineare Abbildung
V: (AQkg B)® — Endc M, y 1y,
ist ein Isomorphismus von K-Algebren.
Beweis. Es ist ¥(1) = id; und

(1p(y) 0 ¥(2))(m) = ¥(y)(mz) = mzy
=my* z, wobei * das Produkt in (A @k B)™ ist
= (y * 2)(m) Vy,z€ (A®k B) und m € M .

Nach 3.1 ist ¢ injektiv, und es gilt
dimg (Ende M) = n? - n? = dimg (A®x B)*P.

Also ist ¢ auch surjektiv. ]
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[
Fazit. Nach Behauptung 2 und 3 gilt
(A®x B)® ~ C® @ Myuun(K) = CP nach 3.4.
Es folgt A®x B~ C'.

8.3 Hauptsatz

Theorem. Sei L eine (endliche) Galoiserweiterung von K mit Gruppe G .
Dann gibt es einen Gruppenisomorphismus

apr: H(G, L") — Br(L/K),
so daf o ([f]) = (L, G, f)] fir jedes f € Z*(G, L*) gilt.

Beweis. Nach Bemerkung 7.8 ist ok wohldefiniert und injektiv. Aus 8.1
und 8.2 folgt, daf o/ ein Gruppenhomomorphismus ist. Aus 7.2 und 7.3
folgt, da ok surjektiv ist. n

8.4 Die Isomorphie H?*(K) ~ Br(K)

Nach 5.8 ist Br(K) = UBr(L/K), wobei L alle iiber K (endlich) galoisschen
Korper in einem algebraischen Abschluf8 K von K durchliuft. Sei G, sk die
Galoisgruppe von L iiber K , und sei H2 := HZ(GL/K, L*). In 8.6 werden wir
im Fall L C L’ die sogenannte , Inflationsabbildung® infcp : H? —— H2,
einfithren. Diese ist injektiv, und man erhélt ein induktives (oder direktes)
System, d.h. es gilt inf,-;, = id und inf -;» = infp v oinfr-r . Ferner
ist die Menge {L C K | L/K endlich galoissch } ,gerichtet, d.h. zu L, L'
existiert ein L” mit L C L” und L' C L". Hieraus folgt dann die Existenz

des ,induktiven Limes* H?(K) := h_I)nH% Aus 8.3, dem Inflationssatz 8.6,
L
8.7 unten folgt dann

HA(K) ~ Br(K).

8.5 Ein Darstellungslemma

Sei L eine (endlich) galoissche Erweiterung von K mit Gruppe G . Ferner sei
F ein iiber K galoisscher Zwischenkorper, es gelte also

K——F—— 1L

und o(z) € FVx € F, 0 € G, vgl. Algebra, Satz 16.3. Sei r := dimp L,
und o € G wirke auf Matrizen iiber F' koeflizientenweise.
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Lemma. FEs gibt einen injektiven F-Algebrahomomorphismus

0L —— Moo (F), o —— 6],

und zu jedem o € G eine Matriz Uy, € M,w.(F'), so daf gelten:
(a) UUO'@Q;) = gg(x)Ug VYo e G, relL,
(b) Uy, =Uyo(U;)Vo,T€G.

10
Ferner ist Uy = ( ) .

0o 1
Beweis. Wihle eine Basis {ay,...,a,} von L als F-Rechtsvektorraum und
stelle die Linksmultiplikation mit z € L in M,«,.(F') dar. Fiir jedes = € L
und j =1,...,r ist dann

TA; = a1T15 + -+ Apyj mit xy;,...,2,; € F.

11 ... Tir

Setze {, := ( Do ) . Jedes 0 € G wird dargestellt vermoge

ZLrl o Tpr

o(aj) = Zaiug) mit ug) ceF
i—1

(o) (o)
also durch U, := (u:fl) u}r) ) . Sei L" der L-Vektorraum der Zeilen (z1, ..., x,)
mit x1,...,x,. € L .ui\l/[itmcfuZ (ay,...,a,) gilt dann in Matrizenschreibweise
(i) zd=dl, Vrell
(ii) o(@d)=alU, VoeG)|.

Zeige nun (a): Es ist

= o(z)aU, = aly U, .
i 7o 5 ot
Hieraus folgt (a), da a4, ..., a, linear unabhéngig iiber F' sind.
Zeige (b): Es ist
aUyr = o7(d) = o(7(a))

(i)
5 o(al;) = o(a)o(U,)
= aU,o(U,).

(i)
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Hieraus folgt (b), da aq, ..., a, linear unabhéngig iiber F' sind.
Die Abbildung ¢: L —— M, «,(F), © +—— {,, ist ersichtlich additiv und

T 0
injektiv. Es ist £, = ( ) Ve € F, da za; = ajo Basisdarstellung
0 T

beziiglich der Basis {as,...,a,} Vz € F ist. Sei {,, = < S M) Fiir
Zrl ... Zrr

Jg=1,...,r gilt also

Clj =
L assoziativ
T T T T
= Z <Z CLMM) Yij = Z Qy, (Z $kzyzg> )
i=1 \k=1 k=1 =1

und es folgt £, =l 0/, . O

Z arzr; = (zy) = w(ya;) = Zﬂfaz‘yij
k=1 i=1

Ziel: kommutatives Diagramm

HA(G(F/K), F*) — Br(F/K)
‘ QF/K
+, Inflationssatz“ y
]
HA(G(L/K), L") —— Br(L/K)
ar/K
8.6 Inflationssatz

Sei L eine (endliche) Galoiserweiterung von K mit Gruppe G = G(L/K),
und sei F' ein iiber K galoisscher Zwischenkorper. Es gelte also K C F' C L
und G(F/K) = G/H , wobei H = G(L/F) ist. Es gibt dann einen wohldefi-

nierten Gruppenhomomorphismus
inf - HA(G/H,F*) — HA(G. LY., [f] — [f].

wobei f das Kompositum

kan

Gx G G/Hx G/H T~ Fr e [

sei (und f € Z%(G/H, F*) vorgegeben). Es gilt also f(o,7) = f(7,7) Vo,T €
G . Dabei ist 0 = oH Vo € G. Der 2-Kozyklus f heiit Inflation von f und
wird mit inf f bezeichnet.

Satz (H. Hasse 1933, Math. Annalen 107). Sei f = inf f. Dann gilt

(L,G. f) ~ (F,G/H. ).
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Beweis. Nach 8.1 konnen wir o.E. annehmen, da§ f und f normiert sind.

Sei B:=(F,G/H,f)= U Fuvs; wiein 7.5 und sei r := dimg L. Dann ist
FeG/H

dimg M, (B) = r* dimg B = r*(dimg F)? = (dimp L)?(dimg F)?
= (dimg L)? = dimg (L, G, f).

Aufgabe 8

Da M,x,(B) ~ B ®x M,«.(K) nach Aufgabe 10 gilt, folgt B ~ M,...(B)
nach 3.4, und es ist nur noch die Existenz eines K-Algebrahomomorphismus
: (L, G, f) — M,«,(B) zu zeigen. Dieser ist dann injektiv, und daher aus
Dimensionsgriinden surjektiv.

1
Es sei B vermoge B —— M,.(B), br—b <
0o 1
tet. Es gilt dann

0
> in M,.«,(B) eingebet-

vza = o(a)vy Va € My, (F)
(*) Vg7 = T(E, ?)Uﬁ = f(O', ’7') Ver .
F
E *

Sei (L,G, f) = U Lu, wie in 7.5. Definiere

ceG

o: (L,G, f) —— M,x(B), 2, — L Usv5|,

wobei /, fiir x € L und U, fiir 0 € G wie in Lemma 8.5 gegeben seien. Es ist
©(uy) = vy (vgl. Folgerung 8.1), und

o(zuy - yur) = p(zo(y) f(o, 7) uyr) nach 7.5
—_———
eL
= Lolo)Usr f(0, T)Ve7 nach Definition von ¢

und da ¢ F-linear ist
und f(o,7) € F

= loloyUso(Usr) f(0, T)vs7 nach 8.5 b)

= l,Uyo(ly)o (U )vzuzs nach 8.5 a) und (x)
=, Uyo(ly)vzU vz nach (x)

= LU vsl, U vz nach ()

= p(zu,) - p(yu,) .
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8.7 Folgerung fiir die Brauergruppe

Sei L (endlich) galoissch iiber K , und sei F' ein iiber K galoisscher Zwi-
schenkorper. Es gilt K C F' C L, und man hat eine Inklusion
Br(F/K)—— Br(L/K), da mit F stets auch L Zerfallungskorper ist,
vgl. 5.1 (b).

Satz. Das Diagramm

[fl———(F,G(F/K), f)]

H*(G(F/K), F*) Br(F/K)

g {
HAGIL/K). 1Y) ——— Br(L/K)
N LG

ist kommutativ. Insbesondere ist die Inflation injektiv, und es ist
H*(K) ~ Br(K) .

Bewets. Die Isomorphismen ap/x und ap/k sind durch 8.3 gegeben. Nach
dem Inflationssatz 8.6 ist das Diagramm kommutativ. Da drei der Abbildun-
gen injektiv sind, ist dies dann auch die vierte, namlich inf . Mit Hilfe von 8.4
folgt die letzte Behauptung. ]
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9 Exponent und Index

Sei K ein Korper, und sei A ~ M,,,,,(D) mit einem zentralen Schiefkorper D
iiber K . Der Index von A ist durch indg A := v/dimg D gegeben, vgl. 3.10.

9.1 Ein weiteres Darstellungslemma

Lemma.
Sei A= (L,G, f) = @& Lu, ein verschrinktes Produkt iber K , wie in 7.5
oceG

eingefiihrt, und set m := indg A. Dann gibt es zu jedem o € G eine Matrix
U, € GL,,,(L), so dafs

flo,7) Uy, = 0o(U.)U, Vo,7€G

gilt. Hierbei wirkt o koeffizientenweise auf Matrizen tiber L .

Beweis. Es ist A >~ M,y,(D) mit einem r € N und einem zentralen Schief-
korper D iiber K nach 3.8, also dimxg A = r?dimg D = r?m? und daher
dimg L = rm‘ nach 7.5.

dy
Sei D" der Linksvektorraum der Spalten ( : ) mit d; € D.
d

Da L~ A ~ M,y (D) gilt, kann man den M,.«(D)-Linksmodul D"
auch als A-Linksmodul und als L-Linksvektorraum auffassen. Berechne nun
dimy D" . Es ist

2 /3 r . - . r
rm* = (dimp D")(dimg D) Aufibe § dimg D
Aufibe 8 (dimz D")(dimg L) = (dimg D")rm.

Es folgt

dimy D" = m/].
| |

Sei {vy,..., vy} eine Basis von D" iiber L. Firi=1,...,m und ¢ € G gilt
dann

upv; = 01 + - + o,

mitw%’)ELfﬁrjzl,...,m.Setze
D)
U, = : T
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v1
mit v = < : ) erhalt man in Matrizenschreibweise
Um
(%) \u, 0 =U,i YoeG|
Us V1 :Jc(u)m + ... + zgnivm V1
denn( : )— : : —Ug<§>.Esfolgt
o Um 2o+ + xggr)nvm vm
(%) uau7177:5 f(o, T)uUTU(;) flo, 7)) Uy, 0.

Andererseits gilt
UgUrV; = U (E x(f)v-) = E (T)uv
oWrly o - ij Yj 75 & olUj
a(:c(T) E z! v
jk

(id £;>>:c§,2) ”

J=1

I
M:

1

.
Il

[
NE

k=1

und also u,u, 0 = o(U;)U,U. Aus (xx) folgt nun
f(o-v T>UO'T = U(UT)UU )

da vy, ..., v, linear unabhingig iiber L sind. Es ist u; € L* (vgl. Lemma 3
in 7.3). Nach Konstruktion folgt U; € GL,,(L), und da

flo,cHYU, = o(U,-1)U,
—_——

eL*

gilt, ist U, € GL,,,(L) Vo € G. O

9.2 Torsion in der Brauergruppe

Satz. Fir jede Azumaya-Algebra A diber K gilt [A|™ = 1 in Br(K) mit

Beweis. Da A nach 7.2 dhnlich zu einem verschriankten Produkt ist, konnen
wir ohne Einschriankung annehmen, dal A = (L, G, f) = & Lu, wie in 9.1
oceG

gilt. Setze A\(0) = det(U,) . Dann folgt aus 9.1 die Gleichung
flo, 7)™ - AoT) =a(A(T)) - Mo) Vo, 7€ G.
Hieraus folgt, dal f™ ein 2-Korand ist, und 8.3 ergibt die Behauptung. [J



9.3. Der Exponent teilt den Index 67

9.3 Der Exponent teilt den Index

Aus 9.2 folgt, da jedes Element aus Br(K') endliche Ordnung hat. Die
kleinste Zahl e € IN mit [A]° = 1p,k) heifit der Exponent einer Azumaya-
Algebra A iiber K . Wir schreiben e = exp, A.

Satz. Br(K) ist eine Torsionsgruppe, und es gilt: expy A teilt indg A fiir
jedes [A] € Br(K).

Beweis. Sei m = indg A und e = expxr A > 1. Nach 9.2 gilt e < m. Also
existiert ein n € IN, so dal m = ne +r mit 0 < r < e gilt.
Angenommen, > 0. Dann folgt

im Widerspruch zur Definition des Exponenten als kleinster Zahl e
mit [A]°=1. O

Bemerkung. Es gilt expy A | indg A. Gleichheit gilt im allgemeinen nicht.
Ist jedoch K ein lokaler oder globaler Kérper, so gilt exp, A = indg A. Es
gilt stets: Exponent und Index haben dieselben Primteiler.

Sei A eine Azumaya-Algebra iiber K .
Satz. Fir jede Primzahl p mit p | indg A gilt p | expyi A .

Beweis. Nach 5.7 besitzt A einen iiber K galoisschen Zerfallungskoérper L
mit Gruppe G der Ordnung n < oo . Es folgt

p|indg A | dimg L nach Aufgabe 18.

Sei H eine p-Sylowuntergruppe von G, und sei P der zugehorige Zwischen-
korper. Es gilt also H = G(L/P), und dimg P = (G : H) ist teilerfremd
zu p. Also ist P kein Zerfallungskorper von A (denn andernfalls wiirde p |
indg A | dimg P gelten). Es folgt

1 <expp(A®k P) | indp(A®@k P) | dimp L = |H| = p*
9.3 Aufgabe 18

und daher expp(A @k P) = p* mit einem k € IN. Aufgabe 29 ergibt daher
P | expg A. ]
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9.4 Primfaktorzerlegung eines Schiefkérpers

Satz. Sei D ein zentraler Schiefkorper diber K vom Index d und FExponen-
tene>1. Sindd:= p‘fl cooopund e = pit - ... pSr die Primfaktorzerle-
gungen von d und e (gemdfs 9.3), so gilt D ~ Dy Q - -+ Q D, mit zentralen
Schiefkorpern D; vom Index pfi und Ezponenten p;* firi=1,... r.

Beweis. Setze e; = p% fir i = 1,...,r. Dann ist ggT(eq,...,e,) =1, und

[

also gibt es nq,...,n, € Z mit Zniei = 1| nach Algebra, Satz 8.4.
i=1

Sei D; der zur Klasse [D]"¢ gehorige Schiefkérper. Dann gelten:

(%) D) ®k -+ @k D,] = [D]i;mei = [D]
und
(1) (D] = [D]rew’ = (D] = 1.

Es folgt expy D; | pi* Vi = 1,...,r, und daher sind expy Dy, ... ,expg D,
paarweise teilerfremd. Dies ergibt

pit .. p =exprg D
=expy (D) ®k -+ @k D,) nach (x)
=expg D1 ... expg D, nach Algebra, Lemma 14.1 (2)

und expg D; = pi' Vi =1,...,r. Es folgt indg D; = p;* mit x; € N, denn

pi" | indg D; und indg D; hat nach 9.3 dieselben Primteiler wie expy D; .
9.3

Nun gilt
P -...-pi’” =indg D
= iIldK(Dl ®K et ®K Dr) naCh (*)
=indxg Dy -...-indg D, nach Aufgabe 32.

Es folgt z; =6; Vi=1,...,r und
Aus (*) und Folgerung 3.4 folgt nun

D2D1®K®KDT
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9.5 Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung

Satz. Seien Ay,..., A, By,..., B, Azumaya-Algebren tber K .
FEs gelte expy A; = pit und expy B; = p!* mit paarweise verschiedenen Prim-
zahlen py,...,p, und x;,y; € N firi=1,...,r. Dann qilt

A @k Qg Ay ~ B Qi -+ @ B,

Beweis. Es ist expg(A; ®k B;°P) eine p;-Potenz. Es folgt

1 =expy (41 @k B Q@ -+ @k Ay Qi B,)
= expg (A1 @k B1P) - ... - expg (A, @k B,°?) nach Algebra 14.1 (2)

und expy(A4; @k B;®) =1Vi=1,...,r. O

Korollar. In der Primfaktorzerlequng D ~ D1 R -+ Qk D, aus 9.4 sind
die Schiefkirper D; bis auf Isomorphie eindeutig bestimmdt.

Beweis. Gilt Dy @k -+ Qg D, ~ D ~ D] Qg --- ®k D, , so folgt D;
D Vi =1,...,r nach dem Satz. Da D;, D} Schiefkorper sind, folgt D;
DiVi=1,...,r nach Bemerkung 3.4.

O 2
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10 Zyklische Algebren

Sei L galoissch iiber K mit Gruppe G der Ordnung n < oo. Die Beschrei-
bung der relativen Brauergruppe Br(L/K) als zweiter Kohomologiegruppe
H?(G, L*) ist fiir viele Anwendungen noch nicht so gut brauchbar, da man
die relativ komplizierte Kozykelgleichung

flo,7)f(oT,0) = o(f(T,0))f(o,T0) Vo,1,0€eG

zu erfiillen hat. Wenn aber GG zyklisch ist, so ist dies mit Aufgabe 33 erledigt,
und man bekommt eine sehr schéne, einfache Beschreibung von verschrinkten
Produkten und von Br(L/K).

10.1 Definition

Eine Azumaya-Algebra A iiber K heifit zyklisch oder zyklisch verschrinktes
Produkt, falls A einen iiber K galoisschen Korper L mit zyklischer Gruppe
enthélt und dim; A = dimg L gilt.

Bemerkung. Eine zyklische Algebra ist also stets ein verschridnktes Pro-
dukt, vgl. 7.1.

10.2 Struktursatz
Fiir zyklische K-Algebren vereinfacht sich die Strukturanalyse 7.3 wie folgt:

Satz. Sei A eine n*-dimensionale zyklische K-Algebra. Definitionsgemdf
enthalte A eine Galoiserweiterung L von K mit Gruppe G = {1,0,...,0" '}
der Ordnung n . Dann gibt es einu € A*, so daf§ 1,...,u""! eine Basis von A
als L-Vektorraum bilden und folgendes gult:

(1) FEsistur = o(x)uVax € L
(22) Esistu" =1a € K*

Beweis. Nach (1) und Lemma 1 in 7.3 ist A = Gna Lug:i , wobei insbesondere
i=0

usx = o(x)u, Vo € L gilt. Setze u := v, . Dann ist (1) erfiillt. Aus Lemma

2 (2) und Lemma 3 in 7.3 folgt v’ = z;u, mit gewissen x; € L* fiir i =

0,...,n — 1. Also bilden 1,u,...,u"! eine L-Basis von A, da {u,:

0,...,n — 1} eine solche nach 7.3 bildet. Es gilt

7 =

u'r =o"(x)u" =zu" Ve e L.

Daher folgt u" € Z4(L) = L und o(u™) = wuu~t = u™.

Da o erzeugendes Element von G ist, folgt u" =:a € K*. O
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10.3 Existenzsatz

Satz. Sei L eine Galoiserweiterung von K mit Gruppe G = {1,0,...,071}
der Ordnung n . Dann gibt es zu jedem a € K* eine zyklische K-Algebra

(L,0,a) @Lu,

so daf

ur =o(x)u Yz eL| und

gelten. Es ist (L,o0,a) = (L, G, f,) mit dem normierten 2-Kozyklus

1 fallsi+j<n

fa: GXx G ——L*, (0',07) — o
a fallsi+7>n

furi,7=0,...,n—1. Ferner gelten

n—1 .
(I) Jede K-Algebra B = @ Lv', die|ve =o(x)v Vz € L|und|v" =a
i=0

erfiillt, ist isomorph zu (L,0,a) .

(11) Friir jedes zu n teilerfermde k € Z. gilt
(L,o% a*) ~ (L,0,a).

Beweis. Nach Aufgabe 33 ist f, ein normierter 2-Kozyklus. Nach 7.5 und

Definition von f, ist (L, G, f,) = EB Luy mit vy = ul Vi =0,...,n—1

und es gilt v,z = o(z)u, nach 7.5. Es folgt

uy = Ugn-1Uy = fa( O Ugn = QU = @,

da f, normiert. Setze u := u, und (L,0,a) := (L,G, f,). Dann ist (L, 0, a)
eine zyklische K-Algebra nach 7.5.

Zu (I) Durch (L,0,a) — B, xu' —— xv'firz € Lundi=0,...,n—1
ist ein L-linearer K-Algebrahomomorphismus festgelegt. Dieser ist
nach 3.1 injektiv, und daher sind 1,v,...,v" ! linear unabhingig
tiber L, vgl. AGLA, Aufgabe 18. Es folgt dim; B = n = dim(L, 0, a)
und B ~ (L,0,a) .



72 10. Zyklische Algebren

n—1 .
Zu (II) Nach obigem ist (L,0,a) = @ Lu' mit ur = o(z)u Vo € L und

=0
u" = a. Es folgt u*z = o*(z)u* Vo € L und ()" = a*. Da
o erzeugendes Element von G ist, ist die K-Unteralgebra B =

n—1 .
@ L(u*)! von (L,0,a) nach (I) isomorph zu (L, c* a*). Es folgt
=0

dimg B = dimg (L, 0", a") = n? = dimg(L,0,a) und daher B =
(L,o,a).

]

10.4 Multiplikativitéit
Satz. Sei L galoissch iiber K mit Gruppe G = {1,0,...,0""'}. Dann gilt

(L,o0,a) @k (L,0,b) ~ (L,0,ab) Va,be K*|.

Beweis. Ersichtlich gilt f, fy = fa , und daher folgt die Behauptung aus 10.3
und 8.2. [

10.5 Das Isomorphiekriterium

Sei L galoissch iiber K mit Gruppe G = {1,0,...,0" '} . Fiir x € L ist dann
die Norm von x gegeben durch

nfl(

Nyk(x) =x0(x)-...- 0" ()|,

und es gilt Np/x(z) € K*Va e L*.
Satz. Fira,be K* gilt

(L,o,a) ~(L,0,b)| <= |3z e L" mita= Nyk(z)b|.

Beweis. ,=—“: Nach Voraussetzung und 10.3 gilt (L, G, f,) ~ (L, G, fp)
und f,(0%,079) =1 = f(6*,07) Vi,j = 0,....n—1mit i +j < n.
Nach 7.7 gibt es daher eine Abbildung G —— L*, o' +—— \; fiir
1=0,...,n—1,s0daf

(%) A1 = No'(A) Vi=0,...,n—2

und a = f,(0" 1 0) = Ao A 10" () fr(0™ 7, o) gelten.

b
Es ist Ay = A1 (:) Aoc®(A1) = Ag)1, und also \g = 1. Daher folgt

() a=MA_10""1(A)b|.
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Nach (*) ist )\2 = )\10’()\1) s also )\3 = )\2+1 (:) )\20’2()\1) = )\10’()\1)02(>\1)

und induktiv
An—1 = )\(n—2)+1 (f) >\n—20'n72()\1)
= )\10’()\1) L 0_n73()\1>0_n72(>\1> .

Aus (#x) folgt nun a = Nz x(A1)b.

,<=“ Sei (L,0,a) = nE_Bl Lu; wie in 10.3 gegeben. Setze v = x~'u, wobei
Npk(z)b=a geltlez.ODann ist vy = 27 luy = 27 to(y)u=o(y)vVy € L
und v = z uru - .- u = NL/K(x_l)un =, NL/K(I)_la =
b. Mit 10.3 (II) folgt die Behauptung. Also ist die K-Unteralgebra
é@: Lv* von (L, 0, a) isomorph zu (L, o,b) nach 10.3 (I). Aus Dimensi-

onsgriinden folgt (L,o0,a) ~ (L,0,b).
O]

10.6 Die relative Brauergruppe im zyklischen Fall

Sei Np/k(L*) = {Np/k(x) | x € L*}. Dann ist Np k(L") eine Untergruppe
von K*.

Satz. Sei L (endlich) galoissch mit zyklischer Gruppe G, und sei o ein er-
zeugendes Element von G . Dann induziert die Zuordnung a —— (L, 0,a)
einen surjektiven Homomorphismus 3: K* —» Br(L/K) und einen Iso-
morphismus

B: K*/Npk(L*) — Br(L/K).

Beweis. Nach 10.2 und 10.3 ist 3 surjektiv, und nach 10.5 ist 3 wohldefiniert
und injektiv. Schliellich ergibt 10.4 die Homomorphieaussage. [

Bemerkung. Ist L (endlich) galoissch mit zyklischer Gruppe G, so gilt
H*(G, L*) ~ K* /N, kx(L*) nach 8.2 und obigem Satz.

10.7 Anwendungsbeispiele

Nach 5.8 ist Br(K) = UBr(L/K), wobei L alle (endlich) galoisschen Erwei-
L

terungen von K in K durchliuft und K ein algebraischer Abschlufl von K
ist.
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=R*/Ry, da Ngr(z) = 22 = |2)* Vz € € gilt
~ 7./27..

Also folgt Br(R) = {[R], [H]} (wie schon in 6.5 gezeigt).

2) Ist L eine endliche Korpererweiterung eines endlichen Korpers K | so ist
die Normabbildung Ny x: L* — K*, x —— Np ik (x), surjektiv.

Beweis. Nach 6.3 ist Br(K) = {1}. Da die Galoisgruppe G(L/K') nach
Algebra 16.7 zyklisch ist, folgt die Behauptung aus 10.6. O]

3) Sei K ein endlicher Korper. Nach Algebra 16.7 und 5.8 ist dann Br(K) =
U Br(L/K), wobei die Gruppe G(L/K) zyklisch ist. Zeigt man direkt,

LCK
ohne 6.3 zu benutzen, dafl N/ : L* —— K™ surjektiv ist, so ergibt 10.6,

dafl Br(K) = {1} ist.
Dies ergibt einen neuen Beweis von 6.2, dafl jeder endliche Schiefkérper
kommutativ ist.

4) Sei char K # 2, und sei A eine Quaternionenalgebra iiber K, d.h. ei-
ne vier-dimensionale Azumaya-Algebra iiber K . Nach den Aufgaben 22
und 26 gibt es Elemente u,v € A*, sodaB A = K & Ku ® Kv & Kuv
sowie u? =:a € K*, v? =: b € K* und uv = —vu gilt.

Lemma. Aquivalent sind:
(i) A~ Masys(K),
(i) a € Ngw)x(K(0)),
(i) b € Nicy/x (K (u)"),
(iv) Die quadratische Form q = X? —aX3 — bX2 =: (1, —a—,b) ist isotrop.
Beweis. (i) <= (ii): Sei L = K(v).

1. Fall: dimg L = 1. Dann ist v? = b = ¢ mit einem ¢ € K* und v # *c
(da sonst v € Z(K) im Widerspruch zur Gleichung uv = —vu).
Es folgt (v + ¢)(v — ¢) = v?—c* = 0. Also ist A kein Schiefkérper.

—— N——

#0 #0
Es folgt A ~ Myyo(K) . Ferner a = Ny k(a), da dimg L = 1.
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2. Fall: dimyg L = 2. Dann ist L galoissch mit Gruppe {1,0}, wobei
o(v) = —v gilt, und es folgt A ~ (L, 0,a) nach 10.3 (I). Aus 10.6
folgt nun die Aquivalenz (i) <= (ii).

(i) <= (iii): Der Beweis verlduft analog.
(il) = (iv): Sei L = K(v).
1. Fall: dimg L = 1. Dann ist a = Ny k(a). Ferner ist v* = b = ¢* mit
c € K* und also ¢(c,0,1) = = > = 0.

2. Fall: dimy L = 2. Aus (ii) folgt:
a1, 20 € K,s0daBl a = Ny (21 +22v) = (21 +220) (21 —220) =
r? — x3v? = 22 — 23b gilt. Es folgt ¢(z1,1,73) = 23 —a—bx3 =0.

(iv) = (ii): Es gebe xy,79, 73 € K, die nicht alle Null sind, mit z? —
2
ar3 — br3 = 0. Dann ist x5 # 0, da sonst b = (i—;) gelten wiirde im
Widerspruch zu dimg L = 2. Es folgt a = Ny /k (% + %U) .
(]

Bemerkung. Sei K = Q. Dann gibt es zu jeder Primzahl p einen Kérper
L, = Q(y/p) mit Galoisgruppe {1,0} der Ordnung 2, vgl. Algebra 9.9. Mit
Hilfsmitteln der elementaren Zahlentheorie 148t sich folgendes zeigen:

(1) Es gibt unendlich viele Primzahlen p = 3 mod 4.

(2) Die Gleichung X7 + X2 — pX2 = 0 besitzt in Z nur die triviale Losung
(0,0,0) fiir alle Primzahlen p = 3 mod 4. Nach dem Lemma ist also die
Quaternionenalgebra A, = (L,, 0,, —1) ein Schiefkorper fiir alle Prim-
zahlen p = 3 mod 4.

(3) A, # A, fiir alle Primzahlen p, ¢ mit p # ¢ und p, ¢ = 3 mod 4 (vgl. Lo-
RENZ, Algebra II, §30).

10.8 Inflationssatz im zyklischen Fall

Sei M galoissch iiber K mit Gruppe {1,7,...,7™ '} und sei L galoissch
iiber K mit Gruppe {1,0,...,0" '}. Es gelte K C M C L.

Satz. Es sei o so gewdhlt, daf$ o|y = 7 gelte. Fir jedes a € K* gilt dann

(M,7,a) ~ (L,o,a") mit r=dimy L = — .
m
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Beweis. Seien G = G(L/K) und H = G(L/M). Dann gibt es einen surjek-
tiven Homomorphismus

G — GM/K), 0 — o|u

mit dem Kern H , vgl. Algebra 16.3. Setze @ = 0 H . Nach Wahl von o gilt
dann

(MvTva):<M757a) = (MvG/H>ﬁ)é\J (L,G,f),

10.3 .6

wobei f = inf(f,) gilt und also

S 1 firi+j7<m

o',0') = f,(c',77) =
I/ ) =1l ) {a firm <i+j<2m.
Es folgt (L, G, f) = D"yt Lug: mit uyx = o(v)u, Vo € L und u® =
u" Yy = Ugm-rty = fo ("L 0)ugm = auy; = a. Es folgt u? = u™ = a
und also (L, G, f) ~ (L,0,a?) . O

10.9 Weiterer Beweis des Satzes von Wedderburn

Satz. Jeder endliche Schiefkirper ist kommutativ.

Beweis. Sei D ein endlicher Schiefkérper mit Zentrum K = Z(D). Es
geniigt zu zeigen, daf} jede zyklische Algebra (M, 7, a) iber K zerfallt (vgl. 5.8
und Algebra 16.7).

Sei r = |K| — 1. Dann ist a” = 1 (vgl. Algebra 14.2). Sei L eine Korperer-
weiterung von M mit dimy, L = r (vgl. Aufgabe 36). Dann ist L galoissch
mit zyklischer Gruppe (nach Algebra 16.7), und es folgt

(M, T,a) > (L,o,a") ~ (L,0,1).

10.10 Zyklizitdtsprobleme
Im zyklischen Fall gilt

Br(L/K) ~ K*/Np/k(L")

nach 10.6. (Definition einer zyklischen Algebra in 10.1.)
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Problem 1. Ist jede Azumaya-Algebra iiber K zyklisch? (Gegenbeispiel
DicksoN 1932)

Problem 2. Ist jede Azumaya-Algebra A {iber K &hnlich einer zyklischen
Algebra? (Gegenbeispiel AMITSUR 1972)

(vgl. R. S. PIERCE: Associative Algebras, Springer 1982)

Theorem (Merkurjev-Suslin 1982).
Enthdilt K die n-ten Einheitswurzeln und ist [A]™ =1, so ist A dhnlich einem
Tensorprodukt von zyklischen Algebren.

Beweis. tiefliegend und sehr schwierig. ]

Hilfsmittel: Hilbert 90 fiir die K-Gruppe K»(K) offen bis heute. Gilt dies
Theorem auch im Fall char K { n ohne die Einheitswurzelbedingung?
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Teil IIL
Die Brauergruppe eines lokalen
Korpers

11 Diskrete Bewertungen

Fiir Z aufgefafit als additive Gruppe schreiben wir hiufig auch Z™.

11.1 Definition

Eine diskrete Bewertung v von K ist ein surjektiver Gruppenhomomorphis-
mus v: K* —— Z7* derart, daf3

(14) v(z +y) > Min(v(x),v(y)) Va,y € K mit z # —y

gilt. Wie iiblich sei v(0) := +o00 gesetzt. Eine solche diskrete Bewertung wird
héufig auch normierte Exponentenbewertung genannt.

11.2 Elementare Eigenschaften

Lemma. Fine diskrete Bewertung v: K* —— Z" hat die folgenden Figen-
schaften:

(1) v(zy) =v(x) +v(y) Yo,y € K~
(ii) v(1) =0
(iii) v(—z) = v(z) Vo € K*
(iv) v(z!) = —v(z) Vo € K*

(v) Fiirxz,y € K* gilt

) £o(y)| = |vlz+y) = Min(u(z),v(y))]

Beweis.

(i) und (ii) gelten, weil v ein Gruppenhomomorphismus ist.
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(iii) Esist 0 5 v(l) =v((—-1)(-1)) G v(=1) +ov(-1),
also v(—1) = —v(—1). Es folgt v(—1) = 0 und daher

v(=x) = v((=1)z) = v(=1) +v(r) = v(z)

(1i) N~
=0
(iv) Es gilt 0 5 v(zat) 5 v(z) +v(z™).

(v) Angenommen, es gibt z,y mit v(x) < v(y)
und v(z +y) > Min(v(x), v(y)) = v(z) . Dann folgt

v(z) =v((z+y) + (—y)) > Min(v(z +y),v(y)) nach (1) und (iii)
> v(x) Widerspruch.

11.3 Fundamentales Lemma

Lemma. Seiv: K* —— Z7 eine diskrete Bewertung. Dann ist die Menge

A:={x e K"|v(x) >0}

ein Hauptidealring mit genau einem Primideal

m, :={z € K |v(x) >0} # (0)

und mit der Finheitengruppe

AN ={zx e K" |v(x) =0}

Bei fester Wahl eines Elementes m € A mit v(m) = 1 lafit sich jedes Element
x € K* schreiben als

="y mit einem von x abhingigen u € A*

Ferner ist jedes Ideal # (0) in A von der Form w™A mit einem n > 0.

Beweis. Aus 11.1 und 11.2 folgt, dafi A ein Unterring von K und m, ein
Ideal in A ist. Es ist A* = {x € K* | v(z) = 0}, denn z € A* = 27! €
A= v(z™) 20(;)>v(:c) <0=wv(x)=0,dazeA.

Ist umgekehrt z € K* und v(z) =0, so ist # € A und v(z™') = —v(x) =0
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und also z= ' € A.
Wiéhle 7 € A mit v(r) = 1. Fiir z € K* setze

w = ar @ .
Dann folgt z = 7@y und

v(u) 5 v(z)+ o (W’”(z)) =v(x) + —v(z)v(r) =0

und also u € A*.

Sei I ein Ideal in A mit I # (0) und [ # (1). Wéhle ein n € IN, so daB
v(r) > n Ve € I und v(x) = n fiir mindestens ein z € I gilt. Dann folgt
I C 7"A, denn fiir x # 0 in [ ist

r=n"@y=71" 7@ 4eaA.
——
€A, dav(z)>n

Umgekehrt ist 7 € [ und also 7"A C I, denn wéhle ein z € I mit v(x) =n

und also mit v(7"x~t) o +o(z™h) o= 0.

Dann ist 7" = 7"¢~* 2 € I. Es folgt I = 7"A.
S——

en el
Gezeigt ist, dafl jedes Ideal in A ein Hauptideal ist, und daf} jedes Ideal # (0)

in der Kette
"'CW”AC?Tn_lAC"'C7T2AC7TA;A

vorkommt. Also ist A das einzige maximale Ideal in A . Es ist 7+ A Nullteiler
in A/7"A fiir jedes n > 1. Also ist #"A kein Primideal fiir n > 1, vgl.
Algebra 7.4. O]

11.4 Bewertungsring und Restklassenkorper

Definition. Ist v: K* —— Z™" eine diskrete Bewertung, so heifit der Ring A
in 11.3 Bewertungsring von K beziglich v, und der Korper k, = A/m, heifit
Restklassenkdorper von K beziglich v. Jedes Element 7 € A mit v(r) = 1
heifit Primelement beziiglich v.

11.5 Beispiele

1) Diskrete Bewertungen von K (X):
Seien K[X] der Polynomring in einer Unbestimmten X und K(X) der
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Quotientenkorper von K[X]|, genannt ,rationaler Funktionenkorper in
der Unbestimmten X*“ . Es ist

KM3={§|ﬂg€KM19#O}-

Ist p ein normiertes irreduzibles Polynom in K[X], so 148t sich jedes
Polynom f # 0 aus K[X] eindeutig schreiben als f = p"“u, wobei
v(f) € Ny und u € K[X] nicht durch p teilbar ist (denn K[X] ist faktoriell,
vgl. Algebra 8.10).

Dannist v: K(X)* — Z7, 5 +—— v(f)—v(g), eine diskrete Bewertung
von K (X) mit Bewertungsring

Az{geKwnpm}

und Restklassenkorper

k, = A/pA|.

Behauptung. Es gibt eine kanonische Isomorphie

k, ~ K[X]/pK[X]].

Beweis. Die Inklusion K[X] —— A induziert einen Homomorphismus
p: K[X]/pK[X] — A/pA.

Dieser ist injektiv, da K[X]/pK|[X] ein Korper ist, vgl. Algebra 8.13(b).
Fiir f € K[X]sei f:= f+pK[X].Seih € A, also h = § mit f, g € K[X]
und p f g. Da g # 0 gilt, hat die Gleichung gX = f eine Losung T im
Korper K[X]/pK[X], und es folgt p(Z) = h + pA . O

Beobachtung.
Esist A = S7'(K[X]) mit der multiplikativen Menge S = K[X]\ pK[X].
Also ist A die Lokalisierung von K[X| nach dem Primideal pK[X].

Gradbewertung von K (X):
Sei f € K[X] und f # 0. Setze voo(f) = —grad f. Dann ist

Voo K(X)* — 77, ‘; > Voo (f) = v0(9) ,
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eine weitere diskrete Bewertung von K (X). Es ist X! Primelement, und
A= {f € K(X)"|grad f < gradg} u {0}
g

ist der Bewertungsring von K[X] beziiglich vy, . Es ist A isomorph zur Lo-
kalisierung von K[X '] nach dem Primideal X ' K[X '], und der Rest-
klassenkorper k,_ ist isomorph zu K .

Diskrete Bewertungen von @Q:
Sei p eine Primzahl. Analog zu Beispiel 1 gilt dann: Jedes = € Z \ {0}
1i8t sich als o = p*®@u schreiben, wobei v(z) > 0 und p { v gilt. Dann ist

v=1v,: QF — 77, z|—>v(x)—v(y),

eine diskrete Bewertung von ) mit Bewertungsring

A:{gempm}

und Restklassenkorper

A/m, = A/pA ~ 7 /p7..

Diskrete Bewertungen eines Zahlkorpers:
Sei K ein Zahlkorper, also K eine endliche Kérpererweiterung von Q.
Situation:

7 —— Q = quot(Z)

]

ox & K = quot(ok)

Hierbei ist ox der Ganzheitsring von K , also
ox ={r e K| f, € Z[X]},

wobei f, das Minimalpolynom von x € K bezeichne. Jedes Ideal I # (0)
in ox laBt eine eindeutige Zerlegung der Form I = [], p™®) zu, wobei
p alle Primideale # (0) in ox durchlduft, und n(p) nicht-negative ganze
Zahlen sind, die bis auf endlich viele Null sind, vgl. Biicher {iber Alge-
braische Zahlentheorie oder auch N. BOURBAKI, Commutative Algebra,
Chap. VII, §2, no. 3, Hermann 1972.
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Die Zerlegung gilt in jedem ,,Dedekindring* und allgemeiner sogar fiir
,Fraktionsideale” , wobei dann zusétzliche Exponenten auftauchen konnen.
Fiir jedes z # 0 in ox setzen wir vy(z) = n(p) gemédB der Zerlegung
rog =11, p"®) des von x in ox erzeugten Hauptideals. Wir erhalten also
fiir jedes Primideal p # (0) in ok eine diskrete Bewertung

vp: K* ——Z% mit v, <§> = vp(z) — vy(y)

fir z,y € ox \{0} . Der Bewertungsring A von K beziiglich v, ist die Loka-
lisierung von 0 nach dem Primideal p, also A = S™!(0x) mit S = ox \p.
Gemeint ist damit die Lokalisierung im Sinne der kommutativen Algebra.
In der Algebraischen Zahlentheorie beinhaltet dieser Begriff meist zusétz-
lich noch ,,Vervollstdndigung® .

11.6 Absolutbetrige

Ein Absolutbetrag (oder kurz Betrag) von K ist eine Abbildung | | : K — R,
xr —— |z|, mit den Eigenschaften

1) |z| =0,

2) r=0<=|z| =0,

3) lzyl = =] [yl

4) lz+yl <lz[+]y| Vo,y € K.

Zwei Absolutbetréige 1| | und o| | heiflen dquivalent, wenn es ein ¢ > 0 aus R
gibt, so dafl
2|LU| = 1|$|c Ve e K gllt

Setzt man d(z,y) := |z —y| fir z,y € K, so gelten d(z,y) =0 <=z =y
und d(z,y) < d(z,y) + d(y, 2) .

Damit ist K dann ein metrischer Raum, wie er in der Analysis betrachtet
wird, und man kann mit Begriffen wie ,offen” |  Konvergenz von Folgen* |
,Nullfolgen“ und ,,Cauchyfolgen“ arbeiten.

Zwei Betrige 1| | und 5| | sind genau dann dquivalent, wenn jede Nullfolge
beziiglich 1| | auch eine Nullfolge beziiglich 5| | ist und umgekehrt.

Beispiele.
(i) Der triviale Betrag, definiert durch |0] = 0 und |z| = 1 V2 € K*.



84 11. Diskrete Bewertungen

(ii) Sei r € R mit 0 < r < 1 fest gewé#hlt. Dann ist fir jede Primzahl p
durch

2| := @ v, wie in 11.4(3)
ein Betrag von @) definiert. Dieser ist nicht-archimedisch, d.h. es gilt
|z +yl < Max(|z[, [y]) Va,y € Q.
Ublicherweise withlt man r = p~* und erhilt einen #quivalenten Betrag
[,: Q@ — R, zr—p~,
wobei |0], = 0 sei. Dieser Betrag heifit p-adischer Absolutbetrag.

(iii) Man kann zeigen, dafi jeder Absolutbetrag von @ entweder zum gewohn-
lichen Absolutbetrag oder zu einem p-adischen Absolutbetrag dquiva-
lent ist (Beweis z.B. Lorenz, Algebra II).

11.7 Ubergang vom Betrag zur Bewertung

Sei | | : K —— Rs¢ ein Absolutbetrag, der nicht-archimedisch sei, d.h. es
gelte die verschérfte Dreiecksungleichung

|z +y| < Max(|yl[, [y|) Vz,y € K.
Fiir ein ¢ € R mit 0 < ¢ < 1 betrachte man die Abbildung
v: K —— RU {0},
die |z| = ¢'@ YV € K erfiillt, wobei v(0) := 0o gesetzt wird. Dann gelten

v(zy) = v(x) +v(y)
v(z +y) = Min(v(z), v(y))
v(r) =c0o<= =0

Man nennt v dann eine Ezponentenbewertung von K . Diese heifit diskret,
falls es einen kleinsten Wert v(a) > 0, a € K gibt, so dafl alle anderen
vorkommenden Werte ein ganzzahliges Vielfaches von v(a) sind. Man kann
dann v so normieren, daf§ v(K*) = Z gilt.
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11.8 Vervollstindigung

Sei | | : K —— R ein Absolutbetrag wie in 11.6 definiert.
Eine Folge (a,)new C K heifit Cauchyfolge, falls es zu jedem ¢ € R+ ein
nog € IN gibt mit |a,, — a;| < & Vn,m > ng. Wie in der Analysis zeigt man:

(a) Die Menge C aller Cauchyfolgen in K bildet einen kommutativen Ring,
und die Menge N der Nullfolgen ist ein Ideal in C.

(b) Der Ring K := C/N ist ein Kérper.

(c) Durche: K & K, ar+— (a,a,...) (konstante Folge) wird K als Ring
in K eingebettet.

(d) Der vorgegebene Absolutbetrag | | : K —— R setzt sich in einem Ab-
solutbetrag | |A: K — Ry fort:
Fiir eine Cauchyfolge (a, € K)new sei @ = ((an)pen +N) € K. Dann
ist die Folge (|an|)new eine Cauchyfolge in R nach Aufgabe 41. Also

gibt es |a| = lim la,| in R, da R vollstédndig (beziiglich des gewohn-
lichen Absolutbetrags) ist. Der Betrag | ]Aist wohldefiniert, und es ist
lt(a)| =]a| Va e K.

(e) Esist K dicht in K , d.h. jedes Element aus K ist Grenzwert einer Folge
aus K .

(f) Es ist K vollsténdig beziiglich | E d.h. jede Cauchyfolge aus K konver-
giert.

Definition. Jedes Paar (K| |), wobei K eine Kérpererweiterung von K und

RE K ——~ Rein Absolutbetrag ist, heifit Vervollstindigung (oder Komplet-
tierung oder vollstindige Hiille) von (K, |[), falls K vollstindig beziiglich

|1, || eine Fortsetzung von | | und K dicht in K ist.

(g) Sind (K, | D und (K, | ]~) zwei Komplettierungen von (X, | |), so gibt es ge-
nau einen K-Algebraisomorphismus ¢: K — K mit |p(z)| = |z| Vz €
K.

(h) Sei | |: K —— R nicht-archimedisch, d.h. es gelte die wverschdrfte
Dreiecksungleichung

|z +y| < Max(|z|, |y|) Vo,y € K.
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Dann ist die Menge R := {z € K | |z|] < 1} ein lokaler Ring mit
maximalem Ideal 0 := {z € K | |z| < 1} (vgl. Aufgabe 42). Analog seien

R und 6 fiir die Komplettierung (K, | |) gegeben.

Behauptung. Es gilt ‘}? ‘ — |K|, und die Inklusion R =~ R induziert
einen Isomorphismus

R/o —~ R/3.

Beweis. Sei a € K. Da K dicht in K ist, gibt es eine Folge (a, € K)nen
mit lim a, = «. Sei @ # 0. Dann gibt es ein ng € IN, so daf} |a, — a] <

n—oo

la| Vn > ng gilt. Setze a = a,,+1 . Dann ist a € K*, und es folgt

|a|A: |(a — «a) + a]A nach Aufgabe 39
= |a| nach (d)
— |K| = |K] .

Fiir o € R\ {0} folgt |a — 04|A< ]oc|A§ 1,alsoa—a €0 und |a| = ]aﬂ und
daher o € R. Dies ergibt o + 0 =a+ 0 mit a € R. Der Homomorphismus
R/o —— R/0 ist also surjektiv. Er ist injektiv, da R/o ein Korper ist.  [J

Bemerkung. Sei ||: K —— R>( nicht-archimedisch. Geht man dann zu
einer Exponentenbewertung v iiber, wie in 11.7 beschrieben, so lassen sich die
Aussagen beziiglich || in Aussagen beziiglich v iibersetzen und umgekehrt.
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Struktur- und Klassifikationsaussagen sind im blauen Zahlentheoriebuch von
Hasse nachzulesen. Wir stellen hier einige Hilfsmittel bereit, die im weiteren
benétigt werden.

12.1 Henselsches Lemma

Sei K vollstandig beziiglich einer vorgegebenen diskreten Bewertung von K .
Geméf 11.3, 11.4 bezeichne A den zugehorigen Bewertungsring, m € A ein
Primelement und k := A/An den Restklassenkorper.

Fiir A € A sei A := X\ 4+ An die zugehérige Restklassen in &, und fiir ein

Polynom f = in: NXT e AX] sei f = f: \iX® das zugehorige Polynom
=0 i=0
in k[X]. Die Schreibweise

’f15f2 mOd?Tn‘ bedeute | f; — fo € A[X] 7"

fir fi, fo € A[X]und n € N.

Lemma (K. Hensel). Sei f € A[X] mit f #0. Ist f = oy mit teilerfrem-
den Polynomen
0, € k[X], so gibt es Polynome g,h € A[X] mit den Eigenschaften

f=gh, g=v, h=1 und grad g = grad ¢.

Beweis. Sei m := grad f. Wiéhle gy € A[X] mit go = ¢ und r := grad go =
grad ¢ . Nach Voraussetzung gibt es dann ein hg € A[X] mit hy = ¢ und

‘fzgoho modﬂ‘.

Es kann also hg mit grad hy < m — r gewéhlt werden.

Behauptung 1. Sei d € A[X]| mit gradd < m. Dann gibt es Polynome
a,b € A[X] mit grada < r und gradb < m — r, so daB

’ah0+bgozdmod7r‘

gilt.

Beweis. Da gg und hg teilerfremd in k[ X] sind, gibt es Polynome «, 3 € A[X]
mit ahg + Bgo = 1 mod m nach Algebra 8.4. Es folgt

(%) adhy 4+ fdgy = d mod 7 .
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Ist gradad < r, so setze a = ad und b = Bd. Ist gradad > r, so ist
ad = b' gy + a mit grada < r nach Algebra 8.1.

Aus (x) folgt dann ahg + bgo = d mod m mit b = b + 3d.

Man kann nun b gegebenenfalls so abéndern, dal der Leitkoeffizient von b
nicht durch 7 teilbar ist. Dann folgt

m > grad by , da gradd < m und gradahy < m
= grad b + grad g nach Algebra 6.13 (c) .
——

r

]

Behauptung 2. Die Polynome gy und hg sind Startelemente von (g,)n>0
und (hy)n>0 in A[X] mit den Eigenschaften

(I) gn=gomod7m und gradg,=r Vn.
(IT) h,=homodnm und gradh,<m-—r Vn.
(I11) f = gnhy, mod 7" Vi,

Beweis. Es gelte (I), (IT), (III) fiir festes n > 0. Dann gibt es ein d € A[X]
mit gradd < m, so daf} gilt

(IID) f = guhp = drx™t.

Wiéhle a,b € A[X] wie in Behauptung 1. Nach (I), (II) und Behauptung 1
folgt dann ah,, + bg, = d mod 7 und also

(IV) ah, + bg, = d+ et mit einem ¢ € A[X].
Setze
(V) i1 = Gn +am™ ™| und | hpyq = hy + b

Dann sind (I) und (II) auch fiir g,,; und h,; erfiillt. Ferner gilt:
Ini1hni1 = Gnhn + (ahy, + bg, )" + abr" 7" 2

= ghy, + dn" mod 7"
= gnhn + f - gnhn mod 7Tn+2

= f mod 72,
]

Nach (V) sind die r Koeffizienten von g¢,,,1 — g,, alle durch 7" teilbar, haben
also jeweils fiir n — oo den Grenzwert 0. Da K vollsténdig ist, konvergiert
also die Folge (g, )n>0 gegen ein Polynom g € A[X] mit dem Grad r.

Analog konvergiert (h,),>0 gegen ein h € A[X] vom Grad < m — r. Aus
Behauptung 2 folgt nun Hensels Lemma. O
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12.2 Wichtige Funktionen

Sei K vollstindig beziiglich einer diskreten Bewertung v: K* —— Z%1 . Es
sei v(0) = 400 gesetzt, und wie in 11.3; 11.4 seien

A={r e K|v(x) >0} der Bewertungsring,
Ar={xr € K |v(z) >0} das maximale Ideal in A,
und k=A/Am der Restklassenkorper beziiglich v .

Satz. Sei f = ag + a1 X + -+ + aq_ 1 X' + X9 € K[X] ein irreduzibles
Polynom vom Grad d . Ist v(ag) > 0, so ist v(a;) > 0Vi=1,...,d—1.

Anders gesagt:
— [wcivy)

Beweis. Fiir d =1 ist nichts zu zeigen. Sei d > 1.
Angenommen: In mit v(a,) <0.

Dann ist n > 0, da v(ag) > 0.

Setze n so, da v(a,) = Min(v(ag), ..., v(aq—1)) gilt. Setze

i 1
b= fir i=0,...,d—1| und |bg= —|.
Ap Qp,

Dann folgt v(b;) = v(a;) —v(a,) >0, v(b,) =0 und v(by) = —v(a,) > 0.
Fazit:
1 d , 1. -
af:,zobiXZEA[X]’ wobei af%()ek:,
drmit 0 <n <r<d, sodaB
v(b,) =0und v(b;) >0Vi=r+1,....d.

Es folgt: g = (bg+b1 X +---+b.X) 1. Nach dem Hensellemma 12.1 gibt
es g,h € A[X] mit if = gh und 0 < grad(g) = r < d. Also sind ¢g und h
beide nicht konstant im Widerspruch zur Irreduzibilitdt von f . O]

12.3 Die Norm fiir Schiefkorpererweiterungen

Sei K ein Korper, und sei A eine endlich-dimensionale K-Algebra. Fiir jedes
x € Asei l,: A—— A, a+— xa, die Linksmultiplikation mit x. Die
Norm Najk(x) € K ist durch

Ny/k () := det({;)

definiert. Sei A = D ein Schiefkérper. Dann erzeugt jedes © € D einen Korper
K(z) nach 5.3.
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Lemma. Sei f = ag+a; X+ +a, 1 X" '+ X" € K[X] das Minimalpolynom
von x € D*. Dann gelten:

((L) N(Qf) = NK(:E)/K(.CE) = (—1)%0,

(b) ND/K(m) = N([L’)s mit s = dlmK(x) D;

(¢c) Np/k(a) =a" mit n =dimg DVae K*,

(d) Ist L = D eine Galoiserweiterung von K mit Gruppe G , so ist Npjx(x) =

HUEG o (LU) :

Beweis. (a) Die Menge B = {1,z,...,2""'} bildet eine Basis von K(z)

iiber K nach Algebra 11.10. Es ist 2" = —ag — a1 — - - - — a,_1 271, und
daher gehort nach AGLA 4.4 zu (,: K(z) —— K(z) beziiglich B die
Matrix

0O 0 ... 0 —ag

1 . R
M :=Mz(6) = |0 0

: - .0 :

O ... 0 1 —a,—

Entwicklung nach der ersten Zeile (AGLA 6.8) ergibt
N(z) = det(M) = (—1*ag = (—1)" (—ao) = (—1)"ap.

Sei {vy,...,vs} eine Basis von D iiber K(z). Dann ist
C :={1lvy,wvy,..., 2" oy,
r—1
lvg, xvo, ..., 2" "9,
r—1
lug, zvg, ..., 2" v}

eine Basis von D iiber K. Nach AGLA 4.4 gehort zu (,: D —— D
beziiglich C die Matrix

M 0
Mg(gm) = i
0 M
mit s Blocken in der Diagonalen. Es folgt Np k(x) = det(M)* = N(x)°.

Da X — a das Minimalpolynom von a € K* ist, folgt N(a) = a, und
nach (b) folgt Np/k(a) = a™.
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(d) Sei H := G(L/K(x)). Dann gilt #H = s, und es gibt 01,...,0, € G, s0
dafl

G =|Jo;H (disjunkte Vereinigung)
i=1

und #o0;H = #H gilt. Insbesonere o;(z) # oj(x) Vi # jin {1,...,r}.
Es folgt f = ﬁ (X —oi(z)) in L[X] (vgl. AGLA 10.10 und Algebra 15.7,
i=1
15.8 ,(1) = (3)“, Satz 11.4).
Vergleich der Absolutglieder ergibt
(%) ag = (—1)" [J ().
i=1
Insgesamt folgt

[l o) =]l (i) (@)~ 11 (o:7)()

ceG TeH TeH
=oy(z)®- - o.(z)°, da7(zx)=aVreH
=((—=1)"ap)* nach (x)
= N(z)* nach (a)
= Np/k () nach (b).

12.4 Fortsetzungssatz

Sei D ein Schiefkorper iiber K mit dimyg D =: n < oco. Eine Exponentenbe-
wertung von D ist eine Abbildung w: D* —— R mit

(1p) w(zy) = w(z) +w(y)

(2p) w(z +y) = Min(w(z), w(y))

fir alle z,y € D*. Dabei sei w(0) := +oo gesetzt. Analog zu 11.2 gelten
w(l) =0,

w(—z) = w(x) und

w(z™h) = —w(z).
Satz. Sei K beziiglich einer diskreten Bewertung v: K* —— Z* vollstindig.
Dann gibt es genau eine Exponentenbewertung w: D* —— R, die v fortsetzt.

Diese ist durch die Formel

(1) w(z) = iv (Np/x(x)) Va € D*

gegeben. Ferner ist D wollstindig beziiglich w .
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Beweis. Existenz: Definiere w durch die Formel (1). Dann ist w eine
Fortsetzung von v, da Np,x(a) = a” nach 12.3(c) und also w(a) =
L(nv(a)) = v(a) fiir alle @ € K* gilt. Da die Determinante und damit
die Norm multiplikativ ist, folgt

w(zy) = w(z) + w(y) Vo,y € D* nach 11.2 und (1).

Also gilt (1p). Sei f = a9+ a1 X + -+ a, 1 X' + X" € K[X] das
Minimalpolynom von x € D*. Dann gilt

(1) w(x) = 71"U(CLO>’ denn
w(r) = ;v (N(:l:)”/r) nach 12.3 (b)
_ iv (N(x)) nach 11.2
- iv (—=1)"ap) nach 12.3 (a)
= 71“1)(@0) nach 11.2.

Ist w(z) > 0, so ist w(ag) > 0 nach (1’) und also w(a;) > 0 Vi =
1,...,7r — 1 nach 12.2. Da das Minimalpolynom von 1 + X das Abso-
lutglied ag — ay +az — -+ + (—=1)""'a,_; + (—1)" hat, folgt dann auch
w(l +x) > 0. Sind nun z,y € D* mit w(z) < w(y) gegeben, so gilt
w(z) > 0 fir z = 2~ 'y und daher

w(z+y) = w(z+zz) = w(z(1 +x))
=w(z)+w(l+z)>w(z) =Min(w(z),w(y)) .

——
>0

Damit ist (2) gezeigt.

Eindeutigkeit: Sei w’': D* —— R eine beliebige Exponentenbewertung,
die v fortsetzt, und sei w: D* —— R durch die Formel (1) gegeben.
Wir zeigen w’ = w. Wahle 7 € K* mit v(m) = 1.
Dann gilt

w(m)=1=w'(7)|.

Sei y € D*. Dann gibt es nach (1) ein m € Z mit

nw(y) = m|.
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Fiir z := y"n~™ folgt also w(z) o nw(y) —mw(r) =nw(y) —m =10.

Wie die Behauptung unten zeigt, gilt w’(z) = 0. Es folgt w'(z) =
nw'(y) —m = 0 und also w(y) = w'(y) .

Behauptung. Fiir jedes z € D* mit w(z) = 0 gilt w'(z) =0.

Beweis. Angenommen: w'(z) < 0.

Sei f=X"+a, 1 X" '+ +ag € K[X] das Minimalpolynom von z .
Dann gilt w'(ag) = v(ag) & 0, da w(x) = 0 ist, und also w'(a;) =
v(a;) > 0 Vi =1,...,r — 1 nach 12.2. Multipliziere die Gleichung
f(x) =0 mit 7" Dann folgt

—T = Qp 1+ Qprox "+ -+ apr "
und also

w'(—z) > Min(w'(a,_1),w' (a,_o) —w'(x),...,w'(ap) + (1 —r)w'(x))

nach (1p) und (2p). Es folgt w'(z) = w'(—x) > 0 im Widerspruch zur
Annahme. Damit ist w'(x) > 0 gezeigt. Es folgt w'(z7!) = —w'(x) < 0.
Man fiihrt nun analog die Annahme w'(z~!) < 0 zum Widerspruch und

erhiilt w'(z7!) = —w'(x) > 0. Es folgt w'(x) =0. O
Den Vollsténdigkeitsnachweis fithren wir allgemeiner in 12.5 beziiglich
eines Absolutbetrages | | : D* —— R durch. Setzt man |z| = e~*®)
und w(z) = —log |z| fiir x € D*, so folgt der Fortsetzungssatz.

[

12.5 Vollstindigkeitsnachweis in 12.4

Sei D ein Schiefkoérper iiber K mit dimg D = m < oo. Sei K vollstindig
beziiglich eines Absolutbetrages | | : K* —— R>o, und sei | | : D* —— Ry
eine Fortsetzung, d.h. es gelte |zy| = |z| |y| und |z + y| < |z|+|y| Y,y € D*
sowie [0] =0.

Sei (z,)nen eine Folge in D, und sei {eq, ..., e, } eine Basis von D iiber K .
Dann gilt:

zp=a"e; + - +aMe, mit oV eKVneN,i=1,...,m.

i

Lemma. /st (agn)> N eine Cauchyfolge fiir jedes i = 1,...,m, so existiert

= lim x, in D. Es ist x = aje; + -+ + an€, Mmit a; = lim al(-") Vi =

T—00 n—o0

x
1,....m.
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Beweis. Da K vollstiindig ist, Ja; = lim a{"” Vi =1,...,m. Wihle M >0
in R, sodaB |e;| < MVi=1,...,m gilt. Zu jedem 0 < ¢ € R gibt es dann
ein ng € IN, so daf

(n)

€ .
‘ai —a;)| < —— Vn>ngundi=1,...,m gilt.

mM

Setze

(2 =a1e1 + - + amenm].

Dann folgt

|z, — x| = ‘(a&") — al) er+ -+ (agj) — am) em‘
< (‘a&n) — al’ +ot (aﬁ,’;) — amD M

€
< (mmjw)]\/[—e‘v’nzno.

[]

Satz. Ist (z,)new eine Cauchyfolge in D, so ist (ai")> o eine Cauchyfolge
i K fir jedesi=1,...,m.

Beweis. Zeige durch Induktion nach r» < m:
Ist (zn)nen eine Cauchyfolge in D mit z, = 3 a{e;, so ist (ain)> _y Cine
i=1 n
Cauchyfolge Vi=1,...,r.
r = 1: Dann ist 2, = a{"e; und (al(n)) o €ine Cauchyfolge, da (n)nen eine
solche ist.

r>1: Sei z,, = ZT: agn)ei fiir jedes n € IN.
=1

1. Fall: Die Folge (a&")) - ist eine Cauchyfolge. Dann ist (xn — aﬁ”)er> N
eine Cauchyfolge, und daher sind nach Induktionsvoraussetzung

auch die Folgen (a§”>) N firi =1,...,7 — 1 Cauchyfolgen.

2. Fall: Die Folge (a,(q”)) N ist keine Cauchyfolge. Dann gibt es ei-
ne Zahlenfolge (my,mg,ms,...) C N und ¢ > 0 in R, so daB
a™ — a(mtma)| > e ¥ € N gilt. Die Folge (2,)nen mit

r—1 (n) (n4+mnp) r—1

T = Tontm, a;  —a; _. (n) )

2y =t = (Y | e, = | )b e |+,
Ch(»n) — ag«nm") (i:l Ch(nn) — aq(~n+m”) ) (i:l
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ist daher eine Nullfolge, denn da (z,),cn eine Cauchyfolge ist,
geht der Zéhler x,, — 2,14, flir n — oo nach 0. Es ist

r—1 (n)
n
zn—er:E b, e
i=1

)

und also (b(")> . eine Cauchyfolge fiir alle : = 1,...,r — 1 nach

Induktionsvoraussetzung. Da K vollstindig ist, existiert b; :=
lim b . Nach dem Lemma folgt

n—oo

r—1
—€r = Z biei
i=1

im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von eq, ..., e, . Der
2. Fall kann also gar nicht auftreten. Aus dem 1. Fall folgt nun
der Satz.

O

Korollar. D ist vollstindig.
Bewers. folgt aus dem Satz und dem Lemma. O]

Bemerkung. Die obigen Betrachtungen verallgemeinern den bekannten Satz,
dafl eine Folge (z,)nenw komplexer Zahlen (bezogen auf den gewdohnlichen
Absolutbetrag) genau dann konvergiert, wenn die Folgen (%(z,))nen und
(3(2n) )new in R konvergieren.
Im Fall der Konvergenz gilt

i 2n = Jim, R(zo) + Jim, () V=1,

Hiermit zeigt man, dafl C vollsténdig ist, vgl. Forster, Analysis 1, § 13, Sétze
2.3.4.

12.6 Verzweigungsindex

Sei K vollstéandig beziiglich einer diskreten Bewertung v: K* — Z* | und
sei D ein Schiefkérper iiber K mit dimg D = n < oo. Dann besitzt v
nach 12.4 genau eine Fortsetzung w: D* —— R, und fiir diese gilt

nw(z) € ZVx € D*

nach (1) in 12.4.
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Lemma. (a) Es gibt einen positiven Teiler e von n, so daf w(D*) = 17
qilt.

(b) Es gibt genau eine diskrete Bewertung vp: D* — Z" mit

vp(a) =ev(a) Va € K*|.

Diese ist durch vp = ew gegeben und hat die folgenden Figenschaften,
wobei vp(0) := 400 gesetzt sei:

(1) Es gibt einen Bewertungsring
Ap :={x € D |vp(x) >0}
mit Einheitengruppe
Ay ={z e D|vp(z)=0}.

(2) Es gibt ein Primelement, das ist ein Element mp € Ap mit vp(np) =
1. Fiir jedes x € D* qilt

(z)

T =ump ) mit uy, € A} .

(8) Das zu vp gehorige Bewertungsideal wird von wp erzeugt. Es gilt
Apmp = {1’ eD | ’UD(ZE) > 0}

(4) Es sei ™ € K* ein Primelement beziiglich v, es gelte also v(m) = 1.
Dann ist

T =uny mit einem u € N}, |.

(5) FEs ist D vollstindig beziiglich vp .

Beweis. (a) Esist nw(D*) eine Untergruppe von Z* | denn es gilt 0 = nw(1)
und nw(z) — nw(y) = nw(zy™') Vr,y € D*.
Nach AGLA 10.5.5 gibt es daher ein m € Z mit

‘nw(D*) = mZ‘.

Wir konnen hierbei m > 0 annehmen. Es ist n = nw(7) € nw(D*) und
also n = me mit einem e € Z. Es folgt e > 0 und w(D*) = “Z = éZ.

(b) Die Existenz- und Eindeutigkeitsaussage folgt aus 12.4 und (a). Die Ei-
genschaften 1,2,3 folgen analog wie in 11.2 und 11.3.
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4. Da vp(m) = ev(w) = e gilt, folgt 7 = u,7% mit u, € A%, nach 2.
5. folgt, weil D beziiglich w = évD nach 12.4 vollstandig ist.
[

Definition. Die Zahl e aus dem Lemma heifit Verzweigungsindexr von D
iiber K .

Bemerkung. (i) Esist e der Index von w(K™*) in w(D*), also e = (w(D) :
w(K™*)) im Sinne der Gruppentheorie, denn nach (b) ist ew(D*) = Z
und ew(K*) = eZ.

(ii) Aus dem Lemma folgt

’7r Primelement beziiglich vD‘ — |e=1].

Ist D kommutativ, so folgt aus 4. und 11.3
’ADW ist Primideal‘ — |e=1].

12.7 Restklassengrad

Sei K vollstindig beziiglich einer diskreten Bewertung v: K* —— Z* . Wir
beschrinken uns hier aus den Fall, dal der Schiefkérper D in 12.6 eine
Korpererweiterung D = L vom Grad n iiber K ist, und betrachten die Rest-
klassenkorper

k.= A/A?T und (= AL/ALWL .

Aus 11.3 und 12.6 folgt A C Ap. Hierdurch wird ein Homomorphismus
k —— ¢ induziert, denn Am C Apw < Apm§ C Apmr. Da k ein Korper

ist, kénnen wir also ¢ als Korpererweiterung von k auffassen.
Definition. Der Korpergrad f := dimy ¢ heiflt Restklassengrad von L {iber K .
Lemma. FEs gilt f < n:=dimg L.

Beweis. Angenommen, es existiert ein r > n und r linear unabhéngige
Elemente 77,...,Z, € (*. Wéhle x1,...,2, € Ap mit x; + Apnp = T; fir
t =1,...,r. Dann sind zy,...,x, linear abhéngig. Es gibt also eine nicht-

T
triviale Linearkombination > a;x; = 0 mit a; € K . Durch Multiplikation
i=1

mit %, wobei v(a;) ein minimaler Wert ist, kann man erreichen, dafl alle
J

Koeffizienten in A liegen und mindestens einer in A* liegt (wie im Beweis

von 12.2). Reduktion nach Ay 7y, ergibt eine nicht-triviale Linearkombination

T

> @;x; = 0 in ¢ im Widerspruch zur Annahme. O
i=1
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12.8 Reihenentwicklung

Sei K vollstandig beziiglich einer diskreten Bewertung v: K* —— Z* | wobei
v(0) := +o0o gesetzt sei. Es seien A der Bewertungsring, 7 ein Primelement
und k = A/A7 der Restklassenkorper. Wéhle zu jedem T € k einen Vertreter
x € A aus und erhalte so ein Vertretersystem R C A fiir die Elemente von k& .
Essei0eR.

Satz. Jedes a € K hat eine eindeutige Darstellung als

oo
a= Z a,7™" mit a, € R.

n=v(a)

Umgekehrt konvergiert jede Reihe der Form io: b, mit b, € R gegen ein
—ookLn
b e K mitv(b) = Min(n | b, #0).

Beweis mit rekursiver Argumentation:. Sei zunédchst a € A* | also v(a) =0.
Nach Wahl von R gibt es ein ag € R mit a = ag mod A7 .
Es gebe ag, ..., a,_1 € R mit

a=ay+am+ -+ ap_ 17" mod A",

Dann ist a = ag + a7 + - - + ap_ 171 + br™ mit einem b € A. Zu b gibt es
genau ein a, € R mit b = a,, mod An. Es folgt

a=ay+am+ -+ a,m" mod Ar",

und daher gilt a = § " .
n=0

Sei § a,™ =a = § b, 7" mit a,,b, € R.
n=0 n=0
Reduktion mod A7 ergibt ag = by mod An, und daher ag = by nach Wahl
von R .
Es gelte a, = b, fiir n=0,...,7 — 1. Dann folgt

o oo
Z a,m" = Z b,m" .
n=r n=r

Multiplikation mit mit 77" und Reduktion mod A7 ergibt dann a, = b, mod

A7 und also a, = b, . Die Darstellung von a ist daher eindeutig.

Fiir a = 0 ist der Satz richtig, da 0 € R ist. Sei @ # 0 in K. Dann ist

a = ur”® mit einem u € A* nach 11.3. Wie schon gezeigt, ist u = 3. ¢;’
i=0

mit eindeutig bestimmten ¢; € R .
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Es folgt a = Y- (@ = S q,7" mit a, = cpy(a) -
1=0 n=v(a)
Umgekehrt: Da K vollstandig ist, existiert b := i% b,m™ . Da 0 € R ist,
—ookKn

wird die Restklasse 0 durch 0 vertreten. Ist also b, # 0, so ist b, € A\ Ax
und also v(b,) = 0. Es folgt v(b,m™) = v(b,) + n = n und daher v(b) =
Min{n | b, # 0}. O

12.9 Die p-adischen Zahlen

Sei p eine Primzahl. Die Vervollstandigung von @ beziiglich des (in 11.6 (ii)
definierten) p-adischen Absolutbetrags heifit p-adischer Zahlkérper und wird
mit Q, bezeichnet. Man kann @), auch als Vervollstdndigung von @ beziiglich
der diskreten Bewertung v, ansehen, wobei v,(x) der Exponent von p in der
Primfaktorzerlegung von x € Q* ist, vgl. 11.5.3.

Nach 12.8 lassen sich daher die Elemente von @, eindeutig darstellen als

a= > a," mita, €{0,1,...,p—1}.
—ocokKn

In dieser Form wurden die p-adischen Zahlen zuerst entdeckt, und zwar
von K. HENSEL. Die Theorie bewerteter Korper wurde durch STEINITZ,
OSTROWSKI u.a. entwickelt.

12.10 Funktionenkorper

Sei K(X) der rationale Funktionenkérper in einer Unbestimmten X . Wie
in 11.5.1 beschrieben, definiert jedes normierte irreduzible Polynom p € K[X]|
eine diskrete Bewertung von K(X), und der Restklassenkoper ist isomorph
zu K[X|/pK[X], also k = K(x) mit einer Nullstelle z von p.

Sei K(X), die zugehorige Vervollsténdigung von K (X). In der geméfl 12.8
eindeutigen Darstellung

o= Z a,p" mit a,, € R.
—ookKn

Fiir die Elemente von K(X), kann als Vertretersystem das kleinste Rest-
system mod p gewéhlt werden. Das sind dann die Polynome vom Grad
< gradp. Ist p = X —a mit a € K, soist k = K und R = K wéhl-
bar. Speziell fir p = X ist K(X), =: K((X)) der Kdrper der formalen
Laurent-Reihen in einer Unbestimmten X mit endlichem Hauptteil.

Ist K(X) mit der Gradbewertung aus 11.5.2 versehen und K(X),, die Ver-
vollstindigung, so ist K (X)s = K((X71)).
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12.11 Verallgemeinerte Reihendarstellung

Seien L ein Korper, der beziiglich einer diskreten Bewertung vy, : L* —— 7T
vollsténdig sei, A der Bewertungsring, ¢ der Restklassenkérper und Ry C Ap
ein Vertretersystem fiir die Elemente aus ¢, das 0 enthalte.

Lemma. Flir jedesi € 7. sei ein Element m; € L* mit vr(m;) = i vorgegeben.
Dann besitzt jedes o € L eine eindeutige Darstellung

o= Z o mit o € Ry |.
—00K1

Beweis. Analog wie in 12.8, vgl. Aufgabe 49. O]

12.12 Die Formel e¢f =n

Sei K ein diskret bewerteter vollstandiger Kérper mit Bewertungsring A und
Restklassenkorper k. Sei L eine Korpererweiterung von K mit dimg L =n <
oo und vy : L* — Z7" die diskrete Bewertung von L geméif3 12.6. Ferner sei
f = dimy ¢ der Restklassengrad und e der Verzweigungsindex von L iiber K .

Satz. Es gilt ef =n.

Beweis. Nach 12.7ist f <n.Wiahlezy,..., 2y € Ap, so daf die Restklassen
T1,...,Ty eine Basis von /¢ iiber k bilden, und wihle ein Primelement m,
beziiglich vy . Wir zeigen, dafl die Elemente

xiwifﬁri:1,...,fundj:0,...,e—1

eine Basis von L iiber K bilden. Hieraus folgt ef =n.
Sei R ein Vertretersytem fiir die Elemente aus k, das 0 enthalte. Dann ist

Ry ={aiz1+ - +asrs|ay,...,af € R}

ein Vertretersystem in A, fiir die Elemente von ¢ mit 0 € R, . Wihle ein
Primelement m € K. Fiir 0 < j < e und m € Z gilt dann

UL(W%ﬂ'm) = Jjup(mp) +mop(m) = j+me.
. —— ~—— 12,6
1 e
Nach 12.11 und Wahl von R, ist also jedes a € L eindeutig darstellbar als

e—1 )
a= Z ZO&jereﬂ'jLTrm,

—ooKm j=0
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wobel

f
Qjpme = Z a;jmx; mit eindeutig bestimmten a;j, € R .
i=1
e—1

f ,
Es folgt > > Y aijmaimw™ . Durch Umordnung ergibt sich
—oom j=0i=1

f

e—1
a=> > agrmmita; = 3 ajmr"

7=01i=1 —ookKm

aus K nach 12.8. ‘
Also bilden die Elemente x;7] ein Erzeugendensystem von L iiber K . Noch
zu zeigen ist, daf die Koeffizienten a;; durch a eindeutig bestimmt sind. Sei

e—1 f .
a =Y Y bz, mit bj; € K. Dann ist b;; = Y byjpm™ mit b € R
j=0i=1 —com

nach 12.8. Durch riickwértige Ausfithrung der Umordnung folgt

f

e—1 )
a= > DN byjmam, ™.

—ooKm j=0 i=1
ERL

f f
Nach 12.11 ist diese Darstellung eindeutig. Es folgt > bimTi = X aymx; und

=1 i=1
hieraus b;j,, = a;;m nach Wahl von Ry, . Hieraus wiederum folgt b;; = a;;. [

12.13 Unverzweigte Erweiterungen

Seien K und L wie in 12.12 gegeben. Dann heifit L unverzweigt iiber K | falls
der Verzweigungsindex e = 1 ist, und falls der Restklassenkorper ¢ separabel
iiber k ist.

Ist e = 1, s0 gilt f = dimgl¢ = dimg L nach 12.12. Ist der Restklas-
senkorper k£ vollkommen, so ist jede endliche Korpererweiterung von k se-
parabel, und es geniigt, e = 1 zu fordern. Insbesondere geniigt dies, falls £
endlich ist (vgl. Algebra 16.8).
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13 Lokale Korper

Ein lokaler Kdrper ist ein diskret bewerteter, vollsténdiger Korper mit end-
lichem Restklassenkorper.

13.1 Beispiele fiir lokale Ko6rper
1) Die p-adischen Kérper Q, (vgl. 12.9).

2) Jede endliche Korpererweiterung eines Korpers @, (folgt aus 12.6 und 12.7).

3) Die Korper F,((X)), wobei F, ein endlicher Korper ist (vgl. 12.10).

Man kann zeigen, dafl hierdurch alle lokalen Korper erfafit sind, und daf
in 2) genau die Komplettierungen der endlichen Koérpererweiterungen von Q
auftreten (beziiglich diskreter Bewertungen, vgl. Lorenz, Algebra II).

13.2 Hilfssatz iiber Einheitswurzeln

Sei K ein Korper, der beziiglich einer diskreten Bewertung vy : K* — Z*
vollsténdig sei, und sei m € IN mit char K { m. Bezeichnet Ax den Bewer-
tungsring beziiglich vk , so gelten:

(1) Ist £ eine m-te Einheitswurzel iiber K , und ist L = K(§), so ist £ € A} .

(2) Ist p ein normierter, irreduzibler Faktor des Polynoms X™ — 1 € K[X],
so ist p € Ag[X].

Beweis. (1) Es ist 0 = vp(1) = v (&) = mur(€), und also ist £ € A}
nach 11.3. 4 .
(2) Seip=X"+a, 1 X' +---4ag € K[X], und sei £ eine Nullstelle von p

im m-ten Einheitswurzelkérper und L = K(§).
Dann gilt 0 n v (§) = Svk(ap) nach 12.6 und (1’) in 12.4. Also ist

ap € Ay, und nach 12.2 folgt a; € Ay Vi=1,...,r —1.
O

13.3 Charakterisierung unverzweigter Erweiterungen

Die Anzahl der Elemente eines endlichen Korpers ist stets eine Primzahlpo-
tenz. Umgekehrt gibt es zu jeder Primzahlpotenz ¢ bis auf Isomorphie genau
einen Korper I, mit ¢ Elementen (vgl. Algebra 14.3, 14.4).
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Satz. Seien I ein lokaler Korper, L eine endliche Kdrpererweiterung von F
und I, bzw. ¢ die Restklassenkérper von F' bzw. L. Dann sind dquivalent:

(i) L ist unverzweigt iber F' .
(ii) L ist Zerfillungskorper des Polynoms X9 ~' —1 € F[X] fir einn € N.
(111) L ist galoissch iber F, und die Galoisgruppe G(L/F) ist kanonisch
isomorph zur Galoisgruppe G((/E,) .

Beweis. Da char F' = 0 oder char ' = char I, gilt, ist ¢" — 1 teilerfremd zu
char F' und charIF, Vn € IN. Nach 12.6, 12.7 ist L ein lokaler Korper.

,(il) = (iii)“: Sei n € IN, und sei L Zerfillungskorper von X™ — 1 €
F[X] mit m = ¢® — 1. Dann ist L = F(¢) mit einer primitiven m-ten
Einheitswurzel ¢ iiber F', und insbesondere ist L galoissch iiber F (vgl.
Algebra 17.1-17.4). Aus (ii) und 13.2 folgt

m—1

(%) X" —1=[[(X—=¢)in AL[X]
1=0
und also
Xm—1 :Wﬁ(x—z") in ¢[X],
1=0

wobei ¢ die Restklasse von ¢ in ¢ ist. Hieraus folgt

Fm —— ¢| und ord(¢) =m,

denn I, besteht genau aus allen Nullstellen des Polynoms X™ — 1
nach Algebra 14.4. Fiir 0 € G(L/F) und jedes x € L* gilt

NL/F(«r) = NL/F(O'(SL’)) nach 12.3

und also vz (x) = vr(o(x)) nach (1) in 12.4 und 12.6 (b). Hieraus folgt,
daf o einen Automorphismus & € G(¢/F,) induziert. Bezeichnet 7 die

Restklasse von x € Az in £, so gilt 7(T) = o(z). Es ist |o(¢) = ™
mit einem m, € {1,...,m}, vgl. (x) und Algebra, Satz 11.4.

Ist 7 = id, so folgt { = @(¢) = 0(¢) = ¢ und also m, = 1, denn
andernfalls wére Zm”_l = 1 im Widerspruch dazu, daf§ m die Ordnung
von ( ist. Es folgt 0(¢) = ¢ und also ¢ = id, da L = F({) gilt. Der
Homomorphismus

G(L/F) — G({/E,), o —— 7,
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ist also injektiv. Da zusétzlich

(G(¢/E,)| = dimy, ¢ < dimp L = |G(L/F)]
12.

gilt, ist er auch surjektiv. Es folgt (iii). v/
(i) = (1)“: Esist

ef = dimpL = |G(L/F)| = |GU(/F,)| = f

12.1 L gal. (424)
und alsoe=1.
(1) = (ii)“: Ist L unverzweigt iiber F', so gilt
J = dimp, ¢ ot dimgp L =:n.
Es folgt |¢| = ¢" . Sei m := ¢" — 1. Dann zerféllt das Polynom X™—1 in
([X] in paarweise verschiedene Linearfaktoren, vgl. Algebra 14.4, und
also auch in L[X] nach dem Hensellemma 12.1. Es folgt L’ C L, wobei

L’ Zerfallungskorper von X™ — 1 € F[X] ist. Wie in (ii) = (iii) gilt
F,;n —— ¢ fiir den Restklassenkorper ¢ von L' und also

dimp L = n = dimg, F» < dimp, ¢ < dimp L.
127

Es folgt L = L'.

13.4 Der Frobeniusautomorphismus
Sei I ein lokaler Koérper mit Restklassenkorper I .

Korollar. Zu jedem n € N gibt es bis auf Isomorphie genau einen unver-
zweigten Korper F,, vom Grad n iber F . Es ist dies der Kérper F, := F(()
mit einer primitiven (¢" — 1)-ten Einheitswurzel ¢ . Insbesondere ist F,, ein
lokaler Kérper, der galoissch mit zyklischer Galoisgruppe tber F' ist.

Beweis. Ist p € F[X] das Minimalpolynom von (, so folgt p € Ap[X]
nach 13.2 und also

dimp F,, = grad p = grad p = dimy, IF,(¢) = n.

Da der Zerfallungskoérper von X9 ~! — 1 bis auf Isomorphie eindeutig ist
(Algebra 13.4) und die Galoisgruppe G(F,»/I,) zyklisch ist (Algebra 16.7),
folgt das Korollar aus 13.3 und 12.6.5, 12.7. O



13.5. Normensatz 105

Definition. Der F-Automorphismus ¢,,: F,, — F,,, der den F,-Automor-
phismus ¢ —— ¢, x +—— 27, induziert, heiflt Frobeniusautomorphismus
von F,, .

Bemerkung. Die Galoisgruppe G(F,,/F) wird von ¢,, erzeugt, vgl. 13.3 und
Algebra 16.7.

13.5 Normensatz

Satz. Sei I ein lokaler Korper, und sei L eine unverzweigte Korpererweite-
rung von F' vom Gradn < oo. Dann ist jede Einheit u € A}, die Norm einer
Finheit z € A} .

Beweis. Wie zuvor ist Ay bzw. Ap der Bewertungsring von L bzw. F' und ¢
bzw. I, der Restklassenkorper von L bzw. F'.

Wiéhle ein Primelement 7 € F*. Da L unverzweigt iiber F' ist, ist m auch
Primelement iiber L*, und die diskrete Bewertung vp: F* ——= ZT setzt
sich zu einer diskreten Bewertung vy : L* —= Z% fort, vgl. 12.6. Es folgt
F, = Ap/Apm und ¢ = A /Apm nach 11.3.

Fir z € L sei T die Restklasse von z in £. Die Norm Ny, : { —— T, ist
nach 10.7.2 surjektiv. Es gibt also ein z; € A} mit Nz p(2) T Ny, (Z1) =
u . Hieraus folgt )

(1) uNL/F(zl)’l =1+ a;7 mit einem a; € Ap.

Nach 13.3 gibt es ein ¢ € G(L/F) mit G(L/F) = (¢ | ¢* = id) und
G(l/F,) = (g | ™ =1id) . Da die Spur

n—1

S, 0 —TFy, yr—> > 2'(y),

i=0
surjektiv ist (vgl. Algebra 19.8), gibt es ein a; € Ay mit

Spyr(an) = Sy, (ar) =ar,
also mit

() Spr(a1) = a; mod Apr.
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Es folgt

NL/F 1+O€17T H 1+O€17T

Hl—l—gp ap)m dameF

= 1 —|— St/p(oq)m mod Apm?
=1+ a;m mod Apm?
= uNL/F(zl)’l mod Apm? nach (I).

Fiir 29 := z1(1 + aym) folgt

Np/p(22) = u mod Apm® und 2y = 2z, mod A7,
Daraus folgt
(II) uNL/p(zg)’l = 1 + aym? mit einem as € Ap.

Es ist z9 € Aj, denn z; € A} und vy (1 + agm) = Min(0, v (aqm)) = 0

0
>
nach 11.2 (v). Wéhle ap € A} mit
(IT") Spr(ag) = ax mod Apm.
Dann folgt analog
Npp(1+ apm?) = 1+ apr® mod Apr® nach (IT")
= uNL/F(zg)’l mod Ap7? nach (II)

Fiir 23 := 22(1 + agm?) folgt
Np/r(23) = u mod Apm® und 23 = 2, mod Apn?,

und es ist z3 € A}, da 2 € A} .

So fortfahrend erhélt man eine Folge (2, € A} )men mit Ni/p(2n,) = v mod
Apm™ und 2,11 = 2, mod Apm™ . Da L nach 13.4 vollstandig ist, existiert
z = lim 2, in A7, und es folgt Np/r(2) = u, da die Norm stetig ist, vgl.

m—0o0

Aufgabe 51. O
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13.6 Relative Brauergruppen

Korollar. Seien F' ein lokaler Korper, m ein Primelement beziiglich der dis-
kreten Bewertung vg: F* —s~ 27 und ,, der Frobeniusautomorphismus des
unverzweigten Korpers F, aus 15.4 firn € IN. Dann hat man einen surjek-
tiven Homomorphismus

0: 2t —— Br(F,/F), m+— [(F,, on,7")],
und dieser induziert einen Isomorphismus
0,: Z/nZ —— Br(F,/F).

Beweis. Nach 10.4 ist # ein Homomorphismus. Sei A eine Azumaya-Algebra
iber F', die von F,, zerféllt wird. Dann gilt A ~ (F,, ¢, a) mit einem a € F*
nach 10.6. Nach 11.3 ist mit einem u € A% und m = vp(a) € Z.
Es folgt A > (Frny @ny ) Qp (Fy,y @, ™) L (Fh,on, "), dau € Ng,/p(F))
nach 13.5. Also ist 0 surjektiv. '

0,, ist wohldefiniert, da n = dimp F, = grad(F,, pn, ) Vm € N und

exp | ind | grad gelten.
9.3 3.10
Sei (F,, ¢n, ™) =~ (F,, ¢n,1). Dann ist 7 = N, /p(y) mit einem y € F;

nach 10.5. Da F;, unverzweigt ist, folgt

nvg, (y) = ve(Ng,/r(y)) nach 12.4, 12.6

=ovp(n™)=m,

und also m = 0 mod nZ . Also ist 6, injektiv. ]

13.7 Existenz eines unverzweigten Zerfiallungskorpers

Seien I ein lokaler Korper mit Restklassenkdrper IF, und D ein endlich-
dimensionaler Schiefkorper iiber F'. Jedes z € D* erzeugt dann einen Korper F'(x)
nach 5.3.

Lemma. FEs gebe einen Teilkirper F(z) von D mit Restklassengrad f, > 1.
Dann besitzt D einen tiber F unverzweigten Teilkorper # F .

Beweis. Sei L := F(x), und sei ¢ eine primitive m-te Einheitswurzel iber F
mit m := ¢/ — 1. Dann ist der Korper F'(¢) unverzweigt iiber F', und es gilt

dimp F(C) = fr>1.
Zeige nun, dafl ¢ € L gilt. Dann folgt F' # F(¢{) C L C D und damit das
Lemma.
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Sei p € L[ X] das Minimalpolynom von ¢ iiber L. Dann ist p ein normierter,
irreduzibler Faktor von X™ —1 € L[X] und also p € Ay [X] nach 13.2. Nach
Voraussetzung gilt dimy, £ = f, fiir den Restklassenkorper £ von L.

Also zerfallt X™ — 1 und damit p in ¢[X] in paarweise verschiedene Linear-
faktoren. Nach dem Hensellemma 12.1 folgt p = X — ¢ € L[X] und damit
(elL. O

Satz. Sei D zentral iiber F'. Dann besitzt D einen maximalen Teilkérper L ,
der unverzweigt tiber F ist, und es gilt

Beweis. Ist F = D, so erfiillt F' = L die Behauptung. Sei F' # D .
Annahme: D enthilt keinen iiber F' unverzweigten Korper M mit M # F'.
Nach dem Lemma hat dann die Koérpererweiterung F(x) fiir jedes x € D*
den Restklassengrad f, = 1. Sei Ap der Bewertungsring von D, und sei mp
ein Primelement von D, wie in 12.6 definiert. Wir zeigen durch Induktion,
daB es zu jedem x € Ap passende Elemente cy,...,c,_1 € Ap mit

(%) rT=cotomp+---+ cn,lﬁ%’l mod Ap7Y
gibt. Fiir n = 1 folgt (%), da f, = 1 gilt. Es gelte (x) fiir n. Dann ist
95:co+cl7rD+---+cn,17r%’1+y7T% mit y € Ap.

Da f, = 1 ist, folgt y = ¢, mod Apmp fiir ¢,, € Ap und also

T=cy+ -+, mod Aprhtt.

Da F(mp) nach 12.4 vollsténdig ist, folgt Ap C F(mwp). Da z = u,7}y mit
n, € Z und u, € A, gilt (vgl. 12.6), folgt D C F(mwp). Also ist D kommu-
tativ im Widerspruch zu D # F = Z(D).

Es sei nun L ein Teilkorper von D, der F' enthélt und der maximal ist
beziiglich der Eigenschaft: L ist unverzweigt iiber F'.

Der Zentralisator Zp(L) ist ein zentraler Schiefkérper iiber L nach 5.2 und 4.6.
Wire L # Zp(L), so gibe es nach dem oben gezeigten einen in Zp(L) C D
enthaltenen, iiber L unverzweigten Korper M # L, im Widerspruch zur Ma-
ximalitit von L. Es folgt L = Zp(L) und also dimp D = (dimpg L)? nach
Satz 4.7. O

Folgerung. Jede Azumaya-Algebra A tiber F besitzt einen unverzweigten
Zerfallungskorper L mit dimp L = indp A .
Ferner gilt Br(F) = U (F,/F), wobei F,, durch 13.4 gegeben ist.

nelN
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Beweis. Es ist A > D mit einem zentralen Schiefkérper D iiber F'. Nach

dem Satz enthélt D einen unverzweigten Korper L mit indp A = /dimp D =
dimp L. Es ist L Zerfdllungskorper von D nach 5.9, und es gilt L ~ F), mit
n = dimp L nach 13.4. O

13.8 Zyklizititssatz
Satz. Jede Azumaya-Algebra A idiber einem lokalen Korper F ist zyklisch.

Beweis. Nach Folgerung 13.7 besitzt A einen unverzweigten Zerfallungskorper F,
mit n = dimg F,, = indp A. Fiir r := grad A gilt n | r nach 3.10, und daher

Fn 1%1 Er.

Also ist auch F,. Zerfallungskorper von A, und es folgt A ~ (F}, ¢, a) mit
einem a € F* nach 13.6. Da r so gewahlt ist, dafl beide Algebren dieselbe
Dimension iiber F' haben, folgt A ~ (F,., ¢,, a) nach Folgerung 3.4. [

13.9 Die Gruppe Q/Z

Mit Q/7Z ist die additive Gruppe Q' /Z' gemeint. Es ist /7 isomorph zur
Gruppe p aller Einheitswurzeln in C, denn die komplexe Exponentialfunktion

o n
z
C+—>C+,ZI—>6”Z:§

nl’
n=0 """

hat als Kern die Untergruppe {2mim | m € Z} C C*, und also hat man
einen surjektiven Homomorphismus

Q+ /’L ) a/ eQﬂ_za )
mit Z71 als Kern.

Lemma. (a) Die Multiplikation mit n induziert einen Gruppenisomorphis-

mus
127 —~ Z/nZ fiir jedes n € N.

(b) Esist Q/7Z= U +7/)7.
nelN

Beweis. Kklar. O]

13.10 Die Brauergruppe eines lokalen Korpers

Seien F ein lokaler Korper, ,, der Frobeniusautomorphismus des unverzweig-
ten Korpers F,, aus 13.4 und 7 ein Primelement von F'.
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Satz. Es gibt eine Gruppenisomorphie
~ _ m
Ui Q/Z " Br(F) mit ¥ (2 + Z) = [(Fus o, 7))

firme NundmeZ mit0 <m<n.

Beweis. Jedes a € Q* 1af3t sich als gekiirzter Bruch a = 2 mit einem n € N
und einem s € Z schreiben. Es ist s = jn+m mit 7 € Z und 0 < m < n und
also a = @ = "+ j. Daher gilt a +7Z = 7> + 7 mit 0 < m < n. Nach
dem Inflationssatz 10.8 gilt

(Fry ny ") ~ (Fopy @, @) ¥n,r € N

Also ist ¢ wohldefiniert, und man hat ein kommutatives Diagramm

Y2z = a7z " Be(E, P
n n )

[" 'T
1

—7)7 "+ Z/nrZ —> Bi(F,,/F),
nr -nr i

wobei 6,,: (m + nZ) —— (F,, ¢, ™) der Isomorphismus aus 13.6 ist. Da
Q/Z = U 17,7 und Br(F) = U Br(F,/F) nach 13.9 und Korollar 13.7
nelN

gilt, folgt d1e Behauptung. [

13.11 expA=ind A
Korollar. Fiir jede Azumaya-Algebra A iiber einem lokalen Korper F gilt

’eXpFA:indFA‘.

Beweis. Nach 13.10 kénnen wir ¢~ '([A]) als 2 + Z mit 0 < m < n und
ggT(m,n) = 1 schreiben, und es ist [A] = [(Fy, pn, 7™)] .
Da m teilerfremd zu n ist, folgt

eXpF(an Spna m ) 1?() n 10_3 gradF(Fn7 (pna ﬂ—m) )

und da exp < ind < grad gilt, folgt expp A = indp A. O
9.3 3.10
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13.12 Bemerkung zur Brauergruppe eines Zahlkorpers

Sei K ein Zahlkorper, das ist eine endliche Korpererweiterung von . Dann
gibt es genau dimg K verschiedene Einbettungen o: K —— C nach Al-
gebra 13.1 und Satz 11.4. Zu jedem o erhélt man einen (archimedischen)
Absolutbetrag v,: K —— R>¢, a —— |o(a)|. Man nennt v, reell, falls
o(K) C R gilt und andernfalls komplez. Ferner besitzt K noch die diskreten
Bewertungen v, fiir jedes Primideal p aus dem Ganzheitsring ox, vgl. 11.5.4.
Schreibe einheitlich v fiir v, oder v,. Sei K, die Vervollstandigung von K
beziiglich v (vgl. 11.8). Es gelten dann:

e Ist v diskret, soist ¢y ~': Br(K,) — Q/Z ein Isomorphismus nach 13.10.
Man nennt das Element ¢~ 1([A4]) € Q/Z die Hasse-Invariante einer
Azumaya-Algebra A iiber K, und schreibt invg, A.

e Ist v reell, so ist K, = R und also
Br(K,) & 727 = %Z/Z C Q/7.

e Ist v komplex, so ist K, = C und also Br(K)) = {0} CQ/Z.

Die Einbettungen K —— K, induzieren einen Gruppenhomomorphismus
Br(K) — @ Br(K,), und man hat eine exakte Gruppensequenz

0 — Br(K) — @PBr(K,) — Q/Z — 0

([AJ]) > _av,

v

wobei a, das Bild von [A,] unter dem Monomorphismus Br(K,) — Q/Z
ist. Fiir einen Beweis vgl. z.B. Lorenz, Algebraische Zahlentheorie.
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Teil IV
Normresthomomorphismen

14 Normrestalgebren

Sei n € IN, und sei K ein Korper, der eine primitive n-te Einheitswurzel ¢
enthalte. Insbesondere gelte char K {n .

14.1 FErzeugende und Relationen

Fiir a,b € K* ist die Normrestalgebra (a,b,() definiert als eine K-Algebra
mit zwei Erzeugenden u, v, welche die Relationen

(2) u" =a, v" =bund vu = Cuw

erfiillen. Es gilt dann u,v € (a,b,{)* und also

(3) vuv™t = Cu| sowie |uvu ' = ("ol

14.2 Basis und Dimension

Satz. Die Elemente u'v’ mit 0 < i,j < n — 1 bilden eine Basis der Norm-
restalgebra A := (a,b,() diber K . Insbesondere gilt dimyg A = n?, und A ist
bis auf Isomorphie durch die Relationen (2) eindeutig bestimmdt.

Beweis. Die Elemente uv’ bilden offenbar ein Erzeugendensystem von A
als K-Vektorraum. Um zu zeigen, dafl sie linear unabhéngig sind, definieren
wir K-Algebraautomorphismen

GurGo: A—— A durch g,(2) =uru™" und g,(v) =vzv ' Vo € A.

n—1 Lo n—1 o
Sei 'Zo a;ju'v’ =0 mit a;; € K. Fiir w; := 'Zo a;ju'v’ folgt dann
,]= J=

n—1
go(w;) = Z aij(vuv_l)ivvjv_l
=0

n_l . . - .
= a;;C'u'? = Cw; .
(2) ]go () (2
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Also sind diejenigen w; , die ungleich Null sind, linear unabhéngig, da sie zu
verschiedenen Eigenwerten von g, gehtren (AGLA 9.6).
Da Y w; = 0 gilt, folgt w; =0Vi=0,...,n—1. Esist

gu(u'v?) = wu'u" (uvu~t)?
=u' (I =Tl
Da u'v? # 0 Vi,j gilt, sind die Vektoren uf,u'v,...,u'v™ ! fiir festes i €
{0,...,n — 1} nach AGLA 9.6 linear unabhingig. Da nil aijuv? = w; =0
gilt, folgt a;; =0 Vi,j € {0,1...,n—1}. =
Es folgt dimg A = n? und damit auch die Eindeutigkeitsaussage. ]

14.3 Realisierung durch Matrizen

Die Normrestalgebra (a,b,() existiert tatséchlich, denn man kann sie als
Unterring von M,,,.,, (K (/D)) realisieren. Sei L = K (y) mit y™ = b. Setze

0 ... 0 a y
U= 1 . 0 und v . =vin M, x,(L).
0 ... 1 0 "y

Dann folgt u™ = a, v" = b und vu = Cuv.

Bemerkung. Ist b = ¢" mit einem ¢ € K*, so gilt (a,b,() ~ M« (K).

Beweis. In der obigen Realisierung kann man y = ¢ nehmen. Aus 14.2
folgt dann, daB (a,b,() isomorph zu einer n-dimensionalen Unteralgebra
von M, (K) ist. O]

14.4 Abhéangigkeit von der Einheitswurzel

Lemma. (i) |ggT(r,n) =1 = |(a,b,¢) ~ (a",b,(")

(ii) [d|n] = |(a,0".¢) ~ (a,b,¢")

Beweis. (i) Ist (a,b,() durch die Regeln v = a, v" = b und ww = (vu
gegeben, so folgt v =a", v" = b und vu" = ("u"v.
Da ggT(r,n) = 1 gilt, ist " eine primitive n-te Einheitswurzel (vgl. Al-
gebra 17.3), und 14.2 ergibt, daB (a",b,(") eine n’-dimensionale K-
Unteralgebra von (a, b, () ist. v/
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(ii) Es ist n = dm mit einem m € N. Sei A := (a,b,(?). Dann ist A
durch die Regeln ™ = a, v™ = b und vu = (%uv gegeben, und es gilt
dimg A = n? nach 14.2.

Definiere U, V' € Myyq(A) durch

0 u v 0
v
U= I und V = ¢
o 1 0 0 ¢l

Dann gelten U™ = (U9)™ = y™ = a und V" = v" = v™ = p? sowie
VU = (UV . Die von U und V erzeugte K-Unteralgebra von Mgy 4(A)
ist also isomorph zu (a,b%,¢). Da dimg(a,b?,() = n® = d’m? =
dimg Mgxa(A) gilt, folgt

(a,b°,¢) ~ A ®r Maxa(K).

14.5 Weitere Eigenschaften

Satz. Sei ( eine primitive n-te Finheitswurzel, und seien a,b € K*. Fir die
Normprestalgebra (a,b,() gelten

(1) (a,b,() ist eine Azumaya-Algebra tiber K .

(ii) (a,b,C) ist dhnlich zu der zyklischen K -Algebra (K(3/b), o, a) mit pas-
sendem o € G(K(/b)/K) .

(111) (a,b,() @k (a’,b,¢) ~ (ad,b,{) Va' € K* und
(a,b,¢) ®k (a,V,C) ~ (a,bV, () Vb € K* (,Bilinearitit*)

(iv) (a,b,¢) ~ K <= a € Ny x(L*) mit L = K(/b) <= b € Ny (M*)
mit M = K(/a) .

(v) Ista+b=1, soist (a,b,() ~ K. (,Steinberg-Relation®)
(vi) (a,—a,() ~ K .

(vit) (a,b,¢) ~ (=%, a+0b,C) (, Witt-Relation*)

(viii) (a,b,¢) ~ (b,a, () (,Schiefsymmetrie®)

Beweis. Sei A := (a,b,¢). Dann ist dimg A = n?.
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(i)

(i)

Es gilt K C Z(A). Sei x € Z(A). Zu zeigen: x € K. Es ist

n—1
xr = Z aijuivj mit eindeutig bestimmten a;; € K nach 14.2.
i,j=0
= vav !, daz € Z(A)
n—1
= Y a;¢"u'v’  nach (2).
i,j=0

Koeffizientenvergleich ergibt a;; =0Vi=1,... ,n—lund j =0,...,n—
1. Es folgt

n—1 n—1
: . .

jz_; apjv’ = x e uTU 5 jz:(:) ao; ¢ 7.
Koeffizientenvergleich ergibt ag; = 0Vj =1,...,n — 1 und daher x =
ago € K . Also ist A zentral.
Sei I # (1) ein zweiseitiges Ideal in A. Dann ist A/I ebenfalls eine
n?-dimensionale K-Algebra nach 14.2. Es folgt I = (0). Also ist A
einfach.

Sei L = K(y) mit y" = b und dimg L =: m . Dann ist

und b:cdmitd:zﬁ.

’ym::cEK*
m

Es folgt K[X]|/(X™—c) ~ K (/c) = L, und L ist ein galoisscher Korper
iber K mit zyklischer Galoisgruppe (o | o™ = id) nach Algebra 18.3(i).
Wiihle das erzeugende Element o so, dafl o(y) = (% gilt. Die zyklische
Algebra (L, 0, a) ist durch die Regeln

u" =a| und |ux=o(x)uVx €L

festgelegt, vgl. 10.3. Insbesondere folgt uy = (~%yu (o(y) = (~%y) und
also yu = (%uy . Die Normrestalgebra (a, ¢, (%) ist durch die Regeln

wm=a, v"=c und ovw = Clwv

festgelegt, vgl. 14.2. Man erhélt also eine K-Algebraisomorphie

(L,0,a) — (a,¢, (")

durch die Zuordnung u —— w, y+—— v. Da (a,¢, (%) ~ (a,c?, ()
nach 14.4 (ii) gilt, folgt (ii).
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(iii) Dasich die zyklische Algebra (L, 0, a) in a multiplikativ verhélt (vgl. 10.4),
folgt die erste Beziehung aus (ii). Offenbar gilt (a,b,() ~ (b,a,(")
nach 14.2. Daher folgt analog die Multiplikativitdt in b.

(iv) LaBt sich analog wie (iii) auf die entsprechenden Beziehungen 10.5
oder 10.6 fiir zyklische Algebren zuriickfithren.

(v) Sei L = K(y) mit y" = b und dimg L =: m. Sei 0: L —— L das durch
o(y) = ¢*y mit d = 2 definierte erzeugende Element von G(L/K).

Es ist
n—1

(4) X" b= J[(X = 'y) in L[X].
i=0

Setze in diese Gleichung X = 1 ein. Dann folgt

n—1
o =1-b=[[01-(Y)
' 1=0
m—la— m—1
- H ="y = [I o'(=)
=0 r=0 =0
d—1
= Np/x(z) mit = [T(1 - ("y).
r=0

Also folgt (a,b,() ~ K nach (iv).
(vi) Setze in (4) X = 0 ein. Dann folgt analog

—1
a.= —b = Np/k(z) mit z = U—Cy

und also (a, —a, () ~ K nach (iv).
(vii) +(viii) Ubung.

14.6 Die multiplikative Gruppe

Sei K ein Korper. Die Gruppe K* ist ein Z-Modul vermoge
m-a=a"firmeZ,ae K",

und fiir den Z-Modul K* @5z K* gelten:

0=0-(a®b)=10b=a® 1 und
—(a®b)=a'®b=a®b ' Va,bec K*.
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14.7 Die 2. Milnorsche K-Gruppe

Esist K3(K) = (K*®z K*)/(a®(1—a) | a# 1), wobei (a®(1—a) | a # 1)
die von allen Elementen a ® (1 — a) mit (1 — a) # 0 erzeugte Untergruppe
von K*®gz K* sei. Mit {a, b} sei die Restklasse von a®b in Ky(K') bezeichnet.

Lemma. Fiir a,ad’,b,b € K* gelten:
(i) {a,1 —a} =0 (,Steinberg-Relation*)

(ii) {ad’,b} = {a,b} + {a',b} und
{a,b0'} = {a,b} +{a,b'} (,Bilinearitit*)

(iii) {a,—a} =0 und {a,a} = {a,—1}
() {a,b} = —{b,a} (,Schiefsymmetrie)
(v) {a,b} ={-%,a+b}

Beweis. (i) und (ii) folgen aus der Definition von K5(K) und des Tensor-

produkts.
(iii) Dal—a= —a(l—a') ist folgt
05 {a,1—a} = {a,—a(1 —a™")}
@ {a,—a} +{a,1 —a '} = {a,—a} — {a,1— a1}

={a,—aj}.
5 o

Hieraus folgt

{a’ CL} = {CL, (—1)(—@)}
= {a,-1} + {a, —a} = {a, -1} .

(iv) Esist
0 (f) {ab, —ab}

= {a,—a} +{a,b} + {b,a} + {b,—b}
= {a,b} +{b,a}.
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14.8 Der Homomorphismus Ry,

Sei K ein Korper, der eine primitive n-te Einheitswurzel ¢ enthalte. Nach 14.5(iii)
gibt es eine Z-bilineare Abbildung

K* x K* —— Bi(K), (a,b) — [(a,b,()].

Diese induziert einen Gruppenhomomorphismus

Ry ko(K) — ,,Br(K) |,

wobei ko(K) 1= Ko(K)/nK3(K) und
n Br(K) := {[A] € Br(K) | [A]" = 1}.

Dies folgt aus Bemerkung 14.3, 14.5 und der universellen FEigenschaft des
Tensorprodukts.

Lemma. Ist u, die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in K , so ist der durch
(a,b) —— (a,b,() ® ¢ induzierte Gruppenhomomorphismus

kQ - nBr<K) X7z fin
unabhdngig von der Auswahl der primitiven n-ten Finheitswurzel .

Beweis. Fir r € Z mit ggT(r,n) =1 gilt

[(a,0,¢")] ® (" = [(a,0,¢")]" @, da ® = @z vgl. 14.6
= [(a",0,¢{")] ® ¢ nach 14.5
= [(a,b,¢)] ® ¢ nach 14.4 .

Theorem (Merkurjev-Suslin). Ry, ist bijektiv.
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15 Galoiskohomologie

Sei L eine Galoiserweiterung eines Korpers K mit endlicher Gruppe GG . Dann
gelten H'(G, L*) = {1} nach 7.9 und H*(G, L*) ~ Br(L/K) nach 8.3.

15.1 Hilberts Satz 90

Satz. Ist G = (o) zyklisch, so hat jedes Element x € L* mit Ny/k(v) = 1
die Gestalt v = o(y)y~' mit passendem y € L* .

Beweis. Ist Npjk(x) =1, s0ist f: G —— L* mit f(id) = 1 und f(o?) =
zo(z) ... o Yz) firi=1,...,|G| — 1 ein 1-Kozyklus und daher nach 7.9
ein 1-Korand. Da = = f(0) ist, folgt die Behauptung,. O

Bemerkung. Fiir die zweite K-Gruppe gibt es einen der Norm entsprechen-
den Gruppenhomomorphismus

CL/KZ Kg(L) —_— KQ(K)

fiir jede endliche Korpererweiterung L von K . Es gilt hierbei die sogenannte
Projektionsformel

cryx({a,b}) = {Np/x(), b} Vac L' be K*.

Die Abbildung c;/x heifit Korestriktion oder Transfer. IThre Definition ist
aufwendig.

Satz (Hilbert 90 fiir K,). Sei L galoissch iber K mit Gruppe G = (o) der
Primzahlordnung p mit p # char K . Ist v € Ky(L) und cp/kx(x) =0, so gibt
eseiny € Ko(L) mitz =0(y) —y.

Beweis. Der Beweis ist sehr schwierig und tiefliegend. Hilberts Satz 90 fiir K>
ist ein wesentliches Hilfsmittel beim Beweis des Theorems von Merkurjev-
Suslin, daf der Normresthomomorphismus Ry ,: ko(K) — ,Br(K) bijektiv
ist. O

15.2 Krulltopologie

Sei K ein Korper, und sei 2 eine algebraische Korpererweiterung von K .
Dann heifit Q galoissch iiber K , falls Q% = K gilt, wobei Go/k = Autg Q)
die Gruppe der K-Algebraautomorphismen von {2 und

Qux ={zx eQ|o(x)=aVo € Gq}
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ist. Sei nun ) galoissch iiber K . Dann versieht man die Gruppe Ggq/x mit
der sogenannten Krulltopologie.

Fiir jedes 0 € G/ nimmt man die Nebenklasse 0Gq/;, als Umgebungsbasis
von o, wobei L alle endlich galoisschen Korpererweiterungen von K in €2
durchlauft.

Beziiglich der Krulltopologie von G,k gelten:

(i) Go/k ist eine topologische Gruppe.
(i) G/ ist kompakt und haussdorffsch.
(iii) Es gibt eine Bijektion
{Zwischenkorper K C L C Q} — {abg. Untergruppen von G,k }
L+—— GQ/L .

Die iiber K endlichen Zwischenkorper L entsprechen dabei genau den
offenen Untergruppen von G,k . Beachte, daf jede offene Untergruppe
auch abgeschlossen ist.

Beweis. s. Algebra-Seminar. O]

15.3 Proendliche Gruppen

Eine proendliche Gruppe G ist eine topologische Gruppe mit den Eigenschaf-
ten

(1) G ist kompakt und hausdorffsch.

(2) 1 € G besitzt eine offene Umgebungsbasis, die aus Normalteilern von G
besteht.

Die Bedingung (2) ist dquivalent dazu, dafl G total unzusammenhéngend ist.
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Sei G eine proendliche Gruppe, und sei {N; | ¢ € I} ein System von offenen
Normalteilern in G', wobei I durch i < j :<= N; C N; gerichtet ist, d.h.
I ist eine halbgeordnete Menge, und zu 7,5 € I gibt es stets ein k € I, so
dafl ¢ < k und j < k gelten. Da G kompakt ist, hat jedes N; endlichen Index
in G. Also ist G; := G/N; eine endliche Gruppe fiir jedes i € I, und die
G; bilden mit den Projektionen f;;: G; —— G; fiir ¢, € [ mit ¢ < j ein
projektives System, d.h. es gilt fi, = fi; o fjr, wann immer ¢ < j < k.

a ik

r——G;
fik Jij

Gj ——
Sei

m G; = {(03); € []Gi | fij(oy) = os fiiw i < 5}

el

der projektive Limes der G; . Dann gilt G = @GZ Umgekehrt gilt: Ist
{G;, fij} ein projektives System von endlichen Gruppen, so ist @Gi eine
projektive Gruppe, wie z.B. liilZ/pZ = Z, = {ganze Zahlen in Q,}.

Beispiel. Die Galoisgruppe Gq/i einer Galoiserweiterung €2 von K ist ei-
ne proendliche Gruppe. Gq i ist kompakt und hausdorffsch. Die Gruppen
Gk , wobei L alle endlich-galoisschen Erweiterungen von K in 2 durchliuft,
bilden eine offene Umgebungsbasis der 1 € Gk , und es gilt

GQ/K = lﬂl GL/K .

Benutzt werden, daf} sich jedes L innerhalb von €2 in eine endliche Galoiser-
weiterung von K einbetten 148t, und der Hauptsatz der Galoistheorie 15.2
(iii) sowie Algebra 16.1, 16.3.

15.4 G-Moduln

Sei G eine Gruppe. Ein G-Modul U ist eine abelsche Gruppe, auf der G als
eine Automorphismengruppe vermoge

GxU—U, (0,z) — o(x),
operiert. Es gilt dann

le =z, o(zy) =0(x)o(y) und (o7)(z) =0(r(x)) Vz,yeU, 0,71 €G.
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Der Fizxmodul eines G-Moduls U ist die Untergruppe
U ={rcU|ox)=xVocG},
und U heiBt trivialer G-Modul, falls U = US .

e Ist G eine proendliche Gruppe, so fordern wir zusétzlich, daf§ die Ab-
bildung

GxU—U, (0,2) — o(z),
stetig ist, wenn U mit der diskreten Topologie versehen wird.

e Ein G-Homomorphismus von G-Moduln U,V ist ein Gruppenhomo-
morphismus ¢: U —— V mit

o(o(x)) = o(p(x)) VeelU, oed.

15.5 Kohomologie proendlicher Gruppen

Sei G eine proendliche Gruppe, und sei U ein diskreter G-Modul. Dann de-
finiert man die Kokettengruppen

C°(G,U):=U und CYG,U):={f: G! —— U] f stetig} fiir ¢ € N,

wobei G7 := G X --- x G mit g Faktoren sei. Es ist C?(G,U) eine abelsche
Gruppe vermoge

(f9)(z) == f(2)g(2) Vze G, f,g€CUG,U).
Zu jedem ¢ > 0 gibt es Abbildungen
9,: CY(G,U) — CT"Y(G,U),

definiert durch 9y(z)(c) = z7'o(z), wobei z € U, 0 € G, und fiir ¢ € N
durch

q

@q(f>(0'1, Ce ,O'q+1) = O'l(f(O'Q, e ,O'q+1)) . H f(O'l, ey 005415 .- - ,O'q_H)(_l)

i=1
- floq, ... ,O'q)(_l)l ,

wobei f € C1(G,U) und oy, ...,0,41 € G sind.
Es gilt dann 9,41 09, =1V ¢ > 0. Die Gruppe

i

HYG,U) := kern 0,/ bild 0,
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heifit g-te Kohomologiegruppe von G mit Werten in G fir ¢ € IN. Setze
HY(G,U) := U%. Es ist H'(G,U) die Gruppe der Kohomologieklassen von
stetigen Abbildungen f: G —— U mit f(o7) = f(0)o(f(7)) Vo, € G und
H?(G,U) die Gruppe der Klassen von stetigen Abbildungen f: GxG — U
mit f(o,7) - f(or,0) = o(f(1,0))f(o,70) Vo, 17,0 € G, vgl. 7.4 und 7.8.

Bemerkung. Sei G eine proendliche Gruppe, und sei U ein diskreter G-
Modul. Dann ist

HY(G,U) = lim HY(G/N,U"),

wobei N die offenen Normalteiler von G durchlauft V¢ > 0. Insbesondere
ist H1(G,U) eine abelsche Torsionsgruppe.

Beweis. s. 15.3 und Algebra-Seminar. ]

Beispiel. Ein separabler Abschlufl K, von K ist galoissch iiber K. In 8.4
und 8.7 haben wir gezeigt, daf§ Br(K) = lim H*(Gy/x, L*) gilt, wobei L alle
endlich galoisschen Korpererweiterungen von K in K, durchlauft. Aus der
Bemerkung folgt also:

Br(K) ~ H*(Gg. /i, K7) |.

15.6 Die lange exakte Kohomologiesequenz

Sei GG eine proendliche Gruppe, und sei U ein diskreter G-Modul.

Mit Z9(G,U) := kern 9, sei die Gruppe der ¢-Kozyklen von G in U bezeich-
net, wobei 0, wie in 15.5 definiert ist. Ist p: U —— V ein G-Homomorphismus,
so induziert die Zuordnung f +—— @ o f fir f € Z9(G,U) einen Gruppen-
homomorphismus H?(G,U) — HY(G,V)Vq>0.

Satz. Sei 1 - U -V - W » 1 eine exakte G-Modulsequenz.
Dann hat man fir jedes q einen Verbindungshomomorphismus

6,0 HI(G, W) — HT(G,U)
so, daf$ folgende Gruppensequenz exakt ist:
.. —— HYG,U) —— HYG,V) —— HY(G,W) 2~
e gONGLU) —— HITYG, V) —— -

Beweis. s. Algebra-Seminar WS 2001/02. O
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15.7 Artin-Schreier-Theorie

Sei K ein Korper mit char K = p > 0. Dann ist das Polynom X? — X —a fiir
jedes a € K separabel, denn ist v eine Nullstelle, so sind v+1,..., v+ (p—1)
die anderen Nullstellen. Die Abbildung

p: Kg— Ky, x —— 2 —x,

ist also ein surjektiver G-Homomorphismus, wobei G = G, /i sei. Betrachtet
man 7 /p7Z als trivialen G-Modul, so induziert die exakte Sequenz

0— Z/pZ — K, > K, — 0
nach 15.6 eine exakte Sequenz
— K%+ K . H\(G,Z/pZ) — H'(G,K,) = {0},
da H°(G, K,) = K¢ = K gilt. Es folgt
K/pK ~ H G, 7/pZ) = Homy (G, Z/pZ) .

15.8 Kummer-Theorie und der Fall ¢ = 2

Es gelte char K { n, und K enthalte die Gruppe p,, der n-ten Einheitswurzeln.
Dann hat man eine exakte G-Modulsequenz

*
l— gy — K, — K, — 1,
x—z",

wobei G := G, i trivial auf p, operiert. Analog wie in 15.7 folgt

K*/K*" ~ HYG, p,,) = Homg (G, ) |-

Nach 15.6 induziert die exakte Sequenz
l— pyy — K, — K, — 1
eine kommutatives Diagramm mit exakter Zeile
1 = HYG,K?) — H*(G,pn,) — H*(G,K¥) — H*(G,K})

15.5l: 15.5l2
Br(K)

Es folgt H*(G, pin,) ~ »Br(K) = {[A] € Br(K) | [A"] = 1}. Da u, C K gilt,
operiert G trivial auf u, , und man erhélt Isomorphien

Hz(Ga Hn @z, :un> = H2(G, Mn) Kz pn =~ nBr(K) Kz o, -
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15.9 Kohomologische Fassung des Theorems
von Merkurjev-Suslin

Es gelte char K { n, und p, sei die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in K7 .
Fiir die in 15.5 eingefiihrten Kohomologiegruppen H?(G,U) schreibt man im
Fall G = Gk, /x meist HI(K,U). Mit dieser Schreibweise gilt das

Theorem. Das Cupprodukt
U: HY(K, pn) x HY(K, pn) — H*(K, pin ®z jin)
induziert einen Gruppenisomorphismus
Qs Ka(K) nKs(K) —— H*(K, 1y, @z 1) -
Der Beweis geschieht in Reduktionsschritten:
1) Es geniigt, n = p™ mit einer Primzahl p # char K anzunehmen.
2) Man kann m = 1 nehmen.
3) Es geniigt zu zeigen: Ist p, C K, so ist
Ricy: Ko(K) /() —= Br(K)

bijektiv, vgl. 14.8 fiir die Definition von Rk, und 10.10 fiir eine An-
wendung des Theorems auf Azumaya-Algebren. Fiir die Definition des
Cupprodukts s. Algebra-Seminar.

15.10 Bloch-Kato-Vermutungen

Sei K ein Korper. Die Milnorschen K-Gruppen sind durch Ky(K) = 7 und
fiir ¢ € N durch

Kq(K) i:(K*®Z---®ZK*)/(a1®---®a®-~-®1—a®---®aq|a7é1>

definiert. Mit {ay,...,a,} sei die Restklasse von a1 ® --- ® a, bezeichnet.
Dann ist K1(K) = {{a} | a € K*} mit der Addition {a} + {b} := {ab}.

Vermutung. Fiir jede Primzahl p # char K und jedes ¢ € N ist der durch
das Cupprodukt induzierte Homomorphismus

hﬁ?,)p: Kq(K)/qu(K) N HQ(K,MP Rz Ry ,Up)

g-mal
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bijektiv. Bezeichne die Vermutung mit BKV (g, p). Dann ist folgendes schon
bewiesen:

BKV(2,2) Merkurjev 1982
BKV(2,p) Merkurjev-Suslin 1983
BKV(3,2) Merkurjev-Suslin, Rost 1986
BKV(q,2) Voevodsky 19962001
BKV(3,3) B

BKV(4.3)} Voevodsky — Rost 1996/97

BKV(q,p) ? Voevodsky — Rost 1996/97 (char K = 0)
vgl. u.a. K-Theorie-Preprint-Server.

Die Milnor-Vermutungen beziehen sich auf ein kommutatives Diagramm

(9)
K2

K, (K) /2K ) 2 HY(K.Z,)2Z)

Sq €q

TYK) /I ) - - -

Hierbei ist I(K) das Ideal der Klassen gerade-dimensionaler quadratischer
Formen im Wittring W(K) und I?(K) dessen g-te Potenz. [?(K) wird von
g-fachen Pfisterformen

<<a1,...,aq >i= <17—a1>®...®<17_aq>
erzeugt und daher wird s, durch
{alu"')aq}|—’ <<a1,...,aq>>

induziert.
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2-Zyklus, 48
G-Homomorphismus, 122
G-Modul, 121

trivialer, 122
ghnlich, 23
dquivalent, 83
p-adischer Betrag, 84
p-adischer Zahlkorper, 99

Absolutbetrag, 83
Algebra, 10
zentrale, 17
Automorphimus
innerer, 29
Azumaya-Algebra, 22
Grad, 27
Index, 27
zyklische, 70
Azumaya-Algebren
ghnliche, 23

Betrag, 83
Bewertung
diskrete, 78
Exponentenbewertung, 78, 91
komplexe, 111
reelle, 111
Bewertungsideal, 96
Bewertungsring, 80, 96
Brauerdquivalenz, 23
Brauergruppe, 24
relative, 34

Cauchyfolge, 85

diskret, 84

diskrete Bewertung, 78

Divisionsalgebra, 10

Dreiecksungleichung
verschérfte, 85

einfache
Moduln, 12
Ringe, 12
Einheitengruppe, 96
Exponent
einer Azumaya-Algebra, 67
Exponentenbewertung, 78, 84, 91

Fixmodul, 122
Frobeniusautomorphismus, 105

Ganzheitsring, 82
Grad

einer Azumaya-Algebra, 27
Gruppe

proendliche, 120

Hasse-Invariante, 111

Index

einer Azumaya-Algebra, 27
Inflation, 62
innerer

Automorphismus, 29

Korper

globaler, 67

lokaler, 67, 102
Kohomologiegruppe, 55, 123
Kokettengruppen, 122
Komplettierung, 85
komplexe Bewertung, 111
Korand, 52
Korestriktion, 119
Kozykel, 123
Krulltopologie, 120

Limes

projektiver, 121
Linksideal, 11
lokaler
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Korper, 102
Lokalisierung, 81

Milnor-Vermutungen, 126
Milnorsche K-Gruppen, 125
minimales

Linksideal, 11

Noethersches Faktorensystem, 47
Norm, 72
einer Algebra, 89
normiert, 57
normierte
Exponentenbewertung, 78
Normrestalgebra, 112

oppositioneller Ring, 10

Primelement, 80, 96
Produkt

verschrénktes, 45
proendliche Gruppe, 120
Projektionsformel, 119
projektiver Limes, 121
projektives System, 121

Rechtsideal, 11
reelle Bewertung, 111
relative Brauergruppe, 34
Restklassengrad, 97
Restklassenkorper, 80
Restriktion, 25
Ring

einfacher, 12
Schiefkorper, 10
Steinberg-Relation, 114

System
projektives, 121

Tensorprodukt

von zentralen einfachen Algebren,

20

Transfer, 119
trivialer G-Modul, 122

unverzweigt, 101

Verbindungshomomorphismus, 123

verschérfte Dreiecksungleichung, 85

verschrianktes Produkt, 45
zyklisches, 70

Vervollstandigung, 85

Verzweigungsindex, 97

vollstandige Hiille, 85

Witt-Relation, 114

zentral, 17
Zentralisator, 18, 30
Zentrum, 17

des Quaternionenschiefkorpers, 8

einer einfachen Algebra, 17
Zerfallungskorper

einer Azumaya-Algebra, 25, 34
zweiseitiges Ideal, 11
zyklisch, 70
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