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Vorwort

Die Vorlesungen Differential- und Integralrechnung I und II beschreiben die Ei-
genschaften von Stetigkeit, Differenzierbarbeit und Integriebarkeit von Funktionen
in einer bzw. mehreren Verdnderlichen. Manche dieser Begriffe sind auf unendlich
dimensionale Riume anwendbar. Solche wurden schon in Diff. IT behandelt. Die
groken Probleme der Analysis sind die Theorien der Differenial- und Integralglei-
chungen. Fiir diese und auch fiir den verwandten Problemkreis der Fourier-Analysis
hat es sich herausgestellt, dass man feinere Eigenschaften von topologischen Vek-
torrdumen braucht. Entsprechend bilden die Theorien der Banach- und Hilbert-
Réume den Kern dieser Vorlesung. Es ist sehr bedeutsam, dass man sehr schnell
auf Fragen der Mengentheorie, insbesondere das Auswahlaxiom, stofst. Die Theorie
der Sturm-Liouville’schen Gleichungen liefert eine schone Anwendung, die auch als
Muster fiir wichtige Weiterentwicklungen dient. Diese Begriffe sind auch fiir die fei-
nere Theorie der Fourier-Reihen unerldsslich; sie sind sogar in dieser Theorie zum
grofen Teil entstanden. Innerhalb des Rahmens der Vorlesung war es lediglich mog-
lich, eine Einfiihrung in diese Theorie zu geben. Sie bildet die Grundlage mehrerer
moderneren Entwicklungen (z.B. Darstellungstheorie der Lie-Gruppen, Wavelets,
Chaos-Theorie, Fraktale, pseudo-differentiale Operatoren und Index-Theorie).
Last but not least: es ist meine angenehme Pflicht, Anke Uffmann und Michael
Siebert fiir ihre sehr engagierte Arbeit beim Zustandekommen dieses Skripts herz-
lichst zu bedanken.

Samuel Patterson
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Kapitel 1

Einfiihrung

In dieser Vorlesung wird eines der Hauptthemen die Losung von
Integralgleichungen sein. Solche kommen h#ufig vor. Wir haben schon in
Differential- und Integralrechnung IT eine gewthnliche Differentialgleichung

2'(t) = F(x(t),1)
mit Anfangsbedingung
z(t) = zo

in die Integralgleichung

a:(t)—x(to):/ Fla(s), s)ds

to
umgewandelt. Fiir den Existenzsatz war diese Verkniipfung von

Differentialgleichungen und Anfangswerten sehr vorteilhaft. Die einfachste Klasse
von Integralgleichungen sind welche von der Form:

b
F(t) = g(t) + / K(t,5)f(s)ds.

Diese sind lineare Gleichungssysteme: hier sind K (der Kern) und g vorgegeben.
Das Problem ist: finde f.

Integralgleichungen dieser Art wurden nicht nur fiir Probleme der
Differentialgleichung, sondern auch fiir welche der Geometrie eingesetzt.

Ein Beispiel ist der Riemann’sche Abbildungssatz. Sei U C R? eine offene Menge.
Wir sagen, dass U zusammenhiingend ist, wenn es fiir jede zwei Punkte

P,Q € U eine Kurve v : [0,1] — U gibt, mit v(0) = P,v(1) = Q.

\

zusammenhingend nicht zusammenh&ngend

Sei U zusammenhiingend und beschriinkt. Wenn R? — U auch zusammenhiingend
ist, dann sagen wir, dass U einfach zusammenhingend ist.
Seien 1,72 : [0,1] — U Kurven, die geschlossen sind, wobei

71(0) = 72(1) und ¥2(0) = ~2(1).
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6 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Sei P € U; seien 71,72 geschlossen mit v1(0) = P,~v2(0) = P. Dann sagt man, dass
71,72 homotop sind, falls es eine stetige Funktion F : [0, 1] x [0,1] — U mit

F(t70) :’Yl(t); F(O,S) =1,
F(t, 1) = y(t), F(1,s) =

Dann ist U einfach zusammenhingend, wenn alle Kurven mit Basispunkt P
zueinander homotop sind. Die Aquivalenz dieser beiden Definitionen von ,einfach
zusammenhdngend ist nicht so leicht zu beweisen.

einfach zusammenhingend nicht einfach zusammenhingend
(da man die Kurve nicht
innerhalb des Gebietes stetig

zu einem Punkt dndern kann)

Satz (Riemann’scher Abbildungssatz). Sei U offen, zusammenhingend und
einfach-zusammenhdingend, U # R?. Sei B = {x € R? : ||z|| < 1}. Dann gibt es
eine unendlich differenzierbare (winkeltreue) Funktion ¢ : U — B; ¢ eine
Buyjektion.

Die Gebiete U konnen sehr kompliziert sein, sodass unsere Vorstellungskraft damit
iiberfodert wird, sich die Funktion ¢ vorzustellen. Es gibt heute sehr schone Bilder
dazu. Ein Fall, der einen Eindruck liefert, wie einfach zusammenhingende Gebiete
aussehen kénnen, ist folgender:



Ein Weg innerhalb
des Gebiets.

Kernproblem
v 0% : . . . .
— ++-5=0 v|oU = f elliptische Differentialgleichung
oxr? = Oy?

Dieses wird mit Hilfe der Greenschen Funktionen in eine Integralgleichung
verwandelt - die Gleichung kann man dann analysieren.

Fourier-Reihen

In der Fourier-Theorie betrachtet man periodische Funktionen f(x + 1) = f(x).
Man weif, dass solche Funktionen durch die Fourier-Reihe

flx) =" fm)e*mme

me7Z

dargestellt werden kénnen, wobei

1
fom) = [ s@pemined.

Die genaue Bedeutung des Wortes ,dargestellt ist eine delikate Angelegenheit.
Das Problem der Charakterisierung von f:7Z — C fiir f in einer gewissen Klasse
von Funktionen oder, umgekehrt, von der Charakterisierung von f fiir f in einer
gewissen Klasse von Funktionen Z — C ist eine der Hauptangelegenheiten der
Analysis der letzten 150 Jahre. Es ist wichtig festzustellen, dass die Operation

f — f eine lineare Abbildung ist, die durch ein Integral definiert ist.

Problem: Fiir eine Klasse von Funktionen f charakterisiere ( f:z— C). Das
einfachste Beispiel sind Funktionen mit

/1 |f(2)]?dr < cc.
0

Dann gilt

Do fm)? < co.

m

Andere Klassen von Funktionen sind viel delikater.



8 KAPITEL 1. EINFUHRUNG
Definition 1.1. Sei V ein Vektorraum iber C. Sei || - || eine Norm auf V.. Wenn
(V1 - ||) vollstandig ist, dann sagen wir, dass V ein Banach-Raum ist.

Definition 1.2. Sei V ein Vektorraum iber C, sodass es eine hermitesche Form
(,):VxV-=C

gibt, sodass (v,x) >0 (v #0). Dann ist |z|| = (v, 2)/? eine Norm. Ist V
vollstindig, dann heifit V,{ , ) ein Hilbert- Raum.

Satz (Satz von Ptolemius). FEs gilt:
Iz +l1? + llz = ylI* = 2l + lly]1*).

Diese Eigenschaft charakterisiert die Normen, die einem Hilbert-Raum definieren.
So zum Besipiel ist

CU%:UVfﬁ%%aﬁI:ﬂQH}mﬁwmmzsgﬂﬂﬁl

kein Hilbert-Raum.
Ziele der Vorlesung In AGLA T lernt man, wie man Gleichungen von der Art

Az =10

16st.
Die Werkzeuge, die man dabei entwickelt, sind:

e Rang einer Abbildung,
e Determinanten,
e Jordan-Normalform.

Im Rahmen von Banach-Réumen ist eine allgemeine Theorie nicht mdoglich, fiir
gewisse Klassen von Abbildungen kann man allerdings eine Theorie aufbauen.
Sei V' ein Banach-Raum. Sei K : V' — V eine lineare Funktion, welche die
Eigenschaft hat, dass

K({zeV: o] <1})

in V kompakt ist. Dann sagen wir, dass K kompakt ist. Wir betrachten
Operatoren von V' — V von der Form A = I + K, I Identitétsabbildung, K
kompakt. Dann kann man beweisen

Ker(I 4+ K) ist endlich-dimensional und
V/Im(I + K) ist endlich-dimensional.

Operatoren mit diesen Eigenschaften sind als Friedholm-Operatoren bekannt. Fiir
sie gibt es eine Theorie von Rang. Fiir Operatoren dieser Art (d.h. I + K) kann
man sogar eine Theorie von Determinanten bilden (Fredholmsche Determinanten).
Auch gibt es hier eine Jordan-Normalform.

Die Hauptschwierigkeit liegt oft darin, zu zeigen, dass ein gegebenes K kompakt
ist, das Hauptwerkzeug hierzu ist der Satz von Arzela-Ascoli.

Hauptachsensatz: Sei V, (, ) ein hermite’scher Raum. Sei A ein hermite’scher
Operator A:V — V, so dass

(z, Ay) = (Az,y) = (y, Az).




Sei V endlich dimensional. Dann existiert eine orthonormale Basis:
817623"'a€n7 <eiaej>:51j7 (1S11.]§n)7 n:dlm(v)?

fiir welche gilt:
(ei, Aej) = A\;d;; mit geeignetem A;.

Aus (e;, Aej) = (e;, Aej) folgt, dass A; reell ist. Daher gilt:
)\i = )\71‘, /\i — reell.

Dieser Satz kann in verschiedenen Formen auf Hilbert-Riume {ibertragen werden.
Falls A wieder kompakt ist, dann gibt es eine ,,Basis* (im Sinne von
Hilbert-Réumen) eq, es, €3, ... mit den Eigenschaften wie vorhin und \; — 0 (Die
Ai’s sind das ,Spektrum® von A).

Wir kénnen in diesem Zusammenhang ein Beispiel ansehen. Sei ¢ eine Funktion.
Sei f eine Funktion mit f(z + 1) = f(z). Wir setzen voraus, dass ¢ auferhalb von
[-R,+R] Null ist und ebenfalls, dass ¢ glatt ist.

N\~

R R
Dann bilden wir die Faltung:
(or D@ = [ ol = sy
Es gilt:
(e a1 = [ oo+ 1=y

Deswegen ist ¢ * f auch periodisch. Gilt

F@) =3 fm)e2mim

dann wiirde folgen:

(o D) = [ 3 et = pfmpemrdy
-/ isa(—y)f(m)emm@wy
-/ é¢<y>f<m>e—2mye2”mdy
=S { [ ety et

Das heifit f — ¢ x f wirkt wie eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen

© .
/ (p(y)e—Q‘anydy.

Wir kénnen deshalb die ,Basis“ von (e2™9™%) als eine ,Basis“ betrachten, fiir
welche alle Operatoren f — (¢ * f) diagonal werden:

o0
e2™m® mit Bigenwert / ©(y)e 2™mY dy.

— 00
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Lebesguesche LP-Raume

Sei (X, A, 1) ein Maf-Raum, X eine Menge, A eine o-Algebra auf X und pu ein
Maf auf A.

Wir betrachten zwei messbare Funktionen f; und f,. Wir sagen, dass sie
aquivalent sind, wenn f; = fo {.ii. (= fast iiberall), also wenn gilt:

p{z s fi(x) # fa(x)}) = 0.

Wir schreiben auch f; = fo. Dann definieren wir fiir (1 < p < 0):
LP(X,p) = {Klassen von messbaren Funktionen f : / |fIPdu < oo} )

Fir f € LP(X, u) definieren wir fiir 1 < p < oc:

b
151 = { [ 157} @r-Nomm).
Wir definieren auch L*° (X, u) als die Klasse von Funktionen f, sodass
Inf Sup|fi| < oo.
H=f
Dann wird L (X, ) mit | ... || definiert durch
1flloo = Jnf Sup |f'| =: ess. Sup |f|
ein normierter Raum.

Nota bene: Bei

)

11
73747"'

f(l) =jfiirj=1,2,3,....
J

= =
N

f(x)zOfﬁrxgé{

gelten Sup |f| = oo und || f]|s = 0.

Satz 1.3 (Lebesgue). Mit dieser Norm ist (L?(X, u), || - ||p) eéin Banach-Raum.
Zu zeigen:

o LP(X, ) ist ein Vektorraum.

e || - ||p ist eine Norm.

o LP(X,p) ist vollstindig.

Korollar 1.4. Mit diesen Notationen und (f,g) = [ fgdu wird L*(X, ) ein
Hilbert-Raum.

Definition 1.5. Sei (f,) eine Folge von messbaren Funktionen auf X. Sei [ eine
messbare Funktion, so dass

n({z: |fula) = f@)] > €}) =0 fiirn — oo

Dann sagen wir, dass f, — f itn Majs.
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Wir sagen, dass (f,) Cauchy in Maf ist, wenn es fir €,6 > 0 ein N gibt, so
dass fiir m,n > N gilt

p{z | fulz) — f(z)| > €}) < 6.

Wir sagen, dass f, — f fast gleichmdfiig konvergiert, wenn es fiir jedes € > 0 eine
Menge A, gibt, so dass u(A:) < e und

fn — [ gleichmédflig auf X — A..
Satz 1.6 (Riesz-Fischer). Folgende Aussagen sind dquivalent fir (f,):
1. Es existiert f (messbar), so dass f, — f im Maf§

2. (fn) ist Cauchy in Maf.
In beiden Fillen gilt:

3. Es gibt einen Teilfolge von (fy), (fn,) und eine messbare Funktion f, so
dass fn; — [ fast gleichmapig.

Beweis. (1) = (2) ist leicht.
(2) = (1) Sei N(e,d) so definiert, dass fiir n,m > N(g,0) gilt:

p{z | fa(z) = fm(z)] > }) < 6.
Dann kommt der Trick. Sei ny = N(3, 3). Wir definieren n; rekursiv durch
n; = Max(n;_; + 1, N(277,279)).
Dann gilt
n; — oo fiir j — co monoton.

Es gilt nach dieser Konstruktion:

i ({7510 - £l > ) < 2i

Sei S; = {z: |fn].+1( z) — fo;(x)| > 5 }. Dann gilt 1(5;) < 5 und daher
1(Uis; 55) < 22 & =227 Folghch gilt

ﬁUSZ- =0.

j=1i>j
Sei -
E = m U S; (exzeptionelle Menge).

j=1i>j
Nach Definition von E gilt: fiir « ¢ E existiert j(z), so dass
. . 1
fiir J > 7(.13) gﬂt: ‘fn]ur1( ) fn]( )| 27

Es folgt
Z |frj1 () = fn, (z)| konvergiert fiir v ¢ E.

Dann kénnen wir fiir ¢ E die Funktion f(z) durch

f( _fnl +Z fn7+1 fn]( ))

7j>1
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definieren. Da die Summanden messbar sind und die Reihe absolut konvergent ist,
ist f auch messbar. Nun gilt

f(x):fm(x)"' Z (fnj+1( fn] +Z fn]+1 fn] r))

1<j<J i>J

:fnJ +Z fnj+1 fn]( ))

i>J

Wir setzen f(x) =0 fiir x € E. Wir bemerken jetzt, dass die Reihe gleichméfig
konvergent auf X —S; ist (fiir alle ). Weil u(S;) — 0 folgt, dass f,,, — f fast
gleichmifkig. Wir haben dabei (2) = (3) bewiesen.

2

|f(2) = fn, (@)] < Z | frjir (@) = [, (@)] < 97"

izJ
Es folgt jetzt, dass f,, — f in Maf konvergiert. Da (f,) Cauchy in Maf ist, n;
monoton — oo, folgt leicht, dass f, — f in Malfs gilt. Q.E.D.

Beweis. (zu Satz 1.3) Sei x > 1,0 < ¢ < 1. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz
ein £ mit 1 < £ < x gibt, sodass

ot — 1=tz - 1)
gilt. Es folgt:
' —1<t(z—1)
Wir betrachten

1 1
p7q>17 7+7:1'
p q

Seiz = §,t= %. Es folgt:

() =15 (1)
b/~ p \b '
Durch Multiplikation mit b erhalten wir
1 1 1
arbs <b+ —(a—b) = —-a+ -b.
p p q
Daraus folgt:

Q=

Daraus folgt fiir f € LP(X, ), g € LY(X, ) mit a(z) = |f(x)|P und b(x) = |g(z)|

F@)g@)] < }Dmxw + é\g(xw.

Es folgt: f - g ist integrierbar. Seien nun f, g, so dass

/Iflpdu=1 und /Iglqdu=1



gelten. Dann folgt

1 1
/ foldn < / fPdu+ / 191 dp
1 1

=-4-=1
P q

Fir f, g beliebig gilt:

I
1/l

_1, Hg
; lglly

Wenn wir diese in die obige Ungleichung einsetzen, bekommen wir

q

11
1Al lgllq

/Ifgldu <1

und erhalten daraus
[ 179ldi < 151 lgl: (Hldersche Ungleichung)
Fiir p =1, ¢ = oo ist die Ungleichung leicht zu beweisen. Wir betrachten jetzt
I+ ally = [ 17+ gl
= / [f +gl-|f + 9P du
< [151-17+ ol dut [1o]-17+ g

Jetzt wenden wir bei beiden die Holdersche Ungleichung an. Es gilt

_ P 1 1 P
F g =1f4gle da Do =1eg= T

Es folgt: |f + g[P~! € L9(X, u) und

1F+gllp < 1l - I1F +gl5™" + llgllp - 11F + gllb™"
= (Ifllp + llgllp) - I1£ + gl

Und schliefilich
If+ally < [Ifllp + llgll,-  (Minkowski Ungleichung)

Wir haben auch

11, =0,
= [Ifrau=o.

< |fIP =0 L.,
& f=01~i..

D.h. die Norm || - ||, ist auf den Aquivalenzklassen (mod =) definiert und es gilt:

I fll, = 0 < Klasse von f = 0.

13



14 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Es bleibt noch zu zeigen, dass LP(X, ) vollstindig ist. Dazu verwenden wir den
Satz von Riesz-Fischer.
Sei (fy) eine Folge in LP(X, u), die bzgl. || - ||, Cauchy ist. Es gilt

12 = / FPdu

> RP. / ldp (R>0)
{z:|f ()| =R}
=R p({z: |f(2)] = R}).
Es folgt

1F15
R

pl{z = |f(2)] = R}) <

Es folgt:

(Tschebyscheffsche Ungleichung)

p({z | fu(@) = fn(@)| > €}) < M

Fiir jedes n > 0 existiert ein N(n), so dass fiir m,n > N(n) gilt

||fm - fn”P < 1.

D.h. die Folge (f,,) ist Cauchy in Maf. Es folgt aus dem Satz von Riesz und
Fischer, dass es eine Funktion f gibt, so dass f,, — f in Maf und es eine Teilfolge
n; gibt, so dass f,,, — f (gleichméafig f.ii.). Wir weisen jetzt nach, dass f, — f in
LP(X, p) konvergiert. Wir haben fy, — fn, — fm — [ (gleichméfig f.i.), d.h. es
existiert fiir jedes € > 0 eine mefbare Menge A, mit pu(A:;) < e und f, — f
gleichmifig auf A..

X — A, w(Ag) <€

Nach dem Fatouschen Lemma (Diff II) gilt
/|fm — flPdp < li_minf/ |fm — fn,; [Pdp.
J—o0 Jx ’

D.h. || fr = fIl L liminf; . || frn — fn, || Weil die Folge (f.,) in LP(X, 1) Cauchy
ist, folgt, dass fiir € > 0 es ein N gibt, fiir welches || f, — fn,|lp < € fiir m,n; > N.
D.h. ||fm — fllp < e flir m > N. Es folgt, dass f,, — f in LP(X, ). Der Fall p = 00
ist dhnlich - aber einfacher. Q.E.D.

Beispiel:
X =R, u = m (Lebesguesches Mak)

yklassische LP Raume®. Die Bedingung, dass f € LP(R,m) hat zwei Aussagen:
lokal Singularititen sind nicht zu schlimm.
global die Funktion nimmt ordentlich bei co ab.

Fiir die lokale Bedingung ist die Funktion
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illustrativ. Hier gilt:
1
feLP(R,m) pa < 1oder p< —.
@

Fiir die globale Bedingung sei

Fla) Il firz>1
xTr) =
0 fiir x < 1.

Dann liegt F in LP(X,m) fiir alle p > 1.

Beispiel: X =[0,1] u = m - Lebesguesches Mafi. Wir kénnen uns (bis auf eine
Menge vom Maf 0) diese Funktion mit f(0) = f(1) vorstellen - oder als
Einschrankung von Funktionen, die periodisch sind: f(x) = f(z + 1). Diese sind
die Funktionen, die in der klassischen Fourier-Theorie verwendet werden. Hier ist
die Bedingung f € LP([0,1],m) nur lokal.

Beispiel:
X =N m(A) = Card(A)

P = {(mi)i>l : Z|1’2|p < OO} .

i=1

Diese sind die “klassischen” ¢P-Riume. In der Fourier-Theorie gilt ,teilweise
folgendes:

Ferr(01m) &% (F1)nso (F(=n))nso € 19 ]§+$=1

(Ungleichungen von Hausdorff-Young).
Fiir p = 2 sind die Rdume Hilbert-Riume; wir haben auch die Vollstdndigkeit in
diesen Fillen bewiesen.

Kuriosum: Wir werden zeigen, dass C(R),C(I) (I =[0,1]) dicht in LP(R, m) bzw.

LP([0,1],m) p < oo sind. Aber - fiir p = oo liefert || - || gleichméRige Konvergenz
und C(R), C(I) sind abgeschlossen und nicht dichte Unterrdume von L (R, m)
(bzw. L (I, m)).

Zur Erinnerung: Eine Menge A C B, B Teilmenge eines normierten Raumes heifst
dicht in B, falls jedes b € B der Grenzwert einer Folge (a;) mit a; € A ist.
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Kapitel 2
Topologie

Definition 2.1. Sei X eine Menge, X # &. Fine Topologie auf X ist eine
Menge von Teilmengen von X mit den Eigenschaften:

i) 9, X €.

i) Falls A, € T (i€1), dann gilt |J,.; Ai € T.

iel
i) Fir AABe T gilt ANB €%,

Die Elemente von ¥ heifsen ,offene Mengen®.

Zur Erinnerung: Wir nennen eine Menge A als Teilmenge eines normierten
Raums offen, wenn fiir jedes z € Aein 7 > 0: {y: ||z — y|| <7} C A existiert.

Definition 2.2. Sei X eine Menge, ¥ eine Topologie auf X. Dann heifit eine
Teilmenge B von ¥ eine Basis von ¥, wenn es fir jedes S € T und x € S ein
A € B gibt, so dassz € AC S.

Beispiel: In R™ bildet die Menge von B(z,r) = {y : ||[y — z|| < r} eine Basis.
Genauso haben wir die Topologie auf R bzw. R™ definiert. Die Elemente von ¥

sind von der Form UjeJ Aj, Aj € B, némlich

sex Ss= | 4
A€B,

z€S,
T€ACS

Von jetzt an sei (X, ) ein topologischer Raum.

Definition 2.3. Ein topologischer Raum (X, %) heifit separabel, falls es eine
abzdhlbare Basis von T gibt.

Beispiel: In R™ ist die Menge {B(z,r) : x € Q",r > 0,7 € Q} abzihlbar und
immer noch eine Basis. Die R™’s sind alle separabel.

Ankiindigung: Ist H ein separabler Hilbert-Raum, dann ist H == ¢2.
Definition 2.4. Sei U € ¥, U # @. Sei A C U. Dann heifit A dicht in U, falls

fiir jedes V. C U, V € T gilt
VNA#a.

17



18 KAPITEL 2. TOPOLOGIE

Definition 2.5. Sei X eine Menge. Eine Metrik d auf X ist eine Funktion

d: X xX—->Ry={zreR:z>0},

s0 dass
i) d(a,b)=0<a=1b (a,be X)
i) d(a,c) <d(a,b) +d(b,c) (a,b,ce X)
1) d(a,b) =d(b,a) (a,b e X).

Das Paar (X, d) heifit ein metrischer Raum.

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann sagen wir, dass A C X offen ist, wenn fir
jedes a € A ein r > 0 existiert mit {y : d(a,y) < r} C A. Die offenen Mengen (mit
&) bilden eine Topologie. Wir reden von einemn metrischen, topologischen Raum.

Satz 2.6. Sei (X,%) ein metrischer, topologischer Raum. Dann ist (X, %) genau
dann separabel, wenn es eine abzdhlbare, dichte Teilmenge S von X gibt.

Bemerkung: Fir die eine Richtung brauchen wir das Auswahlaxiom.

Beweisskizze. Sei S eine abzdhlbare, dichte Teilmenge von X. Sei fiir s € S, n € N

1
B = {x cd(z,8) < n}

Man weist leicht nach, dass {B; ,, : s € S,n € N} eine Basis von X ist.

Umgekehrt sei (X, %) separabel. Sei Bz eine abzdhlbare Basis von T. Fiir jedes

A € By wihlen wir s4 € A (Auswahlaxiom!). Dann ist die Menge

S ={s4: A € Bg} abzihlbar und dicht. Q.E.D.

Bemerkung: Jeder Banach-Raum (und jeder Hilbert-Raum) ist ein metrischer
Raum. Wir werden spéter zeigen, dass jeder separierbare Hilbert-Raum — und
nur solche werden wir betrachten — isomorph zu ¢2 ist. Hilbert selbst hat alleine
02 betrachtet, weswegen man von dem Hilbert-Raum spricht.

Bemerkung: Die Eigenschaft ,Vollstindigkeit” ist eine Eigenschaft von metrischen
Raumen. Wir kénnen R als eine Teilmenge des Kreises betrachten, etwa
K —{(-1,0)}, mit K = {(x1,22) : 27 + 23 = 1}, wobei eine méogliche Einbettung

t=1

. 1—t2 2t
et | ——, ——
14+t2714¢2

wire.
Hier erhalten wir eine neue Metrik auf R, ndmlich

de(t1,t2) = |le(t1) — e(t2)|l2.

Da K — {(—1,0)} nicht vollstindig ist, ist R bzgl. d. nicht vollstandig. Die von d.
definierte Topologie stimmt mit der {iblichen iiberein. (Die durch d. definierte
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Topologie ist nicht vollstdndig, weil die Folge 1,2,3, ... in dieser Metrik Cauchy
ist; sie hat dagegen keinen Grenzwert.)

Die Mengen R mit |- [, R™ mit || - ||, LP(X, u) mit || - ||, sind alle metrische Raume
und tragen dewegen die entsprechenden Topologien. Es wird sich herausstellen,
dass L?(R,m) separabel ist — und deshalb = /2. Auch sind die LP(R,m)
separabel.

Beispiel: Die Stereographische Projektion f:

Cauchy-Folge

- nicht kovergent N > : Sphire
in ¥ —{N} N E : Ebene
P—prPELS
Im(f) = ¥ — {N}

L —m——

Die Funktion f wird dadurch definiert, dass die Gerade durch P und P’ liuft. Sie
ist eine 1-1 Abbildung von ¥ — {N} und E. Sie und ihre Inverse sind stetig.
Jedoch ist E vollstindig, ¥ — { N} aber nicht, weil es Folgen in ¥ — { N} mit
Limes N gibt. Dieses Beispiel ist dhnlich dem obigen.

Fazit: Vollstandigkeit hingt von der Metrik ab — nicht von der Topologie.

Definition 2.7. Ein topologischer Raum (X, %) heifft hausdorffsch falls es fir
x,y € X offene Mengen U,V € X gibt mit

zelU, yeVundUNV =02.

Beobachtung: Metrische topologische Ridume sind hausdorffsch. Aber es gibt jede
Menge interessanter topologischer Réume, die nicht hausdorffsch sind!

Beispiel: Wir betrachten eine Gerade mit Doppelpunkt:

Sei
X = (R—{0}) U{04,02},

wobei 0; und 02 zwei neue Punkte darstellen. Auf R haben wir die gewéhnliche
Topologie ¥. Auf X definieren wir die Topologie T; wie folgt:
TI={ACR|AeZ,0¢ A}U{(A—-{0})U{0:}|[A € Z,0€e A}
U{(A—-{0})u{0}|]AeT,0c AU{(A—{0})U{01,0o}|]A € Z,0€ A}.
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Wir haben den Punkt 0 ,yverdoppelt.
Behauptung. (X, %) ist nicht hausdorffsch.

Beweis. Die offenen Mengen, die 0; enthalten, aber nicht 02, sind von der Form
(A —{0}) U {0;}. Diejenigen, die Oy enthalten, aber nicht 0y, sind von der Form
(A* = {0}) U {02}, wobei 0 € A, 0 € A*. Da A 5 0 offen, existiert ein ¢; mit
{z:]xr—0] <1} C A. Da A* 5 0 offen, existiert ein do mit {x : |z — 0| < J2} C A*.
Sei nun § = Min{d1, d2}. Es folgt: @ # {x : |z — 0| < §} C AN A*. Wir schlieRen:
(X, %) ist nicht hausdorfsch. Q.ED.

Bemerkung: Es gibt natiirliche Topologien, (z.B. die Zariski-Topologien), die nicht
hausdortsch sind; mehrere ,natiirliche Konstruktionen — z.B. Quotientenbildung
— liefern haufig nicht-hausdorffsche Raume. Wir werden fast ausschlieflich mit
hausdorffschen Rdumen zu tun haben.

Definition 2.8. Sei (X, %) ein hausdorff ’scher topologischer Raum. Sei A C X.
Dann heift A kompakt, falls gilt: Fiir jede offene Uberdeckung (Us)icr von A,
d.h. Uicr € T, U;c; Ui D A, gibl es eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. es gibt
Iy C 1, Iy endlich, mit | U DA.

i€lp

Man kénnte diese Definition auf nicht-hausdorffsche Raume ohne weiteres
ausdehnen. Es stellt sich jedoch heraus, dass die Definition nur sinnvoll ist, wenn
der Raum hausdorffsch ist. Deswegen wird in der Regel Kompaktheit nur bei
hausdorffschen Ridumen definiert.

Zusatz: Falls die Bedingung hausdorffsch weggelassen wird, spricht man
gelegentlich von quasi-kompakt.

Definition. Wie immer sagen wir A C X ist abgeschlossen, wenn X — A offen
ist. Sei A der Abschluss von A, d.h.

A= N B.

BDA
B abgeschlossen

Satz 2.9. Sei (X, %) hausdorffsch.
i) Ist A C X kompakt, dann ist A abgeschlossen.
it) Ist A C X kompakt, A" C A abgeschlossen, dann ist auch A’ kompakt.

Beweis. 1) Wir zeigen: X — A offen.

Sei y € X — A. Fiir jedes x € A wihlen wir offene Mengen U, 2y, V, > «
mit U, NV, = @. Dann gilt:

UwoAa

z€A

Weil A kompakt ist, folgt: Es gibt eine offene Teiliiberdeckung, d. h. es gibt
T1,...,T, mit

U v.oA

i=1,...n

Dann gilt (,_; , Uz, N A =2, und laut Konstruktion

ye () Un=U.

i=1,...,n
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Ein endlicher Schnitt von offenen Mengen ist offen. D.h. firy € X — A
haben wir U(y) € T mit y € U(y), U(y) N A = @. Dann ist

X—A= U g(/y_z

yeX -4 offen

offen.

ii) Sei A’ C A abgeschlossen, A kompakt. Sei (U;);cs offene Uberdeckung von
A’ Sei V = X — A’ (ist offen!). Dann ist (U;) UV offene Uberdeckung von
A. Da A kompakt ist, folgt: Es gibt eine endliche Indexmenge Iy, sodass
(Ui)ier, UV eine Uberdeckung von A ist.

VnA =(X-A)nA =o.

Also iiberdeckt (U;);er, schon A’, d.h. A" ist kompakt.

Q.E.D.
Produkttopologie
Bemerkung: Seien (X;,T;) cs topologische Rdume mit X; # @. Dann ist
[[xi#2
j€d

nach dem Auswahlaxiom.

Definition. Eine Basis der Produkttopologie T auf || X; wird gegeben durch
Mengen der Form [[ A; mit A; € T, und fir alle bis auf endlich viele j gilt:

Bemerkung: Ist (X;,%;) hausdorffsch fiir alle j € J, dann auch ([]
hausdorffsch.

jes Xir %)

Beweis. Seien x = () und y = (y;) mit & # y; deshalb gibt es jo mit x;, # y;,.
Dann existieren U € T;,, V € €, mit x;, € U, y;, € V, UNV = @. Dann sind

U= x;xv, Vv=]]XxV
J#jo J#Jo

Basiselemente der Produkttopologie, x € U, Yy E V,UNV = @. Damit ist die
Produkttopologie hausdorffsch. Q.E.D.

Notation: Wir bezeichnen mit [];. ;(X;,T;) das Produkt [ X; mit der
Produkttopologie.

Satz 2.10 (Tychonoft). Seien alle (X;,%;) (mit j € J beliebig) kompakt. Dann ist
auch das Produkt [[;. ;(X;,%;) kompakt.

Bemerkung: J ist beliebig.

Zum Beweis bendtigen wir eine alternative Charakterisierung von Kompaktheit.

Satz 2.11 (Cantor’scher Durchschnittssatz). Sei X ein hausdorffscher
topologischer Raum. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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1. X ist kompakt.

2. Ist {F;}icr ein zentriertes System abgeschlossener Teilmengen von X, d.h.
der Durchschnitt von jeweils endlich vielen F;’s ist nicht-leer, dann ist auch
ics Fi nicht-leer.

Beweis. Ubungsaufgabe. Q.E.D.

Bemerkung: Auf englisch heifst eine Familie von Mengen, mit der Eigenschaft,
dass endlich viele Durchschnitte nicht-leer sind, eine mit der “finite intersection
property”.

Beweis. (von Satz 2.10)
Sei § = {F;}icr ein zentriertes System von abgeschlossenen Mengen im
Produktraum X := [[,c ;(X;,T;). Nach Satz 2.11 reicht es zu zeigen, dass

() F#e.

Feg

Nota bene: Wir werden das Zorn’sche Lemma benutzen.

Wir betrachten die Menge M aller zentrierten Systeme von
(nicht-notwendigerweise abgeschlossenen!) Mengen X, die das gegebene §
umfassen:

M = {F'|F’ ist ein zentriertes System von Teilmengen von X, §' D F}.

M ist offensichtlich durch die Inklusion (teil-)geordnet. Jede total geordnete
Teilmenge A von M hat eine obere Schranke S(N), die wir durch die Vereinigung

bekommen
SWN) := U 5.
F'eN

Dann ist S(N) € M. Aus dem Zorn’schen Lemma folgt, dass es ein max. Element
F* in M, d.h. §* ist ein zentriertes System mit F* D §, so dass fir §* € M mit
§ DOF gilt: F =F". Sei £, : X — X die Projektion auf die j-te Komponente. §*
ist ein zentriertes System, also gilt dies auch fiir das System von abgeschlossenen
Mengen {¥;(F)}rez in X; (kompakt!). Folglich gibt es nach Satz 2.11 ein

r; € Xj,2; € (\peg- 2j(F). Das ganze machen wir fiir alle j € J und definieren

x := (x;)jes. Die Behauptung ist jetzt:

r € F fir alle F € §*,

also, dass auch gilt: € I fiir alle FF € §. D.h. z € ﬂFeg F'. Das reicht dann, um
den Satz zu beweisen.

Nebenbedingung: Bevor wir die Behauptung beweisen, eine Beobachtung. Der
endliche Durchschnitt von Mengen in §* liegt wieder in §*, aufgrund der
Maximalitit von §*. (Details: Ubungsaufgabe).

Sei U C X, z € X Basismenge der Produkttopologie:

U=U; x---xUj, x H X;
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mit U;, € ;. Da z € U folgt: z;, € U;,, i = 1,...,n. Nach Konstruktion gilt auch

2, €5, (F) VFe§ =U, N, (F)#0 YFeg"

Da Uj, offen = U;, N %, (F) # @ VF € § (Ubungsaufgabe: U offen,
UNA+#@=UnA+# o). Es folgt, dass es in

E_]_Ll(UJZ) =Uj; x H X;
J#Ji
einen Punkt aus F' gibt, sodass E;l(Uji) NF # @ VF € §*. Das heifst,
g U {E;l(Uji)} ist ein zentriertes System. (U.A.) Wegen der Maximalitit von §*
folgt, dass Ej_l(Uj) € §*. Also ist

v= () Z,'U,)€eF
i=1,...,n

Alsoist UNF # @ VF € §*. Insbesondere auch: UNF # & VF € § (da §* D F).
U war eine beliebige Basismenge, die x enthilt, also 2 € F VF € §. (U.A.) Da
F=F=zecFVFeF=ps F#2.

Q.ED.

Satz 2.12 (Baire). Sei (X,d) ein metrischer Raum; sei X vollstdndig (d.h.
Cauchy Folgen haben Grenzwerte). SeiY; (1 =1,2,3,...), Y; C X, sodass
U2, Y; = X. Dann eaistiert _

’io : (Yio)o 7é .
(Alternativ: Sind V;: V; abgeschlossen, V. = @, dann gilt |J;2, Vi # X.)

Bemerkung:
Y = N F Y= |J U
FDY, UcCy,
F abgeschlossen U offen

Beweis. Wir nehmen an, dass (Y;)? = & fiir alle i. D.h. fiir i = 1 existiert
B(&,r1) ={z:d(&,x) <ri}, B(&,m)NY, =2, & €X.
Dann wihlen wir B(€2,72) mit 79 < %T‘l und
B(&,r2) Y2 = &, B(&2,72) C B(&1,m1)-

Dieses Verfahren konnen wir dann weiter fithren. Wir bekommen eine Folge
B(fj,T‘j) mit Tj < %7‘]‘_1 und B(fj,rj) C B(Ej—17rj—1)7 B(fj,Tj) n Yj = @. Dann
bildet die Folge (&;) nach dieser Konstruktion eine Cauchy-Folge.

d(&,€;-1) <27U=Y . p;. D.h. wir haben eine Folge (&), die gegen ¢ konvergiert,

weil X vollstédndig ist. Dann gilt £ € B(§;, ;) fiir alle j. D.h. { € ﬂjoil B(&;,rj).
D.h. 72, B({Q r;) # &. Es folgt: U;’il(YiO) # &. Es folgt jetzt, dass es ein i
gibt, so dass (V)" # @. Q.E.D.

Wir haben den Begriff von stetigen Funktionen auf einem topologischen Raum X
oder zwischen zwei topologischen Rdumen X — Y. Eine Funktion f ist stetig,
wenn fiir alle offenen Teilmengen U C Y die Menge f~!(U) offen in X ist.

Frage: Sei X ein topologischer Raum. Gibt es geniigend stetige Funktionen auf
X7 Bei geniigend braucht man h#ufig, dass “stetige Funktionen Punkte
separieren”; genau: fiir x,y € X, x # y existiert f mit f(z) =0, f(y) =1, f stetig?
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Satz 2.13 (Weierstrak). Sei f eine stetige Funktion auf [a,b]. Sei e > 0. Dann
existiert ein Polynom p mit |p(x) — f(z)| < e fir alle x € [a, b)].

t t
a a+ h a+ 2h

Wir wissen, dass f gleichméfig stetig ist. Man zeigt, dass eine Funktion f; von der
Gestalt existiert, so dass |f(z) — fi(z)| < § gilt. Dann beweist man, dass die
Funktion |x| durch ein Polynom approximiert werden kann. Hierzu verwendet man
die Reihendarstellung von

(c+22)2.
So hat Weierstrals den Satz bewiesen. Wir schlagen einen anderen Weg ein.

Beweis. (Bernstein) Ohne Verlust der Allgemeinheit kénnen wir ¢ = 0,b =1
nehmen. Dann betrachten wir

B.(f.1) = Z (3)ata—artr (%),

Wir werden zeigen, dass diese Folge von Polynomen f approximiert. Zuerst, nach
dem binomialschen Lehrsatz gilt

Z (Z)a:k(l —z)" =@+ -2)" =1
k=0
Wir leiten diese Gleichung bzgl. 2 ab und multiplizieren mit (1 — z).

i (Z) Rk (1 — )tk =37

k=0 0

(Z) (n — k)z"+1(1 - z)"* = 0.

n

Dann erhalten wir

oder

und schlieftlich



Wir haben also:
n n
0= (k>xk(1 — )"k (2.1)

und

0= k_o (Z) (i - x) 2k (1= z)m*, (2.2)

Wir werden zeigen, dass auch
n 2
n\ [k & r z(l—x)
o 1 gk 2 )
% (1) (o) wmer =2

Wir leiten (2.2) ab und multiplizieren mit (1 — z). Dann erhalten wir

Zn: (Z) {(_1)xk+1(1 — )R (i - x) k(1 — )ik

k=0

Diese Aussage ist die angekiindigte Gleichung. Wir betrachten jetzt
— (n\ n—k k
f@) = Bu(fow) =3, )" (A —2)" " fla) = f(

k=0

Weil f gleichméfig stetig ist, fiir € > 0 existiert 6 > 0, so dass fiir

— = <

n

<5 gl W(i)—f@)

€
5
Wir werden die Summe in zwei Untersummen unterteilen, je nachdem, ob

‘k’<5 oder ’k—x >4
n n

Es gilt

£ (e-ars(ros(2)

%—;c|<6

< Y (Z)ﬁu L g

k:|%fac|<6

k:

weil 2%(1 — z)"~% > 0 fiir alle k

(1 —z)-

NE

<

| ™

0

w\mﬂ?
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Sei M = Supyg 1 |f|- Dann gilt

SR 0 ST S

k:|%7r|26 k:|%7x|26

weil

Jetzt verwenden wir

B0 (- a2z

k=0

ki & —z|>5 k| & —z| >0

Aber es gilt:

k:|%7r|26

Zusammen folgt:

n\ g nk 1 z(l—=x) 1
2% (1 - < —. <
2. <I<:)L A=) =% = S,

k:|%—m‘26
und
ny & n—k k 2M _ M
k‘|kZ|>6 ( )33 = (f(x) -/ (”)) T 46%n 26%n

Es folgt dann:
M
|f(z) — Bp(f,2)] <e fiir n > .

Q.E.D.

Sei X ein topologischer Raum. Sei C'(X) der Raum der stetigen Funktionen auf
X. Wir definieren Cy(X), den Raum der beschrinkten stetigen Funktionen auf X.
Auf Cy(X) definieren wir || f|loc = Sup,ex |f(2)]. Die Norm || - ||o definiert
gleichméfige Konvergenz. Deswegen ist Cp(X) ein Banach-Raum.

Wir haben die zusétzliche Operation f,g — f-gin Cy(X) (Multiplikation). Es gilt
17 - glloo < I lloollglloo- Mit dieser Operation ist Cp(X) ein Ring - und gleichzeitig
ein Vektorraum (iiber R oder C). Man redet hier von einer Algebra. Weil Cy,(X)
auch ein Banach-Raum ist, redet man von einer Banach-Algebra. Jetzt gehen
wir davon aus, dass wir die Funktionen haben. Dann haben wir eine partielle
Ordnung auf Cp(X)

f<g falls f(z) < g(x) fir alle z € X.
Dann bildet man von zwei Funktionen f, g die Funktionen
(f V 9)(2) = Max(f(2), g(2)) und (f A g)(x) = Min(f(2), g(x)).
Weil | - | stetig ist, sind f V g, f A g auch stetig.
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Beweis von Satz von Baire.
v, Uv=Xx F)=2

Wir zeigen, dass diese Annahme zu einem Widerspruch fiihrt.

0. Schritt: Wir ersetzen Y; durch Y ;; Wir brauchen nur den Fall Y; abgeschlossen
zu betrachten.

1. Schritt: Es gibt fiir jedes y ¢ Y7 ein r > 0, so dass B(y,r)NY; = &.

B(y,r) = {z : d(z,y) <r}. B(y,r) = {z : d(x,y) <r}. Der Grund: Fiir y ¢ V3
konnen wir Inf{d(n,y) : n € Y1}. Es gibt zwei Moglichkeiten: Entweder R > 0 oder
R = 0. Im Falle R > 0 wahlen wir r < R - fertig. Fiir R = 0 existiert 1, € Y7 mit
d(ni,y) — 0. Dann ist die Folge (1) konvergent mit Grenzwert y. D.h. y € Y7 -
Widerspruch. Deswegen gilt R > 0.

Es existiert y mit y ¢ Y7, weil sonst Y7 = X und Y = X - Widerspruch mit

Y = 2.

Induktiver Schritt: Wir gehen davon aus, dass wir ein y1, 71 gewahlt haben, so dass

B(yi,r)NY1 =0
Y25 ---Yj,T2, ... 7; gefunden haben mit d(yg, yx—1) < %(rk_l) und 7, < %(Tk_l).
B(y;,rj)n(Y1UY,U---Y;) =2
Wenn fiir jedes y € B(y;, 37;) gilt
B(y,r)NY;11 =0 fiir jedes r > 0
Stilblite: Mein unerfolgreicher Kampf mit der deutschen Grammatik.

Dann hatten wir eine Folge 71,72, .. € Y;41 mit n; — y. Deswegen fiir jedes

y € B(y;,375),y ¢ Yj11 existiert ein r mit B(y,r) NY;41 = &; wir wihlen

7 < ir;. Auch hier existiert ein y € B(y, 3;). mit y ¢ Y, 1, sonst:

B(y, 375) C Yj41; dh. Y, # @. Deswegen existiert ein solches y. Wir wihlen ein
solches als y/;41 und ein rj;1 < 7, mit

B(yj+1,7j41) NYj41 =@
Weil r; 11 < %’I‘j gilt B(yj+1, Tj+1) C B(yj, Tj) - und daher gilt
B(yj+1,rjr) N(Y1U---UYj) =@

Dieser ist der induktive Schritt. Nach dieser Konstruktion ist (y;) eine
Cauchy-Folge - da X vollsténdig ist gilt y; — y konvergiert. Nach Konstruktion

ve Uy
j=1

Q.ED.

Satz 2.14 (Stone-Weierstraf). Sei X kompakt (und damit hausdorffsch). Sei
A C Cy(X) =C(X), so dass

1) fir f,ge A gelten f+g€ A, f-ge A
2) A ist ein abgeschlossener Untervektorraum von C(X)

3) Fir jede x,y € X, x # y existiert f € A mit f(x) # f(y)
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4)1e A
Dann gilt
A= C(X) = Cy(X)
Bemerkung: 1. Dieser Satz wird meistens so angewandt, dass man Ay mit

Eigenschaften 1) und 3) findet. Dann Ay geniigt zusitzlich 2); dann gilt
Ay = C(X). Z.B. Ap=Polynome auf [a,b]. Dann erhalten wir den Satz von
Weierstraf.

2. Der Satz gilt nur im reellen Fall. Z.B. wenn wir die Polynome auf
A={zeC:|z| <1}

betrachten. Dann ist der Abschluss eine wesentlich kleinere Menge von
Funktionen - z.B. die Funktion Z ist nicht im Abschluss.

(Runge-analytisch, rigid-analytisch).

Beweis. Wir brauchen zwei Hilfssdtze
Hilfssatz 2.15. Sei L C C(X), L abgeschlossen Untermenge, so dass

o fiir f,ge L gelten fVg,fANgeEL

o fiir jedes x,y € X, x £y, a,b € R existiert ein f € L mit f(x) = a, f(y) =0.
Dann gilt L = C(X).

Beweis. Sei h € C(X). Wir werden fiir jedes € > 0 ein g € L finden, so dass

g(z) —e < h(z) < g(z) + €. Dieses ist gleichbedeutend mit ||g — k|| < e.

Es folgt daraus, dass h € L. D.h. L = C(X). Zu diesem Zweck fixieren wir x € X.
Dann fiir jedes y # = existiert f, mit

Wir definieren jetzt G, = {z € X : f,(2) < h(z) + ¢}. Die G,, sind offene Mengen.
Es gelten z,y € Gy. Es folgt [, x Gy = X. Da X kompakt ist, gibt es y1,...,yn
mit | JG,, = X. Dann betrachten wir f,, A f,, A... A fy, . Dann gilt g,(z) = h(x)
und g, (z) < h(z) + ¢ fiir alle z.

Sei jetzt Gy = {2 : g2(2) > h(z) — €}. Dann gilt x € G. Es folgt |,y G = X.
Dann, weil X kompakt ist, konnen wir x,...,x,, wihlen, so dass [J;_, G, = X.
Dann bilden wir g = g4, V gz, V...V ¢s,, . Nach Konstruktion gilt

g(z) > h(z) —¢

Weil g.,(2) < h(z) + € fiir jedes j gilt auch g(z) < h(z) + ¢ fiir alle z € X. Dann
haben wir Hilfssatz 2.15 bewiesen. Q.E.D.

Bemerkung: Wir haben A,V wesentlich verwendet - diese sind Operatoren, die nur
im reellen Fall eine Bedeutung haben. Aus diesem Grund kénnen wir den Beweis
nicht auf den komplexen Fall iibertragen.

Hilfssatz 2.16. Sei X ein metrischer Raum (nicht unbedingt kompakt). Sei
V C Cy(X) ein abgeschlossener Untervektorraum, der unter Multiplikation auch
abgeschlossen ist. Dann fir f,g € V gelten f ANg,fVgeV.
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Beweis. Es gelten

(f ng)(x) =

und  (fVg)(z) =

(f(@) + g(z) = [f(2) — g(2)])
(f(@) + g(z) + [f(2) — g(2)])

N — N~

Da f,g € Cy(X) reicht es, wenn wir wissen, dass | - | auf einem Intervall [0, c]
durch Polynome gleichmifig approximiert werden kann. Das kénnen wir kraft
Satz 2.13 (Weierstraf) tun. Q.ED.

Jetzt, wenn wir x,y € X betrachten existiert ein f mit f(x) # f(y). Dann bilden

. -1 f@) - k)
PO =50 =r0 e =1 A

weil A ein Untervektorraum ist.
Dann

Fl@)=a Fly)=b

D.h. die Bedingungen von Hilfssatz 2.15 sind erfiillt, wenn wir Hilfssatz 2.16
beriicksichtigen. Es folgt
A=C(X)

Q.E.D.
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KAPITEL 2. TOPOLOGIE



Kapitel 3

(zeometrie von
Banach-Raumen

In der Geometrie von endlich dimensionalen Vektorrdumen haben wir immer eine
Basis - fiir V C W existiert (Basis-Erginzung) ein Komplementirraum U C W
mit V @& U = W. Diese Aussage gilt nicht so in Banach-Ridumen. Was wir machen
sind Ersitze zu finden.

Nota bene:
(1,0,0,0,...)
IR 58’ é’ (1)’ 8’ ; bilden keine Basis!
(0,0,0,1,...)
aber:
N o
ZC]E]‘ — ZC]‘BJ'
j=1 j=1

In DiffT /1T ist ein wesentlicher Aspekt der Satz von Heine-Borel. Dieses gilt auch
hier nicht.

Satz 3.1 (F.Riesz). Sei V ein Banach-Raum mit
{z: =] <1}
kompakt. Dann ist V' endlich dimensional

Dieser Satz wurde in Diff II bewiesen.
Sei zuerst V' normiert (vollstindig nicht unbedingt). Dann definieren wir den
Dualraum V* von V' durch

V* ={l:V — C,I linear, beschréinkt} [L(x)] < ||| - |||
Diff II: Tst ein V ein Banach-Raum, dann so ist auch V*.

Satz 3.2 (Hahn-Banach). Sei V' ein normierter Vektorraum, W C V ein
Unterraum von V. Sei l € W*. Dann existiert | € V* mit

lw =1 und |l =l

Bemerkung: Dieser Satz benutzt auch das Auswahlaxiom.
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Bemerkung: Dieser Satz gilt fiir reelle und komplexe Vektorrdume. Die Beweise
sind leicht unterschiedlich.

Beweis. Zuerst beweisen wir die Behauptung, falls V/W 1-dimensional ist.
Danach werden wir mit dem Zorn’schen Lemma den Allgemeinfall behandeln.
Es gibt x¢ € V,zg ¢ W. Dann gilt V =W @ Rz, (algebraische direkte Summe).
Wir definieren

lw+ Axg) = l(w) + Ar

wobei r zu bestimmen ist, A € R,w € W. Wir brauchen

d.h. [I(w) + rA| < ||lw+ Azo|-

Diese Bedingung gleichbedeutend damit
—lw + Azo|| < U(w) + 1A < ||Jw + Azol|.

D.h. wir brauchen, wenn wir durch A teilen,

|5 o] T[]
by ol b\ TS b\ Zoll -

Wir ersetzen w durch Aw; dann brauchen wir

—w+ w0l — 1w) <7 < Jw+ w0l — 1(w). (%)
Wir haben
1(w1) — l(w2)] = [l(w1 — w2))] wy, wy € W
< lwy — wa|| l1] =1
|[(w1) = Uw2)| = [[(w1 — wo) — (w2 — wo)|
< Jwi — wol| + ||lwa — wol| fiir alle wy € V.
Jetzt wahlen wir wy = —x(. Dann gilt
[(w1) — U(w2)| < [lw1 + 2ol + [[w2 + 2o
—l(w1) — |lwy + zo|| £ =l(w2) + [Jwa + 20| fiir alle wy,ws € W.

Es folgt daraus, dass es wenigstens ein r gibt, sodass

Sup (~l(w1) — s + o) <7 < Tnf (~L(ws) + [z + o).
w1 EW wa €W

Mit diesem r wird die Ungleichung (x) erfiillt.

Damit, existiert [ in diesem Fall.

Zorn’sches Lemma Sei S eine Menge mit einer partiellen Ordnung <. Eine Kette
K C S ist eine total-geordnete Teilmenge. Angenommen, dass jede Kette K eine
obere Schrinke b(K) hat, d.h. b(K) € S und fiir alle k € K gilt k£ < b(K). Dann
gibt es ein maximales Element sy € S; d.h. fiir alle s € S gilt s < s¢.

Bei unserer Anwendung ergibt sich

S={(UI): W CUCV|I*|=1,1"|W =1},

(Ul,lf) < (U27l;) falls Uy € Us und l;|U1 = IT

Sei K C S eine Kette
ke K k= (U, l}).
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Weil K geordnet ist, ist | J,cx Ur wieder ein Vektorraum. Fiir x € (J,c o U
wihlen wir ko mit 2 € Uy,. Dann setzen wir L(x) = [} (). Es folgt:

L :Upex Ur — Rist linear und L|W = . Deswegen b(K) = (U, Uk, L) ist eine
obere Schrinke fiir K. Die Bedingungen des Zornschen Lemmas sind erfiillt. D.h.
es gibt ein maximales Element (Vp,ly). Falls Vo # V konnen wir wieder xo ¢ Vp
finden und Iy auf Vp + Rxg fortsetzen. Widerspruch mit der Maximalitét von

(Vo, o). Es folgt Vo =V, Iy hat die Eigenschaften von [.

Jetzt betrachten wir den komplexen Fall. Sei [, W gegeben - wie vorher. Dann ist [
eine Abbildung V — R?. Sie ist gegeben mit [;(z) = Re(l(z)), l2(z) = Im(I(z)).
Dann gelten

(z) =li(x) + 13- la(x),
lGx) =i - (Li(z) +i-la(x)) = —la(x) +i-l1(x),
l(iz) = 11 (ix) + 1 - Ia(ix) la(z) = =11 (ix),
L (@) < 1) < ],
lla ()] < [l
Jetzt wihlen wir I, mit ||I|| = ||{1]|, [1 : V — R mit /;|W = ;. Dann definieren wir

lo(z) = —I (ix) und I(z) =1y (x) +i-ly(x).

Dann ist [ : V — C linear. Wir schiitzen jetzt ||I|| ab. Sei I(z) = re'
(Polarkoordinaten in C). .

Dann gilt [(e7"x) = r. Aber: r ist reell. Dann gilt r = [;(e~%).

Ir| < |le”|| = ||=||. Es folgt ||I|]| < 1. Das Argument zeigt auch ||l;|| =1. Q.E.D.

Satz 3.3 (Satz iiber offene Abbildungen - open mapping theorem). Seien U,V
Banach-Raume. Sei a: U — V eine surjektive, stetige, lineare Abbildung. Dann ist
a offen. (Falls T C U offen ist, dann ist a(T) C V offen).

Beweis. Sei B, = {x € U : ||z|| <r}. Sei B ={y € V : ||y|| < r}. Dann
betrachten wir

Weil a surjektiv ist, gilt | J,—, a(B,) = V. Deswegen existiert nach dem Satz von
0

Baire ein ng, so dass (a(BnD) # @. Weil B,,, = noB; gilt diese Aussage fiir alle

0
n; d.h. (a(Bl)) # &. Es gibt deswegen B(k,r) mit

B(k,r) C a(B1),
B(k,’l”) —kC a(Bl) —kC a(Bl""HkH)'

Deshalb gibt es r mit

B(0,r) C a(BR) mit R > 1.

Es folgt
B(0,r) Ca (Bﬂ) durch Skalieren.

Seinun § >0, 6 < 1. Sel y € V mit ||y|| < 1.
Dann gibt es € U mit [|z1]] < c¢- 7y, (c= &)

la(z) —yll <671
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Wir withlen jetzt xo,z3,. .. so, dass ||z;|| < c- 6/~ -r; und
la(zr + 22+ xp) —yl| <™ -1y

Unter diesen Umsténden existiert Z;’;l xzj = x. Es gilt a(z) =y. D.h. y € a(U).
Wir haben auch .

<c- ) ey = .
ol < cr (U4 d 4y om =

Es folgt
a (Bﬂ) D Bf.
= 1
D.h. a ist offen. Q.E.D.

Korollar 3.4. Ist a : U — V stetig, linear und bijektiv, dann hat a eine stetige
Inverse.

Korollar 3.5. Seien Uy, Uy abgeschlossene Unterrdume von U mit Uy N Uz = {0}
und Uy + Uy = U. Dann ist die Abbildung Uy x Uy — U; (u1,u2) — u1 + ug €in
Homeomorphismus.

Beweis. Aus AGLA 1 ist U; x Us — U eine Bijektion. Diese Abbildung ist linear
und stetig. Nach Korollar 3.4 ist die Inverse stetig. D.h. U; x Uy — U ist ein
Homeomorphismus. Q.E.D.

In diesem Sinne kann man U = U; & U, als Banach-Riume verstehen.

Satz 3.6. Sei U ein Banach-Raum. Sei Uy C U abgeschlossen, sodass entweder
Ui oder U/Us endlich dimensional ist. Dann gibt es Uy C U, Uy abgeschlossen,
sodass U = Uy ® Us.

Beweis. Sei zuerst U; endlich dimensional. Sei eq, ... e, eine Basis von U;. Sei
l; : Uy — C (Fall von komplexen Banach-R&umen) die lineare Abbildung mit

li(e;) = 0i; (Kronecker-9).

Nach dem Satz von Hahn-Banach kénnen wir [; auf U fortsetzen, zu le mit
;]| = 1. Dann erhalten wir eine Abbildung

[:U— Chz— (I1(x),l3(x), ... I,(x)). Diese Abbildung ist stetig. Sei

Us = Ker(l). Dann ist Uy abgeschlossen. Fiir € U kénnen wir

¥ =x— Zij(:r)ej.

Dann gilt
IIEUQ x:le(x)ejer' Ui +U; =U.

Auch 3
U10U2:® I(chej) :(01,02,...,Cn).

Deswegen gilt
U=U, U, nach Korollar 3.5.

Sei Uy : U/U; endlich-dimensional ist. Dann wéhlen wir eine Basis e, ..., e, von
U/U;. Dann gibt es z1,...,z, in U, die unter der kanonischen Abbildung nach
€1,...,¢e, abgebildet werden. Dann bilden wir (z1,...,z,) =: Us. Algebraisch

U = U; ® Us; dass Uy auch abgeschlossen ist, folgt aus Korollar 3.5. Q.E.D.

Dieser Satz ist besonders wichtig fiir die Theorie von Fredholm-Operatoren, d.h.
lineare Abbildungen a : U — V mit Ker(a) und V/Im(a) endlich dimensional.
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Satz 3.7 (Satz iiber abgeschlossene Abbildung - Closed Graph Theorem). Sei
a:U —V linear. Sei

I'={(z,a(z)):2€U} CcUxW.
Ist T' abgeschlossen, dann ist a stetig.

Beweis. Wir bemerken, dass I' ein Unterraum von U x V ist. Wenn I’
abgeschlossen ist, ist I' ein Banach-Raum. Nach Korollar 3.4 ist die Abbildung

r—-u z— (z,a(x))

ist Hom6omorphismus. Sei I' — U die inverse Abbildung - sie ist stetig. Die
Abbildung T' — V; (u,v) — v ist stetig. Deswegen ist

U—-T—-V u+— a(u)
dann auch stetig. Q.E.D.

Satz 3.8 (Banach-Steinhaus). Seien l; : U — V (i € I) lineare Abbildungen mit
der Figenschaft, dass fiir jedes x die Menge {l;(x) : i € I} CV beschrankt ist. Sei
B C U beschrinkt. Dann ist die Menge

Uli(B)

i€l
auch beschrinkt.

Beweis. Sei
Cp ={zcU:|li(z)] <n fir alle i}.

Nach Voraussetzung gilt: |J;—, C,, = U. Auch nach Konstruktion sind die CJ,s
abgeschlossen. Es folgt nach dem Satz von Baire, dass es ein ng gibt, sodass
Cnoo # @. Durch Skalieren gilt dieses fiir alle n, d.h. C,,° # @. Wir wihlen z1, 7
mit B(zy,71) C C1°. D.h. fiir alle z € B(zy,r) gilt ||l;(z)] < 1. D.h.
le(I — 171) + l,(x1)|| S 1. D.h. ||ll(l’ — x1)|| S 1+ Hl,(ml)H Nun existiert C1 mit
[lli(z1)]] < ¢ fiir alle i € I. Es folgt: fiir alle y := z — zy:

1 + C1

lyll <7 gilt [L(w)ll <1+ e dhe [l < _—

Die Aussage ist eine direkte Konsequenz. Q.E.D.

Satz 3.9 (Helly; Banach-Alaoglu). Sei U ein Banach-Raum. Seien ly,ls,... € U*
mit ||I;]] < 1. Dann gibt es eine Teilfolge l,,,,1,,, ..., sodass fir jedes x € U gilt:
In, (z) konvergiert; X : N(x) = limy,, o0 ln, (x), A € U*.

Bemerkung: Wir hatten gesehen, dass U* ein Banach-Raum ist. Es gibt aber eine
andere Topologie: a; € U* konvergiert schwach gegen a, falls

ai(z) — a(z) fiir jedes x.

Satz von Helly: Der Einheitsball vom Dual eines Banach-Raumes ist schwach
kompakt‘.

Bewets. Wir betrachten

X=][{zeC: 2| < ||}

xzecU
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Nach dem Satz von Tychonoff ist X kompakt. Dann betrachten wir
U = X I (z— (),

wobei U™ = {l € U : [[I]| < 1}. ([l(2)] < ||I]| - [[=]| < [[=])-
Wir zeigen, dass das Bild U;™ abgeschlossen ist. Wenn a; € U™ : a; — a, dann hat
man

ai( +y) =ai(z) +ai(y) zyel,
ai(cx) = ca;(x) zeUceC.

Es folgt: a ist linear. Es gilt:
|ai(z)| < ||z[].

Es folgt |a(x)| < ||zl

Deswegen ist a stetig im Ur*. Es folgt: das Bild von U;* in X ist abgeschlossen -
und deswegen kompakt. Die Aussage des Satzes ist eine Formalisierung dieser
Eigenschaft. Q.E.D.

Eine Anwendung ist in der Mafstheorie - und so auch in der
Wahrscheinlichkeitstheorie. Man betrachtet eine Raum X mit o-Algebra A und
eine Familie p;, (1 = 1,2,3,...) von endlichen Mafen (u;(X) < c0), mit

pi(X) < 1. Dann gibt es eine Teilfolge ji,,,, sodass [ f(z)dpn, (z) — [ f(z)du(z)
fiir ein Mafs o und f eine stetige Funktion mit kompakten Tréger. D.h. A ist die
Borel-Algebra einer Topologie auf X. Diese Topologie soll hausdorffsch sein. Dann
ist der Triager von f die Menge {z : f(z) # 0}. Es kann aber sein, dass u = 0 ist,
auch wenn alle y; die Bedingung | ;|| = 1 erfillen. Z.B.

wi(A) =m(ANT[i,i+ 1)) (Lebesgue-Maf auf R).

Dann gilt
[[all = 1.
Fiir jede Funktion mit kompaktem Trager gilt

/fdui = 0 fiir ¢ grofk,

i — 0 schwach.

Dieser Satz wird meist im Falle von X kompakt angewandt. In diesem Fall hat die
Funktion 1 einen kompakten Tréger. Es folgt [|p| = [y dps — [y dp = p(x).
Sollte hier ||p;]] =1 dann gilt auch

||l = 1 sodass p # 0.

Sei U = (2. Dann ist U* = U; alle (linearen) Abbildungen U — C;z ~— (y,x) fiir
geeignetes y. Dann betrachte man

*

e;* 02 > C (z1,22,...) — x;.

*

Dann gilt [e;*|| = 1. Nach dem Satz von Helly gibt es eine Teilfolge e,,* mit
en,* — n fiir geeignetes 7. Aber Y72 |2;|* < oo; es folgt |x;|* — 0 fiir i — oo.
Daraus folgt e;*(z) — 0 fiir ¢ — oo. D.h. n = 0.

Weshalb interessiert man sich fiir diesen Satz?

Einfachstes Problem: D C R%, 9D = D — D (Rand von D). Sei ® : 9D — R eine
Funktion. Das Problem, das man nun 16sen will, ist eine Funktion f: D — R zu

finden, sodass
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f(zi) — @(€) fir z; — ¢
€D €dD
Mit dem Satz von Stokes kann man zeigen, dass eine Funktion mit diesen

Eigenschaften auch die Eigenschaften

2
/D (gi) + (gi) dm(x,y) minimal mit f(x;) — ®(£)

f=f+g gl0D=0

erfiillt (Dirichletsches Prinzip; W.Thomson = Lord Kelvin)

Weierstraf - ein Minimum existiert nicht immer. Riemanns Satz wurde von von
Neumann gerettet (Alternierende Methode, Balayage, subharmonische
Funktionen).

Hilbert 1905: mit Hilbert-Rdumen - man kann sogar das Dirichletsche Prinzip
retten (Arzela-Ascoli).
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Kapitel 4

Geometrie von Hilbert-Raumen

In der Theorie von Banach-Rdumen haben wir mehrere mengentheoretische
Techniken angewandt (Auswahlaxiom).

Hilbert-Riume sind auch Banach-Riume, die Sitze gelten entsprechend. Durch
die Geometrie des Skalarproduktes konnen wir diese Sétze wesentlich eleganter
und effektiver machen.

Notationen:

(, ) HxH—-C,
(Az, py) = Ai(z, y),

? = {(a17a27---) : Z|aj|2 < oo},
((a;), (b5)) ZZ@W

Satz 4.1. Sei H ein separabler Hilbert-Raum. Dann gilt: H =2 (% im Sinne, dass
es eine lineare Abbildung a : H — (% gibt, so dass

(a(z),a(y))e = (x, y)n-

Beweis. ,Separabel“ heifst, dass es eine abz&hlbare, dichte Teilmenge von H gibt.
Sei die Menge {v1, va,...}. Dann betrachten wir die Rdume

V.. = Span{vy,..., v},

wobel dimV,, < dim V41 < dim(V,,) 4 1. Es folgt: dim V,, =: d(n) geniigt

d(n) <n.Nun sei eq, ..., e4,) eine orthonormale Basis von V;,. Falls

d(n+1) > d(n) kénnen wir die Basis zu einer orthonormalen Basis

€1+ €d(n)s €d(n+1) VO Viq1 erginzen - Gram-Schmidt Verfahren (AGLA). Dann
haben wir einen Folge ey, es, ..., sodass V;, = Span{ei, ..., eq(n)}-

39
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Gram-Schmidt (oder quadratische Erginzung). Sei n : dim V41 = dimV,, + 1.

Dann wéhlen wir f € V,,41 — V,,. Dann bilden ey, ..., eq,), f eine Basis von V1.
Sei
d(n)
Fr=r=Y (e 1) e
j=1
dann gilt
d(n)
<€Z7f*>_<617f> Z<€]7f> <6i’6j>
j=1
=5y
d(n)
- <euf> - Z<€ja.f> 5z]
j=1
= ()7
wobei f* # 0, weil f nicht linear abhéingig ist auf ey, ...eg(,). Dann ist
{e1,...,€q(n+1)} eine orthonormale Basis mit
1

i+ = gl

Sei w € H. Dann gibt es eine Folge v;,, vy, . .., sodass [[w — vy, || — 0 fiir j — oco.
Speziell: Es gibt eine Folge w; € Vj, sodass ||w — w;|| — 0 fiir j — oo. Jetzt

betrachten wir
d(j)

w;* = Z(ei,uﬁei eV;.

i=1
Wir zeigen jetzt, dass ||w — w;*|| < ||lw — wj||, oder, besser

w — w;*[|2 < [lw —w; |2 Sei w; = 399 ¢jie;. Dann gilt

[w = w; || = (w — wj, w —w;)

= [wl* = (w, w;) — (wj, w) + (w;,w;)

d(j) d(j) d(5)
= ||lw|® - <w72cjiei> — <Z cjiei,w> + Z |Cjz'\2
i=1

=1 =1
d(j) d(5) d(j)
= Jlwl* = cilw,e) = > ales,w) + Y lezil?
1=1 =1 =1
d(y) d(y)
= [lwl* + Y leji = (essw)* = D lew w)]*.
=1 1=1

Das Minimum wird durch

lw —w; |1 = wl® =Y [{ei, w)|?

=1
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erreicht, falls (e;, w) — ¢;; = 0 fiir alle 1 <4 < d(j).

Folglich:

Uber alle moglichen w; wird das Minimum erreicht, wenn c;; — {e;, w) = 0 fiir alle
i. Dieses Minimum wird erreicht fiir w;*. Es folgt:

lw —w;*|| < flw —wj.

Bemerkung: Es folgt

d(4)
Z [(es, w)|* < |Jw]|? Besselsche Ungleichung.

=1

Wir wissen ||w — w;|| — 0 flir j — oo. Es folgt: ||w —w;*|| — 0 fiir j — oco. Die
Folge Zf@f |(ei, w)|* konvergiert fiir j — oo, und zwar gegen ||w||?. Wir bemerken,
dass die Folge Zjvzl sje; eine Cauchy-Folge ist, falls fiir jedes € > 0 es ein Ny gibt,
so dass fiir N, M > Ny gilt

N M
E sjej — E sjejll <e.
j=1 Jj=1

Wir setzen voraus, dass NV > M. Dann gilt

2
N N
_ 2
Y osieill = D Isl%
G=M+1 j=M+1

Es folgt: Die Folge Z;V:1 s;e; konvergiert genau dann, wenn Zjil |s;]2
konvergiert. Es folgt: wenn wir

a:H =0 we (e w)iZ (=0 (e w)

definieren, dann ist diese Abbildung injektiv. Es gilt auch |la(w)|? = |Jw|* (d.h.
> {ej, wh|? = ||w||?). Daraus folgt (a(x),a(y)) = (z,y). Die Abbildung ist
surjektiv, da (c;)52, € ¢? ist das Bild von Y%, cje; € H. Deswegen hat a die
Eigenschaften verlangt. Q.E.D.

Wir sagen, dass (e;) eine orthonormale Basis vom Hilbert-Raum H ist.
Warnung: Dieses ist keine Basis im Sinne von AGLA.

Beispiel: (wichtig)
Wie betrachten das Invervall [0, 1]. Wir betrachten zuerst L*([0, 1], m) und
L?([0,1],m). Nach Cauchy-Schwarz gilt

2
2
(/M fldm> < [1rPim.

Es folgt: L2([0,1],m) C L'([0,1],m) - alle Elemente von L?([0,1],m) sind
integrierbar. Wir betrachten alle stetigen Funktionen f auf [0, 1] mit f(0) = f(1);
Sei (1 ([0, 1]) der Raum solcher Funktionen. Aus Diff IT brauchen wir die Tatsache,
dass C1([0,1]) dicht in L' ([0, 1],m) ist. Jetzt betrachten wir Funktionen von der

Art
+M
2 L 2migT
cje
j=—M
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- solche heifsen trigonometrische Polynome. Wir brauchen die Tatsache, dass die
Gesamtheit dieser Funktionen dicht in C([0, 1]) ist - folgt aus Stone-Weierstraf.
Sei f € L?([0,1],m). Dann definieren wir

[ @) @) <n
f”@‘{o F@) >n

Dann gilt, dass | f,| monoton steigend ist und lim, . |f|> = |f|* (f.i.). Nach
dem Lebesgueschen Satz iiber monotone Konvergenz gilt

[15uam— [ |f2dm.

Es folgt: f, — f in L?([0,1],m). Es folgt, dass beschrinkte, mefbare Funktionen
dicht in L?([0,1],m) liegen. Wir bekommen, dass trigonometrische Polynome in
L?([0,1],m) dicht sind. Andererseits ist die Menge (x — €279%), j € Z

orthonormal
Yk 1 firk=0
. 2mikx _ -
(well/oe d:v—{o fﬁrk#O)'

Es folgt jetzt, dass die Abbildung

L%([0,1],m) — ¢*(2) fi <j . (m)e2ﬂijxdx>
[0,1]

hier ein Isomorphismus von Hilbert-Raumen ist.

Satz 4.2 (Hilbert-Raum-Fassung des Fourierschen Satzes).
L2(0, 1],m) — £%(Z)

ist ein Isomorphismus mit

f—lj— (x)eQ”ij‘”dx ,
[0,1]

Z cje_Qﬂij‘” —i (c5).

JEZ

Bemerkung: Die Reihe 3. cje 2™ konvergiert in L%([0,1],m) - aber nicht
unbedingt punktweise.

Die Konvergenz in L?([0, 1], m) ist eigentlich nicht, was wir haben wollen. Falls die
Reihe } ;.7 |c;| konvergiert, dann kénnen wir die L2-Funktion Y cje 2™ || |4,

mit der stetigen Funktion Y. _, c;e” 2™ || || identifizieren.

JEL

Satz 4.3. Sei 'H ein separabler Hilbert-Raum. Sei E C 'H ein abgeschlossener
Unterraum. Sei E+ = {x € H : (x,y) = 0 fiir alle y € E}. Dann gilt:

H=E®E".

Bemerkung: Es folgt, dass wir immer einen ausgezeichneten Komplementarraum
zu einem abgeschlossenen Unterraum haben.
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Beweis. Sel x € H. Dann betrachten wir A = Inf,cg ||z — y||. Wir wihlen eine
Folge y1,y2,... mit ||z —y,|| — A. Es folgt: Die Folge ||z — y,|| ist eine
Cauchy-Folge. Deswegen ist (x — y;) eine Cauchy-Folge in H. Es gilt:

Iz =) = (@ —we)ll < llz = sl = [l = yrlll.

Es folgt: y; ist eine konvergente Folge in H. Fiir « ¢ E wihlen wir
Yn : |z —y|| = Infep{||z — 2||} = A. Nun gilt:

lyn — ymll = |(Yn — ) = (Ym — 2)||

€ € ..
< My =@l +llym =2l (N2 llyn =2l <55 llym — 2l < 5 fix m,n > N)

D.h. (y,) ist eine Cauchy-Folge in H. D.h. lim,, .« ¥y, existiert in H, da H
vollstandig ist. Es gilt auch lim,,_, yn € E, weil E abgeschlossen ist. Es folgt nun,
wenn wir p(x) = lim, .« Y setzen, dann gilt fiir jedes u € E, dass

o pte) +ul 2 o ~p@)] - (weil o = plo)] = T (e <1
alsollz — p(x) + > [}z — p(o)|
d.h.

lz = p(@)|*+2Re((z — p(a),u)) + [ull® > |z — p(x)]?,
2Re((z — p(x),w)) + [lul* > 0.

Wir ersetzen u durch ru. Wir bekommen
2r Re({z — p(x),u)) + r?|[ul|> > 0.
Fiir r > 0 konnen wir durch r teilen:

2Re({z — p(x),u)) +7|lul|* >0 fiir alle r > 0.
2Re({x — p(z),u)) >0 (r —0).

Wenn wir u durch —u ersetzen, dann folgt
—2Re((x — p(x),u)) > 0.

Es folgt
—2Re((z — p(x),u)) = 0.

Im Falle eines reellen Hilbert-Raumes folgt (x — p(x),u) = 0.
Im komplexen Fall ersetzen wir u durch e®u: es folgt wieder

(x — p(x),u) =0. (4.1)
Wird diese Bedingung erfiillt, dann gilt:

lz = p(2) + ul]* = lla = p(2)|* + ul*.
D.h. ||z — p(z) + ul| > ||z — p(x)||* mit Gleichheit nur bei u = 0.

Seien nun z,z’ € H. Wir zeigen, dass gilt:

p(x + ') = p(x) + p(a’).
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Es gelten:

(x — p(x),u) =0 fir alle u € E,
(x' — p(z"),u) = 0 fiir alle u € F und
(x4 2" —p(z+12'),u) =0 fiir alle u € E.

Diese ergeben:
(p(z) + p(z') — p(x +z'),u) = 0 fiir alle u € E.
Weil p(z),... € E kénnen wir u = p(z + z') — p(z) — p(a’) wihlen. Wie bekommen
pla + ') = p(x) + p(a’),
wie behauptet. Ahnlich beweist man,
p(Az) = Ap(x) A € R bzw. C.

Es folgt: p ist linear. Die Abbildung ist eine orthogonale Projektion von H auf
E.

Nun brauchen wir den Operator I — p. Es gilt
I2)1* = llz — p(z) + p(2)[|* = llz — p()[|* + [[p(x)]|*. Aus 4.1 folgt:

(I—p)(z)=x—px)ec E*+ p(z) € E.
Die Abbildungen p und dann auch I — p sind linear, es gelten

lp()[1* < |1,
17 = p()] < ll=]?,
lp(@)|I* + (1 = p)(@)[I* = ],

ol <1, ([T —pl < 1.

Es folgt zuerst, dass E* ein Unterraum von H ist; auch, weil I — p stetig ist, ist
E- auch abgeschlossen. Q.E.D.

Ist S abzdhlbar und dicht in H, dann ist p(S) abz&hlbar und dicht in F. Das
gleiche gilt fiir £+. D.h. wir kénnen eine orthonormale Basis ey, e, ... von E und
fises fny-.. von E+ finden. {ey,es,...} U{f1, f2,...} wird dann eine orthonormale
Basis von H sein.

Sei H ein Hilbert-Raum. Wir betrachten den Dualraum zu H. Nach der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

(@ o) < [l - [lyll-
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D.h. fiir jedes z ist die Abbildung y — (x,y) eine (stetige) lineare Abbildung von
Hin R bzw. C. Sei | : H — K (K =R bzw. C) eine stetige Linearform # 0. Sei
E = Ker(l), weil [ stetig ist, ist F abgeschlossen. Dann ist H/E ein-dimensional
nach dem Homomorphismussatz. Wir wéhlen € H, « ¢ E. Dann gilt (z fest)

(z, y)l(x)

Y o
[l

ist eine stetige lineare Abbildung mit Ker(Ky)* = E. Es gilt

v &0 0y i),

2
]
Deswegen stimmt diese Linearform mit ¢ {iberein. Wir haben bewiesen:

l(y) = W fir x € H, () #0.

Es folgt: jede Linearform auf H ist von der Form y — (z,y) (Riesz’scher
Darstellungssatz). Seien zunichst

End(H) = {A: A:H — H stetig, linear},
Sesqui(H) = {s: H x H — K,y +— s(x,y) linear, x — s(z,y) ist
semilinear. Auch existiere C' > 0 mit |s(z,y)| < C|z| - |y||},

Herm(H) = {s € Sesqui(H) : s(z,y) = s(z,y)}.
Semilinear bedeutet, dass gelten:

fle+a') = ﬂ)+f()wd
fx) = Af ().

Beispiele zu Herm(H):
1. Sei

ist hermitesch, falls

2. Sei der 2 gegeben. Es gelten:

n
E Cij TiY; und Cij = Cjj-

ij=1
Problem: Gibt es eine orthonormale Basis von H, sodass ein gegebenes

s € Herm(H) diagonal ist?
Wir definieren fiir s € Sesqui(H), ||s|| = Sup |s(z,v)]|, ||lz]]| = 1, ||y = 1.

Satz 4.4. Die Abbildung
End(H) — Sesqui(H) A ((z,y) — (z,A(y)))

ist ein Isomorphismus, die die Normen erhdlt.
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Beweis. Sei A € End(H). Dann ist
sa(z,y) = (z, A(y))
sesquilinear und es gilt
lsa(a, y)l < [zl - [ Ayl < 1A - [l - [lyll
Es folgt

[sall < 1 A]- (4.2)

Zunichst sei s eine Sesquilinearform. Dann ist z — s(x,y) eine Linearform auf H.
Es folgt, dass es z € H gibt (Riesz Darstellungssatz), sodass s(x,y) = (z, ).
Wir schreiben fiir dieses z A(y). Es folgt: A : H — H, sodass

5($ay) = <A(y)7a:>7
oder s(z,y) = (z, A(y)).

Weil y — s(x,y) linear ist und A(y) eindeutig bestimmt ist, folgt, dass A linear
ist. Jetzt betrachten wir z = A(y). Dann erhalten wir

s(A(y),y) = 1A%,

Isll - [1A@ - Iyl = 1A
oder [|s - [lyll = [l A(»)I

Es folgt
sl > [|All (4.3)

Zusammen (4.2 und 4.3) erhalten wir, dass die Abbildung A — s4 ein
Isomorphismus ist.
l[sall = [IAll

Q.E.D.

Dann koénnen wir mit dem Rieszschen Darstellungssatz (oder Satz 4.4) schliefen,
dass es fiir A € End(H) ein so A* gibt, dass

(A(z),y) = (z, A™(y)).

In 2 gilt: (¢;;)* = (¢j;). Der Endomorphismus A* ist der adjungierte
Endomorphismus zu A.

s(y,z) = (A(z), y).

Dann gelten:

(Ap + Ag)" = A1" + Ay7,

(cA)* = 2A,
(A1A)" = Ay"Ar",
A — A
[ A™|| = [|A]| (weil Norm (A(),y) = Norm(z, A*(y))),
A" Al = [|A]1%.

Beweis von ||A* Al = || A?.
Zuerst: | A*A|l < || A% - | All = [| Al



Zunichst gelten:

1A@)]|* = (A(x), A(2)),
= (z, A" A(z)),
< [l - [[A*A()|| und
< [l - [lA*A - fl]l-

Es folgt:
1A* < [|A* Al
Zusammen ergeben diese:

1A]I* = 114" A].

Fiir s € Herm(H) gilt s(z,x) = s(z,z). D.h. s(z,z) € R. Wir sagen, dass
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s € Herm(H) positiv (-definit) ist, falls s(x,x) > 0 fiir « # 0. Falls A € End(H) so
ist, dass (z,y) — (x, A(y)) hermitesch und positiv-definit ist, dann schreiben wir
A > 0. Auf diese Weise bekommen wir eine partielle Ordnung auf End(H). (Dass

A eine hermiteschen Form entspricht, bedeutet A* = A.)

Definition 4.5. Seien U,V Banach-Raume. Sei A: U — V eine stetige, lineare

Abbildung. Dann heifst A kompakt, falls
AB)CV

kompakt ist, wobei B={z € U : ||z| < 1}.

Wir wenden diese Definition auf End(H) an.

Satz 4.6. Sei H ein Hilbert-Raum. Sei A € End(H) hermitesch und kompakt.

Dann ezistiert A = +||A|| und x € H, so dass
A(z) = Ax.
Beweis. Wir zeigen zuerst, dass gilt
[{(Az, )| <c-flz] - lyll, wenngilt [{Az,z)| < cfz|*.

Bewets der Ungleichung Wir haben

|(Az,2)| < c- [,
(A +y), (z + )] < [lz +yl?,
[{A(z =), (z —y))| < ¢+ [lz — y|* und
2- [(A2),y) + (Ay, z)| < (HfLerHQJr lz = 1)
)=

/\Q

Weil A* = A gilt (Ay, z Az) = (Az,y).

Deswegen gilt
2 [(Az,y) + (Az,y)| < 2¢- (|]* + [lylI*).

Wir ersetzen y durch (y, wobei ( € C. Wir erhalten

[{Az, )¢ + (Az,y) - (| < c- () + lyl*)  mit |¢] =1.

Wir wahlen (falls (Az,y) #0, ¢ = ﬁ‘;’Z;l)

2 [(Az,y) < c- (Il + [ly]1*)
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Jetzt ersetzen wir x durch tx, y durch t~1y mit ¢ > 0. Wir bekommen

2 |{(Az,y)| <c- (||:10H2t2 + ||y||2t_2) fiir alle t.

Dann erhalten wir mit ¢ = (||y||/||z[|)*/?:

2 [(Az,y)| < 2¢-[l2] - [lyll.
D.he [{Az, y)| < c-lz]| - [ly]-

Zunéchst zeigen wir, dass wir ¢ = ||A|| nehmen kénnen, und dass kein kleineres ¢
in Frage kommt. Weil (Az, Az) = ||Az||?; wir kénnen z wiihlen, sodass fiir
vorgegebene € > 0 gilt

[Az|[ = ([All =€) - [l]]-

Aus [|[Az||? < c- || Az| - ||z oder ||Az|| < c-||z| folgt, dass die Ungleichung fiir
kein ¢ < ||A|| gelten kann. D.h.

Inf {c: [(Az,z)| < c- ||x||2} > ||A]l.
Aber es gilt
[(Az, y)| < | Az - [[yll < [[A]l - lz][ - [lyl|.  (Cauchy-Schwarz)

D.h.
Inf {c: [(Az,2)| < - 2|2} < [|A].

Es folgt
Inf {e: (Az,a)| < c- ]2} = |A].

D.h. es gibt eine Folge (z,,) in H so, dass mit ||z,| = 1 gilt
(A, zn)| — [|A]l.

Da A hermitesch ist, ist (Az,,,x,) reell. Es gibt deswegen eine Teilfolge, wobei
(Azy, ) — A mit A = £||A]| - hier bezeichnen wir die Teilfolge wieder mit (z,,).
Jetzt betrachten wir

Az, — Azn||? = (A — A2p, Axy, — A2y,
= (Ax,, Ax,) — 20 (Axy,, z,) + A21
< |JA|I? -1 = 2MAzy, ) + A2
— 4|2 =M =0.
D.h. ||Az,, — Az, || — 0. Deswegen gilt

(Azy, ) = || Az, — Azn||® + 20 Az, ) — N2
— A2 und dann auch
(Azy,, Azy) — ||AJ.

Weil ||z,,]| = 1 und A kompakt, gibt es eine Teilfolge (wieder (z,,)), sodass Ax,
konvergiert. Aber Ax,, — Ax,, konvergiert. Ftir A = 0 gilt ||A|| = 0, oder A = 0;
dieser Fall ist trivial. Wir haben X # 0 sonst. Dann konvergiert z,,. Sei

& =lim,,_ o x,. Dann gilt, weil A stetig ist, Ax,, — A&. Es folgt

AL — XN =0.
Da z,, — £ gilt ||€|| = 1. Damit haben wir £ mit ||£|| = 1 und
AlQ) =A8  A==£[A].
Q.E.D.
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Wir kénnen jetzt folgendermafien vorgehen: Wir haben Ay mit Ay = £||A|| und &
mit A¢; = A\1&;. Dann bilden wir (¢;)* € H. Dann bildet A (£;)* in sich ab. D.h.
es gibt in (&1)* ein & mit A& = Aa&s und [Ag| = ||A] (g, ||. Wir kénnen dann
induktiv weitermachen

Afn = )\ngn mit |)\n‘ = ”A'(fl ____ En—l)J‘H'

Durch die Definition gilt |A1| > |A2| > |A3] > ---. Wir behaupten, dass [A,| — 0.
Sonst gilt |A,| — ! mit [ > 0. Dann ist die Folge A\,&, hat keine konvergente
Teilfolge, weil

IAnén = Ammll = (Aal® + [Am|*)2. (Pythagoras)
Dieses widerspricht der Kompaktheit von A (Ag, soll in einer kompakten Menge
liegen).
Wir haben

§1, o, - Agn = )\nfn An — 0.

Wir bilden (£1,&s,...) = Hi. Sei Ho = Hi. Dann gilt || Ay, || = 0, d.h. Aly, = 0.
Wir wihlen eine Basis von Ho 11,...,%m ... Ay, = 0. Es gilt (Spektralsatz fiir

kompakte Operatoren)
H="H; ®Hy,

A|Ho =0 Hy = <£1a€27 .. > Ag’n = /\ngn An — 0.
Diesen Satz werden wir spiter an geeigneter Stelle formell angeben.

Anwendung: Dieser Satz reicht, um die Faltungsoperatoren

fropxf <¢wwm=/¢@—wﬂw@,

flz+1) = f(z) | |f(@)Pdm(@) < oo

zu analysieren.
In diesem Fall hat man Eigenvektoren, die geniigen

/wu—ywawmmw:emwap

In diesem Fall ist €, (z) = e, (x + &) auch ein Eigenvektor von diesem Operator.
Weil der Raum der A,-Eigenvektoren endlich-dimensional (), — 0) ist, kann man
folgern, dass es 1, (£) gibt, so dass e, (z + &) = 9 (§)en(x). Dann durch Symmetrie
erhélt man, dass es ¢ gibt, so dass

en(z+8&) =c-en(&en(w).

Es stellt sich heraus, dass man die Exponentialfunktionen bekommt. Man kann
auf diese Weise die Fourier-Analysis begriinden.

Was man gerne hiitte, wiire eine Spektralzerlegung von (d/dz)?. Dieser Operator
is nicht eindeutig; man baut auch Randbedingungen in das Problem ein. Dann,
mit Hilfe der sogenannten Greenschen Funktion, kann man den gerade bewiesenen
Spektralsatz anwenden. Sogar fiir wesentlich allgemeinere Differentialoperatoren
(Kapitel 7).
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Kapitel 5

Fredholm-Theorie

In AGLA studiert man lineare Gleichungssysteme Ax = y. Man hat drei
Methoden:

e Gaufssche Reduktion und Theorie des Ranges,
e Determinanten
e und die Jordan Normalform.

Definition 5.1. Seien E, F' Banach-Rdume. Sei A : E — F stetig und linear.
Dann heifst A Fredholmsch falls

Ker(A)={z € E: A(x) =0} und Coker(A) = F/Im(A)
beide endlich-dimensional sind.
Definition 5.2. Seien E, F, A wie oben. Dann definieren wir den Index von A als
ind(A) = dimKer(A4) — dim Coker(A).

Sei L(E, F) der Raum der linearen, stetigen Operatoren von E — F. Sei

Fred(E, F') die Teilmenge der Fredholmschen Operatoren. Dadurch hat Fred(E, F)
eine Norm und damit eine Topologie.

Wir werden spéter beweisen:

Satz 5.3. Die Teilmenge Fred(E, F) in L(E, F) ist offen. Die Funktion
ind : Fred(E,F) — Z
15t stetig.

Im Falle £ = F konnen wir K : F — E mit |K]| < 1 betrachten. Dann ist
(I + K) : E — FE sogar invertierbar, weil

(I+K)y'=I-K+K*-K3+K* . (Neumann Reihe; Born-Reihe)

als geometrische Reihe in L(E, E) konvergiert. In diesem Fall gilt, dass

Ker(I + K) = {0}, Coker(I + K) = 0. Es folgt: ind(I + K) = 0. Wir werden spiter
beweisen, dass fiir beliebige kompakte K der Operator (I + K) auch Fredholmsch
ist. Nach Satz 5.3 haben wir in diesem Fall

ind(I + K) =0.

Satz 5.4. Fir K kompakt ist I + K fredholmsch mit ind(I + K) = 0.
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(Dass ind(I + K) = 0 folgt aus s — ind(I + sK) (s € [0, 1]) stetig und ganzzahlig
ist. Fiir kleines s gilt ind(I 4+ sK) = 0 — deswegen fiir alle s.)

Auch Differentialoperatoren (,elliptisch®, auf kompakten Mannigfaltigkeiten)
kénnen Fredholmsch sein wie man z.B. mit der Parametrix (Hilbert) und
Greenschen Funktionen beweisen kann.

Fir A : F — FE kompakt, werden wir spéter zeigen, dass eine Zerlegung besteht:

E=FE6E&  -®E,®J,.

Der Teilraum E; hat eine endliche Basis, so dass A|E; durch einen Jordan-Block
gegeben wird:
A1

1

Ai

Es gilt weiter A|J,, — 0 fiir n — oco. Wir erinnern uns daran, dass in endlich vielen
Dimensionen gilt:

I+ K)adi

1
T+ K" = T /)

(Cramersche Regel)

Literaturtipps

A.Grothendieck La théorie de Fredholm (Bull. Soc. Mat. de France
84(1956)319-384)

F. Smithies Integral Equations, CUP (Cambridge Tracts, 49) 1970

B. Simon Trace ideals and their applications, CUP (London Mathematical
Society Lecture Notes, 134) 1979

Klassische Fredholm-Theorie: Wir betrachten eine Integralgleichung

b
£(s) + / K (s,6)f(£)dt = g(s).

K sei stetig auf [a,b] % [a,b]. Sei g stetig und vorgegeben auf [a, b]. Wir suchen f.
Wir betrachten etwas allgemeiner die Gleichung

fls)+ )\/j K(s,t)f(t)dt = g(s).

Wir suchen eine Losung f in Abhéngigkeit von .

Ansatz: Wir zerlegen [a,b] in a = sp < $1 < 82 < -+ < 8, = b mit
sj —sj—1 = h fest und nh =b—a.

Wir betrachten nun

Fs) 4 M S K(sps)f(si) = g(s;), 0<j<n,  (n+1)x(n+1).
h=0
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Die Idee ist, dass wir die Gleichung wie in AGLA behandeln — dann lassen wir
n — oo. Sel K, = K(sj, si). Wir betrachten zuerst

- ()‘h)z Kjljl Kjlj2
det(0j5 + AWK 1) = 1+ Ah z; Kjj+ =, > det o
o

J1.J2
Kjljl Kjljz Kjljs

(Ah)?
+ 31 Z det | Kjyj Kjpjo Ky

J1,d20ds Kjyjo  Kjyjn Ky
—+ usw.

Diese Identitdt braucht einen Beweis. Die Strategie, die wir verwenden, ist
folgende: Wir wissen, dass det(SAS™!) = det(A) gilt. Wir kénnen sie deswegen fiir
alle diagonalisierbaren Matrizen A beweisen, wenn wir nachweisen, dass sie fiir alle
diagonalen Matrizen erfiillt ist. Es gilt, wenn K diagonal und

Ky 0 Ky,
Z det : :
Jise Jh Kjkjl Kjkjk
ist, dass
Z k- K.hJ1 "'K.h-]k‘

{J1,..,Jk}C{1,...,n}
Es folgt jetzt direkt, dass die Identitét fiir alle diagonalen Matrizen gilt und somit
auch fiir alle diagonalisierbaren. Leider sind nicht alle Matrizen diagonalisierbar.
Dafiir brauchen wir ein zusétzliches Argument, wonach die diagonalisierbaren
Matrizen ,dicht” in der Menge aller Matrizen sind. Wir benutzen dafiir ein
algebraisches Argument.
Sei p(x) = det(d;5 + MK i) — bis auf ein Vorzeichen ein charakteristisches
Polynom. Aus diesem Polynom kénnen wir ein Polynom D, (K..) bilden, so dass
D, (K.+) =0 genau dann, wenn zwei Nullstellen gleich sind. Fiir

(r—ap)(z—a)(x—a) - (x—ay) =" —cpa” + 12" 4 (=)

ist D= H#J—(ai — o) ein Polynom in ¢, ¢,—1, ..., co, die ,Diskriminante”. Es
folgt: Die Differenz der rechten und linken Seiten ist 0, falls D,(K,.) # 0. Wenn
wir Q(K.+) schreiben - fiir diese Differenz -, dann

QE.)Dy(Ko) =0

fiir alle Matrizen (K..), (n+1) x (n+1).
Dann beweist man induktiv, dass ein Polynom F'(z1, ...,z ) in M Verdnderlichen
nur dann fiir alle x verschwindet, wenn das Polynom selbst verschwindet. Sei

F(ml, L. ,.13]\4’) = G0($1, . ,xM_1)+G1(J:1, - ,l‘M_1)JS‘M—|—- . ~+GD($1, - ,JtM_l)x]wD
Dann ist F(z1,...,zp) =0 fir alle 1,...,2p = Go,G1,...,Gp diese

Figenschaft als Polynome in z1,...,x5;—1 haben - und - nach Induktionsannahme,
verschwinden.

Wir bekommen, dass Q(K..)Dp(K.x) = 0 als Polynom Ky, ..., K, . Weil
Clz1,...,znm] (fiir alle M) ein Integritéitsbereich ist, ist Q oder D, Null.

Dp(K «x) 7 0 wenn wir unterschiedliche Werte auf der Diagonale haben im Falle
von (K..) diagonal. Deswegen gilt

Q(Kw) =0

diese ist die Identitit oben.
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Hilfssatz 5.5 (Hadamardsches Lemma). Sei (a;;) € M(n x n;R). Dann gelten:

aix a2 -+ Qip
det | oo < llaxll - llazll - - - llanll,
a’/n,l DRI DY a/n/n
alj bl
a2j 2 2 2L g
aj=| . |, bl = (o] A+ (b2l A+ [ba]7)? fiir b=
Qpj bn

Beuweis. Anwenden der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren (War eine
Ubungsaufgabe in Diff IT, Blatt 6, Aufgabe 4). Q.E.D.

Sei M = Sup |K(s,t)|. Dann gilt — das Polynom

I+)\hZK1]+ ()\2}1')2 Zdet()+

wird — als Reihe — durch

3
I+Xh(n+1)M + ;—?(wr 1)2M? + (A;) (n4+1)3M3 + ...

majoriert (Hadamardsche Ungleichung). Weil hn = b — a gilt
h(n+1)=b—a+ h — b— a. Diese Reihe konvergiert gegen exp(AM).
Als Grenzwert fiir n — oo haben wir

b 2 b
A K(sl,sl) K(Sl,SQ)
1+ /\/a K(s,s)ds + i/a det ( K(ss.51) K(s,8) dsidss
R
Wir definieren die Fredholmsche Determinante von I + AK als diesen Ausdruck.

Idee jetzt: Parallel zu dieser Konstruktion konstruieren wir die adjugierte Matrix.
Dann erhalten wir eine formelle Losung des linearen Gleichungssystems

b
F(s)+ A / K(s,0)f()dt = g(s) als g(s)+ / L(s, 4 Ng(t)dt/D(N)

b
f(s) + / K(s.0)f(t)dt = g(s)

Idee:
F(s5) + AR k(s s1) f(sx) = g(s;)
k

det(T+A(hk(s;, s1))) — 1+A/k(57s)ds+§/ det( ZEShSl) k(s1, 52)

82781) k(82,82)

) dsidso+...

(Fredholmsche Determinante) fiic h — 0. Diese Reihe konvergiert fiir alle A,
vorausgesetzt, dass k(- -) stetig ist. Die Cramersche Regel besagt:

det(ay,as,...,a;_1,b,a;11,...,a
A=(a;) Av=b o= 20002051, 0.054, 2 0n)

det(ay, as, ..., an)
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Sei D()) die Fredholmsche Determinante. Sei nun

- A2 k(tz,h) k?(t2751>
k(t1,ta; A) = Ak(t2, t1) + 1 /det ( k(s1,t1) k(s1,s1) ) a5

\3 k(ta,t1) k(ta,s1) K(t2,s2)
+ 5// det | k(s1,t1) k(s1,81) k(s1,82) | dsidse
’ k(SQ,tl) ]f(SQ,Sl) k‘(SQ,Sg)
+

Nach der Cramerschen Regel erwartet man, dass die Losung zu

F(s) + A / K(s.0)f(t)dt = g(s)

gleich
a(s)+ DO [ E(s i N)g(0)d

ist - unter der Voraussetzung, dass D(X) # 0.
Es gibt zwei Methoden, um dieses zu beweisen.

1. Man zeigt, dass die Cramersche Formel einen Grenzwert bei h — 0 besitzt.
Beweis ist analog dem Beweis der Existenz von D()).

2. Man setzt den Ausdruck in die Gleichung ein. Man beweist
~ b ~
k(tl, tg; )\) = )\D()\)k(fg, tl) + )\/ k(Sl, tg; /\)k(sl, tl)dSl

welche man mit Rechnungen bei Determinanten beweist. Dafiir s.
F.Smithies, Integral Equations, §5.4.

Bemerkung: 1. Beil hermiteschen Kernen werden wir beweisen (fast sogar
schon), dass es eine orthonormale Basis von L?([a,b],m) gibt, €1, ea, ... so
dass

/ F(s, E)e; (£)dt = Aje; (s).
Es gilt: A\; — 0.
M

My
I+ Adz

det(...) = JJ(1+Ax))
Man bekommt eine Identitét

oo

[T+ = 1+>\/k(s,s)ds

i=1
)\2 k(sl,sl) k‘(Sl,SQ)
+2!/det< K(s2,51) k(sn,52) dsidsg + - -+

Diese Identitiat verbindet zwei Klassen von Grolen — besonders in der
Differentialgeometrie von grofser Bedeutung.
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2. Die Formel
£(s) = g(s) + DY) ! / R(s, t)g(t)dt

zeigt (fiir diejenigen, die etwas Funktionentheorie gemacht haben), dass die
Losung eine meromorphe Funktion in \ ist - mit Nenner D(\). Man kann
sogar die Ordnung von diesen Funktionen abschitzen. Diese Methode zur
analytischen Fortsetzung ist besonders effektvoll.

3. Die Moglichkeit, dass D(1) = 0 besteht, zeigt, dass fiir die Analyse der
Fredholmschen Gleichung der Parameter A\ sehr hilfreich ist.

Beweis. (zu Satz 5.3) Wir haben ELF. Sei K = Ker(A). Dann ist K endlich
dimensional. Nach Satz 3.6 gilt E = K & W, W Banach-Raum Aly ist injektiv.
Auch ist A(E) abgeschlossen in F. Es folgt nach Satz 3.6, dass es Y C F' gibt, so
dass F = A(E) @Y, wobei Y endlich-dimensional ist. Die Abbildung

WeoeY —-AW)eY =F (u,y)+— (Aw),y) = Aw) +y

ist deswegen ein Isomorphismus. Fiir F4, F} Banach-Rdume werden wir zeigen,
dass die Menge von Isomorphismen Fy — Fy in L(E4, Fy) offen ist (Wir hatten
vorher gezeigt, dass eine Umgebung von I : E — E aus Isomorphismen besteht.
Wir brauchen nur diese Aussage auszudehnen). Falls A; ,in der Nihe von“ A ist,
so ist A} : W @Y — F auch ein Isomorphismus. Da Ker(A4;) N K = {0} ist der
Kern von A; endlich dimensional. Dann ist Ker(A4;) abgeschlossen (Satz 3.6).
Auch ist die Codimension des Bildes < dim Y und somit auch endlich-dimensional.
Es folgt, dass A; Fredholmsch ist.

Nun ist W @ Ker(A;) eine direkte Summe zweier abgeschlossener Unterraume -
und ist deswegen auch abgeschlossen, so dass es einen endlich dimensionalen
Unterraum Z von E gibt mit

W e Ker(A)®Z =E.

Nun

und diese Abbildung ist ein Isomorphismus. Weil Z NKer(A4;) = {0} folgt
dim(4;(2)) = dim(Z2).
Dann haben wir

ind(4;) = dimKer(A) — (dim(Y) — dim A;(Z))
= dimKer(4) — dim(4;(Z)) — dim(Y)
= dim Ker(4) — dim(Y")
= ind(A).

Um zu zeigen, dass Isomorphismen E — F offen in L(F, F) sind, gibt es zwei
Falle. Entweder gibt es iiberhaupt keine Isomorphismen. In diesem Fall ist die
Aussage richtig. Sonst gibt es einen. Dann kdnnen wir 0.E.d.A. annehmen, dass
F = E. Dann fiir a : E — F eine bijektive Abbildung, betrachten wir «(I + K)
mit ||K|| < 1. Dann bilden diese eine Umgebung von a (soll noch nachgewiesen
werden). Durch diese Konstruktion ist a(I + K) bijektiv, weil

(I+K)"'=1- K+ K? - K?--- konvergiert. Sei nun also o/, so dass

la — /|| < 6. Dann gilt

lo= (o — o) < lla”Ml6, I — a7 | < [la”"o.
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Wenn wir § so wihlen, dass |o~!||-§ < 1, dann gilt:
1
~K=1—-a"'a genigt |K| < 3 ald =T+K o =a(l+K).
Q.E.D.
Beweis. (zu Satz 5.4) Wir betrachten Ker(I + K). Es gilt:
I|Ker(I + K) = —K|Ker(I + K).

Wenn wir den Einheitsball in Ker(I 4+ K) betrachten, dann ist das Bild davon
unter —K kompakt, weil K kompakt ist. Unter I ist das Bild sich selbst. Deswegen
ist der Einheitsball in Ker(I 4+ K) kompakt. Nach dem Satz von Riesz (Satz 3.1)
ist Ker(I 4+ K) endlich dimensional. Sei Y = Ker(I + K). Es existiert ein
abgeschlossener Komplementarraum Z zuY in E; Y @ Z = E. Sei K1 = K| .
Dann ist K; injektiv. Wenn (I 4+ K) surjektiv wire, dann wire die Inverse stetig.
Wir beweisen dieses ohne Voraussetzung. Wenn (I + K1)~ nicht stetig wiire,
dann gibe es z,, € (I + K1)(E) mit z,, — 0 und (I + K1) *(z,,) - 0, oder es gibt
Yn - 0 mit (I + K1)(yn) — 0. Da y,, - 0 existiert ein r > 0, so dass ||y, | > r fiir
fast alle n. Wenn wir jetzt y, mit /||y, | (< 1) multiplizieren, bekommen wir einen
Folge y/, mit ||y,,|| =7 und (I + K1)(y},) — 0. Dieses ist aber unmdglich, wiel

K1 (y,,) konvergent ist (weil K7 kompakt); sei n = lim K (y,,). Dann gilt

I+ Ki1)(y,) — 0, vy, + K(y,) — 0. Es folgt: vy, — —n. Es folgt n+ K;i(n) = 0.
Aber n € Z mit Ker(I + K1) N Z = {0}. D.h. n = 0 - Widerspruch mit

[Inll = . Q.E.D.

Hilfssatz 5.6. Sei Z C E abgeschlossener Unterraum, Z #+ E. Dann ezistiert fiir
jedese >0 einx € E mit ||z =1 und d(z,Z) > 1 —e.

Bemerkung: Da Z abgeschlossen ist, gilt
x ¢ Z, d(z,Z) =Inf{||lx —y|| :y € Z} > 0 fiir z ¢ Z. Um dieses zu zeigen,
wissen wir zunéchst, dass aus der Definition folgt, dass es eine Folge (y,) gibt,
sodass

d(z,y,) — d(z, Z).

Dann ist d(z,y,) eine Cauchy-Folge. Fiir jedes € > 0 gilt
d(z, Z) < d(z,yn) < d(z,Z) + &.

Gelte d(z, Z) = 0, so wiirde folgen, dass d(x,y,) — 0. Da y, € Z und Z
abgeschlossen ist, wiirde folgen: x € Z, ein Widerspruch.

Beweis. Sei x1 € F,z1 ¢ Z. Dann existiert yo € Z mit

lz1 = woll < d(z1, Z2)(1 +¢).

Sei
_ 1 — Yo
Tor = ol
Fiir z € Z gilt dann
e \ 1 Yo H L e — (o + e — woll2) |
2= A T lmr = (wo 1= Yo .
T = ol T
(=4
Es folgt:
1
o1 — (9o + a1 — yoll2)]| = d(, Z) > —— -l — g0l

1+¢
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Esgilt 1/(1+¢) >1—¢, weil 1 > (1+¢)(1 —¢)=1- &2 Folglich:

1

Andererseits nach Konstruktion haben wir
]l = 1.
Q.E.D.
Wir beweisen jetzt fiir K kompakt, dass
E/(I+K)E

endlich dimensional ist. Wir nehmen an, dass dieses nicht der Fall ist. Wir
betrachten eine Folge von Banach-Raumen

(I+K)E)=FyCFCF,C---CE

wobei dim(F};/F;_1) = 1. Wir wihlen einfach immer ein Element von F, das nicht
in F;_; liegt; mit F;_; zusammen erzeugt dieses F;. Wir wahlen € > 0. Dann
wéhlen wir z1 € Fy : d(z1, Fo) > 1 —¢€, 29 € Fy : d(x2, F1) > 1 — € usw. Bei allen
x; gilt ||a;|| = 1. Wir wissen, dass (I + K)(z;) € Fo. Wir betrachten mit j > k:

1K (z5) = K(zp) | = (= (2 — k) + (T + K)(x;) = (I + K) ()|
=l = @n, — T+ K)(@) + (4 K)() |

EFkCFj—l €Fy

€Fj1
Nach der Konstruktion gilt dann:
1K (z5) = K(zp)| 21 —e.

Da |jz;|| <1 fiir alle j, da K kompakt ist, sollte es eine konvergente Teilfolge von
K(z;) geben — Widerspruch mit ||K(z;) — K(zx)|| > 1 — €. Es folgt
E/(I + K)(E) endlich-dimensional ist.

Satz 5.7. Seien E A, FEy und Eo Az, E3 Fredholmsche Operatoren. Dann ist
Ay o Ay auch Fredholmsch. Es gilt

ind(Ay 0 A1) = ind(A3) + ind(4,).

Beweis. Sei K1 = Ker(A;), Ky = Ker(As3). Dann existieren Komplementirrdume
X1: X1® Ky =FE; und X5 : Xo & Ky = E>. Auch existieren Y7, Y5 mit
Im(Al) D Y1 = E2 und Im(Ag) D Y2 = Eg. Hier sind Kl, KQ, Yl, }/2 endlich
dimensional

Im(Ag o Al) D AQ(Yl) = Im(Ag)

Weil A5(Y7) von endlicher Dimension ist, ist Im(As o A7) von endlicher
Kodimension in E3 (Komplement A5(Y7) @ Ys). Auch gilt:

Ker(Azy 0 Ay) ={zx € By : A2A;(x) =0}
={zx € E;: Ai(x) € Kz}
={(z1,22) € (X1 ® K1) : A1((z1,22)) € Ko}
={x1€X;:A41(x1) € K3} ® K;.
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Aq|x, ist injektiv. Wir haben auch:
dim{z € X; : A;(z) € K2} = dim(K3 NIm(4;)) < dim(K>). Daraus folgt:
dim Ker(Az 0 A7) < dim (k) + dim(K>).

Deshalb ist A9 o A; Fredholmsch. Fiir die Dimensionen haben wir

ind(A;) = dim(Y7) — dim(k;),

ind(Az) = dim(Y2) — dim(K>),
codim(Im(As o Ay)) = codim(Im(Az)) — dim(A42(Y7)),
dim(Ker(A43 0 Ay)) = dim (K2 NIm(A;)) + dim(K7).

Wir brauchen deshalb

codim(Im(Ag 0 Ay)) — dim(Ker(A2 o Ay))
= codim(Im(A4;)) + codim{n(As)) — dimf#K7) — dim(K>).

Die linke Seite ist

codimfkm{Az]) — dim Ay(Y) — dim(Kz 0 Im(Ar)) — dimTT
Die Dimensionsformel wird

Diese wird die Dimensionsformel fiir Aly, (mit Ker(Y; N K3)).
Q.ED.

Satz 5.8 (Fredholmsche Alternative, 1. Fassung). Sei K kompakt. Dann ist
entweder I + K invertierbar oder es existiert x mit (I + K)(xz) =0, d.h.
K(z) = —uz.

Beweis. Wir nehmen an, dass I + K nicht invertierbar ist. Weil ind({ + K) =0
gilt dann dim(Ker(I + K)) = codim(Im(I + K)). Wenn beide Null wéren, dann
wére I + K invertierbar. Da dieses nicht der Fall ist, sind beide positiv. D.h.
Ker(I + K) # {0}. D.h. es existiert ein x mit (I + K)(z) = 0. Q.E.D.

Satz 5.9. Sei K kompakt auf E, E nicht endlich-dimensional, dann ist K nicht
invertierbar.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass Ker(K) = {0}, weil sonst kann K nicht
invertierbar sein. Sei By = {z € E : ||z|| < 1}. Dann ist K(B;) kompakt in E, weil
K kompakt ist. Nach Satz 3.3 ist K(B;) offen. Es folgt, dass E lokal kompakt ist
— und, nach dem Satz von Riesz (Satz 3.1) — ist E endlich dimensional. E' war
aber nicht endlich-dimensional. Q.E.D.

Wir betrachten (2 = {(x,,) : " |r,]?> < 0o}. Sei A, eine Folge mit \,, — 0. Der
Operator
A2 - 02 () — (A\nzy)
ist dann kompakt. A ist kompakt, injektiv — falls alle \,, # 0 — aber nicht
surjektiv. Es gibt aber (falls A\, # 0 fiir alle n) kein  mit Az = 0 — es gibt keinen
Eigenvektor mit Eigenwert 0. (Aber: Ae, = A\ én,
en =(0,0,...,0, 1 ,0,...,0).)
~—
n-te Stelle

Satz 5.10. Seien E, K wie oben. Dann existiert n, sodass fir alle m > n gilt

Ker((I + K)™) =Ker((I + K)").
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Beweis. Es gilt

I+K)"=1I+ <T)K+ (ZL>K2 +o 4 <2>Km = I + komp. Operator.

D.h. ind(I + K)™ = 0, oder dim(Ker(I + K)™) = codim(Im(({ + K)™)) Wir
betrachten jetzt L; = Ker((I + K)?). Dann gilt L1 C Ly C Ls C ---. Wir wollen
zeigen, dass diese Kette abbricht. Falls L; = {0}, dann nach Satz 5.8 ist (I + K)
invertierbar. Es folgt dim L; = 0 fiir alle j. Deswegen brauchen wir nur den Fall
dim L; > 0 zu betrachten. Wir wenden Hilfssatz 5.6 wieder an. Es gibt z; € L;
(j > 2), so dass ||z;|| =1 und

lz; —y|| > 1 —¢firalley e Lj_4, €:0 < e <1 vorgegeben.

Falls L, = L1, dann folgt: L; = L, fiir alle j > r - deswegen, sollte die Kette
nicht abbrechen, haben wir eine solche Folge. Wie vorher gilt:

K (z;) — K(zx)|| > 1 —¢ fiir j # k,

da fiir x € L; gilt: (I + K)x € L;_;. Wie vorher fiihrt dieses zu einem
Widerspruch mit der Kompaktheit von K. Die Kette bricht dann irgendwann ab.
Auch die Kette (I + K)™(FE), eine absteigende Kette, bricht ab. Q.E.D.

Satz 5.11. Seien E, K wie vorher. Sein, so dass
Ker((I + K)™) = Ker((I + K)™) fir alle m > n.

Dann gilt
E=Ker((I+ K)")®Im((I + K)").

Beweis. Wir zeigen zuerst:
Ker((I + K)")NIm((I + K)") = {0}.

Sei x € Ker((I + K)™)NIm((I + K)™). Dann gilt © = (I + K)"(¢) fir £ € E. Weil
x € Ker((I + K)™) gilt (I + K)**(¢) = 0. Nach Satz 5.10 haben wir:

Ker((I + K)?") = Ker((I + K)™).

D.h. ¢ € Ker((I + K)™). D.h. (I + K)"¢ =0 oder x = 0. Wir haben:

Ker((I+ K)") @ Im((I + K)") C E.
“gemeiner Trick™ Jetzt erinnern wir uns daran, dass
ind((I + K)™) =ind((I + K)) = 0. Es folgt
codim(Ker((I + K)") @ Im((I + K)™)) = 0 oder

Ker(I+ K)")+Im((I + K)") = E.

Q.ED.
Wir werden jetzt I — AK betrachten. Wir hatten schon bewiesen, dass
E =Ker((I —AK)")®Im((I — AK)").

fiir geeignetes n. x € Ker(AK)™), dann gilt Kz € Ker((I — AK)™). Der Grund
dafiir ist, dass K und (I — AK)™ vertauschbar sind. Auch ist

K(Im(I — AK)™) C Im((I — AK)™) - aus dem gleichen Grunde. Der Raum
Ker((I — AK)™) ist endlich dimensional. Auf diesem Raum gilt
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(I = AK)"(Ker((I — AK)™)) = 0. Wir kénnen jetzt die Jordan Normalform von K
auf Ker((I — AK)™) verwenden. Wir bekommen eine Basis von Ker((I — AK)"), so
dass K auf diesen Raum durch die Matrix

dargestellt wird.

Um diese Matrix zu bestimmen, wird rg(I — K)? bestimmt (fiir j = 1,...,n).
Dadurch erhdlt man die Grofke der Jordanblocke.

Sollte Ker((I — AK)) # 0, dann gibt es ein & mit

(I —AK)x=0.
Wir nennen \~! einen Eigenwert von K, falls diese Bedingung erfiillt ist
Satz 5.12. Seien A=Y, N ~! Eigenwerte von K, A # X. Dann gilt
Ker((I = AK)™) C Im((I = NK)™)
wobei n (bzw. m) die Zahlen, die durch Satz 5.10 bestimmt werden, sind.

Beweis. Sei x € Ker((I — AK)™). Dann nach Satz 5.11 kénnen wir z = x1 + x5 mit
x1 € Ker((I — NK)™) und 22 € Im((I — N K)™) schreiben. Es gilt
(I — AK)™(z) = 0. Nach unserer Bemerkung von vorhin

(I — AK)"Ker((I — NK)™) C Ker((I — NK)™)
(I — AEK)"Im((I — NK)™) C Im((I — N'K)™)

D.h.
(I-AK)"(z1) =0 (I —AK)"(22)=0

Jetzt auf Ker((I — MK)™) hat K eine Matrixdarstellung
Ao
)\71

/\—1
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D.h. I — AK hat auf diesem Raum die Matrixdarstellung

Diese Matrix ist invertierbar (Da A = 0 liefert (I — AK) = I ist A # 0). D.h.
x1 =0. Es folgt © = 25 € Im((I — N K)™) Q.E.D.

Satz 5.13. Die Menge der Figenwerte von K ist abzihlbar mit Haufungspunkt 0,
falls die Menge endlich ist.

Beweis. Wir bemerken, dass aus Kx = px folgt |u| < ||K||. Da || K| endlich ist,
gilt, dass die Eigenwerte beschrinkt sind. Fiir jedes R > 0 betrachten wir

{p : |u| > R}. Ist diese Menge unendlich, dann gibt es pq, o, ... R < |p;| < || K|
Wir konnen deswegen eine konvergente Teilfolge finden. Ohne Einschrinkung gilt
pj — || > R. Seien x4, o, . .. Eigenvektoren: Kz = pjx;. Ohne
Einschrinkung sind die /s alle verschieden. Wir wiihlen die x’s mit ||lz;|| = 1.
D.h. die {x1,...,2,} ist linear unabhingig fiir jedes n.

Nota bene: Wir benutzen hier, dass fiir das Gleichungssystem
/,leclxl + ,ugchxg +...+ ,unkcna:n =00<k<n)

die Determinante

1 1
det | Lo = T (= ) (1RO
/’Lln_l T /f['nn_l

ungleich 0 ist. Diese Determinante nennt man Vandermonde Determinante.

Da K kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge der K (z;). O.E. nehmen wir
an, dass K (x;) konvergiert. D.h. p;z; konvergiert. Allerdings p; — p; dh. z; — &
l€ll =1, K(z;) — K(§). D.h. K(§) = p€&. Wir betrachten den von x1,2s,...,;
erzeugten Raum (z1,...,z;). Nach Hilfssatz 5.6 kénnen wir y € (z1,...,x;) mit
lz; —y|l > 1 — € finden, wobei 0 < ¢ < 1 vorgegeben wird. D.h.

1K (zj) = K(zp)ll = ljz; — pwrl] = R(L—¢)  k<j

D.h. die (K(z;)) konvergieren nicht. Widerspruch. Es folgt: die Menge der p;’s ist
endlich. Q.E.D.

Veranschaulichung zum Beweis:



63

1K

(&)

Dabei sind pro Ring nur endlich viele Punkte, daher ergeben sich insgesamt
abzdhlbar viele Punkte.

Satz 5.14. Sei K kompakt mit ||K|| < 1. Dann ist K invertierbar.

Beweis.
I+K)'=I-K+K*-K>+---

Q.E.D.
Satz 5.15. Unter den obigen Voraussetzungen gilt

E= @ Ker((I-IK)™ @ E(R)
XATYH>R
nx#0
wobei ny: der durch Satz 5.10 angegebene Wert fiir . Der Raum E(R) wird durch
ER) = [ (- K)™(E)
XIATH>R

n>\750

gegeben. Alle Summanden werden in sich durch K abgebildet. Fiir jeden Figenwert
w von K auf E(R) gilt |u] < R. Auf Ker((I + K)™) kann K durch Jordan-Blicke
dargestellt werden.

Anwendung: Theorie von Perron-Frobenius-Ruelle Operatoren in der
Ergodentheorie. (Thermodynamischer Formalismus)

Satz (Satz von Perron-Frobenius). Sei A = (a;;) eine reelle Matriz mit a;; > 0

fiir alle i, j. Dann gibt es einen positiven Figenwert Ao > 0 von A mit Eigenvektor
o, so dass alle anderen Eigenwerte A der Ungleichung

IAl < Ao
genigen.

Beispiel:

B={(z;:2,€CY silajl <oof @)= el
j=1
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Dann betrachten wir
K((l’l, T2,X3,.. )) = (0, 91%1, 02!1,'2, 93%3, .. )
Dann betrachten wir die Eigenwerte von K. Wir bekommen

K((z1,22,...)) = p(r1,22,...)

In diesem Fall
(0,011,020, 033, ...) = p(x1, 72,23, .. .)
Fiir p=0: (61 #0,02 #0,...), 21 =0,20 =0,...
T = ,u_10 1 =0
To = /,6_191.’151 o =0

o — —1
r3 = U 02%2

Es gibt hier keine Eigenwerte {iberhaupt. Z.B. bei e; =1,e0=1,...und §; — 0
kann man zeigen, dass K kompakt ist.

Sei K'(x1, 2, x3,...) = (0122,0223,...). Nun ist (1,0,0,...) ein Eigenvektor mit
Eigenwert 0. Fiir p1 # 0

(leg, 92I3, . ) = [L(Ihl’g,afg, .. )

Orxe = px:

921’3 = U2

Der zugehérige Eigenvektor ist:
L
"017 60107 0102057

1] |l

€1+ €2+

P 1010

Ob diese Reihe konvergiert hingt von der Wahl der Konstanten ab. Sollte es fiir
p1 konvergieren, dann konvergiert es fiir alle p : |u| < |p1] - iiberabzdhlbar viele.

In diesem Fall kann K nicht kompakt sein.

Dieses liegt in F, falls

ez +...



Kapitel 6

Spektraltheorie in
Hilbert-Raumen

Satz 6.1. Sei H ein Hilbert-Raum. Sei K : H — H kompakt. Dann gibt es eine
Zerlegung
H ="Ho®H

mit K|z, =0 und Hy = (% oder C" fiir endliches n. Fiir die kanonische Basis
ej, (1=1,2,3,...) des £ bzw. fiir die kanonische Basis e;, (j =1,2,3,...,n) des
C™ gilt
K@j = )\jej.
Falls H1 = 0%, gilt \; — 0 fiir j — oo.

Dieses wurde am Ende von Kapitel 4 bewiesen. Dieser Satz reicht nicht aus.

Beispiel: Ein Beispiel, das man gerne behandeln mdéchte, ist der Schrodinger
Operator auf R3 (Betrachte: Wasserstoffatom mit Energieniveaus)

Adp(z) + (E-V(e)d(@) =0 () € L*(RY)

Stilblite: Manchmal in diesem Land ist die Reihenfolge ein bisschen
unverstindlich.

Das Problem, was ein Differentialoperator in einem Hilbert-Raum zu suchen hat,
werden wir gleich diskutieren.

Beispiel: Wir betrachten

Loealt=to) (g >¢)
€ 0=
R(t, tg;a) = { 2@ .
( 0 ) {21(1 . ea(to—t) (tO < t)

Sei f eine Funktion auf R, so dass
f(x)e=slel — 0 fiir 2] — oo

und f'(z)e 5%l — 0 fiir |z| — oco.
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66 KAPITEL 6. SPEKTRALTHEORIE IN HILBERT-RAUMEN

fiir alle £ > 0. Angenommen, dass " die gleiche Bedingung erfillt, dann gilt:

+o0 +R
/ R(t,to;a)DQf(to)dtoleim R(t,to; ) f" (to)dto
— 00 —oo J_ R
"Lt 1 et
= i = alto—t Hf, dt / = afto—t Nt dt
B | e ol f g ettt

. 1 o
lim [2ae (to lt)f"(lfo)}

R—o0

t

1 t
_ 5 / ea(toft)f/(to)dto
—R —R

R

1 1 (B
+ {mea(t_mf”(to)} + 5/ e(t=10) f (1o ) dto
t t

. I a(t—to) gt I a(t—to) ¢/
= ngnooi/t e o) f (to)dto — §/R€ o) f (to)dto
.1 _ L
- g o] [
1 a(to—t) t a [* a(to—t)
5[]+ 5 [ et s
1 1 , [T
= —§f(t) - §f(t) + o R(t,to; ) f (to)dto.

Alles in allem: Was wir bekommen, ist
400
[ Rltstos )02 1(t0) - a2 t0))dts = 110

—R(+, ;) ist der Kern von (D? — a?)~! — auch Resolventenkern genannt.
Dieses hat die Wirkung, dass Probleme mit Differentialoperatoren in Probleme
mit Integraloperatoren verwandelt werden. Wir betrachten:

) R (e’
/ DEf()f(t)dt = Tim [f(t) F(£)] 25, — / (0= / £(t)2dt.

00 R—oo
falls f(t)f'(t) — 0 fiir |[¢| — oo. Die Funktion R(¢,to; ) hingt nur von ¢ — to ab:
R(tv to; O() = R(t07 t; Oé)-

Es folgt, dass 3 R(t,to + m; ) = RZ(t,tg; o) existiert. Es gelten fiir k € Z:

meZ
RE(t + k, to; a) = R%(t, to; ),

R(t,to + k; ) = R%(to, t; ),
R%(t,to; ) = R%(to, t; ).

| to

Jetzt betrachten wir eine periodische Funktion f mit f’, f”, f € C?*(R).
Insbesondere gelten fir |z| — oo:

el f(z) =0
el f! (@) — 0,
e—e\w|f//(x) =0



und

1 1
/0 RZ(t,to; o) f (to)dto :/O > R(t,to +m;a) f(to)dto

mEeZ

1
= / Z R(t, to + m;a) f(to +m)dty
0 mez

1
= / R(t,to + m;a) f(to +m)dto
0

MmEZL

m-+1
— Z/ R(t, to +m;a)f(to)dto

mez” ™

+oo
_ / R(t, o + m: ) £ (to )dto.

— 00

Wir bekommen

/0 R¥(t,to; 0) (D2 (to) — o (to))dto = — f (2).
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Andererseits ist [0, 1] kompakt, RZ(t,to; @) stetig in ¢, ¢y und stellt deswegen einen

kompakten Operator auf L?(R/Z) dar. Wir suchen dann die Eigenvektoren und

Eigenwerte dieses Operators (Satz 6.1). Sei A jetzt ein Eigenwert. Wir haben dann

fiir f\ einen zugehorigen Eigenvektor f) € L?(R/Z). D.h.

“+o00
R(t,to; @) fa(to)dto = Afa(t)
— 00
oder
L[ ot L[ atto)
— atto— to)dt — alt=to to)dtg = A t
s e et 5 [ e )it = A
ieiat /t e fx(to)dto + ieat /+OO e~ fx(to)dto = Afa(t)
50 - 0)dto + o~ t 0)dto ,
1 —at ! at 1 > —at

)\fA(t):£~€ 7006 Of)\(to)dt0+£ ) e Of)\(to)dto.

Sei A # 0. Dann gelten:

MO = 5 (are [ e ao)it + 5 )
+ i(jta)e*at/t e fi(to)dto Mf,\(t),

1 ' 1 -
=73 ~e_at/ " fx(to)dto + 2 .eat/ e fa(to)dto
¢

— 00
und

t
« —Q «
Af;\/(t) = 5 -e t/ e tof)\(t())dto
1

N /t°° e i (to)dto — 5 12(0) — 3 12(1)

= AR — [0,
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1. A #0: fy ist 2-mal differenzierbar und geniigt der Differentialgleichung.
Deswegen ist f) unendlich differenzierbar.

2. A = 0: Die linke Seite ist 0. Also ist
M) — falt) =0

Wir erfahren von dieser Gleichung, dass f) in ¢ differenzierbar ist — sogar
unendlich oft. Es gilt

M) = (1) = = fa(t).

Fiir A =0 gilt fy = 0. Sonst: f{(t) = (o® — 1) fx(t). Wir haben zwei Losungen zu
dieser Gleichung

~
—
-
S~—
I
o
H,
Q
N
I
=
&

Weil diese periodisch sein sollen, sind die Losungen nur fiir 4/a? — % = 2mik mit

k € Z zuldssig. Es folgt:
1
a2+ (27k)2°

Fir k£ = 0 ist die Losung 1, fur k > 0 ergeben sich die Lésungen:
V2 cos(2rkt) und V2 sin(27kt).

Ziel: Theorie, sodass wir R(t,to; o) auf L?(R) untersuchen kénnen. (cos(2wzy)
und sin(27zy) mit y € R sind fast Eigenvektoren, aber sie liegen nicht in L?(R).)

Hilfssatz 6.2. Sei A stetig, hermitesch in H. Sei R > ||Al|. Dann sind die
Operatoren RI + A positiv.

Beweis. Es gilt (x, (RI + A)z) = R||z||* + (z, Az). Es gilt |(x, Az)| < ||A]| - ||lz*.
Auch ist (z, Az) reell. Es folgt:

(z,(RI £ A)z) > 0.
Q.E.D.

Hilfssatz 6.3. Sei [a,b] ein Intervall in R. Sei p ein Polynom, sodass fir x € [a, b
gilt p(x) > 0. Dann existieren Polynome Q,...,Qy, P1,...,Ps, Py, ..., P%, sodass

p(t) = Qi) +(t—a) Y Pt + (b—1) Y (1)
j=1 k=1 =1

Beweis. Nach dem Hauptsatz der Algebra kénnen wir p in irreduzible Faktoren
zerlegen; Diese sind entweder vom Grad 1 oder von Grad 2 mit komplex
konjugierten Nullstellen. Bei den Polynomen von Grad 1 haben wir (¢ — 6); falls
(t — 6) mehrfach in p aufgeht, gibt es 2 Moglichkeiten. Entweder die Vielfachheit
ist gerade oder ungerade.

1. Im ersten Fall p(t) = (t — 0)*%p,(t). Wenn wir den Hilfssatz fiir p; bewiesen
haben, haben wir ihn auch fiir p, weil (¢ — )25 ein Quadrat ist.

2. Im anderen Fall teilt (¢t — 6)?**1 das Polynom p(t). Weil sich das Vorzeichen
bei 6 dndert, haben wir, dass 0 ¢ [a, b]. Es folgt: entweder 6 < a oder 6 > b.
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Im ersten Fall schreiben wir
t—0=(t—a)+ ((a—0)2)%

Im zweiten Fall :
0—t=(b—-1t)+ ((0—())5) .

Ein quadratischer Faktor sieht so aus:
(=~ Q) = (x =& + 7 mit¢ = & +in.

— eine Summe von zwei Quadraten. Wir multiplizieren alles zusammen und
bekommen

p(t) = Ai(t) + (t = a)Az(t) + (b = ) A3(t) + (£ — a)(b — 1) As(t).

wobel Aj (t), ... Summen von Quadraten von Polynomen sind. Jetzt benutzen wir
t—a)(b—1t)+ (t—a)(b—t)?
P (i) i) R el Ot
b—a
und bekommen die zitierte Form. Q.E.D.

Zur Erinnerung: Wir schreiben A > B, falls A — B positiv semidefinit ist.

Satz 6.4 (Murrays Lemma). Seien a,b, so dass

al <A<Vl
Sei p ein Polynom auf [a,b] mit p(x) > 0 fir x € [a,b]. Dann gilt

p(A) > 0.
Beweis. Nach Hilfssatz 6.3 gilt
A) = QAP + (A—al) Y Pu(A)? + (b — AZPI %
i=1 k=1
weil A hermitesch ist, ist es auch Q;(A) usw. Dann gilt:
(2, Q5(A)%) = (Q;(A)z, Q;(A)z) > 0.

Auch gilt

(@, (A — al)Pe(A)’x) = (z, Pe(A)(A — al) Py(A)z)
= (Pe(A)z, (A — al) Py(A)z)
> 0.

Ebenfalls haben wir (z, (bI — A)P;(A)?z) > 0. Es folgt die Behauptung. Q.E.D.
Korollar 6.5. Sei p beliebig. Sei ||plloc = Sup,ejqy [p(t)]- Dann gilt

—lplloel < p(A) < plloo!-
Beweis. Wir betrachen ||p||o £ p(t). Q.E.D.

Satz 6.6. Sei A > 0. Dann ezistiert A; > 0 mit A = A;>.
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Beweis. Wir finden p; auf [0, | A]|], so dass p;(t) Polynom und p;(t) — v/t
gleichmé#fig. Es gilt aufserdem p;(¢) > 0 fiir ¢ € [0, || A||]. Nach Korollar 6.5 ist die
Folge p;(A) konvergent. Es folgt, dass

J—00
existiert. Da p;2(t) — t, folgt A;*> = A. Q.E.D.

Satz 6.7. Sei X ein kompakter, toplogischer Raum. Sei C(X) die Algebra der
stetigen Funktionen auf X mit der || - ||oo. Sei I ein abgeschlossenes Ideal in C(X).
Sei

Z(I)={z € X : p(x) =0 fir alle p € T}.

Dann gilt:
I={feC(X): f(&) =0 firale&eZ(I)}.

Beweis. Nach Definition von Z(I) gilt: I C {f : f(€) =0 fiir alle £ € Z(I)}. Sei
fof(€)=0firalle £ € Z(I). Sei € > 0. Sei U = {x : f(x) < e}. Dann ist U offen;
es folgt, dass X — U abgeschlossen ist und deswegen kompakt. Fiir y € X — U gilt,
dass y ¢ Z(I). Dann existiert g, € I mit g,(y) # 0. Es gibt eine offene Umgebung
V, von y, sodass |g,(v)| > r, > 0 fiir v € V,,. Insbesondere ist g, invertierbar auf

Vy.
Wir betrachten jetzt die V,, (y € X — U) als eine Uberdeckung von der kompakten
Menge X — U; es gibt deswegen eine Teilmenge entsprechend yi, ..., Yy, sodass

Vy, UV, U---UV,, D X —U. Wir betrachten jetzt

9=95"+ 90>+ + 95,7

Es gibt mg > 0, sodass g(z) > myg fiir x € X — U. Wir haben auch, dass g € I. Fiir

n grof betrachten wir 7% Diese Funktion liegt in /. Fiir n — oo konvergiert sie

gleichméRig auf X — U gegen 1. Jetzt liegt auch f7%- in I; die Folge konvergiert

gleichméfig gegen f auf X — U. Es gilt aber auch g > 0, weil g Summe von

Quadraten ist. Deswegen gilt 1_’Z~Zg < 1. Auf U gilt |f] < e. Wir wihlen

ny:|[f s = flx—vlleo < e Wir haben auch ||(f 7525 — f)lull < e. Fiir jedes €
wahlen wir eine solche Funktion:
nig
G. = , = g(e).
c f1+n1g g=yg(e)

Dann gilt ||f — Gc|loo < € und G € I. Weil I abgeschlossen ist, folgt jetzt, dass
fel Q.E.D.

Nota bene: Sei Z C X abgeschlossen. Dann ist I(Z) = {f : f|z = 0} ein Ideal.

Ezkurs: Sei C™ gegeben, C[z,...,x,] der Ring von Polynomen. Jedes Ideal T in
Clz1,...,xy] ist endlich erzeugt durch fi,... fn, also I = (f1,..., fx),

V(D) = {2 €C": fi(2) =0,... fi(2) = 0},

{f €Clar,...,zn]: flvay =0} = VI ={f: esgibt m >0 mit f™ € I} (Radikal
von I) nach dem Hilbertschen Nullstellensatz. Man kann hiermit auf C™ die
Zariski-Topologie konstruieren. (Diese ist so weit wie moglich davon entfernt,
haussdorfsch zu sein.)

Wir schreiben jetzt R[A] fiir die Algebra von Polynomen in A als eine Teilmenge
von L(H,H). Sei R[A] der Abschluss von dieser Algebra in L(H,H). Nach dem
Satz von Weilierstrakl und Korollar 6.5 liefert die Abbildung

Polynomfunktionen auf [a,b] — R[A] (al <A<DbI)
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nach Abschluss eine Abbildung

C([a,b]) — R[A]

einen Homomorphismus zwischen Algebren. Der Kern ist ein Ideal I; zu diesem
Ideal ordnen wir die Menge Z(I) C [a,b] zu. Diese Menge ist abgeschlossen in
[a,b]. Wir schreiben o(A) (Spektrum von A) fiir diese Menge.

Satz 6.8 (Spektralsatz). Die obige Abbildung induziert eine Abbildung von

C(o(A4)) — R[A].

Diese Abbildung ist ein Isomorphismus. Fir z € C — o(A) ist zI — A invertierbar
als stetiger Operator.

Bemerkung: In dem Fall von kompakten Operatoren ist o(A) = {\, : n > 1} U{0}.

Beweis. Wir werden den Satz von Tietze (s.u.) verwenden, wonach fiir eine stetige
Funktion f; auf o(A) eine stetige Funktion f auf R existiert mit f|(R — [a,b]) =0
und f|,a) = f1, falls 0(A) N [a,b] = @. Nach diesem Satz konnen wir jede
Funktion in C(o(A)) so fortsetzen. Wenn wir zwei Fortsetzungen f; und f» haben,
dann (f1 — f2)|o(a) = 0. D.h. — nach Satz 6.7 ist f; — f» im Kern von

C([a,b]) — R[A]. D.h. die Abbildung C(c(A)) — R[A4] ist (wohl-)definiert. Wir
wissen, dass das Bild von der Abbildung C([a,b]) — R[A] als Kern die Funktionen
besitzt, die aus o(A) verschwinden. o(A) ist kompakt — also abgeschlossen. Fiir
jede Funktion ¢ stetig auf o(A) existiert ¢ stetig auf [a, b] mit den Eigenschaften
von Satz 6.9. Es gilt:

lelle@way = 18llea.b)-

Es folgt, dass

Inf (¢)I < ¢(A) < Sup(p)I.
o(A) a(A)

Wir haben dann eine Abbildung von C(0(A)) in R[A]. Dann folgen alle anderen
Aussagen relativ formell. Q.E.D.

Satz 6.9 (Tietze-Urysohn Fortsetzungslemma). Sei (X,d) ein metrischer Raum.
Sei A C X abgeschlossen. Sei f : A — R eine beschrinkte, stetige Funktion. Dann
existiert f stetig auf X mit

fla=f, Supf=Supf wund Inff=Inff.
X A X A

Beweis. Wir konstruieren f folgendermafen:

fla) = f(z) reA
T \Infyea fy) 3L g A

Dabei ist d(z, A) = Inf,c 4 d(x, 2) stetig auf X — A. Fiir ¢ A gilt d(z, A) # 0.
Fiir den Beweis ist es bequem anzunehmen, dass Sup 4 f = 2, Inf4 f = 1. Dieses
kénnen wir erreichen, indem wir f — af + 0 mit o > 0 wihlen.

Bemerkung: Anstatt f mit « zu skalieren und um ( zu verschieben, kann man
auch f — arctan f wihlen, falls f unbeschrankt ist.
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Da 1 < f(y) < 2 gilt, haben wir die Ungleichungen
d(x,A) < Inf d < Inf d <2Infd = 2d(z, A).
(z, )_ygA (y,z)_ygAf(y) (y,2) < [nf (y, ) (z, 4)

D.h. 1< f(z) <2 fiir alle 2 ¢ A. Weil nun f(z)|4 = f(x) gilt auch 1 < f(z) < 2
fiir alle z € A.

Sipf<2 Inff>1
D' X

Supf=2=Supf=2
X X

Igl(ff:1:>1§l(ff=1

Wir brauchen nur noch zu zeigen, dass f stetig ist. Es gibt drei Fille: A° (Innere
von A), 0A = A — A° und X — A. Im ersten Fall haben wir keine Probleme, weil f
stetig ist. Im dritten Fall ist der Beweis fast wortwortlich gleich mit dem Beweis,
dass d(z, A) stetig ist. Sei € OA. Da A abgeschlossen ist, gilt € A. Sei e > 0.
Es gibt dann r > 0, sodass |f(x) — f(y)| < e fir d(z,y) < r und z,y € A. Sei
B=ANDB(z,r).Seiy € A— Bund 2’ € B(z, 7) — A. Dann gilt:

Aw's) 2 da,y) — dwa’) 2 5
Es folgt:
/ 3r
> —. >
yelngf(y)d(x )2z (f=1)

Andererseits gilt:
f@)d(@’ @) < 2d(a',2) <
Es folgt:
Inf d ") = Inf d .
Inf f(y)d(y,2’) = Inf f(y)d(y, ")
Es gilt aber in B, dass f(z) —e < f(y) < f(x) + . Es folgt

Inf d(y,2')(/(@) ~ ) < Inf f@)d(y.2') < (f(z) +2) Inf d(y,)

oder ~
fl@) —e < f(a) < flz) +e.
Es folgt, dass f stetig ist. Q.E.D.
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Korollar 6.10. Seien Ay, Ay mit Ay N Ay = & abgeschlossen in X (wie oben).
Dann existiert eine stetige Funktion f: X — R, so dass

0<f<1, fla,=0 wund fla,=1
Zur Erinnerung: Wir hatten bei kompakten Operatoren

Aen = Apen, A =0 Llen]| =1, H="Ho®Hi,
A|HO =0 und H1:<€1,€2,.,,>,

Jedes x € H kann als

o0

2% + Z(ej7x>ej (6.1)

j=1

dargestellt werden (20 € H,). Es gilt:

oo
2] = 11211 + Y Kejo ).

j=1

Die Darstellung von Aw ist dann > 72, (ej, z)Aje;. Man sagt, dass die
Koeffizienten eine Spektralzerlegung von x darstellen. Die Gleichung (6.1) ist eine
spektrale Synthese. Beim Spektralsatz in der obigen Form ist keine
Spektralanalyse bzw. Synthese vorhanden. Um diese zu erreichen hat man eine
Konstruktion folgender Art: Man hat ein Mak u auf o(A) (auf Borel-Teilmengen).
Dann betrachtet man eine mefsbare Funktion n : 0(A) — N U co. Wir betrachten
einen Hilbert-Raum H (direktes Integral von Hilbert-Rdumen). Die Elemente von
H sind mefbare Funktionen x1()), ..., 2, (A) - oder 21(A), z2(A), 3(A), . .. mit
xj(A) =0 fiir y > n(A). Die Norm in H ist

n(A 2

. )
x;(\)Pdp(\
/U(A);l () Pdu()

L L

o(A)

Auf diesem Raum operiert A durch (z;(\)) — (Az;(X)).

Diese Theorie kann weiterentwickelt werden. Wir haben bisher einen Operator
betrachtet. Man kann genauso gut mehrere Operatoren A;, As, ..., A,, oder sogar
eine Algebra von Operatoren (nicht unbedingt endlich erzeugt) betrachten (alles
kommutativ).

Anwendung: 1. Klassische Fouriertheorie auf R; auch auf beliebige lokal
kompakte abelsche Gruppen

2. Quantenmechanik. Hier geht es meistens um Differentialoperatoren. Dafiir
muss die Theorie ausgeweitet werden - ‘rigged Hilbert-Raume” -
Gelfand-Triplette.
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3. Differentialgeometrie. Fiir kompakte Mannigfaltigkeiten verwendet man fast
ausschliefslich kompakte Operatoren (“Laplace-Beltrami-Operatoren”). Fiir
allgemeine Mannigfaltigkeiten braucht man den vollen Spektralsatz.

4. Automorphe Formen. Wir betrachten zuerst Lie-Gruppen G, z. B. SLy(R)
und einen Raum X auf dem G operiert, z.B. H= {z € C: Im(z) > 0}. Fiir
(28%) € SLa(R) gelten

a b az+b
(¢ D) @O=550 a6l = @),
Auf diesern Raum gibt es ein invariantes Maft — in unserem Fall

do(z) = d";jy (z =z +1iy). Es gibt sehr viele diskrete Untergruppen

I C SLy(R)  zB.T = SLy(Z).

Man betrachtet hier auch den Differentialoperator

0? 02
27 (5 * o)

negativ definit.

I\H

H= {f messbar auf H : f(v(2)) = f(2), v € A, / |f(2)Pdo(z) < oo} , I'=SLy(Z)

/ Lebesgue-Mak

AV 4 V4 AVARAVA | &

| T
10

—_—

»Stetiger Teil“, Eisenstein-Reihen

A.Selberg



Kapitel 7

Sturm-Liouville Theorie

In dieser Theorie betrachtet man Differentialoperatoren

D :Df(t)=p(t)f" () +q)f(t)

auf einem Intervall [a, b]. Wir setzen voraus, dass p, ¢ stetig sind, p(t) > 0 auf
[a, b]. Wir stellen Randbedingungen von der Art

cif(a)+dif'(a) =0 (c1,d1) # (0,0)
caf(b) +daf'(b) =0 (c2,d2) # (0,0)

Literatur: H.Heuser, Gewthnliche Differentialgleichungen, Kapitel VI.

Ziel: Wir werden zeigen, dass es eine Folge A\; < A2 < A3 < --- gibt, sodass
A, — 0o und es eine Funktion

€j(t) mit Dej(t) = —)\jej(t)

gibt. Wir betrachten den Hilbert-Raum H = L2([a, b],p~'dm)

bi
s fo) = / Fo(t) fo(t)p~ (D)t

Wir kénnen annehmen, dass die (e;) orthonormal sind. Sie sind vollsténdig - fiir
jedes f € 'H gilt

f= Z<€j, fe; konvergent in H

Fine Besonderheit von diesem Problem ist, dass die Eigenrdume eindimensional
sind.

Warum sollte man die Klasse von Differentialgleichungen studieren?
1. Dieses Problem hat Anwendung bei vielen Klassen von speziellen Funktionen

2. Allgemeine Probleme dieser Art treten bei physikalischen Problemen
(besonders Schwingungstheorie) auf.

3. Dieses ist ein Problem mit Differentialoperatoren, also nicht Operatoren auf
Hilbert-Rdumen. Es dient als Modell fiir andere Klassen von Problemen.

75
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Hier sind die folgenden Probleme gemeint

wauf BCR"
Du=0 ulgp = ¢, ¢ vorgeschrieben

D = Zahiz--.in (;L)(aih)ll(ain)m .. (%)m
ai, .4, (x) ist stetig

Wir sagen, dass D von der Ordnung N ist, wenn es ein a;,. ;, () # 0 mit
i1 + i3+ -+ 4+, = N gibt, N maximal. Dann nennen wir

op(@,&1,...,&n) = > iy () - 611 6
T

i1+ttt Fip =N

das Symbol von D.
Dann sagen wir, dass D elliptisch ist, wenn

op(x,&1,&,...&,) # 0 fir alle x € B und (£1,&,...&,) #(0,...,0)

Insbesondere existieren elliptische D’s nur, wenn N gerade ist.

Beispiel (Laplace-Operator):

Die Bedingung p(t) # 0 bedeutet in unserem Fall, dass unser Operator elliptisch
ist. Die Theorie lasst sich gréfstenteils auf elliptische Operatoren iibertragen. Ein
nicht-elliptisches Problem ist die Wellengleichung

22 92 22 02 —
Diese ist eine hyperbolische Gleichung mit dem Symbol

Diese Gleichung beschreibt die Ausbreitung von Licht (wenigstens zur 1.
Annsherung). Der Lichtkegel bedeutet, dass es Losungen gibt, die nicht stetig sind.

stetig innerhalb des Kegels,
unstetig entlang ,Wellenfronten“.

Eine weitere Klasse von linearen partiellen Differentialgleichungen sind die
parabolischen Gleichungen - von der Form der Warmeleitungsgleichung

2? 92 2? ) _
(M—Famg—‘r—‘rawi —é%)f—o.
Der Existenzsatz fiir gewthnliche Differentialgleichungen zeigt, dass wir fiir

c1f(a) +dif'(a) =0

mit di # 0 und f(a) =1, f'(a) = —F immer eine Losung mit der Randbedingung
bei a finden konnen. Ebenfalls konnen wir Losungen mit der Randbedingung bei b
finden. Dass beide Bedingungen gleichzeitig erfiillt werden, ist nur fiir spezielle «
moglich.
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Ansatz: Die Theorie der sogenannten Greenschen Funktion (Green Function).
Wir werden fiir geeignetes A eine Funktion G(s,t; \) konstruieren, so dass

b
/ G(s,t; \) (D + X)) f(t)dt = f(s)

Es wird sich herausstellen, dass unsere bisherige Theorie auf G anwendbar ist. Wie
wird G konstruiert?
Eine Methode ist die folgende: Wir finden eine Losung u, der Differentialgleichung

(D + Nug(t) =0

die der Randbedingung bei a geniigt. Sei u; eine Losung der Randbedingungen bei
b.

L 1 1 Jug(@)up(y) =<y
Gz, y; \) = —]@ W {ub(

Ny
<
S]
—~
NP
8
v
<

Die Funktion

W/(t) = s B0 + ()" (1) — a” (B (1) — s By 0]
1 1
= Ua(t)m(—)\ —q(t))up(t) + m(‘*‘/\ +q(t))uq (t)uy(t)
=0.

Sei W = W (t). Daraus folgt, dass W (t) eine Konstante ist (Wronski-Funktion).
Wir brauchen, dass W (t) # 0. Dieses bedeutet, dass u, und u; keinen Vielfachen
voneinander sind.

Zur Erinnerung:

c1f(a) +dif'(a)

cof (b) + daf'(b) = 8 Df(t) = pt)f"(t) +q(t) f(t)

Hilfssatz 7.1. Es gibt R > 0, so dass fiir A > R die Differentialgleichung

p()f" (&) + q(t)f(t) = Af(2)

keine Lisungen besitzt, die die Randbedingungen bei a und b erfillt.

Bemerkung: Der Beweis gehort der ,,geometrischen Theorie” von gewohnlichen
Differentialgleichungen an. Diese Methode steht fiir elliptische
Partialdifferentialgleichungen nicht zur Verfiigung. Man benutzt die
Parametrix-Methode.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall dy # 0,ds # 0. Sei f eine Lésung der
Differentialgleichung. Wir werden zuerst zeigen, dass f(¢) # 0 fiir alle ¢, wenn wir
R so wihlen, dass

—q(t) + A

> M, falls A\ > R
p(t)
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Wir betrachten zuerst F'(t) = ’;((tt)). Dann gilt

Il
[
!
—~
~
G
[V}

Wir wahlen M =1+ ((%)2

Flt)+F(t)*>1+ (2)2

Wir setzen voraus, dass f(a) = 1. Fiir den Fall, dass es ein ¢ gibt mit f(¢) =0
existiert

h=1Inf{t: f(t) = 0}

Fiir h gilt h > a, f(h) =0, fiir t : a <t < h gilt f(¢) > 0. Nun gilt
0= f(h) < f(a) = 1. Es gibt deswegen z1 : 0 < 1 < h und f'(z1) <0
(Mittelwertsatz). Weil f”(t) = =22 £(4) gilt: f7(t) > 0 auf [a,b[. D.h. f/(t) ist

p(t)
monoton wachsend auf [a, hl.

h

Es gilt f/(h) <0, weil f(t) > 0 fiir t < h. Aber f/(h) = 0 wiirde nach dem
Eindeutigkeitssatz fir Losungen der Differentialgleichung bedeuten, dass f(¢) =0
fiir a <t < h. Dieses ist falsch - also f'(h) < 0. Es folgt f/(z) < 0 fiir alle

z:a <z < h. Daraus wiirde folgen, dass F(t) = % — —oo fiir t — h. Dieses
bedeutet auch, dass f'(a) < 0. D.h. dass ¢; und d; das gleiche Vorzeichen haben.
D.h. dass — - < 0. Es gibt deswegen A" mit F'(h*) = —Z-. Es gilt nach Definition
F(t) — —§- fiir t — a. Bei a gilt F'(a) > 1+ ($)* = (4£)*> > 1. D.h. F'(t) > 0 in
einer Umgebung von a. Wir wahlen h* als Infimum von allen Losungen von
F(t)=-3.t>a

h*

— F' <0

Wir wéhlen 2* als Infinum von allen Lésungen von F(t) = — -, t > a.
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Wir haben deshalb

F(z) > A im Intervall [a, h*[.

¢l
1
Bei h* gilt
F'(h*) <0
Aber F'(t) + F(t)*> > 14 (3)*. Es folgt F(t)* < () oder F'(t) > 1. D.h.
F'(h*) > 1. Widerspruch! Es folgt, dass f(¢) # 0 fiir alle ¢ € [a,b]. Wir haben bei
diesem Argument auch gezeigt, dass

F(t) < ~ N auf [a, b]
di
Ahnlich gilt

F(t) > ~ 2 aut [a, b]
do

wenn wir die Rollen von a und b vertauschen. D.h.

1 C2
< —1l, =) =
|F(t)| < Max( a4 ) C
Nun gilt
t)+ A
Py = -4 — F(t)?
0 = -20E2 —
t) A
F'(t >Inf(—q(>— — C? fiir alle t € [a, b
)2 p(t))  Supp .8
Es gibt aber x; mit
F'(z1) = M (Mittelwertsatz)
—a
D.h. . .
A< C*=Supp 4 d + Sup a(t) +C?
b—a p(t)

Fiir A > C* gibt es keine Losung. Damit haben wir die Aussage im Falle dy # 0,
dy # 0.

7.0

Ankiindigung: Fs folgt eine Weihnachtsvorlesung auf Englisch!
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Reminder: If we consider the surface of a drum, the tones given by the drum are
eigenvalues of the Laplace equation with boundary values 0 along the boundary.
Mark Kag foundated the question, as whether the set of eigenvalues determine the
geometry. He put it in the form “Can one hear the shape of a drum?”. The general
answer is “No!”; two surfaces with the same spectrum are called “isospectral”.
There are some particulary intricate shapes — for example the v. Koch snowflake
curve; here the length of the boundary is infinite.

P(OF(1) + a(t) (1) = A (8)
cif(a) +dif'(a) =0
C2f( )+d2f (b):O
Ft) = J}ff} F(t) + F(t)? = ‘q](fgt) A

“Drum”.

Von Koch Schneeflocken-Kurve (Fraktale Trommel (F. Lapidus))



We dealt with dy # 0, da # 0. Let d; = 0. This means that f(a) =0, f'(a) =1 -
just a matter of normalization - F(t) — oo as t — a. We first take

A Inf (W) >2= F'(t) > 2 and

F(t) = “’if()t)“f@).

If f(t) > 0 then f"(t) > 2f(¢t). We have f'(a) =1 and therefore f'(z) > 01in a
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neighbourhood of a. We have f(a) = 0 and therefore f(z) > 0 in a neighbourhood

of a. This means that f”(z) > 2- f(z) > 0 in a neighbourhood of a. This means
that f/(x) > 1 in ]a, h] for a suitable h (Mean value theorem).

We prove now that f’(z) > 1 in the entire interval. Otherwise there would exist z;

with f/(z1) = 1. We consider the infinum of all such £ with f/(£) =1 - this we
define by z;. Since f/(a) = 1 Rolle’s theorem implies that there is a

Ta:a < x2 < xp with f’(z2) = 0. Since f”(x) > 2f(z) this would mean that
f(z2) < 0. This is impossible, since f'(z) > 1 on [a,z1] and f(z) > 0 for z in a
neighbourhood of a. Thus: f/(z) > 1 for all x.

There are two possibilities. Either

r0z [ (FL52) o o< e (FH502),

for some t. In the second case there would be z3 such that

—q(t1)+)\>.

p(t1)

Again, by assuming that x3 is the infinum of all such numbers, we have that for
tra<t<uaxg

F(x3)? = ItI}f (

—q(t1) + A

—q(t) + A
p(t1) '

F(t)* > Tnf < > and F'(t) + F(t)? = oD
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It would follow that

F'(x3)

IN

—a(@s) + A (mat) FAY
Pws) Inf( p(t) ) and

This should lead to a contradiction.

As z3 is minimal F'(z3) < 0. The uniqueness theorem rules out F'(x3) = 0.

Comment: Solutions of p(t)f”(t) + q(t) f(t) = Af(t) with given boundary solutions
are unique. If u, v were two different solutions. Since

d

7 W @o(t) —u(t)' (1) =0

we conclude that
u'(t)u(t) — u(t)v'(t) = W,

a constant. With the boundary conditions at a and t = a we get W = 0. This

means
li .
(E> =0, L const., F(t) > {/Inf —at) +X .
v v ty p(t1)

For t = b we should have F'(b) = —22. If A is large enough this cannot happen. If
dy = 0 then as f > 0 we have f(b) # 0 for X large enough. Finally if dy = 0 and
d1 # 0 then we can reflect the situation between a and b.

Q.ED.

The conclusion is: for A large enough the solution u, satisfying

pOf () +q(t)f() = A1), .=

with the boundary condition at a and uy, satisfying the same equation but with
the boundary condition at b. are different. It turns out that they are different for
all but countably many \’s.

o LT Jua(s)u(t) s <t
K(87ta A) - p(t) W {Ub(S)Ua(t) s 2 t 9
0 0 1

The point is that K is continuous. The derivative is not continuous but satisfies
(7.2). Also
K (s, t; \)p(t)
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is symmetric between s and t. It also satisfies in both s and ¢ the boundary
conditions. We shall show

b

K(s,t; M) " () + a(0)f(£) + Af (1))t = f(s).

a

This is the property we need.

Py’ () +a®y®)  [a,0]  p(t) >0

c1y(a) + dyy'(a) =0
cay(b) 4+ day'(b) =0
p(t)y" (t) + q(t)y(t) = Ay(t) (7.3)

(7.4)

Ankiindigung: Das Jahr 2007 beginnt und die Weihnachtsvorlesung auf Englisch
ist beendet,.

Es gibt ein R, sodass es fiir A > R keine Lésungen mit den angegebenen
Randbedingungen gibt. Wir betrachten A, so dass es keine Lésung der
Eigenfunktiongleichung (7.3) mit den Randwerten gibt - z.B. A > R. Wir
definieren

uq Eine Losung von (7.3) mit Randbedingungen cju,(a) + dyul,(a) = 0.
up Eine Losung von (7.3) mit Randbedingungen caup(b) + dauy (b) = 0.

Es folgt: ug # up. Die Funktionen u, und u; sind nicht eindeutig bestimmt - jedes
Vielfache ist ebenfalls eine Losung. Die Wronski-Funktion
W = ul (z)up(x) — uq(z)uy () ist eine Konstante. Dann bilden wir

_up(t)ua(s)
e = { L (5
W (521

Diese ist die Green’sche Funktion. Wichtig ist, dass K(s,¢;A) in s und ¢ die
Randbedingungen erfiillt. Auch ist K (s,¢; \) stetig. Dieses ist klar fiir s # ¢. Bei

s=tgilt K(s,s;\) = % fiir die beiden Félle - deswegen ist die Definition

konsistent. Wir haben auch

.0 . .0 o w (Bua(t) | oug (E)ug(t)
i g (e BN ~lim 5 K 650 = == g + W
_ 1
p(t)

Es gilt auch K (s, t; \)p(t) = K(t, s; \)p(s). Wir berechnen jetzt fiir die Funktion f,
die zweimal stetig differenzierbar ist und die Randbedingungen erfiillt, das Integral

/ K (s, 0) (p(0) £ (£) — A () dt
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Wir zeigen jetzt, dass dieses Integral gleich f(s) ist. Wir benutzen partielle
Integration. Wir schreiben das Integral als

* ua(H)us(s) % b g (s)up(t) 9 b '
/a— DO p(t)f"(t)dt / DOW p(t)f (t)dt—s—/a K (s, t; N)q(t) f(t)dt

— uy(s) (| Yl W ] s%’(t)f’(t)dt)
ot ([B0L0] _ P )
(4 } -

W 6) = 5 (~a(t)ua(t) + dua(1)
W (t) = % (—a(tyus(t) + M (1))

fiir
/Ks,m) )+ g(t) £ (1)) dt
D.h.
b
| B2 60)770) + a0)1(0) ~ M) de
WP - w(5)f() WP — un(5)£(s)
un(s) = + ta(s) =
) O SE) ) O 1)
=0 =0
g (8)un(s) — a()uy'(5)
- = £(s)
~ f(s).
b
/ K (5,6 ) () (1) + (1) F(£) — M (D)dt = f(s).
Es gilt:

Df(t) =p)f"(t) + q(t) £ ().
Nun gilt (mithilfe der Randbedingungen):

K(y)(D — AI) = Identitit.
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Wir brauchen nun
(D — M) - K(\) = Identitét.

/b K(s,t; \) f(t)dt = 7“;1(/5) /S uq(t)f(t) g — Uq(8) /‘b up(t) f(t) "

Wir bilden die Ableitungen nach s

W o) T W
A / WO ;|
Es folgt

2 b
<p<s> (%) +ao- A) K(s. 60/ (0)dt = f(3)

Wir werden jetzt den Operator mit Kern K (s,t;A\) so verstehen
1
p(t)

Wir betrachten den Hilbert-Raum von messbaren Funktionen g auf [a, b] mit der
Norm

b b
/ K (s, \g(t)dt = / K (5,1 \)p()g (1) —dt.

b
lgll? = / l9(0) 2p(t) .

Weil K(s,t; A)p(t) symmetrisch ist, ist der Operator, der durch diesen Kern
dargestellt wird, symmetrisch bzw. hermite’sch. Weil K stetig ist, ist der Operator
kompakt. D.h. der Operator besitzt eine Familie von Eigenvektoren e; mit den
Eigenwerten \; die gegen Null konvergieren. Wir werden erfahren, dass Null kein
Eigenwert von diesem Operator ist. Sei u ein Eigenvektor von

g — [ K(s,t;\)g(t)dt mit Eigenwert p. Dann gilt

b
/ K(s,t; Mu(t) = pu(s).

Aus dieser Gleichung bekommen wir, dass pu(s) zweimal differenzierbar ist. Jetzt
wenden wir die zweite Identitét an. Dann bekommen wir

b . JoO falls 1o = 0
(D=1 [ Koot it = {mp(t)u”(t) T a(t)u(t) — u(t) falls p £0.
D.h. u(s) = 0 falls ;1 = 0 - dieser Fall scheidet aus. Oder fiir p # 0
u(s) = p(p(t)u" (t) + a(t)u(t) — Au(t)).

Wir erfahren, dass u eine Eigenfunktion von p(s)(:%)? + ¢(t) mit Eigenwert X + i
ist. Wir bekommen:

ua(a) " up(t)u(t) / up(a) " wp(t)u(t)
pu(a) = — W /a bp(t) dt und pu'(a) = — W /H bp(t) dt.
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Weil u, die Randbedingungen bei a erfiillt, tut es v auch. Das Gleiche gilt bei b.
Deswegen ist jede Eigenfunktion von K auch eine Eigenfunktion von

10(5)(%)2 + ¢q(s) mit den Randbedingungen. Sei v eine Eigenfunktion von
10(5)(%)2 + ¢(s) mit Eigenwert A\* und erfiille sie die Randbedingungen. Dann gilt

:/ K (s, 6 0) (M o(t) — Mo(t)) dt
b
= [ K.t 0ple)olp(t) arx - ).

D.h. v ist eine Eigenfunktion von K()\) mit dem Eigenwert (A\* — \)~L.
Dirichlet-Bedingung f(a) =0, f(b) =
Neumann-Bedingung ¢'(a) =0, f'(b) =0

Im Allgemeinen konnen Eigenwerte eine héhere Multiplizitét haben. Hier nicht.
Seien vy, vs # 0 Eigenfunktionen von p(s)(4£)? + g(s), welche die
Randbedingungen erfiillen, dann gilt v; = cv; fiir ein ¢ # 0. Der Grund ist, dass v,
und vy durch die Anfangsbedingungen bei a bestimmt sind. Falls v1(a) # 0 und
vo(a) = 0 sind, dann gilt vy(s) = ZZEZ; v1(s); falls v} (a) # 0, va(s) = U?Egvl( ). Die
Multiplizitat von jedem Eigenwert ist Eins.

Satz 7.2. Sei[a,b] C R ein kompakies Intervall. Seien p,q stetige Funktionen auf
[a,b] mit p(t) > 0 fir alle t € [a,b]. Sei H,, der Hilbert-Raum von mefbaren
Funktionen auf [a,b] mit dem Skalarprodukt

b
(f. ) = / FOa(t)——

Seien (c1,d1) # (0,0) und (co,d2) # (0,0). Dann gibt es ein vollstindiges,
orthonormales System von Eigenvektoren von D = p(t)(4)2 + q(t) mit den
Randbedingungen

cjej(a) +dief(a) = 0 und cae;j(b) + daej(b) =0

mit den Figenwerten \,, A\, — —o0 fiir n — oco. Der Raum der Lisungen von
Df = \f mit den Randbedingungen ist eindimensional, falls A = )\, sonst {0}.

Man kann diesen Satz verwenden, um die Gleichung Df = g zu l6sen, wenn
gewisse Bedingungen erfiillt sind. In H, gilt

Z ejag

Jj=1
Dann kénnen wir
o0
1
=25tk

setzen, vorausgesetzt, dass Null keln Eigenwert von D ist. Diese Losung existiert
vorerst in H,. Es ist notwendig festzustellen, ob die Reihe

o0

Z<€j,g>*€j

j=1
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absolut und gleichméfig konvergent sind. Dieses hingt von den Gegebenheiten ab.
Es gibt zwei Moglichkeiten, um zu beweisen, dass solche Reihen in einem anderen
Sinne als L? konvergieren.

Mercers Satz Gelten

b
/ F@ k(. y) fw)ply) " dy >0 Vf

und
b
/ k(z,y)e;(y)p(y) " dy = kje; (),

dann folgt, dass

> rjej(@)e;(y) = k(x,y)
=1

absolut konvergent ist. (Literaturhinweis: Heuser, Gewthnliche
Differentialgleichungen S. 415)

Zweite Methode Seien

f=> lej fle;und g =7 (ej g)e;.
Jj=1 j=1
Dann folgt, dass
> (ej )les9) = (f.9)
j=1

absolut konvergent ist.

Man benutzt diese Tatsachen zusammen mit dem Begriff der Faltung.

Nicht alle Differentialoperatoren sind unabhingig voneinander. Seien
p(t)f"(t) + q(t) f() = Af(t) und t = 7(s).
Dann betrachten wir f(7(s)). Dann gelten
4 (for) = f(r)r'(s) und
ds

d2
gzfon)s) = FUE)E ()2 + ()7 (s)-
Wenn wir, z.B. 7 so wéhlen, dass

dr

T =p(r(s), oo =p(r(s)?,
ds _1 T odn .
SZS(T)7 E:p(T) 2, S(T):/a del mit a <7 <b.
Wir erhalten
d 2
() (Fom) = plrloD " (ls)) + £ (r(6)7"(6)

Die Eigenfunktionsgleichung wird

AN ey ™) e
(ds) (for) =/ )T,(S)Hq )(s)(foT)=A(for)(s)
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Wir schreiben jetzt f o7 =: F und qo 7(s) =: Q(s).
7" (s)
7'(s)

Jetzt schreiben wir F' = WG, wo W so gewdhlt wird, dass das Glied erster
Ordnung verschwindet:

F"(s) = F'(s)

+ Q(s)F(s) = AF(s).

1
WG +2W'G +W'G — (WG +W'G) = + QWG = \WWG.
T
Wir wihlen W so, dass
7_// W/ 1 7—,/

2W'7W7:0, W:§~7@logW:konstJrélogT/@W:T'
W/ W/ 1"
G”+<W —WTT+Q>G:>\G.

Wir koénnen deswegen mit diesen beiden Transformationen die Gleichung so
reduzieren, dass p = 1. Die Gleichung ist jetzt auf einem Intervall von Linge

b_ 1
Ja G
In der letzten Vorlesung hatten wir das Intervall [0, 1] und eine Funtion f € [0, 1]

mit f(0) =0 und f(1) = 0. Als Lésung dazu ergab sich sin(™§*). Nun haben wir

allgemeiner das Intervall [0, L]. Als Losung ergibt sich in diesem Fall:

2

. /T T 9
SIH(T)’ )\nw—ﬁ'n.
Im Allgemeinen gilt:
m2n?
Ap ~

b >
1
——ds
(f “ p(s)? )
Siehe auch C-H: I, Kapitel VI, §2.
Gn(s) mit A, als n-ten Eigenwert hat n Nullstellen und wird gut durch eine
trigonometrische Funktion approximiert.
Die Losungen von elliptischen Gleichungen sind regulér, so haben wir

Df =g, g k-mal differenzierbar und somit f (k-N)-fach differenzierbar.

Die Verallgemeinerung der Sturm-Liouville Theorie gilt nur fiir elliptische
Operatoren. Die Hauptarbeit in der Sturm-Liouville Theorie lag in der die
Konstruktion der Greenschen Funktion. Die Methode, die wir benutzt haben,
funktioniert nicht in anderen Féllen.

Deswegen braucht man andere Konstruktionen:

e Parametrix-Methode (Hilbert); C-H Bd. II, Kap IV, §6

e Direkte Methode* (Kelvin, Dirichlet), Variationsrechnung; C-H Bd. 11, Kap
111, §§1,2

e Brownsche Bewegungen (N. Wiener); S. Mark Kag, ,,Can one hear the shape
of drum?‘, Amer. Math. Monthly 73 (1966), 1-26

Die Grundidee von der Parametrix im Falle von Sturm-Liouville-Theorie. Wir
suchen G(x,y; A) mit

/ G,y VW) " (9) + a(w) F(y) — M)y = f().
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G geniigt den Randbedingungen beider Variablen. Wir wissen, dass G stetig sein
soll und

0 0
— _ - =1

Wir wihlen zuerst eine Funktion Gy, die diese Eigenschaft hat. Wir berechnen mit
A=0

b
/ Golz, v)(p(w) " () + a(v) £ (4))p(y) ~dy

wie vorhin.
b x b
[ Gaten " Wy = Gote.) Wk~ [ G2 @ Wy - [ e iy
oG e oG b b 92G
- [a;)(z,ymy)L n [ay"u,y)f(y)L + [ ES
= f(z)+0

wegen der Randbedingungen.

b
/ Go(z, )W) 1" (W) + aw) F(y) — M @)p(y)~Ldy

- " [2Go a(y)
=t + [ { G+ Gl XL fa

Diese Gleichung bedeutet, dass G bis auf einen kompakten Operator die gesuchte
Eigenschaft hat. Wir konnen die Fredholm’sche Theorie verwenden, um die
Existenz der Green’schen Funktion zu beweisen.
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KAPITEL 7. STURM-LIOUVILLE THEORIE



Kapitel 8

Fourier-Theorie

In der Fourier-Theorie betrachtet man periodische Funktionen mit

flz+1) = f(z). Wir werden zeigen, dass es — unter gewissen Umsténden —
trigonometrische Reihen gibt, die gegen diese Funktionen konvergieren. Zwei
Notationen sind

(komplexe Form) f(z) = Z @, e*™™*  und (8.1)
nez
(reelle Form) fl@)=ao+ Z an cos(2mne) + a) sin(2mrnx). (8.2)
n=1

Die Fourierkoeffizienten werden durch
1 .
o = / f($)6_27r”mdl‘,
0
1
ap = g = / fl@)dx firnelZ
0
1
bzw. a, =2 | f(z)cos(2mnz)dz,
0
1
ay = 2/ f(z)sin(2rna)de fir n >0
0
berechnet. Aulerdem kann man zwischen reellen und komplexen Koeflizienten

umrechnen:

_ .k
Ay = (an + Oéfn)a Oap = ap — 14,

*_
a, =

N[ N

.
(an - a,n), Q_p = Qp + 10,

Literaturtip: T.W. Korner: Fourier Analysis, CUP 1988.

Bisher haben wir gezeigt, dass die Familie e2™"* oder 1, v/2 cos(2mnz),
V/2sin(2rnx) eine orthonormale Basis von L?([0,1]) bilden, die ,yollstindig* ist.
Ein weiteres Argument zu diesem Zwecke liefert: die Sturm-Liouville Theorie. Wir
betrachten fiir f € C'(R), f(z + 1) = f(z) die Funktionen

(gerade)  fy(z) = 3(f(2) + f(~x)) und (8.3)
(ungerade)  fu(z) = 3(f(z) — f(—=)). 8.4
,Gerade" bedeutet in diesem Zusammenhang f,(—z) = — fy(2) und ,ungerade*

fu(=2) = = fu(z). Dann gelten f{(x) = 5(f'(z) — f'(=2)), f5(0) =0, f5(1) =0,
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fu(0) =0, fu,(1) =0. Fiir gerade Funktionen haben wir die Randbedinungen
¢'(0) =0, ¢’(1) = 0, fiir ungerade Funktionen gelten: ¢g(0) = 0, g(1) = 0. Wir
kénnen hier die Sturm-Liouville Theorie mit D = (%)2 anwenden. Die
Eigenfunktionen von diesem Differentialoperator (also jene mit Dy = Ap) sind

eﬁ”, e~ VAz A>0
o(z) = ¢ cos(v/=Az), sin(v/=Az) A<0.
1,z A=0

Die angegebenen Funktionen sind Eigenfunktionen (nachrechnen). Die
Differentialgleichung " (z) = Ap(z) ist linear; es folgt, dass die Losungen durch
die Anfangsbedingungen vollstindig bestimmt sind. Linearkombinationen von den
angegebenen Funktionen haben vorgegebene Anfangsbedingungen. Die Funktionen
aeVAr 4 ﬂe’ﬁz konnen die Randbedingungen fiir gerade oder ungerade
periodische Funktionen nicht erfiillen, denn sei

p(z) = aeV T 4 ﬂe*‘a'm.

Zuerst seien die Randbedingungen ¢(0) = 0 und ¢(1) = 0. Aus der ersten folgt
a+ 3 =0,dh. §=—a. Aus der zweiten Randbedingung ergibt sich die Gleichung

aeV 4 ﬁe‘ﬁ =0.

Setzen wir nun die erste Gleichung in die zweite ein, dann erhalten wir schlieklich
o =0 oder VX = 0.
Seien die Randbedingungen nun ¢’(0) = 0 und ¢’(1) = 0, dann ergeben sich

Via—VAB=0
VaaeVr - \[\ﬁefﬁ =0
Da der Fall = «, 8 = 0 nicht zuléssig ist, erhalten wir keine Losungen.

Im niichsten Fall seien die Eigenfunktionen von der Form () = v/2 cos(mnz),
dann erhélt man

o(x) = acos(vV=X-x) + Bsin(v=X-z).

Seien zunéchst die Randbedingungen durch ¢’(0) = 0 und ¢’(1) = 0 gegeben,
dann bekommt man bei z = 0 die Gleichung

BV—A-1=0
Bei x = 1 erhélt man
—avV=Asin(v=XA-1) 4+ vV —=Acos(vV—-A-1) =0
sin(v—A-1)=0
also vV—\=mn (n=1,2,3,...).

Als Eigenfunktionen bekommt man daher Funktionen der Art cos(mnz).
Nun betrachten wir dazu die andere Randbedingung (also ¢(0) = 0 und ¢(1) = 0):
Fiir z = 0 ergibt sich die Gleichung

a-1+3-0=0.
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Bei ¢ = 1 erhalten wir

acos(vV—A) + Bsin(v—A) =0
sin(v—=A) =0
also v—A=1mn (n=1,2,3,...).
Daher sind die Eigenfunktionen in diesem Fall Funktionen der Art sin(mwnx).
Fiir A = 0 kann « - 1 + Sz die Bedingung ¢’(0) = 0 und ¢’(1) = 0 nur fir p(z) =1

erfiillen und die zweite Bedingung ¢(0) = 0 und (1) = 0 kann gar nicht erfiillt
werden. Deswegen ergeben sich die Basen

1,v/2cos(mnz) fiir die Randbedingungen ¢/(0) = 0 und ¢’(1) =0 (gerader Fall),
V2 sin(mnz) fiir die Randbedingungen ¢(0) = 0 und ¢(1) =0 (ungerader Fall),

jeweils fir n =1,2,3,.. ..
Unsere Funktionen geniigen einer weiteren Bedingung:

fo(@) = 5(f(2) + [ (=)
fo(@) = fo(=2) = fy(1 — )
fu() = =fu(=2) = = fu(1 — ).

Der Unterraum der Losungen, die diese Bedingung erfiillen, sind genau die, fiir die
n gerade ist. Wenn man alles zusammenfasst, erfahrt man, dass die Funktionen

1, V2cos(2mnzx), V2sin(2mnz)

eine orthonormale Basis von den periodischen Funktionen bilden. Es folgt: fiir f
periodisch, f € L%([0,1]) gilt

f(@)=ao+ i (an cos(2mnz) + aj, sin(27rn:n)>,

n=1

wobei die Konvergenz im Sinne von L?(]0, 1]) ist. Bis jetzt wissen wir aber nicht,
ob die Reihe iiberhaupt fiir einen Wert von x punktweise konvergiert.

Satz 8.1. Sei f periodisch; sei f € CP(R) (p-fach stetig differenzierbar). Dann
gelten fiirn >0

2

<
lanl < Gy

/ O @)lde und | < — / 9 @)lda
0 T (2m)P J, .

Beweis. Es gilt

=2 /0 (@) cos(2mna)de
_, [f@)sin@mna)]t  t (@) sin@ene)
P e

2mn 2mn

B L f/(x) sin(2mnz)
= —2/0 — dxr

n

1 £® (z) cos(2mna)
(27n)P dx

0
+ fol W dr  fiir p ungerade.

5 fiir p gerade,
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Es folgt
1

/ FP ()] - 1de
0

2
lan| < o—
(2mn)P

wie behauptet. Auch gilt:

2 1
61 < oy | 17 @)] 10
Q.ED.

Korollar 8.2. Sei f periodisch, f € C*(R). Dann konvergiert

ap + Z (an cos(2mnx) + a;, sin(27mx))
n

absolut und gleichmdfig gegen f.
Beweis. Dass die Reihe konvergiert folgt aus der Konvergenz der Reihe > 7 | #
Die Konvergenz ist gleichmé&fig nach dem Weierstrafischen Majoranten-Kriterium.
Die Summe ist deswegen stetig und daher beschrinkt. Wenn wir S, (f, x) fiir
partielle Summen schreiben und F(z) fiir die Grenzfunktion, dann folgt, dass fiir
alle € > 0 ein N existiert, sodass fiir alle n > N gilt |S,(f,z) — F(z)| < e. Folglich
gilt

1
[ 15u4.0) - F@)lda <=
0
Also gilt S,,(f,+) — F auch in L?([0,1]). Nach unseren Bemerkungen gilt ebenfalls

Sn(f,) — fin L?([0,1]). Es folgt, dass f = F (fii). Da jedoch beide stetig sind,
folgt nun f = F iiberall. Q.E.D.

Wir werden jetzt den Satz von Abel aus Diff T brauchen: Sei (a,,) eine Folge,
sodass die Reihe > a,, konvergiert. Sei s = >~ | a,. Dann gilt

oo
lim E apr’ = s.
r—1

r<l n=1

Satz 8.3 (Poisson). Sei f eine stetige, periodische Funktion. Dann gilt

lirri ap + Z r"(ap, cos(2mnz) + a) sin(2mnx)) = f(x).
r<l n=1

Der Beweis von diesem Satz demonstriert eine wichtige Technik.

Beweis. Wir untersuchen zunéchst die linke Seite:

ag + Z " (ap, cos(2mnz) + a) sin(2wna))

n=1

1 o0 1
= f(s)ds+2 Z ™ [ f(s) (cos(2mns) cos(2mnz) + sin(2wns) sin(27nz)) ds
0 - Jo

1 o0 1
= ‘/0 f(s)ds+2 ; r /0 f(s)cos(2mn(s — x))ds.
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Fiir r < 1 konvergiert Y 7" cos(2mny) gleichméfhig in y. Wir kénnen Summe und
Integral vertauschen:

1 o0
= /0 f(s) (1 +2 Z r’ cos(2mn(x — s))) ds

n=1

— / (1 ) Z r"e 2min(xz—s) e—ﬂin(m—s))) ds
0
1 27rz(z s) —2mi(z—s)
re re
= /0 f(s) (1 + T oo s + 1 T6—27Ti(m—s)> ds
1—r

= - - d

/ f(s) 1 _ reQrm(m—s))(l _ T’(—;’_Qﬂl(z—s)) S

/f P(r,z — 5)ds

1—r
1 —2rcos(2ry) +r2’

2
mit P(r,y) =

(Poisson-Kern)

Es gilt zuerst:
1
/ P(r,z)dz =1,
0
weil
P(r,xz) =147 -2cos(2mx) + r? cos(4nz) + . ..

eine Fourier-Reihe fiir P(r,z) in 2 darstellt. Sei |y| > ¢, |y| < 1. Dann gilt fiir
n > cos(2me)

1—r?
P(r,z) <
1 — 27 cos(2me) + 12
- 1—1r2 1=
1+2cos(2me) + 1 (2sin(me))?’

Mit anderen Worten: In diesem Bereich gilt P(r,y) — 0 gleichméfig. Zum
Vergleich:

1—-r2  (1-=r)(1+4r) 147
P = = .
(r,0) = 1—2r 412 (1—1r)2 1—7r
147 ~ 2
1—r 1—r
2
1 =4
; ; ; ;
—2 -1 1 2

Wir schreiben
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Sei e > 0. Sei M = Sup |f|. Wir wihlen § so, dass fiir 21, 23 mit |x; — 23] < § gilt
|f(x1) — f(x2)| < €. Nun betrachten wir

/ 1
|Z|§§

- / P =)~ @)z + ).

1
2

P(r,2)(f(z — 2) — f(2))dz + / P(r,2)f(2)dz

1
‘Z‘Sj

Wir schreiben dieses Integral als
[ Prae-a - fandes [ P 2) - fa)d
|2]<é 3<z|<

Fiir das erste Integral gilt

Fiir das andere gilt

fiir > cos(2md). Es folgt

lim sup < ¢ fir alle € > 0.

r—1

/0 P(r,z — y)f(y)dy — f(x)

D.h. )
fim | P(r,z —y)f(y)dy
existiert und ist f(x). Q.ED.
Wichtig:
e P >0,

1
o [y P(ryy)dy =1,
o f5<‘y|§% P(r,y)dy — 0 fiir r — 1 fiir jedes § > 0.

Es handelt sich dabei um eine Approximation zur Identitit.
Seien die partiellen Summen durch

Sn(f,x) = ap + Z (an cos(2mnz) + a) sin(2mnx))

m<n
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definiert. Dann haben wir

% (S1(f,2) + Sa(foz) + -+ Sn(f, )

1
= N Z Sn(f,z)

1<n<N

1
=5 Z ap + Z (am cos(2mma) + a), sin(2rmz))
1<n<N 1<m<n

1
=ay+ N Z (am cos(2mnx) + a), sin(2rmz))
1<m<n<N

1
=ap+ N Z (N = m + 1)(am cos(2rma) + a, sin(2rmaz)))
1<m<N

N +1 m .
= a0+ —x— Z ((1 — N+1) (am cos(2mrmz) + a;, sm(27rmm))> .
~——1<m<N

—1

Dieses ist ein dhnlicher Ausdruck zu der Definition der S, (f, x). Hier werden die
Glieder mit einem ,Glattungsfaktor multipliziert.

Sr-—---7

1 N+1

Es ist zu erwarten, dass fiir N — oo gilt

%(Sl (fyx)+S2(f,2)+--+Sn(f,z)) = ao+ Z (am cos(2mmz) +a), sin(2rmz)).
m>1

Aufgabe (Diff I): Gilt s; — s, dann folgt %(81 + 824+ +sy) — s. Sollte
> (am cos(2rmz) + af, sin(2rma)) konvergieren, dann ist der Limes gleich

i %(&(f, )+ Sa(f,3) + -+ Sn(f,2)).

Satz 8.4 (Fejér). Sei f periodisch und beschrinkt. Sei [ stetig bei x. Dann gilt

F(S1(52) + Sa(f0) + - Sn(f)) = F(@)

Bemerkung: Dieses ,Summationsverfahren wird nach (M.) Riesz benannt.
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Beweis. Die linke Seite ist

ao + % 1<mZ<N ((1 mn ) (am cos(2mmz) + aF, sin(?wmx)))

N+l

N +1 m !

=ap+ N Z (1 - N+1) 2/0 f(y) cos(2mm(z — y))dy
1<m<N
N+1 m ! 1
== - _ dy b — —
~ ap + Z (1 N+1> 2/0 cos(2mrm(x —y)) f(y)dy N @
1<m<N

e 1

= NT+ /0 1+ Z (1 - NT—I) 2cos(2mrm(z —y)) | f(y)dy p — N
1<m<N+1

N+1 ([t 1
=S [ vt o} - 5 a
0
Fni1(z —y) wird Fejér-Kern genannt. Wir wissen, dass
(x 422 +32° + -+ nz™)(1 - 2)?> =2 — (n+ 1)a" ! + na"t?

gilt. Sei auflerdem z =z — y.

o m 2mimz —2mimz
1+ > (1 N+1>(e +e )

1<m<N+1
27i(N+2)z _ 1 1 2miz N 2 2miz(N+2)z N 1 2mi(N+3)z
R s ) T — (WA 2)e (N ¥ De + kK
e2miz 1 N + 1 (1 _ 627r1z)2
. e—zwi(N+g)z _ e—-ﬂ'iz _ €2I7ri(N+%)z + ™z
eTiz _ o—Tiz

1 141 — (N +2)e2mN+Dz 4 o=2miN+1)z 4 (N 4 1) (2N +2)2 4 e=2mi(N+2)2)
_ N —+ 1 (eﬂiz _ efﬂ'iz)Q

1 e L
T (N +1)(emiz — e miz)2 {(N +1)(eFFE 4 =277 _ )

+(N+1)(W762m(N+1)z +W—W7W7W+Z)

_9 +M(62ﬂi(N+1)z n e*Qﬂ'i(NJrl)z) (N + 1)627\'2'(N+2)z _W}

1 1 ,
_ . A9 ( 2mi(N+1)z —271'(N+1)Z)}
N+1 —4(sin(rz))? { te te

=—(4sin(r(N+1)z))?

i (e

Fiir |z| > 6, |2| < $ gilt wieder
| sin(7z)| > sin(md).

Fiir |2| < 3, [2] > 0 gilt [Fn41(2)] < ﬁ (sin(;é))? Durch die Definition gilt

1
Fn(¢)d¢ =1

S
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10 10 +
8 8 +
6 |4 6+
Ds F5
al+ 4 f
2 4 4
oV N e SN
4 —4 -2 2 4
4 9241

Auch Fn41(¢) > 0. Jetzt funktioniert das Argument genau im Falle des
Poisson-Kerns. Q.E.D.

Warum funktioniert dieses fiir S, (f,z) nicht? Hier haben wir

Sn(f,x) = ag + ay cos(2rz) 4+ ai sin(27zx) + - - - + a, cos(2mnx) + a), sin(2wnx)

/D x —y)f(y)dy.

D, (2) =1+ 2cos(2rz) + 2cos(4nz) + - - - + 2 cos(2mnz) heift Dirichlet-Kern
und ist nichi positiv.

Satz 8.5. Sei f stetig bei x und beschrdnkt. Falls

ap + Z (am cos(2mmz) + a, sin(2rmz))

m=1
konvergiert, dann ist die Summe f(x).
Beweis. Folgt jetzt aus Satz 8.4 und der Diff-I Aufgabe - oder aus Satz 8.3 und
dem Satz von Abel. Q.E.D.

Korollar 8.6. Ist f zweimal stetig differenzierbar und periodisch, dann gilt

ap + Z (am cos(2mmz) + a) sin(2rmz)) = f(x).

m=1

Beweis. Nach Satz 8.1 gilt a,, = O(-23), a}, = O(-15), weshalb die Reihe

m

(gleichméfig) konvergiert. Q.E.D.
Bemerkung: Die Sitze sind lokal. Wir werden spéter erfahren, dass die
Konvergenz von der Fourierreihe bei « nur von f in einer unmittelbaren

Umgebung von z abhingt (Riemanns Lokalisierungssatz).

Beispiel: Wir betrachten die periodische Funktion f mit f(z) =z fiir 0 <z < 1.
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f(x) —  ist ungerade. Deswegen wird f(z) — % durch eine Fourier-Reihe
dargestellt, in der nur der Sinus vorkommt. Wir rechnen die Fourier-Koeffizienten
aus:

1 e — L b 9cos(2n
a; = 2/ (z — 1) sin(2mjz)de = 7(1‘7'2) cos(27rjx)} +/ M dx
0 2mj 0 0 2wy
__2
27’

D.h. die Fourier-Reihe soll
1 7 sin(27jx)
T g
sein. Diese Reihe konvergiert. Fiir x = 0 sind alle Glieder gleich Null, daher hat
die Reihe den Wert Null. Fiir x # 0, 0 < z < 1 benutzen wir das Kriterium von
Abel-Leibniz: Eine Reihe Zzozl anb, mit a, N\, 0 monoton und 224:1 bn,
beschrénkt konvergiert. Sei a,, = 1 und b, = sin(27na).

M

M eQTrinx _ 6727r7in$
D=
1
n=1 n=1
) 627ri(M+1)ac —_ e2miz 6727r7l(M+1)r — e2miz
- 2 627ri:v —1 - 67271'1@ -1
Daraus folgt, dass
M
S0 < 4 2 1
‘ nl =2 |627ria: _ 1| |67rim _ 677Ti:E| |sin(7rx)\
n—=

beschrénkt ist. Fiir z : 0 < 2 < 1 ist f stetig bei x. Unsere Ergebnisse liefern fiir
O<x <1t

1 s sin(2mjz)
roy=-y W),
7j=1
Fiir x = 0 erhalten wir
e} . .
_Z sin(2mjz) 0
=

=

N

/
/

A\
.
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Wir werden spéter zeigen, dass die Konvergenz weit davon entfernt ist, gleichméfig
zu sein (Gibbs Phinomen); dafiir werden wir folgende Darstellung benutzen:

Sp(f,x) = ap + Z(aj cos(2mjr) + aj sin(2mjx))

i<n

/ fy)dy + Z / f () (cos(2mjy) cos(2mjx) + sin(2mjx) sin(2wjz)) dy

i<n

- /0 F () Dy — x)dy,

D,(z)=1+2 Zcos(%’jz) =

Jj<n

wobei
sin(2m(2n 4+ 1)x)

sin(mx)

Satz 8.7 (Riemann-Lebesgue-Lemma). Es gilt fir f integierbar mit n — oo

/1 f(2)e*™ ™ dx = o(1).
0

Sei f eine rellwertige Funktion auf [a,b]. Dann heifit f ,yon oben beschrinkter
Variation®, falls es ein C' > 0 gibt, sodass fiir alle Zerlegungen
a="E8 <& <€ <<y =bgilt

217(6) = flgg-nl <

Wir schreiben

VEF) = Sup D If(&) — F(&-)l-

Zerlegungen j=1

Eine Klasse von Funktionen mit beschrankter Variation sind die monotonen
Funktionen - hier V(f) = |f(b) — f(a)|. Die Funktionen beschriinkter Variation
auf [a,b] bilden einen Vektorraum, also gelten
VI(fi+ f2) S V() + V()
V(A f) = IAV2(fr).

Ist f € C'([a,b]), dann ist f von beschrinkter Variation, denn es gilt nach dem

Mittelwertsatz .
vin < [ I @l

Jede Funktion von beschrinkter Variation ist die Differenz zweier monotoner
Funktionen. Man weist nach, dass

f@) = Vi () + (F(=) = Vi () = V' () = (Vi (f) = f(2))

gilt. VZ(f) ist offensichtlich monoton wachsend, denn fiir z < y gelten

[f (@) = f(y)l < V),
—f(x) + fy) <V,
fly) =VI(F) < f(a),
) =V = Vi < fle) = Vi),
Fly) = VI (F) < flz) = V()
= Vi (f) = fl@) <VZ(f) = fy).

g 8
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Es gibt ein zweites Riemann-Lebesgue-Lemma, ndmlich: Ist f periodisch und von
beschriankter Variation, dann gilt:

! 2minx 1
/0 flx)e dex =0 (n> .

1. Sei f von beschrinkter Variation. Sei z fest. Sei f = f1 — fo mit fi, fo
monoton wachsend. Wir schreiben

f(x) = 5(fi(z=) + file+)) = 5(fa(z—) + falz+)),
file=) = lm f;(y) , fi(z+) = lim f;(y).

Yy—x
y<x y>x

2. Satz von Dirichlet (Satz 8.10 unten): Fiir f von beschrinkter Variation
gilt B
Sn(fyx) — f().
Beweis. (von Satz 8.7) Weil f integierbar ist, existiert eine Treppenfunktion
Yoajxg, mit [|f =3 ajxg|dn < § mit E; messbar. Weil die Es messbar sind,

haben sie eine Uberdeckung durch Intervalle, die ihr Maf beliebig annihert. Es
gibt deswegen offene Intervalle I, ..., Iy und b,, ..., bk, so dass

J1f =325 byljldm < 3

/627r7,na:d1, — / 2T gy fiir I = [, B]
I [}

627rin5 _ e27rina

2min

/ 627””de
I

/ 2mwinT Z b] XIJ dl‘ < g

1
/ eQTrinmf(m)dx

0
fiir n > N. Q.E.D.

Firn > = gllt

<

3|

Fiir n gro, n > N gilt

Zusammen ergibt sich

<e

Satz 8.8 (Riemanns Lokalisierungssatz). Seien f1, fo integrierbare Funktionen
auf [0,1]. Sei x €]0,1[. Wir nehmen an, dass es ein n > 0 gibt, so dass

f1(y) = faly) firy: |y — x| <n.

Dann konvergiert S, (f1,x) genau dann gegen f(x), wenn S,(f2,z) gegen fa(x)
konvergiert.

Beweis. Seien

W (f1,7) /D y— o) Fu(y)dy /S Do(y)fi(x — y)dy,
-/,

o (fa2) / Doy — ) fay)dy Do) fol — y)dy

1
2

[N

I<
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Dann gilt

Sn<f2,x>—sn<f1,w>=/l< Do) (fi(x — ) — fol — ))dy
- /  Duwale =) = faeu))dy

/ sin((2n + 1)7y)
In<lyl<

sin(my) (fi(x —y) = fa(z —y))dy

filz —y) — folw —y) .
sin(7y) }dy 0

sin((2n + 1)7y) {
wegen des Riemann-Lebegueschen Lemmas. Q.E.D.

Gibbs Phianomen
Die Funktion f mit

=\ sin(2wnx
ﬂ@:x—%=—§:—é£—l 0<z<1), flz+1) = f(x)
n=1
ist an den Stellen k € Z unstetig. Wir betrachten

S () i sin(2mnx)
N(T)=— EE—
n=1 i

Die Ableitung ist

N
-2 Z cos(2mnx).
n=1

D.h. die Ableitung von x — Sy (x) ist

N
142 Z cos(2mnx) = Dy(x) (Dirichletscher Kern).

n=1

D.h. diese ist
sin(m(2N + 1)z)

sin(mx)
Die Maxima und Minima sind bei z = ﬁ, (j=1,2,...,2N). Wir untersuchen
zunadchst hy = Wl-s-l
hn
thsN(hN) = DN(I)dLE

0

_/mhsm(@N+Um

B sin(mx) dz

_ / sin(7x) de
o sin(rxz/(2N +1))(2N + 1)

/ sin(rz)/(mx)
(sin(rz/(2N +1))(2N 4+ 1))/(7x)

Es gilt:

sm(2 =) (2N +1)

T

— 1 fiir N — oo.
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. (mp? (o)t
312N +1)2  BI(2N +1)4
Es folgt:
b sin(ma)
hN - SN(hN) —>/ — dzx.
0o T

Man kann fol W dx numerisch berechnen der Wert ist deutlich grofer als %

1 .
hy — & — Sn(hy) > ¢ > 0 fiir alle N > N <C</ Slfgx)dsﬂ)
0

Satz 8.9 (Bonnet — Zweiter Mittelwertsatz). Sei f stetig auf [a,b]. Sei ¢ monoton
fallend und positiv auf [a,b]. Dann existiert ein c: a < ¢ < b mit

/ " fla)pla)ds = | @@,

Beweis. (Skizze) Sei g monoton steigend auf [a, b]. Dann gibt es fiir « €]a, b] die
Werte

g(z—) = lim g(y) und
y<x

g(a+) = lim g(y).

y—x
y>x

Mit diesen Werten gilt g(z—) < g(x) < g(z+). Dann definieren wir mit
[, 8] C [a,b]

tg (e, B]) = g(B) — g(e)
tg(Jev, B]) = 9(B) — g(a+)
tg([ev, B]) = 9(B—) — g(e)
pg(Ja, Bl) = g(B—) — gla+)

Man kann die Konstruktion des Lebesgueschen Mafes nachahmen — 114 lésst sich
zu einem Borel-Mafs fortsetzen. Dann kann man die verschiedenen Eigenschaften
von dem Integral analog beweisen. Man schreibt f; f(x)dg(z) fiir dieses Integral.
Insbesondere gilt fiir f stetig differenzierbar

b b
/ f(@)dg(x) + / F(@)g(@)dz = [f(@)g(@)]..

Beispiele:

Mit g(«) = x hat man normale partielle Integration, mit g(x) = [z] Abelsche
Summation.

Man nennt p, Lebesgue-Stieltjes Mak und das dazugehorige Integral
Riemann-Stieltjes Integral.

Literaturtipps:

e E. Kamke: Das Lebesgue-Stieltjes Integral.
e H. Heuser: Analysis 2, §90. (Satz 90.2)

Zum Beweis des Satzes: Sei g(x) = p(a) — ¢(x). Dann ist g monoton wachsend,
g(a) = 0. Wir setzen

r) - [ " je)de.
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Dann gilt

/mem+/mmmm=W@mm=ﬂmw

D.h.
b b b b
/ f(@)p(x)dz = / F(2)dg(z) + p(a) / f(@)dz - / F(@)dx(p(a) - o(b))
b b
- / F(x)dg(x) + o(b) / f(z)d.

D.h.

b
f(@)p(x)dr < Sup F(x)(p(a) — (b)) + @ (b)F(b)

< Sup F(z)¢(a)

a

b
und / f(@)p(x)dz > Inf F(z)(p(a) — (b)) + () F(b)
> p(a)Inf F(z) + ¢(b)(F(b) — Inf F(x))
> @ Inf F(z).

Nach dem Zwischenwertsatz existiert ¢ mit

b b
/ F(@)p(x) = F(e)pla) = / f(2)dp(a).
QE.D.

Satz 8.10 (Dirichlet). Sei f monoton in einer Umgebung von x; auch sei f
periodisch mit Periodenlinge 1 und integrierbar. Dann gilt

Su(f,2) = 3 (f(e4) + f(z-)).

Beweis. Wir werden den Satz fiir x = 0 beweisen — der allgemeine Fall folgt durch
Translation. Sei fi(x) = f(x) auf ]0,¢[, f][0,¢[ 0.B.d.A. monoton wachsend;
f1(0) = f(0+). Dann ist f; stetig bei 0. Wir zeigen

€

A D () fi(x)dz — 5 f1(0).

Die allgemeine Aussage folgt, wenn man das entsprechende Ergebnis in x < 0
hinzufiigt und auch den Lokalisierungssatz von Riemann anwendet. Wir schreiben
jetzt

/ " Dy(a) fu(w)de = / Tsn@RN £ 1)) g,
0 0

sin(mx)
e
_ /0 Sm(”(ﬁ +1z) SH:E;) (@) da.
Dann bemerken wir, dass sinTEfrm) auch monoton steigend ist. Es folgt:
J:h(lz)rz)z > f1(0). Dann ist fir C' € R die Funktion C + f1(0) — ’;ir(lazf monoton
fallend. Fiir geeignetes C (z.B. C = QIE(E)TZ; — f1(0)) ist diese Funktion positiv.

Dann kénnen wir den Satz von Bonnet anwenden. Wir bekommen:

/ESWVHW)(Cﬁl(m_fl(x)m)dhc/cwﬂm
" 0

- drmit 0 <c<e
T sin(mx) TE
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/6 sin((2N + )wz) fi(z)7mx

T sin(ma)

KAPITEL 8. FOURIER-THEORIE

= 1i(0) |

€ sin((2N 4+ 1)mwz)

dx—/
93 .

€ sin((2N + 1)x)

dx - C

T™r

€ o IN + 1 (2N+1)e _: 00 i
/ sin((2N + 1)mx) dp — / sin(mx) dr — / sin(ma) d fiir N — oo
0 T 0 T o T
o /6 sin((2N + 1)mx) dp = _<f.1(€)ﬂ'€ o (O)) /8 sin((2N + 1)7x) .
. T sin(me) . T
Die Tatsache, dass
e(2N+1) _:
lim sin(mz)
N —oo 0 T
konvergiert, bedeutet, dass
/E sin((2N + 1)mx) dx‘ <K
0 T
fiir alle ¢, e, N und ein geeignetes K. Fiir ¢ — 0 gelten —==~ — 1, f1(g) — f1(0).

sin(7e)

D.h. fiir n > 0 kdénnen wir g9 > 0 finden, so dass fiir alle € < gy gilt:

fi(e)me

sin(me)

Fiir n > 0 haben wir fiir € < g¢

D.h.

imsup | Dy(@)fia)ds < 71(0) |

0

N—oo
€

liminf | Dy (z)fi(z)dz > fl(())/
0

N—oo Jg

/05 Dy () f1(

°° sin(mx)

x)dx —/
0 T

- f1<0>\ <

*° sin(7x)

*° sin(mx)

dx - fl(O)‘ < Kn.

dxr + Kn,
T

dx + Kn.
T

Nach dem Riemannschen Lokalisierungssatz ist der Limes (bzw. lim inf, lim sup)
von fOE Dy (z) fi(x)dx von € unabhéngig. Es folgt

/05 Dy(z

i)z — [

Falls f zweimal stetig differenzierbar ist, gilt:

Es folgt:

Damit ist der Satz bewiesen.

+e

Dy (z)f(z)dz =

—&

/ sin(mx) I
0 T

Wir haben folgendes Korollar mitbewiesen:

Korollar 8.11. Es gilt

* sin(7x)

Tr

dz f1(0).

£(0).

Q.E.D.
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Satz 8.12. Ist f integrierbar und in einer Umgebung von x von beschrinkter
Variation, dann gilt:

Sn(fio) =g (@ Fly) + Jim f(y)> .
y<x y>x

Bewets. Wir hatten schon gesehen, dass jede Funktion von beschrinkter Variation
eine Differenz zweier monoton wachsender Funktionen ist. Deswegen existieren die
Grenzwerte. Es gilt nach dem Satz von Dirichlet, dass Sy (f,x) gegen diesen

Grenzwert konvergiert. Q.E.D.

Korollar 8.13. Ist f integrierbar und differenzierbar in einer Umgebung von x,
dann gilt

Wir haben das Beispiel

1 >~ sin(27mn)
n=1

schon untersucht. Wir kénnen eine breitere Klasse von verwandten Funktionen
untersuchen, die fiir die allgemeine Theorie lehrreich ist. Sei o € R.

a<0

. a>0

Wir betrachten f(z) = 2*(1 — x)® fiir 0 < z < 1, f(z) periodisch. Fiir a > —1
liegt f in L1([0,1]). Die Fourier-Koeffizienten sind

1
ap = 2/ z*(1 — 2)* cos(2mnz)dx
0

1 "o AN
= 2na+1 /0 x (1 - n) cos(2mz)dzx.
Man kann zeigen, dass

/ x (1 — T) cos(2mx)dx — / x® cos(2mx)dx,
0 n 0

C

na+1

sodass

Ay ~
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mit
1
C= 2/ x® cos(2mx)dx.
0

Fiir o : —1 < a < 0 existiert ebenfalls ein C, sodass

C

na+1'

QAp ~

Wir haben f € LP([0, 1)) fiir alle p < ﬁ Bei den Fourier-Koeflizienten gilt:
(an) € 49 fiir alle ¢ > 1=

a+1?
1 1
|l a+1

Ganz grob: f € LP ist teilweise dquivalent zu (a,) € £7 mit

11
S4-=1
p q

Poisson Summationsformel

Sei f integrabel auf R; sei

1

fly) = /R F@)emvam,  f0)= [ f(2)da.

0

Dann gilt

> fm)=)_ fn)

neZ nez

Jfir geeignete f“.
Sei f von kompaktem Tréger auf R (d.h. es gibt R > 0: fiir x : |z| > R gilt
f(z) =0). Sei f stetig und von beschrankter Variation. Dann gilt

> f= % [ s

In|<N [n|<N

:/Rf(x) Z e 2T gy,

In|<N

= / f(@)Dy(z)dx
R
+R

= f(z)Dy(z)dz
R

— > f(m)

m:|m|<R

nach dem Satz von Dirichlet, angewandt auf f$+f f(@)Dy(z)dx
2

Es gilt

im S fn)= 3 fm).

N—o0
In|<N mEZ

(Eigentlich braucht man nur, dass f in der Ndhe von m € Z stetig ist.)
Die anderen Ansétze waren:
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Auf periodischen Funktionen hatten wir den Faltungsoperator f — ¢ * f.
Dann liefert die Entwicklung dieses Operators nach Eigenfunktionen die
Poissonsche Summationsformel.

Fiir ¢ ,,gut” betrachten wir

Z @(x + m) — ZaneQﬂ'inw7 a, = / (p(x)e—%rinwdx.
R

meZL

Wie geht es weiter?

1y

2)

Wir wissen noch nicht, ob stetige periodische Funktionen in konvergenten
Fourier-Reihen entwickelt werden kénnen. (Kénnen sie nicht!)

Dass eine trigonometrische Reihe konvergiert, heifst noch lange nicht, dass
sie Fourier-Reihe einer Funktion ist. Wir betrachten

i sin(27na)
—~ In(n)

Nach dem Kriterium von Abel-Leibniz konvergiert diese Reihe fiir alle z. Es
gibt aber keine integrierbare Funktion f so, dass gilt

1

() (n>1).

1
2/ f(z)sin(2mnx)dx =

0
Eine derartige Reihe heifst eine ,trigonometrische Reihe®. Die Singularitéiten
kénnen sehr kompliziert sein, in diesem Fall also das Verhalten in der Nihe

der Sigularitdt z = 0 von
i sin(27na)
In(n)

n=2

Dieses fithrt weiter in die Richtung von Fraktalen (exzeptionelle Mengen),

Seien > |anl, Y |ak| konvergent. Kénnen wir die Funktion
> (an cos(2mnax) + af sin(2wnx)) charakterisieren? Schwierig:
Wiener-Theorie, Verbindungen zur Brownschen Bewegung, ...

Die Theorie von Fourier-Reihen kann auf beliebige, lokal-kompakte abelsche
Gruppen ibertragen werden. Man betrachtet von G die
Gruppenhomomorphismen x : G — C: |x(g)| = 1 (Charaktere). Die
Gesamtheit aller Charaktere bilden eine neue lokal-kompakte abelsche
Gruppe G. Die Gruppen G und G sind ,dual® — Pontriaginsche Dualitét.

Was passiert mit nicht-abelschen Gruppen? Sei G kompakt — dann gibt es
elegante Theorien (Weyl, 1930er-Jahre). Fiir nicht kompakte Gruppen:

G = SL3(R) kann man fragen: Gibt es T : G — Hom(H), H Hilbert-Raum,
T'(g) unitér? Man kann diese sogar klassifizieren: I.M. Gelfand, Naimark,
Graev, Harish-Chandra. Die ,Darstellungstheorie” solcher Gruppen ist eine
der Erfolgsgeschichten der letzten 60 Jahre.

Sei G eine lokal kompakte Gruppe. Dann existiert ein Borel-Mafs p auf G, so
dass
(A)>0 A offen
u(K) < oo K kompakt
w(g - B) = p(B) B Borel-Menge, g € G
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Dieses Maf ist bis auf eine Vielfachheit eindeutig und wird Haar-Mafs
genannt.

Distributionen — oder verallgemeinerte Funktionen. Man betrachtet D(R)
— Test-Funktionen auf R, C*° und von kompakten Triger. Nun betrachten
wir den Dualraum D'(R): f +— L(f). Man kann eine Topologie auf D(R)
definieren, aber es ist viel schwieriger als im Falle von Banach-Rdumen. Sei
¢ € D'(R). Diese Linearfunktion kann man als [ ¢(z)f(z)dx schreiben.
Beispiel: L(f) = f(a), [ da(x)f(x)dz. Man kann die Ableitung definieren

O [U(x)f(x)de == — [L(x)f' (x)dx, [0, (x)f(x) = —f"(a). Man benutzt
Distributionen um Differentialgleichungen zu 16sen. Man zeigt, dass eine
Gleichung eine Losung als Distribution besitzt. Danach benutzt man
»Regularititssitze um zu zeigen, dass die Losung tatséchlich eine richtige
Funktion ist.
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