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II INHALTSVERZEICHNIS



EinleitungDieses Skript ist eine Neufassung eines Skripts, das ich vor fast 20 Jahren vorbe-reitet und mehrmals als Begleittext zu der Vorlesung "Analytische Geometrie undLineare Algebra, Teil II" verwendet habe. Diese Fassung ist gegen�uber der altenlediglich leicht �uberarbeitet; sie ist aber jetzt in elektronischer Form verf�ugbar.Die Grundgedanken hinter dieser Vorlesung sind, dass neben der linearen Alge-bra (AGLA I) die Gruppentheorie zur Grundausbildung in Algebra geh�ort unddass die Geometrie ebenb�urtig mit der Algebra ist. Durch die vielf�altigen Wech-selwirkungen zwischen Geometrie und Gruppentheorie erg�anzen sich diese Zielegegenseitig. Sie tragen auch der seit 1998 geltenden LehrPVO Rechnung, in derf�ur das Lehramt \Geometrie vom h�oheren Standpunkt aus" vorgeschrieben wird.Der Geist von Felix Klein ist in dieser Vorlesung allgegenw�artig.Bei der ersten Fassung hat Frau Christa Mirgel mir bei der Vorbereitung desManuskripts geholfen; Frau Christiane Gieseking hat es in dem �nsteren Zeit-alter der elektromechanischen Schreibmaschinen getippt und die Zeichnungengefertigt. Diese Fassung wurde von Frau Claudia Gabler geTeXt; sie hat dieZeichnungen neu erstellt. Allen geb�uhrt mein herzlicher Dank.S.J. Patterson
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IV Einleitung



Kapitel 1Allgemeine Gruppentheorie
1. Einleitende BemerkungenGruppentheorie befa�t sich mit Symmetrien. Fast alle Gruppen beschriebendie Symmetrien irgendeines Objektes. Auch wenn die zugeh�origen Gruppengleich sind, k�onnen diese Objekte sehr unterschiedlicher Natur sein. In derVorlesung werden wir mehrere Beispiele studieren, und es w�are voreilig, jetztviele aufzuz�ahlen. Die einfachste Symmetrie, die aus einem Element zweiterOrdnung besteht, tritt �uberall auf, man denkt: Links/rechts, positiv/negativ,Bild/Spiegelbild, ja/nein, schwarz/wei�, m�annlich/weiblich, und sogar ganze Phi-losophien st�utzen sich auf solche Dichotomien.In diesem Kapitel werden zuerst Gruppen de�niert (schon in diesem Abschnitt),danach wird eine Abstrahierung der konkreten Gegenst�ande, die die Symmetrienbesitzen, in Kapitel I. 2. eingef�uhrt. Diese Objekte hei�en G-Mengen. Angesichtsder Tatsache, dass fast alle Gruppen als Symmetriegruppen auftreten, ist esangebracht, nicht nur Gruppen, sondern auch die entsprechend G-Mengen vonAnfang an zu untersuchen.In Kapitel I. 3. werden die Beziehungen zwischen verschiedenen Gruppen undihrer G-Mengen beschrieben.Obwohl die ganze Vorlesung dazu dient, Beispiele f�ur die in diesem Kapitel ein-gef�uhrten Begri�e zu liefern, wird in Kapitel I. 4. eine Liste von h�au�g vor-kommenden Gruppen und G-Mengen angegeben. Der in diesem Kapitel behan-delte Sto� mag aber ziemlich trocken erscheinen, und die Zuh�orer(innen) undLeser(innen) werden gebeten, etwas Geduld zu haben, weil die Beispiele erst"nachher" ausf�uhrlich behandelt werden.Nun kommen wir zur De�nition einer Gruppe.De�nition. Eine Menge G mit einem ausgezeichneten Element e (die "Iden-tit�at") und einer Abbildung (die "Multiplikation")G�G! G;1



2 KAPITEL 1. ALLGEMEINE GRUPPENTHEORIEgeschrieben (g1; g2) 7�! g1 � g2, hei�t eine Gruppe, wenn die folgenden Axiomeerf�ullt sind:GR 1: (g1 � g2) � g3 = g1 � (g2 � g3) (g1; g2; g3 2 G)GR 2: e � g = g; g � e = g (g 2 G)GR 3: Seien g1; g2 2 G; es gibt g 2 G (bzw. g0 2 G), so dass giltg � g1 = g2 (bzw. g1 � g0 = g2):Lemma. Sei G eine Gruppe. Zu jedem g 2 G kann man ein Element g�1 2 Gzuordnen, so dass gilt g � g�1 = e; g�1 � g = e:Dar�uber hinaus gilt f�ur g1; g2 2 G(g1 � g2)�1 = g�12 � g�11 :Bemerkung. Es w�are m�oglich, Axiom GR 3 durch den Schlu� dieses Lemma zuersetzen. Es w�are auch m�oglich, GR 2 durch eine von den beiden Gleichungen zuersetzen.Das Element g�1 hei�t das Inverse zu g.Beweis. In GR 3 w�ahlen wir g2 = e; es gibt daher g0; g00 2 G, so dass gelteng0 � g1 = e ; g1 � g00 = e:Wir schreiben jetzt schlicht g statt g1. Nun -nach GR 1- gilt(g0 � g) � g00 = g0 � (g � g00):Es folgt e � g00 = g0 � e;oder -nach GR 2- g00 = g0:Deswegen sind g0 und g00 beide gleich und daher eindeutig bestimmt. Wir de�-nieren g�1 := g0. Damit ist die erste Behauptung bewiesen.Nach GR 1 gelten�g�12 � g�11 � � (g1 � g2) = g�12 � �g�11 � (g2 � g2)�= g�12 � ��g�11 � g1� � g2�= g�12 � (e � g2):Nach GR 2 ist dieses g�12 � g2 = e. Wir haben bewiesen, dass gilt�g�12 � g�11 � � (g1 � g2) = e:



1.. EINLEITENDE BEMERKUNGEN 3�Ahnlich gilt (g1 � g2) � �g�12 � g�11 � = e:Deshalb, weil (g1g2)�1 eindeutig durch diese Eigenschaften bestimmt ist, giltg�12 � g�11 = (g1 � g2)�1:Korollar. 1. Sei G eine Gruppe, und seien g1; g2 2 G. Das einzige Elementg 2 G, das der Bedingungg1 � g = g2 (bzw. g � g1 = g2)gen�ugt, ist g�11 g2 (bzw. g2g�11 ). Insbesondere ist g�1 durch die Gleichung g�1�g = e(oder g � g�1 = 2) v�ollig bestimmt.2. Es gilt (g�1)�1 = g (g 2 G).Beweis. Von g1 � g = g2 haben wirg�11 � (g1 � g) = g�11 � g2:Nach GR 1 folgt �g�11 � g1� � g = g�11 � g2oder e � g = g = g�11 � g2:Damit ist g eindeutig bestimmt. Die andere Aussage von 1 l�auft analog.Nun liefern g�1 � �g�1��1 = eund g�1 � g = eg = �g�1��1:Damit ist das Korollar bewiesen.Fortan werden wir den Punkt in g1 � g2 normalerweise weglassen.Eine besonders wichtige Klasse von Gruppen sind die abelschen (oder kommuta-tiven) Gruppen; sie werden durch das zus�atzliche AxiomAB:F�ur g1; g2 2 Ggilt g1g2 = g2g1de�niert.



4 KAPITEL 1. ALLGEMEINE GRUPPENTHEORIEDe�nition. Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe H von G ist eine Untermengevon G, die e enth�alt, und die auch eine Gruppe bez�uglich der von G �ubertragenenMultiplikation bildet.Lemma. Eine nicht-leere Untermenge H von G ist eine Untergruppe, wenn, undnur wenn die folgende Bedingung erf�ullt ist:UG: F�ur h1; h2 2 H gilt auch h�11 h2 2 H.Beweis. Dass diese Bedingung notwendig ist, ist klar, weil erstens h�11 2 H unddann zweitens h�11 h2 2 H gelten, da H eine Gruppe ist.Umgekehrt, von der UG mit h1 = h2 = h erhalten wir zuerst e 2 H. Dannerhalten wir mit h2 = e; h1 = h 2 H, dass, wenn h 2 H gilt, h�1 2 H folgth1 2 H. Schlie�lich folgt f�ur h1; h2 2 Hh1h2 = �h�11 ��1h2 2 H:Deswegen ist die von G �ubertragene Multiplikation auf H de�niert. Axiome GR1, GR 2 sind o�ensichtlich erf�ullt. Dass Axiom GR 3 erf�ullt ist, folgt aus demKorollar zu dem ersten Lemma.Bemerkung. Eine Untergruppe einer abelschen Gruppe ist auch eine abelscheGruppe.



2.. G-MENGEN 52. G-MengenEine G-Menge ist ein Objekt, das durch G entstehende Symmetrien aufweist. Seidann G eine Gruppe.De�nition. Eine G-Menge X ist eine Menge X und eine AbbildungG�X ! X; geschrieben (g; x)! gx;so dass geltenGM 1: g1(g2x) = (g1g2)x (g1; g2 2 G; x 2 X),GM 2: ex = x (x 2 X).Man erinnere sich an die De�nition eines a�nen Raumen aus AGLA I.Wir machen jetzt zwei weitere De�nitionen von Begri�en, die sich in der Analysisvon G-R�aumen n�utzlich erweisen.De�nition. Sei X ein G-Raum, x 2 X; die Stabilisatorgruppe; StabG(x), ist diefolgende Untergruppe von G:StabG(x) = fg 2 G : gx = xg:Wir de�nieren die Bahn OG(x) = fgx 2 X : g 2 Gg. Hier bedeutet O "orbit"(englisch) und "orbite" (franz�osisch). Weil jede G-Menge auch eine H-Menge ist,wobei H eine Untergruppe von G sei, ist es sinnvoll, StabH(x); OH(x) zu bilden.Lemma. 1. Seien G;X wie oben. Seien x; x0 2 X; dann gilt entwederOG(x) \ OG(x0) = ;oder OG(x) = OG(x0):2. Sei x 2 X; y 2 OG(x). Gelte y = g1x, dann geltenfg 2 G : gx = yg = g1StabG(x)(= fg1
 : 
 2 StabG(x)g)und StabG(y) = g1StabG(x)g�11(= fg1
g�11 : 
 2 StabG(x)g):Beweis. 1. Wir nehmen an, dass OG(x)\OG(x0) 6= ; gilt. Sei y 2 OG(x)\OG(x0).Dann gibt es g; g0 2 G, so dass gelteny = gx;und y = g0x0:



6 KAPITEL 1. ALLGEMEINE GRUPPENTHEORIEEs folgt von GM 1 x0 = g0�1(gx) = (g0�1g)x:Deshalb folgt mit 
 2 G 
x0 = �
�g0�1g�� x 2 OG(x);deshalb gilt OG(x0) � OG(x):Analog gilt OG(x) � OG(x0);deshalb OG(x) = OG(x0):Damit ist der erste Teil bewiesen.Nun beweisen wir den zweiten Teil. Von GM 1, 2 folgtfg 2 G : gx = g1xg = fg 2 G : �g�11 g�x = �g�11 g1�xg= fg 2 G : �g�11 g�x = xg= fg 2 G : g�11 g 2 StabG(x)g= g1StabG(x):Auch hat man StabG(y) = fg 2 G : gy = yg= fg 2 G : g(g1x) = g1xg= fg 2 G : �g�11 gg1�x = xg= fg 2 G : g�11 gg1 2 StabG(x)g= g1StabG(x)g�11 :Damit ist das Lemma bewiesen.De�nition. Nun de�nieren wir eine transitive G-Menge als eine nichtleere G-Menge X, so dass f�ur jedes x 2 X gilt 0G(x) = X.Sei Men(G) die Menge aller G-Mengen. Wir k�onnen alle mengentheoretischenBegri�e auf Men(G) �ubertragen. So bildet manX [ Y;X \ Y;X � Y;X � Y (X; Y 2 Men(G));wenn diese sinnvoll sind. Auch kann man die Beziehungen X � Y und X � Ybenutzen.Ist X eine G-Menge, so sind die Bahnen OG(x) auch G-Mengen, die sogar tran-sitiv sind. Die Menge X ist nach dem Lemma die disjunkte Vereinigung der ver-schiedenen Bahnen. Au�erdem folgt aus dem Lemma, eine transitive G-MengeY hat keine echten Untermengen, die auch G-Mengen sind. Bei den �ublichen



2.. G-MENGEN 7Mengen besitzen genau die Mengen, die aus einem Punkt bestehen, diese Eigen-schaft. Auf diese Weise kann man die transitiven G-Mengen als das Analogon zuPunkten betrachten.Wir k�onnen eine Art G-Mengen bilden, die eine gro�e Rolle spielen.De�nition. Sei H � G eine Untergruppe. Auf G de�nieren wir die �Aquivalenz-relation x�H m durch x�H y Def() y�1x 2 H y; x 2 G(bzw. x�H Y durch x�H y Def()xy�1 2 H):Es ist leicht nachzuweisen, dass �H und �H �Aquivalenzrelationen sind und dassdie �Aquivalenzklasse von x unter �H (bzw. unter �H ) xH := fh 2 Hg (bzw.Hx := fhx : h 2 Hg) ist. Der Quotientenraum G=�H (bzw. G=�H ) wird mit G=H(bzw. H nG) bezeichnet. Mengen der Form xH (bzw. Hx) hei�en Links- (bzw.Rechts-)nebenklassen.Wir machen G=H (bzw. H nG) jetzt zu einem G-Raum. Wir fassen die Elementevon G=H (bzw. H nG) als Nebenklassen xH (bzw. Hx) auf. Dann de�nieren wirg(xH) := (gx)Hbzw. g(Hx) := H (xg�1) :Wir bemerken, dass, wenn gilt x1�H x2 (bzw. x1�H x2), dann folgtgx1 �H gx2bzw. x1g�1 �H x2g�1:Dies ist durch die folgenden Rechnungen gerechtfertigt:(gx2)�1(gx1) = �x�12 g�1�(gx1)= x�12 �g�1(gx1)�= x�12 ��g�1g�x1�= x�12 (ex1)= x�12 x1 2 Hund �x1g�1)�x2g�1��1 = �x1g�1��gx�12 �= x1�g�1g�x�12= x1x�12 2 H:



8 KAPITEL 1. ALLGEMEINE GRUPPENTHEORIEDeswegen ist die De�nition m�oglich. Auch GM 2 ist o�ensichtlich richtig. BeiGM 1 gehen wir folgenderma�en vor:g1�g2(xH)� = g1(g2xH)= (g1g2x)H= g1g2(xH);und g1�g2(Hx)� = g1�Hxg�12 �= Hxg�12 g�11= Hx(g1g2)�1= g1g2(Hx):Die beiden G-Mengen G=H und H nG sind nur auf den ersten Blick unterschied-lich. Wir bemerken, dassx1�H x2 , x1x�12 2 H, �x�11 ��1�x�12 � 2 H, x�11 �H x�12 :Deswegen ist die AbbildungI : G=H ! H nG ; xH ! Hx�1wohlde�niert. Es gilt auch I�g(xH)� = I(gxH)= H(gx)�1= Hx�1g�1= gI(xH):Wir brauchen fortan nur G=H in Betracht zu ziehen.Satz 1.1. Sei X eine transitive G-Menge. Sei x 2 X und H = StabG(x). Dannist die Abbildung F : G=H ! X ; g �H 7�! gxeine Bijektion. Es gilt F (g�) = gF (�) (� 2 G=H):Beweis. Nehmen wir an, dass g0�H g, d.h. g0 2 gH. Von g0�1g 2 H erhalten wir�g0�1g�x = x;daher gx = g0x:



2.. G-MENGEN 9Die Abbildung F ist also wohlde�niert. Sie ist surjektiv, weil X transitiv ist. Wirzeigen, dass sie injektiv ist. Gilt F (gH) = F (g0H), so haben wirgx = g0x;oder (g0)�1gx = xoder (g0)�1g 2 StabG(x) = Hoder g0�H g:Deshalb gilt g0H = gHund F ist injektiv.Endlich sei � = 
H(
 2 G). Es folgtF�g � (
H)� = F (g
H)= g
x= g(
x)= gF (
H);wie behauptet. Damit ist der Satz bewiesen.Wir sagen auch, wenn X eine G-Menge ist, dass G auf X operiert oder wirkt.Wenn f�ur jedes x 2 X gilt StabG(x) = feg;sagen wir, dass G �xpunktfrei auf X operiert. Nach Satz 1.1 ist in diesem Fallf�ur jedes x 2 X die AbbildungG! OG(x) ; g 7�! gxeine Bijektion.Zum Abschlu� dieses Abschnitts f�uhren wir eine spezielleG-Menge ein, die sp�atervon gro�er Wichtigkeit sein wird. Die Menge selbst ist G, die Operation von Gauf G wird durch G�G! G ; (g; g0) 7�! gg0g�1de�niert. Wir schreiben gg0 := gg0g�1:Dann gilt eg0 = eg0e�1 = g



10 KAPITEL 1. ALLGEMEINE GRUPPENTHEORIEund g1g2(g0) = g1g2g0(g1g2)�1= g1g2g0g�12 g�11= g1 (g2g0) g�11= g1 (g2g0) :Deshalb sind GM 1 und GM 2 erf�ullt. Die Operation hei�t Konjugation, und dieBahnen hei�en Konjugationsklassen.



3.. MORPHISMEN 113. MorphismenUm Gruppen zu untersuchen, ist es notwendig, Beziehungen zwischen verschie-denen Gruppen beschreiben zu k�onnen. Dieses erreicht man mit Morphismen.Wir de�nieren zuerst einen Homomorphismus f : G1 ! G2, wobei G1 und G2Gruppen sind, also eine Abbildung, die die folgende Eigenschaft besitzt:HM: Seien g; g0 2 G1; dann giltf(gg0) = f(g)f(g0):Lemma. Seien G1; G2 Gruppen, f : G1 ! G2 ein Homomorphismus. Danngelten f(e1) = e2 (ej die Identit�at von gj; j = 1; 2)und f�g�1� = f(g)�1:Beweis. Nach der De�nition giltf(g) = f(e1g) = f(e1)f(g):Deswegen folgt f(e1) = f(g)f(g)�1 = e2:wie behauptet.Zun�achst e2 = f�gg�1� = f(g)f�g�1�;davon folgt unmittelbar f�g�1� = f(g)�1:Beispiele. 1. Sei H eine Untergruppe von G. Dann ist die Einbettungi : H ! G ; h 7�! hein Homomorphismus.2. Seien G1 und G2 Gruppen. Dann wird G1�G2 eine Gruppe mit Idendit�at vonGj(f = 1; 2) ist, wenn wir die Multiplikation folgenderweise de�nieren:(g1; g2)(g01; g02) = (g1g01; g2g02):Die Projektionen p1 : G1 �G2 ! G1; (g1; g2) 7�! g1p2 : G1 �G2 ! G2; (g1; g2) 7�! g2sind Homomorphismen.



12 KAPITEL 1. ALLGEMEINE GRUPPENTHEORIEEin injektiver Homomorphismus hei�t ein Monomorphismus oder eine Injektion.Ein surjektiver Homomorphismus hei�t ein Epimorphismus oder eine Surjektion.Ein bijektiver Homomorphismus hei�t ein Isomorphimus oder eine Bijektion.Falls es ein Isomorphimus zwischen G1 und G2 gibt, schreiben wirG1 �= G2 (00G1 ist isomorph zu G002):Sei nun f : G1 ! G2 ein Homomorphismus. Der Kern, Ker(f), von f ist sode�niert: Ker(f) = fg 2 G1 : f(g) = e2gSatz. Seien f;G1; G2 wie oben. Dann ist Ker(f) eine Untergruppe von G1. F�urg 2 Ker(f); 
 2 G1 gilt 
g
�1 2 Ker(f):Beweis. Seien g1; g2 2 Ker(f). Dann giltf �g�11 g2� = f(g1)�1f(g2) (f Homomorphismus)= e�12 e2= e2:Deswegen gilt g�11 g2 2 Ker(f); deshalb ist Ker(f) eine Untergruppe.Au�erdem gilt mit g 2 Ker(f)f (
g
�1) = f(
)f(g)f(
)�1= f(
)f(
)�1= e2:Es folgt, dass gilt 
g
�1 2 Ker(f):Damit ist der Satz bewiesen.De�nition. Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe N von G hei�t Normalteilervon G, wenn die folgende Bedingung erf�ullt ist:NT: F�ur 
 2 N , g 2 G gilt g
g�1 2 N:Damit ist der Kern eines Homomorphismus ein Normalteiler.Lemma. Eine Untergruppe H von G ist ein Normalteiler dann, und nur dann,wenn die Relationen �H und �H gleichbedeutend sind. In diesem Fall folgt mitx1�H x2 und x01�H x02 auch x�11 x01�H x�12 x02:Beweis. Wir nehmen an, dass �H und �H gleichbedeutend sind. Sei h 2 H. Danngilt h�H e und -f�ur g 2 G- auch gh�H g. Es folgt gh�H g. Daher ghg�1�H gg�1 = e.Mit anderen Worten: ghg�1 2 H. Deshalb ist H ein Normalteiler.



3.. MORPHISMEN 13Wir nehmen jetzt an, dass H ein Normalteiler ist. Dann istg1�H g2 , g�12 g1 2 H, g2 �g�12 g1� g�12 2 H (H Normalteiler), g1g�12 2 H, g1�H g2:Deshalb sind �H und �H gleichbedeutend.Zuletzt seien x1; x2; x01; x02 wie in der Aussage des Lemmas. Dann geltenx�12 x1 2 Hund x0�12 x01 2 H:�x�12 x02��1 �x�11 x01� = x0�12 �x2x�11 �x01= x0�12 �x2x�11 �x02x0�12 x01Weil gilt x1�H x2;gilt x2x�11 2 Hund -da H ein Normalteiler ist- sogarx0�12 �x2x�11 �x02 2 H:Weil x01�H x02 gilt, hat man auch x0�12 x01 2 H. Da H eine Untergruppe ist, gilt�x�12 x02��1 �x�11 x01� = �x0�12 �x2x�11 �x02� �x0�12 x01� 2 H;was wir zeigen wollten. Damit ist das Lemma bewiesen.Sei N ein Normalteiler von G. Wir de�nieren eine Multiplikation auf G=N durchKlasse von x1 � Klasse von x2 := Klasse von x1x2;wobei "Klasse" die �Aquivalenzklasse bez�uglich �N oder �N bedeutet. Istx1�N x2, folgt aus dem Lemma x�11 �N x�12 . Daher hat man f�ur x1; x01; x02 2G; x1�N x01; x2�N x02 auch x1x2�N x01x02. Deswegen ist die De�nition sinnvoll. DieIdentit�at von G=N soll die Klasse von e sein. Mit diesen De�nitionen ist es leich-ter nachzuweisen, dass G=N eine Gruppe wird. N�amlich:GR 1: diese folgt vonKl(x1) (Kl(x2)Kl(x3)) = Kl(x1)Kl(x2x3)= Kl (x1(x2x3))= Kl ((x1x2)x3)= Kl(x1x2)Kl(x3)= (Kl(x1)Kl(x2))Kl(x3):



14 KAPITEL 1. ALLGEMEINE GRUPPENTHEORIEGR 2: Kl(x)Kl(e) = Kl(xe) = Kl(x)Kl(e)Kl(x) = Kl(ex) = Kl(x)GR 3: Kl(x)Kl(x1) = Kl(x2), Kl(x) �Kl(x1)Kl�x�11 �� = Kl(x2)Kl�x�11 �, Kl(x)Kl(e) = Kl�x2x�11 �, Kl(x) = Kl�x2x�11 �:Auch Kl(x1)Kl(x) = Kl(x2), Kl(x) = Kl�x�11 x2�:Hier bedeutet Kl(x) die Klasse von x, wie sie oben de�niert wurde.De�nition. Die Gruppe G=N hei�t die Quotientengruppe von G durch N . Wirnennen die Abbildungp : G! G=N ; x 7�! Klasse von xdie kanonische Projektion. (Kanonisch wird hier als die Bezeichnung f�ur dieseAbbildung verstanden. Es hat keine weitere Bedeutung.)Satz 1.2.1. Sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler von G. Dann ist die kanonischeProjektion p : G! G=N ein Homomorphismus mitKer(p) = N:2. Sei f : G! G0 ein Homomorphimus. Sei N = Ker(f). Dann gibt es einenMonomorphimus �f : G=N ! G0, so dass f die Verkn�upfungG -p G=N -�f G0ist, wobei p die kanonische Projektion ist.Dieser Satz bringt ein Wechselspiel zwischen Homomorphismen und Normalteilerans Licht. Dieses Wechselspiel wird sehr wichtig sein.Beweis. Zu 1.: p(x1x2) = Klasse von (x1x2)= Klasse von (x1) Klasse von (x2)= p(x1)p(x2):Der Kern von p ist fg 2 G : p(g) = Klasse von eg= fg 2 G : Klasse von g = Klasse von eg= fg 2 G : g 2 Ng= N:



3.. MORPHISMEN 15Damit ist der erste Teil bewiesen.Zu 2.: Wir de�nieren �f durch�f (Klasse von x) := f(x):Wir m�ussen zeigen, dass �f tats�achlich wohlde�niert ist. Nun geltenKlasse von x = Klasse von x0, xx0�1 2 N, f�xx0�1� = e, f(x) = f(x0):Deshalb ist �f wohlde�niert und sogar injektiv. Dass f = �f � p gilt, folgt vor derDe�nition.Nun �f�Klasse (x)Klasse (x0)� = �f�Klasse (xx0)�= f(xx0)= f(x) � f(x0)= �f�Klasse (x)� � �f�Klasse (x0)�:Deshalb ist �f ein Homomorphismus. Der Beweis des Satzes ist jetzt fertig.Es bleibt noch, etwas �uber Abbildungen zwischen G-Mengen zu sagen. Deram h�au�gsten vorkommende Begri� ist der eines G-Morphismus oder einer G-Abbildung zwischen zwei G-Mengen. Seien X; Y G-Mengen; eine Abbildungf : X ! Y hei�t ein G-Morphismus (oder eine G-Abbildung), wenn die folgendeBedingung erf�ullt ist:MM: F�ur x 2 X; g 2 G gilt f(gx) = gf(x).Die Abbildung I : G=H ! H=Gvon Kapitel I., 2. ist ein G-Monomorphismus.Es gibt aber auch noch andere Beziehungen zwischen G-Mengen. Zum Beispielbetrachten wir einen Homomorphismus f : G1 ! G2 und eine G2-Menge X.Diese G2-Menge wird eine G1-Menge durchG1 �X ! X ; (g; x) 7�! f(g)x:Auf diese Weise erhalten wir eine Abbildung, die mit f � bezeichnet wird,f � : Men(G2)! Men(G1):Es ist bemerkenswert, dass f � "in der entgegengesetzten Richtung zu f" geht.Es ist auch m�oglich, eine Abbildungf� : Men(G1)! Men(G2)



16 KAPITEL 1. ALLGEMEINE GRUPPENTHEORIEzu de�nieren. Obwohl diese De�nition hier kaum benutzt wird, wird sie derGr�undlichkeit halber angegeben. Sei X eine G1-Menge. Man bildet die MengeG2 �X. Auf dieser Menge konstruiert man die �Aquivalenzrelation � durch:(h; x) � (h0; x0);wenn es ein 
 2 G1 gibt, so dass gilth0 = hf(
)�1 ; x0 = 
x:Wir de�nieren f�(X) als den Quotientenraum (G2�X)= �. Sei [h; x] die Klassevon (h; x). Dann wird (G2 �X)= � eine G2-Menge durchG2 � �(G2 �X)= � � ! (G2 �X)= �;(g; [h; x]) 7�! [gh; x]:Diese Konstruktion hat mehrere interessante Eigenschaften, wovon einige alsAufgaben erscheinen werden.



4.. BEISPIELE 174. BeispieleFolgendes sind Beispiele von Gruppen:1. Z Identit�at = 0 "Multiplikation" = AdditionSei K ein K�orper.2. K Identit�at = 0 "Multiplikation" = Addition3. K� := K � f0g Identit�at = 1 "Multiplikation" = MultiplikationSei V ein �uber K de�nierter Vektorraum.4. V Identit�at = 0 "Multiplikation" = AdditionDie n�achsten Beispiele sind solche, wo nicht nur eine Gruppe G, sondern aucheine G-Menge X gleich von Anfang an de�niert wird.5. Sei X eine Menge, S(X) die Menge von allen Bijektionen � : X ! X.In S(X) nimmt man als Identit�at die Abbildung e : e(x) = x. Mit derVerkn�upfung als "Multiplikation" wird S(X) eine Gruppe.Im Spezialfall X = f1; 2; : : : ; ng schreibt man �n statt S(f1; : : : ; ng). Dieist die "symmetrische Gruppe" und wird eine gro�e Rolle spielen.(Man kann die Konstruktion von S(X) verallgemeinern, wenn man eineG-Menge X nimmt und statt S(X) die Menge SG(X) der G-Morphismen� : X ! X in Betracht zieht. Die Gruppe SG(X) ist einer Untergruppevon S(X).)6. Sei V ein �uberK de�nierter Vektorraum. SeiGL(V ) die Menge aller bijekti-ven, linearen Abbildungen � : V ! V . In GL(V ) nimmt man als Identit�atdie Abbildung E : E(x) = x. Mit der Verkn�upfung als "Multiplikation"wird GL(V ) eine Gruppe. V ist ein GL(V )-Raum.Im Fall, dass V endlich dimensional ist, ist die Abbildungdet : GL(V )! K� ; � 7�! det(�);ein Homomorphismus. Der Kern von det wird mit SL(V ) bezeichnet.Man schreibt GLn(K), SLn(K) statt GL(Kn); SL(Kn).(Hier bedeutet GL "general linear" (= allgemein linear) und SL "speciallinear" (= speziell linear).)7. Sei V ein �uber K de�nierter Vektorraum, b : V �V ! K eine Bilinearform.Dann bildet manO(V; b) = f� 2 GL(V ) : b(�x; �y) = b(x; y)(x; y 2 V )g:



18 KAPITEL 1. ALLGEMEINE GRUPPENTHEORIE(Meistens wird die Bezeichnung nur f�ur den Fall, dass b symmetrisch ist,angewandt.)Dann ist O(V; b) eine Untergruppe von GL(V ). Dar�uber hinaus ist V aucheine O(V; b)-Menge.Im Falle, dass V = Rn und b = h; i (das euklidische innere Produkt) genom-men werden, schreibt man gew�ohnlich On(R) (oder On) statt O(Rn ; h; i).Zum Schlu� sollte es betont werden, dass die hier angef�uhrten Beispiele gro�en,allgemeinen Klassen angeh�oren. Viele der interessantesten Gruppen sind "Ein-zelg�anger". Sie haben Eigenschaften, die durch "Zuf�alle" entstehen und sehr loh-nenswert zu studieren sind. Beispiele sind die Symmetriegruppen der regul�arenPolyeder (Tetraeden, W�urfel, Oktaeder, Ikosaeder, Dodekaeder), die wir sp�aterkennenlernen werden. Oder die Kleinsche Gruppe der 168 Elementen.



Kapitel 2Gruppentheorie und Geometrie
1. �Uber Euklidische GeoemtrieEs ist auf den ersten Blick gar nicht klar, dass die klassische Geometrie �uberhauptetwas mit Gruppentheorie zu tun hat. Man braucht aber nur die Grundlagen mitanderen Augen zu sehen, um den Zusammenahng zu erkennen.In der Geometrie ist die M�oglichkeit, zwei Gegenst�ande zu vergleichen, die wich-tigeste Sache. Zwei Strecken haben dieselbe L�ange, wenn wir die eine genau aufdie andere legen k�onnen. Mit demselben Verfahren k�onnen wir de�nieren, obeine Strecke l�anger oder k�urzer als eine andere ist. Die M�oglichkeit, L�ange vonStrecken und Abst�ande zu vergleichen haben wir, wenn wir sie in eine g�unsti-ge Lage bewegen k�onnen und wenn das Ergebnis nicht von der gew�ahlten Lageabh�angt.Man sollte bemerken, dass es noch nicht in Frage gekommen ist, L�angen undAbst�ande zu messen; bis jetzt kann man "nur" Aussagen der ArtAB > CD ; AB = CDmachen. Um L�angen zu messen, braucht man eine Standardl�ange und die Eudo-xossche Proportionalit�atslehre, wovon sp�ater die Rede sein wird.�Ahnlich kann man Winkel vergleichen. Hier wird ein System von drei Punkten,geschrieben <) ABC, gegeben; man kann durch verschiedene Regeln solche ver-gleichen. Es ist in diesem Fall schwieriger, die Regeln aufs Papier zu bringen, weilman zwischen �au�erem und innerem Winkel unterscheiden mu�. Normalerweisebenutzt man Bilder und Vernunft. 19



20 KAPITEL 2. GRUPPENTHEORIE UND GEOMETRIE
C

A
B

Wenn man soviel festgelegt hat, f�angt man an, Dreiecke zu vergleichen. Ein Drei-eck ist auch durch drei Punkte (die drei Ecken) anzugeben; es wird 4ABC ge-schrieben, wobei 4ABC;4BAC;4BCA, usw. nicht unterscheidbar sind. Wennvon zwei Dreiecken eins durch eine Bewegung (vielleicht auch eine Spiegelung)genau auf das andere gelegt werden kann, sagt man, dass die Dreiecke kongruentsind.Fast die ganze euklidische Geometrie st�utzt sich auf die folgenden Kriterien daf�ur,dass zwei Dreiecke, 4ABC und 4A0B0C 0, kongruent sind:1. Gelten AB = A0B0; BC = B0C 0; C 0A0 = CA, dann sind 4ABC und4A0B0C 0 kongruent.2. Gelten AB = A0B0; BC = B0C 0; <)ABC =<)A0B0C 0, dann sind4ABC und4A0B0C 0 kongruent.3. Gelten AB = A0B0; <)CAB =<)C 0A0B0; <)ABC =<)A0B0C 0, dann sind4ABC und 4A0B0C 0 kongruent.Genauer ausgedr�uckt, kann 4A0B0C 0 ind 4ABC so bewegt werden, dass A0 aufA, B0 auf B und C 0 auf C liegen. ("Bewegen" schlie�t hier auch Spiegelungenein.)Von diesen Kriterien kann sehr viel aufgebaut werden. Sie m�ussen aber vorausge-setzt werden, da sie sich nicht aus etwas Einfacherem herleiten lassen. Nat�urlichentsprechen sie unserer Anschauung. (Eigentlich k�onnen die drei Kriterien aufeines reduziert werden; diese Tatsache ist aber f�ur uns nicht wichtig.)In der euklidischen Geometrie hat man auch den Begri� paralleler Strecken oderGeraden. Man kann diesen Begri� so erk�aren: alle Strecken durch A, die in einemgegebenen Strahl (oder einer Halbgeraden) liegen, de�nieren eine Richtung.Es ist nun m�oglich, Richtungen in verschiedenen Punkten zu vergleichen. Die-ses geht jedenfalls aus unseren allt�aglichen Erfahrungen hervor. Um dies aus-zudr�ucken, nehmen wir an, dass wenn zwei Punkte A und A0 gegeben sind, eseine ausgezeichnete und eindeutig bestimmte Bewegung gibt, die A in A0 schickt.Mit dieser Bewegung k�onnen wir die Richtungen in A und A0 vergleichen. DieseBewegung sollte die durch A und A0 laufenden Geraden in sich schicken; die-se Eigenschaft -nimmt man an- de�niert die Bewegung v�ollig. Weiter werdenvorausgesetzt:



1.. �UBER EUKLIDISCHE GEOEMTRIE 211. Wenn die Richtung von AB nicht mit der von AA0 oder der entgegenge-setzten Richtung �ubereinstimmt, dann haben AB und das Bild von ABkeine gemeinsamen Punkte.2. Die Verkn�upfung von der eben de�nierten Bewegung von A nach A0 undvon A0 nach A00 ist die von A nach A00.Eine Bewegung dieser Art hei�t eine Parallelverschiebung oder eine Translation.Wir k�onnen jetzt alles zusammenfassen, obwohl wir nochmal zu Euklid zur�uck-kehren m�ussen. In der Geometrie wird eine Menge A (die a�ne Ebene) voraus-gesetzt. Paare von Punkten aus A de�nieren Strecken. Es gibt eine Gruppe vonBewegungen von A , die wir mit E (nach Euklid) bezeichnen werden. Auf dieseWeise wird A eine E -Menge. Die Gruppe E ist gro� genug, um Strecken mitein-ander vergleichen zu k�onnen. Auch k�onnen Winkel verglichen werden. Dar�uber-hinaus liefern die Kriterien, ob zwei Dreiecke kongruent werden, die Existenz vongeeigneten Elementen von E .Innerhalb von E gibt es eine Untergruppe, die aus Translationen besteht. Diesebezeichnen wir mit T. Zu jedem Paar A;A0 von Punkten aus A gibt es genau eint 2 T , so dass gilt t(A) = A0. Es wird auch angenommen, dass T ein Normalteilervon E ist. Dies entspricht auch der geometrischen Intuition.Es sollte hier auch erw�ahnt werden, dass Kreise jetzt ganz nat�urlich entstehen.Sei P 2 A . Sei EP die Stabilisatorgruppe von P , d.h.EP = fg 2 E : g(P ) = Pg:SeiQ 2 A. Dann ist die Bahn von Q unter EP ein Kreis, wovon P der Mittelpunktist.Sollten wir eine L�ange messen wollen, m�ussen wir eien gegebene Strecke mit einerStandardstrecke vergleichen. Das hei�t, dass wir von dem Verh�altnis AB : CDreden k�onnen m�ussen. Es ist dann m�oglich, Gleichheit von zwei Verh�altnissen zude�nieren. Diese Gleichheit wirdAB : CD :: A0B0 : C 0D0geschrieben. Es ist auch m�oglich, "gr�o�er" oder "kleiner" zu de�nieren.Es liegt dann nahe, alle Transformationen von der Ebene zu betrachten, die dieVerh�altnisse gleichlassen. Diese hei�en in der klassischen Geometrie �Ahnlichkeit-stransformationen, man redet von �ahnlichen Dreiecken und anderen Gebilden.Diese wurden auch von Euklid gr�undlich untersucht. Sei ~E die Menge aller �Ahn-lichkeitstransformationen. Sie ist auch eine Gruppe, ~E � E .Diese Skizze der klassischen Geometrie sollte klarmachen, dass hinter derherk�ommlichen Sprache der Gruppenbegri� liegt. Zu Euklids Zeit studierte mandie Gebilde und nicht die Bewegungen, die uns erlauben, verschiedene Gebil-de zu vergleichen. Die Bewegungsgruppe in den Vorgrund zu stellen ist ein viel



22 KAPITEL 2. GRUPPENTHEORIE UND GEOMETRIEabstrakteres Vorgehen. Es ist dadurch gerechtfertigt, dass dieselben Ideen aufandere Gebiete angewendet werden k�onnen und umgekehrt, dass Ideen von je-nen anderen Gebieten neues Licht auf alte Probleme der Geomtrie werden. ZumBeispiel wird es viel anschaulicher, was die Unabh�angigkeit des Parallelenaxiomsanbetri�t. Davon wird in Kapitel II, 3. wieder die Rede sein.



2.. DIE KONTINUIERLICHEN GRUPPEN DER GEOMETRIE 232. Die kontinuierlichen Gruppen der GeometrieDie Grundz�uge der Geometrie, die eben beschrieben worden sind, haben nichtsmit der Identi�zierung der Ebene mit R2 zu tun gehabt. Dass eine solche Identi-�zierung gemacht wurde, war eine gro�e Entdeckung Descartes, die einen bisherungeahnten Zusammenhang zwischen Geometrie und Arithmetik herstellte. Die-ser Zusammenhang ist jetzt nat�urlich zentral in der Behandlung geometrischerProbleme.Wir sollten uns daran erinnern, wie dieser Zusammenhang zustande kam. DieGruppe T ist abelsch. Die "Multiplikation" (d.h. Verkn�upfung) in T wird mit "+"bezeichnet. Die betrachten R als die Menge aller m�oglichen Verh�altnisse AB :CD(C 6= D). Aus der Eudoxosschen Proportionalit�atslehre geht hervor, dass f�ur� 2 R; t 2 T ein Element �t von T de�niert werden kann. Es ist dann nichtschwierig einzusehen, dass T ein R-Vektorraum wird. T hat sogar die Dimension2.Nach den im letzten Abschnitt gemachten Bemerkungen ist A ein T-a�ner Raum.Bis jetzt ist es nicht n�otig gewesen, �uberhaupt eine Wahl ausgezeichneter Punktezu tre�en. Wir k�onnen einen Ursprung U von A und eine Basis e1; e2 von Tw�ahlen. Dann kann jeder Punkt von A in der Form �x1e1+x2e2�(U) �x1; x2 2 R�geschrieben werden. Dies ist die kartesische Darstellung von A.Sei U ein Punkt aus A und EU die Stabilisatorgruppe von U in E . Sei g einwillk�urlich gew�ahltes Element von E . Dann ist g(U) von der Form tg(U), wobeitg ein eindeutig bestimmtes Element aus T ist. ann giltg(U) = tg(U)und auch �tg��1g(U) = U:Deswegen gilt �tg��1g 2 EUund g kann eindeutig als tgrg geschrieben werden, wobei tg 2 T; rg 2 EU liegen.(Hier bedeutet "tg" Translation, "rg" Rotation = Drehung.)Wir erinnern uns daran, dass T ein Normalteiler von E sein sollte. Deshalb giltrtr�1 2 T (t 2 T; r 2 EU ):Die Abbildung t 7�! rtr�1ist linear, wir schreiben t 7�! rt.Wir k�onnen dann jedes Element von E als (t; r) schreiben und(r; t) � (t0; r0) = t � r � t0 � r0= t � rt0r�1 � r � r0= �t+r t0; rr0� (�)



24 KAPITEL 2. GRUPPENTHEORIE UND GEOMETRIE(Wenn wir T betrachen, schreiben wir die Verkn�upfung als +; dagegen, wenn wirT als eine Untergruppe von E betrachten, schreiben wir sie als "�".)Es folgt, wenn wir T; E U und die Operation von EU auf T, die jetzt eine EU -Mengegeworden ist, kennen, k�onnen wir durch (�) die Gruppe E rekonstruieren.Wir k�onnen dies alles "konkreter" machen. Zuerst k�onnen wir EU mitO2(R) = fg 2M(2� 2;R); hgx; gx0i = hx; x0igidenti�zieren, wobei h; i das �ubliche Skalarprodukt bezeichnet. Diese Aussage istim Grunde genommen �aquivalent zum Pythagoras'schen Lehrsatz. Sie kommtzustande, weil EU Winkel nicht �andert.Wenn wir A mit R2 identi�zieren, dann ist E die Gruppe aller Bewegungen derForm x 7�! g(x) + y �g 2 O2(R); y 2 R2�:Die Untergruppe von Bewegungen der Formx 7�! x+ y �y 2 R2�ist T.Wir k�onnen diese Gruppe mit 3�3 Matrizen darstellen. Wir ordnen x! g(x)+ydie Matrix 21  g y0 1 !2 1zu. Dann gilt mit Matrizenmultiplikation g y0 1 !  x1 ! =  gx+ y1 ! ;wobei  x1 ! den Spaltenvektor 0B@ x1x21 1CA bedeutet, wenn x der Spaltenvektor x1x2 ! ist. Auf diese Weise erhalten eine "analytische" Darstellung der GruppeE . �Ahnlich kann man eE darstellen. Man braucht nur O2(R) durch die GruppeeO2(R) = fg 2M(2� 2;R) : es gibt �g 2 R � f0g;so dass gilt hgx; gx0i = �ghx; x0igzu ersetzen. Diese ist die Gruppe konformer Transformationen. Weil darunter dieFunktion hx; x0ihx; xi 12 hx0; x0i 12



2.. DIE KONTINUIERLICHEN GRUPPEN DER GEOMETRIE 25erhalten bleibt, bleiben auch Winkel erhalten. L�angen werden aber durch einenFaktor von �g ge�andert.�Ahnliche De�nitionen k�onnen f�ur Geometrien h�oherer Dimensionen angegebenwerden. F�ur unserer Zwecke reicht es vollkommen aus, nur 2-dimensionale Geo-metrien in Betracht zu ziehen.Eine solche Darstellung der Geometrie ist eine Zusammenfassung der bisheri-gen Errungenschaften. Nat�urlich ist es viel einfacher, praktische Probleme mitanalytischen Methoden zu l�osen. Es gibt aber auch andere Entwicklungen derGeometrie, die sie wiederrum in ein neues Licht setzen.



26 KAPITEL 2. GRUPPENTHEORIE UND GEOMETRIE3. Axiomatik und GeometrieIn Kapitel II, 1. wurde die euklidische Geometrie knapp zusammengefa�t. Wirwerden jettz die euklidische Methodik etwas genauer anschauen.Das Wesentliche, das man in der Geometrie nie vergessen sollte, liegt darin,dass die Geometrie eine Abstrahierung unserer Wahrnehmung der physikalischenWelt darstellt. Die r�aumliche Wahrnehmung ist eine charakteristische menschli-che F�ahigkeit, die unserem logischen Denken zu Grunde liegt. Es ist dann nichtverwunderlich, dass die Geometrie eine der �altesten Wissenschaften ist. Mansollte aber nicht durch dieses Alter dazu verf�uhrt werden, den physikalischenUrsprung der Geometrie zu vergessen und sie als ein logisches Spiel aufzufassen.Zu Euklids Zeit hatte man schon erkannt, dass -ausgehend von einigen o�ensicht-lichen geometrischen Eigenschaften- man durch eine Kette logischer Schl�usse zugeometrischen Eigenschaften gelangen k�onnte, die gar nicht o�ensichtlich sind.Das klassische Beispiel daf�ur ist der Pythagoras'sche Lehrsatz. Vielleicht genausoau�allend ist die Konstruktion des Ikosaeders oder Dodekaeders und der Nach-weis, dass diese die "kompliziertesten" regul�aren K�orper sind.Euklid stellte deshalb am Anfang eine Liste von Axiomen auf. Diese sollte geo-metrischen "Tatsachen" sein, die niemand anzweifeln k�onnte. Das Wort "Axiom"stammt von dem Wort "axios" = richtig. Es ist aber von gro�er Tragweite, dassviele Mathematiker das Parallelenaxiom nicht als anschaulich empfunden hat-ten und (vergeblich) versucht haben, es von den anderen (sicheren) Axiomenherzuleiten.Nachdem er die Axiome aufgestellt hatte, leitete Euklid daraus S�atze ab. Diesesind von zunehmender "Tiefe"; viele sind jedenfalls gar nicht anschaulich, wasvom Pythagoras'schen Lehrsatz belegt wurde. Eigentlich f�uhrte Euklid sein Vor-haben nicht rigoros durch. Es kann aber gemacht werden und wurde ca. 1900von D. Hilbert vollendet.Heutzutage wird die Axiomatik anders aufgefa�t. Man erkennt, dass es eine gro�eFreiheit bei der Auswahl der Axiome gibt. Ganz allgemein benutzt man dieAxiomatik, um die Struktur eines Arguments darzulegen. Zum Beispiel habenwir sie angewendet, um Vektorr�aume zu de�nieren (Teil I). Die dabei gewonnenenS�atze hatten die gr�o�tm�ogliche Allgemeinheit.Wie in diesem Beispiel kann es leicht passieren, dass mehr als ein Objekt dieAxiome erf�ullen. Die Menge von allen Objekten, die ein Axiomsystem erf�ullen,hei�t eine Kategorie, wenn wir auch die zwischen den verschiedenen Objektenbestehenden Beziehungen in Betracht ziehen. Davon wird hier nicht weiter dieRede sein.Ein Objekt, das ein Axiomensystem erf�ullt, hei�t ein Modell f�ur das System. Soist z.B. jede Gruppe ein Modell f�ur die Gruppenaxiome.Es kann auch passieren, dass es in der Geometrie mehrere Modelle f�ur ein Axio-mensystem gibt. Die unerwarteten (sog. nichtstandarden) Modelle k�onnen auchvon gro�em Interesse sein.



3.. AXIOMATIK UND GEOMETRIE 27Wir k�onnen auch Axiomensysteme ab�andern, wenn wir einige Eigenschaften alsunwichtig betrachten. Wir k�onnten z.B. ein Dreieck nur als Dreieck ohne Ber�uck-sichtigung der Seitenl�angen und Winkel betrachten.Um die in den letzten zwei Abschnitten erw�ahnten Punkte zu erl�autern, schauenwir uns das Beispiel der projektiven Geometrie an.In dieser Geometrie gehen wir von zwei Mengen EP und EG aus. die zugeh�origenElemente hei�en Punkte und Geraden. Wir haben eine Relation ` zwischen EPund EG. 00a ` L00(a 2 EP ; L 2 EG) bedeutet: a ist ein Punkt von L. Wir schreibenauch 00L ` a00, ausgesprochen 00L geht durch a00.Die Grundaxiome sindPG 1: Seien a1; a2 2 EP ; a1 6= a2. Dann gibt es genau L 2 EG, so dass giltaj ` L (j = 1; 2):PG 2: Seien L1; L2 2 EG; L1 6= L2. Dann gibt es genau ein a 2 EP , so dass giltLj a a (j = 1; 2):Wir k�onnten auch ein weiteres Axiom hinzuf�ugen, n�amlichPG 3: Es gibt eine Gruppe G, so dass(i) EP ; EG G-Mengen sind,(ii) g(a) ` g(L), a ` L f�ur g 2 G giltund(iii) wenn a1; a2; a3; b1; b2; b3 2 EP (a1; a2; a3 (bzw. b1; b2; b3) nicht alle aufeiner Gerade) gegeben werden, dann gibt es ein g 2 G, so dass gilt:g(a1) = b1; g(a2) = b2; g(a3) = b3:Mit anderen Worten: jedes Dreieck kann in jedes andere geschickt werden. Wiewir gesehen haben, ist PG 3 nicht eine Folgerung von PG 1 und PG 2.Wir stellen einige Modelle vor. Man k�onnte den Einwand erheben, dass PG 1und PG 2 nicht unserer Institution entsprechen, weil zwei parallele Geraden sichnicht schneiden. Doch ist die projektive Geometrie aus der Praxis der Malereientstanden. Wir stellen uns die Ebene als Landschaft vor, wor�uber wir 2 Meter(ungef�ahr) stehen. Dann sehen Eisenbahnschienen bekanntlich so aus:



28 KAPITEL 2. GRUPPENTHEORIE UND GEOMETRIE

Dasselbe passiert hinter unseren K�opfen. Wir werden zu der Ebene eine idealeGerade T hinzuf�ugen - den Horizont. Wir m�ussen das, was sich hinter unserenK�opfen abspielt, und das, was vor unseren Augen sichtbar ist, "identi�zieren" -sonst w�urden sich zwei parallele Geraden in zwei Punkten schneiden.In der Ebene selbst k�onnen wir die Punkte der neuen Gerade T mit Scharen par-alleler Geraden identi�zieren. Genauer: sei T die Menge der �Aquivalenzklassender Geraden in der Ebene unter der �Aquivalenzrelation "parallel". Mit diesenVorbereitungen k�onnen wir das erste Modell beschreiben:1. Modell:EP := A [ TEG := fG : G eine Gerade in A g [ fT g(i) Seien G1 und G2 nicht-parallele Geraden. Dann scheiden sich G1 und G2wie �ublich in A .(ii) Sei G eine in A liegende Gerade. Dann schneiden sich G und T in einemPunkt, der mit I(G) bezeichnet wird. Hier stellt I(G) die �Aquivalenzklassevon G in T dar. Ist G0 zu G parallel, dann gilt I(G0) = I(G); G und G0schneiden sich in I(G).(iii) Jeder Punkt von T ist von der Form I(G) f�ur irgendeine Gerade G, G 6= T .Sei a ein Punkt von A . Dann ist die durch a und I(G) laufende Geradediejenige, die durch a l�auft und parallel zu G ist.2. Modell:In diesem Modell spielt sich alles im R3 ab.



3.. AXIOMATIK UND GEOMETRIE 29EP = Menge der durch den Ursprung laufenden Geraden.EG = Menge der durch den Ursprung laufenden Ebene.Es ist leicht einzusehen, dass die Axiome erf�ullt sind.Diese beiden Modelle h�angen eng zusammen.Sei � eine im R3 liegende Ebene, die nicht durch den Ursprung l�auft. Zu jedeme 2 EG, e nicht zu � parallel, erhalten wir eine Gerade in � durch Bildung von� \ e. Das einzige e� 2 EG, das zu � parallel ist, entspricht T (f�ur �). DiesesVerfahren k�onnen wir genauso mit den Geraden durch den Ursprung fortsetzen,weil diese Punkte von � oder T erzeugen.Von drei Dimensionen auf zwei zu gehen, ist genau das, was die Maler machen.
P2

0

P1

Die Bezeichnung "projektive Geometrie" erh�alt dadurch ihre Rechtfertigung; wirprojezieren den Raum auf eine Ebene, die Leinwand.Da es sich im zweiten Modell um lineare Unterr�aume von R3 handelt, siehtman sofort, dass die ganze Gruppe GL3(R), der linearen Abbildung auf EP undEG operiert und dass PG 3 dadaurch erf�ullt ist. Dies war beim ersten Modellnicht ersichtlich. Man kann diese Gruppe auch anwenden, um festzustellen, waspassiert, wenn man die oben gew�ahlte Ebene � durch eine andere ersetzt, weilGL3(R) auf der Menge solcher Ebenen transitiv operiert.F�ur das dritte Modell nehmen wir die Sph�areS = nx 2 R3 :k x k2= 1o :Auf S stellen wir eine �Aquivalenzrelation auf;x � y , x = y oder � y:Dann ist EP der Quotientenraum; EP besteht aus Paaren von Antipoden (ge-gen�uberliegende Punkte). Eine Gerade entspricht dem von S mit einer druch denUrsprung laufenden Ebene gebildeten Schnitt - einem Gro�kreis.



30 KAPITEL 2. GRUPPENTHEORIE UND GEOMETRIE3. Modell:Sei EP wie oben. Sei EG die Menge aller Gro�kreise, als Untermengen von EPaufgefa�t. Dann ist EP ; EG eine projektive Geometrie.Sogar diese l�a�t sich auch von dem zweiten Modell herleiten. Der Schnitt vonS mit einer durch 0 laufenden Gerade besteht aus zwei Antipoden. Der Schnittvon S mit einer durch 0 laufenden Ebene ist ein Gro�kreis.

0

Bevor wir zu anderen Beispielen �ubergehen, sollten wir bemerken, dass die Axio-me in EG und EP symmetrisch sind. Deshalb k�onnen wir ihre Rollen vertauschen.Jedem Satz entspricht ein "Dualsatz", worin wir Punkte und Geraden vertauschthaben. Dieses Ph�anomen hei�t Dualit�at.Wir betrachten als Beispiel -etwas ober
�achlich, weil wir sp�ater dahin zur�uck-kehren werden- den Satz von Desargues.Satz. Seien ABC und A0B0C 0 zwei Dreiecke, so dass sich die Verl�angerungenvon AA0, BB0 und CC 0 in einem Punkt tre�en. Sei P (bzw. Q;R) der Schnittvon den Verl�angerungen von AB (bzw. BC;CA) und A0B0 (bzw. B0C 0; C 0A0).Dann liegen P;Q;R alle auf einer Geraden.



3.. AXIOMATIK UND GEOMETRIE 31
P

A
R

B

C

Q

C’

B’

A’Der Dualsatz ist die Umkehrung davon. F�ur den Beweis kann man aus dem 2.Modell annehmen, dass PG 3 gilt. Dann d�urfen wir annehmen, dass die GeradeAA0 auf T liegt und sich deshalb die Verl�angerungen von AA0, BB0 und CC 0 aufT schneiden, da BB0 und CC 0 parallel zu AA0 sind. Dann sieht das Bild so aus:

R

Q

C

B

P

C’

B’

Hier sind BB0 und CC 0, BP und CR, PB0 und RC 0 parallel. Wir m�ussen zeigen,dass PQR auf einer Geraden liegen. Stattdessen de�nieren wir R als den Schnittvon CR und der Verl�angerung von QP , wobei CR parallel zu BP ist. Wir m�ussendann zeigen, dass RC 0 zu PB0 parallel ist.



32 KAPITEL 2. GRUPPENTHEORIE UND GEOMETRIEUm dieses zu tun, k�onnen wir Betrachtungen aufwenden, die nicht zur projekti-ven Geometrie geh�oren. Wegen Parallelit�at gilt<)PBB0 = <)RCC 0:Aus demselben Grund giltBP : CR :: BQ : CQ :: BB0 : CC 0:Deshalb sind 4PBB0 und 4RCC 0 �ahnlich. Es gilt daher<)BB0P = <)CC 0R;deshalb sind PB0 und RC 0 parallel wie behauptet. Durch dieses Beispiel wird esklar, wie n�utzlich es sein kann, wenn eine gr�o�ere Gruppe vorhanden ist. Dannkan man ein Problem auf ein einfacheres reduzieren und dort zus�atzlich Methodenanwenden.Nun stellen wir einige Modelle auf, worin EP und EG endlich sind.4. Modell:EP = fP1; P2; P3g ; EG = fL1; L2; L3g.P1 liegt auf L2 und L3 usw. Dieses Modell k�onnen wir folgenderma�en graphischdarstellen:
P

PP

L1

2

3

L2

3

1

L

Hier gen�ugt die Geometrie PG 3 (warum?). Wie die oben angegebenen Modelleist dieses auch "gleich" seinem Dualmodell.5. Modell:EP = fP1; P2; P3; P4g; EG = fL1; L2; L3; L4g.
P

P

1

2

L

4

3P

L2
L3

L41P



3.. AXIOMATIK UND GEOMETRIE 33Das Dualmodell ist

L3

P31P

1L L2

4L

2P

P4

wieder dasselbe.6. "Modell":EP = fP1; P2; P3; P4; P5g; EG = fL1; L2; L3; L4; L5; L6g.

L3

P3L2P

1L
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34 KAPITEL 2. GRUPPENTHEORIE UND GEOMETRIEDas Dualmodell dazu ist aber

L4

L6

P2

L3

P5

L5

P3

P4

L2

P1

1L

endlich was anderes. In diesem Fall, weil P5 der einzige Punkt ist, der auf zwei, ausdrei Punkten bestehenden Geraden liegt, mu� P5 durch jede Gruppe festgelassenwerden. Deshalb kann PG 3 nicht gelten.Nun erhalten wir als Korollar dieser Konstruktion:Es ist nicht m�oglich, PG3 von PG 1 und PG 2 zu folgern.Dieses Beispiel zeigt, wie man die Unabh�angigkeit eines Axioms von anderenzeigen kann; man �ndet ein Modell, in dem alle, au�er des bezweifelten Axiomserf�ullt sind, das �ubrige aber nicht.



Kapitel 3Endliche Gruppen
1. Der Satz von LagrangeDaman die Elemente einer endlichen Gruppe z�ahlen kann, ist es m�oglich, Einsichtin ihre Struktur zu gewinnen. In diesem Kapitel werden wir fast ausschliesslichmit endlichen Gruppen und G-Mengen zu tun haben. (Dass eine Gruppe G end-lich ist, bedeutet nicht, dass alle ihre G-Mengen endlich sind. Die transitivenG-Mengen sind aber endlich.)Der Ausgangspunkt f�ur die Theorie endlicher Gruppen ist der Satz von Lagrange.Um diesen zu formulieren, brauchen wir einige Bezeichnungen.Ist A eine endliche Menge, schreiben wir jAj statt Card(A), f�ur die Anzahl vonElementen von A.Ist G eine Gruppe, H eine Untergruppe von G, so haben wir G=H schon de�niert(Kapitel I, 2.). Wir schreiben [G : H] statt jG=Hj.Satz 3.1 (Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe, H eine Untergruppe von G.Dann gilt jGj = [G : H] � [H]:Insbesondere ist jHj ein Teiler von jGj.Beweis. Wir haben G=H dadurch de�niert, dass wir eine �Aquivalenzrelation �Hauf G konstruierten und bezeichneten den Quotientenraum G=�H als G=H. Die�Aquivalenzrelation wurde wie folgt de�niert:x�H y , y�1x 2 H(, x�1y 2 H):Die �Aquivalenzklasse von x istfy : x�1y 2 Hg = fy : x�1x = h; h 2 Hg= fxh : h 2 Hg:35



36 KAPITEL 3. ENDLICHE GRUPPENDeshalb hat jede �Aquivalenzklasse jHj Elemente. Es gibt aber nach De�nition[G : H] �Aquivalenzklassen. Da G die disjunkte Vereinigung von �Aquivalenzklas-sen ist, gilt nun jGj = [G : H]jHj;wie behauptet. Damit ist der Satz bewiesen.Wir werden jGj die Ordnung von G nennen.Sei nun g 2 G, wobei G eine nicht notwendige endliche Gruppe ist. Wir de�nierengm(m 2 Z) induktiv, wie folgt:gm = gm�1 � g (m > 0)go = egm = gm+1g�1 (m < 0):Lemma 3.2. Es gelten gm � gn = gm+n(g�1)m = g�mBeweis. Die zweite Aussage folgt induktiv aus der De�nition. Deshalb brauchenwir in der ersten nur den Fall n � 0 zu beweisen, weil wir sonst g durch g�1ersetzen k�onnen. Wir beweisen die Aussage induktiv. Wir nehmen deshalb an,dass sie f�ur alle n0 < n schon bewiesen ist. Wir m�ussen auch den Fall n = 1beweisen, und den behandeln wir zuerst. Sei m < 0; dann giltgmg = �gm+1g�1�g = gm+1:Dasselbe gilt f�ur m � 0. Deshalb ist die Aussage f�ur n = 1 bewiesen. Nun geltengmgn = gm � �g1gn� 1� (Induktion)= gm+1 � gn�1 (Assoziativit�at)= g(m+1)+(n�1) (Induktion)= gm+n:Damit ist das Lemma bewiesen.Deshalb ist fgm : m 2 Zg eine Untergruppe von G. Sie wird mit hgi bezeich-net. Die Ordnung der Gruppe hgi, falls diese Gruppe endlich ist, wird auch dieOrdnung des Elementes g genannt und mit o(g) bezeichnet.De�niere Z! G ; m 7�! gm:Das Bild dieser Abbildung wird mit hgi bezeichnet. Das Lemma besagt, dass dieAbbildung ein Homomorphismus ist. Wir brauchen jetzt:Satz 3.3 (Euklid). Jede Untergruppe von Z ist von der Form NZ(:= Nn;n 2 Z)mit N � 0; N 2 Z.



1.. DER SATZ VON LAGRANGE 37Beweis. Sei H � Z eine Untergruppe. Gilt H = f0g, dann nehmen wir ein N = 0und alles wird damit erledigt. Deshalb k�onnen wir annehmen, dass H 6= f0g. Weilgilt m 2 H , �m 2 H;gibt es mindestens ein positives Element in H. Sei N = Minfm 2 H;m > 0g.Dieses existiert. Sei nun m 2 H;m > 0. Nach dem Restsatz (f�ur gew�ohnlicheDivision) gilt m = q �N + rmit 0 � r � N . Aber N 2 H; und weil qN = N + N + : : : + N (q-mal), folgtqN 2 H. Deshalb: r = m�q �N 2 H. Nach der De�nition von N und 0 � r < Nkann nur gelten: r = 0. Deswegen giltm = qN:Umgekehrt liegt qN in H. Ist m 2 H eine negative Zahl, dann ist �m(2 H) derForm q0N ; deshalb gilt m = �q0 �N . Deshalb giltH = NZ;und die Behauptung ist bewiesen. �Nun kehren wir zu hgi zur�uck. Wir nehmen an, dass hgi endlich ist. Dann istder Kern von Z! G;m 7�! gm die Menge der Vielfachen von N , wobei N dieOrdnung von g bezeichnet, weil Z=NZ von Ordnung N ist. (Die Klassen in Z=NZsind 0 +NZ; 1 +NZ; : : : ; (n� 1) +NZ.) Es folgt, dass e = go; g1; g2; : : : ; gN�1verschieden sind und es gilt gN = e:Deshalb erhalten wir:Korollar 3.4. Sei G eine endliche Gruppe. Die Ordnung o(G) von einem Ele-ment g 2 G ist o(g) = Minfm > 0 : gm = eg:Diese Zahl teilt jGj.Die letzte Behauptung folgt von Satz 3.1 mit H = hgi.Bemerkung.1. Obwohl wir im allgemeinen die Gruppenmultiplikation als ein Produktschreiben, werden wir f�ur Z "+" benutzen. Vielleicht ist das Vorgehennicht konsequent, aber ...2. Weil Z abelsch ist, ist NZ ein Normalteiler von Z. Deshalb ist Z=NZ nachKapitel I, 3. eine Gruppe.



38 KAPITEL 3. ENDLICHE GRUPPEN2. Beispiele von endlichen Gruppen1. Die zyklischen GruppenSei N > 0. Wir haben in Kapitel III, 1. die Gruppe Z=NZ gebildet. Sie hei�t "diezyklische Gruppe N-ter Ordnung" und wird mit CN bezeichnet. Die Multiplika-tion wird meistens als Produkt geschrieben, gelegentlich aber auch als Addition.Wie schon bemerkt wurde, ist die Gruppe abelsch. Sie besitzt eine Element derOrdnung N . Umgekehrt sei G eine Gruppe von Ordnung N mit einem Elementg der Ordnung N . Dann gilt jhgij = jGj;weil hgi � G gilt, folgt hgi = G. Von der in Kapitel III, 1. diskutierten Abbildunghat man hgi �= CN :Deshalb: G �= CN :Jedes Element g von CN , f�ur welches gilthgi = CN ;hei�t ein Erzeugendes von CN .Eine Gruppe G, die CN isomorph ist, hei�t zyklisch; ein Element g 2 G mit derEigenschaft hgi = G hei�t ein Erzeugendes von G.Zum Beispiel ist jedes Element (au�er e) der Gruppe C2 � C2 von der Ordnung2. Dagegen hat C4 ein Element (sogar zwei Elemente) von Ordnung 4. Deshalbsind C2 � C2 und C4 nicht isomorph. C2 � C2 ist die "kleinste" nicht zyklischeGruppe; sie hei�t die "Kleinsche Vierergruppe".2. Die DiedergruppenSei G eine abelsche Gruppe. Die Abbildung� : G! G; g 7�! g�1ist ein Homomorphismus, weil gelten�(g1g2) = �(g2g1) (g abelsch)= (g2g1)�1= g�11 g�12= �(g1) � �(g2):Au�erdem gilt �2 = Id:



2.. BEISPIELE VON ENDLICHEN GRUPPEN 39Wir bilden nun eine Gruppe eG, die mengentheoretisch G�fe; �g ist. Nun ist dieMultiplikation folgenderma�en de�niert:(g1; e) � (g2; e) = (g1g2; e)(g1; e) � (g2; �) = (gg2; �)(g1; �) � (g2; e) = �g1�(g2); ��(g1; �) � (g2; �) = �g1�(g2); e�:Die Identit�at soll (e; e) sein. Es ist etwas m�uhsam, aber nicht schwierig, nachzu-weisen, dass eG eine Gruppe ist.Im Falle G = CN schreiben wir D2N statt eCN . Dies ist die Diedergruppe vonOrdnung 2N . Wir betrachten CN als Untergruppe von D2N , CN = f(g; e) : g 2CNg. Sei T = (e; �). Dann ist jedes Element von D2N entweder von der Form(g; e), d.h. in CN , oder von der Form (g; e)(e; �), d.h. von der Form gT mitg 2 CN . Es gelten T 2 = e; T gT = g�1 (g 2 CN ), T gT �1 = g�1Jedes Element von D2N � CN ist von der Ordnung 2, weil(gT )3 = gT gT= gg�1= e:Es folgt, dass D4 wieder die Kleinsche Vierergruppe C2 � C2 ist.Wir stellen uns CN als die Drehung eines regul�aren N -Ecks vor und D2N als dieDrehung und Spiegelungen dieses Polygons.N ungerade
D      - CN2NN

C



40 KAPITEL 3. ENDLICHE GRUPPENN gerade
D      - CN2NCN

Die symmetrischen GruppenDie symmetrische Gruppe Sn ist die Menge der bijektiven Abbildungen vonf1; : : : ; ng auf sich. Die Gruppenmultiplikation ist die Verkn�upfung. Sei � 2 Sn.Es wird sich als n�utzlich erweisen, einige Schreibweisen f�ur � tz entwickeln. Zuerstwerden wir 0B@ 1 2 n: : :�(1) �(2) �(n) 1CA schreiben. Zum Beispiel wird in S4:
� : �(1) = 2�(2) = 3�(3) = 1�(4) = 4 als  1 2 3 42 3 1 4 ! bezeichnet.Die obere Zeile besteht aus den Argumenten von �, die untere aus den Werten.Zun�achst f�uhren wir die Zyklusdarstellung ein. Wir fangen mit 1 an, dann schrei-ben wir 1; �(1); �2(1); �3(1); : : :bis wir wieder bei 1 sind. Dann w�ahlt man ein i, das nicht in dieser Liste stehtund verf�ahrt mit diesem genauso wie mit der 1; man erh�alti; �(i); �2(i); : : :u.s.w., bis es keine nicht-aufgez�ahlten Elemente mehr gibt. Man schreibt � als�1; �(1); �2(1); : : : ��i; �(i); �2(i); : : : ��i0; �(i0); �2(i0); : : : � : : : :Zum Beispiel erh�alt man von  1 2 3 42 3 1 4 ! die Darstellung(1; 2; 3) � (4):Als ein komplizierteres Beispiel nehmen wir 1 2 3 4 5 6 7 85 8 3 2 6 1 4 7 ! 2 S8:



2.. BEISPIELE VON ENDLICHEN GRUPPEN 41Wir erhalten (1; 5; 6)(2; 8; 7; 4)(3):�(3) z.B. wird im folgenden weggelassen�Wir sollten uns diese so vorstellen
1

6
5

2

8

7

4
3

N.B. Zyklus wird von dem griechischen "kuklos" = "der Kreis" hergeleitet. Umzu sehen, welche Wirkung (1; 5; 6)(2; 8; 7; 4)(3) auf ein Element, z.B. 8, aus�ubt,brauchen wir nur das folgende Element zu nehmen, d.h. 7. Da dies Zyklen sind,folgt 1 der 6, 2 folgt der 4. Es ist �ublich, Zyklen, die aus einem Element bestehen,nicht zu schreiben.Als Beispiel nehmen wir jetzt(1; 3; 5; 9)(2; 8)(7; 6) 2 S10:Nach der ersten Schreibweise wird dieses so geschrieben: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 103 8 5 4 9 7 6 2 1 10 ! :Sei � 2 �n. Der Typ von � ist die Folgek1 � k2 � k3 � k4 : : : � kr;wobei in der Zyklusdarstellung � aus r Zyklen besteht, deren L�angenk1; k2; : : : ; kr sind. In dem Beispiel ist der Typ von(1; 3; 5; 9)(2; 8)(7; 6)4; 2; 2; 1; 1:Da in Sn die Summe der Zyklenl�angen n ist, haben wir immerk1 + k2 + : : : ; kr = n:Eine solche Folge hei�t eine Partition von n.



42 KAPITEL 3. ENDLICHE GRUPPENWir bemerken hier, wenn � als ein Produkt C1 : : : Cr von Zyklen geschriebenwird, so sind C1; : : : ; Cr Elemente von Sr, mindestens wenn sie mit zus�atzlichenZyklen der L�ange 1 versehen werden. Da die Ordnung keine Rolle spielt, giltCiCj = CjCiund � = C1 : : : Cr als Produkt in Sn.Wir bemerken auch, dass die Zyklen genau die Bahnen von f1; : : : ; ng unter h�isind. Das Element Ci hat nur bei einer Bahn eine nicht-triviale Wirkung; "espermutiert diese Bahn zyklisch". Das Element Ci ist der Ordnung ki, wenn esvon der L�ange ki ist, da erst bei l = kiC li eine triviale Wirkung auf jene Bahnhat.Zwei Elemente von �n, die in Zyklusdarstellung angegeben werden, zu multipli-zieren, ist nicht schwierig. In �4 multiplizieren wir (13)(24) mit (123).�(13) � (24)� � (123)Auf 1: 1! 2! 4Auf 4: 4! 4! 2Auf 2: 2! 3! 1Damit wird eine Zyklus geschlossen: Wir erhalten(1 4 2):Es bleibt nun 3 �ubrig. Aus Sicherheitsgr�unden �uberpr�ufen wir, dass 3 wirklich in3 geschickt wird; 3! 1! 3:pIn diesen Rechnungen beschreibt der erste Pfeil, welche Wirkung (123) hat; derzweite, welche Wirkung (13)(24) hat.Jetzt brauchen wir eine Rechnung.Sei C = (i1; : : : ; ik) ein Zyklus der L�ange k in �n. Sei � 2 �n. Wir de�nieren�C = ��(i1); : : : ; �(ik)�:Lemma 3.5. Es gilt: �C = � �C � ��1:Beweis. Sei j ein Element von f1; : : : ; ng, das von der Form �(ia) ist. Dann gilt�C � j = j 0 wobei j 0 = �(ia+1)(k + 1 = 1)�C��1(j) = �Cia= ��ia+1�= j 0:



2.. BEISPIELE VON ENDLICHEN GRUPPEN 43Ist j nicht der Form �(ia), dann gilt�Cj = jund C � ���1j� = ��1j; oder �C��1(j) = j:Deshalb haben �C und �C��1 dieselbe Wirkung, sind also gleich. Damit ist dasLemma bewiesen.Satz 3.6. Seien g1; g2 2 �n Elemente des gleichen Typs. Dann gibt es ein � 2 Sn,so dass gilt �g1��1 = g2:Bweis. Sei der Typ von g1 und g2 k1 � k2 � : : : � kr. Wir schreibeng1 = C(1)1 : : : C(1)rg2 = C(2)1 : : : C(2)r :Damit ist C(i)j = �ci;j1 ; : : : ; ci;jkj �:Dann sehen die obigen Gleichungen so aus:g1 = �c1;11 ; : : : ; c1;1k1 ��c1;21 ; : : : ; c1;2k2 � : : :g2 = �c2;11 ; : : : ; c2;1k1 ��c2;21 ; : : : ; c2;2k2 � : : :In diesen Darstellungen haben wir, wenn wir die Klammern vergessen w�urden,in beiden F�allen die Zahl 1 bis n in irgendeiner Reihenfolge. Deswegen k�onnenwir � folgenderma�en de�nieren:��c1;ij � = c2;ij (1 � j � ki; 1 � i � r):Mit anderen Worten: � schickt ein Element aus der ersten Zeile in das entspre-chende Element der zweiten Zeile.Nach Lemma 3.5 gilt C(2)i =� �C(1)i � = �C(1)i ��1:Es folgt g2 = ��C(1)i ��1 � �C(1)2 ��1 � �C(1)3 ��1 : : : �C(1)r ��1�:Die inneren �'s k�urzen sich weg. Wir erhalteng2 = �C(1)1 : : : C(1)r ��1= �g1��1:Damit ist der Satz bewiesen.



44 KAPITEL 3. ENDLICHE GRUPPENUm zu zeigen, wie man dieses Verfahren durchf�uhrt, nehmen wir als Beispieln = 6g1 = (12)(365)g2 = (246)(35):Wir schreiben die Elemente so:g1 = (3 6 5)(1 2)(4)g2 = (2 4 6)(3 5)(1):Nun nehmen wir � : 3! 26! 45! 6 u.s.w.Wir erhalten � =  1 2 3 4 5 63 5 2 1 6 4 ! = (1 3 2 5 6 4)BEACHTE: � ist nicht eindeutig bestimmt!!Dann gilt �g1��1 = g2:Dieser Satz ist h�au�g f�ur die Konstruktion von Elementen aus �n n�utzlich.Ein Element der Form (ij)(i 6= j), ein Zweier-Zyklus, hei�t eine Transposition.Wir haben schon in AGLA I bei der Konstruktion von Determinanten gesehen,dass jedes � 2 �n in der Form �1 : : : �sgeschrieben werden kann, wobei die �j Transpositionen sind. Man kann dieseTatsache auch von der folgenden Gleichung herleiten:(1; 2; : : : ; n) = (1; 2)(2; 3) : : :�n�1; n�;da jeder Zyklus dann als ein Produkt von Transpositionen geschrieben werdenkann.Wir hatten in AGLA I auch gesehen, dass es eine Abbildungsgn : �n ! f�1ggibt, die sgn(�1�2) = sgn(�1) � sgn(�2)gen�ugt.



2.. BEISPIELE VON ENDLICHEN GRUPPEN 45Wenn wir Unbestimmte x1; : : : ; xn einf�uhren, k�onnen wir sgn so de�nieren:sgn(�) = Yi<j �x�(i) � x�(j)� =Yi<j �xi � xj�:Hier treten in Z�ahler und Nenner diesselben Faktoren auf; sie k�onnen aber ver-schiedene Vorzeichen haben. Wir hatten sgn(�) dadurch de�niert:L �v�(1); : : : ; v�(n)� = sgn(�)L�v1; : : : ; vn�;wobei L 2 Alt(V; n); n = dim(V ); v1; : : : ; vn 2 V angenommen wurden.O�ensichtlich ist sgn ein Homomorphismus. Wir wissen auch, wenn � eine Trans-position ist, dann gilt sgn(�) = �1:4. Die alternierende GruppeDie Gruppe �n hat n! Elemente. Der Kern von sgn hei�t die alternierende GruppeAn. Sie hat 12(n!) Elemente. Ein Zyklus der L�ange k liegt in An dann und nurdann, wenn k ungerade ist. Diese Aussage folgt aus der Darstellung(1; 2; : : : ; k) = (1; 2)(2; 3) : : : (k � 1; k);d.h. ein Zyklus der L�ange k kann als ein Produkt von k� 1 Transpositionen ge-schrieben werden. Deshalb erkennen wir vom Typ von g 2 �n, ob dieses Elementin An liegt; es mu� n�amlich eine gerade Anzahl von Zyklen mit gerade L�angehaben.Als Beispiele nehmen wir n = 3 und 4.n = 3 �3 = fe; (12); (23); (13); (123); (132)gA3 = fe; (123); (132)g.Diese Gruppe ist zu der zyklischen Gruppe mit 3 Elementen isomorph.n = 4 �4 = fe; (12); (13); (14); (23); (24); (34); (123); (213);(124); (214); (134); (143); (234); (243);(12)(34); (13)(24); (14)(23); (1234); (1243)(1324); (1342); (1423)(1432)gA4 = fe; (123); (213); (124); (214); (134); (143); (234);(243); (12)(34); (13)(24); (14)(23)gDeshalb hat A41 Element von Ordnung 18 Elemente von Ordnung 33 Elemente von Ordnung 2.(123) ist in A4 zu (123); (243); (134); (214)konjugiert; genau die H�alfte der Menge der Elemente dritter Ordnung. Deshalbist das Analogen von Satz 3.6 f�ur An nicht richtig.



46 KAPITEL 3. ENDLICHE GRUPPENDie Gruppe �4 hat eine Eigenart, die wir jetzt erw�ahnen werden. Wegen(12)(34) � (13)(24) = (14)(23)(12)(34) � (14)(23) = (13)(24) u.s.w.ist V = fe; (12)(34); (13)(24); (14)(23)geine Untergruppe von S4, die zu der Kleinschen Vierergruppe C2 �C2 isomorphist. V kann auch folgenderma�en beschrieben werden:V = fg 2 �4 : g2 = e; sgn(g) = 1g;wie man leicht nachpr�uft. F�ur � 2 �4; g 2 �4 haben wir��g��1�2 = �g��1�g��1= �g2��1= ���1= eund sgn��g��1� = sgn(g) = 1:Deshalb folgt �g��1 2 V ; V ist deswegen ein Normalteiler von �4.Sei V0 = f(12)(34); (13)(24); (14)(23)g:� = V � feg�:Dann ist V0 eine S4-Menge durch�(x) = �x��1:Wir erhalten dadurch einen Homomorphismus� : �4 ! �3:Der Kern von � ist K = f� 2 �4 : �x��1 = x(x 2 V0)g= f� 2 �4 : x�1�x = �g:Weil V abelsch ist, gilt K � V:Weil � surjektiv ist, wie man leicht nachrechnen kann, gilt[�4 : K] = j�3j = 6;so jKj = 4:Deshalb gilt V = K und �4=V �= �3. Es ist auch leicht zu zeigen, dass giltA3=V �= C3:



3.. ABELSCHE GRUPPEN 473. Abelsche GruppenUm abelsche Gruppen zu untersuchen, ben�otigt man Kenntnisse der Strukturvon Z.Wir sagen, dass a ein Teiler von b ist, wobei a; b ganze Zahlen sind, a 6= 0, wennes eine ganze Zahl q gibt, so dass giltb = aq:Wir schreiben ajb (gesprochen "a teilt b"). Eine nat�urliche Zahl p(6= 1) hei�teine Primzahl, wenn die s�amtlichen Teiler von p die Menge f�1;�pg bilden.Beispiele sind 2; 3; 5; 7; 11; 13; : : : . Um nachzuweisen, dass eine nat�urliche Zahlkeine Teiler au�er �1;�p besitzt, gen�ut es auszuprobieren, ob eine Zahl aus derMenge f2; 3; : : : ; p� 1g teilt, weil aus ajbjaj = jb=qj � jbjfolgt.Satz 3.7. Seien a1; a2; : : : ; an 2 Z nicht alle Null. Es gibt eine nat�urliche Zahld, die die folgenden Eigenschaften hat:1. djai (1 � i � n)2. es gibt m1; m2; : : : ; mn, so dass giltd = a1m1 + a2m2 + : : :+ anmn;Die Zahl d hei�t der gr�o�te gemeinsame Teiler von a1; : : : ; an, geschriebend = ggT (a1; : : : ; an):Beweis. Die Menge fa1s1 + : : :+ ansn : s1; : : : ; sn 2 Zgist eine Untergruppe von Z, weil die Di�erenz�a1s1 + : : :+ ansn�� �a1s01 + : : :+ ans0n� = �a1(s1 � s01) + : : :+ an(sn � s0n)�auch in der Menge liegt (s. Kapitel I, 1.). Nach Satz 3.3 ist diese Menge der FormdZ; d � 0. Weil d 2 Z gilt, mu� es m1; : : : ; mn geben, so dass giltd = a1m1 + : : :+ anmn:Damit hat d die zweite Eigenschaft. Da ai in dZ liegt, gibt es bi, so dass giltai = dbi;d.h. djai:Damit hat d auch die erste Eigenschaft.Korollar. Sei p eine nat�urliche Zahl, p 6= 0; 1; dann sind die beiden folgendenEigenschaften gleichbedeutend:



48 KAPITEL 3. ENDLICHE GRUPPEN1. p ist eine Primzahl,2. wenn p ein Produkt ab von zwei nat�urlichen Zahlen teilt, dann teilt p min-destens eine von den beiden.Beweis. 1. ) 2. Sei p eine Primzahl. Wir nehmen an, dass gilt pjab aber nichtpja oder pjb. Da ggT (p; a) (bzw. ggT (p; b)) ein Teiler von p ist, giltggT (p; a) 2 f1; pg (bzw.ggT (p; b) 2 f1; pg):Von ggT (p; a) = p w�urde folgen, dass a durch p teilbar w�are. Deshalb geltenggT (p; a) = 1; ggT (p; b) = 1:Es existieren m;n;m0; n0, so dass geltenpm+ an = 1; pm0 + bn0 = 1:Multipliziere diese Gleichungen:p2mm0 + pmbn0 + pm0an + ab � nn0 = 1:Jedes auf der linken Seite stehende Glied ist durch p teilbar. Es existiert dahereine nat�urliche Zahl N , so dass gilt:Np = 1;was unm�oglich ist. Damit ist die Behauptung bewiesen.2. ) 1. Sei p eine Zahl, die die zweite Eigenschaft hat, aber keine Primzahlist. Dann hat p einen Teiler a, der weder 1 noch p ist. Sei b = p=a; dieses istebenfalls eine nat�urliche Zahl. Dann giltp = ab:Deshalb ist ab durch p teilbar; es folgt, dass mindestens eine von a und b durchp teilbar ist. Wir d�urfen annehmen, dass a durch p teilbar ist. Das hei�t:a = pq (q 2 N):Es folgt p = ab = p � (qb):Deshalb qb = 1oder q = 1; b = 1:Diesem widerspricht der Bedingung, dass a weder 1 noch q sei.



3.. ABELSCHE GRUPPEN 49Satz 3.8 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Sei n eine nat�urliche Zahl.Dann gibt es Primzahlen p1; : : : ; pm und nat�urliche Zahlen e1; : : : ; em, so dass ndurch n = pe11 : : : pemmdargestellt werden kann. Diese Darstellung ist sogar bis auf Anordnung eindeutig.Beweis. Ist n schon eine Primzahl, dann ist der Satz richtig. Wenn n keine Prim-zahl ist, k�onnen wir zwei Teiler a; b �nden,n = ab; a 6= 1; n; b 6= 1; n:Es gilt a < n; b < n:InduktionsannahmeDer Satz sei f�ur alle Zahlen kleiner n g�ultig. Dann k�onnen a und b als Produk-te von Primzahlpotenzen dargestellt werden. Nach der Gliederung n = ab giltdasselbe von n selbst. Daher folgt die Darstellbarkeit von n im allgemeinen.Wir m�ussen noch zeigen, dass die Darstellung eindeutig ist. Sei n die kleinsteZahl, die mehr als eine Darstellung hat. Seien zwei davonn = pe11 : : : pemm ; n = qf11 : : : qfnn :Von der ersten folgt p1jn. Es folgtp1jqf11 : : : qfnn :Aus dem Korollar folgt: p1 teilt eine von den Zahlen qf11 ; : : : qfnn . Deshalb kommtp1 unter den Primzahlen q1; : : : ; qn vor. Wir d�urfen annehmen, dass q1 = p1.Daher n=p1 = pe1�11 pe22 : : : pemm ;n=p1 = qf1�11 qf22 : : : qfnn :Nach Induktionsannahme sind diese Darstellungen von n=p1 gleich. Deshalb istdie Darstellung von n selbst eindeutig.Wir brauchen folgendesKorollar. Sei n = pe11 : : : pemm ;eine Darstellung von n als ein Produkt von Primzahlpotenzen. Die Zahlenn=pe11 ; n=pe22 ; : : : ; n=pemmsind ganz; es gilt ggT�n=pe11 ; : : : ; n=pemm � = 1:Beweis. Die erste Aussage ist klar. F�ur die zweites seid = ggT�n=pe11 ; : : : ; n=pemm �:



50 KAPITEL 3. ENDLICHE GRUPPENWir nehmen an, dass gilt d 6= 1. Dann gibt es nach dem Satz eine Primzahl p,so dass p ein Teiler von d ist. Es giltpj npe11 = pe22 pe33 : : : pemm : u.s.w.Deshalb ist p eine von den Primzahlen p2; : : : ; pm. Genauso ist p eine vonp1; p3; : : : ; pm, u.s.w. Es gibt aber kein gemeinsames Element in allen diesenMengen; p kann deswegen nicht existieren. Es folgt, dass d = 1 gilt.Nun sei A eine endliche abelsche Gruppe, wobei die "Multiplikation" als Produktgeschrieben wird. Sei n die Ordnung von A. Sein = pe11 : : : pemmdie Darstellung von n als Produkt von Primzahlpotenzen.Wir machen eine Bemerkung. Sei N eine ganze Zahl. Wir de�nieren induktiv f�ura 2 A aN durch aN = aN�1 � a (N > 0)= e (N = 0)= aN+1 � a�1 (N < 0):(vgl. Kapitel 3, 1.)Lemma. Es gilt (ab)N = aN � bN :Beweis. Sie N > 0. Wir nehmen an, dass die Aussage schon f�ur N � 1 bewiesenworden ist. Dann (ab)N = (ab)N�1 � ab= aN�1 � bN�1 � a � b= aN�1 � a � bN�1 � b (A abelsch)= aN � bN :Da a�N = �aN��1 (Kapitel 3, 1.)folgt auch die Richtigkeit f�ur negatives N . F�ur N = 0 ist die Aussage trivial.Wir fassen dieses Lemma als die folgende Aussage auf:a 7�! aN ist ein Homomorphismus.Sei A nun eine endliche abelsche Gruppe; sei n = jGj. Sei n = pe11 � pemm diePrimzahlzerlegung von n.Sei nun Ai die folgende Untergruppe von A:Ai = fa 2 A : apeii = eg:



3.. ABELSCHE GRUPPEN 51Satz 3.9. Die Gruppe A ist zuA1 � A2 � : : :� Amisomorph. Die Ordnung von Ai ist peii .Dieser Satz ist fundamental bei der Untersuchung der abelschen Gruppen. DieZerlegung hei�t "die prim�are Zerlegung" von A.Beweis. Seien ni = n=peiiqi = peii :Wir wissen schon, dass gilt ggT�n1; n2; : : : ; nm� = 1(Kor. zu Satz 3.8). Nach Satz 3.7. gibt es ganze Zahlen s1; : : : ; sm, so dass giltn1s1 + n2s2 + : : :+ nmsm = 1:Nach Korollar 3.4 gilt f�ur jedes a 2 Ae = an = ani�qi:Daher folgt ani 2 AiWir bilden ' = A! Ai � A2 � Am; a 7�! �an1 ; an2; : : : anm�:Wir zeigen, dass diese Abbildung ein Isomorphismus ist. Nach dem obigen Lem-ma ist sie ein Homomorphismus.Sei a 2 Ker('). Dann geltenan1 = e; an2 = e; : : : ; anm = e;und daher a = an1s1 + n2s2 + : : :+ nmsm = e:Deshalb ist a injektiv.Wir betrachten nun die Einschr�ankung von ' auf Ai. F�ur j 6= i gilt qijnj und f�ura 2 Ai gilt daher anj = e (j 6= i):Das Bild von Ai liegt in Ai � A1 � A2 � : : : � Am. Da 'jAi auch injektiv ist,mu� 'jAi surjektiv sein. Deshalb Ai � '(A):



52 KAPITEL 3. ENDLICHE GRUPPENDeshalb gilt '(A) = A1 � : : : Am;m.a.W. ' ist surjektiv.Man hat jAj = jA1j�jA2j�: : :�jAmj: (�)Um die letzte Aussage des Satzes zu beweisen, reicht es aus, folgendes zu zeigen:Sei B eine endliche, abelsche Gruppe, p eine Primzahl, f � 1 eine ganze Zahl,so dass f�ur jedes x 2 B gilt xpf = e:Dann ist jBj eine Potenz von p.Nach dieser Aussage ist jAij eine Potenz von pi. Wegen der Gleichung (�) kannjAij nur peiisein.Wir m�ussen diese Aussage noch beweisen.Sei B derart, dass B die Voraussetzungen erf�ullt und dass jBj f�ur gegebenes pfminimal ist, wenn jBj nicht eine Potenz von p ist. Sei x 2 B; x 6= e. Dann ist dieOrdnung von hxi von der Form ph(h � 1). Die Gruppe hxi ist ein Normalteilervon B, weil B abelsch ist. Da B=hxi auch die Voraussetzung erf�ullt und weil���B=hxi��� < ���B���gilt, ist ���B=hxi��� eine Potenz von p. Dann ist aber���B��� = ���B=hxi��� � ���hxi���auch eine Potenz von p. Aus diesem Widerspruch folgt die Behauptung. Damitist der Satz bewiesen.Man kann auch die Gruppen Ai n�aher klassi�zieren. Diese Klassi�kation h�angteng mit der Jordan-Normalform zusammen. Wir werden sie in dieser Vorlesungnicht gebrauchen.



4.. AUFZ�AHLUNG VON KONJUGATIONSKLASSEN 534. Aufz�ahlung von KonjugationsklassenEine der e�ektivsten Methoden, eine gegebene Gruppe zu untersuchen, besteht inder Untersuchung der Konjugationsklassen. Wir erinnern uns daran, dass durchG�G ! G;(
; g) ! 
g = 
g
�1G selbst eine G-Menge wird. Die Bahnen sind die Konjugationsklassen. Der Sta-bilisator von G hei�t hier der Zentralisator von gZG(g) = f
 2 G : 
g
�1 = gg= f
 2 G : 
g = g
g:Man bemerke: hgi � ZG(g):Das Zentrum einer Gruppe istZG := \g ZG(g) = f
 2 G : 
g = g
 f�ur alle g 2 Gg:Wenn gilt g1g2 = g2g1sagt man, dass g1 und g2 "kommutieren". Das Zentrum ist die Menge allerGruppenelemente, die mit allen Gruppenelementen kommutieren. Dabei sindZG(g); ZG Untergruppen von g; ZG(g) � ZG.Wir machen jetzt eine allgemeine Bemerkung:Satz 3.10. Sei G eine endliche Gruppe, X eine transitive G-Menge. Sei x 2X;H = StabG(x). Dann gilt jXj = jGj=jHj:Beweis. Nach Satz 1.1 kann X mit G=H identi�ziert werden. Die Behauptungfolgt dann von Satz 3.1.Wir werden fggGf�ur die Konjugationsklasse von g schreiben. Sie besteht ausjGj=jZG(g)jElementen. Da G aus jGj Elementen besteht, giltX jGjjZG(g)j = jGj



54 KAPITEL 3. ENDLICHE GRUPPENoder X 1jZG(g)j = 1;wobei die Summe �uber je ein Element aus jeder Konjugationsklasse gebildet wird.Man hat ZG(e) = G;deshalb ist ein Glied der Summe 1=jGj.Wir werden jetzt den folgenden Satz beweisen, um zu zeigen, wie solche �Uberle-gungen benutzt werden k�onnen.Satz 3.11 Sei G eine endliche Gruppe von Ordnung pl, wobei p eine Primzahlist. Dann gilt: ZG 6= feg:(Nat�urlich ist G nicht notwendigerweise abelsch).Beweis. In der Summe X 1jZG(g)jist jedes Glied von der Form 1pj (j � l):Das Glied p�l kommt mindestens einmal vor. Die Summe ist eine ganze Zahl;k�ame p�l nur einmal vor, h�atte sie pl als Nenner. Das ist unm�oglich; deshalb gibtes andere g 2 G, so dass jZG(g)j = pl gilt. Diese Aussage ist aber gleichbedeutenddamit ZG(g) = G;oder -umgesetzt- g 2 ZG. Damit wird der Satz bewiesen.Mit derselben Idee kann man auch den folgenden Satz beweisen:Satz 3.12. Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl, pj jGj. Dann gibt es inG ein Element g von Ordnung p.Beweis. Der Beweis erfolgt nach Induktion nach jGj, als Ausgangspunkt nehmenwir an, dass die Aussage f�ur alle G0 mit jG0j < jGj richtig ist. In der SummeX 1jZG(g)j = 1kommt ein 1pl im Glied mit g = e vor, dies enth�alt den Faktor 1=p. Wie vorhergibt es dann ein anderes g 2 G, so dass jZG(g)j durch p teilbar ist. Es gibt zweiM�oglichkeiten1. jZG(g)j < jGj. Dann k�onnen wir die Induktionsannahme benutzen, um zuschlie�en, dass ZG(g) ein Element von Ordnung p enth�alt.



4.. AUFZ�AHLUNG VON KONJUGATIONSKLASSEN 552. jZG(g)j = jGj. Dann liegt g in ZG, wie wir schon gesehen haben. In derSumme X 1jZG(g)jtragen die g 2 ZG (von denen die Konjugationsklassen aus g selbst beste-hen) insgesamt jZGjjGjbei.Wir d�urfen annehmen, dass der erste Fall gar nicht vorkommt, weil wir sonstunser Problem schon erledigt haben. Deswegen sind die einzigen Glieder in derSumme, die ein p im Nenner haben, genau die Elemente jZGj � jGj�1. Weil dieSumme ganz ist, mu� jZGj durch dieselbe Potenz von p teilbar sein, wie jGjselbst. In jedem Fall ist jZGj durch p teilbar. Die Gruppe jZGj ist aber abelsch;der Schlu� ist dann eine Folgerung von Satz 3.9.� Als letztes Beispiel betrachten wir Gruppen von Ordnung pq, wobei p und qzwei verschiedene Primzahlen sind.Satz 3.13. Sei G eine Gruppe von Ordnung pq, wobei p und q zwei verschiedenePrimzahlen sind. Es wird angenommen, dass giltp > q:Dann gelten entwederA. G �= CpqoderB. G besitzt einen Normalteiler H mit H �= Cp und G=H �= Cq. Jedes Elementin G�H ist von Ordnung q, und qj(p� 1):Wir w�ahlen Elemente 
, von der Ordnung p und �, von Ordnung q. Es gibteine ganze Zahl a; 1 � a < p, mit der folgenden Eigenschaft. Jedes Elementvon G kann in der Form 
x�y(0 � x < p; 0 � y < q) geschrieben werden. DieMultiplikation wird durch(
x � �y) �
x0 � �y0� = 
x+ayx0�y+y0gegeben.Es ist �ubrigens nicht schwierig, eine Liste aller Gruppen der Ordnung pq aufzu-stellen.Beweis. Nach Satz 3.9 ist jede abelsche Gruppe zu C1�C2� : : :�Cm isomorph,unter anderem Cpq �= Cp�Cq. Deshalb k�onnen wir uns auf den Fall beschr�anken,in dem G nicht abelsch ist. Au�er e hat jedes Element von G entweder Ordnung



56 KAPITEL 3. ENDLICHE GRUPPENp oder q. Denn, wenn es ein Element pq g�abe, w�urde G zu Cpq isomorph sein. Eskann nicht passieren, dass ZG(g) = G (g 6= e) gilt. Um dieses einzusehen, nehmenwir an, dass die Ordnung von g; p ist. Sei h von Ordnung q; nach Satz 3.12 gibt essolch ein h. Dann kommutieren g und h. Die Elemente gxhy(0 � x < p; 0 � y < q)sind alle verschieden, wie gleich bewiesen wird. Es gibt p � q solche Elemente.Deshalb kommt jedes Element von G vor. Diese Elemente kommutieren; d.h.dass G abelsch ist, also etwas, das wir gerade ausgeschlossen haben. Um zuzeigen, dass diese Elemente verschieden sind, nehmen wir angx � hy = gx0 � hy0 ;es folgt gx�x0 = hy0�y:Die linke Seite ist von Orndung 1 oder p, die rechte von Ordnung 1 oder q.Deswegen sind beide gleich e; was behauptet wurde.Anders ausgedr�uckt gilt ZG(g) = hgi (g 6= e):Wir nehmen an, dass es in G Np Elemente von Ordnung p, Nq von Ordnungq gibt. Die Np (bzw. Nq) Elemente von Ordnung p (bzw. q) werden auf Np=q(bzw. Nq=p) Konjugationsklassen verteilt, wovon jede q = pq=p ( bzw. p = pq=q)Elemente hat. Es folgt, dass pjNq; qjNp gelten.Weil auch jede Untergruppe von Ordnung p (bzw. q), p�1 (bzw. q�1) Elementevon Ordnung p (bzw. q) enth�alt, gelten(p� 1)jNpund (q � 1)jNq:Da p > q vorausgesetzt wurde, ist q � 1 nicht durch p teilbar. Deswegen ist Nqdurch p(q � 1) teilbar.Nun gilt pq = 1 +Np +Nq:Es folgt, dass gilt Nq � p(q � 1)und folglich Np � pq � 1� p(q � 1) = p� 1:Da Np durch p� 1 teilbar und nicht Null ist, folgt schlie�lichNp = p� 1Nq = p(q � 1):



4.. AUFZ�AHLUNG VON KONJUGATIONSKLASSEN 57Die erste Gleichung bedeutet, dass die Menge von Ordnung p mit e eine zyklischeGruppe bildet. Diese sei H. Weil sie eindeutig ist, ist sie ein Normalteiler von G.Es folgt G=H �= Cq;jedes Element von G�H ist von Ordnung q. Sei � von Ordnung q, 
 von Ordnungp. Jedes Element von G kann, wie oben, als
x�y(0 � x < p; 0 � y < q)dargestellt werden. DaH ein Normalteiler vonG ist, mu� �
��1, welches ebenfallsvon Ordnung p ist, von der Form 
a(1 � a � p� 1) sein. Die Gleichung(
x � �y) � �
x0 � �y0� = 
x+ayx0�y+y0folgt. Damit ist der Satz bewiesen.Wir bemerken zus�atzlich, dass ausNq = p(q � 1)folgt, dass es p Untergruppen �1; : : : ;�p von Ordnung q gibt. F�ur jedes j gibt esein eindeutiges 
 2 H, so dass gilt�j = 
�1
�1:



58 KAPITEL 3. ENDLICHE GRUPPEN5. Die Sylow-S�atzeDie Ideen, die wir in Kapitel III, 4. verwendet haben, k�onnen etwas weiter ge-trieben werden. In diesem Abschnitt werden die Sylow-S�atze bewiesen, die einenGrundstein f�ur alle weiteren Untersuchungen in der Theorie endlicher Gruppendarstellen.Zuerst f�uhren wir einige Bezeichnungen ein. Wir schreiben n 6 jm, wenn n nichtm teilt. Sei p eine Primzahl, f eine nat�urliche Zahl. Wir schreibenpf k n (gesprochen " pf teilt n genau")wenn pf jn aber pf+1 6 jn:So, z.B., 4 k 12, 3 k 12.Die Sylow-S�atze sind im folgenden Satz enthalten:Satz 3.14. Sei G eine endliche Gruppe; sei n die Ordnung von G und pf einePrimzahlpotenz, so dass gilt pf k n:Es gibt mindestens eine Untergruppe von G mit der Ordnung pf . Sei Sylp(G) dieMenge aller Untergruppen von G von Ordnung pf . Dann gelten:1. Seien H1; H2 2 Sylp(G); dann gibt es ein g 2 G, so dass giltH1 = gH2g�12. Sei N = Card �Sylp(G)�. Dann hat manpj(N � 1)N j(n=pf )Bezeichnung. Ein H 2 Sylp(G) hei�t eine p-Sylow-Gruppe von G.Beweis. Wir werden eine besondere G-Menge X benutzen. Die Elemente von Xsind Untermengen S � X, wobei verlangt wirdCard(S) = pf :Wir de�nieren gS = fgs : s 2 Sg:Auf diese Weise wird X eine G-Menge. Die Menge X hat npf ! = n(n� 1)(n� 2) : : : (n� pf + 1)pf � (pf � 1) : : : � 1



5.. DIE SYLOW-S �ATZE 59Elemente.Weil die entsprechenden Glieder des Z�ahlers und des Nenners durch dieselbePotenz von p teilbar sind, ist  npf ! nicht durch p teilbar. Deshalb gibt es eineBahn OG(S) � X, so dass Card OG(S) auch nicht durch p teilbar ist. SeiH = StabG(S):Weil gilt (s. Satz 3.10) Card OG(S) = jGj=jHjmu� weiter gelten pf j jHj:Andererseits halten wir s0 2 S fest.StabG(S) � fg : gs0 2 Sg= fg : g = ss�10 ; s 2 Sg= fss�10 : s 2 Sg:Deshalb hat StabG(S) = H h�ochstens pf(= Card(S)) Elemente. Diese zwei Aus-sagen sind nur vereinbar, wenn giltjHj = pf :Deswegen haben wir gezeigt, dass Sylp(G) nicht leer ist.Sei nun � � G eine Gruppe mit p� Elementen (� � f). � operiert auf derG-Menge G=H, wobei H 2 Sylp(G) gew�ahlt wird. Wegen[G : H] = n=pfist die Anzahl von Elementen von G=H nicht durch p teilbar. Deshalb gibt eseine Bahn unter �, deren Anzahl von Elementen auch nicht durch p teilbar ist.Wegen Satz 3.10 hat diese Bahn nur ein Element. Sei dieses eine Elemente dieKlasse von g in G=H. F�ur jedes 
 2 � gibt es dann g
 2 H, so dass
g = g � h
;oder g�1
g 2 Hoder g�1�g � H:Wenden wir dies auf ein � 2 Sylp(G) an, erhalten wir die erste Eigenschaft.Die Menge Sylp(G) wird durch(g;H) 7�! gHg�1



60 KAPITEL 3. ENDLICHE GRUPPENeine transitive G-Menge. Der Stabilisator von H enth�alt H; deswegen giltN = Card�Sylp(G)� = jGj=jStabG(H)j:Der letzte Ausdruck teilt jGj=jHj = n=pf . Dies ist ein Teil der zweiten Aussage.F�ur die einzige �ubriggebliebene Aussage betrachten wir Sylp(G) als H0-Menge,wobei H0 ein festgew�ahltes Element von Sylp(G) ist. Da jH0j = pf gilt, hat jedeBahn entweder ein Element, oder die Anzahl von Elementen ist durch p teilbar.Wir zeigen, dass es nur eine Bahn gibt (n�amlich fH0g selbst), die aus einemElement besteht. Daraus folgt, dass N � 1 durch p teilbar sein mu�.Sei fH1g eine zweite Bahn, die aus einem Element besteht. Nach De�nition gilthH1h�1 = H1: (h 2 H0)Deswegen ist die Untermenge H0H1 = fh0h1 : h0 2 H0; h1 2 H1g von G aucheine Untergruppe. H0 und H1 sind in H0H1 konjugiert (weil sie es in Sylp(H0H1)sind). Es gibt dann h0h1 2 H0H1, so dassH0 = h0h1H1(h0h1)�1:Aber die rechte Seite hier isth0�h1H1h�11 �h�10 = h0H1h�10= H1Deshalb folgt H0 = H1. Damit ist die Behauptung bewiesen.Wir bemerken, dass wir im Laufe des Beweises noch etwas mehr bewiesen haben,n�amlichKorollar 3.15. Seien G; pf wie in Satz 3.14. Sei � � G eine Untergruppe mitCard(�) = p�:Dann gibt es H 2 Sylp(G), so dass gilt� � H:Als Beispiel nehmen wir die alternierende Gruppe A5. Sie ist von Ordnung 60 =22 � 3 � 5. Dann sind die folgenden Sylow-Untergruppenfe; (12)(23); (13)(24); (14)(23)g (p = 2)fe; (123); (132)g (p = 3)f(12345)j : 0 � j < 5g (p = 5):Insgesamt hat man Card Syl2(A5) = 5Card Syl3(A5) = 10Card Syl5(A5) = 6:



5.. DIE SYLOW-S �ATZE 61Jedes Element von A5 ist entweder von Ordnung 1; 2; 3 oder 5. Alle Elementevon Ordnung 2 (bzw. 3) sind miteinander konjugiert. Die 6 � 4 = 24 Elementevon Ordnung 5 bilden 2 Konjugationsklassen.In dieser Gruppe ist A4 eine UntergruppefH � A4 : H 2 Syl2(A5)g = Syl2(A4)= fe; (12)(34); (13)(24); (14)(23)gfH � A4 : H 2 Syl3(A5)g = Syl3(A4)= fe; (123); (132)g:Die Elemente f(12345)j; (14)(23)(12345)j : 0 � j < 5gbilden eine Diedergruppe.Wir zeigen jetzt, dass es keine Untergruppe � � A5 gibt, die Ordnung 20 hat.Weil Syl5(�) 6= ;; Syl2(�) 6= ; k�onnen wir annehmen, dass� � f(12345)j : 0 � j < 5g:Dar�uber hinaus hat man von den an Card Sylp(G) gestellten Bedingungen, dassCard�Syl5(�)�j4; 5jCard�Syl5(�)� 1�:Deswegen Card Syl5(�) = 1:Die �ubrigen Elemente aus � m�ussen von Ordnung 2 sein. Es gibt 15 davon,die in sich nicht�uberschneidenden Sylow-Gruppe vierter Ordnung verteilt sind.Deswegen gilt Card Syl2(�) = 5:Deshalb liegen alle Elemente von Ordnung 2 in �. Unter denen be�ndet sich(12)(34). Aber �(12)(34)� � (12345) = (245). In � kann es aber keine Elementedritter Ordnung geben. Deswegen existiert � nicht.Ein anderer Beweis ist der folgende:Weil A5=� eine A5-Menge ist, erhalten wir einen Homomorphismus A5 ! �3.Da das Bild transitiv operiert, hat das Bild 3 oder 6 Elemente. Der Kern istein Normalteiler von Ordnung 20 oder 10. Dieser mu� ein Element von Syl5(A5)enthalten - und damit alle. Eine solche Gruppe ist aber A5 selbst.Dieses Beispiel zeigt, wie man die Sylow-S�atze anwenden kann, um die Struktureiner Gruppe zu untersuchen. Insbesondere kann man Gruppen klassi�zieren,wenn die Ordnung aus wenigen Primzahlen besteht (vgl. Satz 3.13 oben).



62 KAPITEL 3. ENDLICHE GRUPPEN



Kapitel 4Die regul�aren Polyeder
1. Die regul�aren Polyeder und ihre GruppenEin regul�arer Polyeder ist ein Polyeder, dessen Fl�achen (bzw. Kanten, Ecken)kongruent sind. F�ur uns wird ein Polyeder ein konvexer K�orper sein, dessenOber
�achen aus endlich vielen Vielecken besteht. Es gibt genau f�unf, die in dreiGruppen verteilt sind:1. Die Tetraeder,2. der W�urfel und Oktaeder,3. der Ikosaeder und Dodekaeder.Diesen K�orpern werden die folgenden Symmetriegruppen zugeordnet:1. A4 (oder S4),2. S4 (oder S4 � C2),3. A5 (oder A5 � C2).Die ersten Gruppen sind die Symmetrien, die aus Drehungen bestehen, die zwei-ten setzen sich aus Transformationen zusammen, die orthogonal, aber nicht not-wendigerweise orientierungstreu sind.In diesem Abschnitt werden die Gebilde beschrieben. Im n�achsten wird gezeigt,dass diese Liste vollst�andig ist.1. Der TetraederHier f�angt man mit einem gleichschenkeligen Dreieck 4ABC an. Auf je-der Seite klebt man ein ebenfalls gleichschenkeliges Dreieck (s. Abb.,4ACD0;4ABD00;4BCD000). Nun faltet man 4ACD0 und 4ABD00 zusammen.Weil AD0 (bzw. AD00) einen Kegel um AC (bzw. AB) beschreibt, kommen diesenur auf den beiden Schnittgeraden der Kegel zusammen. Wir w�ahlen eine solcheRichtung. Da nun D0 = D00 zutri�t, ist4D0BC gleichschenkelig. Deshalb k�onnenwir dieses mit 4D000BC bedecken; d.h. wir falten 4D000BC auf 4D0BC. Damithaben wir einen Tetraeder konstruiert.Wichtig daran ist, dass die Dreiecke nur auf eine Weise (oder genauer auf zweiWeisen, die durch eine Spiegelung in der Ebene von 4ABC verwandt sind)63



64 KAPITEL 4. DIE REGUL�AREN POLYEDERzusammengeklebt werden k�onnen. Daher folgt es, dass wenn wir den TetraederABCD so drehen w�urden, dass ein anderes Dreieck, z.B. 4BCD auf die alteLage von 4ABC kommt, auch A zu der alten Lage von D geschickt wird.TetraederKonstruktion:
A B

D’
D’’ D’’’

C

B

D

A

C

B

ASpiegelung:

A X B

D

C

Nun bemerken wird, dass eine Spiegelung in der Ebene CDX, wobei X derMittelpunkt von AB ist, die Punkte AB vertauscht, die anderen beiden C;Daber festl�a�t. Se G nun die Gruppe aller orthogonalen Transformationen, die denTetraeder in sich schicken. Damit ist G eine Gruppe von Transformationen imR3 , die Abst�ande bewahren. Wir k�onnen diese Gruppe als Permutationsgruppeauf den Ecken au�assen. Wir haben gesehen, dass es ein g 2 G gibt, so dass giltg = (BD); (BD); (AC); (AD); (BD):Nach der gel�au�gen Schreibweise der Theorie der Permutationensgruppen schrei-ben wir g als (AB). Genauso k�onnen wir Spiegelungen �nden, so dass jedes anderePaar vertauscht wird.g = (BC); (BD); (AC); (AD); (BD):



1.. DIE REGUL�AREN POLYEDER UND IHRE GRUPPEN 65Drehungen:
120°

D

C

A B A B

D

C

180°Diese Elemente erzeugen die ganze Gruppe S4. Die sechs Spiegelungsebenenschneiden sich in jedem Punkt O, der den gleichen Abstand von A;B;C undD hat. Wir w�ahlen O als den Ursprung. Da G Abst�ande bewahrt, d�urfen wir Gmit einer Untergruppe von O3(R) identi�zieren. Hier setzen wir wie fr�uherO3(R) = fA 2 GL3(R) : hAx;Ayi = hx; yig;wobeiGL3(R) aus den invertierbaren Matrizen besteht. Wir brauchen von AGLAI den Satz:Satz 4.1. Sei A 2 O3(R). Dann gilt entwederdet(A) = 1oder det(A) = �1:Wenn det(A) = �1 gilt, folgt det(�A) = 1. Im Falldet(A) = +1gibt es B 2 SO3(R), so dassBAB�1 = 0B@ cos � � sin � 0sin � cos � 00 0 1 1CA



66 KAPITEL 4. DIE REGUL�AREN POLYEDERf�ur irgendwelche �. Diese Matrix stellt eine Drehung um die "z-Achse" von �dar.Beweis. Zur ersten Aussage. Aus tAA = E3folgt det(tA) det(A) = 1;oder det(A2) = 1:Deswegen det(A) = �1:Aus det(�E3) = �1 folgt det(�A) = � det(A):Sei A 2 SO3; dann ist das charakteristische Polynom von A von Grad 3. DieEigenwerte sind entweder von der Form �1; �2; �3 2 R oder �1 2 R; �2 ; �2 mit�2 2 C � R. Da hAx;Axi = hx; xi folgt f�ur einen Eigenvektor v1 zum Eigenwert�1, dass gilt �2hv1; v1i = hv1; v1i. Deswegen gilt �2 = 1 oder � = �1. Wirw�ahlen v1 mit k v1 k= 1. Im Falle, dass A lauter reelle Eigenwerte hat, gilt�1�2�3 = 1, so dass zwei M�oglichkeiten vorkommen (bis auf die Reihenfolge);diese sind �1 = 1; �2 = 1; �3 = 1 oder �1 = 1; �2 = �1; �3 = �1. Da A denRaum hv1i? in sich selbst schickt, hat die Einschr�ankung von A auf hv1i? dieEigenwerte +1;+1 oder �1;�1 und die Abbildung ist orthogonal. Man folgert,dass die Einschr�ankung � (Identit�at) ist.Falls die Eigenwerte �1; �2; �2 sind, dann gilt �1 � j�2j2 = 1. Deshalb ist �1 posi-tiv; es folgt �1 = 1. Die Einschr�ankung von A auf hv1i? ist wieder orthogonal.Bez�uglich einer orthonomalen Basis hat die Abbildung die Matrix cos � � sin �sin � cos � ! :Zusammengefasst gibt es eine Matrix (sogar eine orthogonale Matrix) B1, so dassgilt B1AB�11 = 0B@ 1 0 00 cos � � sin �0 sin � cos � 1CA :Wir k�onnen jetzt die Koordinaten umnumerieren, so dass wir eine Matrix B2haben, B2AB�12 = 0B@ cos � � sin � 0sin � cos � 00 0 1 1CA :



1.. DIE REGUL�AREN POLYEDER UND IHRE GRUPPEN 67Falls B2 orthogonal gew�ahlt wurde, giltdet(B2) = �1:Falls det(B2) = �1, setzen wir B = B2, sonst B = 0B@ 1 0 00 1 00 0 �1 1CAB2. Dannhaben wir die letzte Aussage von Satz 4.1 bewiesen.Durch diesen Satz sind die Drehungen von G durch die Eigenschaftdet(A) = +1gekennzeichnet. Wir k�onnen sie jetzt bestimmen. Die Abbildung det liefert einenHomomorphismus G! f�1ggenauso wie signum (sgn).Nun kehren wir zum Tetraeder zur�uck. Auf den Spiegelungen, die wir schonbeschrieben haben und die die Gruppe G erzeugen, stimmen diese beiden Homo-morphismen �uberein. Sie sind daher gleich, und die Untergruppe der Drehungenist dann A4.Wir k�onnen dieses explizit einsehen. Eine Drehung um eine Achse, die senkrechtzur Ebene ABC durch D l�auft, wird von der Form (ABC) oder (ACB) sein.Wenn wir zwei gegen�uberstehende Seiten AB und CD w�ahlen, die Gerade durchihren Mittelpunkt bilden und darum eine Drehung von 180� machen, erhaltenwir ein Element von G von der Form(AB)(CD):Jedes Element von A4 ist von einer dieser beiden Formen. Deswegen k�onne nwirA4 als die Gruppe der Drehungen darstellen.Es gibt drei Paare von gegen�uberstehenden Kanten, n�amlichAB;CD ; AC;BD ; AD;BC :Die Gruppe G permutiert diese. Auf diese Weise erhalten wir die Abbildung�4 ! �3;die wir schon in Kapitel III, 2. kennengelernt haben.�Ubrignes: Der Name "Tetraeder" stammt vom griechischen "tetros" = die Zahlvier, "hedra" = Sitz, Fl�ache.2. Der W�urfel und OktaederDer Name "W�urfel" stammt vom althochdeutschen "wur�l" = Spielw�urfel undder Name Oktaeder vom griechischen "okt�o" = acht. Dass das Wort "W�urfel"



68 KAPITEL 4. DIE REGUL�AREN POLYEDEReinheimischer Herkunft ist, zeigt deutlich, dass der W�urfel der allt�aglichste derf�unf regul�aren K�orper ist. Es wird hier unn�otig sein, dessen Konstruktion zuwiederholen.Ein Oktaeder kann auf �ahnliche Weise wie eine Tetraeder konstruiert werden.Man w�ahlt ein Quadrat, A;B;C;D. Auf jeder Seite klebt man zwei gleichschen-kelige Dreiecke4ABE 0;4ABF 0;4BCE 00;4BCF 00;4CDE 000;4CDF 000;4DAE 0000;4DAF 0000:Dann faltet man die Dreiecke 4ABE 0;4BCE 00;4CDE 000;4DAE 0000 nach obenzusammen und 4ABF 0;4BCF 00;4CDF 000;4DAF 0000 nach unten. Daraus ent-steht ein Oktaeder. Wenn wir die Mittelpunkt der Fl�achen eines W�urfels anschau-en, bilden sie die Ecken eines Oktaeders. Umgekehrt bilden die Mittel�ounkte derFl�achen eines Oktaeders einen W�urfel. Um die erste Aussage zu beweisen, bemer-ken wir, dass die Mittelpunkte der vier senkrechten Seiten ein Quadrat bilden.Das �Ubrige ist klar.Die Umkehrung kann man folgenderweise beweisen: Zu jeder Ecke eines W�urfels,in dem wir einen Oktaeder wie oben konstruiert haben, ziehen wir die Streckezum Mittelpunkt des W�urfels. Diese schneidet den Oktaeder. Dass dieser Punkteden gleichen Abstand von den Mittelpunkten der drei Fl�achen des W�urfels, diesich in der Ecke schneiden, hat, ist klar. Diese drei Mittelpunkte sind aber dieEcken einer Fl�ache des Oktaeders. Alle Mittelpunkte der Fl�achen des Oktaedersliegen dann auch auf solchen "Radien". Das Verh�altnis zum gesamten "Radius"ist f�ur alle Ecken dasselbe. Deshalb bilden die Mittelpunkte der Fl�achen desOktaeders einen neuen W�urfel, der eine Verkleinerung des urspr�unglichen ist(das Verh�altnis ist �ubrigens 1:3).Wir nennen nun die Ecken eines W�urfels ABCD und A0B0C 0D0, so dassAA0; BB0; CC 0; DD0 Hauptdiagonale sind (siehe Zeichnung). Sei nun g eine Ab-bildung R3 ! R3 , die Abst�ande, Geraden und Fl�achen bewahrt und die denW�urfel in sich schickt. Sei G die Menge aller solchen g.Wir betrachten die g 2 G, die die Eigenschaftg(AA0) = AA0g(BB0) = BB0g(CC 0) = CC 0g(DD0) = DD0haben. Dann gilt entwederg(A) = A oder g(A) = A0:Da B;C 0; D auf von A ausgehenden Kanten liegen, m�ussen wir im ersten Fall diefolgenden Zuordnungen haben:g(B) = B; g(C 0) = C 0; g(D) = D



1.. DIE REGUL�AREN POLYEDER UND IHRE GRUPPEN 69und daher auch g(B0) = B0; g(C) = C; g(D0) = D0:Deshalb schickt g jede Ecke in sich selbst. Es ist leicht zu folgern, dass g selbstdie Identit�at haben mu�.Im zweiten Fall erhalten dagegeng(D) = B0; g(C 0) = C; g(D) = D0und g(B0) = B; g(C) = C 0; g(D0) = D:Sei �I die Abbildung x 7�! �x;wobei der Mittelpunkt des W�urfels als Ursprung gew�ahlt wurde. Dann ist (�I)�gdie Identit�at auf den Ecken und daher die Identit�atsabbildung.Wir schreiben das gerade bewiesene formell hin:Lemma. Sei G wie oben. Sei G1 die Untergruppe aller Drehungen aus G, d.h.G1 = fg 2 G : det(g) = 1g:Die Untergruppe von G (bzw. G1), die aus denjenigen Elementen g besteht, dieg(AA0) = AA0; g(BB0) = BB0; g(CC 0) = CC 0; g(DD0) = DD0gen�ugen, ist fI;�Ig (bzw. fIg).Nun schauen wir uns G1 an. Jedes Element g 2 G1 permutiert(AA0); (BB0); (CC 0); (DD0). Nennen wir diese 1; 2; 3; 4 erhalten wir eine Abbil-dung G1 ! �4. Der Kern ist fIg (nach dem Lemma). Da G1 und �4 beide 24Elemente besitzen, ist diese Abbildung ein Isomorphismus. Wir haben also einenIsomormphismus G1 �= �4realisiert.Sei nun g 2 G. Dann liegt (�I)g in G1. Die AbbildungG1 � f�Ig ! G; (g; a) 7�! gaist daher ein Isomorphismus, und wir haben eine AbbildungG �= S4 � C2:Wir bemerken zuletzt, dass G und G1 auf der Menge von gegen�uberstehendenFl�achen operiert. Dann gibt es drei; die entsprechende Abbildung (Homomor-phismus) �4 ! �3ist wieder die von Kapitel III, 2.



70 KAPITEL 4. DIE REGUL�AREN POLYEDERW�urfel Oktaeder
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1.. DIE REGUL�AREN POLYEDER UND IHRE GRUPPEN 71Beziehung zwischen W�urfel und OktaederDie Ecken des Oktaeders sind die Mittelpunkte der Fl�achen des gr�o�eren W�urfels.Die Ecken des kleineren W�urfels sind die Mittelpunkte der Fl�achen des Okta-eders.Die Seitenl�ange des kleineren W�urfels betr�agt ein Drittel der Seitenl�ange desgr�o�eren.



72 KAPITEL 4. DIE REGUL�AREN POLYEDER3. Der Dodekaeder und IkosaederDiese sind die interessantesten und kompliziertesten regul�aren K�orper. Der Do-dekaeder hat 12 Fl�achen (griechisch "d�o deka" = zw�olf); der Ikosaeder hat 20Fl�achen (griechisch "heikosi" = zwanzig). Umgekehrt hat der Dodekaeder 20Ecken, der Ikosaeder 12. Beide haben 30 Kanten.Um den Ikosaeder zu konstruieren, gehen wir von zwei �ubereinanderliegendenregul�aren F�unfecken aus. Diese liegen in parallelen Ebenen, haben Zentren, die�ubereinander liegen und sind um einen Winkel von 36� (oder 180�) gegeneinan-der gedreht. Seien diese ABCDE und A0B0C 0D0E 0. Wir verbinden A mit C 0D0,B mit D0E 0, C mit E 0A0, D mit A0B0, E mit B0C 0. Wir w�ahlen den Abstandzwischen den Ebenen so, dass AC 0, AD0 usw. gleich AB, BC usw. Nun klebenwir auf AB, BC, CD, DE, EA, A0B0, B0C 0, C 0D0, D0E 0, E 0A0 gleichschenke-lige Dreiecke, 4ABP 0, 4BCP 00, 4CDP 000, 4DEP 0000, 4EAP 000 und 4A0B0Q0,4C 0D0Q000,4D0E 0Q000,4E 0A0Q0000. Diese falten wir zusammen und erhalten einenIkosaeder.Konstruktion des Ikosaeders
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1.. DIE REGUL�AREN POLYEDER UND IHRE GRUPPEN 73Ein Bastel-Ikosaeder

Man kann auch mit dem gezeichneten Gebilde von gleichschenkeligen Dreieckendurch die angedeuteten Faltungen einen Ikosaeder konstruieren.Um einen Dodekaeder zu konstruieren, gehen wir von einem regul�aren F�unfeckaus. Auf jede Seite kleben wir ein regul�ares F�unfeck. Nun falten wir diese nachoben, so dass die benachbarten Seiten zusammenkommmen. Diese erfolgt nunauf eine Weise. Wir erhalten eine Sch�ussel. Nun nehmen wir zwei von diesenSch�usseln, kippen eine um und kleben die beiden zusammen. Wir m�ussen unsaber �uberzeugen, dass diese wirklich zusammenpassen.Dazu betrachten wir eine Sch�ussel. Die Geraden, die senkrecht zu den Fl�achendurch deren Zentren laufen, m�ussen sich in einem Punkt tre�en (Symmetrie).Die Ecken sind alle gleich weit von diesem "Mittelpunkt" entfernt. Wir bilden dieSph�are, die diesen Mittelpunkt hat und durch die Ecken l�auft. Nun projezierenwir die Seiten auf diese Sph�are. Wir erhalten sechs regul�are F�unfecke, derenSeiten Strecken von Gro�kreisen sind.Dass an den inneren Ecken drei F�unfecke zusammenkommen, bedeutet: die in-neren Winkel der F�unfecke sind 120�. Deshalb sind auch die Au�enwinkel derProjektion der Sch�ussel auf der Sph�are 120� (= 360� � 2 � 120�). Dass dieseProjektionen zusammenpassen, ist nun klar. Damit existiert der Dodekaeder.Wir bemerken noch, dass die Mittelpunkte der Fl�achen eines Dodekaedersdie Ecken eines Ikosaeders bilden und umgekehrt. Dieses weist man durchAufz�ahlung nach. Es folgt auch daraus, dass es nur einen Weg gibt, den Iko-saeder zu bauen.Wir bestimmen jetzt die zugeh�origen Rotationsgruppen. Wir bemerken, wennwir den Mittelpunkt als Ursprung w�ahlen, schickt die Abbildung x 7�! �xden Ikosaeder und den Dodekaeder in sich selbst. Das wurde auch schon beimW�urfel und Oktaeder bemerkt. Wir brauchen dann nur die eigentlichen Drehun-gen (det = 1) anzusehen. Weil man den Dodekaeder um die Achse drehen kann,



74 KAPITEL 4. DIE REGUL�AREN POLYEDERdie durch die Mittelpunkte zweier gegen�uberliegender Fl�achen l�auft, erh�alt manf�unf Drehungen. Jede Fl�ache kann aber auch in jede andere. Dadurch erhaltenwir 60 = 5 � 12 Drehungen. Es wird jetzt bewiesen, dass die dadurch gebildeteGruppe die alternierende Gruppe A5 ist.Es ist n�otig, irgendwas zu �nden, das aus einer Zusammensetzung von f�unf Ob-jekten besteht, so dass wir die Drehungsgruppe als eine Permutationsgruppe von5 Objekten au�assen d�urfen. Dazu betrachten wir zuerst eine Seite des Ikosa-eders, den wir wieder auf eine Kugel projezieren. Wir setzen diese Seite zu einemvollst�andigen Gro�kreis fort; dieser enth�alt dann eine zweite Seite und schneidetzwei andere Seiten senkrecht. Diese liegen wiederum auf einem Gro�kreis, derzwei andere Seiten schneidet, die wir ebenfalls zu einem Gro�kreis fortsetzen.Wir erhalten daraus ein System von drei senkrechten, sich schneidenen Kreisen,die so aussehen:

Dieses Gebilde enth�alt 6 Kanten. Es gibt aber 30 Kanten und dadurch 5 solcherSysteme. Wir stellen uns vor, dass eine Elefant auf unseren Ikosaeder getretenhat. Wir erhalten ein ebenes Bild, das aus Punkte und Verbindungsstrecken be-steht. Wir f�arben die Seiten mit rot, blau, gr�un, purpur, orange ein (r; b; g; p; o).Das zustandekommende Bild folgt. Jede Drehung permutiert diese Seiten. BeimIkosaeder kommt jede Kombination von drei Farben zweimal vor (es gibt �53� = 10solche Kombinationen und 20 Seiten). Nun bemerken wir, dass die Orientie-rung nur einmal vorkommt. Der Grund daf�ur liegt darin, dass die Fl�achen, diegleich gef�arbt sind, gegen�uber liegen und die Abbildung x! �x, also eine nicht-orientierungsf�ahige Abbildung, den Vergleich der beiden Fl�achen verscha�t.Deswegen ist die einzige Drehung, die keine Wirkung auf die Farben aus�ubt,die Identit�at, weil alle Fl�achen fest bleiben. Auf diese Weise erhalten wir eineAbbildung G1 ! �5;wobei G1 die Gruppe der Drehungen bezeichnet. Das Bild hat 60 Elemente. Wirk�onnen aber jede Fl�ache in jede andere bringen, wenn wir eine Folge von Dre-hungen um Ecken anwenden, die eine Fl�ache in eine Nachbar
�ache schickt. Wirbemerken, dass eine solche durch einen 5er-Zyklus in �5 dargestellt wird, weil allef�unf Farben an jeder Ecke zusammenkommen. Diese liegen in A5. Wenn wir einefestgew�ahlte Fl�ache in eine andere gebracht haben, bleiben nur drei M�oglichkei-ten. Wie man leicht feststellt, werden die Drehungen einer Seite durch 3er-Zyklen



1.. DIE REGUL�AREN POLYEDER UND IHRE GRUPPEN 75dargestellt, die auch in A5 liegen. Deswegen liegt das Bild des Homomorphismusin A5. Da G1 und A5 beide 60 Elemente besitzen, ist dieser Homomorphismusein Isomorphismus. Damit ist die Identi�kation hergestellt.Projektion der Sch�ussel auf die Sph�are

Ein Basteldodekaeder



76 KAPITEL 4. DIE REGUL�AREN POLYEDERPlattgedr�uckter Ikosaeder
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2.. ES GIBT KEINEN ANDEREN REGUL�AREN POLYEDER 772. Es gibt keinen anderen regul�aren PolyederDie f�unf regul�aren Polyeder wurden von den Griechen entdeckt. Sie haben auchbewiesen, dass es keine anderen gibt. Diese Aussage kann in mehreren Weisengezeigt werden, und in diesem Abschnitt wird ein Beweis angegeben. Mittelpunktdieses Beweises ist eine allgemeine Eigenschaft der Polyeder, die Eulersche For-mel, die eigentlich zur "Topologie" geh�ort.Satz (Eulersche Formel). Sei P ein Polyeder mit e0 Ecken, e1 Kanten und e2Fl�achen. Dann gilt e0 � e1 + e2 = 2:Beweis.Wir nehmen einen inneren Punkt O von P und eine Sph�are mit ZentrumO. Wir projezieren P auf die Sph�are und erhalten dadurch ein System von Wegenauf der Sph�are, die die Sph�are in getrennte Gebiete zerlegen (diese Wege brauchekeine Gro�kreise zu sein). Wir betrachten diese Wegen als Schn�ure, die zusam-mengeknotet werden. Wenn wir an eine Schnur denken, k�onnen wir diese immerk�urzer machen, bis endlich die beiden Endpunkte verschmelzen (angenommen,dass sie vorher nicht gleich waren). Dabei verschwindet eine "Kante", und zweiEcken werden zu einer. Dabei aber bleibt e0 � e1 + e2 erhalten. Wir wiederholendieses Verfahren, bis alle "Kanten" nur einen Endpunkt haben.Nun betrachten wir zwei Kanten des urspr�unglichen Gebildes. Wenn wir aufder Sph�are von einem Punkt auf einer Kante zu einem Punkt auf der anderenlaufen wollten, k�onnten wir immer "auf dem Weg" bleiben, also statt ein Feld zu�uberqueren, k�onnten wir auf dem Rand bleiben (bei P hat jede Fl�ache nur einRandst�uck). Wenn mehr als eine Ecke �ubrigbleibt, m�ussten zwei davon verbundensein; wir h�atten das Verfahren noch nicht zu Ende gef�uhrt. Deshalb bleibt nureine Ecke �ubrig.



78 KAPITEL 4. DIE REGUL�AREN POLYEDERWenn wir einen Weg (eine Kante) wegwischen w�urden, w�urden zwei Fl�achenvereinigt. Es g�abe eine Fl�ache und eine Kante weniger; e0 � e1 + e2 bliebe aberwieder erhalten. Wir wiederholen dieses Verfahren, bis es keine Kanten mehr gibt.Es bleiben eine Fl�ache (die Sph�are selbst) und ein Punkt �ubrig. Daher erhaltenwir f�ur e0 � e1 + e2 = 1� 0 + 1 = 2. Damit ist der Satz bewiesen.Dieser Satz ist sehr allgemein; wir brauchten nicht etwa "Regularit�at" anzuneh-men, sondern nur, dass der Polyeder auf eine Sph�are bijektiv abgebildet werdenkonnte und dass die Fl�achen nur ein Randst�uck hatten.Nun betrachten wir einen regul�aren Polyeder P . Wir nehmen an, dass an jederEcke m Kanten zusammentre�en, jede Fl�ache n Seiten (=Kanten) hat und dasses insgesamt N Fl�achen gibt.Da jede Kante auf dem Ran von zwei Fl�achen liegt, gibt esN �m2Kanten. Da jede Kante zwei Endpunkte hat, die Ecken sind, gibt es�Nm2 2� =n = NmnEcken.Dar�uber hinaus gelten n � 3; m � 3;weil eine Fl�ache mindestens drei Seiten hat und mindestens drei Fl�achen an einerEcke zusammenkommen.Nun wenden wir die Eulersche Formel an. Es gltene0 = Nmne1 = Nm2e2 = Nund daher 2 = e0 � e1 + e2 = Nmn � Nm2 +N:Wir teilen durch mN und erhalten2m + 12 = 1m + 1n:Insbesondere 1m + 1n > 12 :Da 1m � 13 erhalten wir 1n > 12 � 13 = 16



2.. ES GIBT KEINEN ANDEREN REGUL�AREN POLYEDER 79oder n < 6oder n � 5:Genauso erhalten wir m � 5:Die einzigen (m;n) mit 1m + 1n > 12 sind(3; 3); (3; 4); (3; 5)(4; 3); (5; 3):Schon 5 L�osungen. Wir bilden Paare(3; 3) (Einzelg�anger)(3; 4); (4; 3)(3; 5); (5; 3):Dann gilt (wegen 2Nm + 12 = 1m + 1n)N = 4 f�ur (3; 3)= 8 f�ur (3; 4)= 6 f�ur (4; 3)= 20 f�ur (3; 5)= 12 f�ur (5; 3)P wird aus N m-Ecken konstruiert. Wir erkennen in dieser Liste Tetraeder, Ok-taeder, W�urfel, Ikosaeder und Dodekaeder. Bei jeder Ecke kommen n Fl�achenzusammen. Wie wir bei den Konstruktionen in Kapitel IV, 1. gesehen haben, ge-lingt uns diese Konstruktion nur auf einer eindeutig bestimmten Weise. Deshalbgibt es keine weiteren regul�aren Polyeder als die, die in Kapitel IV, 1. aufgez�ahltwurden.



80 KAPITEL 4. DIE REGUL�AREN POLYEDER



Kapitel 5Ornamente, Kristalle undHeiratsregeln
1. Tapetenmuster und KristalleWir wissen alle vom Kunstunterricht, wie man regul�are Muster mit Hilfe vonKarto�eldrucken herstellt. Man bereitet die Karto�el vor, druckt eine Reihe desMotivs, geht zur�uck zum Anfang der Reihe und f�angt darunter nochmals an. Esentstehen Reihen von Abdr�ucken, die eventuelle gegeneinander verschoben sind.Wenn wir etwas phantasievoller an die Arbeit gehen, k�onnten wir die Kartof-fel regelm�a�ig drehen, so dass das Muster nicht immer in derselben Richtungliegt. Wir erfahren aber, dass die Wirkung dieselbe ist, als ob wir mit einer vielgr�o�eren Karto�el angefangen h�atten, worauf mehrer Kopien des Musters in al-len vorkommenden Richtungen sind und wir diese ohne sie zu drehen verwendeth�atten. Genauso kann man Spiegelungen statt Drehungen anwenden. Ein Beispielf�ur das allereinfachste Muster ist auf Abb. 1 zu sehen. Ein anderes mit Drehungwird in Abb. 2 gezeigt, wobei ein interessantes Muster hier einfach durch einersetzt wurde.Solche Muster wurden in fr�uheren Jahren f�ur gebl�umte Tapeten verwendet, ins-besondere f�ur gebl�umte Tapeten verwendet, insbesondere f�ur diejenigen von Wil-liam Morris und seinen Nachfolgern. Sie wurden auch in der arabischen Kunstsehr h�au�g verwandt, da die islamische Religion die Darstellung lebendiger We-sen verbietet; s. dazu H. Weyl: Symmetrien.Solche Muster hei�en Tapetenmuster. Die Abbildungen zeigen die verschiedenenM�oglichkeiten. In diesem Abschnitt wird erkl�art werden, wie diese mathematischaufzufassen sind.

81



82 KAPITEL 5. ORNAMENTE, KRISTALLE UND HEIRATSREGELN
Abb . 1 Abb. 2



1.. TAPETENMUSTER UND KRISTALLE 83

Zuerst ist aber eine Bemerkung angebracht. Die �Uberlegungen, die hier in derebenen Geometrie durchgef�uhrt werden, k�onnen auch auf andere Dimensionenerweitert werden. Dabei ist die Dimension 3 besonders wichtig, weil diese in derKristallographie Anwendungen �ndet. In diesem Kristall sitzen die Atome ineinem regelm�a�igen Gitter, das besonders stabil ist (vgl. K. Vonnegut \Cat'sCradle"). Makroskopisch wird dies durch die �au�ere Form des Kristalls sichtbar.Die inere Struktur ist auch mit R�ontgenspektroskopie feststellbar. Wenn mehre-re Elemente vorhanden sind, kann das Kristall interessant und kompliziert sein;diejenigen, die in der Mineralogie bei Edelsteinen und Halbedelsteinen gefundenwerden, belegen diese These. Wie gut diese Struktur zur Geltung kommt, h�angtvon der Kunst des Diamantenschleifers ab. Insgesamt gibt es im Dreidimensio-nalen 230 verschiedene M�oglichkeiten. Deswegen ist die Kristallographie schonmathematisch interessant (aber nicht nur von diesem Gesichtspunkt).Zun�achst wird skizziert, wie diese Objekte mathematisch beschrieben werdenk�onnen. Wir erinnern uns, dass wir die Ebene mit A un die Gruppe der euklidi-schen Bewegungen mit E bezeichnet haben.



84 KAPITEL 5. ORNAMENTE, KRISTALLE UND HEIRATSREGELNDe�nition. Eine Untergruppe G von E hei�t eine Tapetengruppe, wenn die fol-genden Bedingungen erf�ullt sind:TG 1: Es gibt eine beschr�ankte Menge B � A, so dass gilt[g2G g(B) = A :TG 2: Sei P 2 A . Dann ist die Mengefg(P ) : g 2 Ggdiskret, d.h. wenn Q = gP (g 2 G); Q 6= P gelten, dann gibt es ein c > o,so dass der Abstand zwischen P und Q mindestens c ist.Mit anderen Worten: Bei TG 1 wird verlangt, dass es einen "Karto�eldruck" gibt,dessen Wiederholungen nach dem Muster von G die ganze Ebene bedecken.Bei TG 2 mu� man etwas aufpassen. Die Stabilisatorgruppe von P braucht nichttrivial zu sein. Wir werden sehen, dass sie aber immer endlich ist (sogar h�ochstensvon Ordnung 6). Dann bedeutet TG 2, dass die "Karto�elabdrucke" sauber ge-trennt voneinander sein sollten.Im dreidimensionalen Fall bedeutet TG 1, dass das Kristall eine r�aumliche Aus-dehnung hat. TG 2 besagt, dass die Atome wirlich voneinander getrennt sind.(In diesem Fall m�ussen A und E durch ihre dreidimensionalen Analogien ersetztwerden; davon wird hier nicht die Rede sein.)Sei -wie fr�uher- T die Gruppe der Translationen; T ist ein Normalteiler von E .Die Quotientengruppe E=T wird mit D bezeichnet; sie ist zu O2 isomorph. Seid : E ! Ddie zugeh�orige Abbildung. Diese Tatsachen gehen aus den �Uberlegungen vonKapitel II, 2. hervor.Der zentral Satz in diesem Abschnitt ist folgender:Satz 5.1. Sei G eine Tapetengruppe. Seien�(G) = d(G) � DL(G) = G \ T:Dann ist L(G) ein Normalteiler von G, der auch TG 1 und TG 2 gen�ugt und dieQuotientengruppe G=L(G) �= �(G)ist endlich.Beweis. Dieser Beweis wird unter der folgenden Voraussetzung gef�uhrt:In B (vgl. TG 1) gibt es nur endlich viele Punkte P , so dass giltStabG(P ) 6= feg:



1.. TAPETENMUSTER UND KRISTALLE 85Diese Voraussetzung kann aus TG 1 und TG 2 gefolgert werden. Zuerst bemerkenwir, dass es gen�ugt, die Endlichkeit von �(G) zu zeigen. Denn dann ist der Kernder Einschr�ankung von d auf G, also der Kern von �(G), genauG \ T = L(G):Seien g1; : : : ; gN 2 G Elemente, so dass�(G) = fd(gi)j1 � i � Ngist. In TG 1 sei B� = [i gi(B):Nun kann g 2 G als lgi(l 2 L(G); 1 � i � N) geschrieben werden, denn es mu�ein i geben, so dass gilt d(g) = d(gi):Daher: d(gg�1i ) = ealso gg�1i 2 Kern d = L(G)d.h. l := gg�1i 2 L(G);oder g = lgi:Nun A = [g2G g(B) � [l2L(G)[i l�gi(B)�= [l2L(G) l(B�):Deshalb ist TG 1 erf�ullt. TG 2 ist automatisch erf�ullt. Deswegen ist auch L(G)eine Tapetengruppe. Jetzt zur Endlichkeit von �(G) mit einem Umweg �uberStabG(P ). Wegen Satz 1.2 gilt �(G) = G=L(G);weil L(G) der Kern des Homomorphismusses djG ist.Wir zeigen, dass StabG(P )endlich ist und sogar, dass es ein N gibt, so dass die Ordnung von StabG(P )kleiner alsN ist, wobeiN unabh�angig von P ist. SeiR der maximale Durchmesservon B. Es mu� ein g(P ) geben, so dass g(P ) 6= P und der Abstand von P nachg(P ) kleiner als 2R ist. Sonst w�are TG 1 nicht erf�ullt, da es eine L�ucke im Musterg�abe.



86 KAPITEL 5. ORNAMENTE, KRISTALLE UND HEIRATSREGELNSei Q = g(P ). Dann liegt die MengehQ �h 2 StabG(P )�auf einem, Kreis, dessen Radius kleiner als 2R ist. Die Abst�ande zwischen den ein-zelnen hQ sind nach TG 2 aber minestens c; es liegen dann h�ochstens 4�Rc Punkteauf dem Kreis. Deshalb hat die Drehungsgruppe um P h�ochstens die Ordnung4�Rc , die volle Gruppe (d.h. einschlie�lich Spiegelungen) h�ochstens 8�Rc . Nachder weiteren Voraussetzung gibt es ein N , so dass jedes Element von StabG(P )h�ochstens die Ordnung N hat (f�ur alle P ), wobei N nur von G abh�angt.Sei nun g 2 G; d(g) 6= e; det �d(g)� = 1. Dann kann g als Abbildung der Formx 7�! Ax + bgeschrieben werden (A 2 O2; b 2 R2). Da d(g) 6= e gilt, folgt A 6= E. Wir sucheneinen Fixpunkt von g; dieser wird durchAx + b = xbestimmt. Oder (E � A)x = b:Weil det(A) = +1 folgt, dass E � A nicht singular ist. Deshalb gibt es einenFixpunkt und d(g), die dieselbe Ordnung wie A hat, hat h�ochstens Ordnung N .Deshalb hat auch �1(G) = f
 2 �(G) : det(
) = 1gh�ochstens die Ordnung N , weil �1(G) einfach aus Drehungen besteht. Aber �1(G)ist ein Normaltieler von �(G) (da �1(G) der Kern der Abbildung det ist) und�(G)=�1(G) �= f1g oder f�1g:Deswegen ist �(G) auch endlich, denn ord �(G) h�ochstens 2N und damit ist derSatz bewiesen.Satz 5.2. Sei 
 2 �(G). Dann hat 
 die Ordnung 1; 2; 3; 4 oder 6.Beweis. Wir fassen �(G) als die Menge aller A auf, die in G vorkommen, wennwir G � E in der Form x 7�! Ax + bdarstellen. Ein Element aus L(G) ist von der Formx 7�! x+ b0:Nun berechnen wir g�11 g2g1, wobeig1 : x 7�! Ax + bg2 : x 7�! x+ b0



1.. TAPETENMUSTER UND KRISTALLE 87sind. Wir �nden g�11 g2g1(x) = g�11 (Ax+ b + b0)= A�1(Ax + b + b0)� A�1b= x + A�1b0:Deshalb, fassen wir L(G) als die Menge aller solchen b0s auf, sehen wir, dass ausb0 2 L(G) A�1b0 2 L(G)folgt.Nat�urlich erh�alt man bei der Verkn�upfungb01; b02 2 L(G)) b01 + b02 2 L(G):Wir wissen von AGLA I: A2�Tr(A)A+det(A)E = 0: (�)Da aus det(A) = �1, A2 = E folgt, d�urfen wir annehmen, dass giltdet(A) = +1:Multiplizieren wir (�) mit A�1, folgtA + A�1 = Tr(A)E:Wenden wir dies auf b0 2 L(G) an, so erhalten wir�A+ A�1�(b0) = Tr(A)b0:Die linke Seite liegt in L(G). Es folgtTr(A)b0 2 L(G);wir w�ahlen nun b0 so, dass b0 nicht ein Vielfaches von einem anderen Element ausL(G) ist und folgern: Tr(A) 2 Z:Aber es gilt auch Tr(A) = 2 cos �;wenn A eine Drehung um � ist. DeshalbjTr(A)j � 2:Die M�oglichkeiten sind nun Tr(A) = �2;�1; 0; 1; 2



88 KAPITEL 5. ORNAMENTE, KRISTALLE UND HEIRATSREGELNmit � = �; 2�3 ; �2 ; �3 ; 0:In diesem Fall ist A von Ordnung 2; 3; 4; 6 und 1. Damit ist der Satz bewiesen.Man kann zeigen, dass L(G) von der Formfm0e0 +m00e00jm0; m00 2 Zgist, wobei e0; e00 2 L(G) linear unabh�angig sind.Eine solche Gruppe hei�t ein Gitter. Hier wird eine Skizze des f�ur uns nichtausschlaggebenden Beweises angegeben. Man w�ahlt e0 2 L(G), so dass e0 nichtein Vielfaches eines anderen Elementes ist. Dann nehmen wir f 2 L(G), f keinVielfaches von e0. Wir erhalten von TG 1, dass ein solches f existiert. Im Paral-lelogramm mit den Ecken +e�;+f liegen nur endlich viele Elemente von L(G),(TG 2). Davon w�ahlen wir eines, e00, so dass kein weiteres Element von L(G)innerhalb des Parallelogramms mit den Ecken +e0;+e00 liegt; wir haben das Par-allelogramm so klein wie m�oglich gemacht. Wir nehmen als Basis von R2 e0; e00�e0.Dann liegen (1; 0); (1; 1)in L(G). Andererseits giltL(G) \ f(x1; x2)jjx1j < 1; jx2j < 1g = f0g:Hiervon kann man leicht beweisen (der Beweis l�auft wie der von Satz 3.3), dassgilt L(G) = f(m1; m2)jm1; m2 2 Zg:Wenn man so weit gekommen ist, mu� man die verschiedenen L(G) und �(G)klassi�zieren. (Hat �(G) ein Element von Ordnung 3; 4 oder 6, ist L(G) schonbestimmt.) Die Arbeit ist von diesem Punkt an recht fummelig; die wesentlichenIdeen stecken aber in den beidne obigen S�atzen. Mit dieser Schilderung solltees klar sein, wie es �uberhaupt m�oglich ist, solche Gruppen zu klassi�zieren. Dieentsprechende Arbeit im Falle von drei Dimensionen ist etwas schwerer, folgtaber demselben Muster.



2.. HEIRATSREGELN EINIGER ST�AMME 892. Heiratsregeln einiger St�amme"Fr�uher war es klar: Wenn der Vater B�acker war, wurde die Tochter nat�urlichSchneiderin." Zitat eines 15j�ahriger Sch�ulers aus "Professor Mammuts gesam-melte Stilbl�uten".V�olker, die entweder als J�ager und Sammler oder von einer einfachen Landwirt-schaft leben, m�ussen sich zwangsl�au�g ausbreiten, weil sie sich nur so ern�ahrenk�onnen. Solcher V�olker leben in St�ammen, die evtl. sehr gro� sind. Man brauchtnur an die vorkolumbischen St�amme Nordamerikas zu denken. In der Regel be-stehen solche St�amme aus mehreren Tausend Leuten, wobei die Bev�olkerungs-dichte sehr gering ist (bei den Uraustraliern vor der Ankunft der Europ�aer etwa0,04 Menschen pro Quadratkilometer - man vergleiche mit 240 Einw./qkm inDeutschland). Die St�amme leben in kleineren Gruppen, Sippen, die aus ein paarHundert Menschen bestehen. Die Mitglieder eines Stammes verhalten sich in derRegel r�ucksichtsvoll gegeneinander und versuchen, Kon
ikte auf friedliche Weisezu l�osen, was nicht immer gelingt. Da die Sippen oft �uber ein gro�es Gebiet ver-treut sind, kann es passieren, dass verschiedene Sippen sich nicht als Mitgliederdesselben Stammes f�uhlen. Es kommt tats�achlich vor, dass sich ein Stamm in zweineue spaltet, nachdem er sein Gebiet �uberm�a�ig ausgedehnt hat. (Vielleicht soll-te man dieses Verhalten mit dem von Cliquen vergleichen.) In solchen F�allen istes n�otig, den Zusammenhalt des Stammes durch gesellschaftliche Einrichtungenzu sichern. Denn bei ritualisierten K�ampfen k�onnen m�oglicherweise Aggressio-nen abgebaut werden, die sonst zu Stammesfehden gef�uhrt h�atten. Eine andereM�oglichkeit ist es, Geschenke auszutauschen. Das bekannteste Beispiel daf�ur istder Potlatsch der Kwakiutl, wobei die Gegner versuchen, sich durch Gro�z�ugig-keit gegenseitig zu besch�amen.Eine weitere Sitte bei solchen V�olkern ist die Exogamie. Mitglieder einer Sippeheiraten nicht untereinander; es w�urde als Inzest empfunden. Dadurch bleibendie verschiedenen Sippen miteinander verwandt. Um zu vermeiden, dass sichein Stamm zuf�allig spaltet, weil die Mitglieder innerhalb kleinerer Gruppen vonSippen heiraten, haben sich Regeln entwickelt, die so etwas vermeiden. Anthro-pologen berichten, dass die alten Leute solche Regeln mit Diagrammen in Sanderkl�aren und haben bemerkt, dass die Klarheit dieser Erkl�arungen, die �ahnlicherAusf�uhrungen von europ�aischen Professoren �ubertri�t. Die Diagramme machenes klar, dass es sich um eine Art Mathematik handelt. Leider haben die mei-sten Anthropologen keine Vorliebe f�ur Mathematik; es w�are zu ho�en, dass mandadurch Einsicht in die kulturgeschichtliche Entwicklung der Mathematik gewin-nen k�onnte. Der einzige, der sich mit diesem Aspekt auseinandergesetzt hat, istCl. L�evi-Strauss. Er versucht, den Inhalt von Sippen und Mythen durch ihreStruktur zu verstehen. Das Beispiel, dass hier diskutiert wird, stammt von ei-ner �Uberarbeitung seiner Beschreibung des Murngin-Stammes in Australien. Die�Ubersetzung in mathematische Sprache hat A. Weil, einer der gr�o�ten Mathe-matiker seiner Zeit und ein Freund von L�evi-Strauss, gemacht.Das folgende wird aus



90 KAPITEL 5. ORNAMENTE, KRISTALLE UND HEIRATSREGELNCl. L�evi-Strauss: Les structures �el�ementaires de la parent�eentnommen.In diesem System wird jeder einer Klasse (hier wird das Wort Klasse in seinemmathematischen und nicht im soziologischen Sinn verwendet) zugeordnet. Esgibt dann Heiratstypen, ein Mann aus einer Klasse darf eine Frau aus einerbestimmten anderen Klasse heiraten.Ein Heiratstyp ist eine dieser zugelassenen Verheiratungen.Beispiel 1Wir stellen uns vor, dass der Stamm aus vier Klassen besteht; diese seienA;B;C;D.Dann bezeichnen wir einen m�oglichen Heiratstyp mit einem Pfeil, wobei A! Bbedeutet: ein Mann aus A heiratet eine Frau aus B. Eine M�oglichkeit w�are dannA - B����	 @@@@IC - DDann sind die Heiratstypen(A;B); (B;C); (C;D); (D;A):Wir bemerken, dass die verschiedenen Klassen durch die Heiratstypen ersetztwerden k�onnen. Somit geh�ort ein Mann aus Klasse A zum Heiratstyp (A;B) undeine Frau aus Klasse A zum Heiratstyp (D;A). Nun m�ussen aber auch die Kindereinem Heiratstyp zugeordnet werden.Seien nun M1;M2; : : : ;MN die verschiedenen Heiratstypen. Zu jedem wir derHeiratstyp eines Sohnes, s(Mj), oder einer Tochter, t(Mj), zugeordnet. Soll eineKlasse nicht sofort aussterben, m�ussen s und t Permutationen von fM1; : : : ;MNgsein. Deshalb k�onnen wir s; t als Element von �N au�assen. Sei G die kleinsteUntergruppe von �N , die s und t enth�alt. Wir d�urfen annehmen, dass diese Grup-pe transitiv auf M1; : : : ;MN (oder einfach auf 1; : : : ; N) operiert; sonst w�urdesich der Stamm in "Bahnen" zerlegen und danach vermutlich in verschiedeneSt�amme aueinandergehen.Folgende Regel kommt erstaunlicherweise vor:Ein Mann darf die Tochter des Bruders seiner Mutter heiraten.Symbolisch ausgedr�uckt sieht der Stammbaum dann so aus:M? = z }| {t(M) s(M) = ?j jst(M) = ts(M)



2.. HEIRATSREGELN EINIGER ST�AMME 91Deswegen erhalten wir, wenn wir "=" in die Mathematik �ubertragenst = ts;diese Regel bedeutet, dass die Gruppe aus Beispiel 1 auch abelsch ist.Wir untersuchen jetzt, wie eine abelsche transitive Untergruppe von �n auszu-sehen hat.Dazu schreiben wir t als Produkt von Zyklent = C1C2 : : : Ck:Dann gilt t = sts�1 = sC1 � sC2 � : : : � sCk:Deswegen sind sC1; sC2; : : : ; sCk Permutationen von C1; : : : ; Ck.Sei nun g 2 G. Wir k�onnen g in der Form schreibeng = sAtB:Dann gilt mit gCjg�1 = sAtBCjt�Bs�A= sA Cjweil die Potenzen von t mit jedem Cj vertauschbar sind und sich dadurch gegen-seitig aufheben. Seien nun Cj; Ck zwei Zyklen, Cj = (r1; r2; : : : ); Ck = (q1; q2; : : : ).Weil G transitiv operiert, gibt es ein g 2 G, so dass gilt:g(r1) = q1:Da aber Ck dadurch charakterisiert ist, dass Ck der Zyklus von t ist, der q1enth�alt, folgt gCjg�1 = Ck;oder auch mit g = sAtB sACj(sA)�1 = Ck:Deswegen sind alle Cj gleichen Typs (siehe Satz 3.6), haben also dieselbe L�angeund es gilt, wenn wir die Cj passen ordnen:sC1s�1 = C2sC2s�1 = C3...sCk�1s�1 = CksCks�1 = C1:



92 KAPITEL 5. ORNAMENTE, KRISTALLE UND HEIRATSREGELNEs folgt skCj(sk)�1 = Cj:Dieses bedeutet aber nicht, dass sk die Identit�at ist, sondern nur, dass es ein Lgibt mit sk = tL:Als zweites Beispiel nehmen wir mit N = 8s = (1234)(5678)t = (1537)(2648):Das hei�t, mit
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B
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H

C

Ffolgt s(AB) = (BC) t(AB) = (EF )s(BC) = (CD) t(EF ) = (CD)s(CD) = (DE) t(CD) = (GH)s(DE) = (AB) t(GH) = (AB): u.s.w.Dann gelten st = (1234)(5678)(1537)(2648)= (16)(27)(38)(45)ts = (1537)(2648)(1234)(5678)= (16)(27)(38)(45)s2 = t2 = (13)(57)(24)(68)s4 = e:Die Gruppe G ist dannfe; s; s2; s3; t; t3; st; s3tg= fe; s; s2; s3; (st); s � (st); s2 � (st); s3 � (st)g;



2.. HEIRATSREGELN EINIGER ST�AMME 93die wir als C4 � C2erkennen.In diesem Beispiel gilt: s2 = t2;oderEin Mann darf die Tochter der Schwester seines Vaters heiraten.Als ein drittes Beispiel betrachten wir wieder eine Gesamtheit von 8 KlassenA1; A2; B1; B2; C1; C2; D1; D2:Alternierende Generationen heiraten nach den beiden RegelnA1 �! � B1 A1 B1����	 @@@@I@@@@R�����A2 �! � B2 A2 B2C1 �! � D1 C1 D1����	 @@@@I@@@@R�����C2 �! � D2 C2 D2 ;d.h., wenn die Eltern nach der rechten Regel heiraten, heiraten die Kinder nachder linken und umgekehrt.Es gibt dann 16 Heiratstypen (Mann, Frau),(A1; B1)(B1; A1) (A2; B2)(B2; A2)(C1; D1)(D1; C1) (C2; D2)(D2; C2)und (A1; B2)(B2; A1) (A2; B1)(B1; A2)(C1; D2)(D2; C1) (C2; D1)(D1; C2):Deise bezeichnen wir mit M1 M2 M3 M4M5 M6 M7 M8M9 M10 M11 M12M13 M14 M15 M16:Die Kinder geh�oren nun zu einer Klasse, die nur von der der Mutter abh�angtund zwar nach der RegelKlasse der Mutter: A1; A2; B1; B2; C1; C2; D1; D2Klasse des Kindes: C2; C1; D2; D1; A1; A2; B1; B2.



94 KAPITEL 5. ORNAMENTE, KRISTALLE UND HEIRATSREGELNWir rechnen nun nach:s =  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 1614 15 16 13 12 9 10 11 6 7 8 5 4 1 2 3 != (1; 14)(2; 15)(3; 16)(4; 13)(5; 12)(6; 9)(7; 10)(8; 11)t =  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 1613 16 15 14 11 10 9 12 5 8 7 6 3 2 1 4 != (1; 13; 3; 15)(2; 16; 4; 14)(5; 11; 7; 9)(6; 10; 8; 12):In diesem Fall gen�ugen s und t den Gleichungen:s2 = e; sts�1 = t�1; t4 = 2:Hier operiert G nicht transitiv aus f1; 2; : : : ; 16g. Die zwei Bahnen sindf1; 2; 3; 4; 13; 14; 15; 16gund f5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12g:Die Gruppe selbst ist zu D8 isomorph.Die Interpretation dieser Heiratsregel ist etwas eigent�umlich. Man bemerkt, dassjede Klasse in jeder Bahn vertreten ist. Durch die wechselnden Generationenkommt es aber zustande, dass dieser Stamm aus zwei untereinander heiratendenGruppen besteht. Diese werden durch die Mitgliedschaft in den verschiedenenHeiratsklassen zusammengehalten. Diese Klassen haben verschiedene Bedeutun-gen f�ur Eltern und Kinder, aber dieselbe f�ur Gro�eltern und Enkel.�Ubrigens, in diesem Beispiel geltens2 = et2 = (1; 3)(13; 15)(2; 4)(14; 16)(5; 7)(11; 9)(6; 8)(10; 12);so dass folgt s2(j) 6= t2(j): (alle j)In dieser Gesellschaft darf ein Mann nicht die Tochter der Schwester seines Vatersheiraten; das w�are Inzest.Dass Geschwister nicht heiraten d�urfen, bedeutets(M) 6= t(M) (f�ur alle M);diese Regel ist in allen oben erw�ahnten Beispielen g�ultig.



Kapitel 6Quadriken, Geometrie undGruppen
1. Die Sph�aren von DandelinKegelschnitte hei�en Kegelschnitte, weil sie Kegelschnitte sind. Um dieses zuverstehen, betrachten wir einen KegelK und eine Ebene �, dieK dann schneidenmu�. Sei C der Schnitt. Wir zeigen, dass C tats�achlich ein Kegelschnitt ist.Der Beweis wird mittels einer sch�onen Konstruktion des Mathematikers Dandelingef�uhrt. Es gibt zwei Sph�aren S1; S2, die gleichzeitig tangential zu K und � sind(siehe Abbildung). Diese sind die Sph�aren von Apollonius. S1 und S2 ber�uhrenK entlang der Kreise L1 und L2. Auch S1 (bzw. S2) und � ber�uhren einanderan einem Punkt F1 (bzw. F2). Sei O die Spitze des Kegels.
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96 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPENDie Sph�aren von DandelinEllipse
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1.. DIE SPH�AREN VON DANDELIN 97Sei nun P ein Punkt auf C. Wir verbinden 0 und P und erhalten eine Strecke,deren Verl�angerunge L1 und L2 schneidet. Seien Q1 und Q2 die Schnittpunkte.Weil Q1P und F1P tangential zu S1 sind, sind sie gleich lang:Q1P = F1P:Genauso erhalten wir Q2P = F2P:Es gilt aber jQ1P �Q2P j = Q1Q2 = const;wobei + gew�ahlt werden mu�, falls P zwischen Q1 und Q2 liegt, � sonst.Daraus folgt F1P � F2P = const:Wie wir in Kapitel 6, 2 sehen werden, charakterisiert diese Gleichung einen Ke-gelschnitt im Sinne der analytischen Geometrie.Bevor wir dieses nachweisen, sollten wir eine andere Folgerung notieren. Sei Cein Kegelschnitt -z.B. eine Ellipse. Sie P ein Punkt auf C und sei TP die Gerade,die durch P geht und f�ur welche die Winkel zwischen TP und F1P und zwischenTP und F2P gleich sind. Wir zeigen, dass TP die Tangente zu C bei P ist.Sei X ein anderer Punkt auf TP . Dann giltF1X + F2X > F1P + F2P:Zum Beweis betrachtet man die Spiegelung F 02 von F2 an TP . Dann liegenF1; P; F 02 auf einer Geraden, F1; X; F 02 nicht. Da eine Gerade die k�urzeste Ver-bindung zwischen zwei Punkten ist, folgern wirF1X + F 02X > F1P + F 02P:Au�erdem gilt wegen der SpiegelungF 02X = F2Xund F2P = F 02P:Damit ist die Behauptung bewiesen. Es folgt, dass X au�erhalb von C liegt.



98 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPENDie Sph�aren von DandelinHyperbel
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1.. DIE SPH�AREN VON DANDELIN 99
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100 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPENAnders formuliert: TP ist die Tangentialgerade zu C bei P . Diese Gerade istgerade dadurch charakterisiert, dass<) (TP ; F1P ) =<) (TP ; F2P ):Diese Tatsache kann wie folgt interpretiert werden. Wir stellen uns vor, dass wireine Kerze bei F1 aufgestellt haben. Dann werden alle Lichtstrahlen an der KurveC zum Punkt F2 re
ektiert.Aus diesem Grund hei�en F1 und F2 die Brennpunkte von C. (In anderen Spra-chen Focus (Mehrzahl: Foci) nach dem lateinischen focus = Herd). Der Name"Focus" stammt von J. Kepler.Um die analytische Beschreibung von C zu bestimmen, verwenden wir Polarko-ordianten. Sei F1 das Zentrum und F1F2 die Grundrichtung.Seien d = F1F2e = F1P + F2P:Sei r = F1P und � der Winkel zwischen F1F2 und F1P .Nach der Kosinusregel erhalten wirF2P 2 = F1P 2 + F1F 22 � 2F1P F1F2 � cos �oder (l � r)2 = r2 + d2 � 2rd cos �:Diese Gleichung l�a�t sich vereinfachen; und wir erhalten die Gleichung f�ur eineEllipse mit �l2 � d2� = 2(l � d cos �)r:Nun schreiben wir dieses alsl2 � d22 + d � r � cos � = l � r:Diese ist die Gleichung einer Ellipse in Polarkoordinaten. Diese quadrieren wirund f�uhren kartesische KoordinatenX = r cos �Y = r sin �ein. Es folgt  l2 � d22 + d �X!2 = l2�X2 � Y 2�:Diese kann zun�achst ausmultipliziert werden; etwas umgeformt sieht die Glei-chung dann so aus:�l2 � d2�X2 � d�l2 � d2�X + l2Y 2 =  l2 � d22 !2 :



1.. DIE SPH�AREN VON DANDELIN 101Wenn wir nun das Quadrat vervollst�andigen, erhalten wir�l2 � d2��X � d2�2 + l2Y 2 =  l2 � d22 !2 + �l2 � d2�d24= l2�l2 � d2�=4:Diese Gleichung entspricht der Ellipse in kartesischen Koordinaten. Setzt manX1 = X � d2 und Y1 = Y , entspricht das der Transformation des Ursprungs vonF1 zum Mittelpunkt von F1F2. Die l�angere Hauptachse hat L�ange 1, die k�urzerepl2 � d2. Diese folgen von der obigen Gleichung, denn setzt man Y = 0, dannfolgt  X � d2! = ql2=4:Deshalb sind die Endpunkte der l�angeren Achse d2 � l2 ; 0! ;der Abstand zwischen diesen Punkten ist l. �Ahnlich bestimmt man die L�angeder k�urzeren Achse, indem man X = d2 setzt.Eine letzte Bemerkung zur FormelF1P + F2P = const:Diese kann verwendet werden, um Ellipsen zu zeichnen. Man w�ahlt zwei Punkte(F1; F2) und verbindet sie mit einer Schnur, die l�anger als F1F2 ist. Dann nimmtman einen Stift, dr�uckt ihn gegen den Faden und bewegt ihn so, dass der Fadenstra� bleibt. Der Stift beschreibt dann eine Ellipse.



102 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPEN2. Quadriken und Projektive GeometrieSei P (x1; x2) eine Funktion folgender GestaltP (x1; x2) = A11x21 + 2A12x1x2 + A22x22 + 2A01x1 + 2A02x2 + A00:Eine solche Funktion hei�t eine Funktion zweiter Ordnung. Es ist angebracht,diese Funktion etwas anders zu schreiben.Sei A = 0B@ A11 A12 A01A12 A22 A02A01 A02 A00 1CA ;also eine symmetrische Matrix aus M(3� 3;R).Sei ~x = 0B@ x1x11 1CA :Sei x =  x1x2 ! :Dann ist P (x) = t~xA~x:Auf diese Weise fassen wir die Ebene f(x1x2) : x1; x2 2 Rg als die Ebene �0 =f(x1; x2; 1)j(x1; x2) 2 R2g in R3 auf.Die zu A (oder P ) geh�orende Quadrik QA ist die Mengefx 2 R2 : P (x) = 0g:Sei Q0A = fy 2 R3 :t yAy = 0g:Dann kann man QA als den Schnitt von Q0A und �0 au�assen.Diese Konstruktion kann leicht in zwei Richtungen verallgemeinert werden. Esist n�amlich m�oglich, R durch andere K�orper zu ersetzen oder die Dimensionszahlzu erh�ohen. F�ur uns aber wird der obige Fall genug Inhalt haben.Wir wissen, dass es eine nicht-singul�are Matrix S gibt, so dass tSAS diagonal ist.Es w�are sogar m�oglich, S 2 O3 zu w�ahlen (Hauptachsensatz); diese Annahme istim Augenblick nicht n�otig. Was wir nun haben, istB = tSAS = 0B@ d1 0 00 d2 00 0 d3 1CA :



2.. QUADRIKEN UND PROJEKTIVE GEOMETRIE 103Wir de�nieren Q0B wie oben. Dann haben wir f�ur u 2 Q0BtutSASu = 0:Es folgt t(Su)A(Su) = 0oder Su 2 Q0A:Da auch die Umkehrung richtig ist, k�onnen wir schreibenQ0A = S�Q0B�:Weil QA als Q0A \ �0 de�niert wurde, giltQA = S�Q0B \ S�1�0�:Hier ist S�1�0 eine nicht durch den Ursprung laufende Ebene.Wir brauchen jetzt ein algebraisches Hilfsmittel. Wir erinnern uns daran, dasswir die euklidische Gruppe E mit der Untergruppe von GL3(R)8><>: 2 121  A y0 1 ! ���A 2 02(R); y 2 R29>=>;identi�ziert hatten. Diese Gruppe schickt �0 in sich selbst. Wir schreiben fortanE f�ur diese Untergruppe von GL3(R).Satz 6.1. Sei A 2M(3� 3;R) eine symmetrische Matrix. Es gibt ein S 2 E , sodass tSAS entweder von der Form0B@ a 0 00 a0 00 0 a00 1CA oder 0B@ a 0 00 0 b0 b 0 1CA (b 6= 0)ist.Beweis.Wir betrachten die Untermatrix  A11 A12A12 A22 ! von A. Nach dem Haupt-achsensatz gibt es ein R 2 02(R), so dass gilttR A11 A12A12 A22 !R =  a 00 a0 ! :Es k�onnte sein, dass a oder a0 Null ist. Wenn A0 6= 0 ist, d�urfen wir aber an-nehmen, dass auch A 6= 0 richtig ist. Wir wenden dann  R 00 1 ! auf A an underhalten A0 = 0B@ a 0 �0 a0 �� � � 1CAwobei die Sternchen unbekannte sind. Wir unterscheiden drei F�alle:



104 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPEN(i) a 6= 0; a0 6= 0. Wir schreiben A0 in (2 + 1)� (2 + 1) BlockformA0 =  A011 A012tA012 A022 ! ;wobei A011 =  a 00 a0 !, A012 ein Spaltenvektor und A022 2 R ist. Es giltt  E x0 1 !A0  E x0 1 ! =  A011 (A011x + A012)tA011x+ A012 � ! :Wir w�ahlen x = �A011�1A012(m�oglich, weil A011 nicht singul�ar ist). Dann ist diese Matrix von der Form0B@ a 0 00 a0 00 0 � 1CA ;wie behauptet.(ii) a 6= 0; a0 = 0. Wie im Fall (i) mit einem geeignetenx =  �u=a0 ! ; falls A012 =  u0 ! ist! kann man die Matrix auf dieForm bringen 0B@ a 0 00 0 b0 b c 1CAbringen. Wir d�urfen annehmen, dass b 6= 0 gilt, weil die Matrix sonstschon in gew�unschter Gestalt w�are. Es gilt aber mit beliebigem y:t0B@ 1 0 00 1 y0 0 1 1CA � 0B@ a 0 00 0 b0 b c 1CA �0B@ 1 0 00 1 y0 0 1 1CA = 0B@ a 0 00 0 b0 b c+ 2by 1CAWir w�ahlen y = �c=2bund haben eine Matrix in der gew�unschten Form.(iii) a = 0; a0 = 0. Wir w�ahlen ein R 2 O2(R), so dass gilttRA012 =  0u ! ;d.h. A012 wird durch tR senkrecht zur x-Achse gedreht.Dann gilt: t  R 00 1 ! �A0 �  R 00 1 ! = 0B@ 0 0 00 0 u0 u e 1CAf�ur irgendwelches c. Nun k�onnen wir vorgehen, wie wir es in Fall (ii)gemacht haben und erhalten die gew�unschte Form.



2.. QUADRIKEN UND PROJEKTIVE GEOMETRIE 105Damit ist der Satz bewiesen.Die Bedeutung dieses Satzes liegt darin, dass wir jede Quadrik durch eine geeig-nete euklidische Transformation auf eine der Normalformenax21 + a0x22 + a00 = 0oder ax21 + 2bx2 = 0 (b 6= 0)bringen k�onnen.Wir erkennen diese als die �ublichen Kegelschnitte. Wir sollten jetzt die geometri-schen Gebilde aufz�ahlen, die entstehen, wenn die Vorzeichen irgendwie gew�ahltwerden oder einige Koe�zienten Null sind. Wir nehmen an, dass A nicht 0 ist.Von der ersten Gleichung erhalten wir:1. eine Ellipse: falls a > 0; a0 > 0; a00 < 0 odera < 0; a0 < 0; a00 > 02. eine Hyperbel: falls aa0 < 0; a00 6= 03. ; falls a > 0; a0 > 0; a00 > 0 odera < 0; a0 < 0; a00 < 0a = 0; aa00 > 0a0 = 0; aa00 > 04. zwei Geraden: falls a00 = 0; aa0 < 05. eine Gerade: falls a0 = 0; a00 = 0; a = 00; a00 = 06. zwei parallele Geraden: falls a = 0; a0a00 < 0; a0 = 0; aa00 < 07. einen Punkt: falls a00 = 0; aa0 > 0.Von der zweiten Gleichung erhalten wir8. eine Parable: falls a 6= 09. eine Gerade: falls a = 0.Wir betrachten den 3., 4., 5., 6., 7. und 9. Fall als entartet.Sei P eine Funktion zweiter Ordnung und S 2 GL2(R). Dann istx 7�! P (Sx)auch eine Funktion zweiter Ordnung. Wenn QA die zu P entsprechende Quadrikist, ist S�1QA die zu dieser neuen Funktion entsprechende Quadrik. Deswegenbleibt die Gesamtheit aller Quadriken oder Kegelschnitte unter der Gruppe allerlinearen Transformationen erhalten.Jetzt wird es angebracht sein, anzunehmen, dass A nicht ausgeartet ist.Wir werden jetzt sehen, dass die Menge aller Quadriken unter der Gruppe allerprojektiven Transformationen erhalten bleibt.Wir erinnern uns daran, dass in der projektiven Geometrie die "Punkte" diedurch 0 laufenden Geraden waren, mindestens in einem der Modelle. Ein zwei-tes Modell erhielten wir, indem sich eine nicht durch O laufende Ebene � mit



106 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPENeiner durch 0 laufenden Gerade schnitt und wir diesen Schnittpunkt der Geradezuordneten.Dieses ist aber genau das Verfahren von Kapitel 6, 1.Ein Kegel ist eine Vereinigung von durch O laufende Geraden, also in der projek-tiven Geometrie eine Vereinigung von Punkten. Diese haben wir auf eine Ebene� "projeziert". Wir d�urfen dann einen Kegel als "Kegelschnitt" oder "Quadrik"in der projektiven Geometrie au�assen.�Ahnlich betrachten wir Q0A. Sei y 2 Q0A; dann gilt tyAy = 0. Sei � 2 R� , wegent(�y)A(�y) = �2 � (tyAy)folgt, dass �y 2 Q0A dann und nur dann gilt, wenn y 2 Q0A gilt. Dies ist auch eineVereinigung von durch 0 laufenden Geraden. Auch war QA die "Projektion" auf�0.Auf diese Weise k�onnen wir Q0A als ein Objekt in der projektiven Geometrieinterpretieren.Wir sahen, dass GL3(R) auf der projektiven Geometrie wirkte. Sei S 2 GL3(R);dann S�Q0A� = fSy = tyAy = 0g= fy0 : t�s�1y0�A�s�1y0� = 0g= fy0 : ty0 � tS�1AS�1 � y0 = 0g= Q0Bmit B = tS�1AS�1:Wir hatten angenommen, dass A nicht entartet war. Deswegen gibt es ein S, sodass B = 0B@ d1 0 00 d2 00 0 d3 1CA :W�aren alle dj > 0 oder alle dj < 0, w�urde folgen, dass Q0B = f0g gilt. Deshalbsind zwei dj's positiv und eines negativ oder umgekehrt. Dann giltQ0�B = Q0B;d�urfen wir annehmen, dass zwei dj's positiv sind; ohne Beschr�ankung der Allge-meinheit seien d1; d2 > 0; d3 < 0. Wenn wir statt S0BB@ pd1 0 00 pd2 00 0 qjd3j 1CCA � S



2.. QUADRIKEN UND PROJEKTIVE GEOMETRIE 107anwenden, erhalten wir B = 0B@ 1 0 00 1 00 0 �1 1CA :Wir schreiben nun H = 0B@ 1 0 00 1 00 0 �1 1CA :Wir haben jetzt gezeigt, dass alle Quadriken von der Form S�Q0H� sind, S 2GL1(R).In der projektiven Geometrie gibt es dann sozusagen nur einen Kegelschnitt;dadurch wird die Theorie viel leichter.Man kann sagen, dass1. eine Ellipse ein Kegelschnitt ist, der die imagin�are Gerade J nicht schnei-det,(Ebene nicht parallel zu einer Geraden aus der Geradenschar durch 0)2. eine Parabel ein Kegelschnitt ist, der die imagin�are Gerade J ber�uhrt,(Ebene parallel zu einer Geraden des Kegels)3. eine Hyperbel ein Kegelschnitt ist, der die imagin�are Gerade J in zweiPunkte schneidet; diese zwei Punkte stellen die Richtungen der beidenAsymptoten dar.(Ebene parallel zu 2 Geraden des Kegels)Zuletzt identi�zieren wir Q0H . Dies istn�x1; x2; x3�jx21 + x22 � x23 = 0o:Der Schnitt davon mit der Ebene x3 = z ist ein Kreis, dessen Radius jzj ist. Dassieht man, wenn man die Gleichung in der Formx21 + x22 = z2schreibt. Anders formuliert ist dieses Gebilde ein Kegel.



108 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPEN3. Der Satz von PascalDer Satz von Pascal ist eine Satz aus der projektiven Geometrie �uber Quadriken.Er wurde von Pascal ca. 1640 entdeckt, obwohl er den griechischen Mathema-tikern zug�anglich gewesen w�are. Pascal hat die Konstruktion das "hexagrammemystique" genannt.Die Aussage ist:Satz 6.2. Sei Q eine Quadrik. Seien A1; : : : ; A6 auf Q die Ecken eines Sechsecks.Sei B1 der Schnittpunkt von A1A2 und A4A5B2 der Schnittpunkt von A2A3 und A5A6B3 der Schnittpunkt von A3A4 und A6A1.Dann liegen B1; B2; B3 auf einer Gerade.Wir werden hier den Satz im Falle einer nicht ausgearteten Quadrik beweisen.Der Satz gilt auch, wenn Q eine Vereinigung von zwei Geraden ist; diese Aussagear den Griechen bekannt und hei�t der Satz von Pappos. Er kann mit �ahnlichenMittel bewiesen werden.In diesem Fall ist der Dualsatz wesentlich verschieden vom urspr�unglichen. Erwurde ca. 1815 vom Gr�under der Dualit�atslehre Brianchon entdeckt. Sogar derDualsatz des Pappos'schen Satzes wurde von Brianchon gefunden; das war 1500Jahre nach Pappos. Hier scha�te man wirklich neue Erkenntnisse mit der Dua-lit�atslehre.Satz von Pascal
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3.. DER SATZ VON PASCAL 109Beweis. Der Satz ist aus der projektiven Geometrie. Wir d�urfen deshalb pro-jektive Transformationen anwenden. Wir tun es so: die Gerade A1A2 soll dieimagin�are Gerade J sein (siehe Zeichnung); dann wird Q eine Hyperbel. Wirw�ahlen als Achsen die Symptoten von Q. Wir k�onnen dann annehmen, dass Qdie Hyperbel x1x2 = 1ist. Wir nehmen an, dass A1 (bzw. A2) in der Richtung der 1-Achse (2-Achse)ist.Seien A3 = (s; s�1)A4 = (t; t�1)A5 = (u; u�1)A6 = (v; v�1):Dann ist B1 der Punkt auf J , der durch die Richtung von A4A5 bestimmt ist. Dashei�t, wir m�ussen zeigen, dass A4A5 und B2B3 parallel sind (denn zwei paralleleGeraden schneiden J im gleichen Punkt).Nun ist B2 der Schnitt von der durch A3 laufenden Gerade, die parallel zur2-Achse ist und der Gerade A5A6. Die Steigung der Geraden A5A6 ist aberx2 � u�1x1 � u = v�1 � u�1v � u = � 1vu:Die durch A3 laufende Gerade ist durch x1 = s charakterisiert. Deswegen istB2 = �s; u�1 � s� uuv � = �s; u�1 + v�1 � s=uv� :B3 ist der Schnitt von der durch A6 laufenden Gerade, die parallel zur 1-Achseist und der Geraden A3A4. Die Steigung istx2 � s�1x1 � s = � 1st ;die durch A6 laufende Gerade wird durch x2 = v�1 beschrieben. Wir erhalten f�urB3 B3 = �s� t� stv ; v�1� :Die Steigung von B2B3 ist daher�u��1 + v�1 � s=uv�� �v�1�s� (s+ t� st=v) = v�1u�1(v � s)tv�1(s� v) :Man bemerke, dass Z�ahler und Nenner nicht Null sind. Dieser Ausdruck l�a�t sichzu �u�1t = � 1ut



110 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPENvereinfachen.Die Steigung von A4A5 ist t�1 � u�1t� u = 1tu:Aus der Gleichheit der beiden Steigungen folgt, dass A4A5 und B2B3 parallelsind. Damit ist der Satz bewiesen.Durch diesen Satz wird es m�oglich, Quadriken in der projektiven Geometrie zude�nieren.
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3.. DER SATZ VON PASCAL 111Wir werden zeigen:1. Seien P1; : : : ; P5 f�unf Punkte in der projektiven Ebene. Dann gibt es eineQuadrik Q, so dass P1; : : : ; P5 auf Q liegen.2. Liegen keine drei Punkte P1; : : : ; P5 auf einer Geraden, so ist Q nicht aus-geartet und eindeutig bestimmt.3. Sind P1; : : : ; P5 wie in 2., kann Q so konstruiert werden:Verbinde P1P2 und P3P4; sei R der Schnittpunkt. Sei L eine beliebige, durch Rlaufende Gerade.Sei AL der Schnittpunkt von L und P3P5.Sei BL der Schnittpunkt von L und P1P5.Sei ML der Schnittpunkt von P4BL und P2AL.Dann liegt ML auf Q und jeder Punkt M auf Q (au�er P1; P2; P3; P4; P5) kannals ein ML f�ur geeignetes L konstruiert werden.Diese Konstruktion ist nicht ohne Bedeutung f�ur die Bestimmung von Kometen-bahnen in der Astronomie.Zu 1.: Wir nehmen an, dass Pj durch xj 6= 0 dargestellt wird. Dass x1; : : : ; x5auf Q0A liegen, ist gleichbedeutend damit, dass gilttxjAxj = 0:Diese bilden f�unf lineare Gleichungen in den sechs Ver�anderlichen(A11; A22; A33; A12; A23; A31). Da 6 > 5 gilt, gibt es eine L�osung und da-mit eine geeignete Matrix A.Zu 2.: W�are Q ausgeartet, w�urde sie aus h�ochstens zwei Geraden bestehen. Aufeiner davon m�ussen dann mindestens drei Punkte sein. Es wurde aber voraus-gesetzt, dass keine drei Punkte auf einer Geraden liegen. Deshalb kann Q nichtausgeartet sein. Au�erdem folgt aus 2.: P1; : : : ; P5 sind verschieden.Um zu beweisen, dass Q eindeutig bestimmt ist, gen�ugt es zu zeigen, dass zweiverschiedene nicht ausgeartete Quadriken Q;Q0 sich in h�ochstens vier Punktenschneiden.Es seien A1; A2 zwei solche Schnittpunkte. Wir machen A1A2 zur imagin�arenGerade J . Wie im Beweis des Pascalschen Satzes k�onnen wir annehmen, dass Qdie Form x1x2 = 1 annimmt. Da Q0 parallele Asymptoten zu denen von Q hat,mu� die Gleichung f�ur Q0 �x1 � a��x2 � b� = csein. Diese zwei Gleichungen haben entweder keine oder zwei gemeinsame L�osun-gen.Zu 3.: Liegt M auf Q, ist P1P2MP4P3P5 ein Sechseck, wie im PascalschenSatz. Deshalb entsteht nach diesem Satz jedes M als ein ML. Wir m�ussen nochzeigen, dass keine zus�atzlichen Punkte au�erhalb von C vorkommen k�onnen.



112 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPENAnders ausgedr�uckt hei�t das, wir zeigen, dass jedes L (au�er P1P2 oder P3P4)vorkommen darf.Daf�ur w�ahlen wir eine ebenes Modell der projektiven Geometrie so, dass derSchnitt von P1P2 und P3P5 auf J liegt. Die m�oglichen L's, au�er P1P2 bzw.P3P4 werden durch AL charakterisiert. Sei A = AL; wir wissen, dass die GeradeP2A die Quadrik in zwei Punkten schniedet oder tangential zu Q ist (projektivgesehen, m�ussen wir diese Aussage nur f�ur einen Kreis beweisen; das entsprichtder Aussage: eine Gerade schneidet einen Kreis in 0; 1 oder 2 Punkten; falls sieihn in einem Punkt schneidet, ist sie tangential).Sei N der zweite Schnittpunkt (oder P2, falls P2A zu Q tangential ist). Sei B derSchnittpunkt von P4N und P1P5. Nach dem Pascalschen Satz liegt B auf L; Bist deswegen BL.Damit haben wir f�ur jede Gerade L einen Punkt N auf Q zugeordnet, so dassgilt ML = N:Damit ist die dritte Behauptung bewiesen.



4.. ORTHOGONALE GRUPPEN 1134. Orthogonale GruppenSei V ein Vektorraum und Q : V ! R eine nicht ausgeartete quadratische Form.Ebenso schreiben wir Q f�ur die bilineare FormQ : V � V ! R;die von Q hergeleitet wurde. Das einfachste Beispiel daf�ur, n�amlich die euklidi-sche Form, erhalten wir mit A =  1 00 1 ! = E2:Dann ist Q(x; x) =k x k2= hx; xi, dennQ(x) =t xE2x = x21 + x22:Es ist allgemein Q(x; x) = Q(x)Q(x; y) = 12�Q(x + y)�Q(x)�Q(y)�:De�nition. Die orthogonale Gruppe O(V;Q) ist die Gruppe aller linearen Ab-bildungen a : V ! V;so dass gilt Q�a(x)� = Q(x):Diese ist eine Untergruppe von GL(V ), denn:1. wenn a; b in O(V;Q) sind, fann folgtQ �a�b(x)�� = Q�b(x)� = Q(x);deshalb ist auch ab in O(V;Q).2. wenn a in O(V;Q) ist, folgtQ(x) = Q�a � a�1(x)� = Q�a�1(x)�;deshalb liegt auch a�1 in O(V;Q).Man bemerke:Q�a(x); a(y)� = 12 �Q�a(x + y)��Q�a(x)��Q�a(y)��= 12�Q(x + y)�Q(x)�Q(y)�= Q(x; y):



114 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPENSei V endlich dimensional; wir identi�zieren V mit Hilfe einer Basis mit RN .Dann wird Q durch eine symmetrische Matrix S 2 M(N � N ;R) dargestellt,n�amlich Q(x) = txSxQ(x; y) = txSy;wobei x; y als Spaltenvektoren aufgefa�t werden und Q(x) statt Q(x; x) geschrie-ben wird. Wir k�onnen dann O(V;Q) auch mit der UntergruppeON(X) = fA 2 GLN(R)j tASA = Sgvon GLN (R) identi�zieren. Das alles haben wir schon in AGLA I gesehen.Au�er der euklidischen Form werden noch andere wichtig sein; w�ahle p; q � 0mit p+ q = N . SetzeQ(x) = x21 + : : :+ x2p � x2p+1 � : : :� x2N ;hier sind p Quadrate mit positivem Vorzeichen, q mit negativem Vorzeichen. Dieorthogonale Gruppe wird mit Op;qbezeichnet.Ein Spezialfall ist O3;1, die orthogonale Gruppe von x21 + x22 + x23 � x24, dieMinkowski-Metrik der speziellen Relativit�atstheorie. Die Lorenz-Transformation(jvj) < 1) x1 7�! x1 � vx4p1� v2x2 7�! x2x3 7�! x3x4 7�! x4 � vx1p1� v2liegen in O3;1. Deswegen hei�t O3;1 auch die Lorenz-Gruppe.Die quadratische Form x21 + x22 � x23 wurde in Kapitel 6, 2. verwendet, um einenKegel zu beschreiben. Aus diesem Grund spielt O2;1 eine wichtige Rolle in derTheorie der Quadriken.Im allgemeinen gibt es keine "Formel" f�ur orthogonale Gruppen, und es istschwierig, einen �Uberblick �uber die ganze Gruppe zu scha�en. In diesem Ab-schnitt wird gezeigt, wie man in O(V;Q) einige Elemente explizit konstruierenkann.Zuerst sei x 2 V;Q(x) 6= 0. Solche Elemente gibt es; sonst w�are Q(x; y) auchimmer Null und Q w�are ausgeartet.



4.. ORTHOGONALE GRUPPEN 115Dann de�nieren wir die lineare Abbildung�x : V 7�! V ; v 7�! v � 2Q(x; v)Q(x)�1x:Diese Abbildung hat die Eigenschaften�x(x) = x� 2Q(x)Q(x)�1x= �xund �x(y) = y falls Q(x; y) = 0:Im Falle von der euklidischen Metrik Q kann man dies als Spiegelung in der"Ebene" fu : Q(x; u) = 0g interpretieren. Deswegen hei�t �x auch eine Spiege-lung.Wir weisen jetzt nach, dass �x in O(V;Q) liegt. Man hatQ��x(v)� = Q �v + �� 2Q(x; v)Q(x)�1�x�= t �v � 2Q(x; v)Q(x)�1� � A �v � 2Q(x; v)Q(x)�1x�= Q(v) + 4 �Q(x; v)Q(x)�1�2Q(x; x) + 2 � 2 ��Q(x; v)Q(x)�1Q(x; v)�= Q(v) + 2Q(x; v)2Q(x)�1 � 4Q(x; v)2Q(x)�1= Q(v):Damit erhalten wir �x 2 O(V;Q):Wir benutzen die �'s jetzt, um das folgende Lemma zu beweisen:Lemma. Seien x; y 2 V;Q(x) = Q(y) 6= 0. Dann gibt es a 2 O(V;Q) mita(x) = y:Beweis. Wegen der Gleichung von Ptolem�ausQ(x + y) +Q(x� y) = 2�Q(x) +Q(x)�= 4Q(x) 6= 0folgert man, dass entweder Q(x+ y) 6= 0oder Q(x� y) 6= 0gilt.Nehmen wir an Q(x� y) 6= 0;



116 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPENso folgt daraus �x�y(x) = x� 2Q(x� y; x)Q(x� y)�1(x� y):Mit Q(x� y; x� y) = Q(x) +Q(y)� 2Q(x; y)= 2Q(x)� 2Q(x; y)= 2Q(x; x� y)gilt �x�y(x) = x� (x� y)= ywie erw�unscht.Gilt aber Q(x� y) = 0, so erhalten wirQ(x + y) 6= 0:Wird y durch �y ersetzt, erhalten wir von der obigen Gleichung�x�y(x) = �y:Folglich ist wegen �x(x) = �x �y��x�y(x)� = y:Deshalb existiert in beiden F�allen ein geeignetes Element von O(V;Q).Wir benutzen dieses Lemma nun, um eine allgemeinere Aussage machen zuk�onnen:Satz 6.3.Wir behalten die obige Bezeichnung bei. SeienW1;W2 Unterr�aume vonV , so dass die Einschr�ankungen von Q auf W1 und W2 nicht ausgeartet sind.Wir nehmen an, dass eine bijektive lineare Abbildunga : W1 !W2existiert, so dass gilt Q�a(x)� = Q(x):Dann gibt es ein ~a 2 O(V;Q), so dass die Einschr�ankung ~ajW1 wieder a ist;~ajW1 = a:Beweis. Dieser Beweis macht von der Induktion nach dim(W1) Gebrauch. ImFalle von dim(W1) = 1 ist die Aussage genau die des Lemmas. F�ur dim(W1) > 1



4.. ORTHOGONALE GRUPPEN 117d�urfen wir annehmen, dass sie schon f�ur niedrigere Dimensionen als dim(W1)bewiesen worden ist.Da Q auf W1 nicht ausgeartet ist, gibt es ein x1 2 W1, so dass Q(x1) 6= 0 gilt. Seiy1 = a(x1). Dann gilt Q(y1) = Q(x1). Nach dem Lemma gibt es ein b 2 O(V;Q),so dass b(y1) = x1 gilt. Wir ersetzen W2 durch W 02 = bW2 und a durch ba. Es giltba : W1 !W 02 und Q�ba(x)� = Q �b�a(x)��= Q�a(x)�= Q(x)f�ur x 2 W1. Deshalb gen�ugen W1;W 02; ba denselben Voraussetzungen wieW1;W2; a. Wir werden zeigen, dass es ein c 2 O(V;Q) gibt, so dass giltcjW1 = bajW1:Denn dann liegt auch ~a := b�1ain O(V;Q) und gen�ugt ~ajW1 = b�1cjW1 = ajW1;wie im Satz verlangt wurde.Wir haben aber auch ba(x1) = x1. SeiU = hx1i= fy 2 V : Q(x1; y) = 0g:Da Q(x1) 6= 0 gilt, folgt x1 62 U . Man hatU \ hx1i = f0gund folgert: V = U � hx1i:Sei W �1 = W1 \ UW �2 = W 02 \ U:Da x1 2 W1; x1 2 W 02 gelten und Q auf W1 und W 02 nicht ausgeartet ist, folgtW1 = W �1 � hx1iW 02 = W �2 � hx1i:



118 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPENDie Summanden sind senkrecht zueinander. Deswegen ist Q auf W �1 ;W �2 und Unicht ausgeartet. Sei auch w 2 W �1 . Dann istQ�ba(w); x1� = Q�ba(w); ba(x1)�= Q(w; x1)= 0;deshalb gilt ba�W �1 � = W �2 :Dabei ist ba surjektiv, weil ba immer injektiv bleibt und zus�atzlich gilt:dim�W �1 � = dim(W1)� 1= dim(W 02)� 1= dim(W �2 ):F�ur x 2 W �1 hat man Q�ba(x)� = Q(x):Deswegen sind die Voraussetzungen des Satzes erf�ullt, wenn V;W1;W2 durchU;W �1 ;W �2 ersetzt sind. Nach der Induktionsannahme gibt es ein c1 : U ! U , sodass c1jW �1 = bajW �1 :Wir de�nieren nun c auf V = U � hx1i durchc�u; �x1� = �c1u; �x1� (� 2 R):Es folgt cjhx1i = Identit�atcjW �1 = bajW �1 :Deswegen ist cjW �1 � hx1i = bajW �1 � hx1i:Weil U und hx1i zueinander senkrecht sind, hat manQ�c(u; �x1)� = Q(c1u; �x1)= Q(c1u; o) +Q(o; �x1)= Q(u; o) +Q(o; �x1)= Q(u; �x1):Deswegen liegt c in O(V;Q). Wir haben gezeigt, dass c die notwendigen Eigen-schaften hat. Damit ist der Satz bewiesen.Es sichert die Existenz von vielen Elementen von O(V;Q). Eine Anwendungwerden wir im n�achsten Abschnitt sehen.



5.. DAS SYLVESTERSCHE TR�AGHEITSGESETZ 1195. Das Sylvestersche Tr�agheitsgesetzWir haben gesheen, dass f�ur eine nicht ausgeartete quadratische Form Q aufeinem endlich dimensionalen Vektorraum V eine Basis e1; : : : ; eN von V existiert,so dass gilt Q(ei; ej) = 0 (i 6= j):Anders ausgedr�uckt ist die zugeh�orige Matrix diagonal. Wenn der K�orper R ist,wie er es in unseren Beispielen auch sein wird, k�onnen wir es scha�en, dass dieDiagonalelemente Q(ei; ej) entweder +1 oder �1 sind.Das k�onnen wir auch wie folgt formulieren: Sei S 2 M(N � N ;R) eine symme-trische nicht-singul�are Matrix. Dann gibt es ein A 2 GLN(R), so dass gilt
tASA = 0BBBBBBBBBB@

1 . . . 1 9>>=>>; p 00 �1 . . . �1 9>>=>>; q
1CCCCCCCCCCADies kann man auf mehreren Wegen erreichen. Zum Beispielx2 + 6xy + 4y2 = (x+ 3y)2 � �p5y�2aber auch = � �p5x2 �2 + �32x + 2y�2 :Wir lassen allgemein A 2 GLN (R) zu. Im Hauptachsensatz betrachtet man aus-schlie�lich A 2 ON ; davon ist hier aber nicht die Rede.Das Sylvestersche Tr�agheitsgesetz besagt, dass die Anzahl von positiven Gliedern(bzw. negativen Gliedern) in einer solchen Diagonalisierung unabh�angig von derDiagonalisierung ist.Zum Beispiel gibt es kein A 2 GL5(R), so dass gilttA � 0BBBBBB@ 1 0 0 0 00 �1 0 0 00 0 �1 0 00 0 0 �1 00 0 0 0 �1

1CCCCCCA � A = 0BBBBBB@ 1 0 0 0 00 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 �1 00 0 0 0 �1
1CCCCCCAgilt. Man de�niert dann die Signatur von Q alsAnzahl von positiven Gliedern- Anzahl von negativen Gliedernin einer Diagonalisierung von Q. Wegen des Hauptachsensatzes kann diese Zahlmit der



120 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPENAnzahl von positiven Eigenwerten- Anzahl von negativen Eigenwertengleichsetzen, weil die Eigenwerte die diagonalen Glieder in der Hauptachsendia-gonalisierung sind. Deswegen kann der Index vom charakteristischen Polynomausgerechnet werden. Die Hilfsmittel sind die Descartessche Vorzeichenregel oderdie Sturmsche Kette, die Methoden anbieten, die Anzahl von Nullstellen einesPoylnoms in einem gegebenen Intervall durch Betrachtung der Koe�zienten aus-zurechnen.Es ist auch �ublich, statt p� q anzugeben,(+;+; : : : ;+| {z }p ;�; : : : ;�| {z }q )als Signatur zu schreiben.Satz 6.4 (Sylvestersches Tr�agheitsgesetz). Sei Q eine nicht ausgeartete qua-dratische Form auf einem Vektorraum V . Seien e1; : : : ; eN und e01; : : : ; e0N Basenvon V , so dass Q(ei; ej) = 0; Q(e0i; e0j) = 0 (i 6= j) gelten. Dann gilt:Cardfi : Q(ei) > og = Cardfi : Q(e0i) > 0g:Es werden hier zwei Beweise angegeben. Sie sind grundverschieden. Der erste isteinfacher; beim zweiten werden weitere Hilfsmittel benutzt.Erster Beweis. SeienV+ = heijQ(ei) > 0i ; V� = heijQ(ei) < 0iV 0+ = he0ijQ(e0i) > 0i ; V 0� = he0ijQ(e0i) < 0i:Nach Voraussetzung geltenV = V+ � V� ; V = V 0+ � V 0�;weil f�ur jedes i entweder Q(ei) > 0 oder Q(ei) < 0 (bzw. Q(e0i) > 0 oder Q(e0i) <0) zutri�t. Dar�uber hinaus folgt f�ur i mit Q(ei) > 0, j mit Q(ej) < 0i 6= jund daher Q(ei; ej) = 0:Deswegen sind V+ und V� bez�uglich Q senkrecht; d.h. f�ur x 2 V+; y 2 V� giltimmer Q(x; y) = 0:QjV+ ist positiv de�nit, QjV� ist negativ de�nit.Analoge Aussagen gelten f�ur V 0+; V 0�.



5.. DAS SYLVESTERSCHE TR�AGHEITSGESETZ 121Wir nehmen jetzt an, dass der Satz nicht richtig ist, d.h.dim(V+) 6= dim(V 0+):Wir d�urfen annehmen, dass giltdim(V+) > dim(V 0+):Sei r = dim(V 0+):Wir w�ahlen x1; : : : ; xr+1 2 V+; x1; : : : ; xr+1 linear unabh�angig. In der ZerlegungV = V 0+ � V 0�schreiben wir xj = yj + zj:Da dim(V 0+) = r gilt, sind y1; : : : yr+1 linear abh�angig. Seir+1Xj=1�jyj = 0eine Relation, wobei nicht alle �j Null sind. Dann seix = �1x1 + : : :+ �r+1xr+1weil x1; : : : ; xr+1 linear abh�angig gew�ahlt worden sind, folgtx 2 V+; x 6= 0;und folglich Q(x) > 0:Aber auch x = �1�y1 + z1�+ : : :+ �r+1�yr+1 + zr+1�= ��1y1 + : : :+ �r+1yr+1�+ ��1z1 + : : :+ �r+1zr+1�= 0 + ��rz1 + : : :+ �r+1zr+1�2 V 0�:Deswegen Q(x) � 0:Das ist unm�oglich. Deshalb ist die Annahme, dass dim(V+) und dim(V 0+) ungleichwaren, falsch. Damit ist der Satz bewiesen.Zweiter Beweis. Wir bemerken zuerst, dass es nichts zu beweisen gibt, falls Qpositiv de�nit ist.



122 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPENSeien p = Cardfi : Q(ei) > 0g ; q = Cardfi : Q(ei) < 0gp0 = Cardfi : Q(e0i) > 0g ; q0 = Cardfi : Q(e0i) < 0g:Wir nehmen auch an, dassQ(ei) = �1; Q(e0i) = �1 gelten. Wir d�urfen annehmen,dass jp� qj � jp0 � q0jgilt. Da wir Q durch �Q ersetzen d�urfen, k�onnen wir auch p > q annehmen.Nach Umnummierung der Basiselemente hat die Matrix die Form0BBBBBBBBBBBBBBB@
1 1 9>=>; p� q 01 1 1 9>=>; q0 �1 �1 9>=>; q

1CCCCCCCCCCCCCCCAbez�uglich der ersten Basis und0BBBBBBBBBBBBBBB@
�1 �1 01 1 9>=>; q0 �1 �1 9>=>; q

1CCCCCCCCCCCCCCCAbez�uglich der zweiten Basis. Die zweite Aussage folgt, weil geltenq = 12�p + q � (p� q)�= 12�N � jp� qj�� 12�N � jp0 � q0j�= 12�(p0 + q0)� jp0 � q0j�und jp0 � q0j � p0 � q0jp0 � q0j � q0 � p0



5.. DAS SYLVESTERSCHE TR�AGHEITSGESETZ 123und daher q � 12�(p0 + q0)� (p0 � q0)� = q0q � 12�(p0 + q0)� (q0 � p0)� = p0:Weil p0 � q0 � q gelten, gibt es mindestens q-mal +1 und q-mal �1, f�ur die nochunbekannten Elemente steht �1. Es ist zu zeigen, dass diese alle +1 sind.Sei U1 � V von den letzten 2q Basiselementen der ersten Basis erzeugte Un-terraum. Sei U1 � V der von der letzten 2q Basiselementen der zweiten Basiserzeugte Unterraum. Da die Einschr�ankung von Q auf U1 und U2 dieselbe Formaufweisen, gibt es a : U1 ! U2 mitQ�a(x)� = Q(x):Nach Satz 6.3 gibt es ein ~a 2 O(V;Q) mit~ajU1 = a:Nun ist U?1 (bzw. U?2 ) von den ersten p � q Elementen der ersten Basis (bzw.der zweiten Basis) erzeugte Unterraum von V . Es gilt auch~a�U?1 � = U?2 ;denn x 2 U?1 ; a(y) 2 U2 (wobei y 2 U1)liefert Q�~a(x); a(y)� = Q�~a(x); ~a(y)�= Q(x; y)= 0:Deswegen hat man ~a�U?1 � � U?2 :Um die andere Richtung zu zeigen, benutzen wirdim �U?1 � = dim(V )� dim(U1)= p� q= dim(V )� dim(U2)= dim �U?2 �:Da ~a bijektiv ist, gilt ~a�U?1 � = U?2 ;weil die zwei R�aume dieselbe Dimension haben.



124 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPENSei nun x 2 U?2 . Dann gibt es ein y 2 U?1 mit ~a(y) = x. Es folgtQ(x) = Q�~a(x)�= Q(y)> 0:Deswegen ist QjU?2 auch positiv de�nit. Die Matrix von Q bez�uglich der zweitenBasis kann dann nur0BBBBBBBBBBBBB@
1 1 1 1 9>>>=>>>; p� q 01 1 ) q0 1 1 ) q

1CCCCCCCCCCCCCAsein. Das ist aber genau das, was bewiesen werden mu�te.



6.. EINIGE ORTHOGONALE GRUPPE 1256. Einige orthogonale GruppeEs wurde oben betont, dass es in der Regel keine "Formel" f�ur die orthogona-len Gruppen gibt. Nichtsdestoweniger kann man bei kleinen Dimensionen alleorthogonalen Gruppen durch andere -besser bekannte Gruppen- ausdr�ucken.Die Lister der in Frage kommenden Gruppen istdim(V ) = 2; Signatur = (+;+)= 2; Signatur = (+;�)= 3; Signatur = (+;+;+)= 3; Signatur = (+;+;�)= 4; Signatur = (+;+;+;+)= 4; Signatur = (+;+;+;�)= 4; Signatur = (+;+;�;�):Hiermit sind alle F�alle mit dim(V ) � 4 abgedeckt, weil O(V;Q) = O(V;�Q)gilt.Die zweidimensionalen F�alle sind aus der Schulmathematik bekannt. Der Fall(+;+;+) ist f�ur die Geometrie realer Gegenst�ande von gro�em Interesse. F�urBesserwissende ist (+;+;+;�) noch von gr�o�erer Bedeutung, weil damit dieLorentzgruppe der speziellen Relativit�atstheorie behandelt wird. Die hier ange-gebene Beschreibung dieser Gruppe spielt heutzutage eine wichtige Rolle in dertheoretischen Physik.Die �ahnliche Signatur (+;+;�) kommt, wie wir schon gesehen haben, in derGeometrie der Quadriken vor. Wir werden sehen, dass diese Gruppe in der hy-perbolischen Geometrie entscheidend sein wird.Hier werden die Konstruktionen der Gruppen beschrieben. Es wird aber nichtnachgewiesen, dass damit alle Gruppenelemente erfa�t werden. Um dies zu zei-gen, mu� man beweisen, dass alle Spiegelungen schon dargestellt worden sind.Dann mu� gezeigt werden, dass ein beliebiges g 2 O(V;Q) in der Form S1 : : : Skgeschrieben werden kann, wobei die Sj s�amtlich Spiegelungen sind.Um das zu beweisen, sei e1; : : : ; en eine Basis, so dassQ(ei; ej) = 0 (i 6= j)= 1 (i = j � p)= �1 (p < i = j � n):Dann gen�ugen f1 = g(e1); : : : ; fn = g(en) denselben Bedingungen. Nach demLemma von Kapitel 6, 3. gibt es eine Spiegelung oder das Produkt zweier Spie-gelungen S1; so dass S1e1 = f1. Wir ersetzen g durch S�11 g. Nun sind f1; : : : ; fnderart, dass f1 = e1 gilt. Deswegen isthe2; : : : ; eni = he1i? = hf1i?= hf1; : : : ; fni:



126 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPEND.h., das neue g schickt den Raum he2; : : : ; eni in sich selbst. Es gibt dann einProdukt von Spiegelungen, das g auf he1; : : : eni darstellt. Weil die Spiegelungenin he2; : : : ; eni de�niert sind und weil �v auf hvi? trivial operiert, lassen sich aufhe1i � he2; : : : ; eni fortsetzen. Auf diese Weise haben wir S�11 g als ein Produktvon Spiegelungen dargestellt und damit auch g.Nach diesen Bemerkungen beschreiben wir die orthogonalen Gruppen der obenangegebenen Liste.1. dim(V ) = 2, Signatur = (+,+).Hier ist Q(x) = x21 + x22undO(V;Q) = ( cos � � sin �sin � cos � ! ���� 2 R) [ ( cos � � sin �� sin � � cos � ! ���O 2 R)wie schon in AGLA I bewiesen worden ist.2. dim(V ) = 2, Signatur = (+,-).Hier ist Q(x) = x21 � x22= �x1 + x2��x1 � x2�:Wir f�uhren neue Koordinaten ein:y1 = x1 + x2y2 = x1 � x2:Dann wird Q0(y) = y1y2und O(V;Q0) = ( t 00 t�1 ! : t 2 R�) [ ( 0 �tt�1 0 ! ���t 2 R�) :Beweis. Sei  a bc d ! 2 O(V;Q0). Daraus folgt, dassQ  a bc d ! y1y2 !! = Q y1y2 !sein mu�, also �ay1 + by2��cy1 + dy2� = y1y2;oder ac = 0; bd = 0; ad+ bc = 1:



6.. EINIGE ORTHOGONALE GRUPPE 127L�ost man diese Gleichungen, so kommt man auf die angegebene Form.3. dim(V ) = 3, Signatur = (+,+,-).Die quadratische Form ist x21 + x22 � x23:Wir f�uhren neue Koordinaten einy1 = x1y2 = x2 + x3y3 = x2 � x3:Die quadratische Form ist jetzt y21 + y2y3:Das Wichtigste ist nun, diesen Ausdruck mit� det y1 y2y3 �y1 !zu identi�zieren.Diese Matrix hat die Spur =0. Umgekehrt kann jedes 2�2-Matrix mit verschwin-dender Spur in dieser Form geschrieben werden.Wir schreiben dann V = na 2M(2� 2;R)jTr(A) = 0oQ(A) = �det(A):Wir erhalten Elemente aus O(V;Q) von GLN(R) durch das folgende Verfahren:g 2 GL2(R) liefert die lineare AbbildungA 7�! gAg�1auf V . Es gilt auch Q(gAg�1) = � det(gAg�1)= � det(g) det(A) det(g)�1= � det(A)= Q(A):Deshalb liegt diese lineare Abbildung in O(V;Q).Es kann nat�urlich passieren, dass zwei Elemente g1; g2 2 GL2(R) dieselbe lineareAbbildung liefern. Das w�urde bedeuten:g1Ag�11 = g2Ag�12



128 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPENf�ur alle A. Das hei�t (da V eine GL2(R)-Menge ist)�g�12 g1� �A = A�g�12 g1�:Die Spur von A war Null. Jedes B 2M(2�2;R) kann aber als �B � 12Tr(B)E2�+12Tr(B)E2 geschrieben werden. Da g�12 g1 mit allen A 2 V und auch mit E2kommutiert und B � 12Tr(B)E2 in V liegt, folgt�g�12 g1�B = B�g1g�12 �f�ur alle B. Deswegen mu� (nach AGLA I) g�12 g1 von der Form �E2�� 2 R��sein. Man kann dann O(V;Q) mitGL2(R)=n�E2 : � 2 R�oidenti�zieren. Man bemerke, dass die Untergruppe ein Normalteiler ist.Die eben durchgef�uhrte Idee liegt auch den anderen Beispielen zugrunde. Wichtigist, dass bei 2� 2-Matrizen die Determinante eine quadratische Form ist.Der n�achste Fall wird �ahnlich behandelt.4. dim(V ) = 4 , Signatur = (+,+,-,-).Die quadratische Form ist x21 + x22 � x23 � x24:Wir f�uhren neue Koordinaten einy1 = x1 � x3y2 = x1 + x3y3 = x2 + x4y4 = x4 � x2:Dann wird die quadratische Formy1y2 � y3y4 = det y1 y3y4 y2 ! :Wir nehmen V = M(2� 2;R)Q : Q(A) = det(A):Wir betrachten V als GL2(R) �GL2(R)-Menge�GL2(R) �GL2(R)� � V ! V�(g1; g2); A� 7�! g1Ag�12 :



6.. EINIGE ORTHOGONALE GRUPPE 129Nun gilt Q�g1Ag�1� = det �g1Ag�12 �= det(g1) det(A) det(g2)�1= det(g1) det(g2)�1Q(A):Wir betrachten deswegen die UntergruppeG = n(g1; g2) 2 GL2(R) �GL2(R)j det(g1) = det(g2)o:F�ur (g1; g2) 2 G hat man dannQ�g1Ag�12 � = Q(A):Die Untergruppe n(�E2; �E2)j�R�o wirkt trivial, so dass man kann O(V;Q) mitG=n(�E2; �E2)j� 2 Rxoidenti�zieren kann.Um die anderen drei Beispiele zu behandeln, braucht man Matrizen ausM(2� 2; C ).5. dim(V ) = 3, Signatur = (+,+,+).Hier ist die quadratische Form x21 + x22 + x23:Wir f�uhren neue (komplexe) Koordinaten ein:y1 = x1 + ix2�y1 = x1 � ix2y3 = x3:Dann ist die quadratische Formy1�y1 + y23 = � det y3 y1�y1 �y3 ! :Die Matrix stellt dann eine Hermitesche Form mit Spur Null dar. GL2(C ) ope-riert auf der Menge aller nA 2M(2� 2; C ) : tA = Aodurch A 7�! gAt�g:



130 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPENSei A =  u v�v �u ! (u 2 R; v 2 C );eine solche Matrix. Dann ist die Spur von gAt�g�jaj2 + jcj2 � jbj2 � jdj2�u+ 2Re�(a�b + c �d)v�:Da die Spur gleich Null sein soll, verlangen wirjaj2 + jcj2 = jbj2 + jdj2a �d+ c �d = 0:Diese Bedingungen bestimmen eine Untergruppe von GL2(C ), da sie Elementefestlegen, die alle dieselbe Eigenschaft haben. Da Q erhalten bleiben soll, mu�eine weitere Forderung an g gestellt werden, n�amlich j det(g)j2 = 1 (vgl. Fall6 unten). Man kann sich �uberlegen, dass die folgende Menge zwar nicht alleL�osungen darstellt, aber ausreichend ist:G = ( � ���� �� ! ��� j�j2 + j�j2 = 1) [ ( � ��� ��� ! ��� j�j2 + j�j2 = 1) ;womit die obigen Bedingungen o�ensichtlich erf�ullt sind. Die Gruppe O(V;Q) istzu G=f�E2gisomorph.6. dim(V ) = 4, Signatur = (+,+,+,-).Hier ist die quadratische Form gleichx21 + x22 + x23 � x24:Wir f�uhren wieder neue Koordinaten einy1 = x3 + x4y2 = x4 � x3y3 = x1 + ix2�y3 = x1 � ix2:Dann ist die quadratische Formjy3j2 � y1y2 = � det y1 y3�y3 y2 ! :Diese Matrix stellt eine allgemeine Hermitesche Form dar. Die Gruppe GL2(C )operiert auf fA 2M(2� 2; C )jt �A = Ag



6.. EINIGE ORTHOGONALE GRUPPE 131durch A 7�! gAt�g:Wir erhalten Q�gAt�g� = det(g)Q(A) det(�g)= j det(g)j2Q(A):Wir m�ussen mindestens verlangen, dassj det(g)j2 = 1:Weil aber f�ur � 2 C mit j�j2 = 1 gilt(�E2)At(�E2) = Ak�onnen wir uns auf diejenigen g mitdet(g) = 1beschr�anken. Deswegen operiert SL2(C ) als orthogonale Gruppe. Man stellt wie-der fest, dass SL2(C )=f�E2g zu einer Untergruppe von O(V;Q) vom Index 2isomorph ist. Die Spiegelung (y1; y2; y3) 7�! (y2; y1; y3) ist nicht dargestellt.7. dim(V ) = 4, Signatur = (+,+,+,+).Hier ist die quadratische Form x21 + x22 + x23 + x24gegeben.Wir f�uhren jetzt die neuen Koordinaten einy1 = x1 + ix2y2 = x3 + ix4�y1 = x1 � ix2�y2 = x3 � ix4:Dann wird die quadratische Formjy1j2 + jy2j2 = det y1 y2��y2 �y1 ! :Wir bemerken zun�achst, dass u v��v �u ! �  u0 v0��v0 �u0 ! =  uu0 � v �v0 uv0 + v �u0��vu0 � �u�v0 �u�u0 � �v �v0 ! ;



132 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPENdeshalb ist ein Produkt zweier Matrizen der Form  u v��v �u ! wieder von der-selben Form. Die Menge aller solchen nicht verschwindenden Matrizen bildendeswegen eine Untergruppe G von GL2(C ). SeiV = ( y1 y2��y2 �y1 ! 2M(2� 2; C )) :Dann wird V eine G�G-Menge durch�(g1; g2); A� 7�! g1Ag�12 :Auf diese Weise erh�alt man ein Element aus O(V;Q). Die orthogonale Gruppewird hier G�G=n(E2; E2); (�E2;�E2)o:Schlu�bemerkung. Der Grund daf�ur, dass viele dieser Gruppen aus zwei Teilenbestehen, ist folgender:Auf O(V;Q) kann man die Determinante de�nieren. Wie wir schon gesehen haben(vgl. Beweis zu Satz 4.1), gilt f�ur A 2 O(V;Q)det(A) = �1:Man kann nachrechnen, dass det(S) = �1gilt, falls S eine Spiegelung ist. (Hier und auch in anderen Zusammenh�angenbenehmen sich orthogonale Gruppen wie symmetrische Gruppen, Spiegelungenwie Transpositionen.)Deshalb haben wir eine Abbildungdet : O(V;Q)! f�1g:Der Kern wird SO(V;Q). Diese Untergruppe ist ein Teil. Da manO(V;Q) = SO(V;Q) [ S SO(V;Q)hat, wobei S irgendeine Spiegelung ist, ist die zu beobachtende Zerlegung erkl�art.Im sechsten Fall (dim(V ) = 4, Signatur = (+,+,+,-)) ist SO(V;Q) zuSL2(C )=f�E2g isomorph.



7.. DIE HYPERBOLISCHE GEOMETRIE 1337. Die hyperbolische GeometrieWir betrachten hier die �aquivalenten quadratischen Formenx21 + x22 � x32oder y21 + y2y3:Geometrisch ist es etwas leichter x21 + x22 � x23zu betrachten, algebraisch kann man besser mity21 + y2y3arbeiten. Wir werden aber immer die Relationeny1 = x1 x1 = y1y2 = x2 + x3 oder x2 = 12(y2 + y3)y3 = x2 � x3 x3 = 12(y2 � y3)im Auge behalten.Zuerst betrachten wir die QuadrikenQR : x21 + x22 � x23 = R:Es gibt drei F�alle:1. R = 0. Wir sahen in Kapitel 6, 2., dass QR ein Kegel ist. Der Schnitt vonQ0 mit x3 = z ist ein Kreis mit Radius z.2. R > 0. Der Schnitt von QR mit x3 = z ist ein Kreis mit Radius pR + z2.Wir erhalten ein einschaliges Hyperboloid. Die "Taille" hat Radius R.3. R < 0. Der Schnitt von QR mit x3 = z ist wieder ein Kreis mit Radiuspz2 +R. Dieser existiert nur, wenn giltz2 > (�R):Deswegen spaltet sichQR in zwei Teile, n�amlich dem mit x3 > qjRj. Wir erhaltenhier ein zweischaliges Hyperboloid.Wie in Kapitel 6, 6. ordnen wir (y1; y2; y3) die Matrix Y =  y1 y2y3 �y1 ! zu. Danngilt � det y1 y2y3 �y1 ! = y21 + y2y3:



134 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPENWie wir schon gesehen haben, wirkt GL2(R) durchg : Y 7�! gY g�1:Die quadratische Form � det(Y ) bleibt erhalten, und damit wirdQR = fY j � det(Y ) = Rgzu einer GL2(R)-Menge.F�ur uns ist es bequemer, statt GL2(R) nur die Gruppe SL2(R) zu betrachten.
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7.. DIE HYPERBOLISCHE GEOMETRIE 135Wir untersuchen jetzt, wie SL2(R) auf die QR's operiert.1. R = 0. SL2(R) l�a�t 0 fest; wir betrachten deswegen Q0 � f0g. Ein Punktauf Q0 ist  0 10 0 !, ein anderer  0 �10 0 !, also (x1; x2; x3) = �0; 12 ; 12� bzw.�0;�12 ;�12�. Wir zeigen, dass Q0 � f0g die Vereinigung der Bahnen dieser zweiElemente ist, dass sie disjunkt sind und dass giltStabSL2(R)   0 10 0 !! = StabSL2(R)   0 �10 0 !! = (� 1 x0 1 ! : x 2 R) :Um diese Aussage zu beweisen, berechnen wir a bc d ! 0 10 0 ! a bc d !�1 =  �ac a2�c2 ac ! :Sei Y 2 Q0 � f0g. Ist y2 positiv, so m�u�te gelteny3 = �y21=y2 < 0;y1 = �p�y2y3:Deswegen de�nieren wir a = py2; c = �y1=a und b; d, so dass ad�bc = 1. Damithaben wir ein geeignetes g =  a bc d ! gefunden, so dassg  0 10 0 ! g�1 = Y:Gilt aber y2 = 0, dann w�ahlen wirc = p�y3; a = 0und b; d, so dass ad� bc = 1:Es folgt wieder g  0 10 0 ! g�1 = Y .In den anderen F�allen y2 < 0 oder y2 = 0 y3 > 0 brauchen wir nur Y durch �Yzu ersetzen. Aus der Rechnung oben sehen wir, dass es g 2 SL2(R) gibt, so dassg  0 �10 0 ! g�1 = Y:Gilt aber y2 = 0, dann w�ahlen wirc = p�y3; a = 0



136 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPENund b; d, so dass ab� bc = 1:Es folgt wieder g  0 10 0 ! g�1 = Y .In den anderen F�allen y2 < 0 oder y2 = 0 y3 > 0 brauchen wir nur Y durch �Yzu ersetzen. Aus der Rechnung oben sehen wir, dass es g 2 SL2(R) gibt, so dassg  0 �10 0 ! g�1 = Y:D.h. Q0�f0g l�a�t sich als Vereinigung der Bahnen von  0 10 0 ! und  0 �10 0 !darstellen.Es ist aber nicht m�oglich, dass �ac a2�c2 ac ! =  0 �10 0 !weil a2 > 0 gilt. Deswegen sind die beiden Bahnen disjunkt.F�ur den letzten Teil der Behauptung ben�otigen wir die L�osung von �ac a2�c2 ac ! =  0 10 0 ! a = �1; c = 0:Dann ist der Stabilisator die oben angegebene Gruppe, da von ad� bc = 1 folgta = d = �1b = willk�urlich:2. R > 0. Wir wissen, dass gilt�QR = f�Y j det(Y ) = Rg= f�Y j det(�Y ) = �2Rg= Q�R:Deswegen k�onnen wir unsere �Uberlegungen auf den Fall R = 1 beschr�anken.Damit folgt Y 2 =  y1 y2y3 �y1 ! y1 y2y3 �y1 !=  y21 + y2y3 00 y21 + y2y3 !=  R 00 R != +E2:



7.. DIE HYPERBOLISCHE GEOMETRIE 137Die Eigenwerte von Y sind daher �1, weil ihre Quadrate 1 sind. Da det(Y ) = �1gilt, ist ein Eigenwert +1, der andere �1. Da sie verschieden sind, gibt es eing 2 GL2(R), so dass gilt gY g�1 =  1 00 �1 ! :Wir k�onnen g mit  1 00 1= det(g) ! g ersetzen. Dieses Element liegt aber inSL2(R) und deshalb gibt es g 2 SL2(R) mitgY g�1 =  1 00 �1 ! :Deshalb besteht Q1 aus einer Bahn, n�amlich der von  1 00 �1 !. In diesem Fallist die Stabilisatorgruppe ( a 00 a�1 ! : a 2 R�) :Das beweist man, indem man die Gleichung a bc d ! 1 00 �1 ! a bc d !�1 =  1 00 �1 !in der Form  a bc d ! 1 00 �1 ! =  1 00 �1 ! a bc d !betrachtet. Es folgt: b = 0; c = 0 und mit ad = 1 die Behauptung.3. R < 0. Hier k�onnen wir R = �1 nehmen. Es gibt hier wieder zwei Bahnen,die von  0 �11 0 ! und die von  0 1�1 0 !; die Stabilisatorgruppe ist( cos � � sin �sin � cos � ! : � 2 R) :In diesem Fall hat man Y 2 = �E2;woran man sieht, dass Y Eigenwerte �i hat. Da det(Y ) = 1 gilt, ist i der eineEigenwert, �i der andere. In AGLA I wurde gezeigt, dass es dann ein g 2 GL2(R)gibt, so dass g  0 �11 0 ! g�1 = Y:Wir k�onnen g durch qj det(g)j�1g ersetzen; deswegen d�urfen wir annehmen, dassgilt det(g) = �1:



138 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPENWir bemerken, dass det �1 00 1 ! = �1 und �1 00 1 ! 0 �11 0 ! �1 00 1 !�1 = 1�1  0 �1+1 0 !=  0 1�1 0 !gelten.Wir rechnen nun nach: f�ur g 2 SL2(R) gilt(�)  a bc d ! 0 �11 0 ! a bc d !�1 =  ac + bd �(a2 + b2)(c2 + d2) �(ac + bd) ! :Deswegen gibt es in der SL2(R)-Bahn von  0 �11 0 ! nur solche Y mit y2 <0; y3 > 0. In der SL2(R)-Bahn von  0 1�1 0 ! sind die Y mit y2 > 0; y3 < 0. Da �1 00 1 ! die beiden Bahnen vertauscht, folgt, dass alle Y mit y2 < 0; y3 > 0in der Bahn von  0 �11 0 ! vorkommen.Aus der Gleichung (�) folgt auch, dass der Stabilisator durchac+ bd = 0a2 + b2 = 1c2 + d2 = 1ad� bc = 1 (wegen g 2 SL2(R))angegeben wird. Diese Gleichungen k�onnen leicht gel�ost werden -es wurde inAGLA I durchgef�uhrt- und man erh�alt die oben angegebene Gruppe.Wir k�onnen Q+�1 = fY 2 Q�1jy2 > 0g als eine Art Geometrie betrachten. Sieist die hyperbolische und Lobatschewskijsche Geometrie. Die "Ebene" ist Q+�1;die "Bewegungsgruppe" ist SL2(R). Wir werden jetzt einen Abstand auf Q+�1de�nieren. Dazu brauchen wir einige vorhergehende �Uberlegungen.Seien nun Y1; Y2 2 Q+�1. Dann liegt f�ur s : 0 � s � 1 ein sY1 + (1 � s)Y2 aufeinem QR(s) mit R(s) � �1. Das hei�tQ�Y1 � s+ Y2(1� s)� � �1und deshalb folgt f�ur s : 0 � s � 1 nach Ausmultiplizieren von t�y1 + y2(1 �s)�A�y1s+ y2(1� s)� � 1�s2 + 2s(1� s)Q(Y1; Y2)� (1� s)2 � �1:



7.. DIE HYPERBOLISCHE GEOMETRIE 139Wir erhalten 2s(1� s)Q(Y1; Y2) � s2 + (1� s)2 � 1 = �2s(1� s)und daher Q(Y1; Y2) � �1:Vom Bild sieht man auch, dass sY1 + (1� s)Y2 gerade dann in Q+�1 liegt, wenns = 0; 1 oder Y1 = Y2 gilt. Deswegen gilt�Q(Y1; Y2) > 1falls Y1 6= Y2. (Von Q+1 kann man eine solche Folgerung nicht ziehen, weil es Ge-raden gibt, die in Q+1 liegen, eine Gegebenheit, die f�ur die moderne Architekturwichtig ist.)Es ist auch m�oglich, diese Ungleichung algebraisch zu beweisen. Wir benutzendie x-Koordinaten; Q+�1 ist dann das Gebildex21 + x22 � x23 = �1; x3 > 0:Sei x0 = (0; 0; 1). F�ur jeden anderen Punkt x gilt x3 > 1 und deswegenQ�x0; x� = 12Q �Q�x0 + x��Q�x0��Q�x�� = �x3 < �1:F�ur g 2 SL2(R) hat man �x0 6= x�Q �g�x0�; g�x�� < �1:Weil SL2(R) transitiv auf Q+�1 operiert, folgtQ(y; y0) < �1 (y; y0 2 Q+�1; y 6= y0):Mit derselben Idee betrachten wirQ(x0; x); Q(x0; x0) und Q(x; x0):
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7.. DIE HYPERBOLISCHE GEOMETRIE 141Seien x = (x1; x2; x3) 2 Q+�1x0 = (x01; x02; x03) 2 Q+�1:Dann ist Q(x0; x) = �x3Q(x0; x0) = �x03und Q(x; x0) = x1x01 + x2x02 � x3x03:Nun ist x1x01 + x2x02 das innere Produkt zwischen (x1; x2) und (x01; x02); dieses istwiederum qx21 + x22 �qx021 + x022 � cos �;wobei � der Winkel zwischen (x1; x2) und (x01; x02) sei. Dies istqx23 � 1 �qx023 � 1 � cos �:Deswegen hat manQ(x; x0) = qx23 � 1 �qx023 � 1 � cos � � x3x03:Dieser Ausdruck hat einen negativen Wert. Daher hat �Q(x; x0) den gr�o�tenWert, wenn cos � = �1 gesetzt wird; es folgt�Q(x; x0) � x3x03 +qx23 � 1qx023 � 1mit Gleichheit, wenn � = � zutri�t. Geometrisch bedeutet das, dass x; x0 aufeinen durch die x3-Achse laufende Ebene liegen. Es folgt�Q(x; x0) � Q(x; x0)Q(x0; x0) +r�Q(x; x0)�2 � 1r�Q(x0; x0)�2 � 1:Wir schreiben nun �Q(x; x0) = cosh d(x; x0):Da �Q(x; x0) � 1;folgt d(x; x0) � 0d(x; x0) = 0dann, und nur dann, wenn x = x0 ist.



142 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPENDie obige Ungleichung wirdcosh d(x; x0) � cosh d(x; x0) cosh d(x0; x0) +qcosh2 d(x; x0)� 1qcosh2 d(x0; x0)� 1= cosh d(x; x0) cosh d(x0; x0) + sinh d(x; x0) sinh d(x0; x0)= cosh �d(x; x0) + d(x0; x0)�:Es folgt: d(x1; x3) � d(x1; x2) + d(x2; x3):Wir de�nieren nun eine "Gerade" in Q+�1 als den Schnitt von Q+�1 mit einer durch0 laufenden Ebene. Die Ebenen bleiben unter SL2(R) erhalten, weil SL2(R) aufR3 durch lineare Abbildungen operiert.Nun sehen wir d(x; x3) = d(x1; x2) + d(x2; x3);dann und nur dann, wenn x2 auf der Verbindungsstrecke zwischen x1 und x3liegt. Das hatten wir im Spezialfall bewiesen.Deswegen verh�alt sich d(x; y) genau wie ein Abstand. Es ist auch m�oglich, einenWinkel in dieser Geometrie zu de�nieren; er kann sogar als euklidischer Winkelauf Q+�1 verstanden werden.In jedem Fall ist Q+�1 eine Geometrie mit allen Eigenschaften, die man sichw�unschen k�onnte, au�er dem Parallelenaxiom.Sei nun � die durch x3 = 1 de�nierte Ebene. Wir projezieren Q+�1 auf �;(x1; x2; x3) 7�! �x1x3 ; x2x3 ; 1� :Das Bild ist n(y1; y2; 1) : y21 + y22 < 1o;also eine Kreisscheibe. Die Geometrie hat diese Kreisscheibe als Modell. DieGeraden sind die Schnitte von dieser Kreisscheibe mit durch 0 laufenden Ebenen,ebenso bestimmen die Geraden Punkte. Es ist ungew�ohnlich, dass SL2(R) aufder Kreisscheibe und den Geraden operiert. Eine Formel kann angegeben werden;sie ist aber nicht sehr einleuchtend. Es ist auch nicht besonders einleuchtend, dieFormel f�ur den Abstand d in diesem Modell zu de�nieren. Wichtig ist aber dieExistenz der Operation von SL2(R) und von d.



7.. DIE HYPERBOLISCHE GEOMETRIE 143Kleinsches Modell der hyperbolischen Geometrie
"Parallelen" zu G

durch P

Gerade G

P

Man bemerke hier, dass die Stabilisatorgruppe eines Punktes dieselbe Gruppeist, die in der euklidischen Geometrie auftritt.In diesem Modell, welches man F. Klein verdankt, ist es klar, dass es unendlichviele "Parallelen" durch einen gegebenen Punkt zu einer gegebenen Geraden, dieden Punkt nicht enth�alt, gibt, da sich diese Geraden im endlichen nicht schneiden(siehe Bild).Mit dieser Geometrie, die durch eine strenge Herleitung aus einem Axiomen-system von Lobatschewskij ca. 1835 zuerst entdeckt worden ist, erf�ahrt man,dass das Parallelaxiom keine Konsequenz der anderen Axiome der euklidischenGeometrie ist.
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