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Einleitung

Dieses Skript ist eine Neufassung eines Skripts, das ich vor fast 20 Jahren vorbe-
reitet und mehrmals als Begleittext zu der Vorlesung ” Analytische Geometrie und
Lineare Algebra, Teil II” verwendet habe. Diese Fassung ist gegeniiber der alten
lediglich leicht iiberarbeitet; sie ist aber jetzt in elektronischer Form verfiigbar.

Die Grundgedanken hinter dieser Vorlesung sind, dass neben der linearen Alge-
bra (AGLA 1) die Gruppentheorie zur Grundausbildung in Algebra gehért und
dass die Geometrie ebenbiirtig mit der Algebra ist. Durch die vielfaltigen Wech-
selwirkungen zwischen Geometrie und Gruppentheorie ergiinzen sich diese Ziele
gegenseitig. Sie tragen auch der seit 1998 geltenden LehrPVO Rechnung, in der
fiir das Lehramt “Geometrie vom hoheren Standpunkt aus” vorgeschrieben wird.
Der Geist von Felix Klein ist in dieser Vorlesung allgegenwirtig.

Bei der ersten Fassung hat Frau Christa Mirgel mir bei der Vorbereitung des
Manuskripts geholfen; Frau Christiane Gieseking hat es in dem finsteren Zeit-
alter der elektromechanischen Schreibmaschinen getippt und die Zeichnungen
gefertigt. Diese Fassung wurde von Frau Claudia Gabler geTeXt; sie hat die
Zeichnungen neu erstellt. Allen gebiihrt mein herzlicher Dank.

S.J. Patterson
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Kapitel 1

Allgemeine Gruppentheorie

1. Einleitende Bemerkungen

Gruppentheorie befaflt sich mit Symmetrien. Fast alle Gruppen beschrieben
die Symmetrien irgendeines Objektes. Auch wenn die zugehérigen Gruppen
gleich sind, konnen diese Objekte sehr unterschiedlicher Natur sein. In der
Vorlesung werden wir mehrere Beispiele studieren, und es wire voreilig, jetzt
viele aufzuzihlen. Die einfachste Symmetrie, die aus einem Element zweiter
Ordnung besteht, tritt iiberall auf, man denkt: Links/rechts, positiv/negativ,
Bild /Spiegelbild, ja/nein, schwarz/weif}, ménnlich /weiblich, und sogar ganze Phi-
losophien stiitzen sich auf solche Dichotomien.

In diesem Kapitel werden zuerst Gruppen definiert (schon in diesem Abschnitt),
danach wird eine Abstrahierung der konkreten Gegensténde, die die Symmetrien
besitzen, in Kapitel I. 2. eingefiihrt. Diese Objekte heiflen G-Mengen. Angesichts
der Tatsache, dass fast alle Gruppen als Symmetriegruppen auftreten, ist es
angebracht, nicht nur Gruppen, sondern auch die entsprechend G-Mengen von
Anfang an zu untersuchen.

In Kapitel I. 3. werden die Beziehungen zwischen verschiedenen Gruppen und
ihrer G-Mengen beschrieben.

Obwohl die ganze Vorlesung dazu dient, Beispiele fiir die in diesem Kapitel ein-
gefiihrten Begriffe zu liefern, wird in Kapitel 1. 4. eine Liste von haufig vor-
kommenden Gruppen und G-Mengen angegeben. Der in diesem Kapitel behan-
delte Stoff mag aber ziemlich trocken erscheinen, und die Zuhorer(innen) und
Leser(innen) werden gebeten, etwas Geduld zu haben, weil die Beispiele erst
"nachher” ausfiihrlich behandelt werden.

Nun kommen wir zur Definition einer Gruppe.

Definition. Eine Menge G mit einem ausgezeichneten Element e (die ”Iden-
titdt”) und einer Abbildung (die ”Multiplikation”)

GxG -G,

1



2 KAPITEL 1. ALLGEMEINE GRUPPENTHEORIE

geschrieben (g1, go) — g1 - g2, heiit eine Gruppe, wenn die folgenden Axiome
erfiillt sind:

GR1: (91-92)-93=91-(92-93) (91,92 93 € G)
GR2: e-g=g,g-e=g (g€q)
GR 3:  Seien g1, 92 € G; es gibt g € G (bzw. ¢’ € G), so dass gilt

g g1 =92 (baw. g1-¢ = g).

Lemma. Sei G eine Gruppe. Zu jedem g € G kann man ein Element ¢~' € G

zuordnen, so dass gilt

g9 ' =egl-g=ec

Dariiber hinaus gilt fir g,, 92 € G
(91-92) ' =95 g1

Bemerkung. Es wire moglich, Axiom GR 3 durch den Schluf} dieses Lemma zu
ersetzen. Es wire auch moglich, GR 2 durch eine von den beiden Gleichungen zu
ersetzen.

Das Element ¢g~! heifit das Inverse zu g.

Beweis. In GR 3 wihlen wir g, = e; es gibt daher ¢', ¢" € G, so dass gelten
g -p=e , g-g' =e

Wir schreiben jetzt schlicht g statt g;. Nun -nach GR 1- gilt

n

9 -9)-9"=9-(9-9").

Es folgt

oder -nach GR 2-

g/l — gl.
Deswegen sind ¢’ und ¢” beide gleich und daher eindeutig bestimmt. Wir defi-
nieren ¢! := ¢’. Damit ist die erste Behauptung bewiesen.

Nach GR 1 gelten

(951.9;1)_(91_92) = g, gfl'(92'92))
= g0 ((97" - 0) - )

95" (e ga).

Nach GR 2 ist dieses g5 ' - go = e. Wir haben bewiesen, dass gilt

(2" ") (91-90) =e.
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Ahnlich gilt

(91-92) - (95" - 97") =e.
Deshalb, weil (g1g2) ! eindeutig durch diese Eigenschaften bestimmt ist, gilt

95 91 = (g1-92) "

Korollar. 1. Sei G eine Gruppe, und seien g1, 9o € G. Das einzige Element
g € G, das der Bedingung

g1°-9 =092 (bzw.g-glzgz)

gendigt, ist g7 gy (bzw. gogr'). Insbesondere ist g~ durch die Gleichung g~ '-g = e

(oder g - g~ = 2) véllig bestimmi.
2. Esgqgilt (g7 '=g(g€q).
Beweis. Von gy - g = go haben wir
g (g9 =0 g
Nach GR 1 folgt
(6 9) 9 = o' o

oder
€-g=9g = g1 *92

Damit ist g eindeutig bestimmt. Die andere Aussage von 1 lduft analog.

gt (9*1)71 = e

glg = e

Nun liefern

und

Damit ist das Korollar bewiesen.

Fortan werden wir den Punkt in g, - go normalerweise weglassen.

Eine besonders wichtige Klasse von Gruppen sind die abelschen (oder kommuta-
tiven) Gruppen; sie werden durch das zusétzliche Axiom

AB:
Fiir

91,92 € G
gilt

9192 = G201

definiert.
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Definition. Sei GG eine Gruppe. Eine Untergruppe H von G ist eine Untermenge
von (G, die e enthélt, und die auch eine Gruppe beziiglich der von G iibertragenen
Multiplikation bildet.

Lemma. Eine nicht-leere Untermenge H von G st eine Untergruppe, wenn, und
nur wenn die folgende Bedingung erfillt ist:
UG:  Fiir hy,hy € H gilt auch h{'hy € H.

Beweis. Dass diese Bedingung notwendig ist, ist klar, weil erstens h;! € H und
dann zweitens h; 'hy € H gelten, da H eine Gruppe ist.

Umgekehrt, von der UG mit hy = hy = h erhalten wir zuerst e € H. Dann
erhalten wir mit ho = e,hy = h € H, dass, wenn h € H gilt, h ™! € H folgt
h' € H. Schliefllich folgt fiir hy, hy € H

hihy = (h7)"'hs € H.

Deswegen ist die von G iibertragene Multiplikation auf H definiert. Axiome GR
1, GR 2 sind offensichtlich erfiillt. Dass Axiom GR 3 erfiillt ist, folgt aus dem
Korollar zu dem ersten Lemma.

Bemerkung. Eine Untergruppe einer abelschen Gruppe ist auch eine abelsche
Gruppe.
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2. (G-Mengen

Eine G-Menge ist ein Objekt, das durch G entstehende Symmetrien aufweist. Sei
dann G eine Gruppe.

Definition. Eine GG-Menge X ist eine Menge X und eine Abbildung
G x X — X; geschrieben (g, x) — gz,

so dass gelten

GM 1 gi(927) = (192)x (91,92 € G,z € X),
GM 2 ex=zx (ve€X).

Man erinnere sich an die Definition eines affinen Raumen aus AGLA 1.

Wir machen jetzt zwei weitere Definitionen von Begriffen, die sich in der Analysis
von G-Raumen niitzlich erweisen.

Definition. Sei X ein G-Raum, x € X; die Stabilisatorgruppe; Stabg(x), ist die
folgende Untergruppe von G:
Stabg(z) = {g € G : gz = x}.

Wir definieren die Bahn Og(z) = {gr € X : g € G}. Hier bedeutet O ”orbit”
(englisch) und ”orbite” (franzosisch). Weil jede G-Menge auch eine H-Menge ist,
wobei H eine Untergruppe von G sei, ist es sinnvoll, Staby (), O (x) zu bilden.

Lemma. 1. Seien G, X wie oben. Seien x, 2’ € X; dann gilt entweder
Og(l') N Og(x’) = @

oder

Og(l') = Og(x’).
2. Seix € X,y € Og(x). Gelte y = g1z, dann gelten

{9 G:gx =y} = g¢giStabg(x)
(= {g17:7v € Stabg(z)})

und 1
Staba(y) = g¢iStabg(z)gy

(= {g1791" : 7 € Stabg(z)}).

Beweis. 1. Wir nehmen an, dass Og(2)NOg(z') # 0 gilt. Sei y € Og(z)NOg(').
Dann gibt es g, ¢' € G, so dass gelten

und
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Es folgt von GM 1

!

' =g (9r) = (¢ g)x.
Deshalb folgt mit v € G

yx' = (7(9,719)) x € Og(x);

deshalb gilt

Og(l‘l) C Og($)
Analog gilt

Og(l‘) C Og(l‘l);
deshalb

Og(.fE) = Og(x’).
Damit ist der erste Teil bewiesen.

Nun beweisen wir den zweiten Teil. Von GM 1, 2 folgt

{9€Gigr=giz} = {geG:(o'9)z=(o7"0)x}
= {9€G: (97'9)r =2}
= {g€G:g7'g e Stabg(x)}
= ¢1Stabg(x).

Auch hat man

Stabg(y) = {9€G:g9y=y}
{9€G:g(gir) = g}
{9€G: (g97'9g1)x = 7}

{9 € G:g7'gg € Stabg(z)}
= QIStabG(x)gl_l-

Damit ist das Lemma bewiesen.

Definition. Nun definieren wir eine transitive G-Menge als eine nichtleere G-
Menge X, so dass fiir jedes x € X gilt 0g(x) = X.

Sei Men(G) die Menge aller G-Mengen. Wir kénnen alle mengentheoretischen
Begriffe auf Men(G) iibertragen. So bildet man

XUY,XNY,X -V, X x Y(X,Y € Men(G)),

wenn diese sinnvoll sind. Auch kann man die Beziehungen X C Y und X DY
benutzen.

Ist X eine G-Menge, so sind die Bahnen Og(x) auch G-Mengen, die sogar tran-
sitiv sind. Die Menge X ist nach dem Lemma die disjunkte Vereinigung der ver-
schiedenen Bahnen. Auflerdem folgt aus dem Lemma, eine transitive GG-Menge
Y hat keine echten Untermengen, die auch G-Mengen sind. Bei den {iblichen
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Mengen besitzen genau die Mengen, die aus einem Punkt bestehen, diese Eigen-
schaft. Auf diese Weise kann man die transitiven G-Mengen als das Analogon zu
Punkten betrachten.

Wir konnen eine Art G-Mengen bilden, die eine grofie Rolle spielen.

Definition. Sei H C G eine Untergruppe. Auf G definieren wir die Aquivalenz-
relation x ~m durch

m;y&»y‘lxehf y,r € G

(bzw. x =~ Y durch
H

x%y?:efxfcy’l € H).

Es ist leicht nachzuweisen, dass ~ und ~ Aquivalenzrelationen sind und dass

die Aquivalenzklasse von z unter ~ (bzw. unter %) tH = {h € H} (bzw.
Hzx :={hx : h € H}) ist. Der Quotientenraum G/ ~ (bzw. G/ %) wird mit G/H

(bzw. H \ G) bezeichnet. Mengen der Form zH (bzw. Hz) heien Links- (bzw.
Rechts-)nebenklassen.

Wir machen G/H (bzw. H\ G) jetzt zu einem G-Raum. Wir fassen die Elemente
von G/H (bzw. H\ G) als Nebenklassen zH (bzw. Hz) auf. Dann definieren wir

g(zH) = (9z)H
bzw.
g(Hz) = H(zg™").

Wir bemerken, dass, wenn gilt x; ~ (bzw. x4 > T9), dann folgt

T ~ g
ar P g2
bzw.

-1

-1
19 .

TR

Tag
Dies ist durch die folgenden Rechnungen gerechtfertigt:

(922) 7 (g21) = (23'97")(g21)
= 23" (97 (9m1))
= (7o)
= 1z, (exy)
= x;lxleH

(g™ (297) " = (ng™")(952")

$1(9_19)$51
riw,t € H.

und
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Deswegen ist die Definition méglich. Auch GM 2 ist offensichtlich richtig. Bei
GM 1 gehen wir folgendermaflen vor:

91 (92($H)) = gi(g27H)
= (9192$)H
= q192(xH),

und
91(92(Hz)) = gi(Hzg,")
Hzgy'gr'
Hz(gig2) !
= g192(Hz).
Die beiden G-Mengen G/H und H \ G sind nur auf den ersten Blick unterschied-
lich. Wir bemerken, dass

x1§x2 & .'Elmg_l €eEH

& (1‘1—1)_1<$2—1) €cH

= :1:1_1 ;:1:2_ .
Deswegen ist die Abbildung
I:G/H—-H\G ; zH— Ha™'
wohldefiniert. Es gilt auch

I(g(xH)) = I(gzH)
H(gx)™!
o
= gl(zH).

Wir brauchen fortan nur G/H in Betracht zu ziehen.

Satz 1.1. Sei X eine transitive G-Menge. Sei x € X und H = Stabg(z). Dann
ist die Abbildung
F:G/H—-X ; g-Hv—gx

eine Bijektion. Es gilt

F(ga) = gF(a) (a€ G/H).
Beweis. Nehmen wir an, dass g’;g, d.h. ¢ € gH. Von ¢’ 'g € H erhalten wir

(9"9)z = u;
daher

!

gr =gx.
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Die Abbildung F' ist also wohldefiniert. Sie ist surjektiv, weil X transitiv ist. Wir
zeigen, dass sie injektiv ist. Gilt F/(gH) = F(¢'H), so haben wir

gr =g'z,

oder
(9") ‘gz ==z
oder
(¢') g € Stabg(z) = H
oder
9~9

Deshalb gilt

¢gH =gH

und F'ist injektiv.
Endlich sei o = yH (v € G). Es folgt

F(g-(yH)) = F(gvH)
g7z

g(yz)
= gF(vH),

wie behauptet. Damit ist der Satz bewiesen.

Wir sagen auch, wenn X eine G-Menge ist, dass G auf X operiert oder wirkt.
Wenn fiir jedes x € X gilt

Stabg(z) = {e},

sagen wir, dass G fizpunktfrei auf X operiert. Nach Satz 1.1 ist in diesem Fall
fiir jedes x € X die Abbildung

G — Og(z) ; gr— gz

eine Bijektion.

Zum Abschluf} dieses Abschnitts fithren wir eine spezielle G-Menge ein, die spéter
von grofler Wichtigkeit sein wird. Die Menge selbst ist (G, die Operation von G

auf G wird durch

GxG—=G ; (9.9)—g9'g"

definiert. Wir schreiben
99" == gg'g™".
Dann gilt

eglzegleflzg
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und
992(g") = g1929'(9192) "
91929'95 ' 91"
91 (”g) g7
- 91 (92g/) .
Deshalb sind GM 1 und GM 2 erfiillt. Die Operation heifit Konjugation, und die
Bahnen heiflen Konjugationsklassen.
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3. Morphismen

Um Gruppen zu untersuchen, ist es notwendig, Beziehungen zwischen verschie-
denen Gruppen beschreiben zu kénnen. Dieses erreicht man mit Morphismen.

Wir definieren zuerst einen Homomorphismus f : Gi — G5, wobei GGy und Gy
Gruppen sind, also eine Abbildung, die die folgende Eigenschaft besitzt:

HM: Seien g, ¢ € G1; dann gilt
flag') = fl9)f(g).

Lemma. Seien Gi,Gy Gruppen, f : G — G ein Homomorphismus. Dann
gelten
f(er) =ex (e; die Identitit von g;,j = 1,2)

und

Beweis. Nach der Definition gilt
flg) = flerg) = f(e1) f(9).

Deswegen folgt
fler) = f(9)fl9) " = e
wie behauptet.

Zunichst
e2=1(997") =9 f(9):
davon folgt unmittelbar

flo™") = flo)™"
Beispiele. 1. Sei H eine Untergruppe von G. Dann ist die Einbettung
1:H—>G ; h—h

ein Homomorphismus.

2. Seien GG1 und G5 Gruppen. Dann wird Gy X G5 eine Gruppe mit Idenditét von
G,(f =1,2) ist, wenn wir die Multiplikation folgenderweise definieren:

(91, 92) (91 92) = (9191, 9293)-
Die Projektionen

po Gy xGy — Gy (91;92) = 0
P2 Gy xGy — Gy (91;92) = 02

sind Homomorphismen.
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Ein injektiver Homomorphismus heifit ein Monomorphismus oder eine Injektion.
Ein surjektiver Homomorphismus heifit ein Epimorphismus oder eine Surjektion.

Ein bijektiver Homomorphismus heifit ein Isomorphimus oder eine Bijektion.
Falls es ein Isomorphimus zwischen G und G, gibt, schreiben wir

G; 2 Gy ("G ist isomorph zu GY).

Sei nun f : Gy — G5 ein Homomorphismus. Der Kern, Ker(f), von f ist so
definiert:

Ker(f)={g€ Gi: f(g) =es}

Satz. Seien f, Gy, Gy wie oben. Dann ist Ker(f) eine Untergruppe von Gy. Fiir
g € Ker(f),y € Gy gilt
vyt € Ker(f).

Beweis. Seien gy, go € Ker(f). Dann gilt

f (gflgg) = f(g1) 'f(g92) (f Homomorphismus)
= 62_162
= é€9.

Deswegen gilt g7 'go € Ker(f); deshalb ist Ker(f) eine Untergruppe.
AuBlerdem gilt mit g € Ker(f)

flgr™) = ;(v)f(g)f(v)‘1

Es folgt, dass gilt
vgy~" € Ker(f).

Damit ist der Satz bewiesen.

Definition. Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe N von G heifit Normalteiler
von GG, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist:
NT: Fiir y € N, g € G gilt

979 ' € N.

Damit ist der Kern eines Homomorphismus ein Normalteiler.

Lemma. Eine Untergruppe H von G ist ein Normalteiler dann, und nur dann,
wenn die Relationen > und % gleichbedeutend sind. In diesem Fall folgt mit
Ty T und > xh, auch

—1,./ —1,./
T X1~ Ty To.
1 lH 2 2

Beweis. Wir nehmen an, dass > und % gleichbedeutend sind. Sei h € H. Dann

1 1

gilt h}? e und -fiir ¢ € G- auch ghr;g. Es folgt ghgg. Daher ghg~ g9 =e.

Mit anderen Worten: ghg~! € H. Deshalb ist H ein Normalteiler.
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Wir nehmen jetzt an, dass H ein Normalteiler ist. Dann ist

givge & go g1 €H
& 02 (92_191) g;' € H (H Normalteiler)
& g9, €H
< 192

Deshalb sind ~ und ~ gleichbedeutend.

Zuletzt seien xy, xo, ', x, wie in der Aussage des Lemmas. Dann gelten

Tyt € H
und .
1— /
Ty T € {{
— - — —1 —
(:1:21:1:’2) (xllx’l) = 75 (1‘21‘11) T
— 1—1 =1\ 1 =1
Weil gilt
TR
lH 2,
gilt
zox;t € H

und -da H ein Normalteiler ist- sogar
! (xgl';l) zy € H.

—=1_

Weil 2} r;;x’g gilt, hat man auch 2'; 2z} € H. Da H eine Untergruppe ist, gilt

—1
-1 -1\ __ 1—1 -1 / =1
(:1:2 :1:2) (xl wl) = (:E 9 (mel ):1:2) (xQ LEl) € H,
was wir zeigen wollten. Damit ist das Lemma bewiesen.

Sei N ein Normalteiler von GG. Wir definieren eine Multiplikation auf G/N durch
Klasse von z; - Klasse von x5 := Klasse von z;x,

wobei ”Klasse” die Aquivalenzklasse beziiglich o~ oder ~ bedeutet. Ist

1

T~ 29, folgt aus dem Lemma x;'~x,'. Daher hat man fiir x,2%, 2, €
N N

G, 14 JAVJx’l,:EQJAVng auch xleJA\;x’lm’Q. Deswegen ist die Definition sinnvoll. Die

Identitéit von G/N soll die Klasse von e sein. Mit diesen Definitionen ist es leich-
ter nachzuweisen, dass G/N eine Gruppe wird. Nédmlich:

GR 1: diese folgt von

Kl($1(l‘2$3))
Kl((.’ElIg)IE3)
Kl(z129)Kl(z3)

= (Kl(z1)Kl(zs)) Kl(z3).
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GR 2:
Kl(z)Kl(e) = Kl(ze) = Kl(z)
Kl(e)Kl(z) = Kl(ex) = Kl(z
GR 3:
Kl(2)Kl(z,) Kl(z,)
& K@) (Ki(e)Kl(e7")) = Klr)Kl(o7")
& Kl(z)Kl(e) = Ki(zaz, ")
& Kl(z) = Kl(xgxfl)
Auch
Kl(z1)Kl(z) = Kl(z2)
o= Kl(x) = Kl(fl_lm)-

Hier bedeutet Kl(z) die Klasse von x, wie sie oben definiert wurde.
Definition. Die Gruppe G/N heifit die Quotientengruppe von G durch N. Wir
nennen die Abbildung

p:G—G/N ; x+— Klasse von z
die kanonische Projektion. (Kanonisch wird hier als die Bezeichnung fiir diese
Abbildung verstanden. Es hat keine weitere Bedeutung.)
Satz 1.2.

1. Sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler von G. Dann ist die kanonische
Projektion p : G — G /N ein Homomorphismus mit

Ker(p) = N.

2. Sei f: G — G' ein Homomorphimus. Sei N = Ker(f). Dann gibt es einen
Monomorphimus f : G/N = G', so dass f die Verkniipfung

LAy e

ist, wobei p die kanonische Projektion ist.

Dieser Satz bringt ein Wechselspiel zwischen Homomorphismen und Normalteiler
ans Licht. Dieses Wechselspiel wird sehr wichtig sein.

Beweis. Zu 1.:

p(r129) = Klasse von (z122)
= Klasse von () Klasse von (z3)

= p(z1)p(z2).
Der Kern von p ist
{9€ G : p(g) = Klasse von e}
= {ge€ G : Klasse von g = Klasse von e}

= {geG : ge N}
= N.
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Damit ist der erste Teil bewiesen.
Zu 2.: Wir definieren f durch
f (Klasse von z) := f(x).
Wir miissen zeigen, dass f tatsichlich wohldefiniert ist. Nun gelten

Klasse von x = Klasse von z’
& Tx € N

= f(xx’fl) = e
© f@) = [f@').

Deshalb ist f wohldefiniert und sogar injektiv. Dass f = f o p gilt, folgt vor der
Definition.

Nun

f(Klasse (x)Klasse (m’)) = (Klasse (! ))

f
f(za')
fiw
i

(o))
(Klasse (x )) -f(Klasse (x’))

Deshalb ist f ein Homomorphismus. Der Beweis des Satzes ist jetzt fertig.

Es bleibt noch, etwas iiber Abbildungen zwischen G-Mengen zu sagen. Der
am hiufigsten vorkommende Begriff ist der eines G-Morphismus oder einer G-
Abbildung zwischen zwei G-Mengen. Seien X,Y G-Mengen; eine Abbildung
f: X =Y heiit ein G-Morphismus (oder eine G-Abbildung), wenn die folgende
Bedingung erfiillt ist:
MM: Fiir z € X, g € G gilt f(gx) = gf(x).
Die Abbildung

I:G/H— H/G
von Kapitel 1., 2. ist ein G-Monomorphismus.
Es gibt aber auch noch andere Beziehungen zwischen G-Mengen. Zum Beispiel

betrachten wir einen Homomorphismus f : G; — G5 und eine Gyo-Menge X.
Diese G5-Menge wird eine GG1-Menge durch

Gix X=X 5 (g2)— f(9)z.
Auf diese Weise erhalten wir eine Abbildung, die mit f* bezeichnet wird,
f* : Men(Gy) — Men(Gy).

Es ist bemerkenswert, dass f* "in der entgegengesetzten Richtung zu f” geht.
Es ist auch méglich, eine Abbildung

f« : Men(Gy) — Men(Gy)
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zu definieren. Obwohl diese Definition hier kaum benutzt wird, wird sie der
Griindlichkeit halber angegeben. Sei X eine Gi-Menge. Man bildet die Menge
G5 x X. Auf dieser Menge konstruiert man die Aquivalenzrelation ~ durch:

(h,x) ~ (h',2"),
wenn es ein v € Gy gibt, so dass gilt
W=hf)" =

Wir definieren f,(X) als den Quotientenraum (G x X)/ ~. Sei [h, z] die Klasse
von (h,z). Dann wird (G3 x X)/ ~ eine Gy-Menge durch
Gyx ((Gax X)/~) = (Gax X)/~;
(9. [h,2]) = [gh,a].

Diese Konstruktion hat mehrere interessante Eigenschaften, wovon einige als
Aufgaben erscheinen werden.
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4. Beispiele

Folgendes sind Beispiele von Gruppen:

1. Z Identitat = 0 ”"Multiplikation” = Addition

Sei K ein Korper.
2. K Identitat = 0 ” Multiplikation” = Addition

3. K*:= K — {0} Identitdt = 1 ”Multiplikation” = Multiplikation

Sei V ein iiber K definierter Vektorraum.
4. 'V Identitat = 0 ”Multiplikation” = Addition

Die nichsten Beispiele sind solche, wo nicht nur eine Gruppe G, sondern auch
eine G-Menge X gleich von Anfang an definiert wird.

5. Sei X eine Menge, S(X) die Menge von allen Bijektionen o : X — X.
In S(X) nimmt man als Identitdt die Abbildung e : e(z) = x. Mit der
Verkniipfung als ”Multiplikation” wird S(X) eine Gruppe.

Im Spezialfall X = {1,2,... ,n} schreibt man 3, statt S({1,...,n}). Die
ist die ”symmetrische Gruppe” und wird eine grofle Rolle spielen.

(Man kann die Konstruktion von S(X) verallgemeinern, wenn man eine
G-Menge X nimmt und statt S(X) die Menge Sg(X) der G-Morphismen
a : X — X in Betracht zieht. Die Gruppe Sg(X) ist einer Untergruppe
von S(X).)

6. SeiV ein iiber K definierter Vektorraum. Sei GL(V') die Menge aller bijekti-
ven, linearen Abbildungen o : V' — V. In GL(V) nimmt man als Identitét
die Abbildung F : E(x) = x. Mit der Verkniipfung als ”Multiplikation”
wird GL(V') eine Gruppe. V ist ein GL(V)-Raum.

Im Fall, dass V' endlich dimensional ist, ist die Abbildung
det : GL(V) - K* ; ar— det(a),
ein Homomorphismus. Der Kern von det wird mit SL(V') bezeichnet.

Man schreibt GL,(K), SL,(K) statt GL(K"), SL(K™).
(Hier bedeutet GL ”general linear” (= allgemein linear) und SL ”special
linear” (= speziell linear).)

7. Sei V ein {iber K definierter Vektorraum, b : V' x V' — K eine Bilinearform.
Dann bildet man

OV, b) ={a € GL(V) : blaz,ay) = b(z,y)(z,y € V)}.
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(Meistens wird die Bezeichnung nur fiir den Fall, dass b symmetrisch ist,
angewandt.)

Dann ist O(V, b) eine Untergruppe von GL(V'). Dariiber hinaus ist V auch
eine O(V, b)-Menge.

Im Falle, dass V' = R" und b = (,) (das euklidische innere Produkt) genom-
men werden, schreibt man gewdhnlich O, (R) (oder O,) statt O(R™, (,)).

Zum Schluf} sollte es betont werden, dass die hier angefiihrten Beispiele grofien,
allgemeinen Klassen angehoren. Viele der interessantesten Gruppen sind ”Ein-
zelgénger”. Sie haben Eigenschaften, die durch ”Zufille” entstehen und sehr loh-
nenswert zu studieren sind. Beispiele sind die Symmetriegruppen der reguldren
Polyeder (Tetraeden, Wiirfel, Oktaeder, Tkosaeder, Dodekaeder), die wir spéter
kennenlernen werden. Oder die Kleinsche Gruppe der 168 Elementen.



Kapitel 2

Gruppentheorie und Geometrie

1. Uber Euklidische Geoemtrie

Es ist auf den ersten Blick gar nicht klar, dass die klassische Geometrie {iberhaupt
etwas mit Gruppentheorie zu tun hat. Man braucht aber nur die Grundlagen mit
anderen Augen zu sehen, um den Zusammenahng zu erkennen.

In der Geometrie ist die Moglichkeit, zwei Gegenstidnde zu vergleichen, die wich-
tigeste Sache. Zwei Strecken haben dieselbe Linge, wenn wir die eine genau auf
die andere legen kénnen. Mit demselben Verfahren konnen wir definieren, ob
eine Strecke ldnger oder kiirzer als eine andere ist. Die Moglichkeit, Linge von
Strecken und Abstéinde zu vergleichen haben wir, wenn wir sie in eine giinsti-
ge Lage bewegen kénnen und wenn das Ergebnis nicht von der gewihlten Lage
abhéngt.

Man sollte bemerken, dass es noch nicht in Frage gekommen ist, Lidngen und
Absténde zu messen; bis jetzt kann man "nur” Aussagen der Art

AB>CD , AB=0CD

machen. Um Léingen zu messen, braucht man eine Standardlinge und die Eudo-
xossche Proportionalititslehre, wovon spéter die Rede sein wird.

Ahnlich kann man Winkel vergleichen. Hier wird ein System von drei Punkten,
geschrieben 4 ABC', gegeben; man kann durch verschiedene Regeln solche ver-
gleichen. Es ist in diesem Fall schwieriger, die Regeln aufs Papier zu bringen, weil
man zwischen duflerem und innerem Winkel unterscheiden mufl. Normalerweise
benutzt man Bilder und Vernunft.

19
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C

Wenn man soviel festgelegt hat, fingt man an, Dreiecke zu vergleichen. Ein Drei-
eck ist auch durch drei Punkte (die drei Ecken) anzugeben; es wird AABC' ge-
schrieben, wobei AABC, ABAC, ABC A, usw. nicht unterscheidbar sind. Wenn
von zwei Dreiecken eins durch eine Bewegung (vielleicht auch eine Spiegelung)
genau auf das andere gelegt werden kann, sagt man, dass die Dreiecke kongruent
sind.

Fast die ganze euklidische Geometrie stiitzt sich auf die folgenden Kriterien dafiir,
dass zwei Dreiecke, AABC und AA'B'C’, kongruent sind:

1. Gelten AB = A'B',BC = B'C',C'A" = CA, dann sind ANABC und
ANA'B'C" kongruent.

2. Gelten AB = A'B'",BC = B'C'", S ABC =4 A'B'C", dann sind AABC und
ANA'B'C" kongruent.

3. Gelten AB = A'B',4CAB =q4C'A'B',94ABC =4A'B'C’', dann sind
ANABC und AA'B'C' kongruent.

Genauer ausgedriickt, kann AA'B'C" ind AABC' so bewegt werden, dass A" auf
A, B" auf B und C" auf C liegen. ("Bewegen” schliefit hier auch Spiegelungen
ein.)

Von diesen Kriterien kann sehr viel aufgebaut werden. Sie miissen aber vorausge-
setzt werden, da sie sich nicht aus etwas Einfacherem herleiten lassen. Natiirlich
entsprechen sie unserer Anschauung. (Eigentlich kénnen die drei Kriterien auf
eines reduziert werden; diese Tatsache ist aber fiir uns nicht wichtig.)

In der euklidischen Geometrie hat man auch den Begriff paralleler Strecken oder
Geraden. Man kann diesen Begriff so erkiren: alle Strecken durch A, die in einem
gegebenen Strahl (oder einer Halbgeraden) liegen, definieren eine Richtung.

Es ist nun moglich, Richtungen in verschiedenen Punkten zu vergleichen. Die-
ses geht jedenfalls aus unseren alltéglichen Erfahrungen hervor. Um dies aus-
zudriicken, nehmen wir an, dass wenn zwei Punkte A und A’ gegeben sind, es
eine ausgezeichnete und eindeutig bestimmte Bewegung gibt, die A in A’ schickt.
Mit dieser Bewegung konnen wir die Richtungen in A und A’ vergleichen. Diese
Bewegung sollte die durch A und A’ laufenden Geraden in sich schicken; die-
se Eigenschaft -nimmt man an- definiert die Bewegung véllig. Weiter werden
vorausgesetzt:
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1. Wenn die Richtung von AB nicht mit der von AA’ oder der entgegenge-
setzten Richtung iibereinstimmt, dann haben AB und das Bild von AB
keine gemeinsamen Punkte.

2. Die Verkniipfung von der eben definierten Bewegung von A nach A’ und
von A’ nach A" ist die von A nach A”.

Eine Bewegung dieser Art heifit eine Parallelverschiebung oder eine Translation.

Wir kénnen jetzt alles zusammenfassen, obwohl wir nochmal zu Euklid zuriick-
kehren miissen. In der Geometrie wird eine Menge A (die affine Ebene) voraus-
gesetzt. Paare von Punkten aus A definieren Strecken. Es gibt eine Gruppe von
Bewegungen von A, die wir mit E (nach Euklid) bezeichnen werden. Auf diese
Weise wird A eine E-Menge. Die Gruppe E ist grof§ genug, um Strecken mitein-
ander vergleichen zu kénnen. Auch kénnen Winkel verglichen werden. Dariiber-
hinaus liefern die Kriterien, ob zwei Dreiecke kongruent werden, die Existenz von
geeigneten Elementen von E.

Innerhalb von E gibt es eine Untergruppe, die aus Translationen besteht. Diese
bezeichnen wir mit T. Zu jedem Paar A, A’ von Punkten aus A gibt es genau ein
t € T, so dass gilt t(A) = A'. Es wird auch angenommen, dass T ein Normalteiler
von [E ist. Dies entspricht auch der geometrischen Intuition.

Es sollte hier auch erwdhnt werden, dass Kreise jetzt ganz natiirlich entstehen.
Sei P € A. Sei Ep die Stabilisatorgruppe von P, d.h.

Ep = {g € E: g(P) = P}.

Sei () € A. Dann ist die Bahn von () unter Ep ein Kreis, wovon P der Mittelpunkt
ist.

Sollten wir eine Lénge messen wollen, miissen wir eien gegebene Strecke mit einer
Standardstrecke vergleichen. Das heifit, dass wir von dem Verhiltnis AB : C'D
reden kénnen miissen. Es ist dann moglich, Gleichheit von zwei Verhiltnissen zu
definieren. Diese Gleichheit wird

AB:CD :: AB :C'D

geschrieben. Es ist auch moglich, ” grofler” oder "kleiner” zu definieren.

Es liegt dann nahe, alle Transformationen von der Ebene zu betrachten, die die
Verhiltnisse gleichlassen. Diese heifien in der klassischen Geometrie Ahnlichkeit-
stransformationen, man redet von #dhnlichen Dreiecken und anderen Gebilden.
Diese wurden auch von Euklid griindlich untersucht. Sei E die Menge aller Ahn-
lichkeitstransformationen. Sie ist auch eine Gruppe, E O E.

Diese Skizze der klassischen Geometrie sollte klarmachen, dass hinter der
herkémmlichen Sprache der Gruppenbegriff liegt. Zu Euklids Zeit studierte man
die Gebilde und nicht die Bewegungen, die uns erlauben, verschiedene Gebil-
de zu vergleichen. Die Bewegungsgruppe in den Vorgrund zu stellen ist ein viel
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abstrakteres Vorgehen. Es ist dadurch gerechtfertigt, dass dieselben Ideen auf
andere Gebiete angewendet werden kénnen und umgekehrt, dass Ideen von je-
nen anderen Gebieten neues Licht auf alte Probleme der Geomtrie werden. Zum
Beispiel wird es viel anschaulicher, was die Unabhéngigkeit des Parallelenaxioms
anbetrifft. Davon wird in Kapitel II, 3. wieder die Rede sein.



2. DIE KONTINUIERLICHEN GRUPPEN DER GEOMETRIE 23
2. Die kontinuierlichen Gruppen der Geometrie

Die Grundziige der Geometrie, die eben beschrieben worden sind, haben nichts
mit der Identifizierung der Ebene mit R? zu tun gehabt. Dass eine solche Identi-
fizierung gemacht wurde, war eine grofle Entdeckung Descartes, die einen bisher
ungeahnten Zusammenhang zwischen Geometrie und Arithmetik herstellte. Die-
ser Zusammenhang ist jetzt natiirlich zentral in der Behandlung geometrischer
Probleme.

Wir sollten uns daran erinnern, wie dieser Zusammenhang zustande kam. Die
Gruppe T ist abelsch. Die ”Multiplikation” (d.h. Verkniipfung) in T wird mit ”+”
bezeichnet. Die betrachten R als die Menge aller moglichen Verhéltnisse AB :
CD(C # D). Aus der Eudoxosschen Proportionalititslehre geht hervor, dass fiir
A € Rt € T ein Element At von T definiert werden kann. Es ist dann nicht

schwierig einzusehen, dass T ein R-Vektorraum wird. T hat sogar die Dimension
2.

Nach den im letzten Abschnitt gemachten Bemerkungen ist A ein T-affiner Raum.
Bis jetzt ist es nicht notig gewesen, iiberhaupt eine Wahl ausgezeichneter Punkte
zu treffen. Wir kénnen einen Ursprung U von A und eine Basis e,e3 von T
wihlen. Dann kann jeder Punkt von A in der Form (mlel +x26122 (U) (ml, Ty € R)
geschrieben werden. Dies ist die kartesische Darstellung von A.

Sei U ein Punkt aus A und E; die Stabilisatorgruppe von U in E. Sei g ein
willkiirlich gewihltes Element von E. Dann ist g(U) von der Form ¢,(U), wobei
ty ein eindeutig bestimmtes Element aus T ist. ann gilt

9(U) = t,(U)
und auch
(t,) '9(U) =U.
Deswegen gilt
(tg)ilg € Ey

und ¢ kann eindeutig als ¢,7, geschrieben werden, wobei t, € T,r, € Ey liegen.
(Hier bedeutet "t,” Translation, "r,” Rotation = Drehung.)

Wir erinnern uns daran, dass T ein Normalteiler von E sein sollte. Deshalb gilt
rtr’teT (teT,r€Ey).
Die Abbildung
t— rtr~!
ist linear, wir schreiben ¢ — 't.
Wir kénnen dann jedes Element von E als (¢, ) schreiben und
(ryt)-(t',r") = t-r-t'-r
= tertr=tor .y
= (t +"t, rr’) (%)
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(Wenn wir T betrachen, schreiben wir die Verkniipfung als +; dagegen, wenn wir
T als eine Untergruppe von E betrachten, schreiben wir sie als ”-”.)

Es folgt, wenn wir T, Ey und die Operation von Ey auf T, die jetzt eine Ey-Menge
geworden ist, kennen, kénnen wir durch (x) die Gruppe E rekonstruieren.

Wir konnen dies alles ”konkreter” machen. Zuerst konnen wir Ey mit
O2(R) = {g € M(2 x 2,R); (g, g2") = (z,2")}

identifizieren, wobei (, ) das iibliche Skalarprodukt bezeichnet. Diese Aussage ist
im Grunde genommen dquivalent zum Pythagoras’schen Lehrsatz. Sie kommt
zustande, weil Ey Winkel nicht dndert.

Wenn wir A mit R? identifizieren, dann ist [ die Gruppe aller Bewegungen der
Form
z—g@+y (g€ 0R),y € R).

Die Untergruppe von Bewegungen der Form
2
T—>x+y (g eR )

ist T.

Wir kénnen diese Gruppe mit 3 x 3 Matrizen darstellen. Wir ordnen z — g(x)+y
die Matrix -
()

1 01

2 1

zu. Dann gilt mit Matrizenmultiplikation

() (F) = (=)

wobei (%) den Spaltenvektor To bedeutet, wenn z der Spaltenvektor
1

( il ) ist. Auf diese Weise erhalten eine ”analytische” Darstellung der Gruppe
2

E. Ahnlich kann man E darstellen. Man braucht nur Oy(R) durch die Gruppe

05(R) = {g € M(2 x 2;R) : es gibt A\, € R — {0},
so dass gilt (g, g2') = A\,(z,2")}

zu ersetzen. Diese ist die Gruppe konformer Transformationen. Weil darunter die
Funktion
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erhalten bleibt, bleiben auch Winkel erhalten. Langen werden aber durch einen
Faktor von )\, geéndert.

Ahnliche Definitionen koénnen fiir Geometrien héherer Dimensionen angegeben
werden. Fiir unserer Zwecke reicht es vollkommen aus, nur 2-dimensionale Geo-
metrien in Betracht zu ziehen.

Eine solche Darstellung der Geometrie ist eine Zusammenfassung der bisheri-
gen Errungenschaften. Natiirlich ist es viel einfacher, praktische Probleme mit
analytischen Methoden zu losen. Es gibt aber auch andere Entwicklungen der
Geometrie, die sie wiederrum in ein neues Licht setzen.
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3. Axiomatik und Geometrie

In Kapitel II, 1. wurde die euklidische Geometrie knapp zusammengefafit. Wir
werden jettz die euklidische Methodik etwas genauer anschauen.

Das Wesentliche, das man in der Geometrie nie vergessen sollte, liegt darin,
dass die Geometrie eine Abstrahierung unserer Wahrnehmung der physikalischen
Welt darstellt. Die rdumliche Wahrnehmung ist eine charakteristische menschli-
che Fiahigkeit, die unserem logischen Denken zu Grunde liegt. Es ist dann nicht
verwunderlich, dass die Geometrie eine der &dltesten Wissenschaften ist. Man
sollte aber nicht durch dieses Alter dazu verfithrt werden, den physikalischen
Ursprung der Geometrie zu vergessen und sie als ein logisches Spiel aufzufassen.

Zu Euklids Zeit hatte man schon erkannt, dass -ausgehend von einigen offensicht-
lichen geometrischen Eigenschaften- man durch eine Kette logischer Schliisse zu
geometrischen Eigenschaften gelangen konnte, die gar nicht offensichtlich sind.
Das klassische Beispiel dafiir ist der Pythagoras’sche Lehrsatz. Vielleicht genauso
auffallend ist die Konstruktion des Tkosaeders oder Dodekaeders und der Nach-
weis, dass diese die ”kompliziertesten” reguldren Korper sind.

Euklid stellte deshalb am Anfang eine Liste von Axiomen auf. Diese sollte geo-
metrischen ” Tatsachen” sein, die niemand anzweifeln konnte. Das Wort ” Axiom”
stammt von dem Wort ”axios” = richtig. Es ist aber von grofler Tragweite, dass
viele Mathematiker das Parallelenaxiom nicht als anschaulich empfunden hat-
ten und (vergeblich) versucht haben, es von den anderen (sicheren) Axiomen
herzuleiten.

Nachdem er die Axiome aufgestellt hatte, leitete Euklid daraus Séitze ab. Diese
sind von zunehmender ”Tiefe”; viele sind jedenfalls gar nicht anschaulich, was
vom Pythagoras’schen Lehrsatz belegt wurde. Eigentlich fiihrte Euklid sein Vor-
haben nicht rigoros durch. Es kann aber gemacht werden und wurde ca. 1900
von D. Hilbert vollendet.

Heutzutage wird die Axiomatik anders aufgefa3t. Man erkennt, dass es eine grofie
Freiheit bei der Auswahl der Axiome gibt. Ganz allgemein benutzt man die
Axiomatik, um die Struktur eines Arguments darzulegen. Zum Beispiel haben
wir sie angewendet, um Vektorrdume zu definieren (Teil I). Die dabei gewonnenen
Sédtze hatten die grofitmogliche Allgemeinheit.

Wie in diesem Beispiel kann es leicht passieren, dass mehr als ein Objekt die
Axiome erfiillen. Die Menge von allen Objekten, die ein Axiomsystem erfiillen,
heif}t eine Kategorie, wenn wir auch die zwischen den verschiedenen Objekten
bestehenden Beziehungen in Betracht ziehen. Davon wird hier nicht weiter die
Rede sein.

Ein Objekt, das ein Axiomensystem erfiillt, heifit ein Modell fiir das System. So
ist z.B. jede Gruppe ein Modell fiir die Gruppenaxiome.

Es kann auch passieren, dass es in der Geometrie mehrere Modelle fiir ein Axio-
mensystem gibt. Die unerwarteten (sog. nichtstandarden) Modelle kénnen auch
von groflem Interesse sein.



3. AXIOMATIK UND GEOMETRIE 27

Wir kénnen auch Axiomensysteme abidndern, wenn wir einige Eigenschaften als
unwichtig betrachten. Wir kénnten z.B. ein Dreieck nur als Dreieck ohne Beriick-
sichtigung der Seitenlingen und Winkel betrachten.

Um die in den letzten zwei Abschnitten erwéhnten Punkte zu erlautern, schauen
wir uns das Beispiel der projektiven Geometrie an.

In dieser Geometrie gehen wir von zwei Mengen Ep und Eg aus. die zugehdrigen
Elemente heiflen Punkte und Geraden. Wir haben eine Relation + zwischen Ep
und Eg."a b L"(a € Ep, L € Eg) bedeutet: a ist ein Punkt von L. Wir schreiben

auch "L F ", ausgesprochen "L geht durch a”.

Die Grundaxiome sind

PG 1: Seien ay,ay € Ep,a; # as. Dann gibt es genau L € Eg, so dass gilt

a,FL  (j=1,2).

PG 2: Seien Ly, Ly € Eq, L1 # Lo. Dann gibt es genau ein a € Ep, so dass gilt

Lia (1 =1,2).
Wir konnten auch ein weiteres Axiom hinzufiigen, ndmlich

PG 3: Es gibt eine Gruppe G, so dass

(i) Ep, Ec G-Mengen sind,

(ii) g(a) - g(L) < at L fir g € G gilt
und

(iii) wenn ay, as, as, by, be, b3 € Ep (a1, a9, a3 (bzw. by, bs, b3) nicht alle auf
einer Gerade) gegeben werden, dann gibt es ein g € G, so dass gilt:

glar) = b1, glag) = by, glaz) = bs.

Mit anderen Worten: jedes Dreieck kann in jedes andere geschickt werden. Wie
wir gesehen haben, ist PG 3 nicht eine Folgerung von PG 1 und PG 2.

Wir stellen einige Modelle vor. Man konnte den Einwand erheben, dass PG 1
und PG 2 nicht unserer Institution entsprechen, weil zwei parallele Geraden sich
nicht schneiden. Doch ist die projektive Geometrie aus der Praxis der Malerei
entstanden. Wir stellen uns die Ebene als Landschaft vor, woriiber wir 2 Meter
(ungefihr) stehen. Dann sehen Eisenbahnschienen bekanntlich so aus:
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Dasselbe passiert hinter unseren Kopfen. Wir werden zu der Ebene eine ideale
Gerade 7 hinzufiigen - den Horizont. Wir miissen das, was sich hinter unseren
Kopfen abspielt, und das, was vor unseren Augen sichtbar ist, ”identifizieren” -
sonst wiirden sich zwei parallele Geraden in zwei Punkten schneiden.

In der Ebene selbst konnen wir die Punkte der neuen Gerade 7 mit Scharen par-
alleler Geraden identifizieren. Genauer: sei 7 die Menge der Aquivalenzklassen
der Geraden in der Ebene unter der Aquivalenzrelation ”parallel”. Mit diesen
Vorbereitungen kénnen wir das erste Modell beschreiben:

1. Modell:
Ep =AU T
Eg :={G : G eine Gerade in A} U {T}

(i) Seien Gy und G5 nicht-parallele Geraden. Dann scheiden sich G; und G,
wie {iblich in A.

(ii) Sei G eine in A liegende Gerade. Dann schneiden sich G und 7T in einem
Punkt, der mit 7(G) bezeichnet wird. Hier stellt 7(G) die Aquivalenzklasse
von G in T dar. Ist G' zu G parallel, dann gilt I(G') = I(G); G und G’
schneiden sich in I(G).

(iii) Jeder Punkt von T ist von der Form I(G) fiir irgendeine Gerade G, G # T.
Sei a ein Punkt von A. Dann ist die durch ¢ und I(G) laufende Gerade
diejenige, die durch a lduft und parallel zu G ist.

2. Modell:
In diesem Modell spielt sich alles im R? ab.
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Ep = Menge der durch den Ursprung laufenden Geraden.

Es; = Menge der durch den Ursprung laufenden Ebene.

Es ist leicht einzusehen, dass die Axiome erfiillt sind.

Diese beiden Modelle hingen eng zusammen.

Sei IT eine im R? liegende Ebene, die nicht durch den Ursprung liuft. Zu jedem
e € Fg, e nicht zu II parallel, erhalten wir eine Gerade in Il durch Bildung von
[T Ne. Das einzige ey € Eg, das zu II parallel ist, entspricht 7 (fiir IT). Dieses
Verfahren konnen wir genauso mit den Geraden durch den Ursprung fortsetzen,
weil diese Punkte von II oder 7 erzeugen.

Von drei Dimensionen auf zwei zu gehen, ist genau das, was die Maler machen.

Die Bezeichnung "projektive Geometrie” erhélt dadurch ihre Rechtfertigung; wir
projezieren den Raum auf eine Ebene, die Leinwand.

Da es sich im zweiten Modell um lineare Unterrdume von R® handelt, sieht
man sofort, dass die ganze Gruppe GL3(R), der linearen Abbildung auf Ep und
E¢ operiert und dass PG 3 dadaurch erfiillt ist. Dies war beim ersten Modell
nicht ersichtlich. Man kann diese Gruppe auch anwenden, um festzustellen, was
passiert, wenn man die oben gewihlte Ebene IT durch eine andere ersetzt, weil
GL3(R) auf der Menge solcher Ebenen transitiv operiert.

Fiir das dritte Modell nehmen wir die Sphére
S={ze® | z|*=1}.
Auf S stellen wir eine Aquivalenzrelation auf;
T~y x=yoder —y.

Dann ist Fp der Quotientenraum; Ep besteht aus Paaren von Antipoden (ge-
geniiberliegende Punkte). Eine Gerade entspricht dem von S mit einer druch den
Ursprung laufenden Ebene gebildeten Schnitt - einem Grofskreis.
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3. Modell:
Sei Ep wie oben. Sei Eg die Menge aller Grolkreise, als Untermengen von Ep
aufgefafit. Dann ist Ep, Eg eine projektive Geometrie.

Sogar diese 143t sich auch von dem zweiten Modell herleiten. Der Schnitt von
S mit einer durch 0 laufenden Gerade besteht aus zwei Antipoden. Der Schnitt
von S mit einer durch 0 laufenden Ebene ist ein Grofikreis.

Bevor wir zu anderen Beispielen {ibergehen, sollten wir bemerken, dass die Axio-
me in Fg und Ep symmetrisch sind. Deshalb konnen wir ihre Rollen vertauschen.
Jedem Satz entspricht ein ”Dualsatz”, worin wir Punkte und Geraden vertauscht
haben. Dieses Phinomen heif3t Dualitdt.

Wir betrachten als Beispiel -etwas oberfldchlich, weil wir spéiter dahin zuriick-
kehren werden- den Satz von Desargues.

Satz. Seien ABC und A'B'C' zwei Dreiecke, so dass sich die Verlingerungen
von AA', BB' und CC" in einem Punkt treffen. Sei P (bzw. @, R) der Schnitt
von den Verlingerungen von AB (bzw. BC,CA) und A'B" (bzw. B'C',C'A’).
Dann liegen P, Q, R alle auf einer Geraden.
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1 Q

Der Dualsatz ist die Umkehrung davon. Fiir den Beweis kann man aus dem 2.
Modell annehmen, dass PG 3 gilt. Dann diirfen wir annehmen, dass die Gerade
AA" auf T liegt und sich deshalb die Verlangerungen von AA’, BB’ und CC" auf
T schneiden, da BB’ und C'C’ parallel zu AA’ sind. Dann sieht das Bild so aus

Hier sind BB’ und CC’, BP und CR, PB' und RC' parallel. Wir miissen zeigen,
dass PQ R auf einer Geraden liegen. Stattdessen definieren wir R als den Schnitt

von C'R und der Verldngerung von ) P, wobei C'R parallel zu BP ist. Wir miissen
dann zeigen, dass RC" zu P B’ parallel ist.
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Um dieses zu tun, konnen wir Betrachtungen aufwenden, die nicht zur projekti-
ven Geometrie gehdren. Wegen Parallelitéit gilt

YPBB' = JRCC'.
Aus demselben Grund gilt
BP:CR: BQ:CQ: BB :CC"
Deshalb sind APBB’ und ARCC" dhnlich. Es gilt daher
YBB'P = JCC'R;

deshalb sind PB’ und RC' parallel wie behauptet. Durch dieses Beispiel wird es
klar, wie niitzlich es sein kann, wenn eine groflere Gruppe vorhanden ist. Dann
kan man ein Problem auf ein einfacheres reduzieren und dort zusétzlich Methoden
anwenden.

Nun stellen wir einige Modelle auf, worin Ep und Eg endlich sind.

4. Modell:

EP = {Pla P2a P3} ) EG = {Lla L2a L3}

P, liegt auf Ly und L3 usw. Dieses Modell kénnen wir folgendermaflen graphisch
darstellen:

. > P
P, L 1

Hier geniigt die Geometrie PG 3 (warum?). Wie die oben angegebenen Modelle
ist dieses auch ”gleich” seinem Dualmodell.

5. Modell:
EP = {Plap2ap3ap4};EG = {LI;L27L37L4}-
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Das Dualmodell ist

wieder dasselbe.

6. "Modell”:

Ep ={P\, P, P35, P,, P;}, Eq = {L1, Ly, L3, L4, L5, Lg}.

33
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Das Dualmodell dazu ist aber

L3
P
g
Ls E L,
*ly
P
P
P

L

endlich was anderes. In diesem Fall, weil P5 der einzige Punkt ist, der auf zwei, aus
drei Punkten bestehenden Geraden liegt, mufl P5 durch jede Gruppe festgelassen
werden. Deshalb kann PG 3 nicht gelten.

Nun erhalten wir als Korollar dieser Konstruktion:
Es ist nicht méglich, PG3 von PG 1 und PG 2 zu folgern.

Dieses Beispiel zeigt, wie man die Unabhéngigkeit eines Axioms von anderen
zeigen kann; man findet ein Modell, in dem alle, aufler des bezweifelten Axioms
erfiillt sind, das iibrige aber nicht.



Kapitel 3

Endliche Gruppen

1. Der Satz von Lagrange

Da man die Elemente einer endlichen Gruppe zdhlen kann, ist es méglich, Einsicht
in ihre Struktur zu gewinnen. In diesem Kapitel werden wir fast ausschliesslich
mit endlichen Gruppen und G-Mengen zu tun haben. (Dass eine Gruppe G end-
lich ist, bedeutet nicht, dass alle ihre G-Mengen endlich sind. Die transitiven
G-Mengen sind aber endlich.)

Der Ausgangspunkt fiir die Theorie endlicher Gruppen ist der Satz von Lagrange.
Um diesen zu formulieren, brauchen wir einige Bezeichnungen.

Ist A eine endliche Menge, schreiben wir |A| statt Card(A), fiir die Anzahl von
Elementen von A.

Ist G eine Gruppe, H eine Untergruppe von G, so haben wir G/H schon definiert
(Kapitel I, 2.). Wir schreiben [G : H| statt |G/H].

Satz 3.1 (Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe, H eine Untergruppe von G.
Dann gilt
G =[G H] - [H].

Insbesondere ist |H| ein Teiler von |G]|.

Beweis. Wir haben G/H dadurch definiert, dass wir eine Aquivalenzrelation >

auf G konstruierten und bezeichneten den Quotientenraum G/ > als G/H. Die

Aquivalenzrelation wurde wie folgt definiert:

xf;;y<:>y_1x€H(<:>x_1y€H).

Die Aquivalenzklasse von z ist

{y:a7'ye H} = {y:a 'z =hhec H}
= {zh:he H}.

35
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Deshalb hat jede Aquivalenzklasse |H| Elemente. Es gibt aber nach Definition
[G : H] Aquivalenzklassen. Da G die disjunkte Vereinigung von Aquivalenzklas-
sen ist, gilt nun

G| =G - H]|H],
wie behauptet. Damit ist der Satz bewiesen.
Wir werden |G| die Ordnung von G nennen.
Sei nun g € (G, wobei GG eine nicht notwendige endliche Gruppe ist. Wir definieren

g™ (m € Z) induktiv, wie folgt:

gm = ¢g™'-g (m>0)
q° e
gn = g"gt (m<0).

Lemma 3.2. Fs gelten

Beweis. Die zweite Aussage folgt induktiv aus der Definition. Deshalb brauchen
wir in der ersten nur den Fall n > 0 zu beweisen, weil wir sonst ¢ durch ¢!
ersetzen konnen. Wir beweisen die Aussage induktiv. Wir nehmen deshalb an,
dass sie fiir alle n’ < n schon bewiesen ist. Wir miissen auch den Fall n = 1
beweisen, und den behandeln wir zuerst. Sei m < 0; dann gilt

gmg= (g™ 'g7)g =g

Dasselbe gilt fiir m > 0. Deshalb ist die Aussage fiir n = 1 bewiesen. Nun gelten

gyt = g™ (glgn — 1) (Induktion)
= gmtl.gnl (Assoziativitiit)
= gmtD+(n-1) (Induktion)
— gm+n‘

Damit ist das Lemma bewiesen.

Deshalb ist {¢g™ : m € Z} eine Untergruppe von G. Sie wird mit (g) bezeich-
net. Die Ordnung der Gruppe (g), falls diese Gruppe endlich ist, wird auch die
Ordnung des Elementes g genannt und mit o(g) bezeichnet.

Definiere
7Z—G ; m+— g™
Das Bild dieser Abbildung wird mit (g) bezeichnet. Das Lemma besagt, dass die

Abbildung ein Homomorphismus ist. Wir brauchen jetzt:

Satz 3.3 (Euklid). Jede Untergruppe von Z ist von der Form NZ(:= Nn;n € Z)
mit N > 0,N € Z.
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Beweis. Sei H C Z eine Untergruppe. Gilt H = {0}, dann nehmen wir ein N =0
und alles wird damit erledigt. Deshalb kénnen wir annehmen, dass H # {0}. Weil
gilt

meH& —meH,
gibt es mindestens ein positives Element in H. Sei N = Min{m € H,m > 0}.
Dieses existiert. Sei nun m € H,m > 0. Nach dem Restsatz (fiir gew6hnliche
Division) gilt

m=q-N+r

mit 0 < r < N. Aber N € H; und weil ¢gN = N + N + ...+ N (¢g-mal), folgt
gN € H. Deshalb: r = m—¢-N € H. Nach der Definition von N und 0 <r < N
kann nur gelten: r = 0. Deswegen gilt

m = ¢gN.

Umgekehrt liegt ¢V in H. Ist m € H eine negative Zahl, dann ist —m(€ H) der
Form ¢'N; deshalb gilt m = —¢' - N. Deshalb gilt

H = NZ

I

und die Behauptung ist bewiesen. 0J

Nun kehren wir zu (g) zuriick. Wir nehmen an, dass (g) endlich ist. Dann ist
der Kern von Z — G;m —— g™ die Menge der Vielfachen von N, wobei N die
Ordnung von g bezeichnet, weil Z/NZ von Ordnung N ist. (Die Klassen in Z/NZ
sind 0 + NZ,1+ NZ,...,(n—1) + NZ.) Es folgt, dass e = ¢°, g', ¢%,... , g™ ~!
verschieden sind und es gilt

g =e.
Deshalb erhalten wir:

Korollar 3.4. Sei G eine endliche Gruppe. Die Ordnung o(G) von einem Ele-
ment g € G st
o(g) = Min{m > 0: g™ = e}.

Diese Zahl teilt |G].
Die letzte Behauptung folgt von Satz 3.1 mit H = (g).
Bemerkung.
1. Obwohl wir im allgemeinen die Gruppenmultiplikation als ein Produkt

schreiben, werden wir fiir Z ”"+” benutzen. Vielleicht ist das Vorgehen
nicht konsequent, aber ...

2. Weil Z abelsch ist, ist NZ ein Normalteiler von Z. Deshalb ist Z/NZ nach
Kapitel I, 3. eine Gruppe.
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2. Beispiele von endlichen Gruppen

1. Die zyklischen Gruppen

Sei N > 0. Wir haben in Kapitel ITI, 1. die Gruppe Z/NZ gebildet. Sie heifit 7 die
zyklische Gruppe N-ter Ordnung’ und wird mit C'y bezeichnet. Die Multiplika-
tion wird meistens als Produkt geschrieben, gelegentlich aber auch als Addition.
Wie schon bemerkt wurde, ist die Gruppe abelsch. Sie besitzt eine Element der
Ordnung N. Umgekehrt sei G' eine Gruppe von Ordnung N mit einem Element
g der Ordnung N. Dann gilt

{9} = 1G;

weil (g) C G gilt, folgt (g) = G. Von der in Kapitel III, 1. diskutierten Abbildung
hat man

Deshalb:
G = Cy.

Jedes Element g von Cl, fiir welches gilt

<g> = CN;

heif}t ein Frzeugendes von Cy.

Eine Gruppe G, die Cy isomorph ist, heifit zyklisch; ein Element ¢ € G mit der
Eigenschaft (g) = G heifit ein Erzeugendes von G.

Zum Beispiel ist jedes Element (aufer e) der Gruppe Cy x Cy von der Ordnung
2. Dagegen hat C} ein Element (sogar zwei Elemente) von Ordnung 4. Deshalb
sind Cy x Cy und Cy nicht isomorph. Cy x Cj ist die "kleinste” nicht zyklische
Gruppe; sie heifit die ”Kleinsche Vierergruppe”.

2. Die Diedergruppen
Sei G eine abelsche Gruppe. Die Abbildung

L:G—>G;g»—>g’1

ist ein Homomorphismus, weil gelten

U(g192) = t(g291) (g abelsch)
(9291)_1

91 g2t

= 1(g1) - 1(g2).

Auflerdem gilt

o~
N
I
[S—
e
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Wir bilden nun eine Gruppe G, die mengentheoretisch G x {e, ¢} ist. Nun ist die
Multiplikation folgendermafien definiert:

(9192, €)
= (992, ¢)
= (91L(92); L)
= (91L(92); 6)-
Die Identitét soll (e, e) sein. Es ist etwas miihsam, aber nicht schwierig, nachzu-
weisen, dass G eine Gruppe ist.

Im Falle G = Cy schreiben wir Doy statt CN’N. Dies ist die Diedergruppe von
Ordnung 2N. Wir betrachten Cy als Untergruppe von Doy, Cy = {(g,€) : g €
Cy}. Sei T = (e, ). Dann ist jedes Element von D,y entweder von der Form
(g,€), d.h. in Cy, oder von der Form (g,e)(e,t), d.h. von der Form g7 mit
g € Cy. Es gelten

T = eTgT = g' (9€C)
& TgT ' = ¢!

Jedes Element von Doy — C'y ist von der Ordnung 2, weil

9T)* = gTgT
= g9~
= e.
Es folgt, dass D4 wieder die Kleinsche Vierergruppe Cy x C ist.

Wir stellen uns Cy als die Drehung eines reguldren N-Ecks vor und Dy als die
Drehung und Spiegelungen dieses Polygons.

N ungerade
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D,y - C
CN /\Vf\ 2N " CN
‘ ‘v

Die symmetrischen Gruppen

Die symmetrische Gruppe S, ist die Menge der bijektiven Abbildungen von
{1,...,n} auf sich. Die Gruppenmultiplikation ist die Verkniipfung. Sei o € S,,.
Es wird sich als niitzlich erweisen, einige Schreibweisen fiir o tz entwickeln. Zuerst

N gerade

1 2 n
werden wir e schreiben. Zum Beispiel wird in Sy:
o(1) o(2) a(n)
o(l)=2
- 0(2)=3 1 2 3 4 )
o o(3) = 1 als ( 9 3 1 4 > bezeichnet.
o(4) =4

Die obere Zeile besteht aus den Argumenten von o, die untere aus den Werten.

Zunéchst fithren wir die Zyklusdarstellung ein. Wir fangen mit 1 an, dann schrei-
ben wir

1,o(1),0%(1),0%(1),...

bis wir wieder bei 1 sind. Dann wiahlt man ein ¢, das nicht in dieser Liste steht
und verfihrt mit diesem genauso wie mit der 1; man erhélt

i,0(i),0%(i), . ..

u.s.w., bis es keine nicht-aufgezihlten Elemente mehr gibt. Man schreibt o als

(1.o(1),0?(1).... ) (i, 0(),02), ... ) (i', o (i), (i), ) ...

Zum Beispiel erhilt man von ( 5 ; ? i ) die Darstellung

Als ein komplizierteres Beispiel nehmen wir

12 3 45
5 8 3 2 6

_ o

7 8
79 es.
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Wir erhalten
(1,5,6)(2,8,7,4)(3).

((3) z.B. wird im folgenden Weggelassen)

Wir sollten uns diese so vorstellen

N.B. Zyklus wird von dem griechischen ”"kuklos” = "der Kreis” hergeleitet. Um
zu sehen, welche Wirkung (1,5,6)(2,8,7,4)(3) auf ein Element, z.B. 8, ausiibt,
brauchen wir nur das folgende Element zu nehmen, d.h. 7. Da dies Zyklen sind,
folgt 1 der 6, 2 folgt der 4. Es ist iiblich, Zyklen, die aus einem Element bestehen,
nicht zu schreiben.

Als Beispiel nehmen wir jetzt
(1,3,5,9)(2,8)(7,6) € Sho.
Nach der ersten Schreibweise wird dieses so geschrieben:
( 1 2 6 78 9 10 )
3 8 76 2 1 10 )°

Sei 0 € ¥,. Der Typ von ¢ ist die Folge

3
)

O ot

4
4

ki > ko> ks >ky... >k,

wobei in der Zyklusdarstellung o aus r Zyklen besteht, deren Léngen
ky, ko, ..., k, sind. In dem Beispiel ist der Typ von

(1,3,5,9)(2,8)(7,6)
4,2,2,1,1.

Da in S,, die Summe der Zyklenldngen n ist, haben wir immer
k1+k2—|— ,kr:n.

Eine solche Folge heifit eine Partition von n.
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Wir bemerken hier, wenn ¢ als ein Produkt C;...C, von Zyklen geschrieben
wird, so sind (1, ... ,C, Elemente von S,, mindestens wenn sie mit zusétzlichen
Zyklen der Linge 1 versehen werden. Da die Ordnung keine Rolle spielt, gilt

C.C; = C;C;

und 0 = C;...C, als Produkt in S,,.

Wir bemerken auch, dass die Zyklen genau die Bahnen von {1,...,n} unter (o)
sind. Das Element C; hat nur bei einer Bahn eine nicht-triviale Wirkung; ”es
permutiert diese Bahn zyklisch”. Das Element C; ist der Ordnung k;, wenn es
von der Liinge k; ist, da erst bei | = k;C! eine triviale Wirkung auf jene Bahn
hat.

Zwei Elemente von Y, die in Zyklusdarstellung angegeben werden, zu multipli-
zieren, ist nicht schwierig. In ¥, multiplizieren wir (13)(24) mit (123).

((13) - (24)) - (123)

Aufl: 125224
Auf4: 4542
Auf2: 2—-3—>1

Damit wird eine Zyklus geschlossen: Wir erhalten
(142).

Es bleibt nun 3 iibrig. Aus Sicherheitsgriinden iiberpriifen wir, dass 3 wirklich in
3 geschickt wird; 3 -1 — 3./

In diesen Rechnungen beschreibt der erste Pfeil, welche Wirkung (123) hat; der
zweite, welche Wirkung (13)(24) hat.

Jetzt brauchen wir eine Rechnung.

Sei C' = (iy,... i) ein Zyklus der Linge k in 3,,. Sei o € X,,. Wir definieren
oc = (o(ir),... . o(ir)).

Lemma 3.5. Es gilt:

Beweis. Sei j ein Element von {1,...,n}, das von der Form o(i,) ist. Dann gilt
oc = 7 wobei ' = o (igy1)
(k+1=1)

oCo™'(j) = oCi,

0 (ias1)

-/

7
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Ist j nicht der Form o(i,), dann gilt
Cj=7J
und
C- (a_lj) =075, oder oCo™'(j)=j.
Deshalb haben C und cCo~! dieselbe Wirkung, sind also gleich. Damit ist das
Lemma bewiesen.

Satz 3.6. Seien g1, g2 € X, Elemente des gleichen Typs. Dann gibt es ein o € S,,,
so dass gilt

cgio”" = gs.
Buweis. Sei der Typ von g; und ¢o k1 > kg > ... > k,. Wir schreiben

g = Cl(l) Ce C,El)
go = 01(2) A 0(2)

Damit ist _ N N
09 = (&9, d).

J

Dann sehen die obigen Gleichungen so aus:

_ 1,1 1,1\ [ 1,2 1,2
gl — Cl ""7Ck1 Cl 7""Ck2
_ (.21 2,1\ (2,2 2,2
92 — Cl ""7Ck1 Cl 7""Ck2
In diesen Darstellungen haben wir, wenn wir die Klammern vergessen wiirden,

in beiden Féllen die Zahl 1 bis n in irgendeiner Reihenfolge. Deswegen kénnen
wir o folgendermaflen definieren:

a(cjl.’i) = c?’i(l <j<k,1<i<r).

Mit anderen Worten: o schickt ein Element aus der ersten Zeile in das entspre-
chende Element der zweiten Zeile.

Nach Lemma 3.5 gilt

Es folgt
go = U(C’i(l)U_l ‘ 0051)0_1 ‘ 003(,1)0_1 . .O'C(UO'_I).

Die inneren o’s kiirzen sich weg. Wir erhalten

g = 001(1)___051)071
= agla_l.

Damit ist der Satz bewiesen.
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Um zu zeigen, wie man dieses Verfahren durchfiihrt, nehmen wir als Beispiel

n = 6
g1 = (12)(365)
g2 = (246)(35).

Wir schreiben die Elemente so:

g = (365)(12)(4)
92 = (246)(35)(1).

Nun nehmen wir

o : 3—=2
6 — 4
5—6 u.S.W.

(123 4
77\l 3 5 21

BEACHTE: ¢ ist nicht eindeutig bestimmt!!

Wir erhalten
i ) =(132564)

Sy Ot

Dann gilt

ogio " = gs.
Dieser Satz ist hiufig fiir die Konstruktion von Elementen aus ¥, niitzlich.

Ein Element der Form (ij)(i # j), ein Zweier-Zyklus, heifit eine Transposition.
Wir haben schon in AGLA 1 bei der Konstruktion von Determinanten gesehen,
dass jedes o € ¥, in der Form

T ... Ts

geschrieben werden kann, wobei die 7; Transpositionen sind. Man kann diese
Tatsache auch von der folgenden Gleichung herleiten:

(1,2,...,n) = (1,2)(2,3) ... (n ", n),

da jeder Zyklus dann als ein Produkt von Transpositionen geschrieben werden
kann.

Wir hatten in AGLA I auch gesehen, dass es eine Abbildung
sgn : ¥, — {£1}

gibt, die
sgn(oq09) = sgn(oy) - sgn(oy)

gentigt.
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Wenn wir Unbestimmte x4, ..., x, einfithren, kénnen wir sgn so definieren:
sen(0) = [T (20() — Tots)) / TT (i — 25).
i<j i<j

Hier treten in Zahler und Nenner diesselben Faktoren auf; sie kénnen aber ver-
schiedene Vorzeichen haben. Wir hatten sgn(o) dadurch definiert:

L (%(1),--- ;Ua(n)) = Sgn(U)L(Ula--- ,vn),

wobei L € Alt(V,n),n = dim(V),vy,... ,v, € V angenommen wurden.

Offensichtlich ist sgn ein Homomorphismus. Wir wissen auch, wenn 7 eine Trans-
position ist, dann gilt
sgn(r) = —1.

4. Die alternierende Gruppe

Die Gruppe X, hat n! Elemente. Der Kern von sgn heif3t die alternierende Gruppe
A,. Sie hat %(n') Elemente. Ein Zyklus der Linge £ liegt in A,, dann und nur
dann, wenn k ungerade ist. Diese Aussage folgt aus der Darstellung

(1,2,... k) = (1,2)(2,3) ... (k — 1,k),

d.h. ein Zyklus der Lénge k£ kann als ein Produkt von £ — 1 Transpositionen ge-
schrieben werden. Deshalb erkennen wir vom Typ von g € ¥,,, ob dieses Element
in A, liegt; es mufl namlich eine gerade Anzahl von Zyklen mit gerade Linge
haben.

Als Beispiele nehmen wir n = 3 und 4.

n=3 %3=1{e (12),(23),(13),(123), (132)}
Az = {e, (123), (132)}.
Diese Gruppe ist zu der zyklischen Gruppe mit 3 Elementen isomorph.
n==4 Yy ={e,(12),(13),(14), (23), (24), (34), (123), (213),
(124), (214), (134), (143), (234), (243),
(12)(34), (13)(24), (14)(23), (1234), (1243)
(1324), (1342), (1423)(1432)}
Ay = {e, (123), (213), (124), (214), (134), (143), (234),
(243), (12)(34), (13)(24); (14)(23)}
Deshalb hat A,

1 Element von Ordnung 1
8 Elemente von Ordnung 3
3 Elemente von Ordnung 2.
(123) ist in A4 zu
(123), (243), (134), (214)

konjugiert; genau die Hilfte der Menge der Elemente dritter Ordnung. Deshalb
ist das Analogen von Satz 3.6 fiir A,, nicht richtig.
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Die Gruppe X4 hat eine Eigenart, die wir jetzt erwdhnen werden. Wegen
(12)(34) - (13)(24) = (14)(23)
(12)(34) - (14)(23) = (13)(24) u.s.w.
ist
V= {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

eine Untergruppe von Sy, die zu der Kleinschen Vierergruppe C5 x Cy isomorph
ist. V' kann auch folgendermafien beschrieben werden:

V={g€%:g"=esgn(g) =1},
wie man leicht nachpriift. Fiir o € 34, g € ¥, haben wir
(09071)2 = 0907109071
— og0 !
= oo !
= e
und
sgn(aga_l) = sgn(g) = 1.
Deshalb folgt ocgo™! € V; V ist deswegen ein Normalteiler von ;.

Sei
Vo = {(12)(34),(13)(24), (14)(23)}.

(= v—{e}).
Dann ist Vj eine S;-Menge durch
1

o(x) =ox0™".
Wir erhalten dadurch einen Homomorphismus
0:3, — 5.
Der Kern von # ist
K = {aeX:aza™ =z(z e V)
= {ae¥, 2 'ar = a}.

Weil V' abelsch ist, gilt
K>oV.

Weil 6 surjektiv ist, wie man leicht nachrechnen kann, gilt
(¥4 K] = [33] = 6

SO
|K| = 4.
Deshalb gilt V' = K und ¥,/V 2 33. Es ist auch leicht zu zeigen, dass gilt

A3V = Oy,
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3. Abelsche Gruppen

Um abelsche Gruppen zu untersuchen, benétigt man Kenntnisse der Struktur
von Z.

Wir sagen, dass a ein Teiler von b ist, wobei a, b ganze Zahlen sind, a # 0, wenn
es eine ganze Zahl ¢ gibt, so dass gilt

b=aq.

Wir schreiben a|b (gesprochen "a teilt b”). Eine natiirliche Zahl p(# 1) heifit
eine Primzahl, wenn die sdmtlichen Teiler von p die Menge {41, £p} bilden.
Beispiele sind 2,3,5,7,11,13,.... Um nachzuweisen, dass eine natiirliche Zahl
keine Teiler aufler 1, +p besitzt, geniit es auszuprobieren, ob eine Zahl aus der
Menge {2,3,...,p— 1} teilt, weil aus a|b

lal = [b/q] < |b]
folgt.

Satz 3.7. Seien ay,as,...,a, € Z nicht alle Null. Es gibt eine natiirliche Zahl
d, die die folgenden Eigenschaften hat:

1. dla; (1<i<n)
2. es gibt my,ma,... ,my,, so dass gilt

d=aimq + ams+ ...+ a,m,,
Die Zahl d heifit der grofite gemeinsame Teiler von aqy, ... , a,, geschrieben
d=ggT(ay,...,a,).
Beweis. Die Menge
{a1s1 + ...+ ansp : 51,... ,8, € Z}
ist eine Untergruppe von Z, weil die Differenz
(a151 +...+ ansn) — (als'l +...+ ans'n) = (al(sl — 81+t an(s, — s'n))

auch in der Menge liegt (s. Kapitel I, 1.). Nach Satz 3.3 ist diese Menge der Form
dZ.,d > 0. Weil d € Z gilt, mufl es mq,... ,m, geben, so dass gilt

d=ami+...+a,m,.
Damit hat d die zweite Eigenschaft. Da a; in dZ liegt, gibt es b;, so dass gilt

d.h.
d\ai.
Damit hat d auch die erste Eigenschaft.

Korollar. Sei p eine natirliche Zahl, p # 0,1; dann sind die beiden folgenden
FEigenschaften gleichbedeutend:
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1. p ist eine Primzahl,

2. wenn p ein Produkt ab von zwei natirlichen Zahlen teilt, dann teilt p min-
destens eine von den beiden.

Beweis. 1. = 2. Sei p eine Primzahl. Wir nehmen an, dass gilt p|ab aber nicht
pla oder p|b. Da ggT(p,a) (bzw. ggT(p, b)) ein Teiler von p ist, gilt

99T (p,a) € {1,p}  (bzw.ggT(p,b) € {1,p}).
Von g¢T (p, a) = p wiirde folgen, dass a durch p teilbar wére. Deshalb gelten
99T (p,a) =1, ggT(p,b) =1.
Es existieren m,n,m’,n’, so dass gelten
pm+an = 1,pm' +bn' = 1.
Multipliziere diese Gleichungen:
p*mm’ + pmbn’ 4+ pm’an + ab - nn' = 1.

Jedes auf der linken Seite stehende Glied ist durch p teilbar. Es existiert daher
eine natiirliche Zahl N, so dass gilt:

was unmoglich ist. Damit ist die Behauptung bewiesen.

2. = 1. Sei p eine Zahl, die die zweite Eigenschaft hat, aber keine Primzahl
ist. Dann hat p einen Teiler a, der weder 1 noch p ist. Sei b = p/a; dieses ist
ebenfalls eine natiirliche Zahl. Dann gilt

p = ab.

Deshalb ist ab durch p teilbar; es folgt, dass mindestens eine von a und b durch
p teilbar ist. Wir diirfen annehmen, dass a durch p teilbar ist. Das heif}t:

a=pq (q€eN).

Es folgt
p=ab=p-(gb).
Deshalb
qgb=1
oder
g=1,b=1.

Diesem widerspricht der Bedingung, dass a weder 1 noch ¢ sei.
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Satz 3.8 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Sei n eine natirliche Zahl.
Dann gibt es Primzahlen py, ... ,pm und natirliche Zahlen ey, ... ey, so dassn

durch
n=p{...po"
dargestellt werden kann. Diese Darstellung ist sogar bis auf Anordnung eindeutig.

Beweis. Ist n schon eine Primzahl, dann ist der Satz richtig. Wenn n keine Prim-
zahl ist, konnen wir zwei Teiler a, b finden,

n=ab,a#1,nb#1,n.

Es gilt
a<mn,b<n.

Induktionsannahme

Der Satz sei fiir alle Zahlen kleiner n giiltig. Dann kénnen a und b als Produk-
te von Primzahlpotenzen dargestellt werden. Nach der Gliederung n = ab gilt
dasselbe von n selbst. Daher folgt die Darstellbarkeit von n im allgemeinen.

Wir miissen noch zeigen, dass die Darstellung eindeutig ist. Sei n die kleinste
Zahl, die mehr als eine Darstellung hat. Seien zwei davon

n:p?...pfr’l”,n:qfl...qgn.

Von der ersten folgt p;|n. Es folgt

pilal' gl
Aus dem Korollar folgt: p; teilt eine von den Zahlen q{l, ...q/". Deshalb kommt
p1 unter den Primzahlen ¢q,... ¢, vor. Wir diirfen annehmen, dass ¢; = p;.
Daher

n/pr=pgpe ot/ = qf e gl

Nach Induktionsannahme sind diese Darstellungen von n/p; gleich. Deshalb ist
die Darstellung von n selbst eindeutig.

Wir brauchen folgendes
Korollar. Se:
n=pi...pom,
eine Darstellung von n als ein Produkt von Primzahlpotenzen. Die Zahlen
n/pin/py, ... /o

sind ganz; es gilt
99T (n/p§',... .n/pi) =1.

Beweis. Die erste Aussage ist klar. Fiir die zweites sei

d= ggT(n/p‘fl, e ,n/pfi,;").
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Wir nehmen an, dass gilt d # 1. Dann gibt es nach dem Satz eine Primzahl p,
so dass p ein Teiler von d ist. Es gilt

n
Pl— = P05 ... D5 U.S.W.
1
Deshalb ist p eine von den Primzahlen py,...,ps,. Genauso ist p eine von
P1,D3s - s Pm, W.s.W. Es gibt aber kein gemeinsames Element in allen diesen

Mengen; p kann deswegen nicht existieren. Es folgt, dass d = 1 gilt.

Nun sei A eine endliche abelsche Gruppe, wobei die ” Multiplikation” als Produkt
geschrieben wird. Sei n die Ordnung von A. Sei

_ (] (&
n=p; .- -Py

die Darstellung von n als Produkt von Primzahlpotenzen.

Wir machen eine Bemerkung. Sei N eine ganze Zahl. Wir definieren induktiv fiir
a € A a” durch

a¥v = a¥l.a (N >0)
= e (N =0)
= oVt .qg! (N <0)

(vgl. Kapitel 3, 1.)

Lemma. Es gilt
(ab)™ =a - bV,

Beweis. Sie N > 0. Wir nehmen an, dass die Aussage schon fiir N — 1 bewiesen
worden ist. Dann

(ab)¥ = (ab)V~'-ab

NNl
= a7 '.a-bV"1. b (A abelsch)
= aV bV,

Da .
a N = (aN) (Kapitel 3, 1.)

folgt auch die Richtigkeit fiir negatives N. Fiir N = 0 ist die Aussage trivial.
Wir fassen dieses Lemma als die folgende Aussage auf:

a —> a” ist ein Homomorphismus.

Sei A nun eine endliche abelsche Gruppe; sei n = |G|. Sei n = p{' — p¢r die
Primzahlzerlegung von n.
Sei nun A; die folgende Untergruppe von A:

Ai={acA:a" =e).
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Satz 3.9. Die Gruppe A ist zu

A x Ay x ... X A,

isomorph. Die Ordnung von A; ist py'.

Dieser Satz ist fundamental bei der Untersuchung der abelschen Gruppen. Die
Zerlegung heif3t "die primdare Zerleqgung” von A.

Beweis. Seien
ni = n/pf
g = pi
Wir wissen schon, dass gilt
ggT(nl, Na, ... ,nm) =1
(Kor. zu Satz 3.8). Nach Satz 3.7. gibt es ganze Zahlen s, ..., s,,, so dass gilt
n1S1 + NS + ... + NSy = 1.

Nach Korollar 3.4 gilt fiir jedes a € A

e=a" =a"""%,

Daher folgt
a™ € A;
Wir bilden
p=A—>A; x Ay X Ap;a—> (a”l,a”Q,...a”m).
Wir zeigen, dass diese Abbildung ein Isomorphismus ist. Nach dem obigen Lem-
ma ist sie ein Homomorphismus.

Sei a € Ker(y). Dann gelten

und daher

a:an131+n232+...+nmsm:e_

Deshalb ist a injektiv.

Wir betrachten nun die Einschrankung von ¢ auf A;. Fiir j # ¢ gilt ¢;|n; und fiir
a € A; gilt daher

a¥i =e (j #1).
Das Bild von A; liegt in A; C A; x Ay X ... X A,,. Da ¢|A; auch injektiv ist,
muf} ¢|A; surjektiv sein. Deshalb
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Deshalb gilt
W(A) = Ay x ... Ap;

m.a.W. ¢ ist surjektiv.
Man hat

Al = [Ar]-[ Al | Al (+)

Um die letzte Aussage des Satzes zu beweisen, reicht es aus, folgendes zu zeigen:

Sei B eine endliche, abelsche Gruppe, p eine Primzahl, f > 1 eine ganze Zahl,
so dass fiir jedes v € B gilt
¥ =e.

Dann ist |B| eine Potenz von p.

Nach dieser Aussage ist |A;| eine Potenz von p;. Wegen der Gleichung (*) kann
| A;| nur

Py’
sein.

Wir miissen diese Aussage noch beweisen.

Sei B derart, dass B die Voraussetzungen erfiillt und dass |B| fiir gegebenes p/
minimal ist, wenn |B| nicht eine Potenz von p ist. Sei z € B, x # e. Dann ist die
Ordnung von (z) von der Form p"(h > 1). Die Gruppe (z) ist ein Normalteiler
von B, weil B abelsch ist. Da B/(z) auch die Voraussetzung erfiillt und weil

B/t)| <]
gilt, ist ‘B/<$>‘ eine Potenz von p. Dann ist aber

5| =[B/@)] - i)

auch eine Potenz von p. Aus diesem Widerspruch folgt die Behauptung. Damit
ist der Satz bewiesen.

Man kann auch die Gruppen A; ndher klassifizieren. Diese Klassifikation hingt
eng mit der Jordan-Normalform zusammen. Wir werden sie in dieser Vorlesung
nicht gebrauchen.
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4. Aufzihlung von Konjugationsklassen

Eine der effektivsten Methoden, eine gegebene Gruppe zu untersuchen, besteht in
der Untersuchung der Konjugationsklassen. Wir erinnern uns daran, dass durch

GxG — G
(v.9) — vg9="g7""

G selbst eine G-Menge wird. Die Bahnen sind die Konjugationsklassen. Der Sta-
bilisator von G heifit hier der Zentralisator von g

Za(g) = {ve€G:ygyv ' =g}
= {reG:=91}
Man bemerke:

(9) € Zalg).

Das Zentrum einer Gruppe ist
Zq = r;ZG(g) ={y € G: g =gy fiir alle g € G}.

Wenn gilt
9192 = G201

sagt man, dass ¢g; und g "kommutieren”. Das Zentrum ist die Menge aller
Gruppenelemente, die mit allen Gruppenelementen kommutieren. Dabei sind
Zc(9), Za Untergruppen von g, Z¢(g) D Za.

Wir machen jetzt eine allgemeine Bemerkung:
Satz 3.10. Sei G eine endliche Gruppe, X eine transitive G-Menge. Sei x €
X, H = Stabg(x). Dann gilt

X|=1G1/|H].

Beweis. Nach Satz 1.1 kann X mit G/H identifiziert werden. Die Behauptung
folgt dann von Satz 3.1.

Wir werden
{Q}G

fiir die Konjugationsklasse von g schreiben. Sie besteht aus

GI/1Za(9)]

Elementen. Da G aus |G| Elementen besteht, gilt

o
2 Zag) = 1€
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oder |
— =1,
2 7

wobei die Summe iiber je ein Element aus jeder Konjugationsklasse gebildet wird.
Man hat
Zg(e) = G,

deshalb ist ein Glied der Summe 1/|G|.

Wir werden jetzt den folgenden Satz beweisen, um zu zeigen, wie solche Uberle-
gungen benutzt werden konnen.

Satz 3.11 Sei G eine endliche Gruppe von Ordnung p', wobei p eine Primzahl
1st. Dann gilt:

ZG 7é {6}
(Natiirlich ist G’ nicht notwendigerweise abelsch).
Beweis. In der Summe |

2 700
ist jedes Glied von der Form

1 .
I~ (7 <10).
Das Glied p~' kommt mindestens einmal vor. Die Summe ist eine ganze Zahl;
kiame p~! nur einmal vor, hiitte sie p! als Nenner. Das ist unméglich; deshalb gibt
es andere g € G, so dass |Zg(g)| = p' gilt. Diese Aussage ist aber gleichbedeutend
damit
ZG(g) = Ga

oder -umgesetzt- g € Zg. Damit wird der Satz bewiesen.
Mit derselben Idee kann man auch den folgenden Satz beweisen:

Satz 3.12. Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl, p| |G|. Dann gibt es in
G ein Element g von Ordnung p.

Beweis. Der Beweis erfolgt nach Induktion nach |G|, als Ausgangspunkt nehmen
wir an, dass die Aussage fiir alle G’ mit |G'| < |G| richtig ist. In der Summe

> o =
Za(9)]
kommt ein z% im Glied mit g = e vor, dies enthilt den Faktor 1/p. Wie vorher
gibt es dann ein anderes g € G, so dass |Zg(g)| durch p teilbar ist. Es gibt zwei
Moéglichkeiten

1. |Za(g)] < |G|. Dann kénnen wir die Induktionsannahme benutzen, um zu
schlieBen, dass Zg(g) ein Element von Ordnung p enthiélt.
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2. |Zs(g)| = |G|. Dann liegt ¢g in Zg, wie wir schon gesehen haben. In der
Summe

1
2 7o)

tragen die g € Zg (von denen die Konjugationsklassen aus g selbst beste-

hen) insgesamt
|Za|

G|
bei.

Wir diirfen annehmen, dass der erste Fall gar nicht vorkommt, weil wir sonst
unser Problem schon erledigt haben. Deswegen sind die einzigen Glieder in der
Summe, die ein p im Nenner haben, genau die Elemente |Zg| - |G|™'. Weil die
Summe ganz ist, muf |Z;| durch dieselbe Potenz von p teilbar sein, wie |G|
selbst. In jedem Fall ist |Zg| durch p teilbar. Die Gruppe |Z¢| ist aber abelsch;
der Schluf} ist dann eine Folgerung von Satz 3.9.

x  Als letztes Beispiel betrachten wir Gruppen von Ordnung pg, wobei p und ¢
zwei verschiedene Primzahlen sind.

Satz 3.13. Sei G eine Gruppe von Ordnung pq, wobei p und q zwei verschiedene
Primzahlen sind. Es wird angenommen, dass gilt

P>q.

Dann gelten entweder
A G=E(C
oder

B. G besitzt einen Normalteiler H mit H = C, und G/H = C,. Jedes Element
in G — H st von Ordnung q, und

q/(p—1).

Wir wdhlen Elemente v, von der Ordnung p und d, von Ordnung q. Es gibt
eine ganze Zahl a,1 < a < p, mit der folgenden Figenschaft. Jedes FElement
von G kann in der Form v*0Y(0 < x < p,0 <y < q) geschrieben werden. Die
Multiplikation wird durch

(00 () = e

gegeben.

Es ist iibrigens nicht schwierig, eine Liste aller Gruppen der Ordnung pq aufzu-
stellen.

Beweis. Nach Satz 3.9 ist jede abelsche Gruppe zu C; x Cy x ... x C,, isomorph,
unter anderem C,, = C, x C,. Deshalb konnen wir uns auf den Fall beschrénken,
in dem G nicht abelsch ist. Aufler e hat jedes Element von G entweder Ordnung
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p oder ¢. Denn, wenn es ein Element pg gébe, wiirde G zu C),, isomorph sein. Es
kann nicht passieren, dass Zg(g) = G (g # e) gilt. Um dieses einzusehen, nehmen
wir an, dass die Ordnung von g, p ist. Sei h von Ordnung ¢; nach Satz 3.12 gibt es
solch ein h. Dann kommutieren ¢ und h. Die Elemente ¢g”h¥(0 < z < p,0 < y < q)
sind alle verschieden, wie gleich bewiesen wird. Es gibt p - ¢ solche Elemente.
Deshalb kommt jedes Element von G vor. Diese Elemente kommutieren; d.h.
dass G abelsch ist, also etwas, das wir gerade ausgeschlossen haben. Um zu
zeigen, dass diese Elemente verschieden sind, nehmen wir an

! !

g*-h=g" - n7
es folgt
gw—:v’ — pY v
Die linke Seite ist von Orndung 1 oder p, die rechte von Ordnung 1 oder gq.
Deswegen sind beide gleich e; was behauptet wurde.

Anders ausgedriickt gilt

Zalg) =(9) (9#¢e).

Wir nehmen an, dass es in G N,, Elemente von Ordnung p, N, von Ordnung
q gibt. Die N, (bzw. N,) Elemente von Ordnung p (bzw. ¢) werden auf N,/q
(bzw. N,/p) Konjugationsklassen verteilt, wovon jede ¢ = pg/p ( bzw. p = pq/q)
Elemente hat. Es folgt, dass p|N,, ¢/ N, gelten.

Weil auch jede Untergruppe von Ordnung p (bzw. ¢), p—1 (bzw. ¢— 1) Elemente
von Ordnung p (bzw. ¢) enthilt, gelten

(p— 1IN,
und
(¢ — 1)|N,.

Da p > q vorausgesetzt wurde, ist ¢ — 1 nicht durch p teilbar. Deswegen ist N,
durch p(q — 1) teilbar.

Nun gilt
pqg =1+ N, + N,.

Es folgt, dass gilt
Ny <plg—1)

und folglich
Ny<pg—1-plg—1)=p-1
Da N, durch p — 1 teilbar und nicht Null ist, folgt schliellich
N, = p—-1
Ny = plg—1).
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Die erste Gleichung bedeutet, dass die Menge von Ordnung p mit e eine zyklische
Gruppe bildet. Diese sei H. Weil sie eindeutig ist, ist sie ein Normalteiler von G.
Es folgt

G/H = C,,

jedes Element von G — H ist von Ordnung ¢. Sei 6 von Ordnung ¢, v von Ordnung
p. Jedes Element von G kann, wie oben, als

Y0 <x<p,0<y<q)

dargestellt werden. Da H ein Normalteiler von G ist, mufl v6~!, welches ebenfalls
von Ordnung p ist, von der Form 7%(1 < a < p — 1) sein. Die Gleichung

(% - 6Y) - (,yx’ . 51/) — e syt

folgt. Damit ist der Satz bewiesen.

Wir bemerken zusétzlich, dass aus
Ny =plg—1)

folgt, dass es p Untergruppen 74,...,7, von Ordnung ¢ gibt. Fiir jedes j gibt es
ein eindeutiges v € H, so dass gilt

Ti=at
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5. Die Sylow-Sétze

Die Ideen, die wir in Kapitel III, 4. verwendet haben, konnen etwas weiter ge-
trieben werden. In diesem Abschnitt werden die Sylow-Sitze bewiesen, die einen
Grundstein fiir alle weiteren Untersuchungen in der Theorie endlicher Gruppen
darstellen.

Zuerst fithren wir einige Bezeichnungen ein. Wir schreiben n /m, wenn n nicht
m teilt. Sei p eine Primzahl, f eine natiirliche Zahl. Wir schreiben
p’ || n  (gesprochen ” p’ teilt n genau”)
wenn
p’|In  aber p/*1 /.
So, z.B., 4| 12, 3 || 12.
Die Sylow-Sitze sind im folgenden Satz enthalten:

Satz 3.14. Sei G eine endliche Gruppe; sei n die Ordnung von G und pf eine
Primzahlpotenz, so dass gilt
' | n.

Es gibt mindestens eine Untergruppe von G mit der Ordnung p’. Sei Syl,(G) die
Menge aller Untergruppen von G von Ordnung p’. Dann gelten:

1. Seien Hy, Hy € Syl (G); dann gibt es ein g € G, so dass gilt

H, = gHyg ™
2. Sei N = Card (Sylp(G)). Dann hat man

pl(N —1)
Nl(n/p")

Bezeichnung. Ein H € Syl (G) heiit eine p-Sylow-Gruppe von G.

Beweis. Wir werden eine besondere G-Menge X benutzen. Die Elemente von X
sind Untermengen S C X, wobei verlangt wird

Card(S) = p’.

Wir definieren

gS ={gs:seS}
Auf diese Weise wird X eine G-Menge. Die Menge X hat
<n> nn—1)(n—-2)...(n—p/ +1)

p ) ol —1)...-1
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Elemente.
Weil die entsprechenden Glieder des Zihlers und des Nenners durch dieselbe
Potenz von p teilbar sind, ist ( pnf ) nicht durch p teilbar. Deshalb gibt es eine
Bahn Og(S) C X, so dass Card Og(S) auch nicht durch p teilbar ist. Sei
H = Stabg(S).
Weil gilt (s. Satz 3.10)
Card Oc(5) = |G|/|H]

muf} weiter gelten
| [H].

Andererseits halten wir sy € S fest.

Stabg(S) C {g:gsy € S}
= {g:9=s5",5€5}
= {ss;':s€ S}

Deshalb hat Stabg(S) = H hochstens p/ (= Card(S)) Elemente. Diese zwei Aus-
sagen sind nur vereinbar, wenn gilt

|H| =p’.

Deswegen haben wir gezeigt, dass Syl (G) nicht leer ist.

Sei nun 7 C G eine Gruppe mit p* Elementen (o < f). 7 operiert auf der
G-Menge G/H, wobei H € Syl (G) gewihlt wird. Wegen

(G H] =n/p

ist die Anzahl von Elementen von G/H nicht durch p teilbar. Deshalb gibt es
eine Bahn unter 7, deren Anzahl von Elementen auch nicht durch p teilbar ist.
Wegen Satz 3.10 hat diese Bahn nur ein Element. Sei dieses eine Elemente die
Klasse von g in G/H. Fiir jedes v € 7 gibt es dann g, € H, so dass

vg=g-hy;
oder

g 'vge H
oder

g '7¢g C H.

Wenden wir dies auf ein ? € Syl (G) an, erhalten wir die erste Eigenschaft.
Die Menge Syl,(G) wird durch

(9,H) — gHg ™
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eine transitive G-Menge. Der Stabilisator von H enthilt H; deswegen gilt
N = Card(Syl,(G)) = |G|/|Stabg(H)|.

Der letzte Ausdruck teilt |G|/|H| = n/p’. Dies ist ein Teil der zweiten Aussage.

Fiir die einzige iibriggebliebene Aussage betrachten wir Syl (G) als Hy-Menge,
wobei Hy ein festgewihltes Element von Syl (G) ist. Da |Ho| = p/ gilt, hat jede
Bahn entweder ein Element, oder die Anzahl von Elementen ist durch p teilbar.
Wir zeigen, dass es nur eine Bahn gibt (ndmlich {Hy} selbst), die aus einem
Element besteht. Daraus folgt, dass N — 1 durch p teilbar sein muf.

Sei {H;} eine zweite Bahn, die aus einem Element besteht. Nach Definition gilt
hthil = Hl- (h € H())

Deswegen ist die Untermenge HoH; = {hohy : hg € Hy,hy € H;} von G auch
eine Untergruppe. Hy und H; sind in HyH, konjugiert (weil sie es in Syl (HoH)
sind). Es gibt dann hoh; € HyH;, so dass

Hy = hohyHy(hohy) .
Aber die rechte Seite hier ist
ho(hiHihi')hg' = hoHihy'
- H,
Deshalb folgt Hy = H;. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wir bemerken, dass wir im Laufe des Beweises noch etwas mehr bewiesen haben,
ndmlich

Korollar 3.15. Seien G, p’ wie in Satz 3.14. Sei ? C G eine Untergruppe mit
Card(?) = p“.
Dann gibt es H € Syl,(G), so dass gilt
? C H.

Als Beispiel nehmen wir die alternierende Gruppe As. Sie ist von Ordnung 60 =
22 .3 -5. Dann sind die folgenden Sylow-Untergruppen

{e, (12)(23), (13)(24), (14)(23)}  (p

{e, (123), (132)} (
{(12345)7 : 0 < j < 5} (p

2)
3)
5).

=
I

Insgesamt hat man
Card Syl,(A45) = 5

Card Syl;(As) = 10
Card Syl;(As)

I
S
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Jedes Element von Aj ist entweder von Ordnung 1,2,3 oder 5. Alle Elemente
von Ordnung 2 (bzw. 3) sind miteinander konjugiert. Die 6 x 4 = 24 Elemente
von Ordnung 5 bilden 2 Konjugationsklassen.

In dieser Gruppe ist A, eine Untergruppe

{H C A4 cH e Syl2(A5)} = Syl2(A4)
— {e.(12)(
{H C Ay : H € Syl;(A5)} = Syly(Ay)
— {e, (123), (132)).

34),(13)(24), (14)(23)}

Die Elemente . .
{(12345)7, (14)(23)(12345)7 : 0 < j < 5}

bilden eine Diedergruppe.

Wir zeigen jetzt, dass es keine Untergruppe ? C Aj gibt, die Ordnung 20 hat.
Weil Syl;(?) # 0, Syl,(?) # () konnen wir annehmen, dass

? O {(12345)7 : 0 < j < 5}.
Dariiber hinaus hat man von den an Card Syl,(G) gestellten Bedingungen, dass
Card (Syl;(?))[4, 5/Card (Syl;(?) — 1).

Deswegen
Card Syl;(?7) = 1.

Die iibrigen Elemente aus ? miissen von Ordnung 2 sein. Es gibt 15 davon,
die in sich nichtiiberschneidenden Sylow-Gruppe vierter Ordnung verteilt sind.
Deswegen gilt

Card Syl,(7) = 5.

Deshalb liegen alle Elemente von Ordnung 2 in 7. Unter denen befindet sich
(12)(34). Aber ((12)(34)) - (12345) = (245). In ? kann es aber keine Elemente
dritter Ordnung geben. Deswegen existiert 7 nicht.

Ein anderer Beweis ist der folgende:

Weil A5/7 eine As-Menge ist, erhalten wir einen Homomorphismus A5 — Xj.
Da das Bild transitiv operiert, hat das Bild 3 oder 6 Elemente. Der Kern ist
ein Normalteiler von Ordnung 20 oder 10. Dieser muf ein Element von Syl (As)
enthalten - und damit alle. Eine solche Gruppe ist aber A5 selbst.

Dieses Beispiel zeigt, wie man die Sylow-Sétze anwenden kann, um die Struktur
einer Gruppe zu untersuchen. Insbesondere kann man Gruppen klassifizieren,
wenn die Ordnung aus wenigen Primzahlen besteht (vgl. Satz 3.13 oben).
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Kapitel 4

Die regularen Polyeder

1. Die reguliren Polyeder und ihre Gruppen

Ein reguldrer Polyeder ist ein Polyeder, dessen Flichen (bzw. Kanten, Ecken)
kongruent sind. Fiir uns wird ein Polyeder ein konvexer Korper sein, dessen
Oberflichen aus endlich vielen Vielecken besteht. Es gibt genau fiinf, die in drei
Gruppen verteilt sind:

1. Die Tetraeder,
2. der Wiirfel und Oktaeder,
3. der Ikosaeder und Dodekaeder.

Diesen Korpern werden die folgenden Symmetriegruppen zugeordnet:

1. Ay (oder Sy),
2. Sy (oder Sy x Cy),
3. As (oder A5 x Cy).

Die ersten Gruppen sind die Symmetrien, die aus Drehungen bestehen, die zwei-
ten setzen sich aus Transformationen zusammen, die orthogonal, aber nicht not-
wendigerweise orientierungstreu sind.

In diesem Abschnitt werden die Gebilde beschrieben. Im néchsten wird gezeigt,
dass diese Liste vollsténdig ist.

1. Der Tetraeder

Hier fingt man mit einem gleichschenkeligen Dreieck AABC an. Auf je-
der Seite klebt man ein ebenfalls gleichschenkeliges Dreieck (s. Abb.,
NACD',NABD", ABCD"). Nun faltet man AACD' und AABD" zusammen.
Weil AD' (bzw. AD") einen Kegel um AC' (bzw. AB) beschreibt, kommen diese
nur auf den beiden Schnittgeraden der Kegel zusammen. Wir wéhlen eine solche
Richtung. Da nun D' = D" zutrifft, ist AD'BC gleichschenkelig. Deshalb kénnen
wir dieses mit AD" BC' bedecken; d.h. wir falten AD" BC auf AD'BC. Damit
haben wir einen Tetraeder konstruiert.

Wichtig daran ist, dass die Dreiecke nur auf eine Weise (oder genauer auf zwei
Weisen, die durch eine Spiegelung in der Ebene von AABC verwandt sind)

63
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zusammengeklebt werden kénnen. Daher folgt es, dass wenn wir den Tetraeder
ABCD so drehen wiirden, dass ein anderes Dreieck, z.B. ABCD auf die alte
Lage von AABC kommt, auch A zu der alten Lage von D geschickt wird.

Tetraeder

Konstruktion:

Spiegelung:

Nun bemerken wird, dass eine Spiegelung in der Ebene C DX, wobei X der
Mittelpunkt von AB ist, die Punkte AB vertauscht, die anderen beiden C', D
aber festldfit. Se G nun die Gruppe aller orthogonalen Transformationen, die den
Tetraeder in sich schicken. Damit ist G eine Gruppe von Transformationen im
R3, die Abstinde bewahren. Wir konnen diese Gruppe als Permutationsgruppe
auf den Ecken auffassen. Wir haben gesehen, dass es ein g € G gibt, so dass gilt

g=(BD),(BD),(AC),(AD),(BD).

Nach der geldufigen Schreibweise der Theorie der Permutationensgruppen schrei-
ben wir g als (AB). Genauso kénnen wir Spiegelungen finden, so dass jedes andere
Paar vertauscht wird.

g=(BC),(BD),(AC), (AD), (BD).
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Drehungen:

120

Diese Elemente erzeugen die ganze Gruppe Sy. Die sechs Spiegelungsebenen
schneiden sich in jedem Punkt O, der den gleichen Abstand von A, B,C' und

D hat. Wir wiahlen O als den Ursprung. Da G Abstidnde bewahrt, diirfen wir G
mit einer Untergruppe von O3(R) identifizieren. Hier setzen wir wie friiher

O3(R) = {A € GL3(R) : (Az, Ay) = (z,9)},

wobei G L3(R) aus den invertierbaren Matrizen besteht. Wir brauchen von AGLA
I den Satz:

Satz 4.1. Sei A € O3(R). Dann gilt entweder
det(A) =1

oder

det(A) = —1.
Wenn det(A) = —1 gilt, folgt det(—A) = 1. Im Fall

det(A) = +1
gibt es B € SO3(R), so dass
cosf) —sinf 0
BAB '=| sinf cosf 0

0 0 1
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fiir irgendwelche 0. Diese Matriz stellt eine Drehung um die ”z-Achse” von 0
dar.

Beweis. Zur ersten Aussage. Aus

tAA - Eg
folgt
det(*A) det(A) =1,
oder
det(A?) = 1.
Deswegen
det(A) = £1.

Aus det(—FE3) = —1 folgt
det(—A) = — det(A).

Sei A € SOs; dann ist das charakteristische Polynom von A von Grad 3. Die
Eigenwerte sind entweder von der Form \A;, s, A3 € R oder \; € R, Xy, Ay mit
Ay € C—R. Da (Az, Az) = (z, z) folgt fiir einen Eigenvektor v; zum Eigenwert
Ai, dass gilt A\ (vy,v1) = (vq,v1). Deswegen gilt \> = 1 oder A\ = +1. Wir
wéhlen v; mit || v; ||= 1. Im Falle, dass A lauter reelle Eigenwerte hat, gilt
AAA3 = 1, so dass zwei Moglichkeiten vorkommen (bis auf die Reihenfolge);
diese sind A\; = 1,A\y = 1,A3 = 1 oder A\; = 1,Ay = —1,A3 = —1. Da A den
Raum (v;)~ in sich selbst schickt, hat die Einschrankung von A auf (v;)~ die
Eigenwerte +1,41 oder —1, —1 und die Abbildung ist orthogonal. Man folgert,
dass die Einschrinkung + (Identitét) ist.

Falls die Eigenwerte A;, Ay, Ay sind, dann gilt \; - |[A2|> = 1. Deshalb ist \; posi-
tiv; es folgt Ay = 1. Die Einschrinkung von A auf (v;)~ ist wieder orthogonal.
Beziiglich einer orthonomalen Basis hat die Abbildung die Matrix

cosf) —sinf
sinf  cosf )’
Zusammengefasst gibt es eine Matrix (sogar eine orthogonale Matrix) By, so dass
gilt
1 0 0

BiAB;' =1 0 cosf —sind
0 sind cosf

Wir kénnen jetzt die Koordinaten umnumerieren, so dass wir eine Matrix B,
haben,
cosf) —sinf 0
BoAB,' = | sinfl  cosf 0
0 0 1
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Falls By orthogonal gewahlt wurde, gilt

1 0 0
Falls det(By) = +1, setzen wir B = By, sonst B = | 0 1 0 | By. Dann
0 0 -1

haben wir die letzte Aussage von Satz 4.1 bewiesen.

Durch diesen Satz sind die Drehungen von G durch die Eigenschaft
det(A) = +1

gekennzeichnet. Wir kénnen sie jetzt bestimmen. Die Abbildung det liefert einen
Homomorphismus

G — {1}
genauso wie signum (sgn).

Nun kehren wir zum Tetraeder zuriick. Auf den Spiegelungen, die wir schon
beschrieben haben und die die Gruppe G erzeugen, stimmen diese beiden Homo-
morphismen iiberein. Sie sind daher gleich, und die Untergruppe der Drehungen
ist dann A,.

Wir konnen dieses explizit einsehen. Eine Drehung um eine Achse, die senkrecht
zur Ebene ABC durch D lduft, wird von der Form (ABC) oder (ACB) sein.
Wenn wir zwei gegeniiberstehende Seiten AB und C'D wihlen, die Gerade durch
ihren Mittelpunkt bilden und darum eine Drehung von 180° machen, erhalten
wir ein Element von G von der Form

(AB)(CD).

Jedes Element von A, ist von einer dieser beiden Formen. Deswegen kénne nwir
Ay als die Gruppe der Drehungen darstellen.

Es gibt drei Paare von gegeniiberstehenden Kanten, ndmlich
AB,CD ; AC,BD ; AD,BC
Die Gruppe G permutiert diese. Auf diese Weise erhalten wir die Abbildung
2y — Mg,

die wir schon in Kapitel III, 2. kennengelernt haben.

Ubrignes: Der Name " Tetraeder” stammt vom griechischen ”tetros” = die Zahl
vier, "hedra” = Sitz, Fliche.

2. Der Wiirfel und Oktaeder
Der Name ”Wiirfel” stammt vom althochdeutschen ”wurfil” = Spielwiirfel und
der Name Oktaeder vom griechischen ”oktd” = acht. Dass das Wort ”Wiirfel”
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einheimischer Herkunft ist, zeigt deutlich, dass der Wiirfel der alltéglichste der
fiinf reguldren Korper ist. Es wird hier unnétig sein, dessen Konstruktion zu
wiederholen.

Ein Oktaeder kann auf dhnliche Weise wie eine Tetraeder konstruiert werden.
Man wéhlt ein Quadrat, A, B, C, D. Auf jeder Seite klebt man zwei gleichschen-
kelige Dreiecke

AABE',AABF', ABCE", ABCF", ACDE", ACDF" , ADAE"", ADAF"".

Dann faltet man die Dreiecke AABE', ABCE", ACDE", ADAE"" nach oben
zusammen und AABF', ABCF",ACDF",ADAF"" nach unten. Daraus ent-
steht ein Oktaeder. Wenn wir die Mittelpunkt der Flichen eines Wiirfels anschau-
en, bilden sie die Ecken eines Oktaeders. Umgekehrt bilden die Mittel6unkte der
Fliachen eines Oktaeders einen Wiirfel. Um die erste Aussage zu beweisen, bemer-
ken wir, dass die Mittelpunkte der vier senkrechten Seiten ein Quadrat bilden.
Das Ubrige ist klar.

Die Umkehrung kann man folgenderweise beweisen: Zu jeder Ecke eines Wiirfels,
in dem wir einen Oktaeder wie oben konstruiert haben, ziehen wir die Strecke
zum Mittelpunkt des Wiirfels. Diese schneidet den Oktaeder. Dass dieser Punkte
den gleichen Abstand von den Mittelpunkten der drei Flichen des Wiirfels, die
sich in der Ecke schneiden, hat, ist klar. Diese drei Mittelpunkte sind aber die
Ecken einer Fliche des Oktaeders. Alle Mittelpunkte der Flichen des Oktaeders
liegen dann auch auf solchen ”Radien”. Das Verhiltnis zum gesamten ”Radius”
ist fiir alle Ecken dasselbe. Deshalb bilden die Mittelpunkte der Flichen des
Oktaeders einen neuen Wiirfel, der eine Verkleinerung des urspriinglichen ist
(das Verhéltnis ist tibrigens 1:3).

Wir nennen nun die Ecken eines Wiirfels ABCD und A'B'C'D’, so dass
AA', BB',CC', DD' Hauptdiagonale sind (siehe Zeichnung). Sei nun g eine Ab-
bildung R* — R3, die Abstinde, Geraden und Flichen bewahrt und die den
Wiirfel in sich schickt. Sei G die Menge aller solchen g.

Wir betrachten die g € G, die die Eigenschaft

g(AA) = AA’
¢(BB") = BB
g(ccy = cc'
¢(DD') = DD’

haben. Dann gilt entweder
g(A)=A oder g(A)=A"

Da B, (', D auf von A ausgehenden Kanten liegen, miissen wir im ersten Fall die
folgenden Zuordnungen haben:

9(B) = B,g(C")=C",9(D)=D
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und daher auch
9(B)=B,g(C)=C,g(D) =D

Deshalb schickt g jede Ecke in sich selbst. Es ist leicht zu folgern, dass g selbst
die Identitdt haben muS.

Im zweiten Fall erhalten dagegen
9(D)=B'.g(C")=C,g(D)=D'
und
g(B')=B,g(C)=C",g(D") = D.

Sei —I die Abbildung
T —Z,

wobei der Mittelpunkt des Wiirfels als Ursprung gewihlt wurde. Dann ist (—1)-g
die Identitdt auf den Ecken und daher die Identitétsabbildung.

Wir schreiben das gerade bewiesene formell hin:

Lemma. Sei G wie oben. Sei G die Untergruppe aller Drehungen aus G, d.h.
Gy ={g9 € G : det(g) = 1}.
Die Untergruppe von G (bzw. G), die aus denjenigen Elementen g besteht, die
g(AA"y = AA' ¢(BB') = BB',¢(CC") = CC',g(DD'") = DD’

gentigen, ist {I,—I} (bzw. {I}).

Nun schauen wir uns G; an. Jedes Element g € G; permutiert
(AA"), (BB'),(CC"),(DD'). Nennen wir diese 1,2, 3,4 erhalten wir eine Abbil-
dung G; — X4. Der Kern ist {/} (nach dem Lemma). Da G; und ¥, beide 24
Elemente besitzen, ist diese Abbildung ein Isomorphismus. Wir haben also einen
[somormphismus

realisiert.
Sei nun ¢ € G. Dann liegt (—I)g in G;. Die Abbildung
Gy x {£I} = G;(g,a) — ga
ist daher ein Isomorphismus, und wir haben eine Abbildung
G285, x Oy,

Wir bemerken zuletzt, dass G und G; auf der Menge von gegeniiberstehenden
Fléchen operiert. Dann gibt es drei; die entsprechende Abbildung (Homomor-
phismus)

Yy — 23

ist wieder die von Kapitel 111, 2.
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Wiirfel Oktaeder
B‘ Al
c
| D’
,L ************** C
D
A B

Konstruktion des Oktaeders

E
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Beziehung zwischen Wiirfel und Oktaeder

Die Ecken des Oktaeders sind die Mittelpunkte der Fléchen des grofleren Wiirfels.
Die Ecken des kleineren Wiirfels sind die Mittelpunkte der Flichen des Okta-
eders.

Die Seitenléinge des kleineren Wiirfels betrégt ein Drittel der Seitenlinge des
grofleren.
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3. Der Dodekaeder und Ikosaeder

Diese sind die interessantesten und kompliziertesten reguldren Korper. Der Do-
dekaeder hat 12 Fldchen (griechisch ”do deka” = zwdlf); der Ikosaeder hat 20
Fldchen (griechisch "heikosi” = zwanzig). Umgekehrt hat der Dodekaeder 20
Ecken, der Tkosaeder 12. Beide haben 30 Kanten.

Um den Ikosaeder zu konstruieren, gehen wir von zwei iibereinanderliegenden
reguldren Fiinfecken aus. Diese liegen in parallelen Ebenen, haben Zentren, die
iibereinander liegen und sind um einen Winkel von 36° (oder 180°) gegeneinan-
der gedreht. Seien diese ABCDE und A'B'C'D'E’. Wir verbinden A mit C'D’,
B mit D'E’', C mit F'A’", D mit A'B’, F mit B'C'. Wir wihlen den Abstand
zwischen den Ebenen so, dass AC’, AD' usw. gleich AB, BC usw. Nun kleben
wir auf AB, BC, CD, DE, EA, A'B', B'C', C'D', D'E', E'A’ gleichschenke-
lige Dreiecke, AABP', ABCP", ACDP", ADEP", AEAP" und ANA'B'Q)’,
AC'D'Q", AD'E'Q", AE'A'Q"". Diese falten wir zusammen und erhalten einen
Ikosaeder.

Konstruktion des Ikosaeders
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Ein Bastel-Ikosaeder

Man kann auch mit dem gezeichneten Gebilde von gleichschenkeligen Dreiecken
durch die angedeuteten Faltungen einen Tkosaeder konstruieren.

Um einen Dodekaeder zu konstruieren, gehen wir von einem reguliren Fiinfeck
aus. Auf jede Seite kleben wir ein regulires Fiinfeck. Nun falten wir diese nach
oben, so dass die benachbarten Seiten zusammenkommmen. Diese erfolgt nun
auf eine Weise. Wir erhalten eine Schiissel. Nun nehmen wir zwei von diesen
Schiisseln, kippen eine um und kleben die beiden zusammen. Wir miissen uns
aber iiberzeugen, dass diese wirklich zusammenpassen.

Dazu betrachten wir eine Schiissel. Die Geraden, die senkrecht zu den Flichen
durch deren Zentren laufen, miissen sich in einem Punkt treffen (Symmetrie).
Die Ecken sind alle gleich weit von diesem ”Mittelpunkt” entfernt. Wir bilden die
Sphére, die diesen Mittelpunkt hat und durch die Ecken lduft. Nun projezieren
wir die Seiten auf diese Sphéire. Wir erhalten sechs regulidre Fiinfecke, deren
Seiten Strecken von Groflkreisen sind.

Dass an den inneren Ecken drei Fiinfecke zusammenkommen, bedeutet: die in-
neren Winkel der Fiinfecke sind 120°. Deshalb sind auch die Auflenwinkel der
Projektion der Schiissel auf der Sphéire 120° (= 360° — 2 x 120°). Dass diese

Projektionen zusammenpassen, ist nun klar. Damit existiert der Dodekaeder.

Wir bemerken noch, dass die Mittelpunkte der Flichen eines Dodekaeders
die Ecken eines Ikosaeders bilden und umgekehrt. Dieses weist man durch
Aufzdhlung nach. Es folgt auch daraus, dass es nur einen Weg gibt, den Iko-
saeder zu bauen.

Wir bestimmen jetzt die zugehorigen Rotationsgruppen. Wir bemerken, wenn
wir den Mittelpunkt als Ursprung wéhlen, schickt die Abbildung x — —z
den Tkosaeder und den Dodekaeder in sich selbst. Das wurde auch schon beim
Wiirfel und Oktaeder bemerkt. Wir brauchen dann nur die eigentlichen Drehun-
gen (det = 1) anzusehen. Weil man den Dodekaeder um die Achse drehen kann,
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die durch die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender Fldchen lauft, erhélt man
fiinf Drehungen. Jede Fliche kann aber auch in jede andere. Dadurch erhalten
wir 60 = 5 X 12 Drehungen. Es wird jetzt bewiesen, dass die dadurch gebildete
Gruppe die alternierende Gruppe As ist.

Es ist notig, irgendwas zu finden, das aus einer Zusammensetzung von fiinf Ob-
jekten besteht, so dass wir die Drehungsgruppe als eine Permutationsgruppe von
5 Objekten auffassen diirfen. Dazu betrachten wir zuerst eine Seite des ITkosa-
eders, den wir wieder auf eine Kugel projezieren. Wir setzen diese Seite zu einem
vollstindigen Grofikreis fort; dieser enthélt dann eine zweite Seite und schneidet
zwei andere Seiten senkrecht. Diese liegen wiederum auf einem Grofikreis, der
zwei andere Seiten schneidet, die wir ebenfalls zu einem Grofikreis fortsetzen.
Wir erhalten daraus ein System von drei senkrechten, sich schneidenen Kreisen,
die so aussehen:

Dieses Gebilde enthélt 6 Kanten. Es gibt aber 30 Kanten und dadurch 5 solcher
Systeme. Wir stellen uns vor, dass eine Elefant auf unseren Tkosaeder getreten
hat. Wir erhalten ein ebenes Bild, das aus Punkte und Verbindungsstrecken be-
steht. Wir firben die Seiten mit rot, blau, griin, purpur, orange ein (r, b, g, p, 0).
Das zustandekommende Bild folgt. Jede Drehung permutiert diese Seiten. Beim
Tkosaeder kommt jede Kombination von drei Farben zweimal vor (es gibt (g) =10
solche Kombinationen und 20 Seiten). Nun bemerken wir, dass die Orientie-
rung nur einmal vorkommt. Der Grund dafiir liegt darin, dass die Fléchen, die
gleich gefirbt sind, gegeniiber liegen und die Abbildung z — —z, also eine nicht-
orientierungsfihige Abbildung, den Vergleich der beiden Flichen verschafft.

Deswegen ist die einzige Drehung, die keine Wirkung auf die Farben ausiibt,
die Identitéit, weil alle Flachen fest bleiben. Auf diese Weise erhalten wir eine
Abbildung

Gy — ¥s,

wobei GG; die Gruppe der Drehungen bezeichnet. Das Bild hat 60 Elemente. Wir
kénnen aber jede Fldche in jede andere bringen, wenn wir eine Folge von Dre-
hungen um Ecken anwenden, die eine Fléche in eine Nachbarfliche schickt. Wir
bemerken, dass eine solche durch einen 5er-Zyklus in 35 dargestellt wird, weil alle
fiinf Farben an jeder Ecke zusammenkommen. Diese liegen in A;5. Wenn wir eine
festgewihlte Fliche in eine andere gebracht haben, bleiben nur drei Moglichkei-
ten. Wie man leicht feststellt, werden die Drehungen einer Seite durch 3er-Zyklen
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dargestellt, die auch in A5 liegen. Deswegen liegt das Bild des Homomorphismus
in As. Da G; und As beide 60 Elemente besitzen, ist dieser Homomorphismus
ein Isomorphismus. Damit ist die Identifikation hergestellt.

Projektion der Schiissel auf die Sphire

Ein Basteldodekaeder
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Plattgedriickter Tkosaeder

r = rot

b = blau

g =grin

p = purpur
o 0 = orange

r (Nachfarben empfohlen!)
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2. Es gibt keinen anderen reguliren Polyeder

Die fiinf reguliren Polyeder wurden von den Griechen entdeckt. Sie haben auch
bewiesen, dass es keine anderen gibt. Diese Aussage kann in mehreren Weisen
gezeigt werden, und in diesem Abschnitt wird ein Beweis angegeben. Mittelpunkt
dieses Beweises ist eine allgemeine Eigenschaft der Polyeder, die Eulersche For-
mel, die eigentlich zur ” Topologie” gehort.

Satz (Eulersche Formel). Sei P ein Polyeder mit ey Ecken, ey Kanten und ey
Flichen. Dann gilt

60—61+€2:2.

Beweis. Wir nehmen einen inneren Punkt O von P und eine Sphére mit Zentrum
O. Wir projezieren P auf die Sphére und erhalten dadurch ein System von Wegen
auf der Sphire, die die Sphire in getrennte Gebiete zerlegen (diese Wege brauche
keine Grofikreise zu sein). Wir betrachten diese Wegen als Schniire, die zusam-
mengeknotet werden. Wenn wir an eine Schnur denken, kénnen wir diese immer
kiirzer machen, bis endlich die beiden Endpunkte verschmelzen (angenommen,
dass sie vorher nicht gleich waren). Dabei verschwindet eine "Kante”, und zwei
Ecken werden zu einer. Dabei aber bleibt eg — e; + e3 erhalten. Wir wiederholen
dieses Verfahren, bis alle ” Kanten” nur einen Endpunkt haben.

Nun betrachten wir zwei Kanten des urspriinglichen Gebildes. Wenn wir auf
der Sphére von einem Punkt auf einer Kante zu einem Punkt auf der anderen
laufen wollten, konnten wir immer ”"auf dem Weg” bleiben, also statt ein Feld zu
iiberqueren, konnten wir auf dem Rand bleiben (bei P hat jede Fliche nur ein
Randstiick). Wenn mehr als eine Ecke {ibrigbleibt, miissten zwei davon verbunden
sein; wir hitten das Verfahren noch nicht zu Ende gefiihrt. Deshalb bleibt nur

eine Ecke iibrig.
&

®
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Wenn wir einen Weg (eine Kante) wegwischen wiirden, wiirden zwei Flichen
vereinigt. Es gébe eine Fliache und eine Kante weniger; eg — e; 4 e bliebe aber
wieder erhalten. Wir wiederholen dieses Verfahren, bis es keine Kanten mehr gibt.
Es bleiben eine Fliche (die Sphére selbst) und ein Punkt {ibrig. Daher erhalten
wir fiir eg —e; +e9 =1 — 0+ 1 = 2. Damit ist der Satz bewiesen.

Dieser Satz ist sehr allgemein; wir brauchten nicht etwa ”Regularitéit” anzuneh-
men, sondern nur, dass der Polyeder auf eine Sphire bijektiv abgebildet werden
konnte und dass die Fliachen nur ein Randstiick hatten.

Nun betrachten wir einen reguliren Polyeder P. Wir nehmen an, dass an jeder
Ecke m Kanten zusammentreffen, jede Fliche n Seiten (=Kanten) hat und dass
es insgesamt /N Fldchen gibt.

Da jede Kante auf dem Ran von zwei Flachen liegt, gibt es

N-m
2
Kanten. Da jede Kante zwei Endpunkte hat, die Ecken sind, gibt es
N N
(et
2 n

Ecken.

Dariiber hinaus gelten
n>3m>3,

weil eine Flache mindestens drei Seiten hat und mindestens drei Fliachen an einer
Ecke zusammenkommen.

Nun wenden wir die Eulersche Formel an. Es glten

Nm
e = ——
n
Nm
el = —
2
€y = N
und daher N N
2:€U—€1+62:—m——m+N.
n 2

Wir teilen durch m/N und erhalten

Insbesondere

% erhalten wir
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oder

n <6
oder

n < 5.
Genauso erhalten wir

m < 5.

. . . . 1 1 1 .
Die einzigen (m,n) mit — + ~ > & sind

(3,4). (4,3)
(3’ 5)7 (5a 3)
Dann gilt (wegen ﬁ 4 % — % + %)

N = 4 fir (3,3)
= 8 fiir (3,4)
= 6 fir (4,3)
= 20 fir (3,5)
= 12 fiir (5,3)

79

P wird aus N m-Ecken konstruiert. Wir erkennen in dieser Liste Tetraeder, Ok-
taeder, Wiirfel, Tkosaeder und Dodekaeder. Bei jeder Ecke kommen n Flichen
zusammen. Wie wir bei den Konstruktionen in Kapitel IV, 1. gesehen haben, ge-
lingt uns diese Konstruktion nur auf einer eindeutig bestimmten Weise. Deshalb
gibt es keine weiteren reguldren Polyeder als die, die in Kapitel IV, 1. aufgezéhlt

wurden.
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Kapitel 5

Ornamente, Kristalle und
Heiratsregeln

1. Tapetenmuster und Kristalle

Wir wissen alle vom Kunstunterricht, wie man regulidre Muster mit Hilfe von
Kartoffeldrucken herstellt. Man bereitet die Kartoffel vor, druckt eine Reihe des
Motivs, geht zuriick zum Anfang der Reihe und fingt darunter nochmals an. Es
entstehen Reihen von Abdriicken, die eventuelle gegeneinander verschoben sind.

Wenn wir etwas phantasievoller an die Arbeit gehen, konnten wir die Kartof-
fel regelmifBlig drehen, so dass das Muster nicht immer in derselben Richtung
liegt. Wir erfahren aber, dass die Wirkung dieselbe ist, als ob wir mit einer viel
grofleren Kartoffel angefangen héitten, worauf mehrer Kopien des Musters in al-
len vorkommenden Richtungen sind und wir diese ohne sie zu drehen verwendet
héitten. Genauso kann man Spiegelungen statt Drehungen anwenden. Ein Beispiel
fiir das allereinfachste Muster ist auf Abb. 1 zu sehen. Ein anderes mit Drehung
wird in Abb. 2 gezeigt, wobei ein interessantes Muster hier einfach durch ein

<\ ersetzt wurde.

Solche Muster wurden in fritheren Jahren fiir gebliimte Tapeten verwendet, ins-
besondere fiir gebliimte Tapeten verwendet, insbesondere fiir diejenigen von Wil-
liam Morris und seinen Nachfolgern. Sie wurden auch in der arabischen Kunst
sehr haufig verwandt, da die islamische Religion die Darstellung lebendiger We-
sen verbietet; s. dazu H. Weyl: Symmetrien.

Solche Muster heiflen Tapetenmuster. Die Abbildungen zeigen die verschiedenen
Moglichkeiten. In diesem Abschnitt wird erklart werden, wie diese mathematisch
aufzufassen sind.

81
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Abb. 2

Abb . 1
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Zuerst ist aber eine Bemerkung angebracht. Die Uberlegungen, die hier in der
ebenen Geometrie durchgefiihrt werden, kénnen auch auf andere Dimensionen
erweitert werden. Dabei ist die Dimension 3 besonders wichtig, weil diese in der
Kristallographie Anwendungen findet. In diesem Kristall sitzen die Atome in
einem regelméfigen Gitter, das besonders stabil ist (vgl. K. Vonnegut “Cat’s
Cradle”). Makroskopisch wird dies durch die dulere Form des Kristalls sichtbar.
Die inere Struktur ist auch mit Rontgenspektroskopie feststellbar. Wenn mehre-
re Elemente vorhanden sind, kann das Kristall interessant und kompliziert sein;
diejenigen, die in der Mineralogie bei Edelsteinen und Halbedelsteinen gefunden
werden, belegen diese These. Wie gut diese Struktur zur Geltung kommt, héingt
von der Kunst des Diamantenschleifers ab. Insgesamt gibt es im Dreidimensio-
nalen 230 verschiedene Moglichkeiten. Deswegen ist die Kristallographie schon
mathematisch interessant (aber nicht nur von diesem Gesichtspunkt).

Zunichst wird skizziert, wie diese Objekte mathematisch beschrieben werden
konnen. Wir erinnern uns, dass wir die Ebene mit A un die Gruppe der euklidi-
schen Bewegungen mit E bezeichnet haben.
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Definition. Eine Untergruppe G von E heifit eine Tapetengruppe, wenn die fol-
genden Bedingungen erfiillt sind:

TG 1: Es gibt eine beschriankte Menge B C A, so dass gilt
U g(B)=A.

9€eG
TG 2: Sei P € A. Dann ist die Menge

{9(P):9€G}
diskret, d.h. wenn Q = gP(g € G),Q # P gelten, dann gibt es ein ¢ > o,
so dass der Abstand zwischen P und () mindestens c ist.
Mit anderen Worten: Bei TG 1 wird verlangt, dass es einen ”Kartoffeldruck” gibt,
dessen Wiederholungen nach dem Muster von G die ganze Ebene bedecken.

Bei TG 2 mufl man etwas aufpassen. Die Stabilisatorgruppe von P braucht nicht
trivial zu sein. Wir werden sehen, dass sie aber immer endlich ist (sogar hochstens
von Ordnung 6). Dann bedeutet TG 2, dass die "Kartoffelabdrucke” sauber ge-
trennt voneinander sein sollten.

Im dreidimensionalen Fall bedeutet TG 1, dass das Kristall eine rdumliche Aus-
dehnung hat. TG 2 besagt, dass die Atome wirlich voneinander getrennt sind.
(In diesem Fall miissen A und E durch ihre dreidimensionalen Analogien ersetzt
werden; davon wird hier nicht die Rede sein.)

Sei -wie frither- T die Gruppe der Translationen; T ist ein Normalteiler von E.
Die Quotientengruppe E/T wird mit D bezeichnet; sie ist zu Oy isomorph. Sei

d:E—D

die zugehorige Abbildung. Diese Tatsachen gehen aus den Uberlegungen von
Kapitel 11, 2. hervor.
Der zentral Satz in diesem Abschnitt ist folgender:
Satz 5.1. Sei G eine Tapetengruppe. Seien
7(G) = d(G)CD
L(G) = GNnT.
Dann ist L(G) ein Normalteiler von G, der auch TG 1 und TG 2 genigt und die

Quotientengruppe
G/L(G) = 7(G)

1st endlich.

Beweis. Dieser Beweis wird unter der folgenden Voraussetzung gefiihrt:
In B (vgl. TG 1) gibt es nur endlich viele Punkte P, so dass gilt

Stabg(P) 7£ {6}
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Diese Voraussetzung kann aus TG 1 und TG 2 gefolgert werden. Zuerst bemerken
wir, dass es geniigt, die Endlichkeit von 7 (G) zu zeigen. Denn dann ist der Kern
der Einschrinkung von d auf G, also der Kern von 7 (G), genau

GNT=L(G).
Seien ¢i,...,g9n € G Elemente, so dass
7(G) ={d(g:)[1 < i < N}

ist. In TG 1 sei
B* =Ug;(B).

Nun kann g € G als lg;(l € L(G),1 <i < N) geschrieben werden, denn es muf3
ein ¢ geben, so dass gilt

d(g) = d(g:).
Daher:

d(gg7") = e
also

gg; ' € Kernd = L(G)
d.h.
l:=gg; " € L(G),
oder
9 =lgi.
Nun
A= gLEJGg(B) = zeéJ(G)LiJl(gi(B))
= leg((})l(B*).

Deshalb ist TG 1 erfiillt. TG 2 ist automatisch erfiillt. Deswegen ist auch L(G)
eine Tapetengruppe. Jetzt zur Endlichkeit von ?(G) mit einem Umweg iiber
Stabg(P). Wegen Satz 1.2 gilt

7(G) = G/L(G),

weil L(G) der Kern des Homomorphismusses d|G ist.

Wir zeigen, dass
Stabg(P)

endlich ist und sogar, dass es ein N gibt, so dass die Ordnung von Stabg(P)
kleiner als NV ist, wobei N unabhingig von P ist. Sei R der maximale Durchmesser
von B. Es muf} ein g(P) geben, so dass g(P) # P und der Abstand von P nach
g(P) kleiner als 2R ist. Sonst wire TG 1 nicht erfiillt, da es eine Liicke im Muster
géibe.
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Sei ) = g(P). Dann liegt die Menge

hQ  (h € Stabg(P))

auf einem, Kreis, dessen Radius kleiner als 2R ist. Die Absténde zwischen den ein-
zelnen h(Q) sind nach TG 2 aber minestens c; es liegen dann hochstens 4”R Punkte
auf dem Kreis. Deshalb hat die Drehungsgruppe um P hochstens d1e Ordnung
472R, die volle Gruppe (d.h. einschliefllich Spiegelungen) hdochstens %. Nach
der weiteren Voraussetzung gibt es ein N, so dass jedes Element von Stabg(P)
hochstens die Ordnung N hat (fiir alle P), wobei N nur von G abhingt.

Sei nun g € G,d(g) # e, det (d(g)) = 1. Dann kann ¢ als Abbildung der Form
r+— Ax +b

geschrieben werden (A € Oy, b € R?). Da d(g) # e gilt, folgt A # E. Wir suchen
einen Fixpunkt von ¢; dieser wird durch

Az +b==x
bestimmt. Oder
(E—A)x=b.

Weil det(A) = +1 folgt, dass E — A nicht singular ist. Deshalb gibt es einen
Fixpunkt und d(g), die dieselbe Ordnung wie A hat, hat hochstens Ordnung N.
Deshalb hat auch

71(G) ={y € 7(G) : det(y) = 1}

hochstens die Ordnung N, weil 71 (G) einfach aus Drehungen besteht. Aber 7 1 (G)
ist ein Normaltieler von ? (G) (da 7 1(G) der Kern der Abbildung det ist) und

7(G)/71(G) = {1} oder {%l1}.
Deswegen ist 7 (G) auch endlich, denn ord 7 (G)) hochstens 2N und damit ist der
Satz bewiesen.
Satz 5.2. Sei v € ?(G). Dann hat v die Ordnung 1,2, 3,4 oder 6.

Beweis. Wir fassen ? (G) als die Menge aller A auf, die in G vorkommen, wenn
wir G C E in der Form
z—— Az +0b

darstellen. Ein Element aus L(G) ist von der Form
z—z+0.
Nun berechnen wir g; 'g.g;, wobei

Ax

g1 Z
x

g2 :

[ |

— +
— +

S
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sind. Wir finden

g7 p91(z) = gr'(Az+b+V)
= A YAz +b+b)—A""D
= x4+ AW,
Deshalb, fassen wir L(G) als die Menge aller solchen b's auf, sehen wir, dass aus

v e LG
) AW e L(G)

folgt.
Natiirlich erhdlt man bei der Verkniipfung

by, by € L(G) = b + b, € L(Q).
Wir wissen von AGLA I:
A?~Tr(A)A+det(A)E = 0.
Da aus det(A) = —1, A% = E folgt, diirfen wir annehmen, dass gilt
det(A) = +1.
Multiplizieren wir () mit A~!, folgt
A+ A" =Tr(A)E.
Wenden wir dies auf b’ € L(G) an, so erhalten wir
(A+ A7) () = Tr(A).
Die linke Seite liegt in L(G). Es folgt
Tr(A)Y € L(G);

wir wihlen nun b’ so, dass b’ nicht ein Vielfaches von einem anderen Element aus
L(G) ist und folgern:
Tr(A) € Z.

Aber es gilt auch
Tr(A) = 2cos ¥,

wenn A eine Drehung um 6 ist. Deshalb
Tr(A)| < 2.
Die Moglichkeiten sind nun

Tr(4) = —2,-1,0,1,2
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mit

2r ™ om

372737

In diesem Fall ist A von Ordnung 2, 3,4,6 und 1. Damit ist der Satz bewiesen.

0=,

Man kann zeigen, dass L(G) von der Form

{mlgl + mllgll‘ml,mll E Z}

ist, wobei €', €” € L(G) linear unabhéngig sind.

Eine solche Gruppe heifit ein Gitter. Hier wird eine Skizze des fiir uns nicht
ausschlaggebenden Beweises angegeben. Man wihlt €' € L(G), so dass €' nicht
ein Vielfaches eines anderen Elementes ist. Dann nehmen wir f € L(G), f kein
Vielfaches von ¢'. Wir erhalten von TG 1, dass ein solches S existiert. Im Paral-
lelogramm mit den Ecken +ex, 4+ f liegen nur endlich viele Elemente von L(G),
(TG 2). Davon wihlen wir eines, €”, so dass kein weiteres Element von L(G)
innerhalb des Parallelogramms mit den Ecken +¢', +€” liegt; wir haben das Par-
allelogramm so klein wie moglich gemacht. Wir nehmen als Basis von R? ¢/, " —¢'.

Dann liegen
(1,0),(1,1)
in L(G). Andererseits gilt

L(G) N {(zy, wo)[len| < 1, faef < 1} = {0}

Hiervon kann man leicht beweisen (der Beweis lduft wie der von Satz 3.3), dass
gilt
L(G) = {(ml, m2)|m1,mg S Z}

Wenn man so weit gekommen ist, muff man die verschiedenen L(G) und ? (G)
klassifizieren. (Hat 7 (G) ein Element von Ordnung 3,4 oder 6, ist L(G) schon
bestimmt.) Die Arbeit ist von diesem Punkt an recht fummelig; die wesentlichen
Ideen stecken aber in den beidne obigen Sétzen. Mit dieser Schilderung sollte
es klar sein, wie es iiberhaupt moglich ist, solche Gruppen zu klassifizieren. Die
entsprechende Arbeit im Falle von drei Dimensionen ist etwas schwerer, folgt
aber demselben Muster.
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2. Heiratsregeln einiger Stimme

"Frither war es klar: Wenn der Vater Bicker war, wurde die Tochter natiirlich
Schneiderin.” Zitat eines 15jdhriger Schiilers aus ”Professor Mammuts gesam-
melte Stilbliiten”.

Volker, die entweder als Jédger und Sammler oder von einer einfachen Landwirt-
schaft leben, miissen sich zwangsldufig ausbreiten, weil sie sich nur so ernihren
konnen. Solcher Vélker leben in Stdmmen, die evtl. sehr grofl sind. Man braucht
nur an die vorkolumbischen Stdmme Nordamerikas zu denken. In der Regel be-
stehen solche Stdmme aus mehreren Tausend Leuten, wobei die Bevolkerungs-
dichte sehr gering ist (bei den Uraustraliern vor der Ankunft der Européer etwa
0,04 Menschen pro Quadratkilometer - man vergleiche mit 240 Einw./qkm in
Deutschland). Die Stamme leben in kleineren Gruppen, Sippen, die aus ein paar
Hundert Menschen bestehen. Die Mitglieder eines Stammes verhalten sich in der
Regel riicksichtsvoll gegeneinander und versuchen, Konflikte auf friedliche Weise
zu 16sen, was nicht immer gelingt. Da die Sippen oft iiber ein grofles Gebiet ver-
treut sind, kann es passieren, dass verschiedene Sippen sich nicht als Mitglieder
desselben Stammes fiihlen. Es kommt tatséchlich vor, dass sich ein Stamm in zwei
neue spaltet, nachdem er sein Gebiet {iberméBig ausgedehnt hat. (Vielleicht soll-
te man dieses Verhalten mit dem von Cliquen vergleichen.) In solchen Féllen ist
es notig, den Zusammenhalt des Stammes durch gesellschaftliche Einrichtungen
zu sichern. Denn bei ritualisierten Kdmpfen kénnen moglicherweise Aggressio-
nen abgebaut werden, die sonst zu Stammesfehden gefiihrt hiitten. Eine andere
Moglichkeit ist es, Geschenke auszutauschen. Das bekannteste Beispiel dafiir ist
der Potlatsch der Kwakiutl, wobei die Gegner versuchen, sich durch Grofziigig-
keit gegenseitig zu beschdmen.

Eine weitere Sitte bei solchen Volkern ist die Exogamie. Mitglieder einer Sippe
heiraten nicht untereinander; es wiirde als Inzest empfunden. Dadurch bleiben
die verschiedenen Sippen miteinander verwandt. Um zu vermeiden, dass sich
ein Stamm zufillig spaltet, weil die Mitglieder innerhalb kleinerer Gruppen von
Sippen heiraten, haben sich Regeln entwickelt, die so etwas vermeiden. Anthro-
pologen berichten, dass die alten Leute solche Regeln mit Diagrammen in Sand
erkldren und haben bemerkt, dass die Klarheit dieser Erklarungen, die &hnlicher
Ausfiithrungen von européischen Professoren iibertrifft. Die Diagramme machen
es klar, dass es sich um eine Art Mathematik handelt. Leider haben die mei-
sten Anthropologen keine Vorliebe fiir Mathematik; es wére zu hoffen, dass man
dadurch Einsicht in die kulturgeschichtliche Entwicklung der Mathematik gewin-
nen konnte. Der einzige, der sich mit diesem Aspekt auseinandergesetzt hat, ist
Cl. Lévi-Strauss. Er versucht, den Inhalt von Sippen und Mythen durch ihre
Struktur zu verstehen. Das Beispiel, dass hier diskutiert wird, stammt von ei-
ner Uberarbeitung seiner Beschreibung des Murngin-Stammes in Australien. Die
Ubersetzung in mathematische Sprache hat A. Weil, einer der groften Mathe-
matiker seiner Zeit und ein Freund von Lévi-Strauss, gemacht.

Das folgende wird aus
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Cl. Lévi-Strauss: Les structures élémentaires de la parenté

entnommen.

In diesem System wird jeder einer Klasse (hier wird das Wort Klasse in seinem
mathematischen und nicht im soziologischen Sinn verwendet) zugeordnet. Es
gibt dann Heiratstypen, ein Mann aus einer Klasse darf eine Frau aus einer
bestimmten anderen Klasse heiraten.

Ein Heiratstyp ist eine dieser zugelassenen Verheiratungen.

Beispiel 1
Wir stellen uns vor, dass der Stamm aus vier Klassen besteht; diese seien
A B,C,D.

Dann bezeichnen wir einen moéglichen Heiratstyp mit einem Pfeil, wobei A — B
bedeutet: ein Mann aus A heiratet eine Frau aus B. Eine Moglichkeit wire dann

X

(A,B),(B,C),(C,D),(D, A).

A B

D

Dann sind die Heiratstypen

Wir bemerken, dass die verschiedenen Klassen durch die Heiratstypen ersetzt
werden kénnen. Somit gehort ein Mann aus Klasse A zum Heiratstyp (A, B) und
eine Frau aus Klasse A zum Heiratstyp (D, A). Nun miissen aber auch die Kinder
einem Heiratstyp zugeordnet werden.

Seien nun M, My, ..., My die verschiedenen Heiratstypen. Zu jedem wir der
Heiratstyp eines Sohnes, s(M,), oder einer Tochter, ¢(M;), zugeordnet. Soll eine
Klasse nicht sofort aussterben, miissen s und ¢ Permutationen von {Mj, ..., My}

sein. Deshalb konnen wir s,¢ als Element von ¥y auffassen. Sei G die kleinste
Untergruppe von X, die s und ¢ enthélt. Wir diirfen annehmen, dass diese Grup-
pe transitiv auf My,... , My (oder einfach auf 1,..., N) operiert; sonst wiirde
sich der Stamm in ”"Bahnen” zerlegen und danach vermutlich in verschiedene
Stdmme aueinandergehen.

Folgende Regel kommt erstaunlicherweise vor:

Ein Mann darf die Tochter des Bruders seiner Mutter heiraten.

Symbolisch ausgedriickt sieht der Stammbaum dann so aus:
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Deswegen erhalten wir, wenn wir "=" in die Mathematik iibertragen

st = ts;

diese Regel bedeutet, dass die Gruppe aus Beispiel 1 auch abelsch ist.

91

Wir untersuchen jetzt, wie eine abelsche transitive Untergruppe von ¥, auszu-

sehen hat.

Dazu schreiben wir ¢ als Produkt von Zyklen

t= CIC’QCk
Dann gilt
t=sts ' =50, °Cy-... - *Cy.
Deswegen sind *CY, *Cy, ..., *C}y Permutationen von Cf, ...

Sei nun g € GG. Wir kénnen ¢ in der Form schreiben

g:sAtB.

Dann gilt mit

gC’jg’1 = sAtBC’jt’Bs’A

_ A
= s"C;

, Ck.

weil die Potenzen von ¢ mit jedem C; vertauschbar sind und sich dadurch gegen-

seitig autheben. Seien nun C;, C, zwei Zyklen, C; = (ry, 79, ..
Weil G transitiv operiert, gibt es ein g € G, so dass gilt:

g(r1) = qu.

)7Ck: (q17q27"'

).

Da aber C} dadurch charakterisiert ist, dass Cj der Zyklus von t ist, der ¢

enthélt, folgt

9Cig~" = C,

oder auch mit g = st?

s4C;(sM) 7t = Oy

Deswegen sind alle C; gleichen Typs (siehe Satz 3.6), haben also dieselbe Lénge

und es gilt, wenn wir die C; passen ordnen:

sCyst

sCys 1 =

sCr_1s~ ! =

sCrs ! =

C
Cs
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Es folgt

k k\—

S Cj(S ) ! == C]‘.
Dieses bedeutet aber nicht, dass s* die Identitit ist, sondern nur, dass es ein L
gibt mit

Als zweites Beispiel nehmen wir mit N = 8

s = (1234)(5678)
t = (1537)(2648).

Das heifit, mit

4
5
folgt
s(AB) = (BC) t(AB) = (EF)
s(BC) = (CD) tt(EF) = (CD)
s(CD) = (DE) t(CD) = (GH)
s(DE) = (AB) t(GH) = (AB). us.w

Dann gelten

(1234)(5678)(1537)(2648)
(16)(27)(38)(45)

ts = (1537)(2648)(1234)(5678)
(16)(27)(38)(45)

( 2

27)(38
13)(57) (24)(68)

Die Gruppe G ist dann

{e,s, s, 8%, 1,13 st, s’}

= {e,s,8% 5% (st),s- (st),s* (st),s* (st)},
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die wir als

04 X 02
erkennen.
In diesem Beispiel gilt:

§? = t2,

oder
Ein Mann darf die Tochter der Schwester seines Vaters heiraten.

Als ein drittes Beispiel betrachten wir wieder eine Gesamtheit von 8 Klassen
Al, A2, B1,B2,C1,C2, D1, D2.

Alternierende Generationen heiraten nach den beiden Regeln

Al T BI1 Al B1
A2 T B2 A2 B2
c1 ~ D1 C1 D1
c2 D2 C2 D2

d.h., wenn die Eltern nach der rechten Regel heiraten, heiraten die Kinder nach
der linken und umgekehrt.

Es gibt dann 16 Heiratstypen (Mann, Frau),

(A1, B1)(B1, A1) (A2, B2)(B2, A2)
(C1,D1)(D1,C1) (C2, D2)(D2,C2)

und (A1, B2)(B2, A1) (A2, B1)(B1, A2)
(C1,D2)(D2,C1) (2, D1)(D1,C2).

Deise bezeichnen wir mit

My M, M; M,
Ms Me M; Mg
Mg My My M,
M,z My M5 M.

Die Kinder gehdéren nun zu einer Klasse, die nur von der der Mutter abhingt
und zwar nach der Regel

Klasse der Mutter:  Al, A2, B1, B2,C1,C2, D1, D2
Klasse des Kindes: (C2,C'1, D2, D1, A1, A2, B1, B2.
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Wir rechnen nun nach:

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
14 15 16 13 12 9 10 11 6 7 8 o5 4 1 2 3

= (1,14)(2,15)(3,16)(4, 13)(5,12)(6,9)(7,10)(8, 11)

;= 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
- \13 16 15 14 11 10 9 12 5 8 7 6 3 2 1 4

= (1,13,3,15)(2,16,4,14)(5,11,7,9)(6, 10,8, 12).
In diesem Fall geniigen s und ¢ den Gleichungen:
s?=e;sts 1 = til,t4 = 2.
Hier operiert G nicht transitiv aus {1,2,...,16}. Die zwei Bahnen sind
{1,2,3,4,13,14, 15,16}
und
{5,6,7,8,9,10,11,12}.

Die Gruppe selbst ist zu Dg isomorph.

Die Interpretation dieser Heiratsregel ist etwas eigentiimlich. Man bemerkt, dass
jede Klasse in jeder Bahn vertreten ist. Durch die wechselnden Generationen
kommt es aber zustande, dass dieser Stamm aus zwei untereinander heiratenden
Gruppen besteht. Diese werden durch die Mitgliedschaft in den verschiedenen
Heiratsklassen zusammengehalten. Diese Klassen haben verschiedene Bedeutun-
gen fiir Eltern und Kinder, aber dieselbe fiir Grofleltern und Enkel.
Ubrigens, in diesem Beispiel gelten

2 = e

2 = (1,3)(13,15)(2,4)(14,16)(5,7)(11,9)(6,8)(10, 12),
so dass folgt

s°(7) # (7). (alle j)

In dieser Gesellschaft darf ein Mann nicht die Tochter der Schwester seines Vaters
heiraten; das wére Inzest.

Dass Geschwister nicht heiraten diirfen, bedeutet
s(M) #t(M) (fir alle M);

diese Regel ist in allen oben erwidhnten Beispielen giiltig.



Kapitel 6

Quadriken, Geometrie und
Gruppen

1. Die Sphiren von Dandelin

Kegelschnitte heiflen Kegelschnitte, weil sie Kegelschnitte sind. Um dieses zu
verstehen, betrachten wir einen Kegel K und eine Ebene II, die K dann schneiden
mufl. Sei C' der Schnitt. Wir zeigen, dass C' tatséchlich ein Kegelschnitt ist.

Der Beweis wird mittels einer schonen Konstruktion des Mathematikers Dandelin
gefiihrt. Es gibt zwei Sphéren Sy, Sy, die gleichzeitig tangential zu K und II sind
(sieche Abbildung). Diese sind die Sphéren von Apollonius. S; und Sy beriihren
K entlang der Kreise L; und Ly. Auch S; (bzw. Ss) und II beriihren einander
an einem Punkt Fy (bzw. F,). Sei O die Spitze des Kegels.

95
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Die Sphéren von Dandelin

Ellipse
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Sei nun P ein Punkt auf C. Wir verbinden 0 und P und erhalten eine Strecke,
deren Verldngerunge L; und L, schneidet. Seien )1 und @) die Schnittpunkte.

Weil @ P und F P tangential zu S; sind, sind sie gleich lang:
le - F1P

Genauso erhalten wir
QQP - FQP

Es gilt aber
|Q1P £+ Q2P| = Q:1Q, = const,

wobei + gewéhlt werden muf}, falls P zwischen )7 und @), liegt, — sonst.

Daraus folgt
FP £+ F,P = const.

Wie wir in Kapitel 6, 2 sehen werden, charakterisiert diese Gleichung einen Ke-
gelschnitt im Sinne der analytischen Geometrie.

Bevor wir dieses nachweisen, sollten wir eine andere Folgerung notieren. Sei C
ein Kegelschnitt -z.B. eine Ellipse. Sie P ein Punkt auf C und sei Tp die Gerade,
die durch P geht und fiir welche die Winkel zwischen T und F; P und zwischen
Tp und F, P gleich sind. Wir zeigen, dass Tp die Tangente zu C' bei P ist.

Sei X ein anderer Punkt auf Tp. Dann gilt

Fi X + X > FiP + FyP.

Zum Beweis betrachtet man die Spiegelung Fj von Fy, an Tp. Dann liegen
Fy, P, F; auf einer Geraden, Fy, X, F) nicht. Da eine Gerade die kiirzeste Ver-
bindung zwischen zwei Punkten ist, folgern wir

X+ F,X > FP+FP.
Auflerdem gilt wegen der Spiegelung
X = KX

und
P = F2’ P.

Damit ist die Behauptung bewiesen. Es folgt, dass X auflerhalb von C' liegt.
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Die Sphéren von Dandelin
Hyperbel
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Anders formuliert: Tp ist die Tangentialgerade zu C' bei P. Diese Gerade ist
gerade dadurch charakterisiert, dass

$(Tp, FiP) =4 (Tp, F,P),

Diese Tatsache kann wie folgt interpretiert werden. Wir stellen uns vor, dass wir
eine Kerze bei F} aufgestellt haben. Dann werden alle Lichtstrahlen an der Kurve
C zum Punkt F, reflektiert.

Aus diesem Grund heilen F; und F, die Brennpunkte von C. (In anderen Spra-
chen Focus (Mehrzahl: Foci) nach dem lateinischen focus = Herd). Der Name
"Focus” stammt von J. Kepler.

Um die analytische Beschreibung von C' zu bestimmen, verwenden wir Polarko-
ordianten. Sei F; das Zentrum und F} F, die Grundrichtung.

Seien

d - F1F2

e = F1P + FQP
Sei r = F1 P und 6 der Winkel zwischen F|F, und F;P.
Nach der Kosinusregel erhalten wir

F2P2 = F1P2 + F1F22 — 2F1PF1F2 - cos
oder
(I—7)*=7r*+d* - 2rdcosé.

Diese Gleichung 148t sich vereinfachen; und wir erhalten die Gleichung fiir eine
Ellipse mit
(l2 - d2) =2(l — dcosf)r.
Nun schreiben wir dieses als
12— d?
2

Diese ist die Gleichung einer Ellipse in Polarkoordinaten. Diese quadrieren wir
und fiithren kartesische Koordinaten

+d-r-cosf@=1-r.

X = rcosf
Y = rsind

ein. Es folgt

(55E +d-X>2 _p(xtov2),

Diese kann zuniichst ausmultipliziert werden; etwas umgeformt sieht die Glei-
chung dann so aus:

(P~ @)X? (i - &)X + Py = (F - d2>2 .
2
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Wenn wir nun das Quadrat vervollstindigen, erhalten wir

(12_d2)(X_C§l)2+l2Y2 _ (zz_d2>2+(12_d2)dg

2 1
= (1P - d*)/4.

Diese Gleichung entspricht der Ellipse in kartesischen Koordinaten. Setzt man

X=X - g und Y; =Y, entspricht das der Transformation des Ursprungs von

F} zum Mittelpunkt von F} F5. Die ldngere Hauptachse hat Lénge 1, die kiirzere
V1> — d?. Diese folgen von der obigen Gleichung, denn setzt man Y = 0, dann

folgt
(¥=5) =P

Deshalb sind die Endpunkte der lingeren Achse

(119
2 2

der Abstand zwischen diesen Punkten ist /. Ahnlich bestimmt man die Linge
der kiirzeren Achse, indem man X = g setzt.

Eine letzte Bemerkung zur Formel
F\P + F5P = const.

Diese kann verwendet werden, um Ellipsen zu zeichnen. Man wihlt zwei Punkte
(Fy, F») und verbindet sie mit einer Schnur, die ldnger als F} F; ist. Dann nimmt
man einen Stift, driickt ihn gegen den Faden und bewegt ihn so, dass der Faden
straff bleibt. Der Stift beschreibt dann eine Ellipse.
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2. Quadriken und Projektive Geometrie

Sei P(x1,x9) eine Funktion folgender Gestalt
P(l‘l, 1'2) = Alll'? + 2A12$11‘2 + AQQ:E% + 2A01.ZE1 + 2A02$2 + AOO-

Eine solche Funktion heifit eine Funktion zweiter Ordnung. Es ist angebracht,
diese Funktion etwas anders zu schreiben.

Sei
A A An
A= Ap An Ap
Aot Aoz Ago
also eine symmetrische Matrix aus M (3 x 3;R).
Sei
I
i = I .
1
Sei
(%)
L = :
T
Dann ist
P(z) = L3 AZ.

Auf diese Weise fassen wir die Ebene {(x;29) : 21,25 € R} als die Ebene I, =
{(z1,29,1)|(z1,72) € R?} in R auf.

Die zu A (oder P) gehorende Quadrik @) 4 ist die Menge
{z e R*: P(z) = 0}.

Sei
Q%:{QER?’ :tgA = 0}.

Dann kann man @4 als den Schnitt von QY% und I, auffassen.

Diese Konstruktion kann leicht in zwei Richtungen verallgemeinert werden. Es
ist ndmlich moglich, R durch andere Korper zu ersetzen oder die Dimensionszahl
zu erhohen. Fiir uns aber wird der obige Fall genug Inhalt haben.

Wir wissen, dass es eine nicht-singulére Matrix S gibt, so dass !SAS diagonal ist.
Es wire sogar moglich, S € O3 zu wihlen (Hauptachsensatz); diese Annahme ist
im Augenblick nicht notig. Was wir nun haben, ist

d 0 0
B="SAS=| 0 dy 0
0 0 ds
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Wir definieren Q% wie oben. Dann haben wir fiir u € QY%

futSASu = 0.
Es folgt
"(Su)A(Su) =0
oder
Su € QY.
Da auch die Umkehrung richtig ist, kénnen wir schreiben
Q% = S(Q%).

Weil Q4 als QY% NI, definiert wurde, gilt
Qa=5(Q%NnSsm).

Hier ist S~!TI; eine nicht durch den Ursprung laufende Ebene.

Wir brauchen jetzt ein algebraisches Hilfsmittel. Wir erinnern uns daran, dass
wir die euklidische Gruppe E mit der Untergruppe von GL3(R)

2 1
2 Ay ‘AEOQ(]R),ye]R2
1 0 1

identifiziert hatten. Diese Gruppe schickt Il in sich selbst. Wir schreiben fortan
E fiir diese Untergruppe von GL3(R).

Satz 6.1. Sei A € M (3 x 3;R) eine symmetrische Matriz. Es gibt ein S € E, so
dass 'SAS entweder von der Form

a 0 0 a 0 0
0 da 0 oder 0 0 b (b #£0)
0 0 a 0 b 0
15t.
A Ap

Beweis. Wir betrachten die Untermatrix ) von A. Nach dem Haupt-

A A
achsensatz gibt es ein R € 05(R), so dass gilt

Ay A a 0
t 11 12 o
R<A12 A22>R_<O CL’>.

Es konnte sein, dass a oder a’ Null ist. Wenn A’ # 0 ist, diirfen wir aber an-

nehmen, dass auch A # 0 richtig ist. Wir wenden dann ( ft0 ) auf A an und

0 1
a 0 =x
A =10 d =
% % %

wobel die Sternchen unbekannte sind. Wir unterscheiden drei Fille:

erhalten



104

(1)

(iii)
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a # 0,a" # 0. Wir schreiben A’ in (2 + 1) x (24 1) Blockform

AL A
! __ 11 12
A‘(tA'u A'22>’

wobei A); = ( 8 2, ) A', ein Spaltenvektor und A}, € R ist. Es gilt
Ly _ A (Afyz + Aly)
1 PAL T+ A * .
Wir wihlen
€= _Aln_lA’n
(moglich, weil A’ nicht singulér ist). Dann ist diese Matrix von der Form
a 0 0
0 a 0|,
0 0 =
wie behauptet.
a # 0, = 0. Wie im Fall (i) mit einem geeigneten

z (: ( au/a )  falls Al = ( g ) ist) kann man die Matrix auf die

Form bringen

00
0 b
b ¢

bringen. Wir diirfen annehmen, dass b # 0 gilt, weil die Matrix sonst
schon in gewiinschter Gestalt wire. Es gilt aber mit beliebigem y:

1 00 a 00 100 a 0 0
o1 yl|-]oo0ob]|- |01 yl|=]00 b
00 1 0 b c 00 1 0 b c+2by

Wir wahlen

o O

y=—c/2b

und haben eine Matrix in der gewiinschten Form.
a =0,a" =0. Wir wihlen ein R € Oy(R), so dass gilt

0
tRA’12 = ( U ) ’
d.h. A}, wird durch *R senkrecht zur z-Achse gedreht.
Dann gilt:
(ROY o (ROY_[o o)
0 1 0 1)
0 u e

fiir irgendwelches ¢. Nun kénnen wir vorgehen, wie wir es in Fall (ii)
gemacht haben und erhalten die gewiinschte Form.
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Damit ist der Satz bewiesen.
Die Bedeutung dieses Satzes liegt darin, dass wir jede Quadrik durch eine geeig-
nete euklidische Transformation auf eine der Normalformen
ar? +adzi+d =0
oder
ar? +2bry, =0 (b #0)
bringen kénnen.

Wir erkennen diese als die iiblichen Kegelschnitte. Wir sollten jetzt die geometri-
schen Gebilde aufzéhlen, die entstehen, wenn die Vorzeichen irgendwie gewé&hlt
werden oder einige Koeffizienten Null sind. Wir nehmen an, dass A nicht 0 ist.
Von der ersten Gleichung erhalten wir:

1. eine Ellipse: falls a > 0,a’ > 0,a” < 0 oder
a<0,a<0,a" >0

2. eine Hyperbel: falls aa’ < 0,a” #0

3. 0 falls a > 0,a’ > 0,a” > 0 oder

a<0,a<0,a" <0
a=0,aa" >0
a =0,aa" >0

4. zwei Geraden: falls " = 0,ad’ <0
5. eine Gerade: falls ' =0,d" =0;a=0",a" =0
6. zwei parallele Geraden: falls a = 0,d'a” < 0;a' = 0,aad” <0
7. einen Punkt: falls a” = 0,aa’ > 0.

Von der zweiten Gleichung erhalten wir
8. eine Parable: falls a # 0
9. eine Gerade: falls a = 0.

Wir betrachten den 3., 4., 5., 6., 7. und 9. Fall als entartet.
Sei P eine Funktion zweiter Ordnung und S € GLy(R). Dann ist

x +— P(Sz)

auch eine Funktion zweiter Ordnung. Wenn () 4 die zu P entsprechende Quadrik
ist, ist S7'Q4 die zu dieser neuen Funktion entsprechende Quadrik. Deswegen
bleibt die Gesamtheit aller Quadriken oder Kegelschnitte unter der Gruppe aller
linearen Transformationen erhalten.

Jetzt wird es angebracht sein, anzunehmen, dass A nicht ausgeartet ist.

Wir werden jetzt sehen, dass die Menge aller Quadriken unter der Gruppe aller
projektiven Transformationen erhalten bleibt.

Wir erinnern uns daran, dass in der projektiven Geometrie die "Punkte” die
durch 0 laufenden Geraden waren, mindestens in einem der Modelle. Ein zwei-
tes Modell erhielten wir, indem sich eine nicht durch O laufende Ebene II mit
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einer durch 0 laufenden Gerade schnitt und wir diesen Schnittpunkt der Gerade
zuordneten.

Dieses ist aber genau das Verfahren von Kapitel 6, 1.

Ein Kegel ist eine Vereinigung von durch O laufende Geraden, also in der projek-
tiven Geometrie eine Vereinigung von Punkten. Diese haben wir auf eine Ebene
IT "projeziert”. Wir diirfen dann einen Kegel als ”Kegelschnitt” oder ”Quadrik”
in der projektiven Geometrie auffassen.

Ahnlich betrachten wir QY. Sei y € Q%; dann gilt ‘yAy = 0. Sei A\ € R*, wegen
"(Ay)A(y) = A* - ('yAy)

folgt, dass Ay € QY% dann und nur dann gilt, wenn y € QY% gilt. Dies ist auch eine
Vereinigung von durch 0 laufenden Geraden. Auch war @4 die ”Projektion” auf
IT,.

Auf diese Weise kénnen wir QY als ein Objekt in der projektiven Geometrie
interpretieren.

Wir sahen, dass GL3(R) auf der projektiven Geometrie wirkte. Sei S € GL3(R);
dann
S(Q%) = {Sy=YyAy=0}

_ {yl : t(Sflyl)A(Sflyl) _ 0}

— {y/ . ty/. tS—lAS—l . y/ — 0}

= Q4
mit

B="5"14A5""

Wir hatten angenommen, dass A nicht entartet war. Deswegen gibt es ein S, so
dass

d 0 0
B={ 0 dy 0
0 0 ds

Wiiren alle d; > 0 oder alle d; < 0, wiirde folgen, dass Q% = {0} gilt. Deshalb
sind zwei d;’s positiv und eines negativ oder umgekehrt. Dann gilt

Q(lB = Q%;

diirfen wir annehmen, dass zwei d;’s positiv sind; ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit seien dy, dy > 0,d; < 0. Wenn wir statt S

Vdy 0 0
0 Vdy 0
U |ds]



2. QUADRIKEN UND PROJEKTIVE GEOMETRIE 107

anwenden, erhalten wir

10 0
B=]101 0
00 -1
Wir schreiben nun
10 0
H=1] 01 0
00 -1

Wir haben jetzt gezeigt, dass alle Quadriken von der Form S(Q(}I) sind, S €
GL(R).

In der projektiven Geometrie gibt es dann sozusagen nur einen Kegelschnitt;
dadurch wird die Theorie viel leichter.

Man kann sagen, dass
1. eine Ellipse ein Kegelschnitt ist, der die imaginére Gerade J nicht schnei-
det,
(Ebene nicht parallel zu einer Geraden aus der Geradenschar durch 0)
2. eine Parabel ein Kegelschnitt ist, der die imaginire Gerade .J beriihrt,
(Ebene parallel zu einer Geraden des Kegels)
3. eine Hyperbel ein Kegelschnitt ist, der die imaginidre Gerade J in zwei

Punkte schneidet; diese zwei Punkte stellen die Richtungen der beiden
Asymptoten dar.

(Ebene parallel zu 2 Geraden des Kegels)
Zuletzt identifizieren wir QY. Dies ist
{(1‘1, Ta, .'E3) ‘.’E% + 1‘; - .'Eg = U}

Der Schnitt davon mit der Ebene z3 = z ist ein Kreis, dessen Radius |z| ist. Das
sieht man, wenn man die Gleichung in der Form

2 2 _ 2
r]+ Ty =2

schreibt. Anders formuliert ist dieses Gebilde ein Kegel.
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3. Der Satz von Pascal

Der Satz von Pascal ist eine Satz aus der projektiven Geometrie iiber Quadriken.
Er wurde von Pascal ca. 1640 entdeckt, obwohl er den griechischen Mathema-
tikern zugénglich gewesen wére. Pascal hat die Konstruktion das "hexagramme
mystique” genannt.

Die Aussage ist:

Satz 6.2. Sei Q) eine Quadrik. Seien A, ..., Ag auf () die Ecken eines Sechsecks.
Sei

By der Schnittpunkt von Ay Ay und AyAs

By der Schnittpunkt von Ay Az und AsAg

B3 der Schnittpunkt von AsAy und AgA;.

Dann liegen By, Bo, B3 auf einer Gerade.

Wir werden hier den Satz im Falle einer nicht ausgearteten Quadrik beweisen.
Der Satz gilt auch, wenn () eine Vereinigung von zwei Geraden ist; diese Aussage
ar den Griechen bekannt und heiffit der Satz von Pappos. Er kann mit &hnlichen
Mittel bewiesen werden.

In diesem Fall ist der Dualsatz wesentlich verschieden vom urspriinglichen. Er
wurde ca. 1815 vom Griinder der Dualitédtslehre Brianchon entdeckt. Sogar der
Dualsatz des Pappos’schen Satzes wurde von Brianchon gefunden; das war 1500
Jahre nach Pappos. Hier schaffte man wirklich neue Erkenntnisse mit der Dua-
litdtslehre.

Satz von Pascal
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Beweis. Der Satz ist aus der projektiven Geometrie. Wir diirfen deshalb pro-
jektive Transformationen anwenden. Wir tun es so: die Gerade A;A, soll die
imagindre Gerade J sein (siehe Zeichnung); dann wird @ eine Hyperbel. Wir
wihlen als Achsen die Symptoten von (). Wir konnen dann annehmen, dass @)
die Hyperbel

129 = 1

ist. Wir nehmen an, dass A; (bzw. Ay) in der Richtung der 1-Achse (2-Achse)
ist.

Seien
AS = (87871)
Ay = (tt7)
A5 = (uau_l)
Ag = (v, ).

Dann ist By der Punkt auf .J, der durch die Richtung von A4 A5 bestimmt ist. Das
heif3t, wir miissen zeigen, dass A4As und By Bs parallel sind (denn zwei parallele
Geraden schneiden J im gleichen Punkt).

Nun ist By der Schnitt von der durch As laufenden Gerade, die parallel zur
2-Achse ist und der Gerade A5Ag. Die Steigung der Geraden AsAg ist aber

To —u ! vl — ! 1

Ty — U v—u vy

Die durch Aj laufende Gerade ist durch x; = s charakterisiert. Deswegen ist

B, = (s,ul 2T u) = (s,u’l +o - s/uv) )
uv

B3 ist der Schnitt von der durch Ag laufenden Gerade, die parallel zur 1-Achse

ist und der Geraden A3A,. Die Steigung ist
To — s 1 B 1

21— S st’

die durch Ag laufende Gerade wird durch z9 = v~! beschrieben. Wir erhalten fiir

By
t
B3 = (s—t—s—,v_1>.
v

Die Steigung von BsBjs ist daher

(u’—l +ov ! — s/uv) - (vil) _ vl o — s)
s—(s+t—st/v) tv1(s—wv)

Man bemerke, dass Zahler und Nenner nicht Null sind. Dieser Ausdruck 18t sich
zu
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vereinfachen.

Die Steigung von A4As ist
tt—u! 1

t—u  tu
Aus der Gleichheit der beiden Steigungen folgt, dass AyAs und B, Bj parallel
sind. Damit ist der Satz bewiesen.

Durch diesen Satz wird es mdoglich, Quadriken in der projektiven Geometrie zu
definieren.

Al
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Wir werden zeigen:

1. Seien Pp,..., Ps fiinf Punkte in der projektiven Ebene. Dann gibt es eine
Quadrik @), so dass Py, ..., Ps auf () liegen.
2. Liegen keine drei Punkte Pj,... , P5 auf einer Geraden, so ist () nicht aus-

geartet und eindeutig bestimmt.

3. Sind Py,..., Ps wie in 2., kann () so konstruiert werden:
Verbinde P, P, und P;Py; sei R der Schnittpunkt. Sei L eine beliebige, durch R
laufende Gerade.

Sei A;, der Schnittpunkt von L und P;P;.
Sei By, der Schnittpunkt von L und P, Ps.
Sei My der Schnittpunkt von PyBy, und P, Aj.

Dann liegt M, auf @ und jeder Punkt M auf @ (auBer Py, P, P, P, P5) kann
als ein M, fiir geeignetes L konstruiert werden.

Diese Konstruktion ist nicht ohne Bedeutung fiir die Bestimmung von Kometen-
bahnen in der Astronomie.

Zu 1. Wir nehmen an, dass P; durch z; # 0 dargestellt wird. Dass zy,... , 5
auf QY liegen, ist gleichbedeutend damit, dass gilt

Diese bilden fiinf lineare Gleichungen in den sechs Verdnderlichen
(A1, Agg, Asg, Ajo, Agg, Ag1). Da 6 > 5 gilt, gibt es eine Losung und da-
mit eine geeignete Matrix A.

Zu 2.: Wire () ausgeartet, wiirde sie aus hochstens zwei Geraden bestehen. Auf
einer davon miissen dann mindestens drei Punkte sein. Es wurde aber voraus-
gesetzt, dass keine drei Punkte auf einer Geraden liegen. Deshalb kann () nicht
ausgeartet sein. Auflerdem folgt aus 2.: Py, ..., P5 sind verschieden.

Um zu beweisen, dass () eindeutig bestimmt ist, geniigt es zu zeigen, dass zwei
verschiedene nicht ausgeartete Quadriken @), Q' sich in hochstens vier Punkten
schneiden.

Es seien Ay, Ay zwei solche Schnittpunkte. Wir machen A; A, zur imaginiren
Gerade .J. Wie im Beweis des Pascalschen Satzes konnen wir annehmen, dass ()
die Form z,x2, = 1 annimmt. Da )’ parallele Asymptoten zu denen von () hat,

muf} die Gleichung fiir Q'
(561 —a)(xQ—b) =c

sein. Diese zwei Gleichungen haben entweder keine oder zwei gemeinsame Losun-
gen.

Zu 3.: Liegt M auf @, ist PyP,M P,P;P; ein Sechseck, wie im Pascalschen
Satz. Deshalb entsteht nach diesem Satz jedes M als ein M. Wir miissen noch
zeigen, dass keine zusitzlichen Punkte auflerhalb von C' vorkommen koénnen.
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Anders ausgedriickt heifit das, wir zeigen, dass jedes L (auler P, P, oder P3Py)
vorkommen darf.

Dafiir wiahlen wir eine ebenes Modell der projektiven Geometrie so, dass der
Schnitt von PP, und P3Ps; auf J liegt. Die moglichen L’s, aufler PP, bzw.
P3P, werden durch Aj charakterisiert. Sei A = Ap; wir wissen, dass die Gerade
Py A die Quadrik in zwei Punkten schniedet oder tangential zu @ ist (projektiv
gesehen, miissen wir diese Aussage nur fiir einen Kreis beweisen; das entspricht
der Aussage: eine Gerade schneidet einen Kreis in 0,1 oder 2 Punkten; falls sie
ihn in einem Punkt schneidet, ist sie tangential).

Sei N der zweite Schnittpunkt (oder Py, falls P, A zu ) tangential ist). Sei B der
Schnittpunkt von P;N und P;P;. Nach dem Pascalschen Satz liegt B auf L; B
ist deswegen Bj,.

Damit haben wir fiir jede Gerade L einen Punkt N auf () zugeordnet, so dass
gilt
ML - N

Damit ist die dritte Behauptung bewiesen.



4. ORTHOGONALE GRUPPEN 113
4. Orthogonale Gruppen

Sei V ein Vektorraum und ) : V' — R eine nicht ausgeartete quadratische Form.
Ebenso schreiben wir () fiir die bilineare Form

Q:VxV R

die von () hergeleitet wurde. Das einfachste Beispiel dafiir, ndmlich die euklidi-
sche Form, erhalten wir mit
10
= (10)-m

Dann ist Q(z, ) =|| x ||*= (x, z), denn
Q(z) =" 2Eyx = 27 + 23.

Es ist allgemein

Q1) = Q)
Qry) = (@ +1) - Q) - Q).

Definition. Die orthogonale Gruppe O(V, Q) ist die Gruppe aller linearen Ab-

bildungen
a:V =V,

so dass gilt
Q(a(z)) = Q(=).
Diese ist eine Untergruppe von GL(V), denn:
1. wenn a,b in O(V, Q) sind, fann folgt

Q (a(b())) = Q(b(x)) = Q(x);

deshalb ist auch ab in O(V, Q).
2. wenn a in O(V, Q) ist, folgt

deshalb liegt auch a™' in O(V, Q).

Man bemerke:

Q(a(z),aly)) =
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Sei V endlich dimensional; wir identifizieren V' mit Hilfe einer Basis mit RV .
Dann wird ) durch eine symmetrische Matrix S € M (N x N;R) dargestellt,
ndmlich

Q(z) = 'zSx
Q(z.y) = 'zSy,

wobei x, y als Spaltenvektoren aufgefafit werden und Q(x) statt Q(x, z) geschrie-
ben wird. Wir kénnen dann O(V, Q) auch mit der Untergruppe

On(X) = {A € GLy(R)|'ASA = S}

von G Ly (R) identifizieren. Das alles haben wir schon in AGLA T gesehen.

Aufler der euklidischen Form werden noch andere wichtig sein; wéhle p,q > 0
mit p + ¢ = N. Setze

Q) =ai+...+a,—ao —...— Ty
hier sind p Quadrate mit positivem Vorzeichen, ¢ mit negativem Vorzeichen. Die

orthogonale Gruppe wird mit
Opaq

bezeichnet.

Ein Spezialfall ist Os;, die orthogonale Gruppe von z?3 + z3 + 22 — 23, die
Minkowski-Metrik der speziellen Relativititstheorie. Die Lorenz-Transformation
(lv]) <1)

T1 — VT4
Ty F— YV

V1 —v?
Ty H—— T2
T3 —— I3

Ty — VI
Ty +H——

liegen in O3 ;. Deswegen heifit O3 auch die Lorenz-Gruppe.

Die quadratische Form 22 + 23 — 22 wurde in Kapitel 6, 2. verwendet, um einen

Kegel zu beschreiben. Aus diesem Grund spielt O, eine wichtige Rolle in der
Theorie der Quadriken.

Im allgemeinen gibt es keine ”"Formel” fiir orthogonale Gruppen, und es ist
schwierig, einen Uberblick iiber die ganze Gruppe zu schaffen. In diesem Ab-
schnitt wird gezeigt, wie man in O(V, Q) einige Elemente explizit konstruieren
kann.

Zuerst sei x € V,Q(z) # 0. Solche Elemente gibt es; sonst wire Q(z,y) auch
immer Null und () wire ausgeartet.
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Dann definieren wir die lineare Abbildung
0p V= Viv— v —2Q(z,v)Q(z) 'x.
Diese Abbildung hat die Eigenschaften
0(2) = o 2Q@Q)
= —x

und
o.(y) =y falls Q(z,y)=0.

Im Falle von der euklidischen Metrik () kann man dies als Spiegelung in der
"Ebene” {u : Q(z,u) = 0} interpretieren. Deswegen heifit o, auch eine Spiege-
lung.

Wir weisen jetzt nach, dass o, in O(V, Q) liegt. Man hat

Q(o.(v)) = Qv+ (20 v)Qx)™")x)
= "(v-2Q(,v)Q()™") - A (v-2Q(z,v)Q(x)'x)
= Q) +4(Qr,0)Q1)™) Qr.x) +2-2 (~Q(z,v)Q(x) " Qla, v))

= Qv) +2Q(,v)°Q(2) ' - 4Q(z,v)*Q(z) '
= Qv).

Damit erhalten wir

o, € O(V,Q).
Wir benutzen die o’s jetzt, um das folgende Lemma zu beweisen:

Lemma. Seien z,y € V,Q(z) = Q(y) # 0. Dann gibt es a € O(V, Q) mit
a(z) =y.

Beweis. Wegen der Gleichung von Ptoleméus

Qz+y)+Q—-1) = 2(Q(x)+Q))

= 4Q(z) #0
folgert man, dass entweder
Qz+y)#0
oder
Qx—y) #0
gilt.

Nehmen wir an

Q(x_y) 7&0:
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so folgt daraus

0y y(2) =2 = 2Q(x — y,2)Q(z — y) '(z —y).

Mit
Qlz—y,v—y) = Q) +Qy) —2Q(z,y)
- QQ(x) - QQ(xay)
= 2Q(z,x —y)
gilt

Oay() = = —(r—-y)

=Y
wie erwiinscht.

Gilt aber Q(x — y) = 0, so erhalten wir

Q(z +y) #0.

Wird y durch —y ersetzt, erhalten wir von der obigen Gleichung

O'zfy(x) =Y.

Folglich ist wegen o,(z) = —x

oy (ax_y (m)) = .

Deshalb existiert in beiden Fillen ein geeignetes Element von O(V, Q).

Wir benutzen dieses Lemma nun, um eine allgemeinere Aussage machen zu
kénnen:

Satz 6.3. Wir behalten die obige Bezeichnung bei. Seien W1, Wy Unterrdume von
V', so dass die Einschrdinkungen von Q) auf Wi und Wy nicht ausgeartet sind.
Wir nehmen an, dass eine bijektive lineare Abbildung

a:W1—>W2

existiert, so dass gilt
Q(a(z)) = Q(a).

Dann gibt es ein a € O(V,Q), so dass die Einschrinkung a|W, wieder a ist;

EZ|W1 = Q.

Beweis. Dieser Beweis macht von der Induktion nach dim(W;) Gebrauch. Im
Falle von dim(W;) = 1 ist die Aussage genau die des Lemmas. Fiir dim(W;) > 1
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diirfen wir annehmen, dass sie schon fiir niedrigere Dimensionen als dim (W)
bewiesen worden ist.

Da @ auf W; nicht ausgeartet ist, gibt es ein x; € Wy, so dass Q(x;) # 0 gilt. Sei
y1 = a(z1). Dann gilt Q(y;) = @Q(z1). Nach dem Lemma gibt es ein b € O(V, Q),
so dass b(y;) = x; gilt. Wir ersetzen Wy durch Wj = bW, und a durch ba. Es gilt
ba : Wy — W5 und

Q(ba(x)) = Q(b(a(m)))
(a())

Q
= Qz)

fir = € W;. Deshalb geniigen W;, W3 ba denselben Voraussetzungen wie
Wy, Wy, a. Wir werden zeigen, dass es ein ¢ € O(V, Q) gibt, so dass gilt

C‘Wl = ba\Wl.
Denn dann liegt auch
in O(V, Q) und geniigt
C~L|W1 = b_1€|W1 = Q|W1,

wie im Satz verlangt wurde.

Wir haben aber auch ba(z;) = x;. Sei

U = (z)
{y e V:Q(x1,y) = 0}.

Da Q(z1) # 0 gilt, folgt 21 ¢ U. Man hat

Un (1) = {0}
und folgert:
Sei
wr = wWinU
Wy = Wi,nU.

Da x; € Wy, zy € W, gelten und ) auf W, und W, nicht ausgeartet ist, folgt

Wi = Wie ()
Wy = Wye(n).
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Die Summanden sind senkrecht zueinander. Deswegen ist ) auf W}, W, und U
nicht ausgeartet. Sei auch w € Wy. Dann ist

Q(ba(w),ml) = Q(ba(w), ba(ml))
= Q(w, lEl)
deshalb gilt
ba(W7) = W3,

Dabei ist ba surjektiv, weil ba immer injektiv bleibt und zusétzlich gilt:

dim (W7) = dim(W,) -1
= dim(W;) — 1
= dim(Wy).

Fiir x € W} hat man
Q(ba(z)) = Q).
Deswegen sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt, wenn V, W, W5 durch

U, W, W5 ersetzt sind. Nach der Induktionsannahme gibt es ein ¢, : U — U, so

dass
o |Wi = ba|W7.

Wir definieren nun ¢ auf V.= U & (1) durch
c(u, )\xl) = (clu, )\ml) (A € R).
Es folgt

cl{x1) = Identitét
clWi = ba|W/.
Deswegen ist
| Wi @ (z1) = ba|Wy @ (11).

Weil U und (z;) zueinander senkrecht sind, hat man

Q(C(u, )\ml)) = Q(ciu, A\ry)

Q(ciu, 0) + Q(o0, A\xy)
Q(

Q(

u,0) + Q(o, A1)
U, A\xq).

Deswegen liegt ¢ in O(V, Q). Wir haben gezeigt, dass ¢ die notwendigen Eigen-
schaften hat. Damit ist der Satz bewiesen.

Es sichert die Existenz von vielen Elementen von O(V, Q). Eine Anwendung
werden wir im néchsten Abschnitt sehen.
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5. Das Sylvestersche Trigheitsgesetz

Wir haben gesheen, dass fiir eine nicht ausgeartete quadratische Form () auf
einem endlich dimensionalen Vektorraum V eine Basis e, ... ,ey von V existiert,
so dass gilt

Qeie;) =0 (i # J).
Anders ausgedriickt ist die zugehorige Matrix diagonal. Wenn der Korper R ist,
wie er es in unseren Beispielen auch sein wird, konnen wir es schaffen, dass die
Diagonalelemente Q)(e;, €;) entweder +1 oder —1 sind.

Das konnen wir auch wie folgt formulieren: Sei S € M(N x N;R) eine symme-
trische nicht-singulére Matrix. Dann gibt es ein A € GLy(R), so dass gilt

1

PASA =

Dies kann man auf mehreren Wegen erreichen. Zum Beispiel

2
22+ 6zy +4y° = (z+3y)? — (Voy)
2 2
aber auch = — (@) + (%x + Qy) :
Wir lassen allgemein A € GLy(R) zu. Im Hauptachsensatz betrachtet man aus-
schliefllich A € Op; davon ist hier aber nicht die Rede.

Das Sylvestersche Triagheitsgesetz besagt, dass die Anzahl von positiven Gliedern
(bzw. negativen Gliedern) in einer solchen Diagonalisierung unabhéngig von der
Diagonalisierung ist.

Zum Beispiel gibt es kein A € GL5(R), so dass gilt

1 0 0 0 0 100 0 O
o -1 0 0 O 010 0 O
tA o 0-1 0 O0Of-A=]1001 0 O
o 0 0 -1 0 000 -1 0
o 0 0 0 -1 000 0 -1

gilt. Man definiert dann die Signatur von ) als

Anzahl von positiven Gliedern
- Anzahl von negativen Gliedern

in einer Diagonalisierung von (). Wegen des Hauptachsensatzes kann diese Zahl
mit der
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Anzahl von positiven Eigenwerten
- Anzahl von negativen Eigenwerten

gleichsetzen, weil die Eigenwerte die diagonalen Glieder in der Hauptachsendia-
gonalisierung sind. Deswegen kann der Index vom charakteristischen Polynom
ausgerechnet werden. Die Hilfsmittel sind die Descartessche Vorzeichenregel oder
die Sturmsche Kette, die Methoden anbieten, die Anzahl von Nullstellen eines
Poylnoms in einem gegebenen Intervall durch Betrachtung der Koeffizienten aus-
zurechnen.

Es ist auch iiblich, statt p — ¢ anzugeben,

o)

~ J

(:|—7 +7 trt _|:7
» q
als Signatur zu schreiben.

Satz 6.4 (Sylvestersches Trigheitsgesetz). Sei ) eine nicht ausgeartete qua-
dratische Form auf einem Vektorraum V. Seien ey, ... ,exy undel,... ey Basen
von 'V, so dass Q(e;,ej) =0,Q(e;, ) =0 (i # j) gelten. Dann gilt:

1))

Card{i : Q(e;) > o} = Card{i : Q(€}) > 0}.

Es werden hier zwei Beweise angegeben. Sie sind grundverschieden. Der erste ist
einfacher; beim zweiten werden weitere Hilfsmittel benutzt.

Erster Beweis. Seien

Vi = (elQe;) >0) 5 Vo = (eiQ(e;) <0)
Vi = (ef|Q(e}) >0) ; VI = (ef|Q(e}) < 0).

Nach Voraussetzung gelten
V=VieV. , V=V eV,

weil fiir jedes i entweder Q(e;) > 0 oder Q(e;) < 0 (bzw. Q(€;) > 0 oder Q(€}) <
0) zutrifft. Dariiber hinaus folgt fiir s mit Q(e;) > 0, j mit Q(e;) < 0

i F ]
und daher
Q(ei: ej) = 0.

Deswegen sind V, und V_ beziiglich ) senkrecht; d.h. fiir z € V,,y € V_ gilt
immer

Q(z,y) = 0.
Q|V, ist positiv definit, Q|V_ ist negativ definit.
Analoge Aussagen gelten fiir V, V.
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Wir nehmen jetzt an, dass der Satz nicht richtig ist, d.h.
dim(V4) # dim(V7).
Wir diirfen annehmen, dass gilt

dim(Vy) > dim(V).

Sei
r = dim(VY).

Wir wihlen xy,... , 2,41 € Vi, 2y,... , 2,41 linear unabhéngig. In der Zerlegung
V=vieV

schreiben wir
l‘j = yj + Zj.

Da dim(V}) = r gilt, sind 1, ... y,41 linear abhéngig. Sei

r+1
> Ay =0
Jj=1

eine Relation, wobei nicht alle A\; Null sind. Dann sei
T=MT1+ ...+ A1
weil x1,... , 2,41 linear abhéngig gewéhlt worden sind, folgt
x eV, x#0;

und folglich
Q(z) > 0.
Aber auch

r = A\ (yl + 2’1) +..+ )\r+1(yr+1 + Zr+1)
= (w4 ) + (M Az
- 0+ ()\rzl NI Ar+1zr+1)
e V.

Deswegen
Q(z) <0.

Das ist unmdaglich. Deshalb ist die Annahme, dass dim(V) und dim(V}) ungleich
waren, falsch. Damit ist der Satz bewiesen.

Zweiter Beweis. Wir bemerken zuerst, dass es nichts zu beweisen gibt, falls ()
positiv definit ist.
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Seien

p = Card{i:Q(e;) >0} , ¢ = Card{i:Q(e;) <0}
p = Card{i:Q(e}) >0} , ¢ = Card{i:Q(e}) < 0}.

Wir nehmen auch an, dass Q(e;) = £1, Q(e}) = £1 gelten. Wir diirfen annehmen,
dass

p—ql > "~ ¢
gilt. Da wir () durch —(@ ersetzen diirfen, kénnen wir auch p > ¢ annehmen.

Nach Umnummierung der Basiselemente hat die Matrix die Form

beziiglich der ersten Basis und

+1

+1

beziiglich der zweiten Basis. Die zweite Aussage folgt, weil gelten

q = %(erq—(p—Q))
= %(N—p—ql)
< %(N—p’—q')
= %((p’+q')—p’—q’l)
und
p-dl > p-d
p-dl = d-7
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und daher
1 / / / / _ /
g < 5((10 +¢)-( —d) = q
1 / / / / o /
g < 5((20 +¢)—(d-p)) = 1.

Weil p' > ¢’ > ¢ gelten, gibt es mindestens ¢-mal +1 und ¢g-mal —1, fiir die noch
unbekannten Elemente steht +1. Es ist zu zeigen, dass diese alle +1 sind.

Sei Uy C V von den letzten 2q Basiselementen der ersten Basis erzeugte Un-
terraum. Sei U; C V der von der letzten 2¢q Basiselementen der zweiten Basis
erzeugte Unterraum. Da die Einschriankung von @) auf U; und U, dieselbe Form
aufweisen, gibt es a : U; — Uy mit

Q(a(z)) = Q(a).
Nach Satz 6.3 gibt es ein @ € O(V, Q) mit
EL‘Ul = a.

Nun ist U (bzw. U; ) von den ersten p — ¢ Elementen der ersten Basis (bzw.
der zweiten Basis) erzeugte Unterraum von V. Es gilt auch
a(Ur) =05,
denn
zx e U ,a(y) € Uy (wobeiy € Uy)

liefert

Qa(x),ay)) = Q(alx).ay))

Deswegen hat man
a(Uy) c U;.
Um die andere Richtung zu zeigen, benutzen wir
dim (U;) = dim(V) - dim(Uy)
= P—q
= dim(V) — dim(Uy)
= dim (U5 ).
Da a bijektiv ist, gilt
a(Ur) =0;,

weil die zwei Raume dieselbe Dimension haben.
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Sei nun z € U; . Dann gibt es ein y € U; mit a(y) = z. Es folgt

Q) = Q(a(x))

Deswegen ist Q|U; auch positiv definit. Die Matrix von ) beziiglich der zweiten
Basis kann dann nur

1

sein. Das ist aber genau das, was bewiesen werden muf}te.
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6. Einige orthogonale Gruppe

Es wurde oben betont, dass es in der Regel keine ”Formel” fiir die orthogona-
len Gruppen gibt. Nichtsdestoweniger kann man bei kleinen Dimensionen alle
orthogonalen Gruppen durch andere -besser bekannte Gruppen- ausdriicken.

Die Lister der in Frage kommenden Gruppen ist

dim(V) = 2, Signatur = (+,+)
= 2, Signatur = (+, — )
= 3, Signatur = (+,+,+)
= 3, Signatur = (+,+,—)
= 4, Signatur = (+ +,+,+)
= 4, Signatur = (+,+,+, —)
1 (

,  Signatur = (+,4+, —, —).

Hiermit sind alle Fille mit dim(V) < 4 abgedeckt, weil O(V, Q) = 0(V,-Q)
gilt.

Die zweidimensionalen Fille sind aus der Schulmathematik bekannt. Der Fall
(+, 4+, +) ist fiir die Geometrie realer Gegenstéinde von grofilem Interesse. Fiir
Besserwissende ist (+,+,+, —) noch von groerer Bedeutung, weil damit die
Lorentzgruppe der speziellen Relativitdtstheorie behandelt wird. Die hier ange-
gebene Beschreibung dieser Gruppe spielt heutzutage eine wichtige Rolle in der
theoretischen Physik.

Die &hnliche Signatur (+,+, —) kommt, wie wir schon gesehen haben, in der
Geometrie der Quadriken vor. Wir werden sehen, dass diese Gruppe in der hy-
perbolischen Geometrie entscheidend sein wird.

Hier werden die Konstruktionen der Gruppen beschrieben. Es wird aber nicht
nachgewiesen, dass damit alle Gruppenelemente erfafit werden. Um dies zu zei-
gen, mufl man beweisen, dass alle Spiegelungen schon dargestellt worden sind.
Dann muf} gezeigt werden, dass ein beliebiges ¢ € O(V, Q) in der Form S; ... Sk
geschrieben werden kann, wobei die S; sdmtlich Spiegelungen sind.

Um das zu beweisen, sei ey, ... ,e, eine Basis, so dass
Qleie;) = 0 (i#))
=1 (i=j<p)

= -1 (p<i=j<n).

Dann geniigen f; = g(e1),..., fn = g(e,) denselben Bedingungen. Nach dem
Lemma von Kapitel 6, 3. gibt es eine Spiegelung oder das Produkt zweier Spie-
gelungen S;; so dass Sie; = fi. Wir ersetzen ¢ durch S;'g. Nun sind fi,... , fa
derart, dass f; = e; gilt. Deswegen ist

<627"' ,€n> = <61>_ = <f1>_
= <f1;---;fn>'
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D.h., das neue g schickt den Raum (es, ... ,e,) in sich selbst. Es gibt dann ein
Produkt von Spiegelungen, das g auf {(ey,...e,) darstellt. Weil die Spiegelungen
in (e, ... ,e,) definiert sind und weil o, auf (v)~ trivial operiert, lassen sich auf
(e1) @ (e, ... ,e,) fortsetzen. Auf diese Weise haben wir S;'g als ein Produkt
von Spiegelungen dargestellt und damit auch g.

Nach diesen Bemerkungen beschreiben wir die orthogonalen Gruppen der oben

angegebenen Liste.

1. dim(V) = 2, Signatur = (+,+).
Hier ist

Qx) = 27 +

und
cosf) —sinf cosf) —sinf
O(V’Q):{<sin9 cosH)GER} U{(—sinﬂ —cos@)‘OER}
wie schon in AGLA I bewiesen worden ist.

2. dim(V) = 2, Signatur = (+,-).
Hier ist

Qx) = af—u3
= (x1+x2)(x1—x2).

Wir fithren neue Koordinaten ein:

Y1 = Ty + o
Y2 = T1— T2
Dann wird
Q' (y) = n1yo
und

owan={(4 0 )srem (%, 5t Ypew).

Beweis. Sei ( Z f{ ) € O(V,Q’). Daraus folgt, dass

a b n _ n
o((ca)(h))=e(n)
sein muf}, also
(a?h + byQ) (C?Jl + dyQ) = Y1Y2;

oder
ac=0,bd =0,ad + bc = 1.
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Lost man diese Gleichungen, so kommt man auf die angegebene Form.

3. dim(V) = 3, Signatur = (+,+,-).
Die quadratische Form ist

2 2 2

Wir fithren neue Koordinaten ein

g =
Yo = To+ T3
Ys = To — T3.

Die quadratische Form ist jetzt

Yt + yoys.

Das Wichtigste ist nun, diesen Ausdruck mit
Ys —h

Diese Matrix hat die Spur =0. Umgekehrt kann jedes 2 x 2-Matrix mit verschwin-
dender Spur in dieser Form geschrieben werden.

zu identifizieren.

Wir schreiben dann
Vo= {ae M2x2R)|Tr(4) =0}
Q(A) = —det(A).

Wir erhalten Elemente aus O(V, Q) von GLy(R) durch das folgende Verfahren:
g € GLy(R) liefert die lineare Abbildung

A gAg!
auf V. Es gilt auch

Q(gAg ') = —det(gAg )
= —det(g) det(A)det(g)™"
= —det(A)
= Q(A).
Deshalb liegt diese lineare Abbildung in O(V, Q).

Es kann natiirlich passieren, dass zwei Elemente g1, g € GLo(R) dieselbe lineare
Abbildung liefern. Das wiirde bedeuten:

g1Ag ! = g2 Agy !
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fiir alle A. Das heifit (da V' eine G'Ly(R)-Menge ist)
(95'91) - A=A(g:"3n).

Die Spur von A war Null. Jedes B € M (2x2;R) kann aber als (B - %TT(B)EQ) +

%TT(B)EQ geschrieben werden. Da g, 'g; mit allen A € V und auch mit F,
kommutiert und B — %TT(B)EQ in V liegt, folgt

(95'91)B = B(gn95")

fiir alle B. Deswegen mufl (nach AGLA 1) g;'g; von der Form \E, ()\ € RX)
sein. Man kann dann O(V, @)) mit

GLy(R)/{ By : ) € R*}

identifizieren. Man bemerke, dass die Untergruppe ein Normalteiler ist.

Die eben durchgefiihrte Idee liegt auch den anderen Beispielen zugrunde. Wichtig
ist, dass bei 2 x 2-Matrizen die Determinante eine quadratische Form ist.

Der néachste Fall wird ahnlich behandelt.

4. dim(V) =4, Signatur = (+,+,--).
Die quadratische Form ist

2 2 2 2
]+ x5 — T3 — Ty

Wir fithren neue Koordinaten ein

Y = Ty — I3
Yo = T+ X3
Ys = To+ T4
Ysg = Tg4 — T2.

Dann wird die quadratische Form

Yy Y3
— = det .
Y1Y2 — Y3lY4 ( Ys Yo )

Wir nehmen

V = M((2x2,R)
Q  QA) = det(A).

Wir betrachten V' als GLy(R) x GLy(R)-Menge
(GLy(R) x GLy(R)) x V. — V

((91,92),A) —  q1Ag; .



6. EINIGE ORTHOGONALE GRUPPE 129

Nun gilt

Qaidg") = det (nAg,")
= det(gy) det(A) det(gg)_l
= det(g;) det(go) 'Q(A).

Wir betrachten deswegen die Untergruppe
G = {(01.92) € GLy(R) x GLy(R)| det(g;) = det(g2) }.

Fiir (g1, go) € G hat man dann
Q(g14g,") = Q(A).
Die Untergruppe {()\Eg, AE5) | AR* } wirkt trivial, so dass man kann O(V, ) mit

G/{(AEy, \Ep) X € R"}

identifizieren kann.
Um die anderen drei Beispiele zu behandeln, braucht man Matrizen aus
M(2 x2,C).

5. dim(V) = 3, Signatur = (+,+,+).
Hier ist die quadratische Form

2 2 2
r] + x5 + x3.

Wir fithren neue (komplexe) Koordinaten ein:

Y1 = X1+ 1T
Ui = T — 1T
Ys = Ts.

Dann ist die quadratische Form

_ Ys h
+y2=—det| 7 )
LT Ys < Y1 —Ys3 )

Die Matrix stellt dann eine Hermitesche Form mit Spur Null dar. G Ly(C) ope-
riert auf der Menge aller

{AeM@2x2,0): 'A= A4}

durch
A gA'g.



130 KAPITEL 6. QUADRIKEN, GEOMETRIE UND GRUPPEN

A:<u _U>(uER,vEC),
v o—u
eine solche Matrix. Dann ist die Spur von gA'g
(lal* + [e[* = b* = [d*)u + 2Re((ab + cd)v).
Da die Spur gleich Null sein soll, verlangen wir

al?> + > = [b*+d?
ad +cd = 0.

Diese Bedingungen bestimmen eine Untergruppe von G'Ly(C), da sie Elemente
festlegen, die alle dieselbe Eigenschaft haben. Da @) erhalten bleiben soll, muf}
eine weitere Forderung an g gestellt werden, néimlich |det(g)|> = 1 (vgl. Fall
6 unten). Man kann sich iiberlegen, dass die folgende Menge zwar nicht alle
Losungen darstellt, aber ausreichend ist:

o-{(3 2o Jul (3 2) i)

womit die obigen Bedingungen offensichtlich erfiillt sind. Die Gruppe O(V, Q) ist
Al

G/{LE,}

isomorph.

6. dim(V) =4, Signatur = (+,+,+,-).
Hier ist die quadratische Form gleich

2 2 2 2
1+ x5 +x3 — 74!

Wir fithren wieder neue Koordinaten ein

Y1 = T3+ 24
Y2 = Ty — T3
Y3 = Ty + 1Ty
Yz = Ty — 1T

Dann ist die quadratische Form

2 Y1 Y3
— =—det| 7 )
|y3| Y1Y2 < Js Vs )

Diese Matrix stellt eine allgemeine Hermitesche Form dar. Die Gruppe G Ly (C)
operiert auf )
{Ae M(2x2;,C)'A = A}
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durch
A gA'g.

Wir erhalten

Q(9A'g) = det(g)Q(A) det(g)
= | det(g)"Q(A).

Wir miissen mindestens verlangen, dass
| det(g)* = 1.
Weil aber fiir ¢ € C mit [¢|* =1 gilt
(CEQ)At(@) =A
kénnen wir uns auf diejenigen g mit
det(g) =1

beschrianken. Deswegen operiert SLy(C) als orthogonale Gruppe. Man stellt wie-
der fest, dass SLy(C)/{+Es} zu einer Untergruppe von O(V,Q) vom Index 2
isomorph ist. Die Spiegelung (y1,y2,y3) — (y2, y1, y3) ist nicht dargestellt.

7. dim(V) =4, Signatur = (+,+,+,+).
Hier ist die quadratische Form

2 2 2 2
Ty + x5+ a3+ 1)

gegeben.

Wir fiihren jetzt die neuen Koordinaten ein

Y1 = X1+ 1T
Yo = I3+ 1Ty
Y = Xy — T
U = T3 — iy

Dann wird die quadratische Form

2 2 Y1 Y2
+ = det G )
\yl\ \y2\ ( 0 )

Wir bemerken zunéchst, dass

u v u' v B uy' — v wv' +ou
-7 U —v' N —ou' — ' au — o' )’
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deshalb ist ein Produkt zweier Matrizen der Form Z,L Z wieder von der-

selben Form. Die Menge aller solchen nicht verschwindenden Matrizen bilden
deswegen eine Untergruppe G von GLy(C). Sei

V:{<_??j; ;f)eM(sz(C)}.

Dann wird V eine G x G-Menge durch
((91, 92), A) — g14g; .

Auf diese Weise erhélt man ein Element aus O(V, Q). Die orthogonale Gruppe
wird hier

G x G/{(Es, By), (—E», —E»)}.

Schlu3bemerkung. Der Grund dafiir, dass viele dieser Gruppen aus zwei Teilen
bestehen, ist folgender:

Auf O(V, Q) kann man die Determinante definieren. Wie wir schon gesehen haben
(vgl. Beweis zu Satz 4.1), gilt fiir A € O(V, Q)

det(A) = £1.

Man kann nachrechnen, dass
det(S) = —1

gilt, falls S eine Spiegelung ist. (Hier und auch in anderen Zusammenhingen
benehmen sich orthogonale Gruppen wie symmetrische Gruppen, Spiegelungen
wie Transpositionen.)

Deshalb haben wir eine Abbildung
det : O(V, Q) — {£1}.
Der Kern wird SO(V, Q). Diese Untergruppe ist ein Teil. Da man
O(V,Q) =50(V.Q)USSO(V,Q)

hat, wobei S irgendeine Spiegelung ist, ist die zu beobachtende Zerlegung erklért.

Im sechsten Fall (dim(V) = 4, Signatur = (+,+,+,-)) ist SO(V,Q) zu
SLy(C)/{+E5} isomorph.
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7. Die hyperbolische Geometrie

Wir betrachten hier die dquivalenten quadratischen Formen

2 2 3

oder
Yt + yays.
Geometrisch ist es etwas leichter
m% + x% — :Eg

zu betrachten, algebraisch kann man besser mit

Yt + Yoy

arbeiten. Wir werden aber immer die Relationen

Yy = I rr = U
Yo = To+x3 oder xy = %(y2 + y3)
Ys = o — T3 xr3 = %(y2 - y3)

im Auge behalten.

Zuerst betrachten wir die Quadriken
Qr:22+ 22— 25=R.

Es gibt drei Falle:

1. R = 0. Wir sahen in Kapitel 6, 2., dass Qg ein Kegel ist. Der Schnitt von
Qo mit x3 = z ist ein Kreis mit Radius z.

2. R > 0. Der Schnitt von Qg mit x3 = z ist ein Kreis mit Radius v R + 22.
Wir erhalten ein einschaliges Hyperboloid. Die ”Taille” hat Radius R.

3. R < 0. Der Schnitt von (g mit 3 = z ist wieder ein Kreis mit Radius
V22 + R. Dieser existiert nur, wenn gilt

2

2° > (—R).

Deswegen spaltet sich Qg in zwei Teile, nimlich dem mit z3 > /| R|. Wir erhalten
hier ein zweischaliges Hyperboloid.

Wie in Kapitel 6, 6. ordnen wir (y1, y2, y3) die Matrix Y = ( zl 52 ) zu. Dann
3 —U

gilt

U1 Y2 2
—det =y + )
( Ys —Y1 > Yi T Y2ds
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Wie wir schon gesehen haben, wirkt GLy(R) durch
g:Y — gYg L.
Die quadratische Form — det(Y’) bleibt erhalten, und damit wird
Qr = {Y] - det(Y) = R}

zu einer G Ly(R)-Menge.
Fiir uns ist es bequemer, statt G Ly(R) nur die Gruppe SLy(R) zu betrachten.
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Wir untersuchen jetzt, wie SLy(R) auf die Qg’s operiert.

1. R =0. SLy(R) 148t 0 fest; wir betrachten deswegen )y — {0}. Ein Punkt
. 01 . 0 -1
auf Qg ist ( 00 ), ein anderer ( 00 ), also (1,9, 23) = (U,%,%) bzw.

(U, —%, —%) Wir zeigen, dass @)y — {0} die Vereinigung der Bahnen dieser zwei

Elemente ist, dass sie disjunkt sind und dass gilt

01 0 —1 1 =
StabSLQ(R) (( 00 >> :StabSLQ(R) (( 0 0 )) = {:I: ( 0 1 > X ER} .

Um diese Aussage zu beweisen, berechnen wir

a b 01 a b\ ([ —ac d?
¢ d 00 c d o\ = ac |’
Sei Y € @y — {0}. Ist yo positiv, so miifite gelten

ys = —yi/y2 <0,

yi = TV —1ys.

Deswegen definieren wir a = /y3,c¢ = —y;/a und b, d, so dass ad — bc = 1. Damit

haben wir ein geeignetes g = ( CCL 2 > gefunden, so dass

0 1 1
g(o 0)9 =Y.

Gilt aber y, = 0, dann wihlen wir
c=+v-ys; a=0

und b, d, so dass
ad — be = 1.
. U ]. —1
Es folgt wieder g 009 = Y.

In den anderen Féllen y, < 0 oder yo = 0 y3 > 0 brauchen wir nur Y durch —Y
zu ersetzen. Aus der Rechnung oben sehen wir, dass es g € SLy(R) gibt, so dass

0 -1\ .,
9(0 0)9 =Y

Gilt aber y, = 0, dann wiahlen wir

c=v-y3; a=0
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und b, d, so dass
ab — bc = 1.

Es folgt wieder g ( 8 (1) > g =Y.

In den anderen Fillen 35 < 0 oder y, = 0 y3 > 0 brauchen wir nur Y durch —Y
zu ersetzen. Aus der Rechnung oben sehen wir, dass es g € SLy(R) gibt, so dass

0 -1\ -,
9(0 0)9 =V

D.h. Qo —{0} 148t sich als Vereinigung der Bahnen von < 8 (1) ) und < 8 _(1) )

darstellen.

Es ist aber nicht mdéglich, dass

—ac a*\ _ [0 -1
— ac) \0 O

weil a? > 0 gilt. Deswegen sind die beiden Bahnen disjunkt.

Fiir den letzten Teil der Behauptung benotigen wir die Losung von
—ac a*\ (0 1
—c2 ac ) \0 0

Dann ist der Stabilisator die oben angegebene Gruppe, da von ad — bc = 1 folgt

a==1,c=0.

a = d==+1
b = willkiirlich.

2. R > 0. Wir wissen, dass gilt

AQr = {AY|det(Y) = R}
= {AY|det(\Y) = \2R}
= Qg

Deswegen kénnen wir unsere Uberlegungen auf den Fall R = 1 beschrinken.

Damit folgt
)1 Yo
Ys —h
_ ( ui + b 0 )
yi + Y2y
_|_

Y? =

i)

E2
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Die Eigenwerte von Y sind daher 1, weil ihre Quadrate 1 sind. Da det(Y) = —1
gilt, ist ein Eigenwert 41, der andere —1. Da sie verschieden sind, gibt es ein

g € GLy(R), so dass gilt
Lo (1 0
9= ( 0 -1 )

1 0
0 1/det
SLy(R) und deshalb gibt es g € SLy(R) mit

4 (1 0

Deshalb besteht (); aus einer Bahn, ndmlich der von < L0

(6 00 )aer].

Das beweist man, indem man die Gleichung

(i) (o (58 -6 )
(ea) (o 2)- (o 2) (2 a)

betrachtet. Es folgt: b = 0,¢ = 0 und mit ad = 1 die Behauptung.

Wir kénnen ¢ mit (9) )g ersetzen. Dieses Element liegt aber in

). In diesem Fall
ist die Stabilisatorgruppe

in der Form

3. R < 0. Hier konnen wir R = —1 nehmen. Es gibt hier wieder zwei Bahnen,
die von ( (1) _(1) ) und die von ( _(1) (1) ) die Stabilisatorgruppe ist

cosf) —sinf
{(sinﬁ cosG)'eER}'

Y? = —Ey;

In diesem Fall hat man

woran man sieht, dass Y Eigenwerte +i hat. Da det(Y) = 1 gilt, ist ¢ der eine
Eigenwert, —i der andere. In AGLA T wurde gezeigt, dass es dann ein g € GLy(R)

gibt, so dass
0 -1 g

Wir konnen g durch (/| det(g)| ¢ ersetzen; deswegen diirfen wir annehmen, dass
gilt
det(g) = £1.
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01

SRS I R = )

Wir bemerken, dass det < -0 ) = —1 und

gelten.
Wir rechnen nun nach: fiir g € SLy(R) gilt

o - )

Deswegen gibt es in der SL,(R)-Bahn von ( 0

1 0 ) nur solche Y mit y, <

0,y3 > 0. In der SLy(R)-Bahn von ( > sind die Y mit y5 > 0,y3 < 0. Da

0
-1 0

( _(1) (1) ) die beiden Bahnen vertauscht, folgt, dass alle Y mit ¢, < 0,3 > 0

) 0
in der Bahn von ( 1 0

Aus der Gleichung (%) folgt auch, dass der Stabilisator durch

) vorkommen.

ac+bd = 0
a+b =1
c+dt =1

1

ad —bec = (wegen g € SLy(R))

angegeben wird. Diese Gleichungen koénnen leicht gelost werden -es wurde in
AGLA T durchgefiihrt- und man erhélt die oben angegebene Gruppe.

Wir kénnen Q7 = {Y € Q_|y, > 0} als eine Art Geometrie betrachten. Sie
ist die hyperbolische und Lobatschewskijsche Geometrie. Die "Ebene” ist QT ;
die "Bewegungsgruppe” ist SLy(R). Wir werden jetzt einen Abstand auf Q7
definieren. Dazu brauchen wir einige vorhergehende Uberlegungen.

Seien nun Y;,Y; € QF,. Dann liegt fiir s : 0 < 5 < 1 ein sY; + (1 — s)Y, auf
einem Qp(s) mit R(s) < —1. Das heifit

QVi-s+Ya(1—5)) < -1

und deshalb folgt fiir s : 0 < s < 1 nach Ausmultiplizieren von t(yl + yo(1 —
s))A(yls + (1 — s)) <1

—5%+25(1 —5)Q(Y},Ys) — (1 —8)* < —1.
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Wir erhalten
25(1 —5)Q(Y1,Yy) <82+ (1 —8)* — 1= —2s(1 — )

und daher

Vom Bild sieht man auch, dass sY; + (1 — s)Y; gerade dann in Q7 liegt, wenn
s = 0,1 oder Y} =Y, gilt. Deswegen gilt

falls Y7 # Y3. (Von @11 kann man eine solche Folgerung nicht ziehen, weil es Ge-
raden gibt, die in () liegen, eine Gegebenheit, die fiir die moderne Architektur
wichtig ist.)

Es ist auch moglich, diese Ungleichung algebraisch zu beweisen. Wir benutzen
die z-Koordinaten; Q7, ist dann das Gebilde

2 2 2 __

Sei zy = (0,0,1). Fiir jeden anderen Punkt z gilt 3 > 1 und deswegen
Q(z0.2) = 50 (Qzo +2) ~ @(xa) ~ Q(2)) = 5 < 1.
Fiir g € SLy(R) hat man (z, # z)
Q (9(20):9(2)) < -1
Weil SLy(R) transitiv auf Q7 operiert, folgt

Qy.y) < -1 (y,y € Qt,y#y).

Mit derselben Idee betrachten wir

Q(xﬂax)aQ(xmx’) und Q(x,:c').
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=
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Seien
r = (x1,29,23) € QF4
l‘lz(l‘llam,%mg) € Qtl
Dann ist
Q(I‘Oal‘) = —I3
Q(zo,7") = —aj
und

Q(z,z") = x2] + woly — w307,

Nun ist 212 4+ 2oz} das innere Produkt zwischen (xy, z5) und (2!, z); dieses ist
wiederum

\/x% + 73 \/m’f + '3 - cos ),

wobei 6 der Winkel zwischen (x,z9) und (z}, z)) sei. Dies ist

\/xg—l-\/x’g—l-cosﬁ.

Deswegen hat man

Qz,2') = \/x§ —1- \/x’§ —1-cosf — w315

Dieser Ausdruck hat einen negativen Wert. Daher hat —Q(x,z') den groiten
Wert, wenn cos = —1 gesetzt wird; es folgt

—Q(x,2') < x3ah + /22 — 1\/2'2 — 1
Q(a ) 3 3 3

mit Gleichheit, wenn 6 = 7 zutrifft. Geometrisch bedeutet das, dass z,z' auf
einen durch die z3-Achse laufende Ebene liegen. Es folgt

—Q(z,2") < Q(x,20)Q (2", z0) + \/(Q(x,xo))2 — 1\/(Q(x’,x0))2 — 1.

Wir schreiben nun
—Q(z,2") = coshd(z, ).

Da
—Q(x,x') Z 1;
folgt
d(z,z") > 0
d(z, '

dann, und nur dann, wenn x = z’ ist.
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Die obige Ungleichung wird

coshd(z,z') < coshd(z,zg)coshd(z', xq) + \/cosh2 d(z,zq) — 1\/(:0sh2 d(x',zg) — 1
= coshd(z, zg) coshd(z', zp) + sinh d(x, zo) sinh d(2', z)
= cosh (d(x, To) + d(', xo)).

Es folgt:
d(zy, x23) < d(xq,x9) + d(29, 23).

Wir definieren nun eine ”Gerade” in Q7 als den Schnitt von QT mit einer durch
0 laufenden Ebene. Die Ebenen bleiben unter SLy(R) erhalten, weil SLy(R) auf
R? durch lineare Abbildungen operiert.

Nun sehen wir
d(z,x3) = d(x1,12) + d(22, 23),

dann und nur dann, wenn x, auf der Verbindungsstrecke zwischen x; und zj
liegt. Das hatten wir im Spezialfall bewiesen.

Deswegen verhilt sich d(z, y) genau wie ein Abstand. Es ist auch moglich, einen
Winkel in dieser Geometrie zu definieren; er kann sogar als euklidischer Winkel
auf QT verstanden werden.

In jedem Fall ist QT, eine Geometrie mit allen Eigenschaften, die man sich
wiinschen konnte, aufler dem Parallelenaxiom.

Sei nun II die durch x3 = 1 definierte Ebene. Wir projezieren QF, auf II;

Ty T2
($1,$2,$3) L (x_’x_’1>'
3 T3

Das Bild ist
{2 1) 1yl +03 < 1},

also eine Kreisscheibe. Die Geometrie hat diese Kreisscheibe als Modell. Die
Geraden sind die Schnitte von dieser Kreisscheibe mit durch 0 laufenden Ebenen,
ebenso bestimmen die Geraden Punkte. Es ist ungewohnlich, dass SLy(R) auf
der Kreisscheibe und den Geraden operiert. Eine Formel kann angegeben werden;
sie ist aber nicht sehr einleuchtend. Es ist auch nicht besonders einleuchtend, die
Formel fiir den Abstand d in diesem Modell zu definieren. Wichtig ist aber die
Existenz der Operation von SLy(R) und von d.
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Kleinsches Modell der hyperbolischen Geometrie

"Parallelen" zu G
durch P

‘

Gerade G

Man bemerke hier, dass die Stabilisatorgruppe eines Punktes dieselbe Gruppe
ist, die in der euklidischen Geometrie auftritt.

In diesem Modell, welches man F. Klein verdankt, ist es klar, dass es unendlich
viele " Parallelen” durch einen gegebenen Punkt zu einer gegebenen Geraden, die
den Punkt nicht enthélt, gibt, da sich diese Geraden im endlichen nicht schneiden
(siehe Bild).

Mit dieser Geometrie, die durch eine strenge Herleitung aus einem Axiomen-
system von Lobatschewskij ca. 1835 zuerst entdeckt worden ist, erfihrt man,
dass das Parallelaxiom keine Konsequenz der anderen Axiome der euklidischen
Geometrie ist.
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die zyklische Gruppe N-ter, 38
zweite, 102

Parallelverschiebung, 21
Partition, 41

Primzahl, 47
Projektion, 11

kanonische, 14

Punkt, 27
Quotientengruppe, 14
Richtung, 20

signum, 67
Spiegelung, 115
Stabilisatorgruppe, 5
Standardlénge, 19
Surjektion, 12
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transitiv, 90
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Ursprung, 23
wirken, 9

Zentralisator, 53
Zentrum, 53
Zerlegung

die primére, 51
zyklisch, 38

Zyklusdarstellung, 40
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