Analysis

Tammo tom Dieck

Mathematisches Institut
Georg-August-Universitét

Version vom 4. Mai 2004



Inhaltsverzeichnis

1

Die reellen Zahlen

N O O W N

Die Korperaxiome . . . . . . . . . . e
Anordnung . . . . . ...
Anordnung und Rechnen . . . . . . . .. ... ... ... ... ..
Der Betrag . . . . . . . . e
Natiirliche, ganze und rationale Zahlen . . . . . . . . ... ... ... ..
Archimedisch geordnete Korper . . . . . .. .. ... ... ... .....
Das Vollstéandigkeitsaxiom . . . . . . . . . .. . ... .. ... ..

Die Topologie der reellen Zahlen

[N R

Intervalle . . . . . . . .
Umgebungen . . . . . .. .. e
Offene und abgeschlossene Mengen . . . . . . . .. ... ... ......
Kompakte Mengen . . . . . . .. .. . L

Stetigkeit. Grenzwert

1

2
3
4

Die Hauptsétze iiber stetige Funktionen . . . . . . . ... ... .. ...
Grenzwerte . . . . . . . ... e e e
Rechnen mit Funktionen . . . . . . . . .. ... ... ... ........
Aufgaben und Ergénzungen . . . . . . . .. ... ... ... ... ...

Differentialrechnung

U W N =

Die Ableitung . . . . . . ...
Ableitungsregeln . . . . . ..
Der Mittelwertsatz . . . . . . . . . ... o
Die Regeln von de I'Hospital . . . . . ... ... ... ... .......
Aufgaben und Ergénzungen . . . . . . . ... L L oL oL

Integration

Gl W N =

Integration stetiger Funktionen . . . . . . .. . ... ... ... ... ..
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung . . . . . . .. ... ..
Figenschaften des Integrals . . . . . ... ... ... ... ... .....
Die Taylorsche Formel . . . . . ... ... ... ... .. .........
Aufgaben und Ergédnzungen . . . . . . . ... ... ... L.

Exponentialfunktion. Logarithmus

© 00 O Ui W N+

—_
)

Logarithmus . . . . . . . . . . . ... ...
Exponentialfunktion . . . . .. .. ... ... . oL
Die Exponentialfunktion zur Basisa . . . . . .. ... ... ... ....
Der Logarithmus zur Basisa . . . . . . .. .. ... ... .. ......
Potenzen mit reellen Exponenten . . . . . . ... ... ... .......
Die Zahle . . . . . . o
Die Differentialgleichung v =y . . . . . . . ... ... ...
Hyperbolische Funktionen . . . . . . .. ... ... ... ... ......
Die Areafunktionen . . . . . . .. ...
Aufgaben und Ergédnzungen . . . . . .. .. .. ... ... ... ...

10
10
13
15
17

18
18
20
22
25
27

27
27
29
31
33
34



T. tom Dieck

INHALTSVERZEICHNIS 3

7 Trigonometrische Funktionen 40
1 Sinus und Cosinus . . . . . . . ... 40
2 Die Differentialgleichung v = —y . . . . . . ... ... .. 41
3 Additionstheoreme . . . . . . . . ... L 41
4 Nullstellen und Perioden . . . . . . . . .. ... ... ... ........ 42
5 Tangens und Cotangens . . . . . . . . . .. ... ... .. 43
6 Umkehrfunktionen . . . . .. . .. ... ... ... ... 43
7 Die komplexe Exponentialfunktion . . . . . ... .. ... ... ..... 44
8 Drehungen und Spiegelungen . . . . . . ... ... L oL 45
9 Bogenmaf}. Kurvenldnge . . . . . ... . ... L oo 46
10 Imtegrale . . . . . . . . . oL 47
11  Existenz von Sinus und Cosinus . . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 48
12 Aufgaben und Ergénzungen . . . . . . . . .. ... ... 49
8 Folgen und Reihen 49
1 Folgen . . . . . . . e 49
2 Reihen . . . . . . . . 52
3 Unendliche Produkte . . . . . . . . . ... .. ... ... ... ... ... 58
4 Aufgaben und Ergénzungen . . . . . . . ... ..., 58
9 Folgen und Reihen von Funktionen 59
1 Gleichméfige Konvergenz . . . . . . .. . ... .. .. ... 59
2 Stetigkeit der Grenzfunktion . . . . . . . . .. .. ... oL 60
3 Integration der Grenzfunktion . . . . . . . . ... ... ... L. 61
4 Differentiation der Grenzfunktion . . . . . . . . ... ... ... ... .. 62
5 Potenzreihen . . . . . . . .. ... 62
6 Taylor-Reihen . . . . . . .. ... 64
7 Der Abelsche Grenzwertsatz . . . . . . . . . .. .. ... ... ...... 65
8 Aufgaben und Ergénzungen . . . . . . ... ... 67
10 Die elementaren Funktionen 67
1 Sinus und Cosinus . . . . . . . . .. 67
2 Die Exponentialfunktion . . . . . .. ... ..o 000000 67
3 Der Logarithmus . . . . . .. .. ... .. . 68
4 Arcustangens . . . . . ... 69
5 Binomialreihe . . . . . . . .. oo 70
6 Arcussinus . . . . ... 70
7 Tangens und Cotangens . . . . . . . . . .. .. .. .. 71
11 Verschiedene Beispiele und Anwendungen 71
1 Differentialgleichungen zweiter Ordnung . . . . . .. ... ... ..... 71
2 Konvexe und konkave Funktionen . . . . . . .. ... .. ... ...... 73
3 Die Ungleichungen von Hoélder und Minkowski. . . . . . . ... .. ... 74
4 Uneigentliche Integrale . . . . . . .. ... ... ... L. 76
5 Die Gamma-Funktion . . .. .. .. ... ... 00 oL 78
6 Aufgaben und Ergénzungen . . . . . . . .. ... 80



4 INHALTSVERZEICHNIS T. tom Dieck
12 Rationale Funktionen 81
1 Divisionmit Rest . . . . . . . . . . . ... 81
2 Nullstellen von Polynomen . . . . . . .. ... ... ... ... ..... 81
3 Interpolation . . . . . . . . .. .. .. 83
4 Partialbruchzerlegung . . . . . . .. . ... o oo 83
5 Integration rationaler Funktionen . . . . . . . . ... ... 85
13 Metrische Riume 85
1 Metrik . . . . . . 86
2 Offene Mengen. Abgeschlossene Mengen. Umgebungen . . . . . . . . .. 87
3 Abgeschlossene Hiille. Inneres . . . . . . . . .. ... ... ... . .... 88
4 Stetigkeit . . . . . . . 88
5 Grenzwerte . . . . . . ... e 91
6 Folgen . . . . . . . o 91
7 Das Cauchy—Kriterium . . . . . ... ... ... ... .. ... ...... 93
8 Fortsetzung stetiger Abbildungen . . . . . . . . ... ... ... ... .. 93
9 Produkte . . . . . . .. 94
10 Aufgaben und Ergénzungen . . . . . . . . . . ... ... 94
14 Normierte Vektorriume 95
1 Norm . . . . . 95
2 Funktionenrdume . . . . . . . .. ... 96
3 Lineare Abbildungen . . . . . . . .. ... .. L L 97
4 Aufgaben und Ergénzungen . . . . . .. ... ... 99
15 Topologische Grundbegriffe 100
1 Topologische Rdume . . . . . . .. . .. ... ... 100
2 Abgeschlossene Hiille und Inneres . . . . . . . ... .. ... .. ..... 103
3 Stetigkeit . . . . . . . . 103
4 Produkte . . . . . . ... 105
5 Aufgaben und Ergénzungen . . . . . . ... ... 108
16 Kompakte Ridume 109
1 Kompaktheit . . . . . ... .. ... . 109
2 Kompaktheit und Produkte . . . . . . .. ... ... ... ........ 110
3 Kompaktheit und Stetigkeit . . . . . ... ... ... ... ... ..., 112
4 Der Approximationssatz von Stone-Weierstrall . . . ... ... ... .. 113
5 Kompakte metrische Rdume . . . . . . . . ... ... ... ... ..... 115
17 Fourier-Reihen 117
1 Definition der Fourier-Reithen . . . . . . . ... ... ... ........ 117
2 Die Parsevalsche Gleichung . . . . . . .. ... ... ... ... ..., 120
3 Der Raum 12 . . . . . . . 121
18 Differenzierbarkeit 123
1 Differenzierbarkeit im R™ . . . . . . . .. .. ... ... ... ... 123



T. tom Dieck

19 Integration

1

© 00 J O U i W N

—_ =
)

—
[\

13
14

Der Integralbegriff .
Die Obernorm . . . .

INHALTSVERZEICHNIS

Nullfunktionen und Nullmengen . . . . . . . . . ... ... ... .....

Vollstandigkeit . . .

Das Integral zu einem Préaintegral . . . . . . . . . .. ... ... ... ..

MaBle. . .. ... ..

Integration stetiger Funktionen . . . .. . ... ... .. ... ......
Integration Riemannscher Treppenfunktionen . . . . . . . .. ... ...
Priintegral fiir Treppenfunktionen . . . . . .. ... ... ... ... ..

AuBeres Mafi . . . .

Das Integral zu einem Pramafl . . . ... ... ... ... .. ......

Beweis der Hilfssétze
Maflerweiterung . . .

Das Lebesguesche Integral . . . . . . .. ... ... ... ... ..

20 Anhang: Mengen. Abbildungen. Relationen

1
2

Die Mengensprache .
Das Zornsche Lemma,

126
126
128
129
130
131
132
133
133
134
136
136
137
139
140



1 Die reellen Zahlen

Die reellen Zahlen sind die Grundlage der Analysis. Der praktische Umgang mit
den Zahlen ist bekannt. Um eine begriffliche Grundlage fiir die theoretische Ent-
wicklung zu haben, wird das Rechensystem der reellen Zahlen durch Grundeigen-
schaften (Axiome) festgelegt. Es gibt drei Sorten von Axiomen: Die algebraischen
Korperaxiome iiber das Rechnen; die Anordnungsaxiome iiber den Groéflenver-
gleich der Zahlen; das Vollstéandigkeitsaxiom. Das eigentliche Herzstiick der Ana-
lysis ist das Vollsténdigkeitsaxiom. Es dient zur Entwicklung der Grenzwerttheo-
rie. Ohne die Grenzwerttheorie liefert die Analysis keine praktisch verwertbaren
Resultate. Wie in jedem wissenschaftlichen Gedankengebéude sind die konkreten
Ergebnisse das Endresultat der Theorie.

Das Rechensystem der reellen Zahlen wird axiomatisch definiert als ein
vollstindig angeordneter Korper. Die Axiome werden fiir eine Menge R mit drei
Strukturdaten o, u, P formuliert:

aRxR—=R, (a,b)—a+b Addition
wRxR—-R, (a,b)r—ab=a-b Multiplikation
PcCR Positivbereich

1 Die Korperaxiome

Eine Menge K zusammen mit zwei Strukturdaten «: (a, b) — a+bund p: (a, b) —
ab wie oben fiir R heifit Kdrper, wenn die folgenden Kdrperazxiome erfiillt sind.

(1) a+(b+c)=(a+b)+c (5) a(be) = (ab)c

(2) a+b=b+a (6) ab=ba

(3) Esgibt 0mit0+a=a (7) Esgibt 1#0mitl-a=a
(4) Zuagibtesbmitb+a=0 (8) Zua##0 gibt es b mit ba =1
(9) a(b+c) =ab+ ac

(1) und (5) heifilen Assoziativgesetz, (2) und (6) Kommutativgesetz, (9) Distri-

butivgesetz. In (4) schreibt man b = —a. In (8) schreibt man b=a' =1 =1/a.

&

Der Umgang mit dem Minuszeichen, mit Klammern, mit den Regeln der
Bruchrechnung, Punktrechnung vor Strichrechnung und dergleichen ist bekannt.
Ublicherweise schreibt man fiir

a+(=b),a+ (b+c),a-b' albe), 1 +1,a+a,aaq, ...
der Reihe nach
a—b,a+b+c, a/b:%,abc, 2, 2a, a’, ...

Ohne weitere Axiome kann man bekanntlich Vorkommnisse wie 2 = 0 oder 1 +
1+ 1 = 3 = 0 nicht ausschlieflen.
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2 Anordnung

Sei (K, a,p) ein Korper und P C K. Wir nennen (K, «, 1, P) einen geordneten
Kérper, wenn die folgenden Anordnungsazxiome erfiillt sind.

(1) P+PCP.

(2) P-PCP.

(3) K =PU{0}U—P ist eine disjunkte Zerlegung.
Darin haben wir fiir eine Menge P C K gesetzt P+ P = {a+ b | a,b € P},
P-P={ab|a,be P}, —P={-a|ac€ P}. O

Mit diesen Daten definieren wir a < bals b—a € Pund a < bals b—a € PU{0}.
Die Menge K ist geordnet, das heifit, die Relation < auf K geniigt den Regeln:

(1) Sind x und y aus K, so gilt genau eine der Aussagen © <y, z =y, y < .
(2) Ausz <yundy < z folgt = < z.

3 Anordnung und Rechnen

Sei K ein geordneter Korper. Aus den Korper- und Anordnungsaxiomen leitet
man eine Reihe von gebrauchlichen Regeln her:

(3.1) Rechenregeln der Anordnung. Fir die Anordnungszeichen < und >
sowie < und > gilt:

a<bb<c = a<c a<b,b<c = a<c

a<b = a+c<b+ec a<b = a+c<b+c
a<b c>0 = ac<bc a<b c>0 = ac<bc
a<b c<0 = ac>bc a<b c<0 = ac>bc

(Wir benutzen hier und weiterhin = als Symbol fir die logische Folgerung.) O

Im Zusammenhang mit den Zeichen =, <, < hat sich eine Sprechweise ein-
gebiirgert: Eine irgendwie geartete Relation der Form x = y heifit Gleichunyg,
eine der Form = < y oder x < y Ungleichung. Anwendung der eben aufgefiihrten
Rechenregeln bezeichnet man dann als Rechnen mit Ungleichungen.

(3.2) Notiz. Aus den Anordnungsregeln folgt:
(1) Seiab> 0. Dann gilt: a < b < a™' > b1,
(2) Seix # 0. Dann ist z* > 0. Insbesondere ist 0 < 1.
(3) Seien a und b positiv. Fir jede natirliche Zahln gilt: a < b < a™ < b".0

Sind ayq,...,a, reelle Zahlen, so wird der Zahlenwert der grofiten darunter
das Mazimum max(aq,...,a,), der Wert der kleinsten darunter das Minimum
min(ay,...,a,) von (ai,...,a,) genannt.
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4 Der Betrag

Sei K ein angeordneter Korper. Der (absolute) Betrag |a| einer Zahl a € K wird
durch |a| = max(a, —a) erkldrt. Aus der Definition verifiziert man:

(4.1) Regeln iiber den Betrag.
(1) la| >0.]a|=0<a=
(2)
(3) |ab] = |alb].
(4) [lo] = fal] < b — al.
(5) laj<e & —e<a<e.

(6) max(z,y) =3(z+y+|r—yl), min(z,y)=3@@+y—|z—y).
Die Regel (2) heifit Dreiecksungleichung. Sie 1a8t sich durch vollstdndige Induk-
tion verallgemeinern |a; + as + - -+ + a,| < |a1| + |az| + - -+ + |a,|. Man nennt
la — b| den Abstand der Zahlen (der Punkte) a und b. <&

5 Natiirliche, ganze und rationale Zahlen

In einem geordneten Korper K kann man ein Modell der natiirlichen Zahlen
finden. Eine Menge M C K heifle induktiv, wenn gilt:

(1) 1e M.

(2) zeM = z+1€ M.
Es gibt induktive Teilmengen, zum Beispiel K oder P. Als die Menge N der
natirlichen Zahlen in K definieren wir den Durchschnitt aller induktiven Teil-
mengen. Das ist selbst eine induktive Teilmenge. Daraus definieren wir die Menge
Z der ganzen Zahlen in K als Z = {m —n | m,n € N} und die Menge Q der
rationalen Zahlen in K als Q = {p/q|p € Z,q € Z\ {0}}.

6 Archimedisch geordnete Korper

Sei K ein geordneter Korper. Er heifit archimedisch geordnet, wenn zusétzlich
das folgende Axiom gilt: Zu je zwei Elementen a,b € P gibt es ein n € N mit
b < na. &

(6.1) Satz. Der Korper K ist genau dann archimedisch geordnet, wenn Q dicht
in K liegt, das heifft, zu je zwei verschiedenen Elementen in K g¢ibt es eine
rationale Zahl, die dazwischen liegt. a

Sei im weiteren der Korper archimedisch geordnet. Einige einfache Konse-
quenzen der Axiome sind:

(6.2) Weitere Eigenschaften der Anordnung.
(1) Zu jeder positiven Zahl € gibt es eine natiirliche Zahl n, so da n™! < ¢
ist.
(2) Zu jeder Zahl b gibt es genau eine ganze Zahl n, die den Ungleichungen
n < b < n+1 geniigt. a
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(6.3) Bernoullische Ungleichung. Seiz > —1. Dann gilt fiir jede natiirliche
Zahl n die Ungleichung (1 + x)* > 1+ na.

BEWEIS. Induktion nach n. Der Induktionsanfang ist klar. Der Induktions-
schritt:

(14+2)"" = (1+2)"(1+z) > (1+nr)(1+2) =1+ n+1D)r+2> > 1+ (n+1)z.

In dieser Rechnung haben wir die Induktionsvoraussetzung benutzt, sowie die
Ungleichungen 1 + 2 > 0 und 22 > 0. O

(6.4) Wachstum der Potenzen.
(1) Ist b > 1, so gibt es zu jeder reellen Zahl K eine natirliche Zahl n, so
daf$ b* > K ist.
(2) Ist0 < q <1, so gibt es zu jeder reellen Zahl € > 0 eine natiirliche Zahl
n, so daf$ q" < € 1ist.
(3) Seia > 1 und x > 0. Dann gibt es genau eine ganze Zahl k, so dafs
af < x < aFftl,

BEwEIS. (1) Wir schreiben b = 1 + . Dann ist nach Voraussetzung = > 0. Die
Bernoullische Ungleichung liefert 6™ > 1+nz. Nach dem Archimedischen Prinzip
gibt es ein n, so dafl n > K/x, also nz > K ist. Insgesamt folgt v" > 1+ nx >
nr > K.

(2) folgt aus (1); man setze dazu b= ¢! und K =&~
(3) folgt aus (1) und (2), weil 0 < a™' < 1 < a ist. O

7 Das Vollstindigkeitsaxiom

Die fiir die gesamte Analysis und insbesondere die Grenzwerttheorie fundamenta-
le Eigenschaft der Anordnung wird hier als Grundeigenschaft, als Axiom voraus-
gesetzt. Sei K eine geordnete Menge. Ein Element M € K heif3t obere Schranke
der Teilmenge S C K, wenn fiir alle s € S die Ungleichung s < M gilt. Ein Ele-
ment m heift untere Schranke von S, wenn fiir alle s € S die Ungleichung m < s
gilt. Wir sagen, S ist nach unten (oben) beschriankt, wenn es eine untere (obere)
Schranke fiir S gibt. Gibt es beide Schranken, so nennen wir S beschrankt.

Ist M obere Schranke von S, so auch jedes groflere Element. Deshalb ist es
nur interessant, nach moglichst kleinen oberen Schranken zu suchen. Wir nennen
M Fkleinste obere Schranke oder Supremum von S, wenn M obere Schranke ist
und wenn fiir jede andere obere Schranke M’ von S gilt M < M’. Analog wird
der Begrift grifite untere Schranke oder Infimum definiert. Wir verwenden die
Bezeichnungen

M =sup(S) bzw. m =inf(95)

fiir das Supremum bzw. das Infimum von S. Gibt es M € S, so daf} fiir alle
s € § die Ungleichung s < M gilt, so heifit M Maximum von S, in Zeichen
M = max(S). Gibt es m € S, so daf fiir alle s € S die Ungleichung m < s
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gilt, so heiBt m Minimum von S, in Zeichen m = min(S). Unmittelbar aus den
Definitionen verifiziert man:

(7.1) Notiz. Hat S ein Mazimum M (Minimum m), so ist M = sup(S) (m =
inf(S)). Ein Element M (m) ist genau dann Supremum (Infimum) von S, wenn
M obere Schranke (m untere Schranke) von S ist und wenn fir jedes N < M
ein s € S mit N < s (wenn fir jedes m < n ein s € S mit n < s) existiert.
Maximum, Minimum, Supremum, Infimum sind, wenn sie existieren, eindeutig
durch die Menge bestimmi. <&

(7.2) Vollstandigkeitsaxiom. Jede nichtleere, nach oben beschréinkte Menge
S C K hat ein Supremum. &

Aquivalent dazu kénnte man ein analoges Axiom iiber das Infimum postulie-
ren. Wir zeigen:

(7.3) Notiz. Erfillt K das Supremumsaziom (7.2), so hat jede nach unten be-
schrankte nichtleere Menge T' C K ein Infimum.

BEWEIS. Sei S die Menge der unteren Schranken von 7'. Jedes Element von T’
ist obere Schranke von S. Sei m = sup S. Da m die kleinste obere Schranke von
S ist, gilt m < t fiir alle t € T. Also ist m eine untere Schranke von T'. Eine
groflere kann es aber nach Definition von S nicht geben. a

(7.4) Satz. Gilt fiir die Ordnung eines geordneten Kérpers das Supremumsazi-
om, so gilt auch das archimedische Axiom.

BEWEIS. Seien x und y positive Zahlen. Angenommen, die Zahlen nz, nN seien
alle kleinergleich y. Dann ist y eine obere Schranke dieser Menge. Sei s deren
Supremum. Da s — 1 kleiner als s ist und also keine obere Schranke, gibt es
n € N, so daBl s — 1 < nx ist. Es folgt s < (n + 1)z im Widerspruch zur
Definition von s. O

2 Die Topologie der reellen Zahlen

Wir legen einen vollstindig geordneten Koérper zugrunde. Er heifle der Korper
der reellen Zahlen R. Die folgenden Definitionen kénnen aber, soweit sie nur von
der Ordnungsrelation Gebrauch machen, in jedem geordneten Koérper oder sogar
in jeder geordneten Menge gegeben werden.

1 Intervalle

In vielen Anwendungen und Formulierungen der Analysis ist es zweckméafig,
neben den reellen Zahlen noch die Symbole +00 zur Verfiigung zu haben. Wir
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erweitern deshalb die Menge R durch zwei neue Elemente R = {—occ} URU {00}
und legen die Anordnungsregeln —oo < a < oo fiir jede reelle Zahl a fest. Damit
wird R eine geordnete Menge. Zunichst rechnen wir mit den Symbolen oo
jedoch nicht. Fiir R liefert das Vollstéindigkeitsaxiom: Jede nichtleere Menge S C
R hat ein Supremum und ein Infimum.

Ein Intervall ist eine Teilmenge von R oder R, die mit je zwei Elementen auch
alle dazwischenliegenden enthélt. Fiir Intervalle verwenden wir die folgenden Be-
zeichungen:

la,b] = {z]a<z<b}
la,b] = {x]a<az<b}
[a,0] = {z]a<z<b}
la,b] = {x]a<xz<b}

Die Intervallgrenzen a und b diirfen dabei auch £oo sein. So ist [a,00[= {z |
a < z} und | — 00, 00[ = R. Ein Intervall der Form [a,b] heiflt abgeschlossenes
Intervall von a nach b, eines der Form |a, b| ein offenes Intervall von a nach b.
Der Fall a = b ist nicht besonders interessant und werde stillschweigend ausge-
schlossen (entartetes Intervall). Die Punkte a und b heiflen auch die Randpunkte
des Intervalls [a, b]; analog in den anderen Fillen. Die Randpunkte kénnen also
im Intervall liegen oder auch nicht.

2 Umgebungen

Mengen der Form {z | * < a}, {z | + > a} und {z | a < = < b} heiflen
Basismengen von R. Ein Durchschnitt von endlich vielen Basismengen ist wieder
eine Basismenge. Wir nennen U eine Umgebung von x, wenn es eine Basismenge
B gibt, die x € B C U erfiillt. Jede Obermenge einer Umgebung von z ist wieder
eine Umgebung von z, und der Schnitt endlich vieler Umgebungen von z ist
wieder eine Umgebung von x. Sei ¢ eine positive reelle Zahl. Die Menge

Usa)={x eR ||z —a| <e}

heifit e-Umgebung von a € R. Genau dann ist U eine Umgebung von a € R,
wenn es ein € > 0 gibt, so dafl U.(a) C U ist. Die Mengen

Uy(oo)={z €R|x> M} bzw. Upy(—c0)={zcR|z< M}
heiflen M-Umgebungen von co bzw. —oo. Genau dann ist U eine Umgebung von

+00, wenn es ein M € R so gibt, dafl die zugehorige M-Umgebung in U liegt.

3 Offene und abgeschlossene Mengen

Eine Teilmenge W C R heiBt offen, wenn sie Umgebung jedes ihrer Punkte ist.
Eine Basismenge ist offen. Wir nennen auch die leere Menge offen. Die Menge
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O(R) aller offenen Mengen von R heiBt die Topologie von R. Ist X eine beliebige
Teilmenge von R, so nennen wir

OX)={UcCX|3IVeOR)mitU=VnX}

die Topologie auf X oder genauer die von O(R) auf X induzierte Relativtopologie.
Die Mengen in O(X) heiflen dann die offenen Mengen von X. Eine Menge U C R
ist genau dann offen, wenn es zu jedem u € U ein ¢ > 0 gibt, so dal U.(u) C U
ist.

Mit dem Begriff der offenen Menge definieren wir den Begriff einer Umge-
bung fiir Punkte in beliebigen Teilmengen X von R. Wir nennen U C X eine
Umgebung von x € X, wenn es eine offene Menge V' von X mit x € V' C U gibt.

(3.1) Notiz. Das System der offenen Mengen von X C R hat die folgende
FEigenschaften:
(1) 0 und X sind offen.
(2) Ist (U; | j € J) eine Familie offener Mengen Uj, so ist auch deren Verei-
nigung offen.
(3) FEin Schnitt endlich vieler offener Mengen ist offen. 0

Eine Menge A C X heifit abgeschlossenin X, wenn ihr Komplement X\ A offen
in X ist. Durch mengentheoretische Dualitét erhalten wir aus den Eigenschaften
offener Mengen:

(3.2) Notiz. Das System der abgeschlossenen Mengen von X hat die folgenden
FEigenschaften:
(1) 0 und X sind abgeschlossen.
(2) Ist (A;|j € J) eine Familie abgeschlossener Mengen A;, so ist auch ihr
Durchschnitt abgeschlossen.
(3) Fine Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Menge ist abgeschlos-
sen. O

4 Kompakte Mengen

Eine Familie offener Menge (U; | j € J) heifit offene Uberdeckung von A, wenn A
in der Vereinigung der U; enthalten ist. Wir nennen A kompakt, wenn zu jeder
offenen Uberdeckung (U; | j € J) ein endliches Teilsystem E der Indexmenge J
existiert, so da8 (U; | j € E) immer noch eine Uberdeckung von A ist. Kompakt-
heit ist das AuBerste an , Endlichkeit®, will sagen , Menschlichkeit®, was man der
exorbitanten Unendlichkeit der Zahlen abgewinnen kann.

Die fundamentale Konsequenz aus dem Vollstindigkeitsaxiom ist der folgende
Uberdeckungssatz von Heine-Borel:

(4.1) Satz. Ein abgeschlossenes Intervall aus R ist kompakt.

BeEWEIS. Sei (U; | j € J) eine offene Uberdeckung des Intervalls. Zu jedem z
sei U(z) eine Uberdeckungsmenge, die = enthilt. Sei S C [a, b] die Menge der s,



fir die [a, s] in der Vereinigung endlich vieler U(z) enthalten ist. Wegen a € S
ist S nichtleer. Sei z = sup(.S). Wir behaupten z = b € S. Wir wihlen eine Zahl
tin Ja,z[NU(z). Dann ist @ < t < z, und deshalb ist, nach Definition von z,
la,t] in der Vereinigung endlich vieler Mengen der Form U(z) enthalten. Dann
ist aber auch [a,t] UU(z) in endlich vielen enthalten. Also liegt z in S. Ist 2z < b,
so widerspricht das der Supremumseigenschaft von z. a

Wir betonen, dafl in dem letzten Satz auch die Werte +00 als Intervallgrenzen
zugelassen sind. Durch einfache mengentheoretische Umformungen gewinnen wir
weitere kompakte Mengen.

(4.2) Satz. Sei K kompakt und A abgeschlossen. Dann ist auch ANK kompakt.

BEWEIS. Sei (U; | j € J) eine offene Uberdeckung von AN K. Nehmen wir noch
das Komplement U von A hinzu, so erhalten wir eine offene Uberdeckung von
K. Da K mit endlich vielen iiberdeckt wird, so auch AN K. a

(4.3) Satz. Fine Menge A C R ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen
und beschrdnkt ist.

BEWEIS. Ist A beschriankt, so liegt A in einem kompakten Intervall K. Da A
abgeschlossen ist, so ist nach dem vorigen Satz A = AN K kompakt.

Sei A kompakt. Die Mengen | — x, 2], x € R bilden eine offene Uberdeckung.
Da A kompakt ist, so ist A in endlich vielen davon enthalten, also beschriankt.
Wir zeigen ferner, daf§ das Komplement U von A offen ist. Sei u € U. Zu jedem
x € A wéhlen wir offene Mengen U(z) und V(z), so daBl u € U(x), = € V(x)
und U(x) N V(z) = 0. Da A kompakt ist, wird A von endlich vielen der V-
Umgebungen iiberdeckt, etwa von V(xy),...,Vix,). Sei U, = N, U(x;). Dann
ist U, disjunkt zur Vereinigung der V(z;) und damit in U enthalten. Zu jedem
Punkt von U gibt es also eine in U enthaltene Umgebung, das heifit, U ist offen.

O

3 Stetigkeit. Grenzwert

Der Begriff der Stetigkeit ist grundlegend fiir die gesamte Analysis. Wir be-
trachten Funktionen f: A — R mit einem Definitionsbereich A C R. Etliche
Hauptsatze iiber stetige Funktionen haben nichts mit dem Zahlenrechnen zu
tun, sondern benutzen nur die Anordnung.

1 Die Hauptsitze iiber stetige Funktionen

Eine Funktion f: A — R heifit stetig an der Stelle a € A oder bei a € A, wenn
das Urbild jeder Umgebung von f(a) bei f eine Umgebung von a in A ist. Sie
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heif}t stetig, wenn sie an jedem Punkt ihres Definitionsbereichs stetig ist.

Durch logische Verneinung ergibt diese Definition: Eine Funktion f: A — R
ist unstetig bei a, wenn es eine Umgebung U von f(a) derart gibt, dafl in jeder
Umgebung V' von a ein x mit f(z) ¢ U existiert.

Da jede Obermenge einer Umgebung wieder eine Umgebung ist, sind die fol-
genden Aussagen aus mengentheoretischen Griinden gleichwertig zur Definition
der Stetigkeit im Punkt a:
(1) Das Urbild f~}(U) jeder Umgebung von f(a) enthélt eine Umgebung von
ain A.

(2) Das Urbild jeder offenen Umgebung von f(a) enthilt eine offene Umge-
bung von a in A.

(3) Falls f(a) € R und a € R: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so daf fiir
|z —a] < § die Ungleichung |f(z) — f(a)| < € gilt. Wir nennen dann (¢, 6)
ein Stetigkeitspaar (= SP) fiir f bei a.

Ist (,d) ein Stetigkeitspaar fiir f bei a so auch (¢’,0) und (¢,4’), wenn &’ >
e und § > ¢'. Fiir den Nachweis der Stetigkeit spielen deshalb nur kleine &
eine Rolle; man kann also in den Untersuchungen £ von vornherein gewissen
Beschrankungen unterwerfen. In den Anwendungen schreiben wir x manchmal
in der Form = = a+ h; im Fall (3) ist dann (e, 0) ein SP, wenn aus |h| < § immer
|f(a+h)— f(a)] < e folgt.

Die Definition liefert unmittelbar: Ist f: B — R bei a € B stetig und gilt
a € A C B, so ist auch die Einschrankung f|A von f auf A bei a stetig. Ist
A C B und ist it A — B,z — x die Inklusion, aufgefait als Abbildung, so ist ¢
stetig.

(1.1) Satz. Fine Funktion ist genau dann stetig, wenn das Urbild jeder offenen
Menge offen ist.

BEWEIS. Sei die Funktion f: A — B stetig. Sei U C B offen. Dann ist U eine
Umgebung aller € U und folglich, nach Definition der Stetigkeit, V = f~1(U)
eine Umgebung aller Punkte v € V. Die Umkehrung ist nach der Aquivalenz (2)
oben klar. a

(1.2) Satz. Sei f:A — B bei a und g:B — C bei b = f(a) stetig. Dann ist
go f:A— C beia stetig.

BEWEIS. Sei U eine Umgebung von (go f)(a) = g(f(a)). Dann ist (go f)"}(U) =
f (g1 (U)) eine Umgebung von a. O

(1.3) Schrankensatz. Sei f: A — R bei a stetig. Sei ¢ € R. Gibt es in jeder
Umgebung U von a ein uw € U mit ¢ < f(u), so ist ¢ < f(a). Analog, wenn man
< beidemal durch > oder durch = ersetzt.

BEWEIS. Angenommen f(a) < ¢. Dann ist f~!([—oc0, ¢[) eine Umgebung von a,
in der es kein u mit ¢ < f(u) gibt. Widerspruch. O

(1.4) Eindeutigkeitsatz. Sei f: A — R beip stetig. Gibt es in jeder Umgebung
U von p Stellen u,v € U mit f(u) < ¢ < f(v), soist f(p) = c. Der Funktionswert
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an der Stelle p einer bei p stetigen Funktion ist also durch die Finschrinkung

fIAN\ {p} bestimmit.
BEWEIS. Das ist eine direkte Folgerung aus (1.3). O

(1.5) Zwischenwertsatz. Sei f:[a,b] — R stetig. Dann nimmt f jeden Wert
zwischen f(a) und f(b) an.

BEWEIS. Sei f(a) < ¢ < f(b) und sei p € [a, b] das Supremum der = € [a,b] mit
f(z) < c. Nach (1.4) ist f(p) = c. O

(1.6) Minimaxsatz. Eine stetige Funktion f:|a,b] — R hat einen minimalen
und einen maximalen Funktionswert.

BEWEIS. Sei M = sup f([a,b]) das Supremum der Menge der Funktionswerte.
Ist M kein Funktionswert, so bilden die Mengen f~'([—oo,c[ fiir ¢ < M nach
(1.1) eine offene Uberdeckung von [a, b], die keine endliche Teiliiberdeckung hat,
im Widerspruch zum Uberdeckungssatz von Heine-Borel. a

(1.7) Intervallsatz. Das Bild eines Intervalles bei einer stetigen Funktion ist
wieder ein Intervall. (Dabei lassen wir auch 00 als Intervallgrenzen zu.) Ist das
Intervall abgeschlossen, so auch das Bild.

BEWEIS. Ein Intervall ist eine Teilmenge, die mit jedem Punkt auch alle dazwi-
schenliegenden enthélt. Die Behauptung folgt also direkt aus dem Zwischenwert-
satz. Die Aussage iiber die Abgeschlossenheit benutzt aufferdem den Minimax-
satz. O

Eine Abbildung f: A — B heifit injektiv, wenn aus a; # ap immer f(ay) #
f(az) folgt, und surjektiv, wenn zu jedem b € B ein a € A mit b = f(a) existiert.
Sie heif}t bijektiv, wenn sie sowohl surjektiv als auch injektiv ist.

Sei f: X — Y eine Funktion. Eine Umkehrfunktion von f ist eine Funktion
¢:Y — X (in der ,umgekehrten Richtung“), so daf fiir alle z € X und alle
y € Y die Gleichungen ¢(f(z)) = = und f(g(y)) = y gelten. Eine Funktion
f: X — Y hat genau dann eine Umkehrfunktion, wenn sie bijektiv ist. Ist g ein
Linksinverses von f, das heifit gilt nur g(f(z)) = z fir alle z, so ist f injektiv
und g surjektiv.

Sei X C R. Eine Funktion f: X — R heiBt streng monoton wachsend (bzw.
streng monoton fallend), wenn aus a < b immer f(a) < f(b) (bzw. f(a) > f(b))
folgt. Eine streng monoton wachsende oder fallende Funktion ist also injektiv.
Wihlen wir fiir eine solche Funktion Y als die Menge ihrer Funktionswerte, so hat
f: X — Y eine Umkehrfunktion. Hat eine streng monoton wachsende Funktion f
eine Umkehrfunktion g, so ist auch g streng monoton wachsend. Impliziert a < b
nur f(a) < f(b), so heifit f monoton wachsend.

(1.8) Monotoniesatz. Sei A C R ein Intervall. Sei f: A — R injektiv und
stetig. Dann ist f streng monoton.

BEWEIS. Seien z,y aus A und sei x < y. Da f injektiv ist, gilt entweder f(x) <
f(y) oder f(x) > f(y). Angenommen f(z) < f(y). Liege z zwischen z und y. Da
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f injektiv ist, so ist f(z) von f(x) und f(y) verschieden. Ware f(z) > f(y), so
wiirde nach dem Zwischenwertsatz fiir ein < ¢ < z die Gleichung f(c) = f(y)
bestehen, im Widerspruch zur Injektivitiat. Also ist f(z) < f(y); ebenso schliefit
man auf f(z) < f(z). Fir y < z mu f(y) < f(z) sein, da nach dem schon
Bewiesenen f(x) < f(y) < f(z) gelten mufl. Fiir z < z folgt ebenso f(z) < f(x).
Sei nun a, b aus A ein beliebiges Paar mit a < b. Indem wir das schon Bewiesene
auf die noch moglichen Félle a < b < x, a < x < b und © < a < b geeignet
anwenden, folgt f(a) < f(b). O

(1.9) Umkehrsatz. Sei fr A — R eine stetige streng monotone Funktion, die
auf dem Intervall A C R definiert ist. Sei B das Bildintervall von f. Dann ist
die Umkehrabbildung g: B — A stetig.

BEwEIS. Wir bemerken, dafl eine streng monotone Funktion eine bijektive Ab-
bildung auf ihr Bild liefert. Sei A offen. Dann ist auch B offen, da f streng
monoton ist. Fiir den Nachweis der Stetigkeit von g bei b = f(a) haben wir
zu zeigen: Sei W C A ein offenes Intervall um a = ¢(b); dann enthélt g—!(1W)
ein offenes Intervall um b. Nun ist aber g~ '(W) = f(W) ein offenes Intervall,
weil f stetig und streng monoton ist. Falls A nicht offen ist, so mufl man die
Randpunkte nach demselben Verfahren behandeln. O

Der letzte unserer Hauptsédtze benutzt den Zusammenhang zwischen den
Anordnungs- und den Korperaxiomen, insbesondere den Betrag und die Drei-
ecksungleichung.

Sei A C R. Eine Funktion f: A — R heif3t gleichmdifig stetig, wenn zu jedem
e > 0ein 0 > 0 existiert, so daB aus |z —y| < 0, z,y € A immer die Abschétzung

|[f(x) = f(y)| < e folgt.

(1.10) GleichmiBigkeitssatz. Fine stetige Funktion f:[a,b] — R auf einem
abgeschlossenen Intervall ist gleichmdfsig stetig.

BEWEIS. Sei ¢ > 0 gegeben. Zu jedem c¢ € [a,b] wihlen wir ein Stetigkeitspaar
der Form (£/2,26(c)) fiir f bei c¢. Nach dem Satz von Heine-Borel ist [a,b] in
endlich vielen Mengen U(c) = Us((c) enthalten, etwa in U(cy),...,U(c,). Sei §
das Minimum der d(¢;). Sei |z —y| < d. Da x € [a,b] C |J;—, U(c;), gibt es ein k
mit x € U(cg), das heiit |z — cx| < d(cg). Es folgt |y — x| < |y — x| + |z — | <
d+ 0(cx) < 26(cy). Es folgt

[f(@) = f) < |f(2) = flen)l +1f(y) — flen)] <e/2+e/2=e.

Damit ist die gleichméflige Stetigkeit gezeigt. a

2 Grenzwerte

Ein Element b € R heit Haufungspunkt (= HP) von A C R, wenn jede Umge-
bung von b ein von b verschiedenes Element von A enthélt. Ein Punkt a € A,
der nicht HP von A ist, heifit isolierter Punkt von A.
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(2.1) Beispiele. Jeder Punkt eines nichtentarteten Intervalls A ist Hiufungs-
punkt von A. Jede reelle Zahl ist Haufungspunkt von Q, siehe 1(5.4.3). Die Ele-
mente oo sind HPe von R und Z. Eine Funktion f: A — R ist in einem isolierten
Punkt von A immer stetig. &

Sei f: A — R eine Funktion und ¢ Haufungspunkt von A. Das Symbol
lim f(z) =c¢

ist eine Abkiirzung fiir die folgende Aussage: Zu jeder Umgebung U von ¢ gibt es
eine Umgebung V' von a, so da8 fiir alle x € VN(A\a) die Relation f(z) € U gilt.
Das Symbol wird gelesen: ¢ ist Limes (Grenzwert) von f fiir (die Anndherung
von) z gegen a. Wir sagen, lim,_, f(z) ezistiert (oder: der Limes von f(z) fiir
x gegen a existiert; oder: f(x) — ¢ fiir x — a), wenn es ein ¢ gibt, so dafl
lim, ., f(z) = c gilt. Nach unseren Vereinbarungen ist iibrigens auch a = £oo
und ¢ = £oo in dieser Definition zugelassen. Aus (1.5) und (2.3) folgt, dal der
Limes c, falls er existiert, durch f eindeutig bestimmt ist.

Es ist also lim, ., f(x) = ¢ zunéchst keine Gleichung zwischen Zahlen, sondern
eine Kurzform fiir eine Aussage. Falls allerdings die Aussage richtig ist und ¢ € R,
so betrachten wir auch lim,_,, f(z) als die Zahl ¢ selbst.

Wir definieren aus f eine Hilfsfunktion f#: AU {a} — R durch die Vorschrift
[#(x) = f(z) fiir * # a und f#(a) = c. Durch Umschreiben der Definitionen
erhélt man:

(2.2) Notiz. Folgende Aussagen sind gleichwertig:
(1) limg,_, f(x) =c.
(2) f7# ist bei a stetig. O

(2.3) Folgerung. Ist f:A — R stetig im Haufungspunkt a von A, so gilt
lim, ., f<x> = f(a) .

(2.4) Folgerung. Genau dann existiert lim,_., f(z), wenn die Funktion f|A\
{a} sich zu einer bei a stetigen Funktion f# auf A fortsetzen lift. Es ist dann
f#(a) gleich lim,_., f(z). 0

Man kann die Aussage des néchsten Satz so formulieren: Eine stetige Funktion
ist mit der Limesbildung vertauschbar.

(2.5) Vertauschungssatz. Seien f: A — B und g: B — R Funktionen. Sei a
Hiufungspunkt von A, gelte lim,_, f(x) = b € B und sei g bei b stetig. Dann
existiert der Limes lim,_.,(g o f)(a) und ist gleich g(lim,_, f(z)).

BEWEIS. Die Funktion g o f# ist nach (2.3) und (1.3) bei a stetig. Sie stimmt
auf A\ {a} mit g o f iiberein. Also hat letztere eine stetige Erginzung (g o f)#
mit dem Wert g(lim,_,, f(x)) an der Stelle a. O

(2.6) Monotone Grenzwerte. Sei f:A — R monoton steigend und sei
b = sup A ein nicht in A enthaltener Hdufungspunkt von A. Dann existiert

lim, ., f(z) und ist gleich M = sup f(A).
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BEWEIS. Sei U eine Umgebung von M. Dann gibt es N < M, sodall |N, M| C U
ist. Nach Definition von M als Supremum gibt es a € A, a < b mit N < f(a) <
M. Da f monoton wiichst, ist f([a,b]) C U, das heifit, f~'(U) enthilt eine
Umgebung von b. O

Will man eine Funktion in einem Punkt stetig ergénzen, will man also die
Existenz eines Limes beweisen, so steht man oft vor dem Problem, dafl man den
Grenzwert nicht kennt und deshalb die Definition (2.2) nicht anwenden kann.
Das folgende, nach Cauchy benannte, Grenzwertkriterium ist deshalb von funda-
mentaler Bedeutung.

(2.7) Cauchy-Kriterium. Sei f: A — R gegeben. Sei a Hdiufungspunkt von
A C R. Dann sind dquivalent:

(1) FEs existiert lim,_, f(x).

(2) Zu jedem e > 0 existiert eine Umgebung U von a gibt, so daf fir x,y € U

immer | f(x) — f(y)| < e gilt.

BEWEIS. (2) = (1). Sei U zunéchst so gewahlt, daB fir x,y € U immer |f(z) —
f(y)| < 1 gilt. Dann ist |f(z)] < 14 [f(y)|. Indem wir y festhalten und x die
Menge U durchlaufen lassen, sehen wir, daf§ f auf U beschrankt ist. Deshalb
existiert

c(U) = sup f(x).

zeU

Aus V C U folgt offenbar ¢(V') < ¢(U). Sei
¢ =inf{c¢(U) | U Umgebung von a}.

Wir behaupten: lim,_, f(z) = c.

Zum Beweis sei ein € > 0 fixiert. Wir wihlen dann eine Umgebung U von a
derart, daB fiir x,y € U immer |f(z) — f(y)| < € gilt. Nach Definition von ¢ gibt
es eine Umgebung V' von a mit f(z) < c+e¢ fir allex € V. Ware f(z) < c—e fiir
alle x € V', so wire ¢(V) < ¢— ¢, im Widerspruch zur Definition von c. Also gibt
esy €V mit ¢ —e < f(y) und folglich | f(y) — ¢| < e. Wir fixieren ein derartiges
y. Ist z € V, so gilt demnach

[f(2) =l <[f(y) — el +1f(z) = f(y)] < 2.

Es folgt die Behauptung.

(2) = (1). Sei lim,_,, f(z) = ¢. Sei € > 0 fixiert und die Umgebung U von a so
gewihlt, daf fiir x € U die Ungleichung |f(x) — ¢| < /2 gilt. Dann folgt aus der
Dreiecksungleichung, da8 fiir z,y € U immer |f(z) — f(y)| < € ist. a

3 Rechnen mit Funktionen

Seien f: X — R und ¢g: X — R Funktionen und sei ¢ € R. Dann erklaren wir
neue Funktionen X — R durch: f + g:z — f(z) + g(z), fg = [ -gx —
f(x)g(z), cf:x — cf(z) und 5: x %. Die Quotientenbildung im letzten Fall
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ist natiirlich nur erlaubt, wenn immer g(x) # 0 ist. Sinngem&f nennen wir f + ¢
die Summe und fg das Produkt der Funktionen f und g. Ferner definieren wir

Fl:a = |f(@)], max(f, g):w — max(f(x), g(x)) und min(f, g) = min(f(x), g(x)).
Fiir diese Definitionen kann X eine beliebige Menge sein.

(3.1) Beispiele. Die identische Funktion f:R — R, z + z ist stetig. Eine
konstante Funktion ist stetig. Mittels ||z| — |a|| < |z — a| sieht man, dal die
Betragsfunktion R — R, x — |z| stetig ist.

Die Funktion R — R,z +— 2?2 ist stetig. Es ist ndmlich |(a + h)? — a?| =
|h||2a+h| < |h|(2|al+|h|) < |h](2]al+1) < € sofern |h] < § < min(1, (2|a]+1)71)
ist.

Die Funktion f:R* — R,z + 27! ist stetig. Ist ndmlich 0 < z und 0 < ¢ <
r7 Y soist fTU(z7) =]z(1 +ex) ™, 2(1 — ex) 7] ein offenes Intervall um z. <

(3.2) Satz. Seien f,g: A — R an der Stelle a stetig. Dann sind auch die fol-
genden Funktionen stetig: f + g, g, f/g; im letzten Fall hat man, wie iblich,
g(x) # 0 vorauszusetzen. Ferner sind | f|, max(f, g) und min(f,g) bei a stetig.O

BEWEIS. Sei ¢ > 0 gegeben. Fiir x aus dem Schnitt U der Umgebungen
f1U(f(a)) und g~'U-(f(a)) ist

(7 £9)(2) — ( % 9)(a)] = (/) — £(@) + (9(2) — g(a)
<|f(x) = f(a)| + |g(z) — g(a)| < 2e.

Also enthilt das Urbild von Us.(f(a)) bei f + g die Umgebung U.

Wegen (1.3) und (3.1) ist f2 = f - f stetig. Aus (f +¢)*— f>—¢?> = 2fg und
dem schon Bewiesenen folgt, daB8 2fg stetig ist und dann (kleine Uberlegung)
auch fg.

Wegen (1.3) und (3.1) ist = — 1/g(z) stetig und dann nach dem schon Ge-
zeigten auch das Produkt x — f(z)/g(z).

Die weiteren Behauptungen ergeben sich aus (1.3), (3.1) und den Relationen

max(f, g) = 3(f +g+|f — g|) und min(f, g) = 3(f + g — | f — g]) zusammen mit
dem schon Gezeigten. a

Eine Funktion der Form P:x +— ag + a1@ + asx? + - - - + a,x™ heiit Polynom-
funktion oder kurz Polynom, und zwar vom Grad n, wenn a, ungleich Null ist
(a; € R). Eine Funktion der Form = +— P(x)/Q(z) mit Polynomen P und @
heilt rationale Funktion.

Aus (3.2) und dem Beispiel der konstanten und linearen Funktionen folgt
durch wiederholte Anwendung (Induktion):

(3.3) Satz. Jede rationale Funktion ist stetig. 0

(3.4) Beispiel. Die n-te Potenz f(z) = 2™ ist auf [0, o[ streng monoton wach-
send, also auch ihre Umkehrfunktion, die Funktion n-te Wurzel. Sie wird bekannt-
lich mit x +— 2'/™ = {/z bezeichnet. Nach dem Umkehrsatz ist diese Funktion
stetig. &
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(3.5) Satz. Sei f:R — R eine stetige Funktion, die fir alle x,y der Funktio-
nalgleichung f(x) + f(y) = f(x +y) geniigt. Dann gibt es genau eine reelle Zahl
A, so daf f(x) = Ax ist.

BeEwEIS. Wegen f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) ist f(0) = 0. Durch vollsténdige
Induktion schliefit man auf f(nx) = nf(x) fir alle x € R und n € N. Wegen
f(0) = f(x —x) = f(z) + f(—=x) folgt —f(z) = f(—=x). Deshalb gilt f(nz) =
nf(x) sogar fiir alle n € Z. Ist = p/q eine rationale Zahl, so folgt pf(z) =
f(px) = qf((p/q)x), also f(rx) = rf(x) fiir alle r € Q. Speziell gilt f(r) = Ar
mit A = f(1). Da f fiir rationale Zahlen mit der Funktion z + Az {ibereinstimmt
und beide Funktionen stetig sind, so stimmen sie nach (1.5) iiberein. O

Wegen (2.3) liefern Aussagen und Regeln tiber stetige Funktionen Aussagen
und Regeln {iber Limites.

(3.6) Satz. Sei a Hdufungspunkt von A. Seien f,g: A — R gegeben und gelte
lim, ., f(z) = L und lim,_., g(z) = M. Dann gilt:
(1) lim,_.(f + g)(x) ezistiert und ist gleich L + M.
(2) limg_q(f - g)(z) existiert und ist gleich L - M.
(3) Ist g(x) # 0 fira # x € A und ist M # 0, so ezistiert lim,_..(f/g)(x)
und ist gleich L/M.
(4) Ist f(z) < g(x) fir alle x # a, so gilt L < M.

BEWEIS. Wir verwenden die Hilfsfunktionen f# und ¢. Sie sind bei a stetig.
Also ist auch f# + ¢7 bei a stetig. Somit gilt

L+M = (f*+g%)(a) = lim(f% + g%)(x) = lim(f + g)(x).

Die erste Gleichung folgt aus den Definitionen, die zweite aus (2.3) und die dritte,
weil der Limes nur von den Funktionswerten abhéngt, die verschieden von a sind.
Entsprechend verfiahrt man mit den anderen Féllen. O

4 Aufgaben und Erginzungen

1. Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft. Das bedeutet: f: A — R ist genau dann bei
a € A stetig, wenn es eine Umgebung U von a gibt, so dafl die Einschrinkung f|U von
f auf U bei a stetig ist.

2. Sei A Vereinigung der offenen Teilmengen (U; | j € J). Eine auf A definierte Funk-
tion f ist genau dann stetig, wenn alle Einschrankungen f|U; stetig sind.

3. Einsperrsatz. Seien f, g, h: A — R Funktionen. Es gelte fiir alle  # a die Unglei-
chung f(z) < g(z) < h(z). Existieren die Limites limy_., f(z) und lim,_,, A(z) und
sind sie beide gleich L, so existiert auch lim,_., g(z) und ist gleich L.

4. Sei M = sup S und gelte M ¢ S. Dann ist M Héufungspunkt von S.

5. Wir geben einen zweiten Beweis fiir den Monotoniesatz. Sei a < b. Die Rechnung

a=1—-ta+ta<(1—tla+th<(1—t)b+th=b



zeigt, dafl wir eine stetige Funktion p: [0, 1] — [a,b],t — (1 —t)a+tb definieren kénnen.
Sie hat die stetige Umkehrfunktion ¢: x — (z—a)/(b—a). Falls f nicht streng monoton
wére, so gébe es zwei Paare (z,y) und (z,w) mit den Eigenschaften

flx)—f(y) >0, z<y und f(z2)— f(w)<0, z<w.
Die stetige Hilfsfunktion (definiert wegen (4.1))
a:[0,1] = R, t— f((1 =)z +tz) = f((1 - t)y + tw)

hat die Werte a(0) > 0 und a(1) < 0. Nach dem Zwischenwertsatz ist fiir ein 0 < u < 1
dann a(u) = 0. Da f injektiv ist, bedeutet das (1 — u)x + uz = (1 — t)y + vw oder

0=(1—-u)(y—2x)+ulw-—=2),

was nicht sein kann, da die rechte Seite offenbar positiv ist. Also ist f streng monoton.
Im vorstehenden Beweis wurde mit der Hilfsfunktion a ein kleiner Trick verwendet.
Dieser Trick hat folgenden geometrischen Hintergrund. Man betrachte die Teilmenge
der Ebene D = {(z,y) | z,y € [a,b],x < y}. Diese Menge ist ein Dreieck. Auf D be-
trachte man die Funktion von zwei Verénderlichen p: (x,y) — f(z)— f(y). Falls f nicht
streng monoton ist, so nimmt sie positive und negative Werte an. Man betrachtet nun
die Verbindungsstrecke von einem Punkt mit positvem Wert zu einem mit negativem
Wert und macht dadurch aus p eine Funktion a einer Verdnderlichen, auf die man den
Zwischenwertsatz anwenden kann.
6. Die Funktionen f:[0,00[— R,z +— 2% und f:]0,1] — R, x — 27! sind nicht
gleichméBig stetig. Die Funktion f:[0,00[ — R, z — ¥z ist gleichméBig stetig.
7. Gilt lim,_., f(z) = c fiir f: A — R und hat B C A auch a als HP, so gilt fiir die
Einschrinkung g = f|B die Aussage lim,_,, g(z) = c.

8. Sei x +— f(x) eine rationale Funktion. Wie bestimmt man lim, o f(x)?

4 Differentialrechnung

1 Die Ableitung

Sei f:J — R eine auf einem Intervall J definierte Funktion und seien b, a zwei
verschiedene Zahlen aus dem Intervall J. Der Quotient

) 1)~ 1t

heift die Anderungsrate der Funktion im Intervall von a nach b. Ein Quotient
der Form (1.1) wird Differenzenquotient von f genannt.
Der Graph der Funktion
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(1.2) xr—>f(a)+ww—a)
ist eine Gerade durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)), wie man durch Einsetzen
von x = a, b sofort verifiziert. Der Differenzenquotient (1.1) ist die Steigung dieser
Geraden. Die Gerade (1.2) wird Sekante von f durch die Punkte (a, f(a)) und
(b, f(b)) genannt.

Eine Funktion f:J — R heiflt im Punkt a € J differenzierbar, wenn es eine
bei a stetige Funktion ¥,: J — R gibt, so daB fiir alle z € J die Gleichung

f(x) = fla) + (z — a)Va(2)

gilt. Der Funktionswert W, (a) heiBt Ableitung oder Differentialquotient von f im
Punkt a und wird mit

: df
f'(a) oder E(a)

bezeichnet. Wir nennen f differenzierbar, wenn f in jedem Punkt von J diffe-
renzierbar ist. Die dadurch gegebene Funktion
d
= é:J—JR, x— f(x)
heiit dann die Ableitung von f. Wir differenzieren f, indem wir die Ableitung f’
bilden, und dieser Prozef§ heifit Differentiation. &

Erlauterung. Fiir x # a ist

der Differenzenquotient. Da Limites eindeutig bestimmt sind, ist der Wert W, (a)
eindeutig durch die Funktion f|J\{a} bestimmt. Wir haben die Funktion ¥, mit
dem Index a versehen, weil man natiirlich im allgemeinen fiir jedes a eine andere
Funktion braucht. Obgleich die Funktion ¥, fiir alle x # a mit dem Differen-
zenquotienten iibereinstimmt, mufl man sie generell als die ,,bessere Funktion*
ansehen. Ubrigens sind ja auch, geometrisch betrachtet, Sekante und Tangente
(siche unten) gleichartige Objekte.

Etwas anders formuliert: f ist bei a differenzierbar, wenn es eine reelle Zahl
f'(a) und eine bei a stetige Funktion A, so gibt, da8

f(@) = fla) + (x = a)f'(a) + (v — ) Au(x)
ist und A,(a) = 0. In der Terminologie der Grenzwerte ist die Ableitung durch
I~ f()

Tr—a Tr— Qa

= f'(a)

definiert; der Differentialquotient ist also der Grenzwert des Differenzenquotien-
ten. Die Gerade z — f(a)+ f'(a)(z—a) durch den Punkt (a, f(a)) heifit Tangente
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an den Graphen von f im Punkt a. Die Ableitung ist also deren Steigung. Aus
den Rechenregeln iiber stetige Funktionen erhalten:

(1.3) Folgerung. Eine im Punkt a differenzierbare Funktion ist dort auch
stetig. O

(1.4) Beispiele. Sei f(x) = Az+pu eine lineare Funktion. Dann ist f(x)—f(a) =
(x —a)A, also ¥,(z) = A. Demnach ist f differenzierbar und f’(a) = .

Wegen 7! —a™! = (x — a)(—(za)™!) ist Uu(z) = —(va)™' und f:z +— z71
differenzierbar mit der Ableitung f'(a) = ¥,(a) = —a2. Hier siecht man deutlich,
wie U, von a abhéngt.

Die Funktion f(x) = |z| ist im Punkt a = 0 nicht differenzierbar, aber in
allen anderen Punkten. Der Graph hat im Punkt (0,0) eine ,,Ecke®. Fiir x > 0
ist die Ableitung gleich 1, fiir z < 0 gleich —1. Eine solche Funktion mit einem
soprung“ an der Stelle Null kann durch keinen Funktionswert an der Stelle Null
stetig gemacht werden. &

Die Ableitung einer Funktion ist wieder eine Funktion, die wir ebenfalls un-
tersuchen konnen. Die Ableitung der Ableitung (wenn es sie gibt) heifit zweite
Ableitung f”. So fortfahrend kénnen wir gegebenenfalls die n-te Ableitung f™
von f bilden. Gibt es die n-te Ableitung von f und ist diese iiberdies stetig,
so heifit f n-mal stetig differenzierbar. Fiir die n-te Ableitung gibt es auch die
Bezeichnung

d"f

s
Existiert f fiir jede natiirliche Zahl n, so heifit f unendlich oft differenzier-
bar. Es gibt stetige Funktionen, die an keiner Stelle differenzierbar sind. Es ist
moglich, daf3 [’ existiert, aber nicht stetig ist. Beispiele dafiir werden wir noch
kennenlernen.

2 Ableitungsregeln

Ableitungen werden fast niemals mit der Definition einer Ableitung berechnet.
Ausgehend von bekannten Ableitungen verwendet man vielmehr vorzugsweise
Rechenregeln. In den folgenden Beweisen unterdriicken wir in ¥, die Abhéngig-
keit von a und lassen diesen Index weg. Ein dennoch vorkommender Index hat
dann eine ganz andere Bedeutung, die aber aus dem Kontext klar sein diirfte.

(2.1) Satz. Seien f,g:J — R in a differenzierbar und X\, u reelle Zahlen. Dann
sind auch die Funktionen \f + ug, f-g und (falls g(x) #0) f/g in a differen-
zierbar und es gilt:

(A +pg)(a) = Mf'(a) + pg'(a).
(f-9)(a) = fl(a)-gla)+ fla)-d'(a).
(i)'(a) _ ['(@)-g(a) - f(a)-g'(a)

g g(a)?
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Die erste Regel heifit die Linearitét der Ableitung, die zweite Regel nennen wir
die Produktregel von Leibniz und die dritte die Quotientenregel.

BEWEIS. Sei f(z) = f(a)+ (z —a)¥(x) und g(z) = g(a) + (r — a)¥,(z). Dann
ist

f(z)g(z) = f(a)g(a) + (z — a) (ﬂ/f(m)g(a) + fla)V,(z) + (x — a)\Iff(a:)\Ifg(:v)>.

Die Funktion in der groflen Klammer ist bei a stetig und hat dort den Funktions-
wert f'(a)g(a)+ f(a)g'(a); das zeigt die Produktregel. Ahnlich argumentiert man
fiir die Linearitat. Die Quotientenregel ergibt sich, wie weiter unten erldutert, aus
anderen Regeln. O

Aus (2.1) folgt durch wiederholte Anwendung (Induktion), dafl Polynome und
rationales Funktionen differenzierbar sind, denn diese lassen sich aus den schon
als differenzierbar erkannten linearen Funktionen durch Summen-, Produkt-, und
Quotientenbildung herstellen. Aulerdem sagen einem die Regeln, wie die Ablei-
tungen zu berechnen sind. Es gilt ndmlich:

(2.2) Beispiel. Sei n eine natiirliche Zahl. Die Potenzfunktion f(z) = 2™ hat
die Ableitung f’(x) = nz™ !. Das wird mit den Regeln durch Induktion nach
n bewiesen, denn die Aussage ist uns fiir n = 1 schon bekannt und fiir den
Induktionsschritt wenden wir die Produktregel auf die Zerlegung "' = 2" - x
an. Mit der Quotientenregel erhalten wir daraus fiir die Funktion f(z) = 27" die

Ableitung f/(x) = —nz~""1. Also gilt
f(x)=2a" f(z)=na"""

fiir alle ganzen Zahlen n. Mit den Potenzfunktionen koénnen wir dann wegen
der Linearitdt und der Quotientenregel sofort alle rationalen Funktionen dif-
ferenzieren. Die Polynomfunktion f(z) = >_}_,axz" hat also die Ableitung

f(x) =370, kaga* . <&
(2.3) Kettenregel. Sei f:A — B bei a und g: B — C bei b = f(a) differen-
zierbar. Dann ist g o f bei a differenzierbar und es gilt

(9o f)(a) =g'(f(a)) - f(a).
Diese letzte Formel wird Kettenregel genannt.
BeEWEIS. Sei f(z) = f(a) + (z — a)Us(z) und g(z) = g(b) + (x — b)¥,(z). Es
folgt

g(f(@) = glf(@) + (f(x) — f(@)W,(f())

= g(f(a)) + (z — a)¥y(2)T,(f(x)).
Mit den Rechenregeln fiir stetige Funktionen folgt die Behauptung. a
(2.4) Beispiel. Sei g(x) # 0. Die Funktion h(z) = (g(z))™' ist die Ver-

kettung von i(x) = x~! mit g. Die Kettenregel zusammen mit der Kenntnis
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der Ableitung von i liefert in diesem Fall das Ergebnis der Quotientenregel
h(z) = —¢'(x)/g(x)? Zusammen mit der Produktregel erhalten wir dann die
allgemeine Quotientenregel. &

(2.5) Beispiel. Zwei einfache Spezialfille der Kettenregel: Die Funktion z —
f(z+c) hat an der Stelle = die Ableitung f’(z + ¢); und die Funktion z — f(A\x)
hat an der Stelle = die Ableitung A f/(A\x). &

(2.6) Satz. Seien f:A — B und g: B — A Umbkehrfunktionen voneinander.
Sei f stetig, bei a differenzierbar und gelte f'(a) # 0. Dann ist g bei b = f(a)

differenzierbar und es gilt
1

f'(g(b))

BEWEIS. Sei f(x) = f(a) + (z — a)¥(x). Es ist f'(a) = ¥(a) # 0. Wegen der
Stetigkeit von U bei a, ist U(z) # 0 in einer Umgebung U von a. Dort gilt also
f(z) — fla)

CL’:CL—Fw, xeU.

g'(b) =

Wir setzen x = g(y) ein, was fiir y in der Umgebung V = ¢~!(U) von b méglich
ist. Es ergibt sich

xr—>b
U(g(y))’

Die Funktion y +— W(g(y))~! ist bei y = b stetig und hat dort den behaupteten
Funktionswert f'(g(b)). O

9(y) = g(b) + yeV.

(2.7) Beispiel. Die differenzierbare Funktion f:R — R, x +— z3 hat eine Um-
kehrfunktion. Diese ist aber im Nullpunkt nicht differenzierbar, weil f'(0) = 0
ist. Geometrisch gesprochen: Die Umkehrfunktion von f hat an der Stelle Null
eine senkrechte Tangente. &

(2.8) Beispiel. Sei f(x) = 2™ und g(z) = {/z. Dann ergibt sich nach der
letzten Formel

als Ableitung der n-ten Wurzel. &

3 Der Mittelwertsatz

Der Mittelwertsatz (3.3) ist der Hauptsatz der Differentialrechnung. Sei f: J — R
eine auf dem offenen Intervall J erkliarte Funktion. Wir sagen, f habe an der
Stelle a € J ein lokales Mazimum (bzw. lokales Minimum), wenn es ein ¢ > 0
gibt, so daB fur alle z im Intervall [a — ¢, a + t] N J die Ungleichung f(z) < f(a)
(bzw. f(x) > f(a)) gilt. Das lokale Maximum an der Stelle a heifit isoliert oder
strikt, wenn fir alle ¢ # a, |[c—a| < t gilt f(c) < f(a). Analog fir das Minimum.
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(3.1) Satz. Hat die differenzierbare Funktion f:J — R im Innern des Inter-
valles an der Stelle a ein lokales Mazimum oder Minimum, so ist dort f'(a) = 0.

BEWEIS. Liege bei a ein lokales Maximum, das heifit gelte fira —t < x < a4+t
immer f(z) < f(a). Dann ist der Differenzenquotient

fiir a < & < a+t kleinergleich Null und fiir a — ¢t < x < a grofergleich Null. Die
Behauptung folgt nun aus I1I(1.4). O

(3.2) Satz von Rolle. Sei f:[a,b] — R stetig und auf ]a,b[ differenzierbar.
Ferner gelte f(a) = f(b). Dann gibt es eine Stelle & € Ja,b] mit f'(§) = 0.

BEWEIS. Der Satz ist sicherlich richtig, wenn f konstant ist. Andernfalls gibt es
im Innern des Intervalls eine Stelle &, an der die stetige Funktion f ein Maximum
oder ein Minimum hat. Der Satz von Rolle folgt deshalb aus dem vorigen Satz
iiber lokale Extremwerte. O

(3.3) Mittelwertsatz. Sei f:[a,b] — R stetig und auf |a,b| differenzierbar.
Dann gibt es eine Stelle & € ]a,b], an der die Gleichung

qgilt. a

BEWEIS. Der Satz von Rolle wird auf die Funktion g (Subtraktion der Geraden

(1.2) von f) )
o) = ) - (@) + (o - TC =)

angewendet. Dann ist ndmlich g(a) = ¢g(b) = 0, und ¢'(¢) = 0 liefert genau die
Formel des Mittelwertsatzes. a

Der Mittelwertsatz hat eine anschauliche Bedeutung. Wir betrachten die Se-
kante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)). Wir verschieben sie sodann par-
allel solange nach oben oder unten, bis sie den Graphen nur noch , beriihrt“, das
heifit zur Tangente degeneriert. Gibt es etwa unterhalb der Sekante Punkte des
Graphen, so irgendwann bei Parallelverschiebung einen ,letzten“ (£, f(£)), der
von der verschobenen Sekante getroffen wird. Von der Zahl £ im Mittelwertsatz
wird lediglich die Existenz bewiesen; man weify nicht, wo sie liegt. Wie die an-
schauliche Interpretation nahelegt, ist sie auch im allgemeinen nicht eindeutig
bestimmt; es kann sogar unendlich viele geeignete & geben.

(3.4) Satz. Die auf einem Intervall J definierte differenzierbare Funktion f
habe die Ableitung Null. Dann ist f eine konstante Funktion. Haben f,g: J — R
dieselbe Ableitung, so gilt mit einer Konstanten ¢ die Gleichung f(x) = g(x) + ¢
fiir alle x € J.
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BEWEIS. Die zweite Aussage folgt aus der ersten, angewendet auf f — g. Fiir
die erste Aussage fixieren wir @ € J und erhalten aus dem Mittelwertsatz, dafl
f(x) — f(a) immer Null ist. O

(3.5) Satz. Habe die auf einem Intervall erkldrte Funktion im Innern des In-
tervalls eine tberall positive (bzw. negative) Ableitung. Dann ist die Funktion
streng monoton wachsend (bzw. fallend).

BewEIs. Ist f/(§) > 0, so folgt fiir z > a aus dem Mittelwertsatz die Ungleichung

f(z) > f(a). 0

(3.6) Verallgemeinerter Mittelwertsatz. Seien f,g:[a,b] — R stetig und
auf la,b| differenzierbar. Sei ¢'(x) # 0 fir x €a,b[. Dann ist g(a) # g(b), und
es gibt ein £ €a,b] mit

BEwEIS. Esist g(a) # g(b), weil andernfalls ein £ € |a, b[ mit ¢’(£) = 0 existierte.
Auf die Hilfsfunktion h:[a,b] — R

N f() — f(a)
h(z) = f(x) — f(a) - m(g(@ —g(a))
a8t sich der Satz von Rolle anwenden. Er liefert die Behauptung. a

(3.7) Bemerkung. Satz (3.6) folgt nicht etwa, indem (3.1) auf f und g ange-
wendet wird. Wir beschreiben einen anschaulichen Hintergrund zu (3.6). Durch
[a,b] — R2,t +— (f(t),g(t)) wird eine Kurve in der Ebene gegeben. Der Vektor
v=(f(b) = f(a),g(b) — g(a)) ist als Verbindungsvektor von Anfangs- und End-
punkt der Bahnkurve zu deuten. Der Satz besagt, dafl es ein £ gibt, so dafl der
Geschwindigkeitsvektor w = (f'(£), ¢'(§)) parallel zu v ist. (In dieser Formulie-
rung mufl man nicht ¢'(z) # 0 voraussetzen.) Dafl w parallel zu v ist, ist dqui-
valent dazu, daf w senkrecht zum gedrehten Vektor (¢g(b) — g(a), —(f(b) — f(a))
ist, daf3 also das Skalarprodukt

F(€)(g(b) = g(a)) — g'(€)(f(b) = f(a))
gleich Null ist. Das begriindet den Ansatz fiir h. &

(3.8) Satz. Sei f:J — R eine auf dem offenen Intervall J differenzierbare
Funktion und sei f'(a) = 0.

(1) Ist f'(a+ h) - h > 0 fir alle hinreichend kleinen h # 0, so ist a ein
isoliertes lokales Minimum von f. Dies ist insbesondere der Fall, wenn f’
um a streng monoton wdchst, oder wenn f"(a) existiert und positiv ist.

(2) Ist a ein isoliertes lokales Minimum von f', so wichst f lokal um a streng
monoton.
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BeEwEIs. (1) Fiir ¢ # 0 ist nach dem Mittelwertsatz f(a+t) = f(a)+f'(a+h)t fir
ein |h| < t. Aus der Voraussetzung folgt f'(a+h)t > 0 fiir alle geniigend kleinen t.
Die Voraussetzung besagt, dal f’(a+h) dasselbe Vorzeichen wie h # 0 hat; wegen
f'(a) = 0 folgt dies, wenn f’ um a streng monoton wéchst. Existiert f”(a), so gibt
es eine bei Null stetige Funktion ® mit f'(a + h) = f'(a) + ®(h)h = ®(h)h mit
®(0) = f"(a) > 0. Wegen der Stetigkeit von ® bei Null ist dann auch ®(h) > 0
fiir alle hinreichend kleinen h.

(2) Wegen f’(a) = 0 ist f'(a + h) > 0 fiir kleine h # 0. Die Behauptung folgt
jetzt aus (3.5). O

Der vorstehende Satz 148t sich auf hohere Ableitungen iibertragen.

4 Die Regeln von de I’Hospital

Die Regeln von de I’Hospital sind im néchsten Satz formuliert. Sie erlauben in
manchen Féllen die Bestimmung von Grenzwerten.

(4.1) Satz. Seien f,g: Ja,b[— R differenzierbar. Sei ¢'(x) immer von Null ver-
schieden. Sei )

@)

im

= AeR.
z—a g’(gj)
Dann gilt
lim LZB) =A
2 g()

unter einer der folgenden Voraussetzungen:

(1) Esistlim, ., f(x) =0 = lim, , g(x).

(2) Esistlim, ., g(z) = 00.
BEWEIS. Sei —oo < A < 00. Sei ¢ € R mit A < ¢ gewéhlt. Wir zeigen zunéchst:
Es gibt ¢ €]a, b[, so daf fiir x € a, [ gilt:

g(xz) #0 und — <q.

Dazu wéhlen wir A < r < gq. Wegen der Voraussetzung gibt es ein ¢; €]a, b[, so
daf fiir z €]a, ¢1] gilt
f'(x)

g'(x)
Nach dem verallgemeinerten Mittelwersatz haben wir fiir ¢ < x < y < ¢; eine
Gleichung der Form

<.

flz)—glx) _ [(t)
g9(r) — g(y) g'(t)

mit einem ¢ zwischen x und y. Es gibt hochstens eine Stelle z € ]a,b[, an der
g(z) = 0 ist, da anderfalls nach dem Satz von Rolle nicht immer ¢'(z) # 0 wire.

<r (1)
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Sei ¢; so klein gewihlt, dafl g(z) # 0 ist fir x €]a,¢;[. Mit der Voraussetzung
(1) des Satzes folgt nun

1) @)= )

gly)  w=a g(x) —g(y) sred

In diesem Fall wahlen wir ¢ = ¢;.

Nun zur Voraussetzung (2). Sei y € |a, ¢1| fest gewéhlt. Wegen lim, ., g(x) =
oo gibt es ein ¢y €a, 1|, so dafl fir z €la, cy| die Ungleichungen g(x) > ¢(y)
und g(x) > 0 gelten. Multiplikation der Zeile (1) mit (g(z) — g(y))/g(z) fihrt

auf
f@) 0w, W)

ge) =" g T gty
cla,

Wegen Voraussetzung (2) gibt es ein c¢; o, so daf fiir x €la, c3] gilt

g(x) > —4;‘61(? und g(x) > Z;f_(yg

und folglich

g—r_ _rgly) 0 4= AW
4 g() 4 g(z)
und deshalb schlieflich
9y) | fy) q—r  q-—r
r—rL D e L <q.
g(x)  g(x) 4 4

Wir wéhlen in diesem Fall ¢ = c3.
Sei —0o < A < 00. Sei p € R gewdhlt mit p < A. Es gibt dann d € ]a, b, so
daf fiir z €a, d] gilt:

f(z)
g(x) #0 und p < —=.
” (@)
Der Beweis ist analog zum voranstehenden Beweis.
Ist A = —o0, so besagt die unter Schritt 1 bewiesene Aussage gerade
im £ _
z—a g(x)

Ist A€ R und ¢ > 0, so wihlen wir ¢ = A+ ¢ und p = A — ¢ und erhalten

f(z)

A—e<—=<A+e¢
g()

fiir a < x < min(c, d). O



5 Aufgaben und Erginzungen

1. Sei f n-mal (stetig) differenzierbar und habe eine differenzierbare Umkehrfunktion
g. Dann ist auch g n-mal (stetig) differenzierbar.

2. Die Funktion z — x-|z| ist differenzierbar. Bestimme die Ableitung. Ist diese Funk-
tion auch zweimal differenzierbar?

3. Gelegentlich hat man einseitige Ableitungen zu betrachten. Sei f:J — R gegeben
und liege a im Innern des Intervalls J. Sei f die Einschrankung von f auf J N [a, o]
und f_ die Einschrinkung auf | — oo,a] N J. Ist f im Punkt a differenzierbar, so sind
auch fi dort differenzierbar und haben dieselbe Ableitung. Existieren die linksseite
Ableitung f’ (a) und die rechtsseitige Ableitung f', (a) und sind diese gleich, so ist f in
a differenzierbar.

4. Sei f auf dem offenen Intervall stetig und auf J \ {a} differenzierbar. Existiert
lim,—, f'(z) = ¢, so ist f im Punkt a differenzierbar, und es gilt f’(a) = ¢. Zum Be-
weis wende man den Mittelwertsatz auf den Differenzenquotienten an der Stelle a an.
5. Sei f: ]a,b— R differenzierbar. An einer Stelle z gelte f’(z¢) > 0. Beweise oder
widerlege: Es gibt eine Umgebung U von x( derart, dafl f auf U monoton wéchst.

6. Sei f:[a,b] — R differenzierbar und f’(a) < f’(b). Obgleich f’ nicht notwendig
stetig ist, nimmt f’ jeden Wert zwischen f’(a) und f’(b) an.

7. Sei f:J — R n-mal differenzierbar und gelte (™ = 0. Dann ist f ein Polynom
hochstens vom Grad n — 1.

8. Eine Funktion ist n-mal differenzierbar, wenn ihre Ableitung (n — 1)-mal differen-
zierbar ist. Diese simple Bemerkung verwende man, um der Reihe nach induktiv zu
beweisen: Seien f und g n-mal differenzierbar. Dann sind auch (sofern definiert) f+ g,
f g, f og n-mal differenzierbar. Damit zeigt man: Hat f eine differenzierbare Um-
kehrfunktion A, so ist auch h n-mal differenzierbar.

9. Sei f:R — R differenzierbar und gelte fo f = f. Dann ist entweder f konstant oder
es gilt f(z) = x fiir alle . Die Betragsfunktion zeigt, da§ die Folgerung fiir stetige
Funktionen nicht immer gilt.

5 Integration

1 Integration stetiger Funktionen

Sei a < b und bezeichne C|a,b] die Menge der stetigen Funktionen f:[a,b] —
R. Sei Bla,b] die Menge der beschriankten Funktionen g:|a,b] — R, also der
Funktionen g, deren Bildmenge gla,b] in R beschrénkt ist. Diese Mengen bilden
itbrigens beziiglich der Addition und Skalarmultiplikation von Funktionen einen
R-Vektorraum.
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(1.1) Definition. Eine Integration fiir stetige Funktionen ist eine Familie von
Abbildungen (1% | a,b € R,a < b)

1':Cla,b) — R

mit den Eigenschaften:
(1) Fiir alle z € [a,b] gelte m < f(z) < M. Dann ist

m(b—a) < I°(f) < M(b— a).
(2) Ist f € Cla,b] und c € [a, b], so gilt

I;(flla,c]) + Ie(flle, b)) = I(f).

Ist f € Cla,b] und gilt a < ¢ < d < b, so bezeichnen wir I¢(f|[c,d]) der Einfach-
heit halber mit I¢(f). Die Zahl I’(f) nennen wir das Integral von f iiber [a, b]
und benutzen die Bezeichnungen

rn=[ rww= [

Man nennt b die obere und a die untere Integrationsgrenze. Die Vereinbarung

f=- f; wird sich als sinnvoll und zweckmiifig erweisen. <&

(1.2) Satz. FEs gibt genau eine Integration fir stetige Funktionen.

Die Existenz wird durch (1.3) gezeigt; die Eindeutigkeit beweisen wir im
néchsten Abschnitt.

Eine Zerlequng Z des Intervalles [a,b] ist eine Familie Z = (xg,z1,...,x,)
von Punkten aus [a,b] mit a < ¢y < 1 < ... <z, = b. Die Untersumme von
f € Bla,b] zu Z sei

[y

n—

U(f,2) = ) (w1 — x) inf (i, 2i44])-

i

Il
=)

Wir betrachten die Menge aller Untersummenwerte
US(f) = {\| es gibt eine Zerlegung Z von [a,b] mit A = U(f, Z)}.

Fiir jedes A € US(f) gilt A < (b — a) max(f). Also ist US(f) nach oben be-
schréankt. Wir setzen

J(f) = sup US(f)

und nennen diese Zahl das Unterintegral der beschrankten Funktion f:[a, b] — R.

(1.3) Notiz. Das Unterintegral hat die Eigenschaften (1) und (2) aus Definiti-
on (1.1), wobei I durch I zu ersetzen ist.

BEWEIS. (1) Sei m < f(z) < M fiir alle . Dann gilt fiir jede Untersumme

mb—a) <U(f,Z) < M(b—a).
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Da also M (b—a) obere Schranke fiir US(f) ist, folgt I°(f) < M(b—a). Da I%(f)
obere Schranke fiir alle U(f, Z) ist, folgt m(b —a) < I

(2) Sei f € Bla,b] und sei ¢ € Ja,b]. Sei Z; = (zo,...,x,) eine Zerle-
gung von [a,c¢] und Zs = (Yo,...,Ym) eine Zerlegung von [c,b]. Dann ist
Z = (x0y- -, Zn,Yo,---,Tm) eine Zerlegung von [a, b]. Es gilt

TN =2 U Z2) =U(f, Z1) + U(f, Za).

Also ist, bei festem Zy durch ,I°(f) — U(f, Z) eine obere Schranke der U(f, Z;)
gegeben; es folgt L I°(f) > .IS(f) + U(f, Z2). Nun argumentiert man ebenso fiir
Zy und erhilt insgesamt ,I°(f) > . IS(f) + . I2(f).

Sei umgekehrt Z = (zy,..., %) eine Zerlegung von [a,b]. Sei 0 < i < ¢ so
gewihlt, dal z;_; € [a, ] ist und z; € [c,b]. Dann ist Z' = (zg,...,2;_1,c) eine
Zerlegung von [a,c| und Z? = (¢, z;, . . ., %) eine Zerlegung von [c, b]. Mittels

(zi — zi—1)inf flz;, zi21] < (¢ — zi—1)inf flz;21, €] + (z; — ¢) inf flc, 2]

erkennt man U(f, Z2) < U(f, Z") + U(f, Z%) < .I¢(f) + .I°(f). Durch Ubergang
zum Supremum folgt ,I°(f) < . IS(f) + «I°(f). Insgesamt haben wir die zweite
der Eigenschaften (1.1) nachgewiesen. O

Ebenso kann man mit den Obersummen

n—1

O(f,2) = (wir1 — ;) sup(flai, zi41])

i=0
durch das Infimum iiber alle diese Werte das Oberintegral *I2(f) von f defi-
nieren. Es gilt nach Konstruktion ,I°(f) < *I’(f), aber diese Werte sind nicht
immer gleich. Wir nennen f integrierbar im Sinne von Riemann, wenn Ober- und
Unterintegral iibereinstimmen. Den gemeinsamen Wert bezeichnen wir dann als

Riemann—Integral von f
b
/ F(t) dt.

2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Sei eine beliebige Integration (1.1) stetiger Funktionen gegeben, die wir durch
das Integralzeichen notieren, obgleich die Eindeutigkeit noch nicht bewiesen ist.
Sei J ein nichtentartetes Intervall und f:J — R eine Funktion. Wir nennen
F:J — R Stammfunktion von f, wenn F' differenzierbar ist und die Ableitung f
hat.

(2.1) Hauptsatz. Sei f:J — R stetig. Dann gilt:
(1) Fir jedes a € J wird durch

F:J— R, xH/zf(t)dt:F(x)

eine Stammfunktion F von f gegeben.
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(2) Ist G eine Stammfunktion von f, so gilt fir alle a,b € J die Gleichung
b
J2f(t) dt = G(b) — G(a) =G
BEWEIS. (1) Wir zeigen etwas allgemeiner, dafl F' an der Stelle = die Ableitung

f(x) hat, wenn f bei z stetig ist; das heif}t, wir zeigen

lim F(x+h) — F(z)
h—0 h

= f(=).

Es ist fax+h f@)ydt= [T f(t)dt+ fx”h f(t)dt. Das folgt fiir a < x < z + h direkt
aus der Eigenschaft (2) in (1.1) und sonst aus dieser Eigenschaft zusammen mit
der Festsetzung fab = — [, Folglich ist F(z+h) — F(z) = f;% f(t)dt. Seie >0
gegeben. Wegen der Stetigkeit von f an der Stelle x € J gibt es ein 6 > 0, so
daf fiir [t| < § und x + ¢ € J die Ungleichung

—+ f(x) < fz+1t) < f(x) +¢
gilt. Mittels (1.1.1) folgt fiir 0 <h < ¢

z+h
(e 4 f@hh< [ f0dt < (f@) +)h

und fiir —6 < h < 0 eine analoge Ungleichung, so daf} sich deshalb insgesamt

'F(m+h)—F(w)
h

—f(m)‘ <e

ergibt, womit die gewiinschte Grenzwertaussage gezeigt ist.

(2) Bs sind x — [ f(t)dt und 2 — G(z) — G(a) beides differenzierbare Funk-
tionen, deren Ableitung f ist und die an der Stelle x = a den Wert Null haben.
Also stimmen sie iiberein. O

Die Ableitbarkeit von z +— fa‘r f an einzelnen Stellen benutzt nur die Stetigkeit
an diesen Stellen und gilt deshalb sowohl fiir das Ober- als auch das Unterintegral.

(2.2) Notiz. Ist F eine Stammfunktion von f, so hat jede andere Stammfunk-
tion die Form x — F(x) + ¢ mit einer Konstanten c, und alle diese Funktionen
sind auch Stammfunktionen. a

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit einer Integration nach (1.1). Sind nédmlich /
und I zwei Integrationen, so sind & — I*(f) und z — I*(f) beides Stammfunk-
tionen von f. Da sie an der Stelle a iibereinstimmen, sind sie gleich. Wegen der
Eindeutigkeit stimmen fiir stetige Funktionen Ober- und Unterintegral iiberein,
sie sind also Riemann-integrierbar.

Ein Motiv fiir die Integralrechnung ist die Definition und Berechnung von
Flacheninhalten. Ist f:[a,b] — R eine Riemann—integrierbare Funktion mit nicht-
negativen Funktionswerten, so wird der Fldcheninhalt der ebenen Punktmenge

{(z,y) eR*[a <2 <b,0<y< f(z)}
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als das Integral fabf(t) dt definiert. Die Axiome (1) und (2) in (1.1) haben dann
eine unmittelbar einsichtige geometrische Bedeutung.

Sei Z = (xg,...,x,) eine Zerlegung des Intervalls [a, b]. Die Zahl max{x;.; —
x; |1 =0,...,n—1} heiBe die Feinheit der Zerlegung. Sei f:[a,b] — R gegeben.
Eine beliebige Summe der Form

—_

n—

f(&) (wipa — @), z; <& < T

Il
=)

heifle Rechtecksumme von f zu Z.

(2.3) Satz. Sei f:]a,b] — R stetig. Zu jedem € > 0 gibt es ein 6 > 0, so dafs
fiir jede Zerleqgung Z, deren Feinheit kleiner als ¢ ist und jede Rechtecksumme R

von [ zu Z die Abschitzung ’fff(t) dt — R‘ < e gilt.

BEWEIS. Seie > 0 gegeben. Sei d > 0so gewdhlt, daB | f(z)—f(y)| < e/(2(b—a))
ist, sofern |z — y| < § ist; wegen der gleichméBigen Stetigkeit von f ist das
moglich. Sei Z = (zy, ..., z,) eine Zerlegung von [a, b] mit einer Feinheit kleiner
als 6. Dann gilt

x’L—‘—l

/abf(t)dt ‘ <Z/ f(&)|dt.

Unter den Integralen schétzen wir durch £/(2(b — a)) ab und erhalten dadurch
das gewiinschte Resultat. O

xz+1

f(&))dt

3 Eigenschaften des Integrals

Aus dem Hauptsatz erhalten wir leicht durch , Integration von Differentiations-
regeln“ Regeln fiir die Integration.

(3.1) Satz. Seia < b, seien f,g:[a,b] — R stetig und seien A\, € R. Dann
qilt:
(D) [y +ng)=A[ f+ufg.
(2) Ist f<g, soist [ f<['g
b b
| 1< LI

Die Eigenschaften nennen wir der Rethe nach Linearitéit, Monotonie und Drei-
ecksungleichung.

BEwEIS. (1) Wir betrachten beide Seiten als Funkionen in der Verénderlichen
b. Nach dem Hauptsatz haben sie dieselbe Ableitung. Da sie an der Stelle b = a
iibereinstimmen, sind sie gleich.

(2) Wegen 0 < g(x) — f(z) folgt aus (1.1.1) die Ungleichung 0 < f;(g — f). Nun
wende man Teil (1) an.

(3) Wir setzen in (2) g = |f| und bedenken, dafl auch g stetig ist. Es folgt aus
2) f; f< fab |f]. Dieselbe Ungleichung gilt auch fiir —f statt f. 0



T. tom Dieck 3 Figenschaften des Integrals 35

Wir machen noch einen Zusatz zur Monotonie. Ist f < g und gibt es x mit
f(z) < g(z), soist [ f < [g. Zum Beweis beachte man, dafl h(z) = g(z) —
f(x) > 0 impliziert, daf diese Ungleichung auch noch auf einem kleinen Intervall
lc,d] C [a,b] um x gilt. Dann hat h auf [c, d] ein positives Minimum, und es folgt
0< ["h< [Mh

(3.2) Mittelwertsatz der Integralrechnung. Seien f,g € C([a,b]) und gelte
immer g(x) > 0. Dann gibt es ein & € |a,b| fir das die Gleichung f: f(t)g(t)dt =

FE) [P g(t)dt gilt. Im Fall g =1 ergibt sich [ f(t)dt = f(£)(b— a).

BEWEIS. Mit dem Maximum M und dem Minimum m von f gilt mg(z) <
f(x)g(x) < Mg(x). Es folgt mfabg < f: fg < Mfabg und mit dem Zwischen-
wertsatz folgt die Behauptung, wobei man mit dem Zusatz zur Monotonie er-
kennt, dafl £ wirklich im Innern des Intervalls gewéhlt werden kann. a

(3.3) Transformationsformel. Seien J; und Jo nichtentartete Intervalle.
Seien f:Jy — Jy und g: Jo — R stetig. Sei f differenzierbar und f' stetig. Dann
gilt fiir alle a,b € J;

1) b
/ 9(y) dy:/ g(f(2)) - f'(z) da.
f a

(a)

BEWEIS. Wir betrachten beide Seiten der behaupteten Gleichheit als Funktio-
nen von b. Die linke Seite hat nach dem Hauptsatz an der Stelle x die Ableitung
g(f(x))f(x) und die rechte Seite nach dem Hauptsatz und der Kettenregel eben-
falls. Beide Seiten stimmen fiir b = a iiberein. O

Die Transformationsformel merkt man sich oft so: Man ersetzt (substituiert)
die Verédnderliche y vermoge y = f(x) und ersetzt dy vermoge dy = f'(x) dx. Mit
den Integrationsgrenzen mufl man dann noch aufpassen. Deshalb spricht man
auch von der Substitutionsregel.

(3.4) Beispiele. Hier sind einfache Anwendungen. Mit f(z) = z+c und folglich
f'(z) = 1 erhélt man die Formel

b+c b
/ g(t)dt = / g(t +c)dt.
a-+tc a

Mit f:[a,b] — lac,be], z — cz und g: [ac, bc] — R erhidlt man wegen f'(z) = ¢

leg@ﬂcdt:iljiﬂﬂdt

So gilt zum Beispiel fiir b > 0 und ¢ > 0

be b b
1 1 1
/ —dx = —cdx = / —dx,
. T L cx T
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eine Formel, die alsbald interessant wird.
Gelte g(z) = g(—z) fiir g:[—a,a] — R. Dann ist [ g(z)dt = ffag(x) dx.
Zum Beweis verwende man die Substitution f(z) = —z. O

(3.5) Partielle Integration. Seien f,g:J — R stetig differenzierbar. Dann
gilt fir alle a,b € J

b b
/ f(x)g (x) dx +/ g(x)f'(z) dx = f(b)g(b) — f(a)g(a).

BEWEIS. Man betrachte beide Seiten als Funktion von b und differenziere. O

In den Anwendungen versucht man eine Situation zu erreichen, in der eine der
Funktionen f'(x)g(x) oder f(x)g'(x) einfacher als die andere ist.

4 Die Taylorsche Formel

Wir erinnern daran, daf§ mit n! (n-Fakultit) das Produkt der natiirlichen Zahlen
von 1 bis n bezeichnet wird, n! =1-2-...-n.

(4.1) Taylorsche Formel. Sei f: J — R eine (n+1)-mal stetig differenzierbare
Funktion. Sei a € J. Dann gilt

") (g | .
@ =3 -0+ Rufwa), Rufwa) = 3 [

Diese Identitdt heifst Taylorsche Formel.

BEwEIS. Induktion nach n. Sei n» = 0. Nach dem Hauptsatz ist f(x) =
fla)+ [ f'(t) dt; das ist der Induktionsanfang. Wir nehmen an, daf die Aussage
fiir k-mal stetig differenzierbare Funktionen gilt (0 < & < n). Durch partielle
Integration erhalten wir

z — " T AL
/ ( — )" L) (1) dt = _Mf(n) O + / Mf(nﬂ)(t) dt.
a n a n
Das setzen wir in die Induktionsvoraussetzung ein und erhalten den Induktions-
schritt. a
Wir nennen " W(‘r —a)® das n-te Taylor—Polynom von f an der Stelle

a und R, f(x,a) das zugehorige Restglied. Das Restglied konnen wir mit dem
Mittelwertsatz der Integralrechnung (3.2) umformen

x (n+1)
Ruf(e.) = 20 [ o= =T 8 -

mit einem £ zwischen a und x. Damit erhélt die Taylorsche Formel eine Form,
die analog zur Formel des Mittelwertsatzes ist. Wenden wir den Mittelwertsatz
in der zweiten Form von (3.2) an, so erhalten wir eine Darstellung

L1 20— o) ) (0 4 O — a))

n!

By f(x,a) =



mit einem O €10, 1].

(4.2) Beispiel. Wir wenden die Taylorsche Formel auf die Kurvendiskussion
an. Sei f:[a,b] — R n-mal stetig differenzierbar (n > 2). Sei o € ]a, b] und gelte
fO(ze) = 0 fiir 1 < j < n—1und fM™(x9) # 0. Dann gilt also mit einem
© €]0,1] |
(n _
F(x) = f(xo) + S (o +:j(33 9))

Aus dieser Formel sieht man:
Sei n eine gerade Zahl.

(1) Ist f™(zy) > 0, so hat f an der Stelle zy ein lokales Minimum.

(2) Ist f™(z) <0, so hat f an der Stelle x4 ein lokales Maximum.
Sei n ungerade. Dann ist xy keine Extremstelle.
Zum Beweis benutzt man, daf§ die Ungleichungen in (1) und (2) wegen Stetigkeit
auch noch in einer Umgebung von zy gelten. &

(x — xo)".

5 Aufgaben und Erginzungen

1. Sei f:[c,d] — R stetig differenzierbar. Sei f(z) — f(a) = (z — a)®4(z) mit einer bei
a stetigen Funkion ®,. Dann gilt

1
(I)a(x>:/o (ko + (1= t)a) dt.

Damit zeigt man, dafl ®,(z) von den beiden Verdnderlichen a und x in folgendem
Sinne stetig abhéngt: Seien a und z fixiert. Zu jedem ¢ > 0 existiert ein d > 0, so dafl
fiir alle b und y mit |b — | < 0 und |y — z| < § die Abschétzung |®y(y) — Pu(z)| < €
gilt.

6 Exponentialfunktion. Logarithmus

1 Logarithmus

Der natiirliche Logarithmus ist die Funktion
1
log: R, — R, a:}—>/ Zdt.
1
Man schreibt auch In(z) an Stelle von log(x). Nach dem Hauptsatz [V(2.1) ist log

differenzierbar, und es gilt log’(z) = z7'. Demnach ist der Logarithmus streng
monoton wachsend. Mit der Substitutionsregel erhalten wir

W *1 ™ ‘1 Y1
/ —dtz/ —dt+/ —dt:/ —dt+/ —dt.
1 l 1 13 T t 1 l 1 13
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Also geniigt der Logarithmus der Funktionalgleichung

(1.1) log(zy) = log(x) + log(y).

Definitionsgeméf ist log(l) = 0. Wegen der strengen Monotonie ist also
log(x) # 0, wenn x # 1 ist. Aus der Funktionalgleichung folgt induktiv
log(z™) = nlog(z) firr natiirliche Zahlen n, und diese Regel gilt dann wegen
0 =log(1) = log(z"x~™) = log(2™) + log(z~") auch fiir alle n € Z. Da wegen der
Monotonie fiir x > 1 der Logarithmus positiv ist und fiir x < 1 negativ, erhalten
wir daraus

lim log(z) = oo, ili% log(z) = —o0.

Tr—00

Demnach ist log: R, — R nach dem Zwischenwertsatz eine bijektive Abbildung.

2 Exponentialfunktion

Der Logarithmus hat eine differenzierbare Umkehrfunktion. Sie heifit Exponen-
tialfunktion exp: R — R. Aus den Regeln iiber die Differentiation der Umkehr-
funktion folgt die fundamentale Differentialgleichung

(2.1) exp’(z) = exp(x).

Aus der Funktionalgleichung des Logarithmus erhalten wir die Funktionalglei-
chung

(2.2) exp(z +y) = exp(x) - exp(y).

Die Exponentialfunktion ist streng monoton wachsend. Es gilt

lim exp(z) = oo, lim exp(z) = 0.

T— 00 r——00

Die Exponentialfunktion ist die wichtigste Funktion der Analysis.

3 Die Exponentialfunktion zur Basis a

Sei a > 0. Wir definieren fiir x € R die Symbole exp,(x) und a” (gelesen: a hoch
x) durch
exp,(z) = a® = exp(z - log a).

Mit der durch exp(1) = e definierten Zahl e ist dann insbesondere exp(z) =
exp,(z) = e*. Die Ezponentialfunktion zur Basis a exp,: R — R, ist dann eine
differenzierbare Funktion mit der Ableitung exp/(x) = log(a) exp,(x). Fiir eine
ganze Zahl n hat a" die elementar-mathematische Bedeutung. Es ist 1* = 1. Aus
den schon bekannten Eigenschaften von log und exp folgen durch Umrechnung
fast unmittelbar:

(3.1) Eigenschaften der Potenz a”.

(1) oY =a%a?, (a*)¥=a", a®b* = (ab)*, log(a®)= zlog(a).
(2) Seia> 1. Dann gilt z <y < a® < av.
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(3) Seia < 1. Dann gilt a < b < a® > a¥.
(4) Sei x > 0. Dann gilt a < b < a® < V.
(5) Seiz < 0. Dann gilt a < b & a® > b°. O

Wir runden die Betrachtung ab und studieren stetige Funktionen f:R — R,
die der Funktionalgleichung f(z 4+ y) = f(z)f(y) des Potenzgesetzes geniigen.
Hat eine solche Funktion eine Nullstelle, f(z¢) = 0, so ist sie wegen f(x) =
f(x—x9)f(zo) = 0 tiberhaupt gleich Null. Diesen Fall schlieBen wir deshalb aus.
Wegen f(z) = f(x/2)* nimmt dann f nur positive Werte an.

(3.2) Satz. Zu jedem a > 0 gibt es genau eine stetige Funktion f:R — R, mit
den FEigenschaften:

(1) flz+y) = f2)f(y).
2) f(1) =a.
Diese Funktion ist differenzierbar, und es gilt f'(x) =log(a)f(z).

BEWEIS. Sei f mit den Eigenschaften (1) und (2) gegeben. Die Funktion /: R —
R, x +— log(f(x)) ist definiert, stetig und erfiillt ¢(z + y) = ¢(z) + {(y). Nach
I1(3.5) gibt es deshalb eine reelle Zahl A, so dafl {(z) = Az ist. Folglich ist f die
Funktion f(z) = exp(Az). Eine derartige Funktion ist differenzierbar und geniigt
wegen (2.1) und der Kettenregel der Gleichung f'(z) = Af(x). Wegen f(1) =
exp(A) ist die Zahl X gleich log f(1) = log(a). Umgekehrt hat z — exp(log(a) - x)
immer die im Satz genannten Eigenschaften. a

4 Der Logarithmus zur Basis a

Die Umkehrfunktion von exp, fiir a # 1 wird Logarithmus zur Basis a genannt
log,:R, — R. Es gilt log/,(z) = (loga)~'z~!. Der Logarithmus zur Basis a
erfiillt die Funktionalgleichung log,(zy) = log,(x) + log,(y). Ferner gilt die Um-
rechnungsformel log(a) - log,(x) = log(b) - log,(x).

(4.1) Satz. Seia > 0unda # 1. Es gibt genau eine stetige Funktion g: R, — R
mit den Figenschaften

(1) g(zy) = g(z) + 9(y)

(2) g(a) = 1.
Die Funktion ist differenzierbar, und es gilt g'(x) = log(a) 'z~

BEWEIS. Sei g: R, — R mit den Eigenschaften (1) und (2) gegeben. Dann erfiilt
l:z — g(exp(x)) die Funktionalgleichung ¢(x +y) = ¢(z) + ¢(y) und hat deshalb
die Form g(exp(z)) = Az. Demnach ist g(x) = Alog(x). Der Wert A bestimmt
sich aus 1 = g(a) = Alog(a). Die weiteren Behauptungen sind klar. O

5 Potenzen mit reellen Exponenten

(5.1) Satz. Sei o € R. Die Funktion p,:R, — Ry, x — z® ist differenzierbar
und hat die Ableitung pl,(x) = ax®~1.
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BEWEIS. Definitionsgemif ist x® = exp(alog(x)). Die Ableitung nach der Ket-
tenregel ist - 27! - exp(alog(z) = az*!. O

/e die Umkehrfunktion von x — z%. Insbeson-

/7 im Sinne dieser Funktion gegeben.

Wegen (2%)? = 2% ist 2 +— x
dere ist die n-te Wurzel von = > 0 durch z
6 Die Zahl e
Die Definition der Ableitung liefert die folgende Gleichungskette

log(1 + h) —log(1 1\
1::bg%D::£E%C%( +;2 og(1) :ig%kg(1+;gi::Jgg}og<1+-a) .

Wenden wir auf diese Gleichung die stetige Funktion exp an, so erhalten wir nach
11(2.6)

U— 00

1 u
e =exp(l) = lim (1 + —) :
u

Der rechts stehende Grenzwert tritt bei der sogenannten , stetigen Verzinsung“
auf.
Die Taylorsche Formel liefert fiir die Exponentialfunktion

T ZEQ " n+1

T
_1 z” z" :
e TR I R e T

mit einer Zahl ¢ zwischen 0 und z. Fiir x = 1 und n = 2 entnimmt man daraus
zunéchst e < 3 und dann

e_zkl

Die Reihensumme bis n = 7 liefert die ersten drei richtigen Dezimalstellen nach
dem Komma e =2.718.. ..

Die Fehlerabschétzung kann man auch dazu benutzen, ein interessantes theo-
retisches Resultat herzuleiten:

n+1)

(6.1) Notiz. e ist irrational.

BEWEIS. Angenommen ¢ = p/q, p,q € N. Dann liefert die Taylorsche Formel

bis zur Stelle ¢ > 2
. ( -y k)

Der Ausdruck zwischen den Betragszeichen ist aber eine ganze Zahl.
Widerspruch. O

< 1.
q+1

Aus der Taylorschen Formel sehen wir, dafl fiir x > 0 und n € N die Unglei-
chung e* > ( +1)' gilt. Daraus entnehmen wir leicht lim, .., x"e™® = 0. Man sagt
deshalb: Die Exponentialfunktion wéchst schneller als jede Potenz.
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7 Die Differentialgleichung i’ = ay

Sei « eine reelle Zahl. Wir fragen nach differenzierbaren Funktionen f, fiir die
immer

f'(@) = af(z)

gilt. Wir sagen dann, sie sind Ldsungen der Differentialgleichung y' = ay. Der
folgenden Satz ist der Hauptsatz iiber diese Differentialgleichung.

(7.1) Satz. Seien o und 3 reelle Zahlen. Die Funktion
wR—R, wu(z)=pFexplar)

ist die einzige differenzierbare Funktion u:R — R mit den Eigenschaften
(1) w'(x) = au(z)
(2) u(0) =0

BeEWwEIS. Nach der Kettenregel hat die Funktion x — [exp(ax) jedenfalls die-
se Eigenschaften. Sei u eine weitere derartige Funktion. Wir haben im letzten
Abschnitt gesehen, dafl exp(ax) # 0 ist. Wir konnen deshalb die Funktion
x +— v(x) = u(z) exp(—ax) bilden. Deren Ableitung ergibt sich nach den Ablei-
tungsregeln und u/(z) = au(x) als Null. Also ist v eine konstante Funktion. Thr
Wert v(0) ergibt sich aus der Voraussetzung als 1. O

Die Menge der differenzierbaren Funktionen u: R — R, die der Differentialglei-
chung ' = ay geniigen, ist beziiglich punktweiser Addition und Skalarmultiplika-
tion ein R-Vektorraum L (Ldsungsraum). Der letzte Satz besagt, dal dieser Raum
eindimensional ist. Jedes feste z liefert einen Isomorphismus L — R, u — u(xy).
Man sagt dazu, dafl die Losung durch die Anfangsbedingung an der Stelle xq fest-
gelegt ist. Ist u(mg) = A, so ist u(z) = Ae®®=%0) die zugehorige Losung.

(7.2) Satz. Seien a # 0, b und X\ reelle Zahlen. Die Funktion

fR—=R, f(x)= (/\ + g) elz=10) _ é

a

st die einzige differenzierbare Funktion R — R mit den Eigenschaften

(1) f'(x) =af(z)+0b
(2) flxo) = A

BEWEIS. Zunéchst rechnet man leicht nach, dafl die angegebene Funktion die
Eigenschaften (1) und (2) hat. Sei g eine zweite Funktion mit diesen Eigenschaf-
ten. Dann hat h = f — g die Eigenschaften b’ = ah und h(zy) = 0 und ist deshalb
nach dem vorigen Satz gleich Null a
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8 Hyperbolische Funktionen

Aus der Exponentialfunktion werden einige andere gebrauchliche Funktionen de-
finiert. Diese sind

1 1
cosh(x) = 5(636 +e "), sinh(x) = 5(61 —e )

sinh(z) _ e” — e‘””, coth(z) = cosh(z) e*+e™®
cosh(z) e*+e®

tanh(x) = = )
() sinh(z) e*—e™®

Sie heiflen der Reihe nach Cosinus hyperbolicus, Sinus hyperbolicus, Tangens hy-

perbolicus, Cotangens hyperbolicus. Die ersten drei sind auf R definiert, wahrend

coth auf R* erklart ist.

9 Die Areafunktionen

Die (geeignet definierte) Umkehrfunktion der hyperbolischen Funktion y = f(x)
wird mit x = Arf(y) bezeichnet (Ar sprich: area). Arsinh(z) ist fir x € R
definiert und wéchst streng monoton von —oo nach oo. Der hyperbolische Cosi-
nus besitzt zwei Umkehrfunktionen, eine im Intervall Joo] und eine im Intervall
[0, 00[ . Wir verwenden letztere. Der Definitionsbereich von Ar cosh ist [1, oo[. Es

ist Artan in | — 1,1 definiert, der Definitionsbereich von Ar coth besteht aus
den Stiicken | — oo, —1[ und ]1,00[. Die Ableitungen errechnen sich zu
L 1 / 1
Arsinh'(y) = ——, Arcosh'(y) = ——, y>1
V1+y? y?—1
Artanh’(y) = -— el lyl <1,  Arcoth'(y) = 1 ly| > 1.

10 Aufgaben und Erginzungen

1. Ausden Eigenschaften der Exponentialfunktion errechnet man die Additionstheore-
me cosh(z +y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y) und sinh(x +y) = sinh(x) cosh(y) +
cosh(z) sinh(y), sowie die Ableitungen 1 = cosh?(z) — sinh?(z), cosh’(x) = sinh(z),
sinh’(x) = cosh(z), tanh’(z) = 1 —tanh?(z), coth’(z) = 1 — coth?(z). Die ebene Punkt-
menge H = {(z,y) € R? | 22—y? = 1} ist eine Hyperbel. Deswegen ist (cosh(z), sinh(x)
fiir jedes = ein Punkt dieser Hyperbel.

2. Man kann die Umkehrfunktionen durch den Logarithmus ausrechnen:

Arsinh(y) = log(y++/1 + y2), Arcosh(y) = log(y + /32 — 1), Artanh(y) = 1 log %’
1 +1

Ar coth(y) = 7log J7.

3. Die Funktionen exp, haben das folgende Grenzverhalten:

lim o® = { °° a>1 lim o% = 0 a>1
T—00 0 a>1 T——00 o0 a<1.



4. Die Funktionen log, haben das folgende Verhalten bei Annéherung an die Grenzen
des Definitionsbereiches:

i — 4 a>1 lim — 4~ a>1
Tl — 0<a<l z—0 | 00 0<a<l.

5. Die Funktionen z — x® fiir a # 1 haben das folgende Grenzverhalten:

. a o0 a>0 " 0 a>0
lim z% = lim 2% =
T—00 0 a<0 z—0 00 a < 0.
6. Sei r € N. Die Funktion f:R — R, definiert durch
[ a"exp(—z72) x#0
f@) = { 0 z=0

ist stetig.

7. Zeige durch Induktion nach n, da8 die n-te Ableitung von z + exp(—x~2) die Form
z +— Py (z)x~"™ exp(—z~2) hat, worin P, ein geeignetes Polynom ist und r(n) € N.
8. Zeige, daf3 die Funktion f:R — R

fa={ gP

unendlich oft differenzierbar ist. Fiir alle n € N gilt £ (0) = 0.
9. Sei a > 0. Dann gilt

log

lim =0 und limz%logz = 0.

r—oo ¢ z—0
10. limg_oo zr = 1 = lim Yn. Zum Beweis zeige zunichst lim, log(x%) =
limg 00 % log x = 0. Wende darauf exp und den Vertauschungssatz an.

7 'Trigonometrische Funktionen

1 Sinus und Cosinus

Die Funktionen Sinus und Cosinus werden, dhnlich wie die Exponentialfunktion,
zunéchst durch Eigenschaften definiert. Wir nehmen in diesem Abschnitt an, dafl
es Funktionen mit den Eigenschaften (1.1) gibt und leiten weitere Eigenschaften
her. Es ist zweckméflig, den Existenzbeweis zu verschieben.

(1.1) Definition. Die Funktionen Sinus sin und Cosinus cos sind differenzier-
bare Funktionen sin:R — R und cos: R — R mit den Eigenschaften sin’(z) =
cos(z), cos'(z) = —sin(z) sowie cos(0) = 1, sin(0) = 0. Aus dieser Definition
folgt unmittelbar, daf§ Sinus und Cosinus beliebig oft differenzierbar sind. &
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Es gilt ferner cos?(x) + sin?(z) = 1, denn die Ableitung der linken Seite ist
—2cos(z) sin(x) + 2sin(x) cos(z) = 0; also handelt es sich um eine konstante
Funktion, die wegen (1.1) den Wert 1 hat. Es folgt, dafi die Funktionswerte
beider Funktionen im Intervall [—1, 1] liegen und daB (cos(z),sin(x)) ein Punkt
der Ebene auf dem Kreis vom Radius 1 um den Nullpunkt ist.

Geometrisch wird z als Winkel, gemessen im Bogenmaf} gegen den Uhrzeiger-
sinn, zwischen der positiven z-Achse und dem Halbstrahl vom Nullpunkt durch
(cos(x),sin(x)) interpretiert. Die mathematische Begriindung dafiir werden wir
nachliefern.

2 Die Differentialgleichung " = —y

Die zweite Ableitung der Funktionen sin und cos ist gleich dem Negativen der
Ausgangsfunktion ist. Man sagt, sie geniigen der Differentialgleichung 3" = —y.

(2.1) Satz. Sei f:R — R eine zweimal differenzierbare Funktion, die der Glei-
chung f"(x) = —f(x) fir alle x € R geniigt. Dann gibt es reelle Zahlen o und
B, so daf fir alle x € R die Gleichung f(x) = acsin(x) + [ cos(z) gilt. Darin ist

f# = f(0) und a = f(0).

BEWEIS. Seien a und ( wie im Satz angegeben durch f festgelegt. Wir betrach-
ten die Funktion g(x) = f(x)sin(x) + f/(x) cos(z). Sie hat die Ableitung

f'(@)sin(z) + f(z) cos(x) + f"(x) cos(x) — f'(x) sin(z),

die wegen f” = —f gleich Null ist. Also handelt es sich um eine Konstante, die
durch Einsetzen von x = 0 zu a bestimmt wird. Ebenso ergibt sich, dafl h(z) =
f(z)cos(z) — f'(z)sin(x) = B ist. Wir losen die Gleichungen nach f(x) auf,
g(x)sin(z) + h(x) cos(x) = f(x), was nach dem schon Gezeigten die Behauptung
des Satzes liefert. O

Dieser Satz besagt insbesondere, dafl durch die Eigenschaften (1.1) die Funk-
tionen sin und cos eindeutig festgelegt sind.

3 Additionstheoreme

Die Additionstheoreme fiir sin(x) und cos(x) sind die im néchsten Satz niederge-
legten Relationen.

(3.1) Satz. Fir alle a,x gilt
cos(a + x) = cos(a) cos(x) — sin(a) sin(z)

sin(a + ) = sin(a) cos(x) + cos(a) sin(z).

Daraus ergeben sich speziell die Relationen

sin(2z) = 2sin(x) cos(z), cos(2r) = cos*(x)—sin®(x), 14cos(2x) = 2cos?(z).
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BEWEIS. Beide Seiten der behaupteten Gleichung erfiillen bei festem a als Funk-

tionen von x die Voraussetzungen des Satzes (2.1). Dieser liefert die Formeln
(3.1). O

Ebenfalls aus Satz (2.1) ergeben sich die folgenden Relationen cos(—z) =
cos(z) und sin(—z) = —sin(z), denn die Funktionen z + cos(—z) und z +—
sin(—z) erfiillen auch die Differentialgleichung y” = —y. Eine Funktion f mit
f(z) = f(—x) nennt man gerade, eine mit f(—x) = —f(z) ungerade.

4 Nullstellen und Perioden

(4.1) Lemma. Die Funktion cos hat eine kleinste positive Nullstelle.

BEWEIS. Angenommen, cos(z) # 0 fiir alle z > 0. Da cos(0) = 1 ist, folgt nach
dem Zwischenwertsatz, dafl cos(x) > 0 ist fiir > 0. Demnach wére sin fir x > 0
streng monoton steigend und folglich sinx > 0 fiir x > 0. Da cos und sin dem
Betrag nach hochstens gleich 1 sind, wire fiir # > 0 immer 0 < cos?z < cosx
und 0 < sin? z < sinz. Nach dem Hauptsatz und Rechenregeln wiirde folgen

x:/ dt:/ (cos%—i—sin%)dtﬁ/ (cost+sint)dt =1 —cosx +sinz < 3,
0 0 0

was fiir x > 3 unmoglich ist.
Sei S die Menge der positiven Nullstellen von cos und s ihr Infimum. Wegen
der Stetigkeit von cos ist cos s = 0 und wegen cos0 = 1 ist s > 0. O

Wir definieren die Kreiszahl 7 nun durch 2s = 7. Wegen sin’ = cos ist sin
im Intervall [0, 7/2] streng monoton wachsend, also sin(7/2) > 0. Wegen (1.4)
ist dann sin(7/2) = 1. Aus (3.1) folgt cos(m) = —1. Indem man diese Ergeb-
nisse in die Additionstheoreme einsetzt, erhdlt man nacheinander die folgenden
Relationen.

cos(rxF) = Fsin(w) sin(x+3) = Zcos(w)
cos(x +m) = —cos(z) sin(zx +7) = —sin(z)
cos(x +2m) = cos(x) sin(x 4+ 2r) = sin(z)

(4.2) Notiz. Die Nullstellenmenge von cos ist {5 +mn | n € Z}, diejenige von
sin ist {mn | n € Z}.

BewEIs. Nach Definition von 7 und wegen cos(z) = cos(—x) hat cos im Intervall
| — 7/2,7/2] keine Nullstellen. Sei x( irgendeine Nullstelle des Cosinus. Dann
gibt es eine ganze Zahl k, so dafl —7/2 < x; = xo — kr < 7/2 ist. Wegen
cos(x+m) = — cos(z) sieht man, dafl auch z; eine Nullstelle ist. Also ist x; = 7/2.
Ahnlich schlieft man beim Sinus. O

Eine Funktion f:R — R heif3t periodisch mit der Periode a, wenn fiir alle x die
Gleichung f(z + a) = f(z) gilt. Die Funktionen sin und cos sind also periodisch
mit der Periode 27. Periodische Funktionen sind das mathematische Werkzeug
fiir die Beschreibung von Schwingungsvorgéngen.
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5 Tangens und Cotangens

Die Funktionen Tangens tan(z) und Cotangens cot(x) werden durch

tan(z) = sin(x) cot(z) = cos(x)

cos(z)’

sin(x)

definiert. Ihr Definitionsbereich sind die reellen Zahlen ohne die Nullstellen des
jeweiligen Nenners. Aus den Eigenschaften von sin und cos leitet man die folgen-
den Aussagen iiber diese Funktionen her.

Beide Funktionen haben die Periode 7 und sind ungerade. Thre Ableitungen
sind

(5.1) tan’(z) = 1 + tan?(x), cot'(z) = —1 — cot?(z).
Deshalb ist der Tangens im Intervall | — 7, 7[ streng monoton wachsend und hat

als Wertebereich die Menge der reellen Zahlen. Der Cotangens ist im Intervall

10, 7| streng monoton fallend und der Wertebereich ist ebenfalls die Menge der

reellen Zahlen. Es gelten die Additionstheoreme
tan(z) + tan(y)

(5:2) tan(z +y) = ~— tan (o) tan(y)’ cot(x +y) =

cot(x) cot(y) — 1
cot(z) — cot(y)

Im ersten Fall diirfen z, y und x + y keine Nullstellen von cos sein. Sie folgen aus
den Additionstheoremen fiir sin und cos durch Umrechnung.

6 Umkehrfunktionen

Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen werden Arcus-Funk-
tionen genannt. Da die trigonometrischen Funktionen wegen ihrer Periodizitét
keine globale Umkehrfunktionen haben, mufl man zur Definition der Umkehr-
funktionen den Definitionsbereich geeignet einschrinken. Wir treffen die folgen-
den Vereinbarungen.

Die Umkehrfunktion von tan:| — 7, 7[— R heiit arcus tangens

[

Die Umkehrfunktion von cot: |0, 7[ — R heit arcus cotangens

arctan: R — | —

Y

N[N
NN

arccot: R — 10, 7| .

Der Sinus ist im Intervall [—7, 7] streng monoton wachsend und hat die Umkehr-
funktion arcus sinus
in:[—1,1] — [, 1]
arcsin: [—1, 5 30
und der Cosinus ist im Intervall [0, 7] streng monoton fallend und hat die Um-
kehrfunktion arcus cosinus

arccos: [—1, 1] — [0, 7].
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Fiir die Ableitungen dieser Funktionen erhélt man aus der Umkehrregel

1 1
arcsin’ () = ——— arccos' (x) = ——
V1— a2 V1—a?
1 1
arctan’(z) = T arccot/(z) = T2
x x

In der ersten Zeile mufl natiirlich x # 41 sein. Durch diese Formeln erhélt
man auch neue Stammfunktionen. Aus dem Zusammenhang zwischen Sinus und
Cosinus und den Periodizititen gewinnt man Umkehrfunktionen zu anderen De-
finitionsintervallen.

Wir haben bisher noch nicht nachgewiesen, dafl die trigonometrischen Funk-
tionen existieren. An dieser Stelle konnte man folgenden Weg einschlagen: Man
definiert den arcus tangens durch

|
arctan(z) = / dt
0

1427

sodann den Tangens (im Intervall | — 7/2,7/2[) als Umkehrfunktion und ent-
wickelt von da aus die Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen.

7 Die komplexe Exponentialfunktion

Die Additionstheoreme lassen ihre eigentliche Bedeutung erkennen, wenn man
komplexe Zahlen oder lineare Algebra verwendet.
Wir benutzen die folgende Bezeichnung (Eulersche Formel)

(7.1) e = cost +isint.

Ein Grund fiir die Exponentialschreibweise: Die Additionstheoreme sind dquiva-
lent zu der Formel

t+u) eiteiu
)

el
indem man sie in Real- und Imaginérteil zerlegt. (Warum man gerade e als Basis
fiir diese Exponentialfunktion verwendet, wird bei Gelegenheit der Exponential-
reihe deutlich werden.) Wir setzen fiir eine beliebige komplexe Zahl z = a + bi
e* = e%® und erhalten dann das fiir alle komplexen Zahlenpaare (z,w) giiltige
Additionstheorem

(7.2) eFT = efe?.

Wir schreiben auch exp(z) = e und nennen z — exp(z) die kompleze Ezponen-
tialfunktion. Wegen der Periodizitit von sin und cos gilt e*?™" = ¢* fiir z € C
und n € Z. Deshalb hat exp im Komplexen keine (globale) Umkehrfunktion,
und man kann nicht ohne Vorsicht den Logarithmus im Komplexen definieren.
Die zu e, t € R konjugiert-komplexe Zahl ist e~*. Die Zahlen e’ liegen alle auf
dem Einheitskreis S der komplexen Zahlen vom Betrag 1. Jede Zahl auf dem
Einheitskreis hat die Form e®, wie der nichste Satz zeigt.

(7.3) Satz. Die Abbildung k: | — 7, 7] — S*, t — (cost,sint) ist bijektiv.
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BEWEIS. Wir nehmen aus dem Kreis S = {(z,y) | 22 + y* = 1} den Punkt
(—1,0) heraus, ST = S'\{(—1,0)}. Eine kleine Rechnung zeigt: Die Abbildungen

1—t2 2t
141271+ ¢t2

oz:]R—>S£,t»—>( ), B:SL — R, (z,y)

—

1+x
sind (wohldefiniert und) Umkehrfunktionen voneinander. Unsere Kenntnis der
Nullstellen von sin zeigt, daB fiir ¢ €] — 7, 7| der Wert x(¢) in S liegt. Der Satz
(7.3) folgt jetzt offenbar, wenn wir zeigen: Die Einschriankung rg: | — m, m[ — St
von k ist bijektiv. Da (8 bijektiv ist, geniigt es zu zeigen, dafl Gkq bijektiv ist. Es
ist

sin(t) t
Bro(t) 1+ cos(t) an(2)
Die letzte Gleichung benutzt die Additionstheoreme (3.1). Diese Funktion ist uns
schon als bijektiv bekannt. a

Die Abbildung 3 hat die folgende geometrische Bedeutung. Die Gerade durch
die Punkte (—1,0) und (z,y) € S! schneidet die Parallele zur y-Achse durch
(1,0) an der Stelle (1,205(z,y)). Die Zuordnung (x,y) — 26(z,y) wird als stereo-
graphische Projektion bezeichnet. Anschaulich ist klar, dafl die stereographische
Projektion eine Bijektion ist.

Aus dem Vorangehenden erkennt man, daf jede komplexe Zahl die Form

2 = re, r>0,0<p<2r

hat. Darin heiBen (7, ¢) die Polarkoordinaten von z. Ist t # 0, so sind (r, ) im
angegebenen Bereich durch z eindeutig bestimmt.

8 Drehungen und Spiegelungen

Die Multiplikation z +— €z ist, geometrisch gesprochen, die Drehung der kom-
plexen Zahlenebene C um den Winkel ¢ gegen den Uhrzeigersinn. Diese Drehung
der Ebene R?, aufgefaft als R-lineare Abbildung, hat beziiglich der Standardbasis
e = (1,0),e2 = (0, 1) die Matrix

[ cosp —sing
Diy) = < sing  cosy )

Die Additionstheoreme sind dquivalent zur Matrizengleichung der Drehungsma-
trizen

D(p)D(¢) = D(p + 1),

die ja geometrisch einen guten Sinn hat. Die Spiegelung an dem Unterraum durch
(cos p, sin @) wird durch die Matrix

[ cos2p sin 2¢p
S(e) = ( sin2¢ — cos2¢p )

vermittelt. Drehungen und Spiegelungen bilden die orthogonale Gruppe O(2).
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9 Bogenmafl. Kurvenlinge

Die euklidische Norm ||z|| eines Vektors z = (x1,...,x,) € R™ ist durch

loll = /e + a3+ + a2

definiert. Die Zahl d(z,y) = ||x —y|| heiit euklidischer Abstand von x und y. Eine
Abbildung f:J — R™ hat die Form f(x) = (fi(x),..., fu(x)) und ist deshalb
dasselbe wie ein System von n Abbildungen f1,..., f,:J — R. Wir nennen fj
die k-te Komponente von f. Ist J C R, so heiit f stetig (differenzierbar) an der
Stelle z € J, wenn alle f;, an dieser Stelle stetig (differenzierbar) sind. Wir setzen

f'(@) = (@), .., ful@).

Eine Abbildung w:J — R3 wird als Kurve oder Weg im Raum R3 vorgestellt,
oder als Bewegungslinie eines Punkts, wenn ¢ € J als Zeitparameter angesehen
wird. In diesem Fall ist w’'(¢) der Geschwindigkeitsvektor von w zur Zeit t.

Sei w: [a, b] — R” stetig differenzierbar. Wir definieren als die Lange L(w) der
Kurve w das Integral

b
(9.1) Lw) = [ (o) de.

Es ist w: [0,¢] — S*, t — (cos(t),sin(t)) fiir 0 < t < 27 eine bei (1,0) startende
Kurve auf dem Einheitskreis. Thre Lénge ist nach der eben gegebenen Definition
wegen w'(t) = (—sin(t), cos(t)) gleich

/Ot [w'(£) dt = /Ot(COSQ(t) + sin?(t))Y2 dt = /t d— 1

0

Also ist die Zahl ¢ in cos(t) als Bogenmafl des orientierten Winkels zu interpre-
tieren. Wir sehen auch, daf ein Kreis vom Radius R den Umfang 27 R hat.

Die Definition der Kurvenlinge wird durch einen Grenzproze aus
Streckenlédngen motiviert. Sei Z = (xy, . .., z,) eine Zerlegung des Intervalls [a, b].
Die euklidische Lange der Strecke von f(z;—1) nach f(xz;) ist || f(z;) — f(zi—1)]|-
Da die Gerade die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten ist, so ist die
,wirkliche Lange®“ der Kurve mindestens gleich

5. 2) = S — S

Je feiner die Zerlegung ist, desto besser wird die Kurve durch den Strecken-
zug approximiert. Deshalb liegt es nahe, das Supremum der Werte L(f, Z) zu
betrachten.

Wir definieren: Ein Kurve f:[a,b] — R"™ heif3t rektifizierbar, wenn das Supre-
mum L(f) = sup L(f, Z), gebildet iiber alle Zerlegungen z von [a,b], als reelle
Zahl existiert.

(9.2) Satz. Ist f stetig differenzierbar, so ist L(f) durch das Integral (9.1)
JIIF )] dt gegeben. )
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10 Integrale

Ist J ein Intervall und f:J — C stetig, so definieren wir

L%@ﬁ:[%@ﬁﬂl%@@

wenn f(t) = wu(t) + iv(t) die Zerlegung in Real- und Imaginérteil ist. Ebenso
definieren wir f/(t) = «'(t) +iv'(t), wenn u und v differenzierbar sind.

(10.1) Satz. Seien f,g:[a,b] — R stetig und seien A,y komplexe Zahlen. Dann
qilt:
(1) [T +p9)=X[ F+pf g
b
< J, 1]

(3) Ist f stetig differenzierbar, so ist f(f f'(t)dt = f(b) — f(a).

BeweEls. (1) folgt aus der analogen Aussage fiir reelle Funktionen durch Zerle-
gung in Real- und Imaginérteil. Ebenso (3) aus dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung.

(2) Wir schreiben f; f=ramitr >0 und |a| = 1. Damit rechnen wir

[t [1=a [1= [a

/m@fwmmyn /maf /mm_ﬂ

< [l= [

(Hier ist natiirlich Re der Real- und Im der Imaginérteil.) O

Die Funktion t — e* hat fiir alle A\ € C die Ableitung t — Ae*. Das sieht
aus wie eine Kettenregel, mufl aber mit unseren Definitionen mittels Zerlegung
in Real- und Imaginérteil nachgewiesen werden. Fiir A # 0 ist also t +— A~le
eine Stammfunktion von ¢ — e*, und deshalb gilt in diesem Fall

b
(10.2) / eMdt = N7 — ).

Speziell ist faawﬂ e dt = 0, sofern 0 # n € Z. Daraus erhilt man durch Um-
rechnung mit den Formeln

1 . . 1 . .
(10.3) cost = —(e" + "), sint = —(e" —e™")
2 21
die Integrale

a+2m
/ cosmt -cosntdt = Ty,
a
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a+2m
/ cosmt - -sinntdt = 0
y a+2m
/ sinmt -sinntdt = Ty,
a

worin 6, , das Kronecker-Symbol (Einheitsmatrix) ist: 6,,, = 1 fiir m = n und
= () sonst.

(10.4) Beispiel. Wir berechnen die Fliche des Kreises. Die Flidche des Halb-
kreises vom Radius 1 wird durch fjl V1 — 22 dx gegeben. Wir machen die Sub-
stitution x = sint¢ und erhalten nach (10.2) das Integral

w/2
/ cos?tdt = I
2

—7/2

Die Flédche des Halbkreises vom Radius R ist f_RR vV R? — x2 dx. Das Integral wird

durch die Substitution x = Rt in R? fjl V1 — t2dt verwandelt. Also ist 7R? die
Fléche des Kreises vom Radius R. &

11 Existenz von Sinus und Cosinus

Die Funktion
1 1
F:[-1,1] = R, a:»—>§x\/1—a:2+/ v1—t2dt

hat auf | — 1, 1[ die Ableitung

1
2v/1 — 22

und ist deshalb streng monoton fallend. Es ist F(—1) = f_ll V1 —t2dt und
F(1) = 0. Wir bezeichnen F(—1) mit 7/2. Sei G:[0,7/2] — [—1,1] die
Umkehrfunktion von F. Fir z € [0,7] definieren wir cos(z) = G(§) und
sin(z) = V1 —z2. Nach der Umkehrformel berechnen wir die Ableitungen die-
ser Funktionen zu cos'(z) = —sin(x) und sin’(z) = cos(z). Es folgt auBerdem
cos(m/2) = 0 und sin(n/2) = 1. Durch die Festsetzungen cos(z) = cos(—x)
und sin(z) = —sin(—z) fir x € [—m, 0] sowie cos(x) = cos(x + 27k) und
sin(x) = sin(z + 27k) fir k € Z und x € [—7, 7| erhalten wir stetige Funktionen
cos: R — [—1,1] und sin: R — [—1,1]. Man weist sie ohne Miihe als differenzier-
bar nach. Sie erfiillen die Bedingungen (1.1). Die hier festgelegte Zahl 7/2 ist
dann auch nach Konstruktion die kleinste positive Nullstelle des Cosinus. Zum
Nachweis der Differenzierbarkeit an den , Nahtstellen“ benutzt man das

F'(z) =—

(11.1) Lemma. Sei f:J — R eine auf dem nichtentarteten Intervall J stetige
Funktion. Sei p € J und f auf J\ {p} differenzierbar. Gelte lim,_,, f'(z) = a.
Dann ist f bei p differenzierbar, und es gilt f'(p) = a.



BEWEIS. Nach Voraussetzung iiber den Limes gibt es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0,
sodaB |f'(p+1t) —a| <e fir 0 < |t| <d. Es folgt mit dem Mittelwertsatz

flp+h)— f(x)
h

—al=f'(§) —al <&,

wenn [p| < ¢ ist. Also ist der Limes des Differenzenquotienten wie behauptet. O

Einen weiteren Existenzbeweis geben wir nach der Behandlung der unendli-
chen Reihen. Dadurch wird dann auch die Beziehung zur Exponentialfunktion
préazisiert.

12 Aufgaben und Erginzungen

o ; P | T 1 o 1 2 _
1. Verifiziere die folgenden Werte: cos § = 5, cos ] = 5V2, cosg = 5V3, cos 5= =

(V5 —1), cos § = V2 + V2.

2. Seien a und c reelle Zahlen. Sei ¢ > 0 Sei f:[—1, 1] — R definiert durch

x%sinz ¢ x#0

f(f”):{o z=0.

Zeige die folgenden Aussagen:
(1) f stetig <= a > 0.
(2) f'(0) existiert <= a > 1.
(3) f' beschrinkt <= a>1+c.
(4) [’ stetig <= a>1+c.
3. Jede stetige Funktion f:R — C\ {0} mit f(x + y) = f(z)f(y) hat die Form
f(t) = exp(At) mit einem A € C.

8 Folgen und Reihen

1 Folgen

Ein Folge komplexer Zahlen ist eine Funktion a: N — C. Fiir den Funktionswert
a(n) schreiben wir oft a,, und nennen ihn das n-te Glied der Folge. Wir notieren
die Folge dann in der Form (a,, | n € N) oder kurz (a,); oder wir schreiben einfach
ai,as,as, ..., wenn wir wissen, wie es weitergeht, wenn also das ,,Bildungsgesetz“
der a, bekannt oder ersichtlich ist. Auch Abbildungen {n € Z | n > k} —
C bezeichnen wir als Folge ay,agi1,... Ist N — N eine injektive monoton
wachsende Abbildung, so heifit n — a,,) eine Teilfolge der Folge (a,).

Liegt fiir jedes n € N eine Aussage A(n) vor und gilt A(n) fiir alle n € N bis
auf endlich viele, so sagen wir, A(n) gelte fiir fast alle oder schliefllich alle n.
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Da eine Folge eine Funktion ist, haben wir im zweiten Kapitel schon definiert,
was lim,,_,., a, = a bedeutet. Wir wiederholen die relevanten Definitionen und
Sétze.

(1.1) Definition. Ein Folge (a,, | n € N) konvergiert zum Grenzwert a, wenn
zu jeder Zahl € > 0 eine Zahl N existiert, so daf§ fiir alle n > N die Ungleichung
la — a,| < € gilt. Wir sagen dann auch, a ist der Limes der Folge. Ist der Limes
Null, so sprechen wir von einer Nullfolge. Eine Folge heifit konvergent, wenn sie
einen Grenzwert hat, andernfalls divergent. Die symbolische Gleichung

lim a, =a
(gelesen: Limes a,, fiir n gegen Unendlich ist gleich a) ist eine Abkiirzung fiir den
Satz: Die Folge (a,,) konvergiert zum Grenzwert a. Ist das der Fall, so verwenden
wir das Symbol lim,,_,, a,, auch als Bezeichnung fiir die Zahl a. Wir lassen das
Symbol n — oo am lim-Zeichen auch manchmal weg.

Wir verwenden ferner noch die folgenden Bezeichnungen: lim,, .. a, = oo
(bzw. lim, . a, = —00) bedeutet: Zu jedem A € R gibt es ein N, so daf} fir
alle n > N die Ungleichung a,, > A (bzw. a, < A) gilt. Wir sprechen in diesem
Falle aber nicht von Konvergenz. &

(1.2) Bemerkungen. Der Limes einer Folge ist durch die Folge eindeutig be-
stimmt. Endlich viele Glieder am Anfang der Folge spielen fiir die Konvergenz-
untersuchung keine Rolle, das heifit (a, | n € N) konvergiert genau dann, wenn
Qj, Qp11, a2, - - - konvergiert, und der Grenzwert ist in beiden Féllen derselbe.
Diese Bemerkung wird stillschweigend verwendet. Konvergiert eine Folge, so hat
jede Teilfolge denselben Limes. <&

(1.3) Beispiele. Die Folge a,, = % ist eine Nullfolge 1(2.4). Die Folge (¢") ist
fiir |¢| < 1 eine Nullfolge 1(2.5). Die Folge a,, = (—1)" divergiert. Die konstante
Folge a,, = a hat den Limes a.

Es gilt lim,, .., {/n = 1. Die Ungleichung {/n < 1+-¢ ist ndmlich dquivalent zu
n < (14¢€)". Aus der binomischen Formel entnimmt man (1+¢)" > in(n—1)e2
Also gilt {/n < 1+¢, sofern n > N = 2e72 + 1 ist. &

(1.4) Definition. Ein Folge (a,) heiit Cauchy-Folge, wenn es zu jedem & > 0
ein N gibt, so daB fiir alle m,n > N die Ungleichung |a,, — a,| < € gilt. &

(1.5) Notiz. Sei (z,) eine Folge komplexer Zahlen und sei z, = x, + iy, die
Zerlegung von z, in Realteil z,, und Imagindrteil y,,. Genau dann konvergiert (z,),
wenn die beiden Folgen (x,) und (y,) konvergieren, und es gilt dann lim z, =
limz, + ilimy,. Genau dann ist (z,) eine Cauchy-Folge, wenn (z,) und (y,)
Cauchy-Folgen sind.

BEWEIS. Die Aussagen folgen unmittelbar aus den Betragsrelationen

[z —uf < |z —w| <z —ul + ]y —vf,
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worin z = x + iy und w = w + w die Zerlegungen in Real- und Imaginé&rteil
sind. a

Der folgende Satz wird Konvergenzkriterium von Cauchy genannt. Er ist von
fundamentaler Bedeutung, da er gestattet, die Konvergenz ohne Kenntnis des
Grenzwertes nachzuweisen. Der Satz ist ein Spezialfal von I11(2.8). Wir beweisen
ihn noch einmal nach derselben Methode.

(1.6) Satz. Fine Folge konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchy-Folge
188. O

BEWEIS. Wegen (1.5) geniigt es, Folgen reeller Zahlen zu betrachten. Konver-
giert (z,,) gegen x, so zeigt |z, — x| < |2y — x| + |2, — x| unmittelbar, dafl (z,,)
eine Cauchy-Folge ist

Sei umgekehrt (x,,) eine Cauchy-Folge. Dann gibt es ein N, so daB |z,,,—x,| < 1
ist fiir m,n > N. Wegen |z,,| < |z,| + 1 bei festem n und beliebigem m > N
sehen wir, dafl die Wertemenge der Folge beschrinkt ist.

Eine Zahl K heifle obere Fastschranke von (z,), wenn x,, > K nur fiir endlich
viele n gilt. Eine obere Schranke der Folgenwerte ist auch eine obere Fastschranke,
und jede obere Fastschranke ist groflergleich dem Infimum der Folgenwerte. Sei x
das Infimum der oberen Fastschranken. Wir behaupten: Die Cauchy-Folge (x,,)
konvergiert gegen x.

Sei ¢ > 0 gegeben und sei |z, — z,| < € fiir m,n > N. Es ist © + € obere
Fastschranke, also gibt es M > N, so dafl x,, < z+¢ fiirn > M. Es ist z —¢ keine
obere Fastschranke. Wir kénnen deshalb ein £ > M wihlen, so dafl z, >z — ¢
ist. Fiir dieses k ist also |z — x| < €. Es folgt

|z — x| <|zp — x|+ |2k — 2| <e+e

fir n > M. O

Das im Beweis verwendete Infimum x der oberen Fastschranken einer nach
oben beschriankten Folge (z,,) reeller Zahlen heifit Limes superior limsup(x,,) = x
der Folge. Ebenso hat man das Supremum der untereren Fastschranken, den
Limes inferior liminf der Folge. Wir setzen auflerdem limsup(z,) = oo, wenn
die Folge nach oben nicht beschrankt ist. Die Folge ((—1)" | n € N) hat den
Limes superior 1 und den Limes inferior —1. Ein beschrankte Folge konvergiert
genau dann, wenn Limes superior und Limes inferior iibereinstimmen.

Die folgenden Rechenregeln sind Spezialfille iiber das Rechnen mit Grenz-
werten von Funktionen I11(4.5). Es sei an die Beziehung zwischen Konvergenz
und Stetigkeit erinnert. Sei N™' = {n™! | n € N} und S = {0} UN"L. Jeder
Folge a:N — C ordnen wir die Funktion a:N"!' — C,n~! — a(n) zu. Wir
erweitern diese Funktion durch @(0) = a zu einer Funktion auf S. Genau dann
gilt lim,, . a,, = a, wenn a: S — C bei 0 stetig ist.

(1.7) Rechenregeln fiir Grenzwerte.Seien (a,,) bzw. (b,) konvergente Folgen
mit den Grenzwerten a bzw. b. Dann gilt:
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(1) lim,oo(a, +b,) =a+b.

(2) lim,—oo(ayb,) = ab.

(3) Gilt a, # 0 und a # 0, so ist lim, . (b,/a,) = b/a.

(4) Gilt fir fast alle n die Ungleichung a, < by, so ist a < b. Ist speziell

m < a, < M fir fast alle n, so gilt m < a < M.
(5) Ist (cn) eine weitere Folge, gilt a,, < ¢, < b, fiir fast alle n und ist a = b,
so konvergiert (c,) zum Limes a.
In Teil (1) ist natirlich gemeint, dafi die Folge mit dem n-ten Glied a, + b,
betrachtet wird. Analog in (2) und (3). Speziell gilt fir eine komplexe Zahl A die
Gleichheit lim,, . (Aa,) = Aa. O

(1.8) Beispiel. Sei (a,) eine monoton wachsende Folge reeller Zahlen. Dann
gilt lim,, o a, = sup{a, | n € N}. Ist (a,) eine monoton fallende Folge reeller
Zahlen, so gilt lim,, ., a,, = inf{a, | n € N}. Diese Aussagen folgen unmittelbar
aus der Definition eines Supremums oder Infimums. &

Die Stetigkeit 1483t sich mittels Folgenkonvergenz formulieren.

(1.9) Satz. Sei A C R und sei f: A — R eine Funktion. Genau dann ist f bei
a € A stetig, wenn fir jede Folge x:N — A mit lim,, . (x,) = a die Gleichung

lim,, o f(x,) = f(a) gilt.

BEWEIS. Ist f bei a stetig, so ist die behauptete Gleichung ein Spezialfall des
Vertauschungssatzes 111(4.7).

Ist, umgekehrt, f bei a nicht stetig, so gibt es eine Umgebung U von f(a),
so daB in jeder Umgebung V' von a ein Element xy mit f(xy) € U existiert. Ist
a € R, so wéhlen wir ein solches Element x,, € Uy/n(a). Dann konvergiert ()
gegen a. Wegen lim f(x,) = f(a), gibt es ein N, so dafl f(z,) fir n > N in U
liegt. Widerspruch. Ebenso im Fall a = +o0. a

2 Reihen

Sei (a, | n € N) eine Folge komplexer Zahlen. Die Summe
n
sn:a1+a2—|—-~‘—|—an:Zak
k=1

heiit n-te Partialsumme der Folge (a,). Die Folge (s, | n € N) der Partialsum-
men wird als unendliche Reihe mit den Gliedern a, bezeichnet und durch das
Symbol

Zaj:al—i-ag—i—ag—l—"-
7=1

notiert. Natiirlich kann man nicht unendlich viele Zahlen addieren, weshalb dieses
Symbol zunéchst keinen Zahlenwert représentiert. Die unendliche Reihe heifit
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konvergent zum Grenzwert s, wenn s = lim,, ., s,, ist. In diesem Fall schreiben

WIr
e}
E an, = S8,
j=1

und die linke Seite des Gleichheitszeichens steht dann auch fiir den Zahlenwert s.
Eine entsprechnende Symbolik wird verwendet, wenn die Folge von einer anderen
Stelle an durchnumeriert wird. Der Beginn bei Null tritt hdufig auf. Eine Reihe,
die nicht konvergiert, heifit divergent.

(2.1) Bemerkung. Endlich viele Glieder sind fiir die Konvergenz einer Reihe
belanglos. Ist > 7% | a; konvergent, so auch > 7, a; fiir jedes k& > 2 (und umge-
kehrt), und es gilt

o0 o0

k—1
E CLj = E CLj + E CLj,
j=1 j=1 j=k

wie eine leichte Uberlegung zeigt. Diese Bemerkung wird meist stillschweigend
verwendet. %

(2.2) Beispiel. (1.8) nimmt die folgende Form an: Sind die @, nichtnegativ
und ist die Folge der Partialsummen beschrinkt, so konvergiert »_ a,,. &

Das Cauchy-Kriterium lautet wegen s, — s, = ZTzn 41 @j, m > n fir Reihen:

(2.3) Konvergenzkriterium von Cauchy fiir Reihen. Fine unendliche Rei-
he konvergiert genau dann, wenn zu jedem € > 0 ein N existiert, so daf fir
m >n > N immer die Ungleichung |a,+1 + -+ - + an| < € besteht. O

Eine unmittelbare Konsequenz dieses Kriteriums ist, daf§ die Glieder einer
konvergenten Reihe eine Nullfolge bilden. Eine Reihe Z;; a; heiBt absolut kon-
vergent, wenn » 22 |a;| konvergiert. Die Dreiecksungleichung [ a;[ <

Z;ﬂ:n 11 |a;| und das Cauchy-Kriterium zeigen, dafl eine absolut konvergente Rei-

he konvergiert.

(2.4) Majorantenkriterium Seien (a,) und (b,) Folgen und gelte immer
bn| < a,. Dann heifst die Reihe ) a; eine Majorante der Reihe Y b;. Kon-
vergiert Y a;, so konvergiert > b; absolut.

BEWEIS. Wegen der Dreiecksungleichung und der Voraussetzung gilt

dobl< ) bl ) a

Jj=n+1 j=n+1 Jj=n+1

Jetzt wende man das Cauchy-Kriterium an. a

(2.5) Notiz. Die Reihe Y7 ¢’ heifit geometrische Reihe. Fir |g| < 1 kon-
vergiert die geometrische Reihe zum Grenzwert (1 — q)~', fiir |q| > 1 divergiert
sie.
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BEWEIS. Fiir die Partialsumme s, = 1+ ¢+ ¢? + - -+ + ¢"! gilt die Formel

1—q"
Sp = :
l—gq
Es ist
1 1—gn 1
T 1 =ld"
—q¢ 1-g¢ [1—q|
und die rechte Seite ist Glied einer Nullfolge. Die Divergenz folgt, weil ¢" keine
Nullfolge ist, wenn |g| > 1 ist. O

Die geometrische Reihe ist eine wichtige Vergleichsreihe, wie die folgenden
Konvergenzkriterien zeigen.

(2.6) Quotientenkriterium. Sei 0 < ¢ < 1. Fir fast alle n sei a, # 0 und
gelte

Apy1
G,

<gq.

Dann konvergiert Y a,, absolut. Gilt fir fast allen |an41| > |a,| > 0, so divergiert
die Reihe.

BEWEIS. Sei die Bedingung fiir alle n > 0 erfiillt. Aus der Voraussetzung folgt
induktiv

‘an| < q’anfly <...< qn’(l0’~

Also ist die geometrische Reihe, bis auf den konstanten Faktor |ag|, eine Majo-
rante. Im zweiten Fall bilden die a,, keine Nullfolge. O

(2.7) Wurzelkriterium. Die Reihe Y .2, z; konvergiert absolut, wenn es ein
q €10,1[ gibt, so daf fiir fast alle n die Ungleichung /|z,| < q gilt. Gilt fir
unendlich viele n die Ungleichung {/|z,| > 1, so divergiert die Reihe.

BEWEIS. Wegen |z,| < ¢" ist die geometrische Reihe eine Majorante. O

(2.8) Integralkriterium. Sei f:[1,00[— R, stetig und monoton fallend. Ge-
nau dann konvergiert > | f(n), wenn die Folge ([|" f(t)dt | n € N) konvergiert.

BEWEIS. Wegen f(n) < f:_l f)dt < f(n —1) folgt das aus dem Majoranten-
kriterium. O

(2.9) Beispiel. Die Reihe Z;’il(—l)”“ﬂ ist nach dem dem Quotientenkrite-

rium fiir |z| < 1 absolut konvergent. Nach dem Leibniz—Kriterium (2.15) konver-

giert sie auch fiir x = 1. <&

(2.10) Beispiel. Die Reihe
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heit Exponentialreihe. Es ist

Ap+1
Qn,

<1
Cn+1 T2

: ‘

wenn n > 2|z| — 1 ist, also fir fast alle n. Nach dem Quotientenkriterium konver-
giert deshalb die Exponentialreihe fiir jede komplexe Zahl z absolut. Wir zeigen
alsbald, dafl der Grenzwert mit der Zahl exp(z) {ibereinstimmt, die wir im letzten
Kapitel definiert haben. Zur Unterscheidung schreiben wir vorliufig exp®(z) fiir
den Grenzwert. <&

(2.11) Beispiel. Die Reihe > n~ konvergiert fiir reelles aw > 1. Das 1afit sich
nicht mit dem Quotientenkriterium und dem Wurzelkriterium feststellen. Zwar
ist |an41/a,| immer kleiner als 1, es gibt aber kein ¢ < 1, das die Bedingung aus
(2.6) erfiillt. Das Integralkriterium fithrt aber zum Ziel, denn es ist

"1 1 1
—dt = (1-n'") < :
1t a—1 a—1
und die Konvergenz folgt damit aus (2.8). &

o 1

(2.12) Beispiel. Die sogenannte harmonische Reihe .~ 5 divergiert. Das
folgt zum Beispiel aus dem Integralkriterium. &

(2.13) Lemma. Seien (a, | n € N) und (b, | n € N) Folgen. Sei A, = ,_, ax
die n-te Partialsumme und sei Ag = 0 gesetzt. Fir 1 < p < q gilt dann die
Formel der partiellen Summation

q q—1
> anbn = Au(by = bus1) + Agbg — Ap_iby,.
n=p n=p

BEwEIs. Die Umformungen

q

i anbn = Z(An - Anfl)bn
n=p

n=p

q q—1
= ZAnbn_ Z Ananrl
n=p

n=p—1
q—1 q—1
= Agbg+ > Anby = > Apbuir — Apiby
=P =P

konstituieren einen Beweis. O

(2.14) Satz. Sei (b, | n € N) eine monoton fallende Nullfolge reeller Zahlen.
Sei (ay, | n € N) eine Folge komplexer Zahlen. Es gebe ein C > 0 derart, daf8 fir
allen € N gilt | Y"1 a;| < C. Dann konvergiert Y a;b;, und es gilt | Y\, a;b;| <
Cb;.
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BEWEIS. Wir verwenden das vorige Lemma und erhalten mit der Dreiecksunglei-
chung

q
E anby,
n=p

Fiir p = 1 folgt zunéchst die behauptete Ungleichung.

Sei ¢ > 0 gegeben. Sei N so gewahlt, dal fiir p > N die Ungleichung
b, < €/(2C) erfiillt ist. Dann folgt fiir ¢ > p > N aus der soeben hergeleite-
ten Ungleichung

q—1
<C (Z(bn —bp1) + bq> + |Ap_1|b, = Cby + | Ap_1b,.

n=p

q
> anby| < 2Ch, <.
n=p
Aus dem Cauchy-Kriterium folgt die Behauptung. O

(2.15) Leibniz—Kriterium. Sei (b, | n € N) eine monoton fallende Nullfolge.
Nach (2.14) konvergiert dann -, - (=1)""'b, (alternierende Reihe), und der
Rest 37, 5,1 (=1)""'b, hat einen Betrag kleinergleich by, . O

(2.16) Umordnungssatz. Sei Y, a, absolut konvergent und sei 7:N — N
eine Bijektion. Dann konvergiert auch die umgeordnete Reihe Y | ar(ny absolut

gegen denselben Grenzwert.

BEWEIS. Sei s, die n-te Partialsumme der Ursprungsreihe und ¢,, die der mittels
7 umgeordneten. Sei e > 0 gegeben und sei m so gewéhlt, daf3 Z;n;ll lax| < e fiir
alle [ € N. Wir wiahlen N, so da8 fiir » > N sowohl r > m als auch 7(r) > m
gilt. Die Differenz s, —t, ist dann fiir solche  eine Summe von Gliedern +a; mit

einem Index j > m. Daher ist fiir r > N

|5 — t:| < Z‘aﬂ <e.

ji>m

Daraus folgt schon, dafl mit (s,,) auch (tn)’.konvergiert, und zwar gegen denselben
Grenzwert (1.7.5). Wenden wir dieselbe Uberlegung auf die Reihe > |a,| an, so
erkennen wir die absolute Konvergenz der umgeordneten Reihe. O

(2.17) Beispiel. Sei Y ¢, eine konvergente, aber nicht absolut konvergente
Reihe reeller Zahlen. Zu jedem z € R existiert eine Umordnung p:N — N|
so daBl "7 | am) =  ist.

Zum Beweis sei (ax) die Folge der positiven und (b;) die Folge der negativen
Glieder der Reihe ¢;. Weil ) ¢, konvergiert, aber nicht absolut, gilt

Zak:oo, Zbk:—oo.

Die Umordnung p bestimmen wir jetzt rekursiv wie folgt: Ist 22;11 Co(k) < T, SO
sei ¢,(¢) das nichste bislang noch nicht verbrauchte Glied der Folge (ay), andern-
falls das néchste noch nicht verbrauchte Glied der Folge (by). Da sowohl (ay) als
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auch (by) eine Nullfolge ist, schliet man auf die Konvergenz der umgeordneten
Reihe gegen x. &

Aus (1.7.1) folgt durch Umschreiben in Reihenform:

(2.18) Notiz. Seien Y a; und Y b; konvergente Reihen. Dann ist Y (a; + b;)
konvergent, und es gilt > a; + > b; = > (a; + b;). Ebenso gilt immer Y \a; =
A Z a. O

Die Multiplikation von Reihen ist komplizierter. Seien ) - a,, und »_ b,
zwei konvergente Reihen. Wenn wir das Produkt (3 a,,)(> b,) nach dem Distri-
butivgesetz formal ausmultiplizieren, bekommen wir eine ,, Reihe“ mit den Sum-
manden a,,b,,. Um aus dieser ,,Reihe* eine Reihe zu machen, miissen wir die Sum-
manden in bestimmter Weise anordnen. Wenn man an die Multiplikationsformel
fiir Polynome denkt, so bietet sich folgendes an: Man setzt ¢, = Zf:o a;bi_;
und betrachtet die Reihe ), c,. Sie wird das Cauchy-Produkt der gegebenen
Reihen genannt. B

(2.19) Satz. Das Cauchy-Produkt zweier absolut konvergenter Reihen konver-
giert absolut, und der Grenzwert ist das Produkt der Grenzwerte der gegebenen

Reihen.

BEWEIS. Sei (a, | n > 0) eine Folge mit n-ter Partialsumme A,, und Grenzwert
A; und sei ebenso (b,) eine zweite mit Partialsumme B,, und Grenzwert B. Wir
setzen ¢, = Z?:o a;b,_; und bezeichnen mit C), die n-te Partialsumme der Folge
(¢n). Dann gilt zunéchst nach (1.7.2) lim(A, B,) = lim A, lim B,, = AB. Ferner

1st
|An By — Cy| < Z |a;[|bj| < Z |ai] Z ;1

i+j>n n/2<i n/2<j

Ist nun N so gewéhlt, dafl fiir n > N sowohl |AB — A, B,| < € ist als auch die
beiden Summen in den Klammern kleiner als ¢, so ist insgesamt |AB — C,,| <
|AB — A, B,| + |A.B, — C,| < € + e. Damit folgt lim C,, = AB. Die absolute
Konvergenz folgt genauso durch Betrachtung der Folgen (|a,|) und (]b,|). O

(2.20) Beispiel. Wir verwenden die binomische Formel
n A n\ n!
(r+y) ;Q)x v (k) ~ =k

und sehen, dal das Cauchy-Produkt zweier Exponentialreihen die Relation
exp” (x + y) = exp” (z) exp™ (y) erfiillt. &

(2.21) Beispiel. Das Cauchy-Produkt der Reihe Y, o(—=1)"(n + 1)7/? mit
sich selbst divergiert. Es ist ndmlich

Z\/n—k+1)(k+1)
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Wegen (n —k+1)(k+1) = (3+1)>— (3 —k)> < (3 +1)%ist [¢,| > 2(:—:21), also

ist nicht einmal (c,) eine Nullfolge. &

3 Unendliche Produkte

Sei (z,, | n € N) eine Folge komplexer Zahlen. Wir betrachten die Folge der Parti-
alprodukte p,, = []}_, z». Einen eventuell vorhandenen Grenzwert bezeichnen wir
mit [[%, z,. Sind die z, samtlich positive Zahlen, so kann man die Betrachtung
wegen logp, = > ;log z, auf unendliche Reihen zuriickfithren, das heifit, (p,)
konvergiert genau dann gegen eine von Null verschiedene Zahl p, wenn (log p,,)
gegen log p konvergiert. Die durch die fiir s > 1 konvergierende Reihe gegebene

Funktion
(o)

1
C(S) = s s>1
n=1 n®

heifit Riemannsche Zetafunktion. Sie hat die Eulersche Produktdarstellung
1
C(s) = 1;[ =

worin das Produkt iiber alle Primzahlen p ersteckt wird. Das beweisen wir durch
eine Grenzwertiiberlegung. Dabei benutzen wir ein Resultat aus der Zahlentheo-
rie: Eine natiirliche Zahl besitzt eine (bis auf die Reihenfolge) eindeutige Dar-
stellung als Produkt von Primzahlen. Damit erhalten wir

N 1 11 1 X1
ZES 1—pS:H(1+E+ﬁ+'”): 3 ES;E’

n=1 p<N ne€P(N)

wobei P(N) die Menge der natiirlichen Zahlen ist, die nur Primteiler kleinergleich
N haben. Fiir 0 < z < 1/2 ist log((1 — x)™') < 2z (denn das ist fiir z = 1/2
richtig und folgt allgemein daraus durch Monotoniebetrachtung), und deshalb ist

fir s > 1

1 1

s <2)
p pp

log¢(s) = log

Wegen lim,_.; ((s) = oo folgt die Divergenz der Reihe Zp p~ !, das heiit, die
Primzahlen sind so dicht gesét, dafl die Summe ihrer Reziproken divergiert.

4 Aufgaben und Erginzungen

1. Zu einem Paar natiirlicher Zahlen (r,s) betrachte die folgende Umordnung der

alternierenden Reihe
log2 =1 ! + L1 +
og2=1—-4+-—-
s 273 1
Es werden der Reihe nach abwechselnd immer r Glieder des positiven Teils und s

Glieder des negativen Teils verwendet. Zeige, dal die Reihe gegen den Grenzwert

1
10g2+710gf
2 S



konvergiert.

2. Fiir eine Folge (a, | n € N) sei

=3

Konvergiert (a,), so konvergiert (s,) gegen denselben Grenzwert. Es gibt divergente
Folgen (a,), firr die (s,) konvergiert. Konvergiert (a, + s,), so konvergiert auch (a,,).
3. Eine Reihe ist genau dann absolut konvergent, wenn ihr Cauchy-Produkt mit jeder
konvergenten Reihe konvergiert.

4. Fiir welche positiven Zahlen a konvergiert die induktiv durch
ay = a, apt1 = a"

definierte Folge?
5. Zeige, daB} die Folge (C), | n € N) mit

n

C, = Zj —logn

J=1

konvergiert. Der Grenzwert heiflit Fulersche Konstante.

6. Sei f:R; — R stetig. Fiir jedes ¢ > 0 konvergiere die Folge (f(ne) | n € N).
Existiert dann auch der Limes lim, .o f(z)?

9 Folgen und Reihen von Funktionen

1 Gleichmaflige Konvergenz

Sei E zunéchst eine beliebige Menge und (f,, | n € N) eine Folge von Funktionen
fa: E — C. Falls fiir jedes x € E die Folge (f.(x)) konvergiert, so definieren
wir f: E — C durch f(z) = lim, . fn(z). Wir sagen dann, (f,) konvergiert
(auf F) punktweise gegen f und schreiben f = lim, .., f,. Ebenso sagen wir,
> fn konvergiert punktweise gegen f, wenn fiir jedes x € E der Limes ) f,(z)
existiert und gleich f(z) ist.

(1.1) Definition. Sei (f,, | n € N) eine Folge von Funktionen f,: E — C. Wir
sagen, (f,) konvergiert gleichmdfig auf E gegen f, wenn zu jedem & > 0 ein
N existiert, so daf8 fiir alle n > N und alle x € FE stets |f.(z) — f(z)| < ¢
gilt. Wir sagen, > 7 | f, konvergiert gleichmé#Big, wenn die zugehorige Folge der
Partialsummen gleichméfig konvergiert. &

Zur gleichméBigen Konvergenz gibt es ein Cauchy—Kriterium (1.2) und ein
Majorantenkriterium (1.3).
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(1.2) Satz. Die Folge (f,: E — C) konvergiert genau dann gleichmdfig, wenn
es zu jedem € > 0 ein N gibt, so daf fir alle m,n > N und alle v € E stets

|fu(x) — fi(2)] < € ist.

BEWEIS. Sei (f,) gleichméfig konvergent mit f als Grenzfunktion. Nach De-
finition der gleichméfBigen Konvergenz gibt es zu ¢ > 0 ein N, so daf§ fiir
n > N und z € E immer |f,(z) — f(x)] < /2 ist. Die Dreiecksungleichung
|fu(x) — f(z)| < |fulz) — f(2)] + |fm(x) — f(x)] liefert dann die genannte
Cauchy-Bedingung.

Sei, umgekehrt, die Bedingung des Satzes erfiillt. Dann ist insbesondere fiir
jedes © € E die Folge (f,(x)) eine Cauchy—Folge. Thren Grenzwert bezeichnen
wir mit f(z). Ist nun |f,(x) — fu)z)| < € fir alle m,n > N, z € E, so folgt
mittels VII(1.9) |fi(z) — f(z)] = limy,—oo | fin(z) — fu(z)] < € fiir m > N und
re k. a

(1.3) Satz. Sei (f,: E — C) eine Folge von Funktionen und (M,) eine Fol-
ge positiver Zahlen. Es gelte |f,(x)| < M, fir alle x € E. Ferner sei y_ M,
konvergent. Dann konvergiert >  f,, gleichmdfig.

BEWEIS. Das folgt vermoge | > 1 fi(z)] < D" M, aus dem gewohnlichen
Cauchy—Kriterium und dem vorigen Satz. a

2 Stetigkeit der Grenzfunktion

Die Folge der Funktionen f,:[0,1] — [0,1],2 — </z konvergiert punktweise
gegen die Funktion f mit f(0) =0 und f(z) = 1, z > 0. Die Grenzfunktion von
stetigen Funktionen ist also nicht notwendig stetig.

(2.1) Satz. Konvergiert eine Folge (f,) an der Stelle xo stetiger Funktionen
gleichmdf$ig gegen f, so ist f bei xq stetig.

BEWEIS. Seien x,y € E. Die Dreiecksungleichung liefert

[f(y) = F(@o)|l < [F(y) = Fa)] + [fuy) = Fulzo)] + [ (o) — f(20)]-

Wir schétzen die drei Summanden gesondert ab. Sei € > 0 gegeben. Wegen der
gleichméfigen Konvergenz gibt es ein n, so daf fiir alle z € E die Ungleichung
|f(2) = fn(2)] < /3 erfiillt ist. Wir wihlen ein derartiges n. Wegen der Stetigkeit
von f, in xy gibt es dann ein 6 > 0, so daf fir alle y € F mit |y — xg| < 0 die
Ungleichung | f,.(y) — fu(zo)| < /3 gilt. Insgesamt ist dann fiir |y — x¢| < 6 auch
|f(y) — f(zo)| < &, womit die Stetigkeit von f bei xy gezeigt ist. 0

(2.2) Bemerkung. Die Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft. Deshalb kann
man die Voraussetzung in (2.1) abschwichen. Gibt es zu jedem x € E eine Umge-
bung U, so dafl die Einschrankungen f,|U gleichméfig gegen f|U konvergieren,
so ist f stetig. &

Wenn man die Stetigkeit mittels Folgenkonvergenz formuliert, so lauft die
Stetigkeit der Grenzfunktion auf eine Vertauschung von Limesbildungen hinaus.



64 9 Folgen und Reihen von Funktionen T. tom Dieck

(2.3) Satz. Die Folge stetiger Funktionen f,: E — C konvergiere punktweise
gegen eine Funktion f: EE— C. Die Funktion f ist genau dann stetig, wenn fiir
jede Folge (z; € E), die in E konvergiert, die Vertauschungsrelation

lim lim f,(z;) = lim lim f,(x;)

n—o0 1—00 1—00 N—00
qilt.

BEWEIS. Gelte z = lim; ., x; = z. Da f,, stetig ist, so ist lim; . fn(2;) = fu(x).
Die Vertauschungsrelation lautet also

flz) = nlggo fo(z) = lim f(z;).

7—00

Die Behauptung folgt nun aus VII(1.9). O

3 Integration der Grenzfunktion

(3.1) Satz. Sei (f,:]a,b] — C) eine Folge stetiger Funktionen, die gleichmdjSig
gegen f konvergiert (a < b). Dann existiert lim,, ., fab fo(x) dx und ist gleich

[} f(@) dx.

BEWEIS. Wir wissen schon nach (2.1), dal f stetig ist und damit integrierbar.
Sei e > 0 gegeben und N so gewéhlt, daB fiir n > N und x € [a, b] die Ungleichung
|fu(z) — f(z)] < e/2(b— a) gilt. Dann liefert

€

[ [ a]=|[=n| < [16- 1= 0-0 5550 <

die behauptete Grenzwertaussage. a

(3.2) Folgerung. Seien f,:|a,b] — C stetig und konvergiere > f, gleichmdfig.
Dann st faben = Zfab fn. Man sagt: Die Reihe lifit sich gliedweise

integrieren. O

(3.3) Beispiel. Es kann vorkommen, daf} (f,,) nicht konvergiert, aber lim fab fn
existiert. Als Beleg definieren wir f,: [0, 1] — R durch

—-n

0 2
fn(z) = { 2n+1(2—n _ x) 0

Es ist fol fn=1 &

VAN

IN &
B2 IA
S =

IN

(3.4) Beispiel. Es kann vorkommen, da§ (f,) gegen eine stetige Funktion f
konvergiert und daf lim [ f, existiert, aber von [ f verschieden ist. Als Beleg
definieren wir f,,: [0,1] — R wie folgt: f,(0) = 0, f,(27"7') =27, f,(27") = 0,
fn(1); zwischen diesen Werten verlaufe der Graph jeweils gradlinig. Dann entsteht
eine stetige Funktion. Es ist lim f,, die Nullfunktion. Es ist fol fo=2"4 <&
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4 Differentiation der Grenzfunktion

(4.1) Satz. Sei a < b. Sei (fn:[a,b] — C) eine Folge differenzierbarer Funk-
tionen. Alle Ableitungen f! seien stetig. Die Folge (f]) konvergiere gleichmdfig
gegen g. Es gebe ein xy € la,b], so daf (f.(zo)) konvergiert. Dann konvergiert
(fn) gleichmafSig gegen eine differenzierbare Funktion f, und es gilt f' = g.

BEWEIS. Nach dem Hauptsatz gilt
fulw) = [ 00t + folzo).
xo

Wegen (3.1) konvergieren beide Summanden auf der rechten Seite. Wir setzen
¢ =lim f,(xo) und f(z) = lim(f,(x)). Dann gilt nach (3.1)

f(z) =lim (/w: fr(t) dt+cn) = /m g(t)dt + c.

zo

Also ist f differenzierbar und hat die Ableitung g.
Sei nun € > 0 gegeben. Sei N so gewahlt, dafl fiir n > N und z € [a, ] gilt

’ €

1a) = 9()| < 55—,

[Fullw) = f(w0)] < 5.

Dann ist

Falw) = F@)] < | fulwo) — Flao)| + / QA ECE V30 —a)

Also konvergiert (f,,) gleichméBig gegen f. O

(4.2) Folgerung. Sei > f, eine Reihe von Funktionen f,:|a,b] — C mit ste-
tiger Ableitung. Sei > f! gleichmdf$ig konvergent und sei Y f, konvergent zur
Summe f. Dann ist f differenzierbar, und es gilt f' = > f!. Man sagt, die Reihe
kann gliedweise differenziert werden. a

(4.3) Beispiel. Sei f,(z) = n~'/2sinnz. Dann konvergiert (f,) gleichmiBig
gegen die Nullfunktion. Es ist f, stetig differenzierbar, aber (f’) konvergiert
nicht. &

5 Potenzreihen
Eine Reihe der Form P(z) = Y7, a,z" heifit Potenzreihe P.

(5.1) Hilfssatz. Die Potenzreihe P(zy) konvergiere. Sei r < |zo|. Dann kon-
vergiert die Reihe auf D(r) ={z € C|r > |z|} absolut und gleichmdifig.

BEWEIS. Da die Gleider einer konvergenten Reihe eine Nullfolge bilden, gibt es
ein M, so daB |a,z{| < M fur alle n € Ny. Dann ist |a,2"| < Mq¢™ mit g = |r/z].
Somit ist Y M¢" eine Majorante. O
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Der Konvergenzradius R = R(P) € R einer Potenzreihe P werde definiert
durch R = sup{r € R | P(r) konvergiert}.

(5.2) Satz. Sei P eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann gilt:
(1) Fir |z| < R konvergiert die Reihe.
(2) Fir|z| > R divergiert die Reihe.

BEWEIS. Sei |z| < R. Dann gibt es ein r mit |z| < r < R, und P(r) konvergiert.
Nach (5.1) konvergiert dann P(z) absolut. Sei |z| > R. Wére P(z) konvergent,
so wire nach (5.1) auch P(r) fiir » mit |z| > r > R konvergent, im Widerspruch
zur Supremumseigenschaft von R. a

(5.3) Notiz. Der Konvergenzradius kann durch die Formel von Hadamard be-

stimmt werden: .
R= T L = limsup {/|ay|.

Hier ist L = oo zugelassen, und in der Formel interpretieren wir die undefinierten
Ausdriicke durch 1/0 = 0o und 1/00 = 0.

BEWEIS. Sei z # 0,0 < L < |2]7', e > 0und L +¢ < |2|7!. Dann gilt nach
Definition von L fiir fast alle n die Ungleichung {/|a,| < L + ¢ < |2]7!, also
a2 < ¢ mit ¢ = (L + ¢)|z] < 1. Nach dem Wurzelkriterium konvergiert
P(z) absolut. Ist L > |z|7!, so gibt es fiir L — ¢ > |z|~! unendlich viele n mit
lan| > L — ¢, also mit {/|a,z"| > 1, woraus die Divergenz von P(z) folgt.
Ahnlich behandelt man die Grenzfille L = 0 und L = oo. O

(5.4) Satz. Die durch formale Differentiation entstehende Reihe Y na,z" !
hat denselben Konvergenzradius wie | a,x™.

BEWEIS. Sei R der Konvergenzradius der Ausgangsreihe und R’ derjenige der
abgeleiteten Reihe. Ist |z| < R/, so konvergiert »  na,z" absolut. Weil |a,z"| <
|na,z"| ist, so konvergiert auch »_ a,z™ absolut. Also ist R’ < R.

Sei 0 < |z| < R. Wir wihlen ein r zwischen |z] und R. Weil lim /n = 1 ist
und r/|z| > 1, so ist {/n < r/|z| fiir fast alle n. Mithin ist |a,||/nz|™ < |a,|r"
fiir fast alle n. Weil > |a,|r™ konvergiert, so konvergiert auch Y |na,z"|. Also
ist |z] < R, und wir schliefen auf R < R'. 0

(5.5) Folgerung. Seien a, komplexe Zahlen und habe > a,z™ den Konvergenz-
radius R > 0. Dann wird durch f: | — R, R[— C, x — Y_ a,a™ eine differenzier-
bare Funktion dargestellt, und es gilt f'(xz) = oo na,a™'. Wegen (5.4) ist f
sogar beliebig oft differenzierbar. O

(5.6) Lemma. Sei P(z) = ag + a1z + azz® + - -+ eine Potenzreihe mit einem
Konvergenzradius R > 0. Sei ag # 0. FEs gibt 0 < ¢ < R, so daf fir |z| < €
immer P(z) # 0 ist.

BEWEIS. Wir schreiben P(z) = ag+ 2Q(2) mit Q(z) = a; +azz +. ... Dann hat
auch @ den Konvergenzradius R. Fiir |z| < r < R ist |Q(z)| beschrankt, etwa
|Q(2)| < M. Dann ist |P(2)| > |ag| — |2]|Q(2)| > 0, sofern |z| < |ag|M . O
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(5.7) Identititssatz. Seien P(z) =Y an,z™ und Q(z) = ) b,2" Potenzreihen
mit einem Konvergenzradius r > 0. Es gebe eine Nullfolge (z;), 0 # z; € C mat
P(z;) = Q(z). Dann gilt a; = b; fiir alle i.

BEWEIS. Wir betrachten die Reihe R(z) = P(z) — Q(2). Falls nicht immer a; =
b; gilt, so hat R(z) die Form 2™ (co+c1z2+--+), co # 0, m € Ny. Es ist R(z;) # 0
fiir alle 7. Nach dem vorigen Lemma gibt es ein € > 0, so daf§ R(z) # 0, sofern
|z| < e. Da aber die z; eine Nullfolge bilden, ist das nicht moglich. 0

(5.8) Folgerung. Ist Y a,x" eine gerade Funktion, so ist ay, = 0 fiir ungerade
k. Ist diese Funktion ungerade, so sind die Koeffizienten zu geradem Index Null.O

Sei P(z) = ap+ayz +agz® + - - - eine Potenzreihe, die einen Konvergenzradius
R > 0 hat. Ferner sei P(0) = ay # 0. Wir bilden mit einer Reihe Q(z) =
bo + b1z + - - - formal das Cauchy-Produkt P(z)Q(z) = ¢o+c12+---. Es gilt also

Cp = aobn + albn—l + -4+ anbo.

Da P(z) in einem Umgebung der Null von Null verschieden ist, kann man dort
die Funktion Q:z +— P(z)~! betrachten. Falls @ um Null in eine Potenzreihe
entwickelbar ist, so mufl gelten ¢ = 1 und ¢, = 0 fiir n > 0. Wir koénnen in
diesem Fall die b,, rekursiv bestimmen:

bo = ag ", by = —agy (a1by_1 + - + anbo).

Falls die mit den so bestimmten b,, gebildete Reihe einen Konvergenzradius S > 0
hat, so stellt sie () im Kreis |z| < S dar. Zur Untersuchung der Konvergenz ist
es keine wesentliche Einschriankung, ap = 1 anzunehmen. Wegen der Konvergenz
von P gibt es ein r > 0, so daf} fiir alle n die Abschitzung |a,2"| < 1 gilt.
Damit folgt induktiv aus der Rekursionformel fiir b,, daf§ |b,| < 277 1r=" ist.
Also konvergiert ) b, 2" fiir |z| < §. Damit haben wir gezeigt:

(5.9) Satz. Ist P(z) = Y_ a,z" um Null konvergent und gilt ag # 0, so besitzt
auch z — P(z)™ in einer geeigneten Umgebung von Null eine Potenzreihenent-

wicklung. O
(5.10) Beispiel. Die Reihen Y 2", > n712" und Y n~22" haben alle den Kon-
vergenzradius 1. Die erste Reihe divergiert fiir alle z mit |z| = 1; die zweite

divergiert fiir z = 1 , aber nicht fiir z # 1 vom Betrag eins; die dritte konver-
giert fiir alle z vom Betrag eins. Auf dem Rand des Konvergenzkreises sind also
unterschiedliche Konvergenzverhéltnisse moglich. &

6 Taylor—Reihen

Sei f:J — R auf dem Intervall J beliebig oft differenzierbar. Wir haben die
Taylorsche Formel

"G (g |
f@) = e - 0y + Ruse.a).
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Falls lim,, .o, R, f(x,a) = 0 ist, so folgt

i:;f]— r—a)

Die Reihe auf der rechten Seite heifit Taylor—Reihe von f um die Stelle a. Sie
148t sich immer dann bilden, wenn f unendlich oft differenzierbar ist. Zweierlei
kann jedoch vorkommen:

(1) Die Taylor-Reihe konvergiert nicht.

(2) Die Taylor-Reihe konvergiert zwar, aber ihr Grenzwert ist nicht f(z).
Die Funktion aus Aufgabe V(11.6) hat eine konvergente Taylor—Reihe um Null,
nédmlcih die Nullreihe, aber sie offenbar nicht durch diese Taylor-Reihe darge-
stellt. Die Taylor—Reihe ist eine Potenzreihe in & — a. Sie hat einen Konver-
genzradius R, das heifit, fir |z — a| < R konvergiert die Reihe absolut und fiir
|z — a] > R divergiert sie. Falls die Reihe fiir alle z € JN{y | |y — a| < R} den
Wert f(x) hat, so sagen wir, f werde durch die Taylor—Reihe um a dargestellt.

Aus unserer Kenntnis des Restes R, f(z,a) leiten wir her:

(6.1) Satz. FEs gebe ein K > 0, so daf$ fiir fast alle n € N und alle x € J gilt
|f™(z)| < K™. Dann ist fiir v € J die Funktion f um a durch ihre Taylor-Reihe
darstellbar.

BEWEIS. Wir schitzen das Restglied der Taylor-Formel ab

(x —a)"™!

(n+1)!

|I _ a|n+1

(n+1)!

n+1

IR, f(z,a)| = FerE)] <

Die rechte Seite bildet aber eine Nullfolge, wie wir von der konvergenten Expo-
nentialreihe her wissen. a

Ist umgekehrt Y 7 c;(x — a)’ eine fir [z — a| < R konvergente Reihe mit
dem Wert f(x), so wissen wir nach (5.5), daf f dort beliebig oft differenzierbar
ist. Die Ableitungen konnen durch gliedweises Differenzieren gewonnen werden.
Damit folgt induktiv n! - ¢; = fU)(a). Das heifit, die Reihe ist die Taylor—Reihe
der durch sie dargestellten Funktion.

7 Der Abelsche Grenzwertsatz

(7.1) Satz. Seien b,: E — R und a,: E — C Funktionen, die den folgenden
Bedingungen geniigen.:
(1) Flir jedes x € E ist die Folge (b,(x)) monoton fallend.
(2) (bn) konvergiert auf E gleichmdfig gegen die Nullfunktion.
(3) Es gibt ein C > 0, so dafs fir alle n € N und alle x € E die Abschitzung
|3°7 a;(z)] < C gilt.
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Dann konvergiert Y 1° anb, gleichmafig.

BEWwEIS. Wie im Beweis von VII(2.14) erhalten wir durch partielle Summation
die Abschétzung

< 20b,(x).

Z an ()b ()

Die gleichméfige Konvergenz der b, gegen die Nullfunktion besagt, dal zu ¢ > 0
ein N existiert, so daB fiir alle x € E und alle p > N die Abschétzung |b,(z)| <
e/(2C) gilt. Die Behauptung folgt nun mittels (1.3), angewendet auf die Folge
der Partialsummen. O

(7.2) Satz. Seien b, E — R und a,: E — R Funktionen, die den folgenden
Bedingungen geniigen:
(1) Fiir jedes x € E ist (by(x)) monoton fallend.
(2) Es gibt ein M > 0, so daf fir allen € N und alle x € E gilt |b,(z)] < M.
(3) > an konvergiert gleichmdfig.
Dann konvergiert . a,b, gleichmdfig.

BEWEIS. Sei A(z) = > (" a,(x). Partielle Summation liefert wieder

q q—1
Yoahy = D Aj(by = byaa) + Ay — Apaby
J=p J=p

q—1

= > (A= A)(bj = bja) + (Ag — A)by — (A, 1 — A)b,.

Jj=p
Zu e > 0 sei N so gewéhlt, dal |Ag(x) — A(x)| < e fir x € Fund k > N, was
nach der Voraussetzung (3) moglich ist. Sei ¢ > p > N. Dann folgt

q q—1
D ai(@)bi(x)| < e (bj(x) —bja(x)) +2eM = e(by(x) —by(x)) +2eM < 4eM.
Jj=pr J=p
Die Behauptung folgt nun wiederum aus (1.3) O

(7.3) Abelscher Grenzwertsatz. Die Reihe Y o c,R" sei fir 0 < R € R
konvergent. Dann konvergiert o c,x™ auf dem Intervall [0, R] gleichmdfSig.

BEwEIs. Wir wenden den voranstehenden Satz in der folgenden Weise an. Sei
by,(z) = (z/R)" und a,(z) = ¢, R". Dann fillt (b,(z)) monoton, wenn = €
[0, R] ist, und es ist |b,(z)| < 1. Ferner konvergiert ) a, gleichmifig, da die
Summanden konstant sind. a



8 Aufgaben und Erginzungen

1. Durch wiederholte gliedweise Differentiation der geometrischen Reihe zeige fiir n €

N oo
()

k=0

Zeige, dal diese Reihe den Konvergenzradius 1 hat. Benutze das Ergebnis, um die

Formel . B
> ()6 - (")

1+j=r
zu beweisen (Cauchy-Produkt).
2. Bestimme fiir jedes x € R den Grenzwert

lim ( lim [cos(n!ﬂx)}2m> .
n—oo \m—0oo

10 Die elementaren Funktionen

1 Sinus und Cosinus

Wir definieren Funktionen Sinus sin: C — C und Cosinus cos: C — C durch die
fiir alle z € C absolut konvergenten Reihen

2k+1

sin(z Z 2k R cos(z) = Z(—

k=0 k=0

Die besagte Konvergenz ergibt sich miihelos aus dem Quotientenkriterium. Mit-
tels VITI(4.1) erkennt man fiir reelle z sofort die Relationen sin’(z) = cos(z) und
cos'(z) = —sin(z). Wir konnen deshalb VI(2.1) anwenden und sehen, daf§ es sich
um die dort betrachteten Funktionen handelt. Wir konnen durch diese Reihen
also die Funktionen Sinus und Cosinus definieren.

2 Die Exponentialfunktion

Wir haben in VII(2.10) die absolut konvergente Exponentialreihe kennengelernt.
Wir haben im sechsten Kapitel die komplexe Exponentialfunktion exp(z) defi-
niert.

(2.1) Satz. Fiir alle komplexen z gilt

exp(z) = ) %
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BEWEIS. Wir bezeichnen den Wert der Exponentialreihe voriibergehend zur Un-
terscheidung mit exp,(z). Die fiir reelle 2 gliedweise differenzierte Reihe ist wie-
derum exp (). Also hat expy nach VII(4.1) die Eigenschaften V(7.1), und des-
halb gilt exp(r) = exp,(z), v € R.

Die Exponentialreihe geniigt nach der Uberlegung zum Cauchy-Produkt der
Funktionalgleichung exp(z 4+ w) = exp,(z) expy(w) fiir alle komplexen z und
w. Wir miissen deshalb noch exp, (iy) fiir reelles y bestimmen.

Durch Einsetzen in die Exponentialreihe erhalten wir die Relation exp, (iy) =
cos(y) +isin(y). Wir sehen also, daf sich bei reellen y unsere frithere Festsetzung
ergibt. a

Definieren wir jetzt exp(z), sin(z) und cos(z) durch die genannten Reihen,
so sehen wir unmittelbar, daf§ die Eulersche Formel VI(7.1) fir alle komplexen
Zahlen gilt. Ferner haben wir damit die Bezeichnung e gerechfertigt, weil alles
durch die Exponentialreihe definiert ist. Ebenso gelten die Formeln VI(10.3) fiir
alle komplexen ¢.

3 Der Logarithmus

Durch gliedweise Integration der geometrischen Reihe (14 z)™t = > 0°(—1)"z"
erhélt man fiir |z| < 1 die Logarithmenreihe

o0

:L.TL
log(1 =)y (-t
oB(1+4) = (-1
Die Reihe konvergiert auch noch fiir x+ = 1 und liefert nach dem Abelschen
Grenzwertsatz
1 1 1
log2=1—=+4-—-
o8 231"

Wegen der langsamen Konvergenz kann man damit aber log(2) nicht berechnen.
Etwas besser wird die Situation, wenn man die Reihe

| 14+2 o x2n+1
(0] =
Tz &y

verwendet, die fiir z = % die Entwicklung

- 1
1%2:22%@n+nyw1

liefert. Die ersten vier Glieder ergeben schon 4 richtige Dezimalstellen log2 =
0.6931....
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4 Arcus tangens

[e.9]

Die geometrische Reihe (1 4+ 22)~t = > (—1)"2*" konvergiert, wenn |z| < 1
ist. Durch gliedweise Intergration iiber [0, z| erhélt man eine Reihenentwicklung

)
x2n+1

arctan(z) = Z(—l)”—,
‘ 2n+1

n—

die den Konvergenzradius 1 hat. Der Arcus tangens ist auf R definiert; der Kon-
vergenzradius kann aber nur unter Benutzung der komplexen Zahlen gut ver-
standen werden. Die Nullstellen &4 des Nenners 1+ 22 verhindern einen gréfieren
Konvergenzradius.

Nach dem Abelschen Grenzwertsatz erhalten wir die Reihendarstellung

1

z N
4 3 5 7
Sie eignet sich nicht zur Berechnung von 7. Mit dem Additionstheorem des Arcus

tangens
T+
arctan x + arctany = arctan 1 Y , ry <1

erhélt man die Gleichung

T 1
— = arctan 5 + arctan —.

3
Mit der obigen Reihe liefert das

T (1 1 N 1 N 1 1 N 1
4 \2 3.23 5.95 3 3-33 5.35 ’

und damit kann man schon besser rechnen. Man kann das Additionstheorem
aber noch geschickter anwenden und damit die 1706 von John Machin gefundene
Formel

1 1
1 = 4 arctan =T arctan 230

herleiten, mit der man aus der arctan-Reihe eine schneller konvergente Reihen-
entwicklung bekommt. Zur Herleitung wendet man das Additionstheorem fiir

a:—y—— undx—y—— an, erhilt damit
2 arct L t > 2 arct > t 120
arctan — = arctan — arctan — = arctan —
5 12’ 12 119

und benutzt dann noch

1 120
arctan 1 + arctan — = arctan —
239 119°
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5 Binomialreihe

Sei a € R. Wir definieren fiir n € N verallgemeinerte Binomialkoeffizienten

(Z) :a.(a—1)~(a—i)!-...-(a—n‘i‘l)’ <g¢) 1

Damit gelten die Relationen

o a—1 a—1 a—1 «
n =« ., n>1; + = , n=>0.
n n—1 n+1 n n+1

Nach dem Quotientenkriterium hat die Reihe

> (0)

n=0

fir « ¢ N den Konvergenzradius 1.

(5.1) Satz. Fir |z| <1 gilt die Reihenentwicklung

(1+2)* = i (Z) .

n=0

BEWEIS. Wir bezeichnen die linke Seite der zu beweisenden Gleichung mit f,, ()
und die rechte Seite mit g,(x). Mit den angegebenen Relationen der Binomial-
koeffizienten rechnet man die Gleichungen

9o(r) = aga(z),  ga(x) = (1 +2)ga-1(2)

nach. Damit liefert die Quotientenregel, dafl der Quotient g,/ f, die Ableitung
Null hat. Wegen f,(0) =1 = ¢,(0) folgt nun die Behauptung. O

6 Arcus sinus

Die Funktion arcsin: | — 1,1[—] — 7/2,7/2[ hat an der Stelle x die Ableitung
(1 —2%)~1/2. Wir entwickeln diese Funktion in die Binomialreihe und integrieren
gliedweise. Wir erhalten die fiir |z| < 1 giiltige Entwicklung

arcsin(z) — 3 ﬂ(%)xznﬂ_

—~ 2n+1\n

Wegen sin(7/6) = 1/2 erhalten wir daraus eine Reihe fir 7/6, wenn wir z = 1/2
einsetzen.



7 Tangens und Cotangens

Wir haben eine Reihenentwicklung, die nach VIII(5.9) in einer Umgebung von
Null existiert,
x B, ,
er —1 Zo P

Die dabei auftretenden Koeffizienten B,, heilen Bernoulli-Zahlen. Aus der Kennt-
nis der Exponentialreihe erhalten wir iiber das Cauchy—Produkt die Rekursions-

formel
- 1
S ("o
1

1=0

Mit der Darstellung

T n T r et/? 4 /2 T th T
=—.———— = —coth—
et —1 2 2 er/2_e-x/2 9 2

sehen wir, weil diese Funktion gerade ist, dafl By, fiir n > 0 gleich Null ist.
Aus dieser Reihenentwicklung erhéilt man durch Umformung die folgenden
Reihen

1 - an n,.2n
coth(z) = 52(271)!4 x
n=0

[ Bn
tanh(z) = Z (22)|4n(4" — 1)z*!
n=1 ’
- n—1 BQ” niAn 2n—1
tan(z) = Z(— ) (2n)'4 4" - 1)z
n=1
1 - n Bn n,.2n
cot(z) = EZ(—n (2;),4 z*
n=0 ’

Die erste haben wir im wesentlichen oben schon hergestellt. Die zweite folgt dar-
aus durch die Formel tanh(x) = 2 coth(2x) —coth(x). Fiir die weiteren verwenden
wir die Relationen tanh(iz) = —itan(z) und coth(iz) = i cot(z).

11 Verschiedene Beispiele und Anwendungen

1 Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Wir betrachten die Differentialgleichung y” + 2ay’ 4+ y = 0 mit konstanten Koef-
fizienten a,b € C. Der Lésungsraum L = L¢ besteht aus allen differenzierbaren
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Funktionen f:R — C mit der Eigenschaft
() + 2af' (t) + bf(t) = 0, teR.

Mit f,g € L und o, € C ist auch af + g € L. Wir sagen deshalb, L ist
ein Vektorraum iiber C. Wir nennen P(x) = z? + 2ax + b das charakteristische
Polynom der Differentialgleichung. Wir unterscheiden zwei Félle:

(1) a* #b. Dann hat P(x) zwei verschiedene Nullstellen A\; und A,.

(2) a? =b. Dann hat P(z) nur eine (doppelte) Nullstelle A = —a.

(1.1) Satz. Der Lisungsraum L ist zweidimensional. Im Fall a®> # b hat er
die Basis fi(t) = exp(Ait), fo(t) = exp(Xaot). Im Fall a®> = b hat er die Basis
fi(t) = exp(At), fa(t) = texp(At).

BEWEIS. Setzen wir die Funktion g(t) = exp(ut) in die linke Seite der Differenti-
algleichung ein, so erhalten wir (u*+42au+b) exp(ut). Da die Exponentialfunktion
immer von Null verschieden ist, sehen wir, dal g genau dann in L liegt, wenn
1 eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist. Ebenso rechnet man nach,
dafBl t exp(—at) im Fall a* = b eine Losung ist. Also sind die im Satz genannten
Funktionen Losungen.

Sei \; # A und f € L. Wir bilden die Hilfsfunktionen

gi(t) = (M f () = f/(t)) exp(=Mit),  ga(t) = (Af(t) — f'(£)) exp(—Aat).

Man rechnet nach, dal g; und go die Ableitung Null haben, wobei man benutzt,
dal f der Differentialgleichung geniigt. Also sind diese Funktionen konstant,
etwa g;(t) = ¢;. Die dadurch gegebenen Gleichungen kann man dann nach den
f; auflésen und erhalt

()\2 — Al)f(t) =C exp()\lt) + Co exp(/\gt).

Die beiden Exponentialfunktionen erzeugen also den Raum L. Sie sind aber auch
linear unabhéngig und bilden somit eine Basis.

Im zweiten Fall a* = b bilden wir aus f € L die Hilfsfunktion u(t) =
f(t)exp(—At) und rechnen mittels der Differentialgleichung fiir f nach, da u
die zweite Ableitung Null hat. Folglich hat u die Form u(t) = ¢; + cot. Die
genannten Funktionen bilden also wiederum ein Erzeugendensystem von L. Sie
sind linear unabhéngig und somit eine Basis. a

Als Folgerung aus dem Vorstehenden erhalten wir mit etwas linearer Algebra:

(1.2) Satz. Seity € R fiziert. Dann ist L — C% t — (f(to), f'(to)) ein Isomor-
phismus von Vektorraumen. Wir sagen, eine Losung f sei durch die Anfangwerte
f(to) und f'(ty) bestimmt. O

Sind a und b reell, so ist man an reellen Losungen interessiert. Wir betrachten
dann den R-Vektorraum L = Ly der reellen Losungen f:R — R der Differenti-
algleichung. Jetzt unterscheiden wir drei Félle:
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(1) Sind Ay, Ao verschiedene reelle Nullstellen der charakteristischen Gleichung,
so ist wiederum exp(\1t), exp(Aqt) eine Basis.

(2) Hat die charakteristische Gleichung eine nichtreelle Nullstelle, so ist auch die
zweite Nullstelle nichtreell und beide konjugiert-komplex A\ = u+iv, Ao = u—1v.
Wir rechnen dann die komplexe Exponentialfunktion in Sinus und Cosinus um
und erhalten die Basis e“ sin vt, €“ cos vt.

(3) Es gibt nur eine reelle Nullstelle \. Dann haben wir wieder die Basis e, te.

2 Konvexe und konkave Funktionen

Sei f: |a, b — R eine differenzierbare Funktion. Ist die Ableitung monoton wach-
send, so gilt fiir 1 < & < x5 nach dem Mittelwertsatz

r — I To — X

Erfiillt eine Funktion f: |a,b[— R fiir alle x; < 2 < x5 die Ungleichung

(2.1) f(xjn - i(xl) < f(x;) :i(:v)7

so nennen wir sie konver. Gilt stattdessen immer <, >, > so heif}t sie streng
konvez, konkav, streng konkav. Durch Umrechnung folgt aus dieser Ungleichung

f(z) — f(x1) < f(z2) — f(m1) < f(xz)_f(@")

Tr— I - To — I1 - Tog — X

(2.2)

Das bedeutet: Fiir eine konvexe Funktion ist der Differenzenquotient
flx) = f(y)
r—y
in jeder der Variablen x und y monoton wachsend. Setzen wir

1 — & r — T
t2:

tlz

$2—$17 I2—$17

so sehen wir, dafl die Ungleichungen (2.1) dquivalent sind zu der Bedingung: Es
gilt

(2.3) fltaxy + toxwa) <ty f (1) + tof (22)

fir alle T, < Tg, b1 > 0, ty > O, t1 +ty = 1.

(2.4) Notiz. Sind fi,..., f, konvexe Funktionen, so ist auch deren Summe
Ej fj konvex. Ist f konvex und c € R, so ist auch f + ¢ konvex. O

Sei f konvex und differenzierbar. Aus (2.1) folgt durch die Grenziibergiinge
ry — xzund x — w9, daB f'(z1) < f/(x9) ist. Insgesamt liefern diese Uberlegun-
gen:
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(2.5) Satz. Fine differenzierbare Funktion f: ]a,b[— R ist genau dann (streng)
konvez, wenn ihre Ableitung (streng) monoton ist. a

Die geometrische Bedeutung der strengen Konvexitét ist: Der Graph von f
zwischen x; und x, verlauft unterhalb der Verbindungsstrecke durch (z1, f(z1))

und (2, f(x2)).

(2.6) Satz. Sei f:]a,b|— R konvez. Seien ti,...,t, nichtnegative Zahlen mit
der Summe 1. Dann gilt fir beliebige x; € |a,b| die Ungleichung

[tz + -+ tarn) St f(an) + -+t f (o).

BEWEIS. Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu beweisen und fiir n = 2
handelt es sich um die Definition der Konvexitit. Ist t; = 1, so ist nichts zu
beweisen. Ist ¢; # 1, so schreiben wir

n+1 n+1

t; tj
Ztixl—t1$1+(1—t1)ZTtlxi, Tj_l—tl’ ZTj—l-
i=1 =2 J
Jetzt wende man erst die Definition der Konvexitat und dann die Induktionsvor-
aussetzung an. O
(2.7) Beispiel. Seien zy,...,z, positive Zahlen. Seien ty,...,t, positive reelle

Zahlen mit der Summe 1. Dann gilt

t1 to t
2 2y ez <tz stz

Insbesondere erhalten wir

1

<2122 .. 'Zn>1/n < E

(214t 20).

BEWEIS. Wir setzen z; = exp(x;) und benutzen die Konvexitit der Exponenti-
alfunktion, die uns nach (2.3) bekannt ist,

Hz? = H(exp(tja:j) = eXp(Z tir;) < th exp(z;) = thzj'

Man nennt < 3 z; das arithmetische Mittelund (I z;)"/™ das geometrische Mittel
der Zahlen zq,..., z,. O

3 Die Ungleichungen von Hélder und Minkowski

Ist z=(z1,...,2,) € Cund p > 0, so nennt man die Zahl

n 1/p
ol = (z w)
j=1
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die p-Norm von z. Im Fall p = 2 ist das die euklidische Norm |[|z|| = [|z]|2.
(3.1) Holdersche Ungleichung. Seip > 1, ¢ > 1 und % + é = 1. Dann gilt

n

> lawwi] < lzllp - Jwllg

k=1
fir beliebige Vektoren z = (z1,...,2,) und w = (wy,...,w,) des C".

BeEwEIs. Es geniigt, denn Fall z # 0 und w # 0 zu behandeln. Nach (2.5) gilt
fiir positive Zahlen a und b
1 1
ab < —aP + -b1.
p q
Das liefert in unserem Fall
R o o e e [

< + o
Izllpllwlly = M2l g llwlg

Durch Summation dieser Ungleichungen iiber k£ erhalten wir die behauptete
Ungleichung. O

(3.2) Bemerkung. In der linearen Algebra nennt man

n
(z,w) = sz@k
k=1

das hermitesche Produkt der Vektoren z und w (Skalarprodukt im Falle reeller
Vektoren). Ist p = 2, so erhalten wir aus (3.1) die Cauchy-Schwarz’sche Unglei-
chung

(2, w0)| < |[zl2][wl]]2,

die man allerdings auch anders mit den Hilfsmitteln der linearen Algebra bewei-
sen kann. &

(3.3) Minkowskische Ungleichung. Firp > 1 gilt
Iz + wllp, < [zl + llwlly.
Diese Ungleichung heif$ die Dreiecksungleichung der p-Norm.

BEWEIS. Fiir p = 1 handelt es sich um die Dreiecksungleichung fiir den Betrag.
Sei p > 1 und % + % = 1. Wir kiirzen ab:

5= (X + )" A= (S lr) " = ()™ s = sl

Wir haben dann S < A+ B zu zeigen. Es ist nach der Holderschen Ungleichung
Y ED MMEARS I
P\"7 (-1 "/ )7 (-1 "/
(1) 7 (2 sr™) 7 () ™ ()

IA
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Wegen (p—1)q = p lautet diese Ungleichung S? < (A+B)SP/4. Wegen p/q = p—1
folgt daraus durch Division mit SP~! die Behauptung,. a

Durch Anwendung auf Rechtecksummen und anschliefenden Grenziibergang
erhalten wir die Héldersche und Minkowskische Ungleichung fiir Integrale. Sind
f,g:]a,b] — C stetige Funktionen, so setzen wir

(o) = /abf gD dt, ISl = (/ab|f(t)|pdt> )

3.4) Satz. Seien f,g:[a,b] — C stetige Funktionen, sei p > 1,q > 1 und
= 1. Dann gelten die Ungleichungen

(Lol <M lpllgle 1F +gll, < 171l + g1l

BEWEIS. Aus der Hélderschen Ungleichung folgt

Z e < (Tl )/ (S tatr”

a)l/q

Ist & € [a+ =%,a + =%(i + 1)], so stehen hier Rechtecksummen zu einer
Zerlegung von [a, b]. Der Grenziibergang n — oo geméf IV(2.3) liefert die erste
der behaupteten Ungleichungen (Benutzung der Stetigkeit von z +— 2'/?, Erhalt
von < bei Grenziibergéngen, und dergleichen). Analog fiir die zweite. a

(3.5) Beispiel. Sei 0 < a <b. Sei f(t) > 0und f:[a,b] — R stetig. Wir setzen
F(x) = fab t* f(t) dt. Dann ist = +— log F'(z) konvex. Zum Beweis bemerkt man,
dafl aus der Holderschen Ungleichung F'($ + %) < F(x)YPF(y)'/7 folgt. &

4 Uneigentliche Integrale
Wir wiederholen das Cauchy—Kriterium:

(4.1) Satz. Sei f: A — R gegeben. Sei a Hiufungspunkt von A C R. Dann sind
dquivalent:
(1) FEs existiert lim,_, f(x).
(2) Zu jedem e > 0 existiert eine Umgebung U von a gibt, so daf fiir z,y € U
immer | f(x) — f(y)| < e gilt.
O

(4.2) Folgerung. Sei f:[a,b[— R stetig. Es existiert lim,_, [T f(t)dt genau
dann, wenn es zu jedem e > 0 eine Umgebung U von b so gibt, daf$ fir x,y € U,
x<yzmmer|fy t)dt| < e gilt. 0
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Sei f: |a, b — R stetig. Wir sagen, fb f(t) dt konvergiert, wenn fiir ein ¢ € ]a, b]
(und damit fiir alle diese ¢) die Grenzwerte

lin%/ () lim [ f(t)dt

existieren. Wir setzen dann fa f(t)dt gleich der Summe dieser Limites (das ist
unabhéngig von der Wahl von ¢ wegen der Intervalladditivitit der Integrale und
Rechenregeln iiber Grenzwerte). Integrale dieser Form werden manchmal unei-
gentliche Integrale genannt. Aus dem Cauchy—Kriterium (4.1) folgt unmittelbar
das

(4.3) Majorantenkriterium. Gelte |f(z)| < g(x) fir alle x €]la,b]. Kon-
vergiert fabg(t) dt, so konvergiert fab f(t)dt absolut, das heifit f;]f(t)|dt
konvergiert. O

(4.4) Beispiel. Sei f:[a,00] — R stetig, und gelte |f(¢)| < Mt~'~* mit einem
a > 0 fiir alle t > N > a. Dann konvergiert faoo f(t) dt absolut. &
(4.5) Beispiel. Sei f: ]0,a] — R stetig. Sei o« > —1. Es gebe 6 > 0 und M > 0,

SO daﬁ fir 0 < = < ¢ die Ungleichung |f(z)] < Mz* gilt. Dann konvergiert
5 f(t)dt absolut. &

(4.6) Beispiel. Das Integral
/ sinz
o T
' = 1 haben wir nur

dz zu untersuchen. Sei 0 < x < y. Partielle Integration liefert

sint _ cos cos X Y cost
/ Tt = A - / dt.
Yy T .t

Mit dem Majorantenkriterium folgt jetzt leicht die Behauptung durch
Abschéatzung der Summanden auf der rechten Seite.

Um zu zeigen, daB [ |sint[¢~!dt divergiert, vergleiche man das Integral in
geeigneter Weise mit der harmanischen Reihe. &

sinz

konvergiert,
: OO0 sinx
lim;_, s fo

(4.7) Beispiel. Das sogenannte Fresnelsche Integral
> 1 [ sinu
sin(t?) dt = = du
/o 2Jo Vu
konvergiert ebenfalls (Substitution u = t?). Bemerkenswert ist die Konvergenz,
obgleich die Funktion sin(¢?) bei t+ — oo nicht gegen Null strebt. &

(4.8) Beispiel. Das uneigentliche Integral fol 2”log x dv konvergiert fiir 5 >
—1.Seie > 0und f—e > —1. Es ist lim,_,g 2 logz = 0. Es gibt deshalb M > 0,
so dafl |z log x| < M fir 0 < x < 1. Wegen

|27 log x| = |2°loga - 2P| < MaP~¢
folgt jetzt die Behauptung mittels (4.5). &
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5 Die Gamma-Funktion

Die sogenannte ['-Funktion erweitert die Funktion ,Fakultd® zu einer auf R,
definierten Funktion.
(5.1) Satz. FEs gibt genau eine Funktion I":]0,00[—]0,00[, die die folgenden
FEigenschaften hat:

(1) FEs gilt die Funktionalgleichung T'(xz + 1) = 2T'(z).

(2) I'(1)=1.

(3) logol ist konvex.
Die durch diese Eigenschaften bestimmte Funktion besitzt die Darstellung

F(:L‘)—/ t" et dt
0

als uneigentliches Integral. Sie lafit sich aufferdem durch den Gaujfischen Grenz-

wert
nl-n®

F<x):nlglolox(:c+l)(x+n)

erhalten.

BEWEIS. Wir zeigen, dafl das im Satz genannte uneigentliche Integral konver-
giert und die dadurch gegebene Funktion I' die drei Eigenschaften hat. Die Kon-
vergenz an der unteren Grenze folgt durch die Abschitzung t*~'e~t < t*~!. Die
Konvergenz an der oberen Grenze folgt so: Wegen lim,_,, t**te™* = 0 gibt es ein
M > 0, so daB fiir t > M die Abschiitzung t*~te~t < ¢72 gilt.

Partielle Integration liefert

R R
/ tPetdt = —t%e gfﬂ:/ t*le7t dt.

Die Grenziibergidnge r — 0 und R — oo liefern zI'(z) = I'(z + 1). Mittels
['(1) =1 folgt dann I'(n 4+ 1) = n!. Nach (3.5), zusammen mit Grenziibergdngen
r — 0 und R — oo wie eben, sehen wir, daf log I' konvex ist.

Sei nun eine Funktion f:R, — R, mit den drei genannten Eigenschaften
gegeben. Wir setzen g(x) = log f(x). Es gilt dann g(z+1) = g(x)+log z, g(1) = 0,
und g ist konvex. Durch Induktion folgt f(n + 1) = n! und g(z) = logn!. Wir
betrachten nun fiir 0 < x < 1 die Differenzenquotienten von g auf den Intervallen

n,n+1], [n+1l,n+1+z], [n+1,n+2].
Wegen der Konvexitét sind diese monoton wachsend; das besagt in unserem Falle

gn+1+2x)—gn+1)

logn <

<log(n +1).
Aus g(z + 1) = g(z) + log(z) folgt induktiv

gn+1+2x)=g(x)+log(z(x+1) - (z+n)).
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Daraus erhélt man durch Umrechnung

z(x + 17;2i:-71(!:v+n)) < log (1+%) '

Der Grenziibergang n — oo zeigt, dafl der Limes

0 < g(z) —log

x

n® - nl

lim 1
o ng(m—i—l)-u(x—l—n)

existiert und gleich g(x) ist. Damit haben wir gezeigt, daf f(x) auf dem Intervall
10,1] durch die drei Eigenschaften eindeutig bestimmt ist. Wegen der Funktio-
nalgleichung ist f(x) tiberhaupt eindeutig bestimmt. O

Die Beta-Funktion wird definiert durch
1
B(z,y) = / t" (1 —t)v Lt
0

Darin sind z und y positive Zahlen. Nach (4.77) konvergiert das Integral.
(5.2) Satz. FEs gilt
B(z,y) =

BEWEIS. Wir zeigen, dafl die Funktion

Iz +y)
I'(y)

fiir jedes feste y die Eigenschaften (5.1) hat. Zunichst einmal gilt

fz) = B(z,y)

B(z+1,y) =

b .
P (z,y)

Um das zu zeigen, wendet man partielle Integration an auf

Bz +1,y) = /01 (%)gc (1 =)™t lat.

Aus der Definition entnimmt man leicht B(1,y) = y~'. Wir haben

log f(z) =logT'(x + y) + log B(z,y) — log T'(y).

Wegen (3.5) sind die beiden ersten Summanden rechts konvex. Daraus folgt, dafl
die gesamte Linearkombination konvex ist (3.2). O

(5.3) Beispiel. Aus (5.2) erhalten wir I'(3 fo t=1/72(1 ~1/2dt. Wir ma-
chen die Substitution ¢ = sin®§ und bestlmmen damit den Wert des Integrals als
7. Also ist T'(5) = /7. <&
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(5.4) Beispiel. In dem TI-Integral machen wir die Substitution ¢ = s* und
erhalten I'(z) = 2 fooo s271e=%" ds. Wir setzen x = 1/2 und gewinnen damit aus
(5.3) die Formel

/ e ds = /7.

o0

Fiir die Funktion unter dem Integralzeichen kann man keine Stammfunktion aus
elementaren Funktionen finden. Es ist deshalb bemerkenswert, daff man trotzdem
das bestimmte Integral durch bekannte Gréflen ausrechnen kann.

(5.5) Beispiel. Es gilt die Funktionalgleichung

D(x) = ZT(3)T(=5)
Zum Beweis zeigt man aus den schon hergeleiteten Eigenschaften der I'-Funktion,
daf die rechte Seite der behaupteten Gleichung die drei Eigenschaften aus (5.1)
hat. &

6 Aufgaben und Erginzungen

1. Sei f:]a,b[— R gegeben. Bezeichne f' + (x) und f’ () die rechts- und linksseite
Ableitung einer Funktion. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) f ist konvex.
(2) In jedem Punkt z €la,b[ existiert f’(z) und f|(z), und fir z; < xo gilt
F(21) < Fi(@1) < ().
Eine Funktion, die in jedem Punkt eine rechts- und linksseitige Abbleitung hat ist
stetig.

Fine konvexe Funktion ist genau dann streng konvex, wenn fiir 1 < xo immer
fi(x1) < fL(x2) ist. Gibt es fiir eine konvexe Funktion f ein Tripel 1 < x < x9, so
dafl in (6.1) die Gleichheit besteht, so ist im Intervall [x1, 2] die Funktion die Gerade
durch (z1, f(z1)) und (x2, f(z2)). Ist f konvex, so verlduft f im Intervall ]a,z1[ nicht
unterhalb der Geraden f’ (z)(x — x1) + f(z1) und im Intervall [z1,b] nicht unterhalb
der Geraden f! (x1)(x — x1) + f(x1). Eine streng konvexe differenzierbare Funktion
verlduft also oberhalb jeder ihrer Tangenten (bis auf den Beriihrpunkt). Eine zweimal
differenzierbare Funktion f ist genau dann streng konvex, wenn die zweite Ableitung
tiberall positiv ist.

Da fiir eine konvexe Funktion f’ und f) monoton wachsend sind, haben sie nur
abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen. Ist f an der Stelle x stetig, so folgt aus f/ (z) <
[l (y) fir y > = durch den Grenziibergang y — z, daB f’ (z) = f (z) ist. An dieser
Stelle ist also f differenzierbar. Eine konvexe Funktion ist also bis auf abzéhlbar viele
Stellen differenzierbar.

2. Die stetige Funktion f: Ja,b[— R erfiille

F(5(a1 +x2)) < 5(f(x1) + f(22))

fiir alle 21, z2 aus dem Definitionsbereich. Dann ist f konvex. Zum Beweis zeige man
(6.3) durch Induktion nach n zunéchst fiir alle ¢; der Form a2, a € N und benutze
sodann, daf} jede Zahl in [0, 1] Hiufungspunkt derartiger ¢; ist.
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3. z— a” ist fiir a # 1, a > 0 streng konvex. x — x® ist fiir &« > 1 und « < 0 streng
konvex und fiir 0 < o < 1 streng konkav. log, ist fiir a > 1 streng konkav und fiir
a < 1 streng konvex.

4. Bernoullische Ungleichung. Sei a > —1 und a # 1. Dann gilt: Fiir 0 < x < 1 ist
(14+a)* <14 az;fur z > 1ist (14 a)® > 1+ az. Als Anwendung dieser Ungleichun-
gen zeige man: Die Funktion Ry — R,z — (1 + %)x ist streng monoton wachsend;
x— (14 %)”1 ist streng monoton fallend. Fiir jedes x liegt zwischen diesen beiden
Werten die Zahl e.

5. Gib eine unbeschriinkte Funktion f:[0,00[— R an, deren Integral [;° f(z) dt (ab-
solut) konvergiert.

6. Zeige, dafl der Gaulsche Grenzwert fiir alle reellen Zahlen x #£ —n, n € Ny existiert.
7. Sei f:[a,b] — R stetig. Zeige, dal f:x — f; t* f(t) dt n-mal differenzierbar ist und
die n-te Ableitung £ (z) = ff t*(logt)" f(t) dt ist. Wende das auf die I-Funktion an
und zeige, daf sie n-mal differenzierbar ist (n € N).

12 Rationale Funktionen

Die einfachsten Funktionen sind die Polynome und die rationalen Funktionen.
Wir stellen einige algebraische Eigenschaften solcher Funktionen zusammen. Die
Zerlegung von Polynomen in Linearfaktoren benutzt allerdings analytische Ei-
genschaften der Zahlen. Wir wenden die algebraischen Resultate auf die Integra-
tionstheorie an.

1 Division mit Rest

Im Rechenbereich der Polynome gibt es dhnlich wie bei den ganzen Zahlen eine
Division mit Rest. Sie besagt:

(1.1) Satz. Seien A und B # 0 Polynome. Dann gibt es genau eine Darstellung
der Form A = QB + R mit Polynomen QQ und R, worin R einen Grad kleiner
als B hat. a

Ist im letzten Satz R = 0, so sagen wir, B sei ein Teiler von A. Ist insbesondere
B(z) = z—a, so haben wir eine Darstellung der Form A(z) = Q(z)(z—a)+ A(a).
Ist A(a) = 0, also a eine Nullstelle von A, so wird A von z — a geteilt.

Der Satz iiber die Division mit Rest gilt fiir Polynome iiber einem beliebigen
Korper. Er ist die Grundlage fiir die Teilbarkeitstheorie von Polynomen.

2 Nullstellen von Polynomen

Der Koérper der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen. Das heif3t:
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(2.1) Satz. Seien aq,...,a, komplexe Zahlen. Sein > 1, a, # 0 und P(z) =
Yo apz®. Dann gilt es eine kompleze Zahl zy, die die Gleichung P(z) = 0
erfiillt.

BeweEls. Ohne wesentliche Einschréankung sei a, = 1 (sonst betrachte man
a,'P(z).) Sei m = inf{|P(z)| | z € C}. Ist |2] = R > 1, so gilt

IP(2)| = R*(1 — |ap_1|R™ — ... — |ao|R™) > B"(1 — R""(Jac| + ... + |an_1)).

Fiir R > 2(|ag| + . .. + |an_1]) ist also |P(z)| > $R". Es gibt demnach ein M,
so daB fiir |z| > M die Abschitzung |P(z)| > m + 1 gilt. Auf der kompakten
Teilmenge {z € C | |z| < M} wird ein Minimum angenommen und dieses ist
nach der eben durchgefiihrten Abschétzung gleich m = P(zg). Wir zeigen m = 0.

Sei m > 0. Wir setzen Q(z) = P(z + 29)/P(2). Dann ist Q(0) = 1 und
|Q(z)| > 1 fiir alle z € C. Aulerdem ist z — )(z) nicht konstant. Es gibt dann
k, 1 <k <n, so dafl sich die Funktion () in der Form

Q(2) =14 b2 4+ -+ b,2"

schreiben 1i8t. Es gibt ¢ € R, so dafl ei*?b;, = —|b,| ist. Es folgt fiir eine reelle
Zahl r > 0 mit |by|r* < 1 die Abschiitzung

|Q(T’6M| — |1_|_bk6ikgorkz_{_”__|_bn6ingp7,n|
e R L e e A

= 1 —r*(Jbg| = rlbrgrr — - — [bu|r™ ")
Fiir geniigend kleine r wiire dann aber |Q(re’?)| < 1. Widerspruch. O

Die geometrische Idee hinter dieser Rechnung ist folgende: Nachdem man ein-
mal gezeigt hat, dafl |P(z)| ein Minimum an einer Stelle zy annimmt, betrachtet
man in der komplexen Zahlenebene z; und den Bildpunkt P(zp). Man hat die
Vorstellung, dal beim Durchlaufen eines kleinen Kreises um z, die Bildpunkte
um P(zy) herumlaufen sollten. Wenn dem aber so ist, so mufl es Bildpunkte mit
kleinerem Betrag geben, sofern P(zg) # 0 ist.

(2.2) Notiz. Sei P(z) =Y. ,a;2’ ein Polynum mit a, = 1. Es gibt kompleze
Zahlen z1,. .., zy, so daf fir alle z € C gilt P(z) =[], (= — z).

BeEWwEIs. (Induktion nach dem Grad n des Polynoms.) Fiir n = 1 ist das richtig
mit z; = —ao. Nach (2.1) gibt es z,, mit P(z,) = 0. Dann ist P durch z—z, teilbar
und wir konnen auf den Quotienten die Induktionsvoraussetzung anwenden. O

Die Produktzerlegung des letzten Satzes nennt man eine Zerlegung des Poly-
noms in Linearfaktoren. Die z; heiflen die Nullstellen des Polynoms. Ein Polynom
P(z) sei in der Form

P(z)=[J(z—2)¥, n;eN
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mit paarweise verschiedenen z; geschrieben. Dann nennen wir n; die Vielfachheit
der Nullstelle z;. Ein Polynom vom Grad n hat also héchstens n verschiede-
ne Nullstellen. Die Nullstellen und ihre Vielfachheiten sind eindeutig durch die
Funktion z — P(z) bestimmt. Hat das Polynom reelle Koeffizienten, so kommt
mit der Nullstelle w auch die konjugiert-komplexe w als Nullstelle vor, und beide
Vielfachheiten sind gleich. Wegen (z — (a+bi))(z — (a — bi)) = 2% — 2az + a* + b*
148t sich also ein reelles Polynom in lineare und quadratische Faktoren zerlegen.

3 Interpolation

Ein Polynom P vom Grad n ist eindeutig durch die Werte P(z;) an n + 1 paar-
weise verschiedenen Stellen x; bestimmt, denn gébe es ein weiteres Polynum )
mit diesen Werten, so wére P — @) ein Polynom vom Grad hochstens n mit n+ 1
verschiedenen Nullstellen.

Umgekehrt gibt es zu jeder Vorgabe von Stellen xg,...,x, und Werten
Yo, - - - » Yn €in Polynom P vom Grad hochstens n mit P(z;) = y;. Die Herstellung
eines solchen Polynoms bezeichnet man als Interpolation. Zum Beweis betrachten

wir das durch
Hj,j;ék(x - z;)
Hj,j;ﬁk(xk — ;)
definierten, nach Lagrange benannte, Polynom. Es hat den Grad n und die Werte

Ly (z;) = dix (geschrieben mit dem Kronecker-Symbol). Das gesuchte Interpola-
tionspolynom ist dann einfach die Linearkombination

P(x) = Z%‘LJ(I’)-

4 Partialbruchzerlegung

Ein Polynom P(z) sei in der Form

m

P(z) = H(z — z;)™, n; €N

j=1

mit paarweise versiedenen z; geschrieben. Sei Q(z) = by + b1z + - -+ + bs2® ein
weiteres Polynom. Die Darstellung der ratinalen Funktion Q(z)/P(z) in der Form
des néchsten Satzes wird Partialbruchzerlequng genannt.

(4.1) Satz. FEs gibt ein Polynum R(z) und komplexe Zahlen ag, 1 < k < m,
1 <1< ng, sodafs fir alle komplezen Zahlen z & {z1,...,zm} gilt

Q(Z) . . & Akl
Pl ~ ”Zz(z—zk)l'

k=1 =1
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BEWEIS. P hat den Grad )", | nj. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach

n. Sein = 1. Esist Q(z) — Q(21) = Q*(z) ein Polynom mit Q*(z1) = 0. Also gilt

Q*(z) = (z — z1)R(z) mit einem geeigneten Polynom R. Demnach ist fiir z # z;
Q(z) _ Q=) + (2 — 21)R(2) Q=)

P(z): zZ— 2 :R(z)+z_21,

Mit a1; = Q(z1) folgt in diesem Fall die Behauptung.
Sei die Behauptung fiir alle @)/ P mit einem Grad von P kleinergleich n richtig.

Sei
Q(21)
[Tiss(z — 21)™

wobel unter einem leeren Produkt die Zahl 1 verstanden werde. Dann ist

Q=) A Q) - ATl (z — )™

PR G—a)m P(2)

A:

und der Zghler Q*(2) rechts ein Polynom mit Q*(z;) = 0. Dieser Zahler hat
deshalb die Form (z — 21)Q**(z). Es folgt

Q(2) A Q™ (2)

P(z)  (z—2)"  (z—21)" [y(z — z)™

Die rechte Seite hat nach Induktionsvoraussetzung die gewiinschte Gestalt. O

Sei der Grad von @) kleiner als der Grad n von P, und P habe paarweise
verschiedene Nullstellen zy, ..., x,. Dann gilt

Q(x) i Aj

Die Konstante A; ist durch

Q)
A Hk;éj(xj — )

gegeben. Das erhélt man aus (x — x;)Q(z)/P(x) durch den Grenziibergang = —
Xj.

Will man bei reellen Polynomen die komplexen Zahlen vermeiden, so mufl
man auch Potenzen quadratischer Polynome im Nenner zulassen. Eine Partial-
bruchzerlegung hat dann die folgende Form.

Q(z) _ S Qi & CriT +d
P(z) R(z) + Z Z (x — 2;)7 - Z Z (22 —I;IQalx j_lbl)r

i=1 j=1 k=1 I=1

Die quadratische Polynome im Nenner haben keine reellen Nullstellen, das heifit
es gilt by — a? > 0.
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Um diese Form aus der komplexen zu beweisen, fasse man zwei Summanden
zu konjugiert-komplexen Nullstellen zusammen

o s

(@ —w) (& —w)"

bringe auf den Hauptnenner und fithre im Zé&hler Division mit Rest beziiglich
(x — w)(z —w) durch.

5 Integration rationaler Funktionen

Um Stammfunktionen rationaler Funktionen zu bestimmen, hat man wegen der
Partialbruchzerlegung im wesentlichen nur Polynome zu integrieren, sowie Funk-
tionen der Form z — (x — 2)™", z € C, n € N. Eine Stammfunktion von
r— (x—w)™ ! firn # 0ist 2 — —nY(z —w)™; und fir w = a + bi
und n =0

1
x— =1 r —a)® + b?) — i arctan
20g(( CL) ) 7 arcta T a

Im reellen Fall der quadratischen Polynome hat man als Stammfunktion von
z(1+2%)™" die Funktion 1log(1 + 2?), falls n = 1 ist, und 5= (1 +2%)'™", falls
n > 1 ist. Eine Stammfunktion von (1 + z?)~! ist arctan z. Die Stammfunktion
F, von (1 + z*)" berechnet man induktiv aus der Rekursionsformel

x n 2n —1
2n(1 4 x2)" 2n

Fop(n) = F,.(z)

fiir n € N. Durch quadratische Ergédnzung und Substitution fiithrt man allge-
meinere quadratische Polynome darauf zuriick. Sei P(z) = x? + 2azx + b mit
D =b—a?> 0. Dann ist

/,3 dr \/_/g(ﬁ du
o Pz (u?+ 1)

mit g(t) = D~Y?(x + a). Ahnlich ist

I VD [ VDu-a
——d
/04 P( /(a) u+1 b

Diese Integrale werden dann nach dem vorgenannten Verfahren weiter behandelt.

13 Metrische Riaume

Die methodischen Grundbegriffe der Analysis sind Stetigkeit, Grenzwert und
Konvergenz. Fiir die allgemeine Theorie ist der Begriff der Stetigkeit am besten
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geeignet. Wir stellen eine Begriffswelt bereit, die es erlaubt, den Stetigkeitsbegriff
in grofer Allgemeinheit zu entwickeln. Die Terminologie soll moglichst geome-
trisch sein.

1 Metrik

Eine Metrik auf einer Menge F ist eine Abbildung d: £ x E — R mit den Eigen-
schaften:

(1) d(z,y) =0 genau dann, wenn x = y ist.

(2) d(z,y) =d(y,z) fur alle x,y € E.

(3) d(z,2) <d(x,y) +d(y, 2) fir alle z,y,z € E.
Ein metrischer Raum ist ein Paar (F,d), das aus einer Menge E und einer Me-
trik d auf F besteht. Die Elemente von E heiflen die Punkte des Raumes. Wir
iiblich bezeichnen wir einen metrischen Raum (F, d) meist nur durch die zugrun-
deliegende Menge E. Die Eigenschaft (3) heifit Dreiecksungleichung der Metrik.
Wegen

0 = d(z,z) < d(z,y) +d(y, z) = 2d(z,y)

sind die Werte einer Metrik nichtnegativ. Wir nennen d(z,y) den Abstand der
Punkte z und y.

(1.1) Beispiel. Durch die Festsetzung d(x,y) = |x—y| wird die Standardmetrik
auf R oder C gegeben. Wenn nichts anderes gesagt wird, soll R oder C immer in
dieser Weise als metrischer Raum aufgefafit werden. &

(1.2) Beispiel. Die euklidische Metrik auf R™ wird durch d(x,y) = ||z —y|| defi-
niert. Darin ist ||z|| = (3, 2?)'/2 die euklische Norm des Vektors x = (z1,. .., 7,).

i

Die euklidische Metrik wird als die Standardmetrik angesehen. &

(1.3) Beispiel. Der R" trégt zahlreiche andere Metriken. Zwei weitere sind

di(z,y) = Z |z — yil
i=1
doo(z,y) = max(|z; —y| |1 <i<n).
Darin sind wieder z = (z;) und y = (y;) beliebige Vektoren des R". &

(1.4) Beispiel. Sei E eine beliebige Menge. Durch die Vorschrift d(x,z) = 0
und d(z,y) = 1 fir z # y wird auf E eine Metrik definiert. Wir nennen sie die
diskrete Metrik. &

Die Zahl inf{d(a,b) | a € A, b € B} heiit Abstand der Mengen A,B C E.
Dieser Abstand ist Null, wenn ANB # 0, aber die Umkehrung gilt im allgemeinen
nicht. Wir nennen sup{d(a;, as) | a; € A} € R den Durchmesser von A C E.
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2 Offene Mengen. Abgeschlossene Mengen. Umgebungen

Sei (E,d) ein metrischer Raum. Eine Menge der Form
Ue(z) ={y € E [ d(y, ) < ¢}

hei3t e-Umgebung von z. Eine Menge U C E heifit offene Menge des metrischen
Raumes, wenn zu jedem z € U ein ¢ > 0 mit U.(x) C U existiert. Die leere
Menge gilt als offen. Aus der Definition bestétigt man unmittelbar: Beliebige
Vereinigungen von offenen Mengen sind offen; ein Durchschnitt endlich vieler
offener Mengen ist offen.

Eine Teilmenge von E heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist.
Aus den Eigenschaften offener Mengen erhélt man durch Komplementbildung;:
Beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen; ein Durch-
schnitt endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen. Der ganze Raum
und die leere Menge sind abgeschlossen. Es gibt also durchaus Mengen, die sowohl
offen als auch abgeschlossen sind.

(2.1) Beispiel. Eine Menge der Form U.(x) ist offen. Sei ndmlich y € U.(z)
und sei 0 < § < e —d(z,y). Ist d(y,z) < 6, so folgt

A, 2) < d(y, 2) +d(z,y) < 6+ d(z,y) < <.
Also ist Us(y) C U(z). <&

(2.2) Beispiel. Ein offenes Intervall |a,b[C R ist eine offene Teilmenge des
metrischen Raumes R. Ein abgeschlossenes Intervall [a, b] ist eine abgeschlossene
Teilmenge von R, denn das Komplement ist die Vereinigung der offenen Intervalle
| =00, al und ]b, oo[ . Die Mengen [a, co| und |—o0, a] sind ebenfalls abgeschlossen
in R. Die Menge M = [a, b[, a < b ist weder offen noch abgeschlossen; zum Punkt
a gibt es ndmlich keine Menge U.(a), die in M enthalten ist, weshalb M nicht
offen ist. Und &hnlich sieht man, dafl das Komplement von M nicht offen ist. &

Sei A C E. Eine offene Menge U von E, die A enthélt, heifit offene Umge-
bung von A. Eine Menge B C X heifit Umgebung von A, wenn sie eine offene
Umgebung enthélt. Besteht A nur aus einem Punkt x, so sprechen wir auch von
Umgebungen von x. Es ist also U genau dann eine Umgebung von z, wenn es
ein € > 0 mit U.(x) C U gibt.

(2.3) Notiz. FEine Menge ist genau dann offen, wenn sie Umgebung jedes ihrer
Punkte ist.

BEWEIS. Ist U offen, so ist nach Definition von ,,Umgebung“ U Umgebung jedes
Elementes aus U. Sei umgekehrt die Menge U Umgebung jedes ihrer Elemente.
Dann gibt es also zu u € U eine offene Menge U, mit v € U, C U. Demnach ist
U = U,ev Uu als Vereinigung offener Mengen offen. a
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3 Abgeschlossene Hiille. Inneres

Sei X ein metrischer Raum. Der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen von
X, die A enthalten, wird mit A bezeichnet und abgeschlossene Hiille von A in
X genannt. Sie ist als Schnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen, und A ist
genau dann abgeschlossen, wenn A = A ist. Eine Teilmenge A heit dicht in X,
wenn A = X ist.

Sei A C X. Das Innere von A oder der offene Kern von A ist die Vereinigung
aller in A enthaltenen offenen Mengen und wird mit A° bezeichnet. Der Kern
ist offen, und A ist genau dann offen, wenn A = A° ist. Ein Punkt a € A° wird
innerer Punkt von A genannt. Eine Menge heif3t nirgends dicht, wenn das Innere
ihrer abgeschlossenen Hiille leer ist.

Ein Punkt z € X heifit Berihrpunkt von A C X, wenn jede Umgebung von x
einen nichtleeren Durchschnitt mit A hat, und Hdufungspunkt von A, wenn jede
Umgebung von z einen nichtleeren Durchschnitt mit A\ {«} hat. Hat € A eine
Umgebung U, deren Schnitt mit A nur x enthélt, so ist x ein isolierter Punkt
von A.

(3.1) Satz. Die Menge der Beriihrpunkte von A ist gleich der abgeschlossenen
Hiille von A.

BEWEIS. Sei z € A und U Umgebung von . Wir haben U N A # () zu zeigen.
Angenommen, das sei nicht der Fall. Sei V' C U eine offene Umgebung von z. Ist
U N A leer, so auch VN A, und deshalb gilt A C X \ V. Da X \ V' abgeschlossen
ist, folgt A € X\ V und also VN A = (). Letzteres ist ein Widerspruch zu x € V
und = € A.

Sei umgekehrt 2 Berithrpunkt von A. Ist z nicht in A enthalten, so liegt « in
der offenen Menge X \ A. Nach der Definition eines Beriihrpunktes miifte dann
(X \ A) N A # ) sein, was aber nicht der Fall ist. O

(3.2) Beispiel. Es gilt [a,b] = [a,b], falls a < b ist. Der Punkt b ist ndmlich
Berithrpunkt von [a, b[, und deshalb ist [a,b[U{b} in der abgeschlossenen Hiille
enthalten. Die umgekehrte Inklusion ist klar, da [a, b] abgeschlossen ist. &

(3.3) Beispiel. Die Menge Q ist dicht in R, das heifit es gilt Q = R. Da jede
Umgebung einer reellen Zahl x eine rationale Zahl enthélt, ist £ ndmlich Beriihr-
punkt von Q. O

(3.4) Beispiel. Sei C C R und s = supC € R. Dann ist s ein Beriihrpunkt
von C und ein Haufungspunkt, wenn s nicht in C' liegt. Eine abgeschlossene be-
schrankte Teilmenge der reellen Zahlen enthélt also ihr Supremum und Infimum,
das heif}t, sie hat ein Maximum und ein Minimum. O

4 Stetigkeit

Seien (E7,d;) und (Fs,ds) metrische Rdume. Eine Abbildung f: F; — FEs heifit
stetig an der Stelle a € Ey, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so daf} fiir
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alle z € Fy mit dy(z,a) < § die Ungleichung do(f(z), f(a)) < € gilt. Wir nennen
f stetig, wenn f an jeder Stelle a € E; stetig ist. Ferner heiflit f gleichmdifig
stetig, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dafl fiir alle x,y € E; mit

di(z,y) < 0 stets do(f(2), f(y)) < € gilt.
Die Stetigkeit 1a8t sich auch mit dem Umgebungsbegriff umformulieren:

(4.1) Notiz. Folgende Aussagen sind dquivalent zur Stetigkeit von f: Ey — Es
an der Stelle a:
(1) Das Urbild jeder Umgebung von f(a) ist eine Umgebung von a.
(2) Das Urbild jeder Umgebung von f(a) enthdilt eine Umgebung von a.
(3) Zu jeder Umgebung V von f(a) gibt es eine Umgebung U von a, die durch
f mach V abgebildet wird, f(U) C V.
(4) Zu jedem € > 0 gibt es ein 6 > 0 mit f(Us(a)) C U-(f(a)) (oder, dquiva-
lent dazu, f~'U.(f(a)) D Us(a)).
In (2) und (3) kann ,Umgebung® auch durch ,offene Umgebung® ersetzt werden.
(I

Ist By = F3 = R und d; = dy die Standardmetrik (1.2), so haben wir den
iiblichen Begriff der elementaren Analysis fiir die (gleichméfige) Stetigkeit einer
Funktion f:R — R.

Unmittelbar aus der Definition der Stetigkeit folgt:

(4.2) Notiz. Seien f:Ey — Ey und g: By — E3 Abbildungen zwischen metri-
schen Rdaumen. Ist f bei a und g bei f(a) stetig, so ist go f bei a stetig. a

Sei (F,d) ein metrischer Raum und F' C E. Durch die Einschrinkung von
d x d auf F' x F erhalten wir eine (induzierte) Metrik auf F', die wir wieder mit
demselben Buchstaben bezeichnen. Wenn nichts anderes gesagt wird, versehen
wir Teilmengen immer mit dieser Metrik und sprechen dann von einem Teulraum
oder Unterraum von E. Insbesondere betrachten wir Teilmengen X C R™ als
Teilraum beziiglich der euklidischen Metrik.

(4.3) Notiz. Sei f:Ey, — FE, eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen.
Seien F; C E; Teilmengen. Ist f bei a € Fy stetig, so ist dort auch die Ein-
schrinkung f|Fy stetig. Die Inklusion v: Fy — Ey,x +— x ist immer stetig. Ist
f(Ey) C Fy, soist f genau dann bei a stetig, wenn die zugehorige (und genau-
so bezeichnete) Abbildung f: By — Fy bei a stetig ist. (Fir die Feststellung der
Stetigkeit spielt also die Bildmenge keine Rolle.) a

(4.4) Satz. Fine Abbildung f: E — F zwischen metrischen Rdumen ist genau
dann stetig, wenn das Urbild jeder offenen (bzw. jeder abgeschlossenen) Menge
wieder offen (bzw. abgeschlossen) ist.

BEWEIS. Der Beweis als leichte Umformung aus den Definitionen mag als Auf-
gabe dienen. Siehe aber das dritte Kapitel, wo analoge Aussagen in einem allge-
meineren Kontext hergeleitet werden. a

(4.5) Beispiel. Sei (F,d) ein metrischer Raum und A C E eine nichtleere
Teilmenge. Wir setzen d4(z) = inf{d(x,a) | a« € A} und bezeichnen diese Zahl
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als Abstand von z und A. Eine kleine Uberlegung zeigt |d(x) —da(y)| < d(z,y).
Also ist d4: E — R gleichméaBig stetig. <&

(4.6) Satz. Seien f,g:E — F an der Stelle a stetig. Sei f(a) # g(a). Dann
gibt es eine Umgebung U von a, so daf fir alle x € U immer noch f(x) # g(x)
qgilt.

BEWEIS. Seie =d(f(a),g(a)). Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit gibt es ein
d > 0, so daB fiir d(z,a) < 0 gilt d(f(a), f(x)) < /2 und d(g(a),g(x)) < /2.
Bestiinde fiir ein u € Us(a) die Gleichheit f(u) = g(u), so wiirde die Dreiecksun-
gleichung den Widerspruch

d(f(a),g(a)) < d(f(a), f(u))+d(g(u),g(a)) < e
liefern. O
Genauso wie fiir Funktionen einer reellen Veranderlichen beweist man:

(4.7) Satz. Seien f,9: X — C bei a € X stetig. Dann sind auch f+ g, f - g,
f/g (sofern definiert), | f|, max(f,g) und min(f,g) bei a stetig. 0

(4.8) Beispiel. Die Projektionen pr;: R — R, (z1,...,x,) = z; auf den j-ten
Faktor sind stetig. Mit dem vorigen Satz zeigt man induktiv, daf} alle Polynome
in n Verdnderlichen

i1 i
(T1,..., ) — E iy i T T

stetig sind (a;,.;, € R, Summe mit endlich vielen Termen). Analog fiir komplexe
Polynome. &

(4.9) Satz. Seien f,g: X — R stetig. Dann ist {x € X | f(zx) < g(x)} abge-
schlossen und {x € X | f(x) < g(x)} offen.

BEWEIS. Die Aussage iiber die Abgeschlossenheit folgt durch ,, Komplementbil-
dung® aus der Aussage iiber die Offenheit. Letztere ist aber eine Folgerung aus
(4.6) und (2.3). 0

(4.10) Folgerung. Seien f,g: E — F stetig. Dann ist die Koinzidenzmenge
{e € E| f(e) = g(e)} abgeschlossen. Zwei stetige Funktionen sind gleich, wenn
sie auf emner dichten Menge thres Definitionsbereichs tibereinstimmen. O

(4.11) Beispiel. Sei M, (R) der Vektorraum aller (n,n)-Matrizen mit reel-
len Eintrdgen. Diesen Vektorraum kénnen wir auch als R™ auffassen. Die De-
terminante einer solchen Matrix ist ein Polynom in den Eintragen. Also ist
det: M, (R) — R stetig. Die Menge GL(n,R) = det '(R \ {0}) ist die Men-
ge der invertierbaren Matrizen darin. Als Urbild einer offenen Menge ist diese
Menge also offen. &

(4.12) Beispiel. Die euklidische Norm als Abbildung R" — R,z — ||z|| ist
stetig. Also sind die Mengen

Dt={zeR||z| <1}, S"'={zeR||z||=1}
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als Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen. Das Innere von D™ ist U;(0),
und die abgeschlossene Hiille von U;(0) ist D™. Das Innere von S™! ist leer. Wir
nennen S™ ! die (n — 1)-dimensionale Einheitssphire. &

5 Grenzwerte

Seien E und F' metrische Rdume, sei A C E. Sei z € E Hdufungspunkt von A.
Sei f: A — F eine Abbildung. Das Symbol

(llirri fla)=c
bedeutet: Zu jedem £ > 0 existiert ein 6 > 0, so daf fiir a € Us(z) N A\ {z}
immer d(f(a),c) < e gilt. Wir verwenden dieselbe Limes-Terminologie wie in
der elementaren Analysis. Wir konnen auch hier den Grenzwertbegriff auf die
Stetigkeit zuriickfithren. Wir definieren f#: AU {z} — F durch f#(a) = f(a),
sofern a # z ist, und f#(z) = c. Dann gilt:

(5.1) Notiz. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) lim,_., f(a) =c.
(2) f* ist bei 2 stetig. a

(5.2) Folgerung. Ist z € A Hdiufungspunkt von A und ist f:A — F bei z
stetig, so gilt lim,_,. f(a) = f(2). O

Ein Limes lim, ., f(a) ist, wenn er existiert, eindeutig durch f|A \ {z} be-
stimmt (4.3). Ferner gilt auch jetzt mit gleichem Beweis wie frither der

(5.3) Vertauschungssatz. Seien E, F' und G metrische Riume. Sei A C E,
sei z € B Hdaufungspunkt von A und seien f: A — F und g: F — G Abbildungen.
Sei lim,_., f(a) = b und sei g bei b stetig. Dann ezistiert lim,_.,(g o f)(a) und
ist gleich g(lim,_., f(a)). 0

6 Folgen

Sei (z,, | n € N) eine Folge von Elementen x,, aus dem metrischen Raum E. Wir
sagen, (x,) konvergiert gegen x € E und schreiben dann
Jim o =

wenn zu jedem ¢ > 0 ein N € R existiert, so daB fiir n > N stets d(z,,z) < &
gilt. Gibt es ein derartiges z, so heifit (x,) konvergent, andernfalls divergent. Die
Folge (z,) heifit Cauchy—Folge, wenn zu jedem ¢ > 0 ein N € R existiert, so
daf fiir m,n > N stets d(z,,x,) < ¢ gilt. Wir nennen E wvollstindig, wenn jede
Cauchy-Folge (z,) aus Elementen z,, € F konvergiert.

Die reellen und komplexen Zahlen mit der Standardmetrik sind vollstandig.
Zur letzten Definition bemerken wir zweierlei.

(6.1) Notiz. Konvergiert (z,) gegen x, so ist (x,) eine Cauchy—Folge.
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BeEwEIs. Das folgt sofort mit Hilfe der Dreiecksungleichung d(z,,x,) <
d(Tp, x) + d(z, x,). O

(6.2) Notiz. Der Grenzwert einer Folge ist, wenn er existiert, durch die Folge
eindeutig bestimmi.

BEWEIS. Gelte z = lim, oz, = y. Sei ¢ > 0 gegeben und N so gewihlt,
daB d(z,,z) < € und d(z,,y) < ¢ fir n > N. Dann ist d(z,y) < d(z,z,) +
d(x,,y) < 2e. Da dieses fiir jedes ¢ > 0 gilt, folgt d(x,y) = 0 und damit nach
einer Grundeigenschaft einer Metrik x = y. a

(_6.3) Satz. Sei A Teilmenge des metrischen Raumes E. Genau dann liegt x in
A, wenn es eine Folge (x,) in A gibt, die gegen = konvergiert.

BEWEIS. Ist z = limx,, so liegt « nach (6.2) in A. Sei X € A. Dann ist U;,,NA #
). Wir wihlen z,, darin. Die resultierende Folge konvergiert gegen w. O

(6.4) Satz. Sei f:E, — Ey eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen.
Dann sind dquivalent:

(1) f ist bei a € Ey stetig.

(2) Fiir jede Folge (ay,) in Ey mit lim, . a, = a gilt im,_, f(a,) = f(a).

BEWEIS. (1) = (2). Sei ¢ > 0 gegeben. Sei § > 0 so gewahlt, daB fiir dy(z,a) < §
immer dy(f(x), f(a)) < e gilt. Sei N > 0 so gewéhlt, daf fir n > N im-
mer di(a,,a) < 0 ist. Fir diese n gilt dann do(f(ay), f(a)) < e. Damit ist
lim,, o f(an) = f(a) gezeigt.

(2) = (1). Angenommen, f sei bei a nicht stetig. Dann gibt es ein € > 0, so daf
fiir jedes § > 0 ein x € E) existiert mit di(x,a) < § aber do(f(z), f(a)) > e.
Wir wihlen zu jedem § = n~!, n € N, ein z = a,, mit dieser Eigenschaft. Nach
Konstruktion gilt dann lim,, .., a,, = a. Wegen dy(f(a,), f(a)) > € gilt dagegen
nicht lim,,_, f(a,) = f(a). Widerspruch. O

Sei X ein metrischer Raum und (z,, | n € N) eine Folge in X. Ein Element
z € X heifit Haufungswert der Folge, wenn jede Umgebung von z unendlich viele
Folgenglieder enthélt. Sei HW (z,,) die Menge der Haufungswerte.

Ist 4z N — N eine injektive, monoton wachsende Abbildung, so heifit (x,x) |
n € N) eine Teilfolge von (x,). Sei T'(x,) die Menge der Elemente z € X, die
Grenzwerte konvergenter Teilfolgen sind. L

Sei X(n) = {z,, Tpt1, Tpto, ...} und H(z,) = () —, H(n).

(6.5) Satz. Fir jede Folge (x,) in X sind die Mengen HW (x,), H(x,) und
T(x,) gleich.

BEwEIS. (1) Sei z € HW (z,,). Da jede Umgebung U von z unendlich viele Fol-
genglieder enthilt, ist U N X (n) # 0. Folglich ist z Berithrpunkt von X (n) und
demnach in der abgeschlossenen Hiille enthalten. Das gilt fiir jedes n; also liegt
z in H(x,).

(2) Sei z € T'(xy,) und sei (x,,)) eine Teilfolge, die gegen z konvergiert. Ist U eine
Umgebung von z, so gibt es wegen der Konvergenz ein N, so daf§ fiir n > N gilt
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Tymy € U. Also enthélt U unendlich viele Folgenglieder, das heiBt 2 € HW (xy,).

(3) Sei z € H(z,). Wir konstruieren induktiv eine Teilfolge, die gegen z kon-
vergiert. Seien x,(j, 1 < j < n — 1 so gegeben, daB d(z,z,;) < j ' ist.
Da der Durchschnitt Uy/,(2) N X (u(n — 1) 4+ 1) nicht leer ist, kénnen wir ein
p(n) > p(n — 1) mit d(z,z,,)) < n~' wihlen. Die resultierende Folge konver-
giert wie gewiinscht. a

(6.6) Folgerung. Sei (x,) eine Folge in der abgeschlossenen Teilmenge A
des metrischen Raumes X. Dann liegen alle X(n) in A, also auch alle
Hiufungswerte. O

(6.7) Folgerung. Sei A eine abgeschlossene Teilmenge des vollstindigen me-
trischen Raumes E. Dann ist A vollstindig. Fine Cauchy—Folge in A ist eine
Cauchy—Folge in E, hat dort einen Limes, der nach (6.6) in A liegt. O

7 Das Cauchy—Kriterium

(7.1) Cauchy—Kriterium. Sei f: A — F eine Abbildung aus einer Teilmenge
A des metrischen Raumes E. Sei z Hdufungspunkt von A. Sei F' wvollstindig.
Zu jedem € > 0 gebe es ein § > 0, so daf$ fir alle a,b € Us(z) N A\ {z} die
Ungleichung d(f(a), f(b)) < e gilt. Dann existiert lim,_., f(a).

BEWEIS. Sei ¢ > 0 fixiert und 6 > 0 mit der Eigenschaft des Satzes gewéhlt.
Sei z = lima,, a, € A. Das ist moglich, weil z Haufungspunkt von A ist. Sei
N so, daB d(a,,z) < §/2 fir n > N. Dann ist d(a,,a,) < ¢ und folglich
d(f(am), f(ay)) < e fiir m,n > N, das heiit, (f(a,,)) ist eine Cauchy—Folge in F.
Da F' vollstiandig ist, hat sie einen Grenzwert c. Ist nun d(z,a) < §/2 und wéhlen
wir a,, so, dal d(z,a,) < 0/2 und d(c, f(an)) < €/2, so ist d(a,a,,) < 6 und
folglich d(c, f(a)) < d(a, f(am)) + d(f(am), f(a)) < e. Damit ist lim,_,, f(a) = ¢
gezeigt. O

8 Fortsetzung stetiger Abbildungen

(8.1) Satz. Seien E und F metrische Riume. Sei F' vollstindig. Sei A C E
und sei p: A — F' gleichmifsig stetig. Dann gibt es genau eine gleichmdifig stetige
Abbildung ®: A — F, die [ erweitert.

BEWEIS. Nach (4.4) ist eine Erweiterung eindeutig bestimmt. Sei z € A\ A. Da
¢ gleichméBig stetig ist, so existiert lim,_., ¢(a), weil das Cauchy—Kriterium (7.1)
erfiillt ist. Wir nennen diesen Limes ®(z). Es bleibt zu zeigen, dal ® gleichméfig
stetig ist. Zu € > 0 wihlen wir § > 0 so, daf§ fiir a,b € A mit d(a,b) < 30 immer
d(p(a), p(b) < £/3 gilt. Seien z,y € A mit einem Abstand d(z,y)d. Es gibt
a,b € Amit d(z,a) <9, d(y,b)d und d(P(z), p(a)) < /3, d(P(y), (b)) < /3.
Aus der Dreiecksungleichung folgt, dafl d(a, b) < 34 ist. Insgesamt bekommt man
A(D(x), B(y)) < d(D(z), p(a)) + dlp(a), $(b)) + d((b), B(y)) < <. 0
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9 Produkte

Seien (Ej,d;), 1 < j < nmetrische Raume. Auf dem Produkt £y x Ey % ---x E,, =
H?Zl E; definieren wir eine Metrik d durch die Festsetzung

d((xla <o 7'1'71)7 (yla cee 7yn)) = mjade<iL'j,yj)-

Die Axiome einer Metrik sind leicht nachzuweisen. Diese Metrik ist der Produkt-
struktur gut angepafit, denn es gilt

U1y ... ) = U(1) X -+ X Ue(y,).

Wir nennen deshalb diese Metrik die Produktmetrik. Diese Metrik hat auflerdem
die Eigenschaft, dafl wir sie schrittweise aufbauen konnen; zum Beispiel stimmen
die so auf (E; X E3) x E3 und E; X (Fy X E3) und E; x Ey x E3 gegebenen
Metriken iiberein.

Die offenen Mengen der Produktmetrik héingen nur von den offenen Mengen
der beteiligten Raume ab. Es gilt ndmlich:

(9.1) Notiz. Eine MengeU C [[ E; ist genau dann offen, wenn sie Vereinigung
von Mengen der Form [[U;, U; C E; offen, ist.

BEWEIS. Es geniigt, den Fall n = 2 zu behandeln. Wir zeigen, dal U C F; x F,
genau dann offen ist, wenn U Vereinigung von Mengen der Form U; xUs, U; C E;
offen ist. Sind U; C E; offen und ist u; € Uj, so gibt es ¢ > 0 mit U (u;) C
U;. Also ist Uy x Uy Vereinigung von offenen Mengen der Form U, (uy,us) und
damit offen. Ist U C E; X Es, offen, so ist nach Definition der Produktmetrik U
Vereinigung von Mengen der Form U, (uy) X Ue(us). O

(9.2) Satz. Seien Ei, Ey, F' metrische Riume. Sei [ = (f1, f2): F — E; X
Ey, x — f(z) = (fi(z), fa(x)) eine Abbildung. Sie ist genau dann bei a stetig,
wenn die f;(x) beide bei a stetig sind. O

(9.3) Bemerkung. Fiir die Untersuchung der Stetigkeit von Abbildungen zwi-
schen Teilmengen euklidischer Rdume spielt es keine Rolle, welche der Metriken
dy,ds, ds wir verwenden. Der Grund dafiir liegt darin, dafl alle diese Metriken
dieselben offenen Mengen liefern und die Stetigkeit allein mit Hilfe der offe-
nen Mengen formuliert werden kann. Dieser Standpunkt wird im dritten Kapitel
durch Betrachtung topologischer Rdume prézisiert und ausgebaut. &

10 Aufgaben und Erginzungen

1. Eine Cauchy—Folge, die eine konvergente Teilfolge hat, konvergiert.

2. Sei A eine nichtleere Teilmenge des metrischen Raumes E. Dann ist A = d;ll(()),
also die Menge der Punkte, die von A den Abstand Null haben.

3. Eine endliche Menge in einem metrischen Raum ist abgeschlossen.

4. Beweise oder widerlege: In einem metrischen Raum ist die abgeschlossene Hiille von
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Ue(z) immer gleich {e € E | d(e,z) < e}.
5. Sei (F,d) ein metrischer Raum. Trage E'x F die Produktmetrik. Dann ist d: ExXE —
R gleichméfig stetig.

14 Normierte Vektorriaume

Viele metrische Rdume der Analysis entstehen aus normierten Vektorrdumen.
Insbesondere sind Funktionenrdume wichtig, also Vektorrdume, deren Elemente
Funktionen sind. Wir verwenden Vektorrdume iiber R oder C und setzen K =
R, C, wenn beide Fiélle erlaubt sind.

1 Norm

Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Abbildung N:V — R mit
den Eigenschaften:

(1) N(v) =0 genau dann, wenn v = 0 ist.

(2) N(\v)=|AN() fir Ne Kundv e V.

(3) Nw+w) < N(v)+ N(w).
Ein normierter Vektorraum (V, N) ist ein Paar, das aus einem Vektorraum V
und einer Norm N auf V' besteht. Die Eigenschaft (3) heifit Dreiecksungleichung
der Norm. Eine Norm wird oft durch N(v) = ||v|| bezeichnet, eventuell noch
mit einem Index an || — || zur Unterscheidung mehrerer Normen. Wir bezeichnen
normierte Rd&ume meist nur durch die zugrundeliegende Menge.

(1.1) Notiz. Sei (V,N) ein normierter Vektorraum. Dann wird durch die Fest-
setzung d(x,y) = N(x —y) eine Metrik auf V' gegeben. O

Wir fassen einen normierten Vektorraum in der vorgenannten Weise als metri-
schen Raum auf. Ist ein normierter Vektorraum als metrischer Raum vollstindig,
so nennt man ihn Banach-Raum. Wegen d(x,0) = N(v) nimmt eine Norm iibri-
gens nur nichtnegative Werte an.

(1.2) Beispiele. Auf R" haben wir fiir 1 < p die p-Norm

n 1/p
el = (zxf) |
=1

Im Fall p = 2 ist das die euklidische Norm. Die Dreiecksungleichung fiir die p-
Norm ist die frither hergeleitete Minkowskische Ungleichung. Im Fall p = 1 ist
lzll, = > i |2i], und die zugehorige Metrik haben wir schon in (1.3) betrachtet.
Wir haben auflerdem die Mazimumnorm ||zl = max(|z;|) mit der zugehorigen
Metrik do, aus (1.3). Entsprechende Normen gibt es auch auf dem C™. &
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(1.3) Bemerkung. Ist (V, N) ein komplexer normierter Vekorraum und fassen

wir V' durch Strukturvergessen als reellen Vektorraum Vg auf, so ist dieselbe
Abbildung N auch eine Norm auf Vk. &

(1.4) Notiz. Sind (v,) und (w,) konvergente Folgen in einem normierten Vek-
torraum, so gilt lim(v,, + w,) = limv, + limw,, und lim A\v, = Alimv,. a

2 Funktionenriume

Wir geben jetzt einige fiir die Analysis typische normierte Vektorrdume aus Funk-
tionen an.

(2.1) Beispiel. Sei X eine beliebige Menge und sei B(X, R) der Vektorraum al-
ler beschrankten Funktionen f: X — R. Dabei heifit eine Funktion f beschrdnkt,
wenn

[flloe = sup{|f(z)| | z € X} € R

existiert. Durch f — || f]|c wird die Supremumsnorm auf B(X,R) definiert.

Sei (f, | n € N) eine Folge in B(X,R). Konvergiert (f,) beziiglich der Su-
premumsnorm gegen f, so ist das dquivalent dazu, dafl (f,,) im iiblichen Sinn
gleichméBig gegen f konvergiert. Der Raum (B(X,R), || — ||o) ist vollstdndig, al-
so ein Banach-Raum. Ist ndmlich (f,) eine Cauchy—Folge, so ist fiir jedes x € X
auch (f,(z)) eine Cauchy—Folge reeller Zahlen, konvergiert also gegen eine f(x)
genannte Zahl. Man bestétigt, dal © — f(z) eine beschriankte Funktion ist
und dafl (f,) in der Sup-Norm gegen f konvergiert. Im Fall X = {1,... n}
ist iibrigens B(X,R) = R" und dieser Raum ist vollstindig beziiglich der
Maximumnorm. &

(2.2) Beispiel. Das vorstehende Beispiel lait sich leicht verallgemeinern. Sei V'
ein normierter Vektorraum und X eine beliebige Menge. Eine Funktion f: X — V
heiflt beschrinkt, wenn x +— || f(z)]| als Funktion X — R beschrénkt ist. Aus den
Grundeigenschaften einer Norm folgt, dafi die Menge B(X, V') der beschrénkten
Funktionen X — V beziiglich punktweiser Addition und Skalarmultiplikation
ein Vektorraum ist. Fir f € B(X, V) setzen wir

[ flloe = sup{[lf(@)[| | # € X}

Die Zuordnung f — || f|le ist dann eine Norm auf B(X, V).
Ist V' ein Banach-Raum, so ist B(X,V) ebenfalls ein Banach-Raum. Den
Nachweis lassen wir als Aufgabe. <&

(2.3) Beispiel. Sei C°a,b] = C([a,b],R) der Vektorraum der stetigen Funk-
tionen [a, b] — R. Da eine solche Funktion beschrénkt ist, so handelt es sich um
einen Untervektorraum von B([a, b], R). Der Raum C°[a, b], || — || ist ein Banach-
Raum, da Konvergenz in diesem Raum die iibliche gleichméfige Konvergenz ist.
Wir wisen aber schon, das ein gleichméfliger Limes stetiger Funktionen wieder
stetig ist.
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Auf dem Vektorraum C°[a, b] haben wir fiir 1 < p < oo auch die p-Norm

i = ([ 1wpar) "

Die Dreiecksungleichung dafiir ist die frither hergeleitete Minkowskische Unglei-
chung. &

3 Lineare Abbildungen

Wir untersuchen die Stetigkeit von linearen Abbildungen zwischen normierten
Vektorrdumen.

(3.1) Satz. Sei f:V — W eine lineare Abbildung zwischen normierten Vek-
torrdumen. Dann sind dquivalent:

(1) f ist stetig.

(2) f ist am Nullpunkt stetig.

(3) Es gibt eine Zahl C >0, so daf fir alle v € V' die Ungleichung

IF () < Cllvll

gilt.
Fine stetige lineare Abbildung ist gleichmdfig stetig. (Wir bezeichnen die Normen
in V. und W mit demselben Symbol.)

BeEwEIs. (1) = (2) ist klar.

(2) = (3). Wegen der Stetigkeit am Nullpunkt gibt es ein 6 > 0, so da aus
lul| < & folgt || f(u)|| < 1. Sei v # 0 ein Vektor aus V. Dann hat u = §|jv||~'v
die Norm kleinergleich §. Es ergibt sich || f(v)| < 67 1|v]].

(3) = (1). Wegen || f(u)—f(v)]| < C|lu—v|| erkennen wir, daf f sogar gleichméBig
stetig ist. O

Im Kontext der normierten Vektorrdume wird eine lineare Abbildung auch
linearer Operator genannt. Wegen (3) in (3.1) heifit eine stetige lineare Abbildung
auch beschrdanker Operator. Das Infimum der C, fir die ||f(v)|| < C|v| gilt,
wird mit || f|| bezeichnet und Norm des Operators f genannt. Diese Norm héngt
natiirlich von den in V und W vorgegebenen Normen ab. Der néchste Satz zeigt,
daB} diese Verwendung des Wortes Norm gerechfertigt ist.

(3.2) Satz. Sei L(V,W) die Menge der beschrinkten Operatoren V- — W zwi-
schen normierten Vektorrdumen. Dann ist L(V, W) beziiglich der vorstehend de-
finierten Normen ein normierter Vektorraum. Ist W ein Banach—Raum so auch

L(V,W).

BEWEIS. Zunichst einmal handelt es sich bei L(V,W) um einen Vektorraum

(mit punktweise definierter Addition und Skalarmultiplikation; Untervektorraum
von Hom(V, W)). Seien namlich fi, fo € L(V,W). Dann gilt

I+ ) < WA @)+ @)1 < (AT ED - o
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Also ist f; + f2 ein beschrankter Operator, und es gilt

1o+ Lol < WAl + 1121

Analog folgt ||Af]| = [A- ||f]]- Ist || f|| = 0, so ist fiir alle v € V auch || f(v)]| =0
und deshalb f(v) = 0; also ist f das Nullelement in L(V, W).

Sei nun W ein Banach-Raum und (f,,) eine Cauchy—Folge in L(V, W). Sei e >
0 fixiert und N so gewéhlt, daB fiir m,n > N die Abschitzung || f,, — fo|| < € gilt.
Fir v € V gilt dann || f,n(v) — fn(v)|| < €]|v]| und deshalb ist ( f,(v)) eine Cauchy—
Folge in W. Sei f(v) ihr Limes. Aus (1.4) und der Linearitit der f,, zeigt man,
dal v — f(v) eine lineare Abbildung ist. Da die Norm eine stetige Abbildung ist,
folgt aus [[fn(v) — fu(v)]| < [l die Ungleichung |fn(v) — f()]] < ellol], und
damit schlieBen wir auf || f,, — f|| < e. Also konvergiert (f,) in L(V, W) gegen f.

|
(3.3) Notiz. Seien f:U — V und g:V — W beschrinkte Operatoren. Dann
ist auch g o f beschrinkt, und es gilt ||go f| <llgll - |l f]l- -
(3.4) Satz. Sei A:V — W ein beschrinkter Operator. Dann gilt
1Al = sup | Az].

BEWwEIS. Aus [|[Az| < [|A||||z|| folgt ||Az|| < ||A|| fir alle x mit ||z]| = 1. Also
ist das fragliche Supremum L < || A]|. Sei umgekehrt v # 0. Dann hat [Jv||~'v die
Norm 1 und aus

]P(ﬁﬂ“s& vl < Lio]
v
folgt ||Al| < L. O

(3.5) Beispiel. Jede lineare Abbildung f:R™ — R™ ist stetig, wenn man etwa
die euklidische Norm zugrundelegt. Unstetige lineare Abbildungen treten also
erst bei unendlich-dimensionalen Vektorrdumen auf. &

(3.6) Beispiel. Sei R* der Vektorraum aller Folgen (a,, | n € N), bei denen
nur endlich viele a,, # 0 sind. Die Formel fiir die euklidische Norm definiert auch
auf R* eine Norm. Die Vektoren ey, die die k-te Komponente gleich Eins haben
und alle anderen gleich Null, haben die Norm 1 und bilden eine Basis im Sinne
der linearen Algebra. Eine lineare Abbildung f:R* — R wird durch die Werte
f(ex) bestimmt. Setzen wir f(er) = k, so ist der Operator f nicht beschriankt.<

(3.7) Beispiel. Das Integral ist eine lineare Abbildung

/:Co[a,b] —R, f~— /abf(t)dt.

Es gilt \fj f@)dt] < (b — a)||fllo. Demnach ist | ein beschrinkter linearer
Operator, also eine stetige lineare Abbildung

/memw—mweﬁw—n
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Als Spezialfall von 1(6.4) erhalten wir die frither schon bewiesenen Aussage

b b
lim/ fn:/ lim f,.

Hierin ist lim f,, beziiglich || — || zu lesen. &

(3.8) Beispiel. Sei C''[a,b] der Vektorraum der stetig differenzierbaren Funk-
tionen [a, b] — R. Die Ableitung ist eine lineare Abbildung

D:C'[a,b] — C°[a,b).
Wir definieren auf C[a, b] die C*-Norm als die Summe zweier Sup-Normen durch

[fllcr = sup | f| + sup |/

und setzen, der Einheitlichkeit halber,

[fllco = sup|f].

Dann ist || D f||co = sup|f’| < || f|lcr und demnach D ein beschrinkter Operator
beziiglich dieser Normen. Wir kénnen C'[a,b] auch als Unterraum von C°[a, b]
mit der C°-Norm betrachten. Dann ist D nicht beschrinkt, da im Fall [a,b] =
[0, 27] gilt: fn: 2 + sinz hat die C°-Norm 1 und Df, hat die C°-Norm n. <

(3.9) Beispiel. C'[a,b] mit der C*-Norm ist vollstéindig. Eine Folge (f,) in die-
sem Raum konvergiert ndmlich , wenn sowohl ( f,,) als auch (f})) im gewohnlichen
Sinne gleichméfBig konvergiert. Wir haben gesehen, dal dann die Limesfunktion
wieder stetig differenzierbar ist. &

(3.10) Satz. Seien E und F normierte Vektorrdume. Sei F' wvollstindig, sei
A C E ein Untervektorraum und sei p: A — F eine stetige lineare Abbildung
mit Norm L. Dann gibt es genau eine stetige lineare Abbildung ®: A — F, die ¢
erweitert; sie hat dieselbe Norm L.

BeweEis. Nach 1(8.1) gibt es eine stetige Erweiterung ®. Sie ist linear: Die Ab-
bildung (z,y) — ®(z +y) — &(z) — ®(y) ist auf A x A gleich Null, also auch
auf der Hiille A x A von A x A; ebenso fiir die Skalarmultiplikation. Also ist ®
linear. Eine Relation [|¢(2)|| < (L +¢)||z|| bleibt bei Grenziibergéngen erhalten;
also gilt sie auch fiir ®; das zeigt die Behauptung iiber die Norm.

4 Aufgaben und Erginzungen

1. Seien di und do Metriken auf E. Sie heiflen dquivalent, wenn es positive Zahlen a
und b gibt, so daB fir alle z,y € E die Ungleichung ad;(z,y) < da(z,y) < bdi(z,y)
gilt. Aquivalenz von Metriken auf F ist eine Aquivalenzrelation. Aquivalente Metriken
fithren zu demselben Begriff von Cauchy—Folge. Auch der Begriff der gleichméfiigen
Stetigkeit @ndert sich nicht, wenn die Metrik eines beteiligten Raumes durch eine
dquivalente ersetzt wird.
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2. Seien N7 und N Normen auf dem Vektorraum V. Sie heiflen dquivalent, wenn es
positive Zahlen a und b so gibt, da8 fiir alle v € V' die Ungleichung aN;(v) < Na(v) <
bN1(v) gilt. Aquivalente Normen fithren zu dquivalenten Metriken. Aquivalenz von
Normen ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Normen auf V.

Im vierten Abschnitt werden wir zeigen, dafl je zwei Normen auf dem R" &dquivalent
sind. Fiir die Normen || — |1, || = ||2; || = |lcc Weise man diese Tatsache durch eine direkte
Rechnung nach.

15 Topologische Grundbegriffe

Der Grundbegriff der Stetigkeit héngt nur mittelbar von einer Metrik ab. Er
1Bt sich mit dem Grundbegriff der offenen Menge formulieren. Wird letzterer
zugrundegelegt, so erhélt man den Begriff eines topologischen Raumes.

1 Topologische Raume

Die grundlegenden mengentheoretischen Eigenschaften der offenen Mengen wer-
den im Begriff einer Topologie zusammengefafit.

Sei X eine Menge und P(X) die Menge aller Teilmengen von X. Eine Teil-
menge O C P(X) heifit Topologie auf X, wenn sie die folgenden Eigenschaften
hat:

(1) Jede Vereinigung von Mengen aus O ist eine Menge aus O.

(2) Durchschnitte von endlich vielen Mengen aus O liegen in O.

(3) Die leere Menge und X liegen in O.

Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, Q), das aus einer Menge X und einer
Topologie O auf X besteht. Die Mengen in O heiflen die offenen Mengen des
topologischen Raumes (X, Q). Wir sagen auch, X trigt die Topologie O. Wie
iiblich bezeichnen wir einen topologischen Raum oft nur durch die zugrundelie-
gende Menge X.

Eine Menge A C X heifit abgeschlossen in (X, O), wenn ihr Komplement X'\ A
offen in (X, Q) ist. Das System aller abgeschlossenen Mengen hat die zu (1) —
(3) dualen Eigenschaften, die sich daraus durch Komplementbildung ergeben:

(1) Der Schnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

(2) Eine Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

(3) Die leere Menge und X sind abgeschlossen.

(1.1) Notiz. Sei O(E) die Menge aller offenen Mengen eines metrischen
Raumes E. Dann ist O(F) eine Topologie auf E. O

Ist O eine Topologie auf X und gibt es eine Metrik d auf X, so dafi O =
O(X,d) ist, so heiit die Topologie metrisch und der topologische Raum (X, Q)
metrisierbar.
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Die Begriffe Umgebung, abgeschlossene Hiille, Inneres, Beriihrpunkt werden
wie fiir metrische Rdume definiert.

(1.2) Der Raum R. Um die offenen Mengen von R zu definieren, erkliren wir
zunachst die Umgebungen von Punkten. Ist x € R, so heile U Umgebung von =,
wenn es ein € > 0 mit U.(z) C U gibt. Ist x = 0o, so heile U Umgebung von z,
wenn es ein M € R gibt mit |M,o00] C U. Ist z = —o0, so heifle U Umgebung
von z, wenn es ein m € R gibt mit [—oco, m[C U. Eine Menge heifle schlielich
offen, wenn sie Umgebung jedes ihrer Elemente ist. Man bestétigt leicht, dafl die
so definierten offenen Mengen eine Topologie bilden. &

Ist (X, O) ein topologischer Raum und A C X, so ist
OIA={UCAlesgibt VeOmitU=ANV}

eine Topologie auf A. Sie heifit die induzierte Topologie oder die Teilraumtopo-
logie oder die Relativtopologie von A beziiglich des Raumes (X, O). Der Raum
(A, O|A) heiit Unterraum oder Teilraum von (X, Q), oder kurz: A Unterraum
von X.

(1.3) Notiz. Sei (E,d) ein metrischer Raum und F C E. Die Teilraumtopo-
logie O(E,d)|F ist die Topologie, die von der auf F eingeschrinkten Metrik d
induziert wird. O

(1.4) Beispiel. Wenn wir die in (1.4) definierte Topologie von R auf die Teil-
menge R einschréanken, so erhalten wir die Standardtopologie von R. &

Man hat zu beachten, daf§ durch die Relativtopologie jede Teilmenge ihre
eigene Topologie bekommt. Es kann zum Beispiel U C A in der Relativtopologie
von A offen sein, ohne in X offen zu sein. Zum Beispiel ist ja der gesamte Raum
immer offen, also ist C' = [a, b] offen im Raum C, aber nicht offen im Raum R.
In dem Teilraum [0, 1[U]1, 2] von R sind die beiden Teilmengen [0, 1] und ]1,2]
sowohl offen als auch abgeschlossen.

(1.5) Satz. Uber die Menge U(x) der Umgebungen eines Punktes x € X gelten
die folgenden Aussagen:
(1) Jede Obermenge einer Umgebung von x ist eine Umgebung von x.
(2) Der Durchschnitt endlich vieler Umgebungen von x ist eine Umgebung
von x.
(3) Jede Umgebung von x enthdlt x.
(4) Ist U eine Umgebung von x, so gibt es eine weitere Umgebung V' von x,
so daff U Umgebung jedes Punktes von V ist. a

Den leichten Nachweis aus den Definitionen iibergehen wir. Es ist jedoch gele-
gentlich niitzlich, zu wissen, dafl der Umgebungsbegriff auch zur axiomatischen
Definition eines topologischen Raumes benutzt werden kann. Felix Hausdorff, der
in seinem 1914 erschienenen Buch ,, Grundziige der Mengenlehre“ den Grundbe-
griff gepréigt hat, ist so vorgegangen [?]. Es gilt:
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(1.6) Satz. Sei X eine Menge. Jedem Element x von X sei ein System U(x)
von Teilmengen, genannt Umgebungen von x, so zugeordnet, dafS die im voran-
stehenden Satz genannten Aussagen gelten. Dann gibt es genau eine Topologie
auf X, so daff U(x) das Umgebungssystem von x beziiglich dieser Topologie ist.

BEWwEIS. Wir definieren eine Menge 7 C P(X) durch: U € 7 < zu jedem
x €U gibt esein V € U(x) mit V C U. Dann zeigt man, dal 7 eine Topologie
ist. Gibt es eine Topologie S mit den im Satz genannten Eigenschaften, so muf}
offenbar & D 7 sein; und da eine offene Menge Umgebung jedes ihrer Punkte
ist, so ist auch S C 7.

Es mufl noch gezeigt werden, dafl ¢(z) aus den Umgebungen von = beziiglich
7T besteht. Sei U € U(x), und sei W C U die Teilmenge der v € U, zu denen
es ein W, € U(u) mit W, C U gibt. Wir zeigen, dafl W offen in der Topologie
T ist und x enthilt. Die Relation z € W ist klar, weil U = W, gewéhlt werden
kann. Sei z € W, W, C U, W, € U(z). Es gibt nach (1.2.4) zu W, eine Menge
V, € U(z), so daBB W, € U(v) fiir alle v € V,. Aus v € V, folgt also W, € U(v),
W, C U und damit v € W nach Definition von W. Da z € W beliebig war, ist
W € 7T und deshalb wegen W C U die Menge U eine Umgebung von z in 7. O

Ein System von Umgebungen eines Punktes x heifit Umgebungsbasis des Punk-
tes x, wenn in jeder Umgebung von x eine Menge dieses Systems enthalten ist.
Die Umgebungen sind dann einfach die Obermengen von Mengen dieses Systems.
Ein Raum erfiillt das erste Abzdhlbarkeitsaziom, wenn jeder Punkt eine abzéhl-
bare Umgebungsbasis hat. Abzdhlbare Umgebungsbasen sind der Grund dafiir,
dal man Grenzwerttheorie mit Folgen betreiben kann. In allgemeinen Rdumen
mufl man Folgen zu Netzen verallgemeinern. Eine Folge (z; | ¢ € N) in einem
topologischen Raum X heifit konvergent mit dem Grenzwert x, wenn zu jeder
Umgebung U von z ein N existiert, so da3 fir m > N das Element z,, in U
enthalten ist.

Eine Teilmenge B aller offenen Mengen O eine Raumes (X, Q) heifit Basis
der Topologie O, wenn jede Menge U € O Vereinigung von Elementen aus B
ist. Eine Teilmenge & von O heifit Subbasis, wenn die Menge aller endlichen
Durchschnitte aus S eine Basis von O ist. Sind O; und O, Topologien auf X
und gilt O; C O,, so heidt Oy griober als Oy und Oy feiner als O;. Die feinste
Topologie hat alle Teilmengen als offene Mengen; sie heifit die diskrete Topolgie.
Die grobste Topologie auf X hat nur X und () als offene Teilmengen; sie heif3t
die Klumpentopologie.

Ein Raum erfiillt das zweite Abzdihlbarkeitsaxiom, wenn er eine abzihlbare Ba-
sis hat. Das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom impliziert das erste. Réume mit abzéhl-
barer Basis werden manchmal separabel genannt.

Die Topologie eines metrischen Raumes X hat die folgende weitere Eigen-
schaft:

(T3) Zu je zwei verschiedenen Punkten x und y gibt es disjunkte Umgebungen
U von x und V von y.
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Hat ein topologischer Raum diese Eigenschaft 75, so sagen wir, er sei ein
Hausdorff-Raum, hausdorffsch oder separiert.

2 Abgeschlossene Hiille und Inneres

Der néichste Satz sammelt einige Figenschaften der abgescglossenen Hiille und des
Inneren. Der Satz I(5.1) gilt mit gleichem Beweis auch in topologischen Raumen.

(2.1) Satz. Seien A und B Teilmengen des Raumes X. Dann gilt:

(1) Aus AC B folgt AC B.
(2) AUB=AUB.

(3) AAB C ANB.

(4) Aus A C B folgt A° C B°.
(5) (ANB)°=A°NB°.

(6) (AuB)®° D> A°U B°.

(7) X\A=(X\A:°.

(8) X\ A=X\ A

BewErs. (1) Es gilt A € B € B. Da B abgeschlossen ist und A enthilt, gilt
AcCB.
(2) Wegen A C AU B ist nach (1) A C AU B und folglich AU B C AU B.
Wegen A C Aund B C Bist AUB C AU B. Da AU B abgeschlossen ist, folgt
AUBC AUB.
(3) Aus AC Aund B C B folgt AN B C AN B. Da AN B abgeschlossen ist,
folgt ANB C AN B.
Der Beweis fiir (4), (5) und (6) ist ,,dual® zum Beweis fiir (1), (2) und (3).
(7) X \ A ist als Komplement einer abgeschlossenen Menge offen und in X \ A
enthalten. Also gilt X \ A C (X \ A)°.

Wegen X\ A D (X\ A)° liegt (Komplementbildung) A in der abgeschlossenen
Menge X \ (X \ A)° und folgt liegt auch A darin. Durch abermalige Komple-
mentbildung erhélt man X \ A C (X \ A)°.

Der Beweis von (8) ist ,,dual® zum Beweis von (7). O

Der Rand von A in X wird durch AN (X \ A) definiert. Wir bezeichnen den
Rand mit Rd(A).

3 Stetigkeit

Wir kommen nun zur allgemeinen Formulierung der Stetigkeit mit Hilfe von
Umgebungen und offenen Mengen.

Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen. Sie heifit stetig
an der Stelle x, wenn das Urbild jeder Umgebung von f(x) eine Umgebung von
x ist. Aquivalent dazu sind: Das Urbild jeder Umgebung von f(z) enthilt eine
Umgebung von z. Zu jeder Umgebung V von f(x) gibt es eine Umgebung U
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von f(x) mit f(U) C V. Im Falle der metrischen Rdume geniigt es, mit e-
Umgebungen zu arbeiten, das heifit, f ist stetig bei z, wenn zu jedem ¢ > 0
ein 0 > existiert mit f(Us(z)) C U:(f(x)). Weiterhin heifit f stetig, wenn f an
allen Stellen stetig ist. Verkettungen stetiger Abbildunge sind offenbar stetig.
Wir erldutern nun, wie der Begriff der Stetigkeit mit den anderen topologischen
Grundbegriffen zusammenhéngt.

(3.1) Satz. Sei f: X — Y eine Abbbildung zwischen topologischen Rdumen.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist stetig.
(2) Das Urbild jeder offenen Menge ist offen.
(3) Fiir jede Teilmenge B von'Y gilt f~1(B°) C ( o
(4) Fir jede Teilmenge B von'Y gilt f~*(B) C (B
(5)  Fiir jede Teilmenge A von X gilt f(A) C ( ).
Das Urbild jeder abgeschlossenen Menge ist abgeschlossen.

3 B)).
4 )
5

— — N

(6

BEWEIS. (1) < (2). Sei V' C Y offen. Dann ist V' eine Umgebung jedes Punktes
v € V. Also ist nach Definition der Stetigkeit U = f~!(V) eine Umgebung
jedes Punktes dieser Menge. Eine Menge ist aber genau dann offen, wenn sie
Umgebung jedes ihrer Elemente ist.

Sei umgekehrt V' eine Umgebung von f(z). Nach Definition von Umgebung
und (2) ist f71(V) eine Umgebung von z. Also ist f bei z stetig.
(2) = (3). f71(B°) ist als Urbild einer offenen Menge offen und in f~!(B) ent-
halten. Nach Definition des Inneren folgt die behauptete Inklusion.
(3) = (4). Wir benutzen (2.2.7) und mengentheoretische Dualitét

X\_f—1< )= (AL =20 B
XN\ B)) = f(X\B)=X\ (D).
Die Inklusion gilt wegen (3). Durch Komplementbildung ergibt sich die Behaup-
tung.
(4) = (5). Wir haben

A D A0 A

wobei die erste Ungleichung wegen (4) gilt und die zweite wegen f~1f(A) D A.
Die Inklusion zwischen den &ufleren Termen ist aber dquivalent zur Behauptung.

(5) = (6). Sei B C Y abgeschlossen. Mittels (5) erhalten wir

FUfH(B)) c f(f~1(B)) C B =B.

Also gilt f~1(B) C f~'(B); die umgekehrte Inklusion ist aber klar; also besteht
Gleichheit, und deshalb ist f~1(B) abgeschlossen.

(6) = (2) gilt wegen mengentheoretischer Dualitét. O

(3.2) Satz. Sei X ein topologischer Raum und V ein normierter Vektorraum
tber K. Sind f,g: X — V bei a € X stetig und ist A € K, so sind auch f+ g
und \f bei a stetig.
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BEWEIS. Seie > 0 gegeben. Da f und g bei a stetig sind, gibt es eine Umgebung
U von a, so daB fiir z € U die Ungleichungen

1f(x) = fla)ll <e/2, llg(z) —g(a)ll <&/2
gelten. Fiir x € U gilt dann

I(f +9)(@) = (f + 9) @) < [1f(z) = fa)] + llg(z) — g(a)ll <e,
was die Stetigkeit von f + g bei a belegt. Analog fiir Af. a

Eine stetige Abbildung f: X — Y heiit Homdéomorphismus, wenn sie eine
stetige Umkehrabbildung ¢g: Y — X besitzt. Gibt es einen Homoéomorphismus
f: X =Y, so heiflen die Rdume X und Y homdomorph.

Eine stetige Abbildung f: (Y, S) — (X, O) heifit Einbettung, wenn f injektiv
ist und die durch f vermittelte Abbildung (Y,S) — (f(Y),O|f(Y)), y — f(v)

ein Homdomorphismus ist.

(3.3) Satz. Ist A Teilraum von X, so ist die Inklusion i: A — X stetig. Ist' Y
ein weiterer Raum und f:Y — X eine Abbildung, deren Bild in A enthalten ist,
so ist Y — X genau dann stetig, wenn die Abbildung ¢:Y — A, y — f(y)
stetig ist.

BEWEIS. Ist U offen in X, soist i7}(U) = ANU, und das ist nach der Definition
offen in A. Ist ¢ stetig, so auch die Zusammensetzung f = io . Ist f stetig und
V offen in A, so gibt es eine offene Menge U in X, fiir die V= ANU ist. Also
ist o1 (V) = f~1(U) offen. O

(3.4) Satz. Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen und
sei X Vereinigung der Teilmengen (X; | j € J). Sind die X; offen, so ist f
genau dann stetig, wenn alle Einschrinkungen f; = f|X; stetig sind. Sind die
X, abgeschlossen, so gilt die analoge Aussage, falls J endlich.

BEWEIS. Wir behandeln den Fall abgeschlossener X;. Ist f stetig, so auch die
Zusammensetzung mit der Inklusion i;: X; C X; das ist aber gerade die Ein-
schrankung. Seien die Einschréinkungen stetig und sei C' C Y abgeschlossen.
Dann ist f~}(C) = | fj_l(C) eine endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen
und folglich abgeschlossen. O

4 Produkte

Sei ((X;,0;) | j € J) eine Familie topologischer Rédume. Die Produktmenge
X = [l e, X; ist die Menge aller Familien (z; | j € J) mit z; € X;. Wir haben
die Projektionen auf die Faktoren pr;: X — X, (z;) — z;. Wir nennen eine
Teilmenge B C X Basismenge, wenn es endlich viele 71,...,7, € J und offene
Mengen Uy, € Oj, gibt, mit denen

B = ﬂ prj_il(Ui)
i=1
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ist. Diese Mengen bilden die Basis einer Topologie O auf X, der sogenannten
Produkttopologie. Wir nennen (X, Q) das topologische Produkt der (X, O;).

(4.1) Satz. Die Produkttopologie ist die grobste Topologie, fir die alle Projek-
tionen pr; stetig sind. Eine Abbildung f:Y — X eines topologischen Raumes Y
nach X ist genau dann stetig, wenn die Komponentenabbildungen pr; o f simtlich
stetig sind.

BEWEIS. Soll pr; stetig sein, so miissen zumindest die Mengen pr;(U) fiir in X
offenes U offen sein. Die Produkttopologie ist so definiert, dafl diese Mengen eine
Subbasis bilden. Das zeigt die erste Behauptung.

Ist f:Y — X stetig, so auch die Zusammensetzung pr; o f von stetigen Abbil-
dungen. Fiir die Umkehrung verwenden wir, dal eine Abbildung stetig ist, wenn
die Urbilder von Subbasismengen offen sind. O

(4.2) Satz. Die Projektionen pr;: X — X sind offene Abbildungen.

BEWEIS. Sei U in X offen. Ist U ein endlicher Durchschnitt von in der Definition

der Produkttopologie auftretenden Subbasismengen, so ist pr;(U) offen. Wegen
der Regel pr;(U, Ax) = U, pr;(Ay) ist also das Bild jeder offenen Menge offen.
O

Sind X;,Y; topologische Rdume und f;: X; — Y; Abbildungen, so ist

LA 11x=11Y @lied)— (fi(z) i)
das Produkt der f;.

(4.3) Satz. Ist kein X; leer, so ist f =[] f; genau dann stetig, wenn alle f;
stetig sind.

BEWEIS. Seien die f; stetig. Es ist pr;of = fjopr;, also ist nach dem vorletzten
Satz f stetig.

Ist umgekehrt f stetig, so ist jedenfalls die Zusammensetzung pr;of =
Jj o pr; stetig. Da kein Xj leer ist, gilt fiir jede Menge U C X; die Gleich-
heit pr;(pr; ' (U)) = U. Ist U = f;'(V), mit einer in Y} offenen Menge V', so ist
wegen der Stetigkeit von f;opr; die Menge prj_l(U ) offen und deshalb nach dem
letzten Satz auch U. O

Fiir zwei Faktoren schreiben wir natiirlich X; x X, fiir das Produkt der Raume
und analog f; x fy fiir das Produkt zweier Abbildungen. Die ,jidentische Abbil-
dung® X7 x (X3 x X3) — (X7 x X3) x X3 ist ein Homdomorphismus. Das folgt
unmittelbar mit dem letzten Satz. Ganz allgemein ist das topologische Produkt
assoziativ, das heiffit mit beliebigen Klammerungen vertréglich.

Die folgende Konstruktion verallgemeinert die Definition der Produkttopo-
logie. Sei (Y; | j € J) eine Familie topologischer Raume. Seien f;: X — Y]
Abbildungen einer Menge X nach Yj. Es gibt eine grobste Topologie auf X, fiir
die alle f; stetig sind. Eine Abbildung eines topologischen Raumes Z nach X mit
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dieser Topologie ist genau dann stetig, wenn die Zusammensetzungen mit allen
f; stetig sind. Die definierte Topologie auf X heifit Initialtopologie beziiglich der
Familie (f;). Als Subbasismengen fiir die Initialtopologie werden die Urbilder
offener Mengen bei den f; verwendet.

(4.4) Satz. Die folgenden Aussagen iber einen topologischen Raum X sind
gleichwertig:
(1) X ist ein Hausdorff-Raum.
(2) Jeder Punkt x € X ist Durchschnitt seiner abgeschlossenen Umgebungen.
(3) Die Diagonale D = Dx = {(x,x) | € X} ist abgeschlosssen in X x X.

BEWEIS. (1) = (2). Sei x # y. Wir wihlen disjunkte offene Umgebungen U von
z und V von y. Dann ist X \ V' eine abgeschlossene Umgebung von z, die y nicht
enthalt.

(1) = (3). Sei « # y. Wir wihlen disjunkte offene Umgebungen U von z und V'
von y. Dann ist U x V offen in X X Y und DN (U x V) ={. Alsoist X x X\ D
als Vereinigung von Mengen des Typs U x V offen.

(3) = (1). Sei X x X \ D offen. Ist  # y, so ist (z,y) € X x X \ D. Nach
Definition der Produkttopologie gibt es eine Basismenge U x V' dieser Topologie
mit (z,y) € U xV C X x X\ D. Das bedeutet aber, da§ U und V' disjunkte
offene Umgebungen von x und y sind.

(2) = (1). Ist = # y, so gibt es eine abgeschlossene Umgebung V' von z, die y
nicht enthélt. Es ist dann X \ V' eine Umgebung von y, die zur Umgebung V' von
x disjunkt ist. a

(4.5) Satz. Seien f,g: X — Y stetige Abbildungen in einen Hausdorff-Raum.
Dann ist die Koinzidenzmenge A = {x | f(x) = g(z)} abgeschlossen in X. Stim-
men also zwei stetige Abbildungen in einen Hausdorff-Raum auf einer dichten
Teilmenge tiberein, so sind sie gleich.

Beweis. Die Diagonalabbildung d: X — X x X, x — (z,x) ist stetig, wie un-
mittelbar aus Satz (4.2) folgt. Es ist A = ((f x g)d)~!(Dy). O
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5 Aufgaben und Erginzungen

1. Gibt alle Topologien auf einer Menge mit 2 und 3 Elementen an und klassifiziere
sie bis auf Homoomorphie (siehe den nichsten Abschnitt).

2. Seien d; und ds dquivalente Metriken auf £. Dann sind die zugentrigen Topologien
gleich.

3. Seien A und B Teilmengen eines Raumes X . Es gilt Rd(A) = A\ A°. Eine Menge A
ist genau dann abgeschlossen, wenn Rd(A4) C A ist. Es gilt RA(AUB) C Rd(A)URd(B).

4. Sei A Teilmenge eines topologischen Raumes X . Wieviele verschiedene Teilmengen
von X kann man hochstens aus A durch die Prozesse ,abgeschlossene Hiille“ und
,JKomplement“ erhalten? Beispiel fiir die Maximalzahl im Fall X = R?

5. Die Abbildung ¢:R — [—1,1]

T
== R
—{ T ve
o) { +1 x = *o0

ist ein Hom6omorphismus. Damit zeigt man, da8 die Topologie auf R metrisch ist.

6. Seien X und Y topologische Rdume. Sei X Vereinigung von A; und As. Sei f: X —
Y eine Abbildung und f; die Einschrénkung von f auf A;. Die f; seien stetig. Unter
der folgenden Voraussetzung ist f stetig:

(X\A)N(X\A42) =0, (X\A)N(X\A4)=0.

7. Fiir Teilriume A C X und B C Y gilt Rd(A x B) = Rd(A) x BU A x Rd(B).
8. Die Rdume |0, 1], |0, 1] und [0, 1] sind paarweise nicht homéomorph. Dagegen sind
10,1] x [0, 1] und ]0, 1]x]0, 1] homéomorph. Man kann also in einem Homdomorphismus
X x Z=2Y x Z im allgemeinen nicht Z wegkiirzen.
9. Seien X, j € J, topologische Réume und A; C X; Teilmengen. Dann gilt:

(1) 114, =114,

(2) Ist kein Aj leer, so ist [[ A; genau dann in [] X; abgeschlossen, wenn alle A;

in X; abgeschlossen sind.

10. Seien (X, d;) metrische Rdume. Durch

d((z1,91), (22,92)) = di(x1,72) + d2(y1, y2)

wird eine Metrik auf X; x X5 definiert. Sie induziert ebenfalls die Produkttopologie.

11. Eine Metrik d(x,y) heifit beschrdinkt durch M, wenn fiir alle x,y immer d(z,y) <
M ist. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann wird durch

d(z,y)

0(z,y) = 1+d(z,y)

eine durch 1 beschrinkte Metrik § auf X definiert, die dieselbe Topologie wie d indu-
ziert,.

12. Sei ((Xj,d;) | j € N) eine abzdhlbare Familie metrischer Réume mit durch 1
beschrinkten Metriken d;. Dann wird auf dem Produkt H;; X durch

d((z), (y;)) | j € N) = 22 "y (T, Yn)
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eine Metrik definiert, die die Produkttopologie induziert.

13. Sei R homoomorph zu einem Produkt X x Y. Dann besteht X oder Y nur aus
einem Punkt.

14. Die Menge Q;(r,k) = {(z,y) e R" x R¥ | Y1 2?2 =t + Z§:1 y7} ist fiir positive
(r, k,t) homoomorph zu S™~! x R,

15. Sei W ein Untervektorraum des normierten Raumes V. Dann ist auch W ein
Untervektorraum. Zum Beweis betrachte man die stetige Abbildungen ¢: W x W —
W, (z,y) — x—yund R x W — W, (\,z) — Az und wende die Vertriglichkeit mit
der abgeschlossnen Hiille an.

16 Kompakte Riume

Die Vollstéindigkeit der reellen Zahlen hat den Uberdeckungsatz von Heine-Borel
als beweistechnisch wichtige Konsequenz. In der Tat kénnte man diesen Satz auch
als Vollstandigkeitsaxiom postulieren. In einer axiomatischen Theorie wird die
Aussage des Uberdeckungssatzes als Eigenschaft der Kompaktheit formuliert.
Die Kompaktheit ist das AuBerste an ., Endlichkeit“, das man der Unendlichkeit
der Zahlen und &dhnlicher Objekte abgewinnen kann.

1 Kompaktheit

Sei A eine Teilmenge eines topologischen Raumes X . Eine offene Uberdeckung von
A ist eine Familie (U; | j € J) von offenen Mengen U; C X, deren Vereinigung
A enthilt. Die Menge A heifit kompakt, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung
(Uj | j € J) von A eine endliche Teilmenge K C J gibt, so daf (U; | j € K) eine
Uberdeckung von A ist. Wir haben frither den Uberdeckungssatz von Heine-Borel
bewiesen:

(1.1) Satz. Ein abgeschlossenes Intervall in R ist kompakt. a

(1.2) Satz. Sei X kompakt, A C X abgeschlossen und f: X — Y stetig. Dann
sind auch A und f(X) kompakt.

BEWEIS. Sei (U; | j € J) eine offene Uberdeckung von A. Nehmen wir zu den
U, noch X \ A hinzu, so erhalten wir eine offene Uberdeckung von X, von denen
endlich viele zur Uberdeckung von X ausreichen.

Sei (By | k € K) eine offene Uberdeckung von f(X). Dann bilden die
(f~Y(Bg) eine offene Uberdeckung von X. Wir wihlen eine endliche Teiliiber-
deckung (f~'(B;) | j € K) aus, und dann liegt f(X) in J;cx Bj- O

(1.3) Satz. Sei A eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes X . Dann
ist A abgeschlossen.
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BEWEIS. Wir zeigen, dafl X \ A offen ist. Sei z € X \ A. Zu jedem a € A wihlen
wir disjunkte offene Mengen U(a) und V(a) mit z € U(a) und a € V(a). Die
V() bilden eine offene Uberdeckung von A. Da A kompakt ist, gibt es endlich
viele, etwa V'(a1),...,V(a,), die A iiberdecken. Dann ist U = (;_, U(a;) eine
offene Umgebung, die disjunkt zu V' = |Jj_, V'(a;) ist. Es ist U C X'\ A. O

Allgemeiner geniigt es im letzten Satz, X als Hausdorff-Raum vorauszusetzen.
Wir haben genauer bewiesen, dafl es dann zu jeder abgeschlossenen Menge A und
jedem nicht darin gelegenen Punkt disjunkte Umgebungen gibt. Ist diese Aussage
fiir einen topologischen Raum richtig, so sagt man, er erfiille das Trennungsaziom
T3. Ein Raum heifit requldr, wenn er hausdorffsch ist und T3 erfiillt.

Durch mengentheoretische Dualitédt erhdlt man aus der Definition der Kom-
paktheit:

(1.4) Satz. Sei A C X kompakt. Sei (a; | j € J) eine Familie abgeschlossener
Mengen und sei AN((;c; A4;) = (). Dann gibt es eine endliche Teilmenge K C J,
so daf AN (e Aj) = 0.

BEWEIS. Sei U; = X \ A;. Dann ist A C (X \ (;c;4; = U;e,Uj. Die Uj
bilden also eine offene Uberdeckung von A. Nun wende man die Definition der
Kompaktheit an. a

(1.5) Folgerung. Sei A} D Ay C A3 D ... eine geschachtelte Folge abgeschlos-
sener nichtleerer Mengen. Liege A; in einer kompakten Teilmenge A. Dann ist
der Schnitt (2, A; nicht leer. O

(1.6) Beispiel. Sind in (1.5) die A; = [a;, b;] abgeschlossene Intervall von R,
so spricht man von einer Intervallschachtelung. Der Schnitt einer Intervallschach-
telung ist also nicht leer. Bildet die Lange b; — a; der Intervalle eine Nullfolge,
so besteht dieser Schnitt also aus genau einem Punkt. Als Vollstédndigkeitsaxiom
der reellen Zahlen kénnten man auch postulieren, dafl der Schnitt einer Inter-
vallschachtelung nichtleer ist. &

(1.7) Satz. Sei (z,) eine Folge in einem kompakten metrischen Raum. Dann
st die Menge der Hdufungswerte eine nichtleere kompakte Menge.

BEWEIS. Das folgt aus 1(6.5) und (1.5). O

Im Falle der reellen Zahlen ist der letzte Satz nach Bolzano und Weierstraf
benannt. Eine beschrinkte Folge reeller Zahlen hat eine nichtleere kompakte
Menge von Haufungswerten; sie besitzt immer konvergente Teilfolgen.

2 Kompaktheit und Produkte

(2.1) Satz. Sei B (bzw. C) kompakter Teilraum von X (bzw. Y ). Sei ferner
(Aj | j € J) eine Familie offener Teilmengen von X xY mit B x C C J;c; 4;.
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Dann gibt es offene Umgebungen U von B in X (und V von C in'Y' ) und end-
liches E C J, so daf
UxVcl]A4,
jEE

BEWEIS. Sei zunéchst B = {b}. Fiir jedes ¢ € C gibt es offene Umgebungen M.
von b in X und N, von ¢ in Y derart, da8 M, x N, in einer Menge A;), j(c) € J
enthalten ist; das entnimmt man der Definition der Produkttopologie. Es ist
(N. | ¢ € C) eine offene Uberdeckung von C. Sei C C (N, U...U N,,), was
wegen der Kompaktheit von C' moglich ist. Sei

U:ﬁmﬂ V= JN..
1=1 ]

Dann ist .
(B} x CcUxVC|JAe)
i=1
Sei nun B eine beliebige kompakte Teilmenge. Nach dem eben Gezeigten gibt es

zu jedem b € B eine offene Umgebung U, von b in X und eine offene Umgebung
Vi, von C'in Y, so dafl U, x V, in einer endlichen Vereinigung

U 4, J(b) € J endlich,
JEJ(b)

liegt. Es ist (U, | b € B) eine offene Uberdeckung von B. Sei B C (Uy, U...UU,, ),
was wegen der Kompaktheit von B moglich ist. Sei

Dann ist .
BXCCUXVCU U A,
=1 j€J(b;)
und damit die Behauptung gezeigt. a
(2.2) Satz. Seien X undY kompakt. Dann ist X XY kompakt.
BEwEIS. Man wihle im vorigen Satz B=X =U und C =Y =V. O

(2.3) Satz. Fine Menge A C R™ ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlos-
sen und beschrdnkt ist.

BEWEIS. Sei A abgeschlossen und beschrankt. Beschréinktheit heifit, es gibt ein
r > 0,s0dafl A C [—r,r]". Nach (1.1) und (2.3) ist [—r,7]" kompakt und mithin
auch A als abgeschlossene Menge (1.2).

Sei A kompakt. Die Mengen U,(0) iiberdecken A. Also gibt es ein n mit
A C U,(0), das heifit A ist beschrénkt. Als kompakte Teilmenge eines metrischen
Raumes ist A auch abgeschlossen (1.3). O
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3 Kompaktheit und Stetigkeit

(3.1) Satz. Sei f: X — R stetig und sei X kompakt. Dann hat f ein Minimum
und ein Mazimum.

BeEweIs. Nach (1.2) ist f(X) kompakt und nach (2.3) abgeschlossen und be-
schrankt. Also gibt es M = sup f(X) € R. Da das Supremum einer Menge ein
Beriihrpunkt dieser Menge ist und f(X) abgeschlossen, ist M € f(X). a

(3.2) Satz. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen.
Set X kompakt. Dann ist f gleichmdf$ig stetig.

BEWEIS. Der Beweis wird genauso wie fiir reelle Funktionen gefiihrt. Statt des
Betrages mufl man nur die Metrik verwenden. a

Die gleichméflige Stetigkeit ist keine rein topologische Eigenschaft, da man
Umgebungen verschiedener Punkte der Grofle nach vergleichen mu#f.

Eine Abbildung f: X — Y heifit Identifizierung oder Quotientabbildung, wenn
sie surjektiv ist und eine Menge B C Y genau dann offen (abgeschlossen) ist,
wenn f~!(B) offen (abgeschlossen) ist. Eine Identifizierung ist stetig.

(3.3) Satz. Sei f: X — Y eine bijekive stetige Abbildung. Sei X kompakt und
Y ewn Hausdorff-Raum. Dann ist f ein Homdomorphismus.

BEWEIS. Da f bijektiv ist gibt es die Umkehrabbildung g. Die Stetigkeit von g
folgt, wenn wir zeigen: f bildet eine abgeschlossene Menge auf eine abgeschlossene
Menge ab. Sei A C X abgeschlossen. Dann ist nach (1.2) A kompakt und f(A)
ebenfalls. Nach (1.3) ist dann f(A) abgeschlossen. O

Eine Abbildung heifit abgeschlossen bzw. offen, wenn das Bild einer abge-
schlossenen (offenen) Menge wieder abgeschlossen (offen) ist. Im Beweis von (3.3)
haben eigentlich gezeigt:

(3.4) Notiz. Eine stetige Abbildung eines kompakten Raumes in einen haus-
dorffschen ist abgeschlossen. a

(3.5) Notiz. Fine stetige surjektive offene (abgeschlossene) Abbildung f: X —
Y ist eine Identifizierung.

BEWEIS. Sei B C Y gegeben und f~'(B) offen. Da f surjektiv ist, so ist
ff~YB) = B. Ist f offen, so ist also B offen. Ist B offen, so auch f~!(B),
da f stetig ist. a

(3.6) Notiz. Sei f: X — Y eine Identifizierung und g:Y — Z eine Abbildung
in einen topologischen Raum Z. Genau dann ist g stetig, wenn g o f stetig ist.0

BEwWEIS. Mit f und ¢ ist auch g o f stetig. Sei umgekehrt g o f stetig und
V' C Z offen. Dann ist f~'(g7'(V)) offen und deshalb nach Definition einer
Identifizierung auch g=!(V'). Also sind Urbilder offener Mengen bei ¢ offen und
deshalb g stetig. a
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(3.7) Satz von Dini. Sei (f,: X — R) eine Folge stetiger Funnktionen auf
dem kompakten Raum X. Firt € X undn € N gelte f,(t) < fai1(t). Die Folge
konvergiere punktweise gegen eine stetige Funktion f. Dann ist die Konvergenz
gleichmdfsig.

BEWEIS. Sei e > 0 gegeben. Zu jedem z € X wihlen wir ein n(x) € N, so da8
fiir n > n(x) die Ungleichung f(z) — fu(x) < /3 gilt. Da f und f,(,) stetig sind,
gibt es eine Umgebung V' (x) von z, so da8 fiir y € V(z) gilt

F@) = f@l <5 @) = fu(@)] < <.

Fir jedes y € V(x) gilt dann nach der Dreiecksungleichung f(y) —
Jo@ (y) < €. Der Raum X wird von endlich vielen V(z) iiberdeckt, etwa von
V(z1),...,V(xy). Sei N = max(n(z1),...,n(xy)). Fir n > N und alle y € X
gilt dann f(y) — fu(y) < e. O

(3.8) Satz. Je zwei Normen auf dem R™ sind dquivalent.

BEWEIS. Sei N eine beliebige Norm und || — || die Sup-Norm. Da Aquivalenz von
Normen eine Aquivalenzrelation ist, wie eine kleine Uberlegung zeigt, geniigt es
zu zeigen, dafl diese beiden Normen dquivalent sind. Wir schreiben einen Vektor
r = (z;) = ), x;e; als Linearkombination der Standardbasis. Die Dreiecksun-
gleichung fiir N liefert

N(z) =N zie:) <Y [ail N(es) < all]]

mit @ = ), N(e;). Die Ungleichung |N(z) — N(y)| < N(z —y) < allz — y|| zeigt,
daB N:(R™, || —||) — R stetig ist. Die Menge S = {z | ||z]| = 1} ist kompakt,
denn die durch || — || induzierte Topologie auf R" ist die Produkttopologie und
S ist abgeschlossen und beschrankt. Da N stetig ist, hat N(S) ein Minimum
b. Es ist b # 0, da S nicht den Nullvektor enthilt. Also gilt fiir z € S die
Ungleichung N(z) > b||z||, und wegen der Homogenitét einer Norm gilt diese
Ungleichung dann auch fiir alle x € R™. Also gilt immer b||z| < N(x) < a||z||,
was definitionsgeméB die Aquivalenz der beiden Normen besagt. O

4 Der Approximationssatz von Stone—Weierstrafl

Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und C(X) der Vektorraum der steti-
gen Funktionen f: X — R. Auf C(X) haben wir die Supremumsnorm | f|| =
sup{|f(x)| | = € X}. Dadurch wird C'(X) zu einem Banach-Raum. Wir sagen,
eine Teilmenge A von C(X) trennt die Punkte, wenn zu jedem Paar z,y verschie-
dener Punkte in X eine Funktion in A existiert, die auf x und y verschiedene
Werte annimmt. Ein Untervektorraum A heit Unteralgebra, wenn mit f,g € A
auch das Produkt f - g € A ist. Der Satz von Stone—Weierstraf§ lautet:

(4.1) Satz. Sei A C C(X) eine Unteralgebra, die die Punkte trennt und die
konstanten Funktionen enthdlt. Dann ist die abgeschlossene Hiille von A gleich

C(X).
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BEWEIS. (1) Wir nehmen zunéchst zusitzlich an, daf mit f und ¢ auch
max(f,g) und min(f,g) zu A gehoren. Seien z; und xy verschiedene Punkte
von X und seien a; reelle Zahlen. Dann gibt es h € A mit h(x;) = a;. Nach
Voraussetzung gibt es némlich g € A mit g(x;) # g(x2), und dann hat

g(w) — g(x1)

he) = ot (a2 - al)g(@) —g(z1)

die gewiinschte Eigenschaft.

(2) Sei f € C(X) und € > 0. Wir suchen g € A, so dafl die Ungleichungen f—¢ <
g < [+ e gelten. Nach (1) wéhlen wir zu jedem Paar z,y € X eine Funktion
hyy € Amit by, (x) = f(z) und by, (y) = f(y). Zujedem y € X gibt es dann eine
offene Umgebung U, so da$ fiir z € U, die Ungleichung h, ,(2) < f(z) + ¢ gilt.
Werde X durch Uy, ..., Uyp) iiberdeckt. Nach unserer Zusatzvoraussetzung
liegt dann das Mininum h, der h, ;) in A und erfiillt h, < f + € sowie h,(x) =
f(x). Es gibt sodann zu jedem x € X eine offene Umgebung V, von z, so dafl
fir z € V, die Ungleichung f(z2) — e < hy(z) gilt. Wir iberdecken X durch
Va)s -+ s Vo) und bilden das Maximum g der h,;). Diese Funktion hat die
gewiinschten Eigenschaften.

(3) Es bleibt zu zeigen, dal die Zusatzvoraussetzung immer erfiillt ist. Wegen
2max(f,g) = [f+g|+|f—g| und 2min(f, g) = [f+g|—|f—g| geniigt es zu zeigen,
daB mit f auch |f| in A liegt. Sei P ein Polynom in ¢ € R, so da8 fiir ¢ € [—a, d]
immer |P(t) — |t|| < € gilt, und sei a = || f||. Dann folgt |P(f(z)) — |f(x)|| < ¢,
und z — P(f(x)) liegt in A.

(4) Um geeignete Polynome P zu finden, reduzieren wir durch die Substitution
t — at auf den Fall a = 1. Wir definieren induktiv P, = 0 sowie P,y1(s) =
P.(s) + L[s* — P,(s)?. Diese Polynome konvergieren monoton wachsend und

2
gleichméBig gegen |s|. Um das einzusehen, verwendet man die Identitét

1
[s] = Pata(s) = ([t] = Puls))(1 = 5 (Is] + Pu(s)),
die durch Umformung der Rekursionsformel erhalten wird. Sie liefert induktiv
0 < Po(s) < Pryals) <|sl.

Daraus folgt zunéchst, dal (P,(s)) immer konvergiert. Indem wir in der Rekur-
sionsformel zum Limes iibergehen, sehen wir, da§ der Grenzwert |s| ist. Aus dem
Satz von Dini folgt die Gleichméfigkeit der Konvergenz. Man kann aber auch
direkt induktiv die Abschétzung

2

1
— P.(s) < 1——lsh)" < ——
sl = Pals) < Jsl(1 = 18" < ——

zeigen und braucht dann nicht den Satz von Dini. O

(4.2) Folgerung. Sei X C R"™ kompakt. Jede stetige Funktion X — R ist
gleichmdpfiger Limes von Polynomen in n Variablen. Die Unteralgebra A der
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Polynome, eingeschrinkt auf X, erfillt ndmlich die Voraussetzungen des letzten
Satzes. O

(4.3) Beispiel. Sei f:[a,b] — R stetig. Fiir jedes n € Ny gelte fab ftmdt = 0.
Dann ist f = 0. Zunéchst gilt dann némlich fiir jedes Polynom P auch
fabf(t)P(t) dt = 0. Nach Weierstrafl wihlen wir dann P so, dafl ||f — P|| < ¢
ist. Es folgt |f: f2(t) dt| = |fab(f — P)f| <e|lfll(b—a). Aus [ f* =0 folgt aber
f=o0. o

(4.4) Satz. Sei C(X,C) der Raum der stetigen Funkionen X — C mit Su-
premumsnorm. Sei der komplere Untervektorraum A eine Unteralgebra, die die
konstanten Funktionen enthdlt, die Punkte trennt und mit f auch die konjugiert-
komplexe Funktion f enthdlt. Dann ist die abgeschlossene Hiille von A gleich

C(X,C).

BEWEIS. Ist f eine beliebige stetige Funktion, so geniigt es zu zeigen, dafl ihr
Real- und Imaginérteil in der Hiille liegen. Das folgt aus dem Satz von Stone—
Weierstral, wenn gezeigt ist, dafl die Algebra Ay der reellwertigen Funktionen in
A, die Voraussetzungen dieses Satzes erfiillt. Mit ¢ ist aber der Realteil %( f+1
und der Imaginéarteil %( f—f)in A, also in Ay. Trennt g die Punkte x und v,
trennt entweder der Realteil oder der Imaginérteil diese Punkte. Die anderen
Voraussetzungen sind offenbar erfiillt. O

(4.5) Beispiel. Die Unteralgebra von C(S*, C), die von den Funktionen z +— 2"
erzeugt wird, erfiillt die Voraussetzungen des letzten Satzes. &

Wir wollen die Situation des Beispiels auf periodische Funktionen R — C
anwenden. Sei f:S' — C stetig. Dann ist ¢: R — C, t — exp(it)) eine stetige
Funktion der Periode 27. Letzteres heiit g(t + 27) = g(¢) fiir alle ¢ € R. Um-
gekehrt: Zu jeder stetigen Funktion g: R — C der Periode 27 gibt es genau eine
stetige Funktion f:S' — C, so da f(exp(it)) = g(t) ist. Es gibt néimlich genau
eine Mengenabbildungen f mit dieser Eigenschaft, und die Stetigkeit folgt dar-
aus, dal R — S1, ¢t — exp(it) eine Identifizierung ist. Damit erhalten wir aus
(4.5):

(4.6) Folgerung. Zu jeder stetigen Funktion f:R — C der Periode 21 und zu
jedem e > 0 gibt es T(x) = > p_ . cxe™™ so daff || f —T| < ¢ ist. O

Eine Funktion der Form z +— Y, cxe’™™™ heilt trigonometrisches Polynom.
In Analogie zu (4.3) erhédlt man nun:

(4.7) Folgerung. Ist f:R — C stetig und gilt fir jedes trigonometrische Poly-
nom T die Gleichung f027r T(x)f(x)dz =0, so ist f =0. O

5 Kompakte metrische Raume

Eine Teilmenge A C X heilt relativ kompakt, wenn ihre abgeschlossene Hiille
kompakt ist. Ein metrischer Raum X heifit prikompakt, wenn gilt: Zu jedem e
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gibt es eine endliche Uberdeckung von X durch Mengen mit einem Durchmesser
kleiner als €. Diese Bedingung ist dquivalent zu der folgenden: Zu jedem ¢ > 0
gibt es eine endliche Menge F' C X, so daf} fiir jedes x € X die Ungleichung
d(z, F) < € besteht. Ein Raum heiit folgenkompakt, wenn jede Folge in diesem
Raum einen Haufungswert hat. Nach (1.7) ist ein kompakter metrischer Raum
folgenkompakt.

(5.1) Satz. Sei X ein metrischer Raum. Folgende Aussagen tiber A C X sind
dquivalent:

(1) A ist kompakt.

(2) A ist folgenkompakt.

(3) Jede Folge in A hat einen Hiufungspunkt in X .

(4) Jede Folge (a, | n € N), a, € A, hat eine in X konvergente Teilfolge.

(5) A ist prikompakt und vollstindig.

BeweEis. Die Implikationen (1) = (2) = (3) haben wir schon gezeigt.

(3) = (4). Sei (a, | n € N) eine Folge in A. Es gibt b, € A mit d(b,,a,) < 27"
Es gibt eine konvergente Teilfolge der (b,,) mit einem Limes b; und dann hat die
entsprechende Teilfolge der (a,,) denselben Limes. Folglich gilt (3) auch fiir Folgen
aus A. Ist (a,) eine Cauchy-Folge mit einer gegen a konvergenten Teilfolge, so
konvergiert sie selbst schon gegen a. Also ist A vollstindig.

Falls fiir o > 0 die Menge A nicht durch endlich viele Mengen B(z,a) =

{y | d(x,y) < a} iiberdeckt wiirde, so konnten wir induktiv eine Folge (x,,) mit
d(z;,z;) > «a fiir alle i # j konstruieren, die dann keine konvergente Teilfolge
hétte.
(4) = (1). Sei (U; | j € J) eine offene Uberdeckung von A. Wir definieren induk-
tiv eine Folge von Mengen B(z,,27") = B, wie folgt: Angenommen, A wird von
keiner endlichen Teilfamilie der (U;) iiberdeckt. Dann gibt es eine endliche Uber-
deckung durch Mengen B(x, 1) von A und folglich ein B(z1, 1), das ebenfalls nicht
durch endlich viele U; iiberdeckt wird. Angenommen B(x,_1,2~™~V) werde nicht
durch endlich viele U; {iberdeckt. Wir wéhlen eine endliche Uberdeckung von A
durch Mengen B(yy,2™"). Unter den B(y;,27"), die B(x,_1,2~ ™) schneiden,
gibt es eine, etwa B(x,,27"), die nicht durch endlich viele U; iiberdeckt wird.
Fir n <p < ¢ gilt d(zp, r;) < d(xp,xpi1) + ... +d(zg-1,2,). Da B,_1 N B, # 0
ist, gilt

und folglich

1
d(xp,xq) S F-}-—FF < 2n—2'

Also ist (x,) eine Cauchy-Folge. Diese hat eine konvergente Teilfolge, ist also

konvergent, etwa gegen x. Es gibt ein A\, so dal x € U,. Fiir ein a > 0 ist
B(z,«a) C Uy. Es gibt ein n mit

<

| o

1
d(z,z,) < =,  —
(I‘, z ) 271

| e
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Also ist B(z,,27") C B(z,a) C Uy, im Widerspruch zur Nichtiiberdeckbarkeit
von B(z,,27") durch endlich viele Uj;. O

(5.2) Satz. Sei X ein kompakter metrischer Raum. Sei (A; | j € J) eine offene
Uberdeckung von X. Es gibt ein ¢ > 0 derart, dafs fiir jedes v € X die Kugel
U.(z) in einer Menge A; enthalten ist.

BEWEIS. Da X kompakt ist, konnen wir ohne wesentliche Einschrankung an-
nehmen, da J endlich ist. Seien die A; # X, da sonst die Aussage trivial
ist. Auf X betrachten wir die mit der Metrik d gebildeten stetigen Funktio-
nen f;(z) = d(x,X \ 4;) und f(z) = max(f;(z) | j € J). Die Menge f(X) ist
kompakt, also abgeschlossen in R. Das Infimum r = inf f(X) ist grofler als Null,
denn r = 0 wiirde f;(x) =0, also z € X \ A, also z € (X \ 4,) implizieren;
der letzte Durchschnitt ist aber leer. Sei 0 < e < r und z € X. Es ist f(z) > r.
Nach Definition von r und f gibt es ein j mit f;(z) > r, also U.(z) C A,. O

Eine Zahl ¢ mit der im letzten Satz genannten Eigenschaft heifit Lebesguesche
Zahl der Uberdeckung (A4; | j € J).

17 Fourier-Reihen

Die Theorie der Fourier-Reihen ist ein wichtiges Instrument der Analysis. Sie
beschéftigt sich mit der Entwicklung sehr allgemeiner Funktionen in Reihen aus
trigonometrischen Funktionen. Anders als bei den Taylorschen Reihen, die ja un-
endlich oft differenzierbare Funktionen voraussetzen, kann man in dieser Theorie
stetige und noch allgemeinere Funktionen untersuchen.

1 Definition der Fourier-Reihen

Eine Funktion f:R — C hat die Periode ¢ > 0, wenn fiir alle z € R die Gleichung
f(x) = f(xz+c) gilt. Hat ein stetige Funktion f die Periode ¢, so kénnen wir die
Integrationsgrenzen verschieben

/ch(t) it = /aa+cf(t) dt.

Wir bezeichnen mit P den komplexen Vektorraum der stetigen Funktionen
f:R — C mit der Periode 27. Mit der hermiteschen Form

1 2 -
= — t)g(t) dt
() =5 [ 1050
wird daraus ein unitirer Raum. Wir definieren eine Norm auf P durch

Ifll2 =V (f )
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In der Analysis heifit diese Norm auch L?*-Norm. Eine Familie (v; | j € J) aus
Elementen v; € P heiit Orthonormalsystem, wenn gilt

0 L7
(1.1) Notiz. Die Funktionen ey: x — exp(ikz), k € Z bilden ein Orthonormal-
system.

2w

BEWEIS. Es ist 2m(ey,e;) = [, exp(i(k — I)t) dt, und das Integral haben wir

frither schon ausgerechnet. O

Ist V ein endlich-dimensionaler unitdrer Raum mit Orthonormalbasis

(v1,...,v5), so wird die Komponentendarstellung eines Vektors v € V' durch
v = Z( v, Vj )U;
i=1

gegeben. Unter Ausnutzung von Konvergenzbegriffen wollen wir ein analoges
Resultat auch fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume gewinnen, in unserem
Fall fiir den unitdren Raum P. In diesem Kontext verwendet man traditionell
eine andere Terminologie.

Die Fourier-Koeffizienten von f € P beziiglich des Orthonormalsystems (e, |
k € Z) sind die Zahlen

1 27

(1.2) ce=c(f)=(f,ex) = /. fe ™ dt, ke

Andere typische und wichtige Funktionen der Periode 27 sind sin(nz) und
cos(nz) mit n € N. Auch diese Funktionen bilden ein Orthogonalsystem. Wir
setzen

1 ™
a, = —/ f(t) cos(nt) dt n €Ny
™ —T

1.3 7
(1) b, = %/ f(t)sin(nt)dt  n €N.

Mit Hilfe der Eulerschen Formeln kénnen wir die ¢;, durch die ayg, by, ausrechnen,
und umgekehrt:

ag = 260, ap = Ccx + Cc—g, bk = ’L(Ck - C—k‘)
Co = %ao, cL = %(ak —iby,), C_p = %(ak + iby).

Eine Funktion T der Form

T(x)= Z cre®, r€R, ¢ €C

k=—n

heifit trigonometrisches Polynom. Wir konnen es in die reelle Form umrechnen

T(z) = % + Z(ak cos kx + by sin kx).
k=1
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Das trigonometrische Polynom

n

Sn(f) _ Z Ckeilm’

k=—n

mit den durch (1.2) definierten Koeffizienten heifit n-tes Fourier-Polynom von f.
Die Folge (S,,f) dieser Polynome heifit Fourier-Reihe Sy f von f. Wir schreiben

dafiir auch
o0
2 Ckezk:r ]
— o0

Konvergiert diese Reihe an der Stelle z, so bezeichnet (wir auch sonst iiblich bei
Reihen) dieses Symbol auch den Grenzwert. Die reelle Form der Fourrier-Reihe
besteht aus den Partialsummen

Sn(f) = % + Z(ak cos kx + by, sin kx)
k=1

mit den Koeffizienten, die durch (1.3) definiert sind. Aus der Integraldarstellung
der a; und b, liest man ab:

(1.4) Notiz. Ist f ungerade, so sind alle a = 0; ist f gerade, so sind alle
b, = 0. a

Wir werden uns im weiteren der Frage widmen, unter welchen Vorausset-
zungen die Fourier-Reihe konvergiert und was dann ihr Grenzwert ist. Als eine
Konsequenz des Weierstrafischen Approximationssatzes hatten wir hergeleitet:

(1.5) Satz. Zu jeder Funktion f € P gibt es eine Folge (T,,) trigonometrischer
Polynome T,,, die gleichmdffig gegen f konvergiert. a

Mit diesem Satz zeigen wir, dafl eine Funktion aus P durch ihre Fourier-
Koeffizienten eindeutig bestimmt ist:

(1.6) Notiz. Seien alle Fourier-Koeffizienten von f € P gleich Null. Dann ist
f die Nullfunktion.

BEWEIS. Aus der Voraussetzung folgt zunéchst, dafl fiir jedes trigonometrische
Poynom T das Integral fozﬂ h(t)T(t)dt = 0 ist. Wir wéhlen eine Folge (T,)
trigonometrischer Polynome, die gleichméflig gegen f konvergiert. Wegen der
gleichméBigen Konvergenz diirfen wir die Integration mit der Grenzwertbildung
vertauschen

/27r |£(t)[2dt = lim " F(OT,(t)dt = 0.
0

n—oo 0

Daraus folgt f = 0. a
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2 Die Parsevalsche Gleichung

Die Norm || — |2 fithrt, wie jede Norm, zu einem Konvergenzbegriff. Wéhrend
bei endlich-dimensionalen Vektorrdumen die Wahl der Norm fiir den Konver-
genzbegriff keine Rolle spielt, sind jetzt die VerHéltnisse komplizierter. Die Su-
premumsnorm || — || fithrt zum Begriff der gleichméfigen Konvergenz. Da man
eine Intergration auch in manchen Féllen als eine Mittelwertbildung ansieht und
da die L2-Norm durch ein Integral iiber das Quadrat des Absolutbetrages gege-
ben ist, bezeichnet man den zugehorigen Konvergenzbegriff auch als Konvergenz
im quadratischen Mittel. Wir werden zeigen, daf die Fourier-Reihe einer Funktion
im quadratischen Mittel immer gegen diese Funktion konvergiert. Dazu verglei-
chen wir zunéchst nach den Regeln der linearen Algebra eine Funktion und ihre
Fourier-Polynome

Hf—cheng = <f—zck€kaf—20k€k>

= (£ 1)Y= alen f) = alfren) + ) |l
= (I3 =D lel.

Durch Grenziibergang erhalten wir daraus

(2.1) Besselsche Ungleichung. Die Reihe Y 2 |ck|* konvergiert und ihr
Grenzwert ist kleinergleich ( f, f). O

Die Konvergenz der Fourrier-Reihe gegen f in der L?-Norm besagt
lim,, o || f — Sn(f)|l2 = 0. Aus der soeben hergeleiteten Identitdt sehen wir also:

(2.2) Parsevalsche Gleichung. Genau dann konvergiert die Fourier-Reihe
von f im quadratischen Mittel gegen f, wenn die sogenannte Parsevalsche Glei-

chung |13 = 5o el gil. -

(2.3) Satz. Sei f € P stetig differenzierbar. Dann konvergiert die Fourier-
Reihe von [ gleichmdfig.

BEWEIS. Partielle Integration liefert

/ f —znt dt Zn 27r / f —znt dt

also die Relation in - ¢,(f) = c,(f’) zwischen den Fourier-Koeffizienten von f
und f’. Wegen

1/ 1 ,
eall = a1 < 5 (5 + a7

und der Besselschen Ungleichung erkennen wir die absolute Konvergenz der Reihe
> ¢n(f) und damit die absolute und gleichméBige Konvergenz der Fourier-Reihe.
([
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Eine stetige Funktion f:[a,b] — C heifle stiickweise stetig differenzierbar,
wenn es eine Zerlegung a = tp < t; < ... < t,, = b so gibt, daf alle Ein-
schrankungen f|[t,,t,11] stetig differenzierbar sind. Durch Aufteilung der Inte-
grale liefert die Beweismethode des vorigen Satzes, dafl die Fourier-Reihe einer
stiickweise stetig differenzierbaren Funktion gleichméfig konvergiert.

(2.4) Satz. Konvergiert die Fourier-Reihe von f gleichmdfig, so ist ihr Grenz-
wert f.

BEWEIS. Sei g(x) = Si(f) der gleichméfliige Limes der Fourier-Reihe. Die
Fourier-Koeffizienten von g errechnen sich dann durch gliedweise Integration

1 . n 27 ] ke
ce(g) = Py lim cl,(f)/ eV e dy = ci(f).
T n—o0 = 0
Wegen der Eindeutigkeit (1.6) ist g = f. O

(2.5) Satz. Fir jede Funktion f € P gilt die Parsevalsche Gleichung.

BEWEIs. Fiir trigonometrische Polynome gilt die Parsevalsche Gleichung. Dar-
aus leiten wir die allgemeine Giiltigkeit durch Grenziibergang her. Sei ¢ > 0 und
T ein trigonometrisches Polynom, das der Gleichung || f — 7|« < € gentigt (1.5).
Werde g = f — T gesetzt. Es gilt

1

2
9l = 5= [ lote)a < sup g0 = gl
0

Sei N so grofl gewéhlt, da T'= S, (T) fiir n > N gilt. Damit folgt

1f = Su(Hllz = llg+T = Sulg) = Su(T)2
< T =Su(T)ll2 + llg = Sa(9) ]2
= llg=5u(@lz2 < llgllz < llgllee < e

Die Ungleichung |lg — Sn(g)|l2 < |lg]|2 folgt darin aus der Rechnung vor der
Besselschen Ungleichung. a

3 Der Raum /2

Sei I? die Menge der Folgen (z, | k& € N) komplexer Zahlen, fiir die Y, |z|*
konvergiert. Wegen |z +w|?* < 2(|z|*> + |w|?) ist mit (2;) und (wy) auch (zj +wy,)
in [2. Wir erkennen, dafl [> mit der komponentenweisen Addition und Skalar-
multiplikation ein C-Vektorraum ist. Wegen 2|zw| < |z[* + |w|? ist fiir 2 = (23,)
und w = (wy) aus [? die Reihe (z,w) = >, 2w absolut konvergent. Mit der
hermiteschen Form (z,w) — (z,w) wird [* zu einem unitéiren Vektorraum. Ein
orthogonaler oder unitédrer Vektorraum heifit Hilbert- Raum, wenn er beziiglich
der zugehorigen L?-Norm vollstindig ist.

(3.1) Satz. Der Raum [? ist ein Hilbert-Raum.
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BEwEIS. Sei (2 | k € N) eine Cauchy-Folge in I2. Wir schreiben z(¥) = (z,(f) ]
n € N). Seie > 0 gegeben und N so gewdihlt, daf [|z2®—z0]2 = 3 20 02 <
e fiir k,l > N. Dann folgt fiir diese k,( natiirlich auch ]zflk) — 27(11)]2 < ¢ fiir alle
n. Wir sehen also, dafl (z,(f) | & € N) eine gewohnliche Cauchy-Folge ist. Sie
konvergiere gegen y,,. Sei y = (y, | n € N). Wir behaupten, daf§ y in {2 liegt und
2(k) gegen y konvergiert. Fiir jedes M € N gilt

M
Do = 20P <,
n=1

sofern k,l > N. Durch Grenziibergang folgt

M
Z 120 —y? <e.
n=1

Das gilt fiir alle M. Also ist
Z |Z7(zk) - yn|2 <e€
n=1

fiir alle K > N. Daraus folgt zunéchst, daB 2(®¥) — y in {? liegt und deshalb auch
y. Ferner folgt dann daraus, dafl (2®)) gegen y konvergiert. 0

Wir erhalten eine lineare Abbildung ¢: P — [2, indem wir jeder stetigen Funk-
tion f die Folge co(f),c1(f),c—1(f), ca(f),c—a(f),... zuordnen. Wegen der Bes-
selschen Ungleichung ist das Bild von f wirklich ein Element in [2. Wegen des
Eindeutigkeitssatzes (1.6) ist ¢ injektiv. Die Parsevalsche Gleichung besagt, dafl
¢ die Norm erhélt, ||c(f)||2 = || f]|2- Nach den Rechenregeln der linearen Algebra
haben wir die Identitéat

Wzw) = [z +wlz =z —wllz +illz + iwll; — iz — iwl3,

die in jedem unitdren Raum gilt. Also respektiert ¢ auch die hermitesche Form,
das heifit es gilt

(f,9) = clf)el)-

Wir kénnen also P bis auf Isomorphie als unitdren Unterraum von [? auffassen.
Es stellt sich heraus, da8 P nicht der ganze Raum [? ist, wohl aber ein dichte
Untermenge. Insbesondere ist der unitdre Raum P nicht vollsténdig. Es erhebt
sich die interessante Frage, ob man die fehlenden Elemente auch als Fourier-
Reihen geeigneter Funktionen interpretieren kann.
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18 Differenzierbarkeit

Fiir Funktionen von mehreren Verédnderlichen gibt es verschiedene Begriffe von
Differenzierbarkeit und Ableitung: Die totale Ableitung, die Richtungsableitun-
gen und die partiellen Ableitungen. Die totale Ableitung dient der theoretischen
Begriffsbildung, die partiellen Ableitungen werden fiir konkrete Rechnungen ver-
wendet.

1 Differenzierbarkeit im R"

Wir untersuchen Funktionen f:U — RP, die auf einer offenen Menge U des
R" definiert sind. Zur Definition der Ableitung verwenden wir den Vektorraum
Hom(R™, R?) der linearen Abbildungen R™ — RP. Wir identifizieren diesen Raum
mit dem Raum M (p x n) der reellen p x n-Matrizen, indem wir einer linearen
Abbildung ihre Matrix beziiglich der Standardbasen (ej) zuordnen. Dabei ist
er der Vektor, dessen k-te Komponente 1 ist und dessen andere Komponenten
0 sind. Einer Abbildung ¢: U — Hom(R",RP) entspricht somit eine matrizen-
wertige Abbildung ¢:U — M (p X n), und ¢ ist genau dann stetig, wenn alle
Matrixeintrige stetig sind. Der Wert von A € Hom(R", RP) an der Stelle v € R”
wird auch mit A - v bezeichnet, um an das Matrizenprodukt zu erinnern; in der
Matrizenschreibweise ist dann v als ,,Spaltenvektor® zu denken. Auf dem R"™ ver-
wenden wir, wenn nichts anderes gesagt wird, die euklidische Norm |[|v|| eines
Vektors v € R". Wie erinnerlich ist aber der Begriff der Stetigkeit unabhéngig
von der verwendeten Norm; er héngt nur von den offenen Mengen, also von der
zugrundeliegenden Topologie ab. Im theoretischen Kontext ist die Norm || A|| von
A € Hom(R™ RP) eine Zahl, die fiir alle v die Ungleichung ||A - v|| < [|A]| ||v]]
erfiillt und durch 7?7 definiert ist. Wir notieren:

(1.1) Notiz. Die Abbildung Hom(R" RP) xR" — RP, (A,v) — A-v ist stetig.O

(1.2) Definition. Sei f:U — R™ auf einer offenen Menge U des R™ definiert.
Wir nennen f differenzierbar im Punkt a € U, wenn es eine stetige Abbildung
®,: U — Hom(R",RP) gibt, mit der fir alle x € U die Gleichung

f(x) = f(a) + Pa(z) - (r —a)

besteht. Wir nennen A = ®,(a) € Hom(R"™, RP) die Ableitung oder das Differen-
tial von f an der Stelle a und bezeichnen es mit D f(a). <&

Als Ergénzung zur Definition iiberlegen wir uns, daf3 die Abbildung A durch
die genannten Bedingungen eindeutig bestimmt ist (iiber die Eindeutigkeit von
®, behaupten wir dagegen nichts). Sei also f(x) = f(a) + Uu(z) - (z — a) eine
zweite Darstellung mit den in (1.2) genannten Eigenschaften. Sei v € R™ beliebig.
Da U offen ist, gibt es ein € > 0, so daBl = a +tv € U fiir alle 0 < |t| < e.
Es ist dann (®,(a + tv) — ¥,(a + tv)) - tv = 0. Nach Division durch ¢ liefert der
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Grenziibergang ¢ — 0 wegen der Stetigkeit von &, und ¥, bei a die Relation
(®,(a) — Yyu(a)) - v = 0. Sie gilt fiir alle v und besagt deshalb, dafl die linearen
Abbildungen ®,(a) und ¥,(a) tibereinstimmen.

(1.3) Notiz. Ist f bei a differenzierbar, so auch stetig.
BEWEIS. Das folgt unmittelbar aus der Definition zusammen mit (1.1). a

(1.4) Beispiel. Sei f:R" — RP, v +— A - v + b eine affine Abbildung (A €
M(p x n)b € RP). Dann ist f tiberall differenzierbar, und es gilt Df(a) = A,
denn ®,(x) = A erfiillt offenbar die Bedingungen (1.1). &

1.5) Beispiel. Sein = 1. 0
(1.5) p

(1.6) Beispiel. Schreiben wir f in Komponentenform f = (fi,...,f,):U —
RP?, so entnimmt man der Matrizenform von (1.1) sofort, dafl f genau dann bei
a differenzierbar ist, wenn alle f; bei a differenzierbar sind. &

(1.7) Linearitét.Seien f,:U — RP bei a differenzierbar und seien o und 3
reelle Zahlen. Dann ist auch af + (g bei a differenzierbar und es gilt D(af +

Bg)(a) = aDf(a) + BDg(a). O

(1.8) Kettenregel.Sei f:U — R" bei a € U C R™ differenzierbar, sei g:V —
R? bei b= f(a) € V C R" differenzierbar und sei f(U) C V. Dann ist auch go f
bei a differenzierbar und es gilt D(g o f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).

BEWEIS. O

Wir wollen jetzt das Differential D f(a) durch eine Matrix beziiglich der Stan-
dardbasen beschreiben. Das geschieht durch die partiellen Ableitungen. Sei wei-
terhin f:U — RP wie in (1.2). Ist v € R™ und existiert die Ableitung von
t — f(a+ tv) bei t = 0, so wird sie mit D, f(a) bezeichnet und Richtungs-
ableitung von f in Richtung v genannt. Ist v = e;, so schreiben wir stattdessen
D;f(a) und sprechen von der i-ten partiellen Ableitung von f bei a. Werden

die Koordinaten in R"™ mit (x1, ..., x,) bezeichnet, das heiit, wird f in der Form
(x1,...,2y) — f(x1,...,2,) notiert, so ist fir die partielle Ableitung das Symbol
_of

D;f(a) = Ers (a)

in Gebrauch.

(1.9) Satz. Sei f bei a differenzierbar. Dann existieren alle Richtungsableitun-
gen von f bei a, und D, f(a) ist der Wert der linearen Abbildung D f(a) an der
Stelle v.

BEwEIS. Der Limes ¢t — 0 in

fla+tv) = f(a)
t

=®(a+1tv)-v

liefert die Behauptung wegen (1.1). O
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(1.10) Folgerung. Sei f = (fi,...,fp):U — RP. Die Matriz von Df(a)
beziiglich der Standardbasen st

Difi(a) -+ Dynfi(a)
Df(a) =
Difpla) -+ Dnfpla)
Diese Matrix heifit die Jacobi-Matrix von f an der Stelle a. Wir bezeichnen sie
meist, wie eben schon, mit demselben Symbol wie das Differential. &

(1.11) Folgerung. Seiv =) ,v;e;. Dann gilt im Falle der Differenzierbarkeit
Dy f(a) =32 viDif(a). =

Die Kettenregel nimmt natiirlich unter Verwendung der Jacobi-Matrizen die
Form einer Matrizenmultiplikation an. Wir schreiben hier einen Spezialfall aus-
driicklich auf: Sei w:J — U eine differenzierbare Kurve und f:U — R eine
differenzierbare Abbildung, dann hat

fow:J—=R, z— fwi(x),...,wy(x))
die Ableitung

(112) A2 = 3 S twiepuito

Wir erkennen, dafl die allgemeine Kettenregel fiir Funktionen von mehreren
Verénderlichen niitzlich sein kann, um die Ableitung eine ganz gewohnlichen
Funktion einer Verénderlichen zu berechnen.

Die affine Abbildung v — f(a)+ D f(a)-v ist im Falle der Differenzierbarkeit
die beste lineare Approximation an f in einer Umgebung von a (tangentiale Ab-
bildung). Das fiihrt zu einer anderen Charakterisierung der Differenzierbarkeit:

(1.13) Satz. Genau dann ist f:U — RP bei a € U differenzierbar, wenn es
eine Matriz A € M(p x n) gibt, mit der die Aussage

i @) = fle) = A-(@—-dll _,

w—a |l = all

gilt. Die Matriz A ist in diesem Fall eindeutig bestimmt und gleich D f(a).
BEWEIS. Sei f bei a differenzierbar und A = ®,(a). Es gilt dann

() = f(@) = A~ (x =)l _ (@) = @) =l g g

|l = all N [l —all

Die Stetigkeit von ® bei a liefert lim,_, ||®(z) — ®(a)|| = 0.
Sei umgekehrt die Bedingung des Satzes erfiillt. Wir kiirzen ab

f(x) = fla) = A-(z —a) = A(z).
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Als ®(z) € Hom(R",RP) definieren wir:

(r—a,v)

A v+ A(x)

v (r—a,x—a)
A-v T=a

Damit gilt dann fiir x # a

o) — 0 o] = A=ttt < 2O,

In der Rechnung haben wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung benutzt. Das
liefert die Abschiitzung ||®(z) — ®(a)|| < ||z — a||'|A(x)||. Nach Voraussetzung
ist der Limes der rechten Seite bei z — a Null. Das liefert die Stetigkeit von &
bei a. 0

(1.14) Satz. Die Abbildung f:U — RP habe iiberall partielle Ableitungen. Diese
seien bei a stetig. Dann ist f an der Stelle a differenzierbar.

BEWEIS. Wegen (1.77) geniigt es, den Fall p = 1 zu behandeln. O

19 Integration

Ein Integral ordnet einer Funktion einen Zahlenwert zu. Wir formulieren axioma-
tisch, unter welchen Bedingungen eine derartige Zuordnung Integral heiffen soll.
Wir entwickeln die Integrationstheorie aus den Axiomen. Ein erstes Ziel ist die
Konstruktion von Integralen aus geeigneten Vorstufen. Ein zweites Ziel sind die
Konvergenzsitze der Lebesgueschen Theorie. Zur praktischen Berechnung von
Integralen iiber Teilmengen euklidischer Rdume dienen der Satz von Fubini und
der Transformationssatz.

1 Der Integralbegriff

Sei X eine nichtleere Menge. Ein Integrationsraum auf X ist ein Untervektorraum
V' des Vektorraumes aller Funktionen X — R, der mit f auch |f| enthilt. Mit f
und g sind dann auch max(f, g) = 27(|f —g|+ f+g), min(f, g), fT = max(f,0)
und f~ = f* — f in V enthalten. Es ist f = f* — f~ die kanonische Zerlegung
von f. Wir setzen Vt ={f eV | f=f"}.

Eine lineare Abbildung (auch lineares Funktional genannt) I:V — R heifit
positiv, wenn aus f > 0 immer I(f) > 0 folgt; und stetig, wenn fiir jede abstei-
gende Folge f1 > fo > f3 > ...von f; € V, die punktweise gegen die Nullfunktion
konvergiert, der Limes lim,, ., I(f,) = 0 ist.

Ein Prdintegral ist ein Tripel (X, V) I), das aus einer nichtleeren Menge X,
einem Integrationsraum V auf X und einem positiven stetigen linearen Funk-
tional I:V — R besteht. Wir schreiben dann auch I(f) = [, f = infx f(z)dz
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und nennen diesen Wert das Integral von f iiber X. Die Funktionen in V' heiflen
integrierbar oder integrabel.

Fiir ein Integral werden wir noch weitere Axiome hinzufiigen, die insbeson-
dere sicherstellen sollen, dafl geniigend viele Funktionen integrierbar sind. Der
Deutlichkeit halber sei gesagt: V' ist ein Untervektorraum des Vektorraums aller
Funktionen X — R mit den punktweise definerten algebraischen Verkniipfungen.
Eine Folge (f,,) konvergiert punktweise, wenn die Folge reeller Zahlen (f,,(z)) fiir
jedes x aus X konvergiert. Im allgemeinen kann man nicht sagen, genau welche
Funktionen integrierbar sind. Man mochte, dafl zugéngliche Funktionen, wie et-
wa (geeignete) stetige, dazugehoren und daf (geeignete) Grenzprozesse nicht aus
V' herausfithren und mit der Integration vertréglich sind.

Ist ein Préintegral gegeben, so setzen wir

(1.1) N(f) = Iflle = I(1£1)

und nennen diesen Wert die L'-Norm von f.

(1.2) Notiz. Die Abbildung N:V — R hat die Eigenschaften einer Seminorm
auf V', das heifit, es gilt:

(1) N(f) >0 firalle f€V.

(2) |AIN(f) = N(\f) fir X € R und f € V' (Homogenitit).

(3) N(f+g) < N(f)+ N(g) fir alle f,g € V (Dreiecksungleichung). O

Zur Eigenschaft einer Norm fehlt also lediglich: Ist N(f) = 0, so ist f die
Nullfunktion. Trotzdem kénnen wir auch mit einer Seminorm statt einer Norm
Begriffe der Analysis und der Topologie in bekannter Weise formulieren. So heift
(fn) eine N-Cauchy—Folge, wenn zu jedem ¢ > 0 ein k € N existiert mit N(f, —
fx) < e fiir alle n > k. Ferner ist f der N-Limes einer Folge (f,), in Zeichen
f = N-lim f,,, wenn lim,, ... N(f—f,) = 01ist. Allerdings ist jetzt der Limes einer
Folge im allgemeinen nicht mehr eindeutig bestimmt: Sei f = N-lim f,, und g =
N-lim f,; aus N(f—g) < N(f—fn)+N(g— fn) folgt durch Grenziibergang N (f—
g) =0.Sei f=N-lim f, und N(f —g) =0;aus N(g— f,) < N(g— f)+ N(f —
fn) = N(f—fn) folgt durch Grenziibergang g = N-lim f,,. Wir nennen den Raum
(V,N) wollstandig oder N -vollstindig, wenn in diesem Sinne jede N-Cauchy—
Folge konvergiert. In diesem Kontext arbeiten wir {ibrigens mit verschiedenen
Konvergenzbegriffen. Insbesondere haben wir neben der N-Konvergenz auch die
punktweise Konvergenz von Folgen. Wir geben nun die grundlegende Definition.

(1.3) Definition. Ein Integral ist ein Praintegral (X, V) I), bei dem der Raum
V beziiglich der L'-Norm vollstindig ist. <&

(1.4) Notiz. Sei I ein positives lineares Funktional. Es ist genau dann stetig,
wenn es die folgende Eigenschaft hat: Fir Funktionen 0 < u, 0 < u; <ug < ...
aus V- mit u < supu,, folgt I(u) < supI(uy).

BEWEIS. Sei w, = min(|u|,u,) und u!! = |e] — €/,. Dann ist u € V, es gilt
w, > uy > 0, und die u; konvergieren punktweise gegen Null. Also ist 0 =
lim [ (u)) = I(u) — lim I (u,). Wegen I(u),) < I(U,) folgt damit die Behauptung.
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Sei umgekehrt f,, eine monoton fallend gegen Null konvergierende Folge.
Dann ist f; — f, eine monoton steigende Folge nichtnegativer Funktionen mit
fi < sup(fi — fo). Es folgt I(fi1) > supI(fi — fo) = LmI(fi — fu) =
I(f1) —lim I(f,) und nach der vorausgesetzen Bedingung I(f1) < sup I(f; — fn).
Also ist lim I(f,,) = 0. 0

Ein Ziel der Theorie wird es sein, ein Préintegral zu einem Integral zu ver-
vollstindigen. Die Norm bestimmt iibrigens das Integral. Wegen f = f+ — f~
und der Linearitdt des Funktionals I gilt ndmlich I(f) = I(f") — I(f7) =
N(f*) = N(f7). Manchmal ist es leichter, die Seminorm N zunéchst nur fiir
nichtnegative Funktionen zu konstruieren. Ist dann f — N(fT) — N(f~) linear,
so ist dieses Funktional auch positiv.

Das Funktional ist auch immer eine stetige Abbildung im Sinne der normierten
Vektorrdume. Das folgt aus der Ungleichung:

(1.5) Aufgaben und Ergéinzungen.

1. Sei || — ||1 eine Seminorm auf dem Vektorraum V. Die Menge Vy der L!-
Nullfunktionen, das heifit der f € V mit || f|l1 = 0, ist ein Untervektorraum von V.
Ist p: V' — V/Vj die kanonische Abbildung auf den Faktorraum, so gibt es genau eine
Norm auf V, die wieder mit || — ||; bezeichnet werden, so dal immer ||p(v)||1 = ||v]|1
gilt.

2. Sei a € X. Die Evaluation e,:V — R, f +— f(a) an der Stelle a ist ein positives
stetiges lineares Funktional (Dirac—Funktional an der Stelle a). Es gilt N(f) = |f(a)].
Es handelt sich um ein Integral.

3. Seien I; und I3 lineare Funktionale. Seien a; > 0. Sind I; und Iy positiv (stetig),
so ist auch ajl; + agly positiv (stetig).

2 Die Obernorm

Sei (X,V,I) ein Priintegral. Wir setzen fiir f: X — R
N(f) = inf(sup(I(e,) | n € N)) € [0, o0].

Das Infimum wird iiber alle Folgen (e, € V | n € N) gebildet, die aufsteigen
0 <e <e <...und |f| < sup(e, | n € N) erfiillen; wir nennen sie ein-
grenzende Folgen fiir f. Das Infimum ist als co zu lesen, wenn es keine solchen
Folgen gibt. Wegen des néchsten Satzes bezeichnen wir N auch als Seminorm
oder Obernorm zu (X, V,I). Wegen (2.1) ist die Bezeichnung N mit derjenigen
des letzten Abschnittes vertréglich.

(2.1) Satz. Die Abbildung N hat die folgenden FEigenschaften:
(1) 0< N(f) = N(~f) = N(|f]) < 00; N(0) =0.
(2) N(AS) =[AIN(S).
(3) Sind f, fn, Funktionen und gilt |f| <> |fal, so folgt N(f) <> N(fn).
(4) FireeV gilt N(e) = I(|e]).
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BEWEIS. (1) und (2) folgen unmittelbar aus der Definition.

(3) Falls > N(f,) = oo ist, so ist nichts zu beweisen. Anderfalls ist N(f,) < oo
fiir alle n. Nach Definition von N gibt es eine eingrenzende Folge (e} | k € N)
mit |f,| < sup(e} | k € N) und sup(I(e}) | k € N) < N(f,) + €,. Wir wihlen
€ =¢;+¢ey+---. Dann ist (mit der Zusatzvereinbarung efj = 0)

DON(fa) e =Y (N(fa) +22) <D (sup((ep) |k E€N) =

n

Z;I( F— 1) = 1; ZZI r—€r_q) =supl(d,)

I=1 k=1 H

wobei d, = Y12, Yt (e} —e}_;) gesetzt wurde. Ganz analog haben wir

FI<D 1l <D (en | k €N) =supd,

und 0 < d; < dy < ..., so daB (d,) eine eingrenzende Folge fiir f ist. Demnach
ist N(f) <sup, I(d,).

(4) Unter Verwendung der konstanten Folge (e, = €) sehen wir N(e) < I(Je|) <
00. Zu € > 0 gibt es eine eingrenzende Folge (e,,) mit |e] < supe, und sup I(e,) <
N(e)+e. Wegen der Stetigkeit des Funktionals I ist aber I(|e]) < sup I(e,). Also
folgt die behauptete Gleichheit. a

3 Nullfunktionen und Nullmengen

Wir nennen f: X — R Nullfunktion, wenn N(f) = 0 ist, und A C X Nullmenge,
wenn ihre charakteristische Funktion x4 eine Nullfunktion ist. Nullmengen sind
die Mengen, die wir vernachléssigen diirfen oder miissen. Wir verwenden dazu
die folgende Terminologie: Ist fiir jedes © € X eine Aussage E(x) gegeben, so
sagen wir, sie gelte fast iberall, wenn E(x) fiir alle  aulerhalb einer Nullmenge
richtig ist.

Aus den Eigenschaften von N folgt sofort:

(3.1) Notiz. Fine abzihlbare Vereinigung von Nullmengen ist eine Nullmenge.
Eine Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge. O

(3.2) Notiz. Folgende Aussagen iiber eine Funktion f: X — R sind dquivalent:
(1) f ist eine Nullfunktion.
(2) |f] ist eine Nullfunktion.

(3) Auferhalb einer Nullmenge ist f gleich Null.

BEWEIS. (1) und (2) sind wegen N(f) = N(|f|) dquivalent.

(2) = (3). Sei N(f) =0 und ¢, die charakteristische Funktion von {|f| > k~'}.
Dann ist 0 < ¢ < k|f| und folglich N(cx) < kN(f) = 0. Ferner ist ¢, < cgy1
und ¢g = xqf>0p = sup(cx | k € N) < Y7, ¢, und deshalb gilt 0 < N(cp) <

S N(ey,) = 0.
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(3) = (2). Aus N(cp) = 0 folgt N(cx) = 0 und wegen |f| < > ¢ gilt N(f)

Wir nennen f und ¢ nulldquivalent oder N-dquivalent, in Zeichen f~n g,
wenn fast {iberall f(x) = g(z) ist. Das ist wegen (3.1) eine Aquivalenzrelation
auf der Menge aller Funktionen X — R.

(3.3) Notiz.
(1) f~ng= N(f)=N(g).
(2) |fl <nlgl= N(f) < N(g).

(3) f~ng frgeV = I(f)=1(g).
(4) Sei N(f) < oo. Dann ist f(z) fast tiberall endlich.

<
O

BeEweEls. (1) Es geniigt, nichtnegative fund g zu betrachten. Wir definieren
n: X — R durch n(x) = 0, falls f(x) = g(r) und n(z) = oo sonst. Dann ist
f < g+nund n ist eine Nullfunktion. Es folgt N(f) < N(g+n) < N(g)+N(n) =
N(g). Analog N(g) < N(f).

(2) Es gibt eine zu f N-dquivalente Funktion f’ mit |f’| < g tiberall. Mit (1)
folgt also N(f) = N(f") < N(g).

(3) Esist 0 < |I(f) —I(9)| < I(|f —g]) = N(f —g). Da f — g eine Nullfunktin
ist, folgt N(f — g) = 0 und damit I(f) = I(g).

(4) Sei dj, = X{|f|>k}> k € N. Dann ist do, = X{|f|=00} < dk, also N(doo> < N(dk)
Ferner ist kdj, < |f|, also N(ds) < N(dg) < k™ N(f). Das gilt fiir jedes k, also
ist N(dw) = 0. O

4 Vollstindigkeit
Sei V* die Menge aller Funktionen f: X — R mit endlicher Obernorm N(f).

(4.1) Satz. Der Raum (V*, N) ist vollstindig. Jede N-Cauchy—Folge besitzt ei-
ne fast tberall konvergente Teilfolge, die gegen den N-Limes der Cauchy—Folge
konvergiert.

BEWEIS. Sei (f,) eine N-Cauchy—Folge in V*. Zu ¢ > 0 wihlen wir Q(¢) € N,
sodall N(f, — fx) <efirn,k > Q(e). Sei 1 =¢e; + €9+ -+ mit g; > 0 gewahlt.
Sei q(n) = Q(&,) und g, = fy(n).- Dann ist (g,) eine Teilfolge von (f,), und es
gilt N(gri1 — gr)ex fiir k € N. Wir setzen

9=|ol+ Z g1 — G-
k=1

Dann gilt

N(g) < N(g1) + > N(ges1 — gx) < 1+ N(g1) < o0.

Nach (3.3) ist g fast iiberall endlich. Die Reihe fiir g konvergiert daher fast
iiberall zu einem Wert in R und deshalb nach dem Majorantenkriterium auch
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die Reihe g1 + >~ (gr+1 — gx)- Sei h dieser fast tiberall gebildete Limes. Wegen
|h— gl < |gks1— gkl +|grr2 — grir +- - - folgt N(h—gr) < ep+epgr+--- < e fiir
schliellich alle k. Also ist h = N-lim g, = N-lim f,,. Damit ist die Vollstandigkeit
gezeigt. Da N-Limites eindeutig bestimmt sind, bis auf eine Nullfunktion, so folgt
auch die zweite Aussage. O

5 Das Integral zu einem Priintegral

Sei W die abgeschlossene Hiille von V' im Raum (V*, N). Die Elemente von W
sind also N-Limites von Folgen in V. Aus dem Rechnen mit N-Limites folgt,
da3 W ein Integrationsraum ist. Als abgeschlossene Hiille in einem vollsténdigen
Raum ist (W, N) wieder vollstindig. Wir setzen

JW =R, f— N —N(f).
Dann gilt

(5.1) [J(f) = J(9)| <2N(f = 9).

Zum Beweis verwenden wir

[T(f) =Tl = [(N(fT)=N(g")=(N(f)=N(g DI < N(fT—g")+N(f"—g7)

und
7% =g = g[If1+ 7 ~lol o] < (1~ 1al| +17 —al) <15~ g

und entsprechend fiir f~, g~. Insgesamt errechnet man daraus (5.1). Als Konse-
quenz aus dieser Formel erhalten wir:

(5.2) Notiz. J:W — R ist eine stetige Abbildung, wenn wir W mit der N-
Norm versehen. O

(5.3) Monotone Konvergenz. (Beppo Levi) Sei (f, € W | n € N) und gelte
fast iberall f, < foi1. Die Folge (J(f,)) sei beschrankt. Dann konvergiert (f,)
fast dberall gegen f, und es gilt J(f) =lim J(f,). Auferdem ist f = N-lim f,.

BEWEIS. Es gilt fiir £k > n

N(fo = fo) =I(fe = fu) = J(fx) = J(fa) <¢

fiir gentigend grofie n, weil die Folge (J(f,,)) monoton und beschrénkt, also eine
gewohnliche Cauchy-Folge ist. Mithin ist (f,,) eine N-Cauchy—Folge. Es gibt also
eine fast iiberall konvergente Teilfolge; wegen der Monotonie ist dann auch die
gesamte Folge fast iiberall konvergent. Nun wende man (5.77) an. a

(5.4) Dominierte Konvergenz. (Lebesgue) Die Folge (f, € W) konvergiere
fast dberall gegen f: X — R. Es sei (f,) durch eine integrable Funktion g domi-
niert, das heifit es gelte | fn(x)| < g(z) fir alle n und fir fast alle x. Dann ist
few, esist f=N-lim f, und lim J(f,) = J(f).
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BEWEIS. Es geniigt wiederum zu zeigen, da8 (f,,) eine N-Cauchy—Folge ist. Ohne
wesentliche Einschrankung gilt |f,| < g iiberall und Konvergenz iiberall. Fiir
k> 1ist

hi(2) = sup{|fn(2) = fu(@)| | n,m = k} < 2g(2).

Wir zeigen, daf by in W liegt. Da |f,, — f| in W liegt, so auch v; = max{|f, —
fml ’ kE < n,m < l}. Die Folge (v;) steigt monoton und wird von 2¢g dominiert.

Nach dem Satz iiber monotone Konvergenz ist das Supremum integrabel, liegt
also in W. Die Funktionen h; bilden eine monoton fallende Folge, die nach der
vorausgesetzten Konvergenz von (f,(z)) punktweise gegen Null konvergiert. Also
ist lim J(hg) = 0. Wegen N(f, — fx) < N(hi) = J(hy) sehen wir, daf (f,,) eine
N-Cauchy-Folge ist. O

6 Malle

Eine o-Algebra auf einer nichtleeren Menge X ist ein System 9t von Teilmengen,
das die leere Menge enthélt, mit jeder Menge A ihr Komplement X \ A und mit
jeder Familie (4; € M | i € N) die Vereinigung | J, A;. Durch Komplementbildung
sieht man, dafl dann X € 91 ist und mit jeder Familie (4; € M | i € N) auch der
Schnitt (1), A; zu M gehort. Ferner liegen mit A und B auch AU B, AN B und
A\ B in M. Ein Paar (X, 91) aus einer nichtleeren Menge X und einer o-Algebra
I daraus heiit Mefiraum. Die Elemente von 9 werden die meflbaren Mengen
des Mefiraumes genannt.

Die Menge aller Teilmengen ist eine o-Algebra. Der Schnitt einer beliebigen
Familie von o-Algebren ist wieder eine. Zu jeder Menge & von Teilmengen von
X gibt es deshalb den Schnitt &# aller o-Algebren, die & umfassen, genannt die
von & erzeugte o-Algebra.

Ist X eine topologischer Raum, so heifit die von allen offenen Mengen erzeug-
te o-Algebra B(X) die Borel-Algebra des Raumes X. Fiir die elementare In-
tegrationstheorie sind insbesondere die Borel-Algebren der euklidischen Réaume
relevant.

Ein Majf$ pu auf einer o-Algebra 9 ist eine Abbildung p: 9t — [0, oo, die der
leeren Menge den Wert Null zuordnet und die o-additiv ist. Letzteres soll hei-
Ben: Ist (A; | i € N) eine Familie paarweise disjunkter Mengen aus 9, so gilt
Yo (Ai) = n(U; Ai). Da ein Maf auch den Wert oo annehmen kann, so treffen
wir die Vereinbarungen co+a = a+ 00 = oo fiir a € [0, 00], 00-a = a-00 = oo fiir
a>0und 0-00 =o00-0=0. Eine Reihe ), a; mit Werten a; € [0, oo] hat dann
immer eine Summe ). a; € [0, 00|. Additition und Multiplikation in [0, co] sind
weiterhin assoziativ und kommutativ. Wir notieren einige unmittelbare Konse-
quenzen aus den MafBlaxiomen.

(6.1) Notiz. Gegeben sei ein Mafsraum (X, 9, p). Dann gilt:
(1) Sind A,B € M, so ist u(AUB) + u(AN B) = pu(A) + u(B).
(2) Sind A C B aus M, so gilt p(A) < u(B).
(3) Ist (A, €M [0 € N), s0 gilt U, 4y) < 3, (4.
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(4) Ist Ay C Ay C ... eine aufsteigende Folge in M, so gilt p(U; 4;) =
lim,, oo pt(Ap).

BEWEIS. O

Sei X = (X, V, 1) ein Integral. Wir nennen A C X integrierbar, wenn x4 € V
ist. Wir setzen dann p(A) = I(xa). Wir sagen, X ist o-endlich beziiglich X,
wenn es eine aufsteigende Folge S; C Sy C - - - integrierbarer Mengen gibt, deren
Vereinigung X ist. Wir nennen dann A C X meflbar beziiglich X, wenn alle
ANS; integrierbar sind. In dem Fall setzen wir p(A) = sup I(AN E;). Wegen des
Satzes iber die monotone Konvergenz liefert das fiir integrierbare A nichts neues.
Sei M(X) das System der beziiglich X mefibaren Mengen. Aus Rechenregeln des
Integrals und dem Satz {iber monotone Konvergenz folgt dann:

(6.2) Satz. (X,M(X),ux) ist ein Mafsraum. 0

7 Integration stetiger Funktionen

Eine stetige Funktion f:[a,b] — R hat das Integral fj f(z)dx der elementa-
ren Analysis. Wir befreien uns von den Definitionsbereichen. Wir sagen, eine
Funktion f:R — R habe kompakten Triger, wenn die abgeschlossene Hiille der
Menge {z | f(x) # 0}, der sogenannte Triger von f, kompakt ist. Es gibt in
einem solchen Fall also ein Intervall [a,b], das den Trager enthélt. Wir setzten
I(f) = [ f(z)de = fab f(z) dz, und diese Festlegung hiingt nicht von der Wahl
von [a, b] ab. Sei C.(R) der Vektorraum der Funktionen R — R mit kompaktem
Tréager. Das Integral I ist dann eine positive lineare Abbildung f :C.(R) — R.
Konvergiert (f,) gleichméBig gegen f, so gilt [ f = lim, [ f,. Manchmal folgt
aus der punktweisen Konvergenz die gleichméfBige; es gilt ndmlich der Satz von
Dina:

(7.1) Satz. Sei X ein kompakter Raum und (f,: X — R) eine monoton wach-
sende Folge stetiger Funktionen, die punktweise gegen die stetige Funktion f
konvergiert. Dann ist die Konvergenz gleichmdfig. O

Mit Hilfe des Satzes von Dini sehen wir also, dafl (R, C.(R), I) ein Praintegral
ist. Das zugehorige Integral (R, L, J) nennen wir das Lebesguesche Integral.

8 Integration Riemannscher Treppenfunktionen

Das Riemannsche Integral (oder ein anderes elementares Integral) wird tiber
Treppenfunktionen definiert. Eine Funktion ¢: R — R heifle Riemannsche Trep-
penfunktion, wenn es eine Zerlequng a = g < 1 < ... < 1, = b so gibt,
daB f auBerhalb [a,b] gleich Null ist und auf den offenen Intervallen |z; i, z;|
konstant gleich ¢;. Uber die Funktionswerte in den Punkten z; legen wir nichts
fest. Wir definieren als das Integral [ ¢t(z)dz der Treppenfunktion ¢ den Wert

Zle ¢i(x; — x;_1). Dieser Wert ist unabhéngig von der Wahl der Zerlegung zu t.
Diese Treppenfunktionen bilden einen Vektorraum TR, und das Integral ist eine



T. tom Dieck 9 Priintegral fiir Treppenfunktionen 137

lineare Abbildung fR: TR — R. So einfach diese Begriffsbildungen sind, es gibt
einen wichtigen Satz dariiber, eine Stetigkeitseigenschaft des Integrals.

(8.1) Satz. Seit; >ty > ... eine Folge von Treppenfunktionen, die punktweise
gegen die Nullfunktion konvergiert. Dann ist lim,, fR tn(x)dx = 0.

BEWEIS. Die Endpunkte der Intervalle, auf denen t, konstant ist, bilden eine
endliche Menge. Die Menge aller dieser Endpunkte fiir alle ¢,, ist eine abzahlbare
Menge; sie wird deshalb durch eine Folge offene Intervalle J; iiberdeckt, deren
Léngensumme Y o I(J;) < € ist. Sei U = |J,, Ji. Wir wihlen ein kompaktes
Intervall I, auBerhalb dessen die Funktionen t,, alle gleich Null sind. Ist z € I'\U,
so gibt es ein n, und ein offenes Intervall V, um x, so daBB ¢, (s) < e ist fiir s € V,
weil die t,, punktweise gegen Null konvergieren und in 7 \ U lokal konstant sind.
Wegen der Monotonie der Folge gilt dann ¢,,(s) < ¢ fiir alle m > n, und s € V.
Die Familie der offenen Mengen (Ji,V, | k € Nyz € I\ U iiberdeckt I. Wir
wéhlen eine endliche Teiliiberdeckung

Jrrs oo Iy Vs oo Va

Sei N = max(ng,,...,Ng,). Ist n > N, so gilt
fals) <e fiir seW=V, u---uV,.

Das Integral von ¢, iiber W ist also hochstens [([)e, und das Integral iiber die
Vereinigung der ausgewéhlten J; hochstens gleich dem Maximum C' von f; mal
der Gesamtlinge der .J;, also hochstens gleich Ce. Insgesamt ist also [ f(z) da <
Ce+1(1)e. O

(8.2) Aufgaben und Erginzungen.

1. Eine stetige Funktion f:[a,b] — R ist gleichméBiger Limes von Treppenfunktionen.

9 Priintegral fiir Treppenfunktionen

Wir betrachten Treppenfunktionen axiomatisch. Zunéchst legen wir ihre Defini-
tionsbereiche fest.

Ein System von Teilmengen 2 einer nichtleeren Menge X heifit Algebra, wenn
) € A ist und mit A und B auch AU B, AN B und A\ B Elemente aus 2
sind. Eine Mengenfunktion u:2 — [0, 00] heifit Inhalt, wenn pu(()) = 0 ist und
ferner p additiv ist. Letzteres heifit: Sind A und B disjunkte Mengen aus 2, so
ist p(AUB) = p(A)+ p(B). Ein Inhalt wird Pramaf genannt, wenn er auflerdem
o-additiv ist, das heiBit, wenn fiir eine Familie (4; | j € N) paarweise disjunkter
Mengen A; € A mit einer in 2 liegenden Vereinigung die Gleichheit p((J ;Aj) =
> 11(A;) gilt. Ein Pramafraum ist ein Tripel (X, %A, u) aus einer Algebra 2 auf
X zusammen mit einem Pramaf. Ein Pramafiraum heif3t o-endlich, wenn es eine
Folge (S,,) in A gibt mit x(S,) < co und X =J,, S,.

Sei nun ein Inhalt p auf einer Algebra (X, %) vorgegeben. Eine Funktion
0: X — R heiflit Treppenfunktion, wenn sie nur endlich Werte annimmt und
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wenn die Stufe ¢~ !(c) fiir alle ¢ # 0 ein endliches Maf§ hat. Eine Zerlegung zur
Treppenfunktion ¢ ist eine disjunkte Zerlegung X = A; U Ao U...U A, von X
in mefibare Mengen A;, so dal ¢ auf A; konstant gleich ¢; ist (sofern A; # 0).
Als Integral der Treppenfunktion definieren wir
(9:1) [ o= cuin.

b's o=
Wegen der Vereinbarung 0 - co = 0 sind die A; von unendlichem Maf§ schadlos;
ist A; = 0, so vereinbaren wir ,,undefiniert mal Null = Null“. Durch Ubergang
zu einer gemeinsamen Verfeinerung bestétigt man mittels der Additivitit des
Mafes, dafl der Wert (9.1) nicht von der Zerlegung zu ¢ abhéngt. Sei T'(u) die
Menge der Treppenfunktionen. Als kleine Aufgabe stellen wir:

(9.2) Notiz T(u) ist ein Vektorraum. Er enthdlt mit ¢ auch |p|. Das Integral
o — I(p) = [y edu ist eine lineare Abbildung I:T(u) — R. O

(9.3) Notiz. Genau dann ist (X,T(n), [,) ein Priintegral, wenn p o-additiv
18t.

BEWEIS. Sei p o-additiv. Seien v und wu,, nicht negative Treppenfunktionen, es
gelte v < sup u,, und u,, < u,1. Wir haben zu zeigen I(v) < sup I(u,). Sei dazu
v =" a;x(A;) mit A; € Aund a; > 0. Wir fixieren eine positive Zahl a < 1.
Die Mengen B, = {u, > ow} sind in 2 enthalten, und wegen u,, > avx(B,) gilt

I(u,) > al(vx(By).

Aus den Voraussetzungen iiber v und w, folgt B, C B,1; und |, B, = X, sowie
U, 4, N B, = A;. Damit folgt

v) = Z aju(Aj) = liTIln Z ajpu(A;N B, = li}ln I(vx(By).
i=1 =1

Aus den abgesetzten Ungleichungen erhalten wir
sup I (u,,) > asup I(vx(B,)) = al(v).

Da «a < 1 beliebig war, folgt die Behauptung.
Sei I stetig. Die o-Additivitdt ist ein Spezialfall der Stetigkeit, angewendet
auf charakteristische Funktionen. O

(9.4) Beispiel. Das System aller endlichen Vereinigungen von endlichen In-
tervallen der Form [a,b] ist eine Mengenalgebra auf R. Ebenso das System
aller endlichen Vereinigungen von endlichen Intervallen (offen, abgeschlossen,
halboffen Setzen wir mit dem Integral fiir Riemannsche Treppenfunktionen

f €a(x)dx, so wird dadurch ein Pramafl auf diesen Algebren definiert.
Das damlt auf der zweiten Algebra definierte Integral ist das Integral aus dem
zweiten Abschnitt. &
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10 AuBeres Maf}

Sei ein Pramafiraum (X, %, 1) vorgegeben. Wir benutzen ihn dazu, um beliebige
Teilmengen von X durch Approximation von oben dem Mafle nach abzuschétzen.
Fiir eine beliebige Teilmenge Y C X definieren wir

= inf i": (A
i=1

wobei das Infimum {iber alle Folgen (A4,) in A mit Y C U2, A,, gebildet wird.
Das Infimum ist als co zu lesen, wenn es keine solchen Folgen glbt. Im o-endlichen

Fall gibt es immer solche Folgen. Damit erhalten wir p*:3(X) — [0, co] auf der
Menge B(X) aller Teilmengen von X.

(10.1) Satz. p*:*B(X) — [0, 00| hat die folgenden Eigenschaften:
(1) p (@) =0.
(2) Ist A C B, so gilt u*(A) < u*(B).
(3) Fiir jede Folge (Ay) gilt n*(U;A;) <> u*(A,).
(4) Fir A e gilt u(A) = p*(A).

BEWEIS. O

Wir nennen p* das duffere Maf$ oder das Obermajf§ zum gegebenen Pramaf3-
raum. Mit dem &dufleren Mafl definieren wir: N C X heiflt Nullmenge, wenn
p*(N) = 0 ist. Aus (10.5) folgt, daB eine abzéhlbare Vereinigung von Nullmen-
gen wieder eine Nullmenge ist. Diese Tatsache verwenden wir oft stillschweigend.
Nullmengen spielen in der Integrationstheorie eine grofie Rolle.

11 Das Integral zu einem Pramaf}

Einen Raum mit einer Seminorm kann man immer durch einen formalen Pro-
zess vervollstdndigen. Die Elemente des vervollstindigten Raumes werden zum
Beispiel als Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen definiert. Fiir die Zwecke der
Analysis mochte man aber doch statt dieser geisterhaften Elemente lieber richtige
Funktionen haben. Soll die hypothetische Grenzfunktion einer L!-Cauchy-Folge
durch einen Grenzprozess aus den schon vorhandenen Funktionen gewonnen wer-
den, so braucht man punktweise Konvergenz. Wir definieren deshalb:

Eine Funktion f: X — R heifle integrabel, wenn es eine L!'-Cauchy-Folge
(¢n | n € N) von Treppenfunktionen gibt, die fast iiberall punktweise gegen
f konvergiert. In diesem Fall ist wegen

[ om — [ | < [lem—enl = llom — enlh

die Folge der reellen Zahlen ([ ¢, | n € N) eine gewohnliche Cauchy—Folge, also
konvergent, und deshalb ist es mdoglich,

(11.1) /fd,u: lim/gpnd,u
X e Jx
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zu setzen. Damit wir auf diese Weise zu einem wohldefinierten Integralwert kom-
men, miissen wir zeigen, dafl der letzte Grenzwert nicht von der Auswahl der
approximierenden Folge (¢, ) abhidngt. Das geschieht durch das néchste Lemma.

(11.2) Lemma. Seien (¢,) und (¢,) zwei L'-Cauchy-Folgen, die beide fast
tiberall gegen dieselbe Funktion konvergieren. Dann ist lim, . ||¢n — ¥l = 0

und wegen | [ on — [ ] < lon — ¥ull1 gilt lim, [ @, = lim, [ ¢,.

Zum Beweis von (11.77) brauchen wir ein weiteres Lemma. Es kldrt den Zu-
sammenhang zwischen L!'-Konvergenz und punktweiser Konvergenz und macht
die Definition der integrablen Funktion im Hinblick auf die angestrebte L!-
Vollstéandigkeit plausibler.

(11.3) Lemma. Sei (p,) eine L'-Cauchy—Folge von Treppenfunktionen. Dann
gibt es eine Teilfolge (1) mit den Figenschaften:
(1) (1) konvergiert fast tiberall.
(2) Zu jedem € > 0 gibt es eine Menge Z vom duferen Maf$ u*(Z) < €, so
daf () auf X \ Z gleichmdaf$ig konvergiert.

Wir nehmen (11.2) und (11.3) einmal an und zeigen, daB wir mit unseren
Definitionen das Ziel erreicht haben.

(11.4) Satz. Die Menge L'(u) der integrablen Funktionen ist ein Vektorraum,
und f +— fodu ist eine lineare Abbildung. Mit f ist auch |f| integrabel. Das
Tripel (X, L' (1), [y) ist ein Integral.

BEWEIS. Konvergiert die L!-Cauchy—Folge (¢,,) f.ii. gegen f und die L'-Cauchy—
Folge (1,,) f.ii. gegen g, so ist (, +1,) wieder eine L'-Cauchy—Folge, sie konver-
giert f.ii. gegen f+g¢, und es gilt [(f+g) = lim [(p,+1,) = lim [ @, +lim [ ¢, =
[ f+ [ g. Ebenso fiir die Skalarmultiplikation. Mit (,,) ist auch (|¢,|) eine L'-
Cauchy—Folge, denn

= [lienl = e

Konvergiert (¢,) f.i. gegen f, so konvergiert (|p,|) f.ii. gegen |f|. Wegen
+ [ on < [|gn| folgt durch Grenziibergang | [ f| < [|f]. Ist 0 < f, so ist
deshalb wegen f = |f| auch [ f >0, und aus f < g folgt damit durch Betrach-
tung von g — f die Ungleichung [ f < [ g. Es bleibt zu zeigen, daf die lineare
Abbildung [ + stetig ist und der Raum L'-vollstéindig. a

[1oml =1 < [ 1om = oul = llem = el

12 Beweis der Hilfssitze

BEWEIS. Sei (¢,,) die gegebene L!-Cauchy—Folge. Wir wihlen eine Teilfolge (¢,,)
rekursiv, so dafl || — ¢, — @rlli < 27% fiir n > k,k € N; wegen der Cauchy—
Bedingung ist das moglich. Die Menge

Y (k) = {l¢pt1 — ox| > 27"}
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liegt in 2. Es also ist 27"xy (1) eine Treppenfunktion, die kleinergleich |¢y1 — ¢y
ist. Aus der Monotonie des Integrals folgt

27 (Y (k) = /Q_kXY(k) < / [orr1 — or = llorr1 — ol < 272,

also p(Y(k)) < 275 Die Menge Z; = J,~, Y (n) hat also das dufiere Maf3
W (Zy) < S spit(Y(n) = 2275 Fir ¢ Zg ist |ppi1 — @n| < 277 fiir al-
le n > k, nach Definition von Y (n)). Nach dem Majorantenkriterium konvergiert
die Reihe Y (pnt1 — ¢n) auf X \ Z, gleichmaBig, und p*(Z;) < 2-27% wird fiir
grofe k beliebig klein. Insbesondere konvergiert die Reihe fiir z fn|J,., Zx = Z,
und p*(Z) = 0. - O

BEWEIS. Mit (¢,) und (¢,) ist auch (7, = ¢, — ¥,) eine L'-Cauchy-Folge.
Sie konvergiert fast iiberall gegenNull. Wir miissen lim||7,|; = 0 ziegen. Es
geniigt, dies fiir eine Teilfolge zu zeigen. Diese Teilfolge sei gemifl (77) gewéhlt
und werde wieder mit (7,) bezeichnet. Sei € > 0 gegeben. Wir wéhlen £ so grof,
dal ||7, — 7x||1 < e fiir alle n > k; ferner wihlen wir zu diesem festen k eine
Menge Z, so daf (7,) auf X \ Z gleichméBig konvergiert und ||7||p*(Z) < € ist.
Hier ist ||7%|| die Sup-Norm, also das Maximum von |7 (x)|; das ist moglich, da 7
als Treppenfunktion nur endlich viele Werte annimmt. Nach der Definition der
Treppenfunktion liegt M = {x € X | 7x(x) # 0} in 2 und hat endliches Ma8.
Wir schétzen ||7|y = [ |7, in drei Teilen ab: Durch die Integrale iiber Z , M\ Z
und X \ M. 0

Da es leider nicht offensichtlich ist, wie man ein Maf} (12.2) konstruiert, be-
trachtet man auch einige Vorstufen zu den Mafiraumen, bei denen nur ein abge-
schwichtes Axiomensystem postuliert wird.

Was bei einem Primafiraum zu einem Mafiraum also noch fehlt, ist die Mef-
barkeit beliebiger abzihlbarer Vereinigungen — und es ist diese letzte Eigen-
schaft, die Mafle niitzlich, aber auch nichttrivial und kompliziert macht.

Eine bedeutende Rolle spielen im weiteren die Nullmengen, Mengen, die man
vernachléssigen kann und die man vernachléssigen mufl. Schon in den elemen-
tarsten Uberlegungen zur Inhaltsmessung sind sie unvermeidlich, werden dort
allerdings meist unter den Teppich gekehrt!.

Sei (X, M, 1) ein MaBraum. Wir nennen A C X eine Nullmenge des MaB-
raums, wenn es N € 9 gibt mit A C N und p(N) = 0. Es wird nicht A € I
verlangt. Ohne Schaden, in der Tat mit Vorteil, kann man 99t um die zugehori-
gen Nullmengen zu einer o-Algebra ergénzen und p entsprechend erweitern. Wir
wollen einen Mafiraum nullvollstindig nennen, wenn seine o-Algebra schon alle
Nullmengen enthélt. Auch ohne Maf- und Integrationstheorie sind die Nullmen-
gen niitzlich.

!Zum Beispiel in der ,,Schulmathematik® — bekanntlich eine Subkultur, mit den iiblichen
Erscheinungen einer solchen: Abkehr von den wichtigen Erfordernissen, . ...
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Ist fiir jedes x € X eine Aussage E(x) gegeben, so sagen wir, E(z) gilt fast
tiberall (= f.i.), wenn E(z) fiir alle z auBerhalb einer Nullmenge (12.2) richtig
ist.

(12.1) Aufgaben und Erginzungen.

1. Mit der Definition (12.2.2) zeige man, dafl eine abzidhlbare Vereinigung von Null-
mengen wieder eine ist. (Aus den MafBlaxiomen folgt das ja sowieso.)

2. Man griibele, ob man mittels (12.2.2) beweisen kann, daf8 [a,b] fiir a < b keine
Nullmenge ist?

3. Das Cantorsche Diskontinuum. Wir konstruieren eine {iberabzihlbare Nullmenge.
4. Jedes MaB hat eine eindeutig bestimmte nullvollsténdige Erweiterung. Die Mengen
in der o-Algebra £(R"™) zur nullvollstdndigen Erweiterung von (12.1) heilen Lebesgue—
mefsbar und das zugehorige Mafl darauf heifit Lebesque—Map.

13 MafBlerweiterung

Das Lebesguesche Mafl auf R wird konstruiert, indem das elementare Pramafl auf
der Algbra der Intervalle (siche ??7) durch einen Erweiterungs- und Limesprozess
auf die Borel-Algebra ausgedehnt wird. Diese Ausdehnung ist im axiomatischen
Kontext moglich und wird durch den folgenden Hauptsatz, den MafSerweiterungs-
satz von Hahn, geliefert.

(13.1) Satz. Sei (X, ) ein o-endlicher Praimafraum. Dann laft sich p auf
genau eine Weise zu einem Maf auf der von 2 erzeugten o-Algebra 9 = M(A)
machen. Das Mafl von M wird dabei durch

u(M) = inf 3 pu(A,)

definiert, und das Infimum ist iber alle Folgen (A,) in A mit M C U2, a, zu
bilden.

Zum Beweis des Satzes bemerken wir zunéchst, daf§ das genannte Infimum
fiir jeder Teilmenge von X gebildet werden kann. Die resultierende Funktion ist
dann zwar im allgemeinen kein Mafl auf der Menge aller Teilmengen. Da durch
die Infimumbildung eine Menge von oben durch Vereinigungen mefibarer Mengen
approximiert wird, so entsteht ein Obermaf oder, wie man meist sagt, ein d&ufleres

Mag8.

Ist p* ein duBeres Mafl auf der Potenzmenge PB(X) von X, so nennen wir
A C X p*-meftbar, wenn fiir jede Teilmenge Z von X die Zerlegungsformel

pi(2) =p(ZNnA)+p (Z\ A)

gilt. Diese Definition, die nicht so leicht zu motivieren ist, ist eine beweistechni-
sche groflartige Entdeckung. Um sie zu rechtfertigen, zeigen wir:
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(13.2) Notiz. Sei pu* das in (13.77) konstruierte duflere MafS. Die Mengen aus
A sind dann p*-mefibar.

BEWEIS. O

Die Niitzlichkeit der p*-Mefbarkeit wird durch den folgenden Satz von Ca-
rathéodory belegt.

(13.3) Satz. Seip* ein dufleres Maf auf der Potenzmenge von X. Das System
M der p*-mefbaren Teilmengen ist dann eine o-Algebra und p* ein Majf$ auf 9.

BEWEIS. O

Beweis von (13.77). Der Satz von Carathéodory liefert uns eine o-Algebra 9, die
nach (13.77) 2 enthélt. Die Maffunktion p* stimmt nach (13.77) mit p iiberein.
Damit ist die Existenz einer Erweiterung gezeigt.

Eindeutigkeit. Sei p das soeben konstruierte Mafl und v ein weiteres, daf§ auf 2
mit p ibereinstimmt. Habe S € 2 endliches Mafl. Wir zeigen fiir Y € 9 und
Y C S die Gleichheit u(Y') = v(Y). Nach Definition des dufleren Mafes ist

p(Y) =inf > p(A,) =inf Y v(A,).

Wegen v(Y) < v(J; 4) < 3, v(4;) ist deshalb v(Y) < u(Y). Dieselbe Uber-
legung diirfen wir auch auf das Komplement A \ Y anwenden und bekommen
v(A\Y) < u(A\Y). Die Additivitdt der Mafle liefert zusammen mit diesen
Ungleichungen

H(A) = v(A) = V(AN Y) + v(A) < p(A\Y) + u(Y) = u(A).

Das ist nach allem nur mit Gleichheiten vertraglich, u(Y) = v(Y). Ist nun das
PrémaB o-endlich und (.S,) eine Folge wie in der Definition dieses Begriffes, so
wissen wir also, da fiir Y € 9t die p- und v-Mafe von Y N (|J._, S;) gleich sind,
und durch Ubergang zum Limes (??) folgt u(Y) = v(Y). O

14 Das Lebesguesche Integral

Ein Hauptsatz fiir die Entwicklung der Integrationstheorie und ein Hauptsatz
der Maftheorie ist:

(14.1) Satz. Es gibt genau ein Maf§ \™ auf der Borel-Algebra B(R™), das auf
allen Quadern []_,[a;, b;] den Wert ], (b; — a;) annimmt.

Das durch (14.1) zur Verfiigung gestellte Maf heiit das Lebesguesche Maf auf
dem R™. Wir nennen \"(A) das (n-dimensionale) Volumen von A C R™ (auch
Fliche im Fall n = 2). Es hat sich herausgestellt, dal man nicht allen Teilmengen
des R” sinnvoll ein Volumen zuordnen kann. Die Borel-Algebra und die sogleich
besprochene Erweiterung durch die Nullmengen liefert einen gréfitmoglichen all-
gemeinen Rahmen fiir das Volumenproblem. Allerdings weifl niemand zu sagen,
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genau welche Mengen in B(R"™) liegen. Man mochte lediglich sicherstellen, dafl
einigermaflen zugéngliche Mengen, wie offene und abgeschlossene, darin enthal-
ten sind, und {ibliche mengentheoretische Operationen nicht aus dem System
herausfiithren?.

Im Fall des Mafles (14.1) lassen sie sich wie folgt charakterisieren:

(14.2) Satz. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) A ist eine Nullmenge fiir das Maf (14.1).
(2) Zu jedem € > 0 gibt es eine Familie (W; | i € N) von Quadern mit
AC U2, Wi und o, \"(W;) < e.

Wie schon in (14.1) ist auch in (14.2) das Volumen eines Quaders das ele-
mentargeometrische: Produkt der Kantenldngen. Wegen dieses Satzes kann man
mittels der Eigenschaft (14.2) Nullmengen direkt definieren, ohne ein Mafl zu

haben.

(14.3) Beispiel. Das verstaubte, aber als Beschéftigungstherapie immer noch
benutzte Riemann-Integral hat als Definition oder Satz: Eine Funktion f:R"™ —
R ist Riemann—integrierbar, wenn sie beschrankt ist, aulerhalb einer kompakten
Menge gleich Null und auflerhalb einer Nullmenge stetig. <&

20 Anhang: Mengen. Abbildungen. Relationen

1 Die Mengensprache

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von FElementen zu einem neuen Objekt.
Das Symbol & € A besagt, x ist ein Element der Menge A. Wir sagen dafiir auch,
x ist in der Menge A enthalten. Wie wird eine Menge mitgeteilt? Eine Moglich-
keit ist, ihre Elemente in geschweiften Klammern einfach aufzuschreiben; so ist
{1,2,3} die Menge mit den Elementen 1,2,3. Bei Mengen mit unendlich vielen
Elementen ist das natiirlich unmoglich. Dann kann man etwa folgende Mittei-
lungsart wéhlen: {x | x hat die Eigenschaft E'} ist die Menge aller Elemente mit
der Eigenschaft E. Jedes Gedankending kann Element einer Menge werden. So
konnen Mengen selbst wieder Elemente einer Menge sein. Einige Zahlenmengen
werden durch Standardsymbole notiert:

(1) N={1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen.

(2) Ny =1{0,1,2,...} Menge der natiirlichen Zahlen einschliefllich der Null.

(3) Z=1{0,£1,£2,...} Menge der ganzen Zahlen.

2Genauso wie die reellen Zahlen eine unauslotbare ,,ideale Welt“ bilden, in der zum Beispiel
alle wiinschbaren Grenzprozesse durchfiihrbar sind, so bilden auch die Borel- oder Lebesgue-
meflbaren Mengen ein ,,ideales Universum* fiir die Zwecke der Maf- und Integrationstheorie.
Man muf} nicht verstehen wollen, was man nicht verstehen kann.
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(4) Q Menge der rationalen Zahlen (Briiche).
(5) R Menge der reellen Zahlen.
(6) C Menge der komplexen Zahlen.

Die Kenntnis dieser Mengen sei unterstellt; zu den komplexen Zahlen jedoch
siehe auch den néchsten Abschnitt.

Ist jedes Element von A auch Element von B, so sagt man, A seiin B enthalten,
A sei Teilmenge, Untermenge von B und schreibt A C B oder B D A dafiir. Zwei
Mengen sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten, wenn
also sowohl A C B als auch B C A gilt. Auf diesem Wege beweist man auch die
Gleichheit zweier Mengen.

Aus vorgegebenen Mengen A und B lassen sich neue Mengen bilden. Der
Durchschnitt A N B besteht aus den Elementen, die sowohl in A als auch in B
enthalten sind. Die Vereinigung AU B besteht aus den Elementen, die entweder
in A oder in B oder in beiden enthalten sind. Das cartesische Produkt A x B
hat als Elemente alle geordneten Paare (a,b), wobei a € A und b € B ist. Der
Terminus ,,geordnet® bedeutet, daf§ es auf die Reihenfolge ankommt, das heifit,
(a,b) ist von (b, a) zu unterscheiden.

Die vorstehenden Bildungen lassen sich fiir ein beliebiges System (A, | j € J)
von Mengen A; durchfiihren. Der Index j dient hier zur Kennzeichnung und
Unterscheidung der Mengen und kann zum Beispiel eine Nummer sein. Man
nennt in diesem Kontext J eine Indexmenge und (A; | j € J) eine durch J
indizierte Familie von Mengen.

Der Durchschnitt () jcs Aj besteht aus den Elementen, die in sdmtlichen A;
liegen. Die Vereinigung | J ;s Aj besteht aus den Elementen, die in mindestens
einer der Mengen A; liegen. Damit man den Durchschnitt immer bilden kann, ist
es niitzlich, die leere Menge () zuzulassen, die iiberhaupt kein Element hat und
folglich Teilmenge jeder Menge ist. Gilt AN B = (), so heilen A und B disjunkt.
Natiirlich verwendet man Bezeichungen wie A; N A, N Az fiir den Durchschnitt
der drei Mengen A;, Ao, A3. Analog fiir Vereinigungen und bei mehreren Mengen.

Sind A und B Mengen, so bezeichnet A\ B die Menge der Elemente von A,
die nicht in B enthalten sind ( Differenzmenge). Bei dieser Bezeichung wird nicht
unterstellt, dal B Teilmenge von A ist. Besteht B nur aus dem Element b, so
schreiben wir auch kurz A\ b.

Das cartesische Produkt [, ; A; besteht aus allen Familien (a; | j € J), worin
a; € A; ist. Auch hier gibt es Bezeichnungen wie A; x Ay x Ajs.

Seien A und B Mengen. Eine Abbildung von A nach B ist eine Vorschrift, die
jedem a € A ein b € B zuordnet. Die Vorschrift wird meist durch ein Funktions-
symbol b = f(a) geschrieben. Man sagt auch, a werde auf f(a) abgebildet. In
Symbolen schreiben wir dann

fiA— B, aw~ f(a)= fa.

Manchmal schreiben wir auch f neben oder iiber den Pfeil. Dabei heifit A der
Definitionsbereich oder die Quelle der Abbildung, B der Bildbereich oder das Ziel
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der Abbildung. Die ,, Vorschrift“ ist durch die Teilmenge
{(a,b) | b= f(a),ac A} CAXB

bestimmt und kann mengentheoretisch mit ihr gleichgesetzt werden. Zu einer
Abbildung gehoren also die drei Daten A, B und f, wenn man prézise sein will.
In der Praxis erlaubt man sich allerdings gewisse Freiheiten. Statt Abbildung sagt
man auch Funktion, insbesondere dann, wenn die Zielmenge aus Zahlen besteht.
In einigen Féllen sind auch Worte wie Operator oder Funktional gebrauchlich. Die
Abbildung Ax B — A, (a,b) — a heiit Projektion auf den Faktor A; analog hat
man fiir ein beliebiges cartesisches Produkt die Projektionen auf die Faktoren.
Die Abbildung id(A4) = id:A — A, a — a heiit die identische Abbildung von
A. Zu einer Inklusion A C B gehort die Abbildung i: A — B, a — a, die wir
ebenfalls Inklusion nennen und auch mit i: A C B miflbrauchlich bezeichnen.
Eine gegebene Abbildung f: B — Y besitzt die Finschrankung f oi: A — Y auf
die Teilmenge A C B, die auch f|A notiert wird.

Die Verkettung der Abbildungen f: A — b und ¢g: B — C ist die Abbildung
A — C, die a auf g(f(a)) abbildet; sie wird mit ¢gf oder go f bezeichnet. Oft hat
man eine groflere Anzahl von Abbildungen und Verkettungen zu notieren. Das
geschieht iibersichtlich in einem Diagramm, welches aus den Abbildungspfeilen,
ihren Quellen und Zielen besteht. Fiihren alle moglichen Verkettungen zwischen
festen Stellen in einem Diagramm immer zum gleichen Ergebnis, so sagen wir,
das Diagramm sei kommutativ oder es kommutiere. Zum Beispiel ist ein Rechteck

4 1.5
\g h
c . p

kommutativ genau dann, wenn h o f =i o g gilt.
Zu f: A— Bund f": A’ — B’ gehort das cartesische Produkt

fxf:iAx A — Bx B, (aad)— (f(a),[f(d)).

Analog haben wir das cartesische Produkt

5114 -115

jeJ jeJ jedJ

einer beliebigen Familie (f;: A; — B, | j € J) von Abbildungen.

Eine Abbildung f: A — B heifit injektiv, wenn aus a; # ap immer f(a;) #
f(ay) folgt, und surjektiv, wenn zu jedem b € B ein a € A mit b = f(a) existiert.
Sie heifit bijektiv, wenn sie sowohl surjektiv als auch injektiv ist. Eine Abbildung
f:+ A — B ist genau dann bijektiv, wenn sie eine Umkehrabbildung g: B — A hat,
das heiit, wenn eine Abbildung ¢ existiert mit den Eigenschaften gf = id(A)
und fg =1id(B). Ist C C A, so heifit f(C') = {b | es gibt ¢ € C mit b = f(c)} das
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Bild von C' bei f. Ist D C B, so heiit f~1(D) = {a | f(a) € D} das Urbild von
D bei f. Das Urbild der einelementigen Teilmenge {c} wird f~'(c) geschrieben.
Zwei Mengen heiflen gleichmdchtig, wenn es eine Bijektion (= eine bijektive
Abbildung) zwischen ihnen gibt. Die Mdchtigkeit einer Menge M ist die ,,An-
zahl® ihrer Elemente; sie wird mit |M| bezeichnet. Eine Menge heifit abzihlbar
unendlich, wenn es eine Bijektion zur Menge N der natiirlichen Zahlen gibt.

(1.1) Satz. Die Menge der Abbildungen N — 0,1, die Menge der sogenannten
Null-Fins-Folgen ist nicht abzihlbar. O

Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A ist eine Teilmenge R C A x A mit
den folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir jedes a € A ist (a,a) € R.

(2) Ist (a,b) € R, so ist auch (b,a) € R.

(3) Ist (a,b) € Rund (b,c) € R, so ist auch (a,c) € R.

Ist R solch eine Aquivalenzrelation, so schreibt man a ~ b fiir (a,b) € R und
sagt in diesem Fall, a ist dquivalent zu b beziiglich oder modulo dieser Relation.
Die Menge K (a) = {b | a ~ b} heiBt die Aquivalenzklasse von a. Genau dann gilt
K(a) = K(b), wenn a ~ b ist. Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit A/R
bezeichnet und A modulo R gelesen. Die Abbildung p:A — A/R, a — K(a)
heift die Quotientabbildung der Aquivalenzrelation. Es ist eine surjektive Ab-
bildung. Die Menge A ist die disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen. Ist
irgendeine disjunkte Zerlegung von A in nichtleere Teilmengen gegeben, so gibt
es genau eine Aquivalenzrelation auf A, deren Aquivalenzklassen genau die Men-
gen dieser Zerlegung sind. Ist f: A — B eine surjektive Abbildung, so bilden die
Urbilder der Elemente von B solch eine disjunkte Zerlegung. Ein Element einer
Aquivalenzklasse wird Reprasentant dieser Klasse genannt. Ist p: A — A/R die
Quotientabbildung einer Aquivalenzrelation und f: A — B eine Abbildung, so
gibt es genau dann eine Abbildung g: A/R — B mit der Eigenschaft g op = f,
wenn f die Aquivalenzklassen von R auf einelementige Mengen abbildet. Man
definiert g durch g(K(a)) = f(a) und sagt, die Definition sei unabhingig von
der Auswahl des Reprisentanten oder kurz und salopp: g ist wohldefiniert®. Es
gibt also drei im wesentlichen gleichwertige Erscheinungsformen von Aquivalenz-
relationen: Die Relation R, die disjunkte Zerlegung in Klassen, die surjektive
Abbildung auf die Menge der Klassen.

Der Durchschnitt von Aquivalenzrelationen auf A, aufgefaBt als Teilmengen
von A x A, ist wieder eine. Zu jeder beliebigen Teilmenge S C A x A gibt
es deshalb eine kleinste S umfassende Aquivalenzrelation, genannt die von S
erzeugte. Sind R; und Rs Aquivalenzrelationen auf A und gilt Ry C Rs, so heifit
Ry feiner als Ry (und Ry gréber als Ry. Die feinste Aquivalenzrelation ist die
Gleichheit; die zugehorige Teilmenge von A x A ist die Diagonale {(a,a) | a € A}
von A.

Allgemein wird eine Teilmenge R C A x A als eine (zweistellige) Relation auf
A bezeichnet. Die Idee dabei ist, dal R diejenigen Paare (a,b) aussondert, die in

3Damit ist ,,wohldefiniert* definiert.
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einer jeweils festgelegten Beziehung (Relation) zueinander stehen. Meist haben
Relationen ihre eigene Notation, zum Beispiel a < b, a kleiner als b. In diesem
Fall besteht R aus den Paaren (a,b), fiir die a < b gilt.

2 Das Zornsche Lemma

Sei X eine Menge. Eine Teilmenge H C X x X (eine , Relation®) heifit Halbord-
nung oder teilweise Ordnung von X, wenn gilt:

(1) (a,a) € H fur jedes a € X.

(2) (a,b) € Hund (b,a) € H=a=10.

(3) (a,b) € H, (b,c) € H = (a,c) € H.
Statt (a,b) € H schreiben wir meist a < b. Eine Halbordnung heifit Ordnung,
wenn fiir je zwei Elemente a,b € X gilt: a < b oder b < a. Eine Teilmenge K C X
heifit Kette bzgl. der Halbordnung, wenn fiir je zwei Elemente a,b aus K gilt:
a<boderb<a Ist AC X und s € X, so heifit s obere (untere) Schranke von
A, wenn fiir alle a a € A die Relation a < s (s < a) gilt. Ein a € A heifit griftes
(kleinstes) Element von A, wenn a obere (untere) Schranke von A ist. Ein m € A
heifit mazimales (minimales) Element von A, wenn fiir jedes a € A mit m < a
(a < m) sogar m = a gilt. Eine nichtleere Menge X mit Halbordnung heifit
induktiv geordnet, wenn jede Kette in M eine obere Schranke hat. Das Zornsche
Lemma lautet nun:

(2.1) Satz. Jede induktiv geordnete Menge besitzt mindestens ein mazimales
Element. O



