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1 Grundlagen und Grundbegriffe

1 Topologische Riaume und stetige Abbildungen

Eine Topologie auf einer Menge X ist eine Menge O von Teilmengen von X,
die offen genannt werden, mit den Eigenschaften:

(1) Eine Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.

(2) Ein Schnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

(3) Die leere Menge und X sind offen.

Ein topologischer Raum (X, Q) besteht aus einer Menge X und einer Topologie
O auf X besteht. Die Mengen in O heiflen, wie schon gesagt, die offenen Mengen
des topologischen Raumes (X, ). Wir bezeichnen einen topologischen Raum
meist nur durch die zugrundeliegende Menge X; eine Topologie auf X wird dann
unterstellt. Eine Menge A C X heiit abgeschlossen in (X, O), wenn ihr Kom-
plement X \ A offen in (X, Q) ist. Beliebige Schnitte und endliche Vereinigungen
abgeschlossener Mengen sind dann abgeschlossen.

Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rédumen heifit stetig, wenn
das Urbild f~1(V) jeder offenen Menge von V C Y offen in X ist. (Aquivalent:
Das Urbild jeder abgeschlossenen Menge ist abgeschlossen.) Die identische Ab-
bildung id(X) von X ist stetig, und die Verkettung stetiger Abbildungen ist
offenbar auch stetig. Topologische Réume und stetige Abbildungen bilden somit
eine Kategorie, von uns mit TOP bezeichnet.

Ein Homdéomorphismus f: X — Y ist eine stetige Abbildung, die eine
stetige Umkehrung ¢: Y — X hat: gf = id(X), fg = id(Y). Die Rédume X
und Y heien homdomorph, wenn es einen Homéomorphismus f: X — Y
gibt. Kommt eine Eigenschaft eines Raumes auch jedem homéomorphen zu, so
sprechen wir von einer topologischen FEigenschaft.

Bevor wir zu interessanten geometrischen Beispielen kommen, machen wir
noch einige einfache mengentheoretische Vorbemerkungen. Auf einer Menge gibt
es viele verschiedene Topologien. Sind O; und Oy Topologien auf X und gilt
O C Oy, so heifit O; grober als O, und O, feiner als O,. Die Menge aller
Teilmengen von X ist eine Topologie; sie ist die feinste iiberhaupt und wird
diskrete Topologie auf X genannt. Die grobste Topologie auf X ist {0, X},
genannt Klumpentopologie. Jede Abbildung aus einem diskreten Raum und
jede Abbildung in einen klumpigen Raum ist stetig.

Ist § irgendeine Menge von Teilmengen von X, so gibt es eine grébste Topo-
logie O(S), die S enthélt. Diese Topologie mufl X, (), die Mengen aus S, endliche
Schnitte von Mengen aus § und beliebige Vereinigungen aller dieser Mengen ent-
halten. Alle diese Mengen bilden aber eine Topologie O(S). Wir nennen sie die
von S erzeugte Topologie und S eine Subbasis von O(S). Die mengentheoreti-
schen Regeln f~1(N;W;) = N, f~4(W;) und f~H(U;W;) = U; f~H(W;) zeigen, daB
eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen schon dann stetig ist,
wenn die Urbilder von Mengen einer Subbasis offen sind.



Eine Teilmenge B aller offenen Mengen O eines Raumes (X, O) ist eine Ba-
sts der Topologie O, wenn jede (nichtleere) offene Menge Vereinigung von
Elementen aus B ist.

(1.1) Reelle Zahlen. Die geometrische Topologie und die Analysis beginnen
mit der Zahlengeraden, das heifit mit der Standardtopologie auf der Menge der
reellen Zahlen R. Die Definition dieser Topologie benutzt nur die Anordnung der
Zahlen, ihren Gréflenvergleich, und nicht die algebraischen Rechenoperationen
der Addition und Multiplikation. Vom Standpunkt einer axiomatischen Theorie
sind die reellen Zahlen aber ein sehr komplizierter Raum. Insbesondere hat man
die Existenz dieses Raumes zu beweisen (Vollstédndigkeitsaxiom!). Eine Konstruk-
tion, die nur die Anordnung benutzt, beruht auf der Methode der Dedekindschen
Schnitte.

Das System aller offenen Intervalle ]a,b| der reellen Zahlen R ist eine Ba-
sis fir die Standardtopologie auf R, mit anderen Worten, die offenen Mengen
sind die Vereinigungen offener Intervalle. Die offenen Intervalle mit rationalen
Endpunkten a, b bilden ebenfalls eine Basis dieser Topologie. Abgeschlossene In-
tervalle sind dann abgeschlossene Teilmengen beziiglich der Standardtopologie.
Die Mengen {z | z < a} und {x | z > a}, a € R, sind eine Subbasis fiir diese
Topologie auf R sowie auf der erweiterten Zahlengeraden R = {—o0o} URU {oo};
es geniigt auch hier, nur a € Q zu verwenden.

Eine Abbildung f: X — R ist stetig, wenn alle Mengen der Form {f > b} =
{z | f(x) > b} und {f < a} = {z| f(z) < a} offen sind. &

(1.2) Metrische Rdume. Eine Metrik auf einer Menge X ist eine Abbildung
d: X x X — [0, 00[ mit den Eigenschaften:

(My) d(x,y) =0 genau dann, wenn x = y ist.

(Ms) Fiir alle z,y € X gilt d(z,y) = d(y, z).

(M) Fir alle z,y,z € X gilt die Dreiecksungleichung d(z,z) < d(z,y) +
d(y, ).
Wir nennen d(z,y) den Abstand der Punkte x und y beziiglich der Metrik d.
Ein metrischer Raum (X,d) besteht einer Menge X und einer Metrik d auf
X.

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Wir nennen U.(z) = {y | d(z,y) < e} die
e-Umgebung von x. Wir sagen, U C X sei offen beziiglich d (kurz d-offen),
wenn zu jedem z € U ein € > 0 so existiert, dafl U.(x) in U enthalten ist. Die
Mengen U, (x) sind d-offen; sei namlich y € U.(z) und 0 < n < € — d(z,y); dann
zeigt die Dreiecksungleichung U, (y) C U.(x).

Das System O, der d-offenen Mengen ist eine Topologie auf X. Die Mengen
U.(z) und bilden eine Basis von Q4. Wir nennen O, die der Metrik zugrunde-
liegende Topologie.

Tragt der Raum (X, Q) die Topologie O = O, fiir eine Metrik d auf X,
so heifit er metrisierbar. Topologische Aussagen iiber einen metrischen Raum
(X, d) beziehen sich im folgenden auf den topologischen Raum (X, O,).

Die Metrik auf X, die je zwei verschiedenen Punkten den Abstand 1 zuweist
(die diskrete Metrik), liefert die diskrete Topologie. &
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(1.3) Euklidische Ridume. Die Standardtopologie auf dem euklidischen
Raum R™ wird mit Hilfe der euklidischen Norm ||(zy,...,z,)|| = (O] 2)Y/?
und der zugehorigen euklidischen Metrik d(z,y) = ||z — y| gemiB (1.2)
definiert. Wenn nichts anderes gesagt wird, so verstehen wir unter dem to-
pologischen Raum R™ den so definierten. Die Normen ||(z;)|1 = >, |«;| und
|(x;)]|ce = max;|z;| und die zugehorigen Metriken d;(z,y) = ||z — y||1 und
doo(z,y) = ||z — y||so liefern dieselbe Topologie wie die euklidische Metrik, da
eine e-Umgebung beziiglich einer dieser Metriken eine n-Umgebung beziiglich ei-
ner anderen Metrik enthélt. Die Mengen der Form []; ]a;, b;] bilden eine Basis der
Standardtopologie des R". Es geniigt, rationale a;, b; zu verwenden; es gibt also
eine abzéhlbare Basis. Im Fall n = 1 erhalten wir natiirlich wieder die Topologie

(1.1).

Ebenso verfihrt man mit dem komplexen Vektorraum C" und iiberhaupt mit
anderen normierten Vektorraumen. &

Wenngleich zunéchst ein metrischer Raum geometrischer und natiirlicher er-
scheinen mag als ein topologischer, so sind doch die metrischen Rdume nicht so
gut geeignet, die mengentheoretische Topologie axiomatisch aufzubauen. Haufig
ist die Konstruktion einer Metrik komplizierter als die Konstruktion einer To-
pologie. Man wiirde auch mit den metrischen Rdumen die Anwendbarkeit der
Begriffssprache unnotig einschrianken. Auflerdem werden in der Definition einer
Metrik die reellen Zahlen benutzt, und die reellen Zahlen sind selbst schon ei-
ne komplizierte mathematische Struktur. Auch beachte man, dafl verschiedene
Metriken dieselbe Topologie liefern konnen und die Stetigkeit nur von der Topo-
logie abhéngt. Natiirlich haben die metrischen Raume ein grofles eigenstéindiges
Interesse. Die Zusatzstruktur einer Metrik erlaubt feinere geometrische Aussa-
gen, man kann Umgebungen verschiedener Punkte miteinander vergleichen und
Begriffe wie gleichméfige Stetigkeit und gleichméfige Konvergenz definieren.

Auch einseitige Inverse einer stetigen Abbildung sind interessant, und wir
geben ihnen hier schon Namen. Sei f: X — Y stetig. Ein Schnitt von f ist eine
stetige Abbildung s: Y — X mit fs =id(Y’) und eine Retraktion von f ist eine
stetige Abbildung Y — X mit rf = id(X).

Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Raumen heifit offen
(abgeschlossen) wenn das Bild jeder offenen (abgeschlossenen) Menge wie-
der offen (abgeschlossen) ist. (Diese Eigenschaften sagen natiirlich nichts tiber
Stetigkeit aus.)

Im weiteren werden wir fast immer die Stetigkeit einer Abbildung zwischen
topologischen Raumen ohne besonderen Hinweis unterstellen. Manchmal beto-
nen wir die Stetigkeit durch einen Hinweis, manchmal ist es ausdriickliches Ziel,
die Stetigkeit zu beweisen. Eine Abbildung, deren Stetigkeit (zunichst) nicht
vorausgesetzt ist, wird zur Hervorhebung auch Mengenabbildung genannt.
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2 Topologische Grundbegriffe

Wir legen nun einen topologischen Raum X (oder auch mehrere Rdume) zugrun-
de und definieren weitere topologische Grundbegriffe, die sich darauf beziehen.

Sei A C X. Eine offene Menge U, die A enthilt, heifit offene Umgebung
von A. Eine Menge B C X heifit Umgebung von A, wenn sie eine offene
Umgebung enthélt. Besteht A nur aus einem Punkt x, so sprechen wir auch
von Umgebungen von x. Eine Menge ist genau dann offen, wenn sie Umgebung
jedes ihrer Punkte ist. Mit dem Umgebungsbegriff wird die Stetigkeit in einzelnen
Punkten definiert: Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Raumen
heifit stetig am (oder im) Punkt xr € X, wenn zu jeder Umgebung V' von
f(z) eine Umgebung U von z existiert, die durch f nach V" abgebildet wird (oder,
dquivalent dazu: das Urbild bei f jeder Umgebung von f(z) ist eine Umgebung
von z). Im Falle von metrischen Rdumen und den zugeordneten Topologien (1.2)
ist diese Definition dquivalent zur e-6-Definition der Analysis: Zu jedem £ > 0
gibt es ein § > 0, so daB aus d(z,y) < 0 immer d(f(z), f(y)) < € folgt.

Sei A C X. Der Schnitt aller abgeschlossenen Mengen von X, die A enthal-
ten, wird mit A bezeichnet und abgeschlossene Hiille oder kurz Abschluf3
von A in X genannt. Sie ist als Schnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen,
und A ist genau dann abgeschlossen, wenn A = A ist. Eine Teilmenge A heifit
dicht in X, wenn A = X ist. Das Innere von A ist die Vereinigung aller in A
enthaltenen offenen Mengen und wird mit A° bezeichnet. Das Innere ist offen,
und A ist genau dann offen, wenn A = A° ist. Ein Punkt a € A° wird innerer
Punkt von A genannt. Eine Menge heifit nirgends dicht, wenn das Innere ihrer
abgeschlossenen Hiille leer ist.

Ein Punkt x € X heifit Berihrpunkt von A C X, wenn jede Umgebung von
x einen nichtleeren Durchschnitt mit A hat, und Limespunkt von A, wenn jede
Umgebung von z einen nichtleeren Durchschnitt mit A\ {x} hat. Hat = € A eine
Umgebung U, deren Schnitt mit A nur x enthélt, so ist x ein isolierter Punkt
von A.

(2.1) Notiz. Die Menge der Beriihrpunkte von A ist gleich der abgeschlossenen
Hiille von A.

BEWEIS. Sei € A und U Umgebung von z. Wir haben U N A # () zu zeigen.
Angenommen, daf sei nicht der Fall. Sei V' C U eine offene Umgebung von z. Ist
U N A leer, so auch VN A, und deshalb gilt A C X \ V. Da X \ V' abgeschlossen
ist, folgt A € X\ V und also VN A = (). Letzteres ist ein Widerspruch zu z € V
und = € A.

Sei umgekehrt = Berithrpunkt von A. Ist x nicht in A enthalten, so liegt « in
der offenen Menge X \ A. Nach der Definition eines Beriihrpunktes miifite dann
(X \ A) N A # () sein, was aber nicht der Fall ist. O

(2.2) Notiz. Seien A und B Teilmengen des Raumes X. Dann gelten: (1) Aus
ACB folgg AC B. (2) AUB = AUB. (3) ANB C ANB. (4) Aus A C B folgt
A° C B°. (5) (ANB)° = A°NB°. (6) (AUB)° D A°UB°. (7) X\ A= (X\A)".
(8) X\A=X\A°.




BeEwES. (1) Es gilt A € B C B. Da B abgeschlossen ist und A enthilt, gilt
A C B.(2) Wegen A C AUB ist nach (1) A C AU B und folglich AUB C AU B.
Wegen A C Aund B C Bist AUB C AU B. Da AU B abgeschlossen ist, folgt
AUBC AUB. 3)Aus AC Aund B C Bfolgt ANBC ANB.Da ANB
abgeschlossen ist, folgt AN B C AN B. Der Beweis von (4), (5) und (6) ist
,dual* zum Beweis von (1), (2) und (3). (7) X \ A ist als Komplement einer
abgeschlossenen Menge offen und in X \ A enthalten. Also gilt X \ A C (X \ A)°.
Wegen X \ A D (X \ A)° liegt (Komplementbildung) A in der abgeschlossenen
Menge X \ (X \ 4)°, und folglich liegt auch A darin. Durch abermalige Komple-
mentbildung erhilt man X \ A C (X \ A)°. Der Beweis von (8) ist ,dual® zum
Beweis von (7). O

Der Rand von A in X wird durch AN (X \ A) definiert. Wir bezeichnen den
Rand mit Rd(A). Seien A und B Teilmengen eines Raumes X. Es gilt Rd(A4) =
A\ A°. Eine Menge A ist genau dann abgeschlossen, wenn Rd(A) C A ist. Es
gilt RA(AU B) C Rd(A) URd(B). Genau dann liegt « im Rand von A, wenn
jede Umgebung von z sowohl A als auch das Komplement trifft.

Die folgenden Aussagen sind leicht aus den Definitionen zu verifizieren.

(2.3) Notiz. Uber die Menge U(z) der Umgebungen eines Punktes x € X gel-
ten die folgenden Aussagen:
(1) Jede Obermenge einer Umgebung von x ist eine Umgebung von x.
(2) Der Durchschnitt endlich vieler Umgebungen von x ist eine Umgebung
von x.
(3) Jede Umgebung von x enthdlt x.
(4) Ist U eine Umgebung von x, so gibt es eine weitere Umgebung V' von x,
so daff U Umgebung jedes Punktes von V ist. O

Wir haben den Begriff der offenen Menge an den Anfang gestellt. Die offenen
Mengen sind der geometrischen Denkweise am besten angepaflt. Sie sind ,,grof3“
und ,,unscharf. Andere Begriffe wie ,,abgeschlossene Hiille“ oder ,, Umgebung®
kénnen ebenfalls als Grundlage dienen. Die Punktumgebungen gehéren zur ana-
lytischen Denkweise der Grenzwerte. Abgeschlossene Mengen sind, grob gesagt,
diejenigen, aus denen man durch Grenzwertbildung nicht herauskommt; (2.1) ist
ein Ausdruck dieser Tatsache. Wir erlautern nun einen axiomatischen Beginn mit
Punktumgebungen.

(2.4) Satz. Sei X eine Menge. Jedem Element x von X sei ein System U(x)
von Teilmengen, genannt Umgebungen von x, so zugeordnet, dafS die im vor-
anstehenden Satz genannten Aussagen (1) bis (4) gelten. Dann gibt es genau
eine Topologie auf X, so daff U(z) das Umgebungssystem von x beziiglich dieser
Topologie ist.

BEwEIS. Wir definieren eine Menge 7 C P(X) durch: U € 7 < zu jedem
x € U gibt es ein V € U(x) mit V C U. Dann zeigt man, dafl 7 eine Topologie
ist. Gibt es eine Topologie S mit den im Satz genannten Figenschaften, so mufl
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offenbar § D 7 sein; und da eine offene Menge Umgebung jedes ihrer Punkte
ist, so ist auch S C 7.

Es mufl noch gezeigt werden, dal U(z) aus den Umgebungen von x beziiglich
7 besteht. Sei U € U(x), und sei W C U die Teilmenge der u € U, zu denen
es ein W, € U(u) mit W, C U gibt. Wir zeigen, dafl W offen in der Topologie
7T ist und x enthélt. Die Relation z € W ist klar, weil U = W, gewéhlt werden
kann. Sei z € W, W, C U, W, € U(z). Es gibt nach (2.3.4) zu W, eine Menge
V, € U(z), so daBB W, € U(v) fiir alle v € V,. Aus v € V, folgt also W, € U(v),
W, C U und damit v € W nach Definition von W. Da z € W beliebig war, ist
W € 7 und deshalb wegen W C U die Menge U eine Umgebung von z in 7. O

(2.5) Satz. Seien (X,S) und (Y,T) topologische Riume und sei f: X — Y
eine Abbildung. Folgende Aussagen sind gleichwertig:

1) f st stetig.

) Das Urbild jeder Menge einer Subbasis von'Y ist offen.

) f ist in jedem Punkt von X stetig.

) Fliir jede Teilmenge B von'Y gilt f~4(B°) C (f~4(B))°.

)

)

)

Fiir jede Teilmenge B von 'Y gilt f~1(B) C f~(B).
Fiir jede Teilmenge A von X ist f(A) C f(A).
Das Urbild jeder abgeschlossenen Menge von Y ist in X abgeschlossen.

(
(2
(3
(4
(5
(6
7

(

BeEwers. (1) < (2). Das beruht auf den mengentheoretischen Identitdten
f7HN;A;) =N, f1(A;) und dem Analogon fiir Vereinigungen.

(1) = (3). Sei V eine Umgebung von f(x). Darin liegt eine offene Umgebung .
Deren Urbild ist offen, weil f stetig ist. Also ist f~1(V) eine Umgebung von z.
(3) = (1). Sei V C Y offen. Dann ist V' eine Umgebung jedes Punktes v € V.
Also ist U = f~1(V) eine Umgebung jedes Punktes dieser Menge. Eine Menge
ist aber genau dann offen, wenn sie Umgebung jedes ihrer Elemente ist.

(1) = (4). f~Y(B°) ist als Urbild einer offenen Menge offen und in f~*(B) ent-
halten. Nach Definition des Inneren folgt die behauptete Inklusion.

(4) = (5). Wir benutzen (2.2) und mengentheoretische Dualitét

X\fHB) = (X\f(B)" = fH(X\B) >
FUXNB)Y) = fH(X\B)=X\f(B).

Die Inklusion gilt wegen (4). Durch Komplementbildung ergibt sich die Behaup-
tung.

(5) = (6). Wir haben f~Y(f(A)) D f~1f(A) D A, wobei die erste Ungleichung
wegen (5) gilt und die zweite wegen f~1f(A) D A. Die Inklusion zwischen den
auferen Termen ist aber dquivalent zur Behauptung.

(6) = (7). Sei B C Y abgeschlossen. Mittels (6) erhalten wir

f(f=4(B)) C f(f~X(B)) C B =B.

Also gilt f~1(B) C f~(B); die umgekehrte Inklusion ist aber klar; also besteht
Gleichheit, und deshalb ist f~'(B) abgeschlossen.

8



(7) = (1) gilt wegen mengentheoretischer Dualitét. O

Ein System von Umgebungen eines Punktes z heifit Umgebungsbasis des
Punktes x, wenn in jeder Umgebung von z eine Menge dieses Systems enthalten
ist. Die Umgebungen von z sind dann einfach die Obermengen von Mengen
dieses Systems. Ein Raum erfiillt das erste Abzdhlbarkeitsaxiom wenn jeder
Punkt eine abzéhlbare Umgebungsbasis hat. Das ist zum Beispiel fiir metrische
Réaume der Fall. Abzdhlbare Umgebungsbasen sind der Grund dafiir, dal man
Grenzwerttheorie mit Folgen betreiben kann. In allgemeinen Rdumen mufl man
etwa Folgen zu sogenannten Netzen verallgemeinern, wie wir spéter erlautern
werden. Eine Folge (z, | n € N) in einem topologischen Raum X konvergiert
gegen x wenn es zu jeder Umgebung U von x ein N € N so gibt, daB fiir alle
n > N die Inklusion x,, € U gilt. Das Vorliegen der Konvergenz wird wie iiblich
symbolisch durch lim, .., x, = x beschrieben, und = heiit dann Grenzwert
oder Limes der Folge.

3 Unterriaume

Sei (X, Q) ein topologischer Raum und A C X. Dann ist
OlA={UC AlesgibtVeO mit U=ANV}

eine Topologie auf A. Sie heifit die induzierte Topologie oder die Teilraum-
topologie oder die Relativtopologie von A beziiglich X. Der Raum (A, O|A)
heiBt Unterraum oder Teilraum von (X, O), oder kurz: A Unterraum von X.
Die abgeschlossenen Mengen von A haben dann die Form ANC' mit abgeschlosse-
nen Mengen C' in X. Offenbar ist O|A die grobste Topologie auf A, beziiglich der
die Inklusion 7: A C X stetig wird: Ist ndmlich 7 stetig und V' in X offen, so ist
i1 (V) = ANV in A offen. Teilmengen eines topologischen Raumes betrachten
wir hinfort meist ohne Hinweis als Unterrdume.

Eine stetige Abbildung f: (Y, S) — (X, O) heifit Einbettung wenn f injektiv
ist und die durch f vermittelte Abbildung (Y,8) — (f(Y),O|f(Y)), vy — f(y)
ein Homoomorphismus ist. Der néchste Satz zeigt, dal man fiir die Feststellung
der Stetigkeit jeden Unterraum verwenden kann, der das Bild der Abbildung
umfaflt.

(3.1) Satz. Ist A Teilraum von X, so ist die Inklusion i: A — X stetig. Ist' Y
ein weiterer Raum und f:Y — X eine Abbildung, deren Bild in A enthalten ist,
so st f:Y — X genau dann stetig, wenn die Abbildung ¢:Y — A, y — f(y)
stetig ist.

BEWEIS. Esist f =10 p. Ist ¢ stetig, so auch die Verkettung von f mit i. Sei
[ stetigund W = ANV, V C X offen. Dann ist o' (W) = f~1(V) offen. O

(3.2) Satz. Seii:Y — X eine injektive stetige Abbildung mit der Figenschaft:
g: Z — Y st genau dann stetig, wenn ig stetig ist. Dann ist i eine Einbettung.
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BEWEIS. Sei A = i(Y) mit der Teilraumtopologie von X versehen. Dann ist
j:Y — A,y —i(y) bijektiv und stetig (3.1). Fiir die Umkehrung g: A — Y von
jist ig: A — X die Inklusion. Nach der vorausgesetzten Bedingung ist g stetig.
Demnach ist j ein Homoomorphismus, das heifit i eine Einbettung. Umgekehrt
hat eine Einbettung offenbar die genannte Eigenschaft. O

Man sollte beachten, daf eine in einem Teilraum offene (abgeschlossene) Men-
ge im allgemeinen diese Eigenschaft nicht mehr beziiglich des umfassenden Rau-
mes hat. So ist ja A C X immer abgeschlossen in A. Ist A in B und B in X offen
(abgeschlossen), so ist auch A in X offen (abgeschlossen). Diese letzte Aussage
benutzen wir im Beweis des néichsten Satzes.

(3.3) Satz. Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Rdiumen und
sei X Vereinigung der Teilmengen (X; | j € J). Sind die X; offen, so ist f
genau dann stetig, wenn alle Einschrinkungen f; = f|X; stetig sind. Sind die
X, abgeschlossen, so gilt die analoge Aussage, falls J endlich ist.

BEWwWEIS. Wir behandeln den Fall abgeschlossener X;. Ist f stetig, so auch die
Zusammensetzung mit der Inklusion i;: X; C X; das ist aber gerade die Ein-
schrankung. Seien die Einschréankungen stetig und sei C' C Y abgeschlossen.
Dann ist f~1(C) = U;(f~1(C)N X;) = Ujfj_l(C’) eine endliche Vereinigung ab-
geschlossener Mengen — denn f;l(C) ist in X; abgeschlossen und also auch in
X — und folglich abgeschlossen. O

Der voranstehende Satz wird oft so ausgenutzt: Fiir jedes j ist eine Abbil-
dung f;: X; — Y gegeben; auf X; N X; stimmen f; und f; {iberein. Dann gibt
es zundchst genau eine Mengenabbildung f mit f|X; = f;, und der Satz gibt
Bedingungen an, unter denen f stetig ist. Wir verwenden den Satz meist ohne
besonderen Hinweis.

Durch den Begriff des Unterraumes fassen wir insbesondere sédmtliche Teil-
mengen eines euklidischen Raumes als topologische Rdume auf, immer beziiglich
der Standardtopologie.

(3.4) Sphéren. Als Teilraum eines euklidischen Raumes ist S™ ein Hausdorff-
Raum mit abzéhlbarer Basis. Seie,, = (0,...,0,1). Wir definieren die stereogra-
phische Projektion ¢n:Uy = S\ {e,} — R" dadurch, dal ¢ n(z) als Schnitt
der Geraden durch e, und x mit der zu e, orthogonalen Hyperebene R" = R" x 0
definiert wird. Man errechnet ¢y (zo,...,2,) = (1 — z,) Hxo,...,Tp_1). Ei-
ne stetige Umkehrung ist my:x — (1 + [|z]])?) (22, ||z]|* — 1). Analog ha-
ben wir eine stereographische Projektion ¢g:Ug = S™\ {—e,} — R™. Es gilt
s oon (y) = llyl~?y. ©
(3.5) Beispiel. Sei SU(2) die Menge der unitdren (2,2)-Matrizen mit der De-
terminante 1, aufgefafit als Teilraum komplexen aller (2,2)-Matrizen My(C) =
C*. Es gilt

AeSU(2) & A= (

Z| 21 _ _
_0 _ 2020 + 2121 = 1.
—Z1 <0
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Wir erhalten einen Homdomorphismus SU(2) — S3, A — (29, 21), worin S? als
die Einheitssphiire im C? aufgefafit wird. <&

(3.6) Beispiel. Die Beispiele (3.4) und (3.5) zeigen, dafl homéomorphe Raume
verschieden <aussehen> koénnen. Hier sind noch zwei Beispiele. Sei SJ* =
Smntl A (R™H x 0) und S} = S™ 1N (0 x R™™). Dann ist X = §m+\ Sp
hoomorph zu S™ x E"™. Ein Homéomorphismus S™ x E" — X ist (z,y) —
(v1—|ly|?z,y). Der Raum Y = S™tFl\ (5™ (J S7) ist homdomorph zu
S™ x 8"x 10, 1[ vermoge (z,y,t) — (V1 — tz, \/1y). O

Sei B C A C X. Dann hat B als Teilraum von A und von X dieselbe Topo-
logie. Fiir die abgeschlossenen Hiillen von B in A und X gilt B =B nA Ist
A in X abgeschlossen, so sind beide Hiillen gleich.

Seien f: A — B und ¢g: B — C stetig. Sind f, g Einbettungen, so ist auch gf
eine Einbettung. Ist ¢f eine Einbettung, so auch f. Ist gf = id, so ist f eine
Einbettung. Eine Einbettung ist genau dann offen (abgeschlossen), wenn ihr Bild
offen (abgeschlossen) ist.

4 Quotientraume

Sei X ein topologischer Raum und f: X — Y eine surjektive Abbildung auf eine
Menge Y. Dann ist S = {U C Y | f~}(U) offen in X} eine Topologie auf Y.
Sie ist die feinste Topologie auf Y, die f zu einer stetigen Abbildung macht, und
heifit die Identifizierungstopologie oder Quotienttopologie auf Y beziiglich
f. Eine surjektive Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen heifit
Identifizierung, wenn gilt: U C Y ist genau dann offen, wenn f~}(U) C X
offen ist. (Aquivalent: C' C Y abgeschlossen, genau dann wenn f~1(C) C X
abgeschlossen.) In einer Identifizierung f: X — Y nennen wir Y Quotientraum
von X . Eine bijektive stetige Abbildung ist genau dann eine Identifizierung, wenn
sie ein Homdomorphismus ist. Oft entsteht Y als Menge der Aquivalenzklassen
einer Aquivalenzrelation auf X, und f ordnet dann jedem z seine Klasse zu.
Solche f nennen wir Quotientabbildung. In diesem Kontext nennen wir A C X
gesdttigt wenn A mit jedem Punkt auch alle dazu dquivalenten enthélt.

(4.1) Satz. Sei f: X — Y eine surjektive Abbildung zwischen topologischen
Rdaumen. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) f st eine Identifizierung.
(2) Fir jeden topologischen Raum Z und jede Abbildung g:Y — Z gilt: g ist
genau dann stetig, wenn gf stetig ist.

BEWEIS. (1) = (2). Ist g stetig, so auch die Zusammensetzung gf. Sei gf stetig
und U C Z offen. Dann ist (¢f) ' (U) = f~'(¢g'(U)) offen in X, also nach
Definition der Quotienttopologie g~ (U) offen in Y; das heifit aber, g ist stetig.
(2) = (1). Da id(Y) stetig ist, so ist id(Y") o f = f stetig. Trage Y die Topologie
7 und sei S die Quotienttopologie beziiglich f. Nach (1) = (2) ist id: (Y, S) —
(Y, T) stetig. Nach (2) ist id: (Y, 7) — (Y, S) stetig. Also ist S = 7. O
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(4.2) Notiz. Sei f: X — Y eine Identifizierung. Sei B offen oder abgeschlossen
in'Y und sei A= f~1(B). Dann ist die Einschrinkung g: A — B,z — f(z) eine
Identifizierung.

BEwEIS. Da f(X) =Y ist, so ist auch g(A) = B. Wir behandeln den Fall, dafl
B offen in Y ist, also auch A offen in X. Sei U C B und g~ !(U) offen in A. Dann
ist auch ¢g~!(U) offen in X. Da f eine Identifizierung ist, so ist deshalb U offen
in Y und folglich auch in B. Ist U offen in B, so ist g71(U) offen in A, da g stetig
ist. Damit ist g in diesem Fall als Identifizierung erkannt. Ahnlich schlieBt man
fiir abgeschlossenes B. O

(4.3) Notiz. FEine stetige, surjektive, offene (abgeschlossene) Abbildung f: X —
Y ist eine Identifizierung. Fiir jedes B C Y st die Einschrinkung f: f~'(B) — B
ebenfalls offen (abgeschlossen).

BEWEIS. Sei f~1(B) offen. Da f surjektiv ist, gilt f(f~1(B)) = B. Ist f offen,
so also auch B. Analog im Fall abgeschlossener f. Die zweite Aussage folgt mit

(=1 B)NU) =Bn fU). =

(4.4) Beispiel. Die Exponentialabbildung exp: C — C* ist eine offene Abbil-
dung, wie etwa der Umkehrsatz der Differentialrechung oder die Funktionen-
theorie lehrt. Ebenso ist dann p:R — S ¢t — exp(2mit) offen. Der Kern des
Homomorphismus p ist Z. Sei ¢:R — R/Z die Quotientabbildung auf die Fak-
torgruppe. Mit einer bijektiven Abbildung a: R/Z — S! gilt a0 ¢ = p erfiillt.
Da p und ¢ Identifizierungen sind, ist @ ein Homoéomorphismus. Die stetigen pe-
riodischen Funktionen f:R — R, f(z+ 1) = f(z), entsprechen also den stetigen
Funktionen R/Z — R und den stetigen Funktionen S — R vermoge Verkettung
mit p und q.

Ebenso erhilt man einen Homéomorphismus C/Z = C*. &

Wir machen noch einige allgemeine Bemerkungen iiber den Umgang mit Aqui-
valenzrelationen. Eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge X wird beschrieben
durch die Menge R = {(x,y) € X x X | z ~ y}. Eine Teilmenge R C X x X ist
genau dann eine Aquivalenzrelation, wenn gilt:

(1) (z,2) € R;

(2) (z,y) € R=(y,2) € R;

(3) (z,y) € R,(y,2) € R= (x,2) € R.

Zu jeder Teilmenge S € X x X gibt es Aquivalenzrelationen, die S enthalten,
zum Beispiel X x X. Die von S erzeugte Aquivalenzrelation ist der Schnitt al-
ler Aquivalenzrelationen, die S enthalten. In der Praxis wird ein Quotientraum
oft dadurch beschrieben, dafl man eine typische Menge S angibt, und dann die
davon erzeugte Aquivalenzrelation verwendet. Man sagt dann oft: Y entstehe
aus X, indem man die Punkte @ und b miteinander identifiziert (miteinander
<verklebt> oder <verheftet>), wenn (a,b) € S ist.

Ist A Unterraum von X, so wird mit X/A der Quotientraum von X bezeichnet,
der aus X dadurch entsteht, daf die Menge A zu einem Punkt identifiziert wird®.

'Bei Faktorgruppen hat dieses Symbol allerdings eine andere Bedeutung.
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Die Aquivalenzklassen sind also A und {z} fiir € X \ A. Ist A = 0, so ist
X/A = X + {0} ein Raum, der aus X durch Hinzufiigen eines weiteren Punktes
entsteht (siehe den ndchsten Abschnitt iiber topologische Summen).

Die Bildung von Quotientraumen ist eines der fundamentalen Hilfsmittel zur
Konstruktion von Rdumen und deshalb unerléfllich fiir die geometrische Topo-
logie. Wie auch andernorts in der Mathematik so sind auch hier die Quotient-
strukturen komplizierter als die Unterstrukturen (obgleich sie in einem formalen
Sinn dual zueinander sind), und man muf eine gewisse Vorsicht walten lassen.

Wir kommen nun zu einer wichtigen Methode, Rdume aus Teilrdumen aufzu-
bauen, und zwar durch Verheftungen aus offenen Teilrdumen.

(4.5) Satz. Sei X eine Menge und (U; | j € J) eine Familie von Teilmengen,
die X tiberdecken. Sei p;:U; — V; eine Bijektion auf einen topologischen Raum
V;. Fiir jedes Paar (i,j) von Indices setzen wir V7 = (U, N U;). Wir setzen
voraus, daf alle Vij i Vi offen sind und alle Transformationen
gij = piop; Vi = V7

Homdomorphismen. Dann gibt es auf X genau eine Topologie, fiir die alle U;
offen sind und alle ¢; Homéomorphismen.

Seien alle V; Hausdorff-Raume (siehe §6). Dann ist der resultierende Raum
X genau dann hausdorffsch, wenn fir alle (i,7) die Abbildung Vij — VixV,z—
(z,g)(x)) eine abgeschlossene Binbettung ist.

BEwEIS. Wir haben eine kanonische Abbildung a:[[;.;V; — X, die auf Vj
die Umkehrung von ¢; ist. Trage X die Quotienttopologie beziiglich o. Wir
sagen in diesem Fall, X entsteht aus den V; durch Verheftung mittels der
Klebedaten g;;. Sei Y; C V; offen. Dann ist a~'a(Yj) = [, gi;(Y;) nach unseren
Voraussetzungen offen in [], V;. Also ist a(Y]) offen in X; insbesondere ist U;
offen in X. Demnach ist « eine offene Abbildung. Da « auch stetig ist, erkennen
wir, dal ¢; ein Homéomorphismus ist.

Sind umgekehrt alle U; offen in X und die ¢; Homomorphismen, so ist «
stetig und offen und deshalb eine Identifizierung.

Da « stetig und offen ist, so ist nach (6.1) X genau dann hausdorffsch, wenn
das Urbild (o x «)7}(Dx) der Diagonale Dx von X abgeschlossen ist. Das ist
genau dann der Fall, wenn alle Mengen (a x o)~ (Dx) N (V; x V;) = Bildv/ in
Vi x V; abgeschlossen sind. O

In manchen Féllen wird in dem vorigen Satz die Menge X aus den V; durch
eine Aquivalenzrelation hergestellt.

Wir beschreiben die formale Situation. Sei (V; | j € J) eine Familie topologi-
scher Riume. Fiir jedes Paar (4, j) von Indices sei eine offene Teilmenge V7 C V;
sowie ein Homdomorphismus gf : V;j — Vj gegeben. Es soll gelten:

(1) V;=V/ und ¢} =id.

(2) Fiir jedes Tripel (7, j, k) von Indices induziert g/ eine Bijektion

J.1/J k i k
gi:Vi Ny, _>ijﬂvj’
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und es gilt g% o gl = gF als Abbildung V/ N V¥ — Vi NV} betrachtet.

Auf der Summe der V; betrachten wir die Aquivalenzrelation: @ € V; ~ 3y € Vi
sofern x € Vij und gg (x) =y. Sei X der zugehorige Quotientraum von II;V;. Die
kanonische Abbildung von V; nach X ist dann ein Homéomorphismus auf eine
offene Teilmenge.

Seien f: A — B und ¢g: B — C stetige Abbildungen. Sind f, g Identifizierun-
gen, so ist auch g f eine Identifizierung. Ist gf eine Identifizierung, so auch g. Ist
gf =1id, so ist g eine Identifizierung.

5 Produkte. Summen

Sei ((X;,0;) | j € J) eine Familie topologischer Réume. Die Produktmenge
X = [l,e; X; ist die Menge aller Familien (z; | j € J) mit z; € X;. Wir haben
die Projektionen auf die Faktoren pr;: X — X;, (z;) — z;. Wir nennen eine
Teilmenge B C X Basismenge, wenn es endlich viele j1,...,7, € J und offene
Mengen Uy, € O;, gibt, mit denen B = (), pr;(Ui) ist. Diese Mengen bilden
die Basis einer Topologie O auf X, der sogenannten Produkttopologie. Wir
nennen (X, O) das topologische Produkt der (X, O;). Der nichste Satz zeigt,
daB es sich um das kategorientheoretische Produkt in TOP handelt.

(5.1) Satz. Die Produkttopologie ist die grobste Topologie, fir die alle Projek-
tionen pr; stetig sind. Eine Abbildung f:Y — X eines topologischen Raumes Y
nach X ist genau dann stetig, wenn die Komponentenabbildungen pr;of sdmtlich
stetig sind.

BEWEIS. Soll pr; stetig sein, so miissen zumindest die Mengen pr;(U) fiir in X;;
offenes U offen sein. Die Produkttopologie ist so definiert, dafl diese Mengen eine
Subbasis bilden. Das zeigt die erste Behauptung.

Ist f:Y — X stetig, so auch die Zusammensetzung pr; o f von stetigen Abbil-
dungen. Fiir die Umkehrung verwenden wir, dafl eine Abbildung stetig ist, wenn
die Urbilder von Subbasismengen offen sind. O

(5.2) Satz. Die Projektionen pr;: X — X sind offene Abbildungen.

BEWEIS. Sei U in X offen. Ist U ein endlicher Durchschnitt von in der Definition
der Produkttopologie auftretenden Subbasismengen, so ist pr;(U) offen. Wegen
der Regel pr;(UJ, Ax) = U, pr;(Ay) ist also das Bild jeder offenen Menge offen.

(I

(5.3) Satz. Seien X;,Y; topologische Raume und f;: X; — Y; Abbildungen. Ist
kein X leer, so ist f =[] f; genau dann stetig, wenn alle f; stetig sind.

BEWEIS. Seien die f; stetig. Es ist pr;of = f; o pr;, also ist nach (5.1) f stetig.

Ist umgekehrt f stetig, so ist jedenfalls die Zusammensetzung pr;of =
Jj o pr; stetig. Da kein Xj leer ist, gilt fiir jede Menge U C X; die Gleich-
heit pr;(pr; ' (U)) = U. Ist U = f;'(V), mit einer in Y; offenen Menge V, so ist
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wegen der Stetigkeit von f; opr; die Menge prj_l(U ) offen und deshalb nach dem
letzten Satz auch U. O

Fiir zwei Faktoren schreiben wir natiirlich X; x X, fiir das Produkt der Raume
und analog f; x fy fiir das Produkt zweier Abbildungen. Die ,identische Abbil-
dung® X7 x (Xg x X3) — (X7 x X3) x X3 ist ein Homdomorphismus. Das folgt
unmittelbar mit dem letzten Satz. Ganz allgemein ist das topologische Produkt
assoziativ, das heifit mit beliebigen Klammerungen vertréglich.

(5.4)_Satz. Seien (X; | j € J) Rdume und A; C X; Teilmengen. Dann gilt
HjeJ Aj= Hje] Aj.

BEWEIS. Man verifiziert, daf8 (x; | j € J) genau dann Berithrpunkt von [] A;
ist, wenn fiir jedes j € J der Punkt z; Beriihrpunkt von A; ist. O

Sei (X; | j € J) eine Familie topologischer Rédume. Die X seien nicht leer
und paarweise disjunkt. Die Summenmenge [ [ X ist die Vereinigung der X;. Die
Menge

O ={U C[]X,|fir alle j € Jist UNXj offen in X}

ist eine Topologie auf [ [ X, die Summentopologie und (][ X;, O) heiit topo-
logische Summe der X;. Wir schreiben X; 4 X, fiir die topologische Summe
zweier Raume.

(5.5) Satz. Die topologische Summe hat die folgenden Eigenschaften:

(1) Die Teilraumtopologie von X; in [[X; stimmt mit der urspringlich auf
X gegebenen Topologie diberein.

(2) Sei X ein topologischer Raum und seien X;, j € J, paarweise disjunkte
Teilmengen mit X als Vereinigung. Dann ist X genau dann die topologi-
sche Summe der X;, wenn alle X; in X offen sind.

(3) FEine Abbildung f:1[X; — Y ist genau dann stetig, wenn alle Abbildun-
gen f|X;: X; = Y stetig sind. O

Die topologische Summe ist also die kategorientheoretische Summe in TOP.

(5.6) Beispiel. Sei (A; | j € J) eine Familie von Teilmengen des Raumes X.
Sei p:;e;A; — X die kanonische Abbildung, die auf jedem A; die Inklusion
ist. Genau dann ist p eine Identifizierung, wenn gilt: f: X — Y ist genau dann
stetig, wenn alle Einschrénkungen f|A; stetig sind. Siehe dazu (3.3). &

(5.7) Beispiele. Ein diskreter Raum ist die topologische Summe seiner Punkte.
Man hat einen kanonischen Homéomorphismus X xI1,;Y; = I1;(X xY;). Fiir jedes
y€eYist X - X XY,z — (x,y) eine Einbettung. Allgemeiner: Ist f: X — Y
stetig, so ist X — X x Y, z — (z, f(x)) eine Einbettung. &

Die folgende Konstruktion verallgemeinert die Definition der Produkttopo-
logie. Sei (Y; | j € J) eine Familie topologischer Rédume. Seien f;: X — Y
Abbildungen einer Menge X nach Y;. Es gibt eine grébste Topologie auf X, fiir
die alle f; stetig sind. Eine Abbildung eines topologischen Raumes Z nach X mit
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dieser Topologie ist genau dann stetig, wenn die Zusammensetzungen mit allen
f; stetig sind. Die definierte Topologie auf X heifit Initialtopologie beziiglich
der Familie (f;). Als Subbasismengen fiir die Initialtopologie werden die Urbilder
offener Mengen bei den f; verwendet.

Seien f: X — B und g:Y — B stetige Abbildungen. Sei

Z={(z,y) € X xY | f(z) = g(y)}

mit der Teilraumtopologie von X x Y. Wir haben die Projektionen auf die Fak-
toren F: Z — Y und G: Z — X. Das kommutative Diagramm

o
a g
x 1.3

ist ein Pullback in der Kategorie der topologischen Réaume. Sei s: B — Y ein
Schnitt von g. Es gibt genau einen induzierten Schnitt S: X — Z von G, der
die Gleichung F'S = sf erfiillt.

Die Addition a:R xR — R, (z,y) — x+y und die Multiplikation m: R x R —
R, (z,y) — xy sind stetig. Sind f,g: X — R stetige Abbildungen aus einem
topologischen Raum X, so ist die Summe f + g die Verkettung

a(f xg)d: X - X x X - RxR—R.

Darin ist d: z — (x, z) die nach (5.1) stetige Diagonalabbildung Insgesamt ist
also f + ¢ als Verkettung stetiger Abbildungen stetig. Ebenso fiir das Produkt.
Die Menge C'(X,R) der stetigen Funktionen X — R bildet also eine R-Algebra.
Analog fiir komplexwertige Funktionen. Da die Projektionen pr;: R" — R stetig
sind, sieht man induktiv, daf§ alle Polynomfunktionen auf Teilmengen des R"
stetig sind.

Wir wollen natiirlich die aus der elementaren Analysis bekannten Tatsachen
benutzen, ohne sie im Einzelnen hier noch einmal alle herzuleiten. Allerdings
sollte man sich davon iiberzeugen, dafl der Aufbau der elementaren Analysis
viel einfacher und iibersichtlicher wird, wenn man von vornherein die Methodik,
Denkweise und Sprache der mengentheoretischen Topologie verwendet.

6 Trennungsaxiome

Wir zdhlen einige Eigenschaften eines topologischen Raumes X auf.

(T}) Zu je zwei verschiedenen Punkten z und y hat jeder eine Umgebung, die
den anderen Punkt nicht enthélt.

(Ty) Zu je zwei verschiedenen Punkten x und y gibt es disjunkte Umgebungen.

(T3) Zu jedem Punkt x € X und jeder abgeschlossenen Menge A C X, die x
nicht enthélt, gibt es disjunkte Umgebungen U von z und V' von A.
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(Ty) Zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Mengen von X gibt es disjunkte
Umgebungen.

Wir sagen, X erfilllt das Trennungsaxziom T; (oder X ist ein 7;-Raum),
wenn X die Eigenschaft T} hat.

Ein T>-Raum heiit Hausdorff-Raum oder separiert Ein Raum, der T}
und 73 erfiillt, heiit reguldr Ein Raum, der 77 und T} erfiillt, heifit normal
Ein Raum ist genau dann 73-Raum, wenn die einpunktigen Mengen abgeschlos-
sen sind. Ein normaler Raum ist regulér, ein regulédrer separiert. Ein Raum ist
genau dann ein 7T;-Raum, wenn zu jeder abgeschlossenen Menge A und jeder
offenen Umgebung U von A eine offene Umgebung V' von A existiert, deren
abgeschlossene Hiille in U liegt (Schachtelungseigenschaft).

Ein Raum X heifit vollstindig reguldr wenn er separiert ist und wenn es
zu jedem Punkt x € X und jeder dazu disjunkten abgeschlossenen Menge A
eine stetige Funktion f: X — [0,1] gibt mit f(z) = 1 und f(A) C {0}. Ein
vollstdndig reguldrer Raum ist offenbar reguldr. Wir werden spéter zeigen, dafl
normale Raume vollstindig regulér sind.

(6.1) Satz. Ein Raum X ist genau dann ein Hausdorff-Raum, wenn die Dia-
gonale D = Dx = {(z,z) | x € X} in X x X abgeschlosssen ist.

BEWEIS. Sei X hausdorffsch und x # y. Wir wéhlen disjunkte offene Umgebun-
gen U von x und V von y. Dann ist U x V offen in X x Y und DN (U x V) = ().
Also ist X x X \ D als Vereinigung von Mengen des Typs U x V offen.

Sei X x X'\ D offen. Ist # # y, so ist (x,y) € X x X \ D. Nach Definition der
Produkttopologie gibt es eine Basismenge U x V' dieser Topologie mit (z,y) € U X
V C X x X'\ D. Das bedeutet aber, dafl U und V' disjunkte offene Umgebungen
von x und y sind. O

(6.2) Satz. Seien f,g: X — Y stetige Abbildungen in einen Hausdorff-Raum.
Dann ist die Koinzidenzmenge A = {x | f(x) = g(x)} abgeschlossen in X . Stim-
men also zwei stetige Abbildungen in einen Hausdorff-Raum auf einer dichten
Teilmenge tberein, so sind sie gleich.

BEWEIS. Die Diagonalabbildung d: X — X x X, x — (x,x) ist stetig (6.1). Es
ist A= ((f x g)d)~*(Dy). O

(6.3) Satz. Sei f: X — Y surjektiv, stetig und offen. Dann ist' Y genau dann
separiert, wenn R = {(x1,x2) | f(x1) = f(x2)} abgeschlossen in X x X ist.

BEWEIS. Ist Y separiert, also die Diagonale D von Y abgeschlossen, so ist auch
R = (f x f)~!(D) abgeschlossen.

Sei umgekehrt R abgeschlossen, also X x X \ R offen. Esist Y x Y\ D =
(f x /)X x X\ R), weil f surjektiv ist. Weil f offen ist, so ist auch f x f offen.
Somit ist Y x Y \ D offen und Y separiert. |

(6.4) Satz. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X nicht leer. Wir setzen
d(z,A) = inf{d(z,a) | a € A} als Abstand von x und A fest. Dann ist
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d(x, A) gleichmifig stetig, und d(z,A) = 0 ist mit x € A gleichwertig. Ein
metrischer Raum ist normal.

BEWEIS. Fiir ein a € A gilt die Dreiecksungleichung d(z,y) + d(y,a) > d(x,a)
und deshalb d(z,y) + d(y,a) > d(z, A). Da das fiir alle a gilt, folgt d(x,y) +
d(y, A) > d(x, A). Ebenso, wenn wir x und y vertauschen; und deshalb insgesamt

|d(z, A) = d(y, A)| < d(z,y).

Ist d(x, A) = 0, so gibt es zu jedem € > 0 ein a € A mit d(z,a) < ¢, das heifit
U.(x) N A # (. Es folgt € A. Diese Schluikette 148t sich umdrehen.

Seien A und B disjunkte nichtleere Mengen in X. Dann nimmt die stetige
Funktion = +— d(z, A)/(d(z, A) + d(z, B)) auf A den Wert Null und auf B den
Wert 1 an. Die Urbilder von [0, 1] und [2, 1] sind trennende Umgebungen. O
(6.5) Satz. Seien A undY abgeschlossene Teilmengen eines Ty-Raumes X und
sei U eine offene Umgebung von Y in X. Sei C C A eine abgeschlossene Umge-
bung in A von Y NA, die in UNA enthalten ist. Dann gibt es eine abgeschlossene
Umgebung Z von'Y, die in U enthalten ist und fir die Z N A= C gilt.

BEWwWEIS. Falls Z; eine in U enthaltene abgeschlossene Umgebung von Y ist, fiir
die Z; N A C C gilt, so hat Z = Z; U C die verlangten Eigenschaften. Um Z; zu
finden, wahlen wir zunéchst eine abgeschlossene Umgebung Z3 von Y, die in U
enthalten ist. Sei D die abgeschlossene Hiille von A\ C'. Da C' eine Umgebung von
Y NAin A ist, so sind die abgeschlossenen Mengen Y und D disjunkt. Also hat
Y eine abgeschlossene Umgebung Z,, die zu D disjunkt ist. Es folgt ZoNA C C,
und Z; = Z, N Z3 leistet das Verlangte. O

(6.6) Satz. Sei f: X — Y eine abgeschlossene Identifizierung und X normal.
Dann ist auch Y normal.

BEWEIS. Seien A und B disjunkte abgeschlossene Mengen von Y. Dann sind
f7YA) und f~(B) abgeschlossene Mengen, die sich durch disjunkte Umgebun-
gen offene Mengen U und V' trennen lassen, da X normal ist. Da f abgeschlossen
ist, sind Y\ f(X\U) und Y \ f(X \ V) offen in Y. Diese Mengen sind disjunkt
und trennen A und B. Punkte in Y sind als Bilder von Punkten abgeschlossen.
Also ist Y auch Hausdorff-Raum. O

Unterrdume von 73- T5- und 75-Réumen sind wieder von diesem Typ. Ein Un-
terraum eines vollstandig reguldren Raumes ist vollsténdig regulér. Abgeschlos-
sene Unterrdume von 7y-RAumen sind wieder 7;-Réume, aber im allgemeinen
nicht beliebige Unterrdume.

Produkte von T;-Réumen sind wieder von diesem Typ (j = 1,2, 3). Dasselbe
gilt fiir reguldre und vollsténdig reguldre Raume. Ein Produkt zweier normaler

Réaume ist im allgemeinen kein normaler Raum, selbst dann nicht, wenn ein
Faktor das Einheitsintervall [0, 1] ist [].
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7 Anheftungen

Eine wichtige geometrische Anwendung der Identifizierungen ist das Anheften
eines Raumes an einen anderen. Sei

A Ly
(7.1) |7 i |7

X Z

ein Pushout in der Kategorie der topologischen Rdume mit einer Inklusion
j: A C X eines abgeschlossenen Unterraumes. Zu gegebenem j und f 1483t sich ein
derartiges Diagramm folgendermaflen konstruieren: In der topologischen Summe
X +Y werde die Aquivalenzrelation betrachtet, die durch a ~ f(a) fiir a € A
erzeugt wird; die Aquivalenzklassen sind also die Mengen {2} fiir z ¢ A+ f(A)
und f71(z) U {z} fiir 2 € f(A). Der Quotientraum werde mit Z =Y Uy X be-
zeichnet. Wir sagen, Y U; X entstehe aus Y durch Anheftung von X vermoge
f. Die kanonischen Inklusionen X — X +Y und Y — X + Y induzieren ste-
tige Abbildungen F: X — Y Uy X und J:Y — Y Uy X. Man bestétige, dafl
das resultierende Diagramm (7.1) ein Pushout ist. Dazu beachte man, dafl die
Aquivalenzrelation so eingerichtet wurde, dafl das Diagramm ein Pushout in der
Kategorie der Mengen ist.

(7.2) Satz. Das Pushout-Diagramm (7.1) mit abgeschlossenem j: A — X hat
die folgenden Figenschaften:

(1) J ist eine abgeschlossene Einbettung.

(2) Die Abbildung F|(X \ A) ist eine offene Einbettung.

(3) Sind X und Y Ti-Rdume, so ist auch Y Uy X ein T} -Raum.

(4) Sind X undY Ty-Rdume, so ist auch Y Uy X ein Ty-Raum.

(5) Ist f eine Identifizierung, so auch F.

BEWEIS. (1) Sei C C Y abgeschlossen. Dann ist p~}(J(C)) = f~(C) + C in
X +Y abgeschlossen, weil f~1(C) in A abgeschlossen ist und A in X. Also ist
J(C') abgeschlossen.

(2) Ist U € X \ A offen, so ist p ' F(U) = U offen in X +Y. Also ist F/(U) offen.
(3) Punkte von Y Uy X haben in X +Y Urbilder der Form {z} fiir = ¢ A+ j(A)
oder f~1(z)+{z}. Da diese Mengen abgeschlossen sind, so sind Punkte in Y U; X
abgeschlossen.

(4) Seien A und B gesittigte abgeschlossene Mengen in X + Y. Zunéchst werden
die Anteile in Y durch offene Mengen getrennt und diese dann mittels (6.4)
geeignet erweitert.

(5) Sei g: Y Uy X — Z gegeben. Sei gF stetig. Wegen gFj = gJ f und weil f eine
Identifizierung ist, ist gJ stetig. Die Abbildungen gF und gJ zusammen liefern
nach der Pushout-Eigenschaft eine stetige Abbildung g. O

Wegen (1) und (2) identifizieren wir X \ A mit dem offenen Teilraum F'(X \ A)
und Y mit dem abgeschlossenen Teilraum J(Y'). In diesem Sinne ist ¥ Uy X
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Vereinigung der disjunkten Teilmengen X \ A und Y.

(7.3) Satz. Sei A ein abgeschlossener Unterraum A C X' C X undY' C Y
ein Unterraum. Habe f: A — Y ein Bild in Y’ und bezeichne g: A — Y’ die
Einschrinkung von f. Dann ist Y' U, X' ein Unterraum von Y Uy X. Dieser
Unterraum ist offen (abgeschlossen), wenn X' und Y’ offen (abgeschlossen) sind.

BEWEIS. Sei C"+ D" C X'+Y" eine gesittigte offene Menge. Es gibt abgeschlos-
sene Mengen C' C X mit ¢’ =CNX ' und D CY mit DNY’' = D’. Die Menge
C + D ist gesittigt, da A C X' ist. Also ist p(C' + D) abgeschlossen in Y Uy X
und hat den Schnitt p(C’" + D’) mit Y’ U, X.

Sind X, Y’ offen (abgeschlossen), so ist X’ + Y eine geséttigte offene (abge-
schlossene) Menge von X +Y. Also ist YU, X" = p(X'+Y"”) offen (abgeschlossen)
inY Uf X. O

Sei j: A C X. Eine Retraktion von X auf A ist eine Abbildung X — A
mit rj = id(A). Gibt es eine Retraktion, so nennen wir A einen Retrakt von
X. Sei unter den Voraussetzungen von (7.1) 7 X — A eine Retraktion von j.
Da fr: X — Y und id: Y — Y die Gleichung idof = fr o j erfiillen, haben wir
wegen der Pushout-Eigenschaft eine induzierte Retraktion R:Y Uy X — Y
von J.

(7.4) Satz. Der Raum Y Uy X ist hausdorffsch, wenn die folgenden drei Be-
dingungen erfillt sind:

(1) Y ist ein Hausdorff-Raum.

(2) X st requldr.

(3) A ist Retrakt einer offenen Umgebung in X.

BEWEIS. Seien 21,20 € Y Uy X = Z verschiedene Punkte. Wir unterscheiden
drei Fille. Falls 21,20 € X \ A, so konnen sie durch Umgebungen in X \ A
getrennt werden, da dieser Raum hausdorffsch ist. Da X \ A offen in Z ist,
trennen dieselben Umgebungen in Z.

Sei z1 € X \ A und 25 € Y. Da X regulér ist, gibt es disjunkte offene Mengen
U,V von X mit 2y e U C X\ Aund A C V. Dann sind U und V' U; Y disjunkte
Umgebungen von z; und zs.

Sei 21,29 € Y. Da Y hausdorffsch ist, kénnen wir disjunkte offene Umgebungen
W von z; in Y wéhlen. Sei r: U — A eine Retraktion einer offenen Menge U C X
auf A. Die Mengen ' f~*(W;) sind offen in U und X; sie sind disjunkt, da die
S~ (W;) disjunkt sind und r eine Retraktion ist. Die Mengen r~* f~1(W;) + W;
sind offen und geséttigt in X + Y. Also sind ihre Bilder in Y Uy X trennende
Umgebungen von z; und zs. O

(7.5) Satz. Sei ein kommutatives Diagramm (7.1) mit abgeschlossenen Finbet-
tungen j und J gegeben. Angenommen, F induziert eine Bijektion X\ A — Z\Y .
Dann ist das Diagramm ein Pushout, falls F(X) C Z abgeschlossen ist und
F: X — F(X) eine Identifizierung.
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BeEwEIs. Erfille g: X — U, h:Y — U die Gleichung g5 = hf. Das Diagramm
ist ein mengentheoretischer Pushout. Also gibt es genau eine Mengenabbildung
p: Z — U mit oF = g, ¢J = h. Da J eine abgeschlossene Einbettung ist, so ist
¢ | J(Y) stetig. Da F' eine Identifizierung ist, so ist ¢ | F/(X) stetig. Also ist ¢
stetig, da F'(X) und J(Y) abgeschlossene Mengen sind, die Z iiberdecken. O

8 Zusammenhang

Eine Zerlegung eines Raumes X ist ein Paar U,V offener, nichtleerer Teil-
mengen, die disjunkt sind und X als Vereinigung haben. Ein Raum heifit zu-
sammenhdngend wenn er keine Zerlegung besitzt. In einer Zerlegung sind die
Mengen U und V' als Komplemente offener Mengen auch abgeschlossen.

Beweistechnisch wird der Zusammenhang eines Raumes X oft folgendermafien
ausgenutzt. Sei E die Teilmenge der Punkte von X, die eine gewisse Eigenschaft
haben. Man zeigt dann, dafl diese Menge offen, abgeschlossen und nichtleer ist.
Wegen des Zusammenhangs von X ist dann X = F.

Die zweipunktige Teilmenge {0,1} von R ist nicht zusammenhéingend. Ein
Raum X ist genau dann unzusammenhéingend, wenn es eine surjektive stetige
Abbildung f: X — {0,1} gibt; die Zerlegungen U, V sind durch f~!(0) = U und
f7Y1) = V gegeben. Eine stetige Abbildung f: X — {0,1} ist auf einem zu-
sammenhingenden Unterraum konstant. Aquivalent zum Zwischenwertsatz und
auch dquivalent zum Vollstédndigkeitsaxiom der reellen Zahlen ist:

(8.1) Satz. Fine Teilmenge A von R ist genau dann zusammenhdngend, wenn
A ein Intervall ist (offen, halboffen, abgeschlossen, endlich oder unendlich).

BEWEIS. Ein Intervall ist eine Teilmenge, die mit je zwei Punkten alle dazwi-
schenliegenden enthélt. Ist A kein Intervall, so gibtesz <y < z, 2,z € A,y ¢ A.
Dann ist {a € A |a <y}, {a € A|a > y} eine Zerlegung von A.

Sei A ein Intervall, zerlegt durch U und V. Sei z € U, y € V und etwa = < y.
Sei z = sup([z,y] N U). Ist z € U, so widerspricht das der Offenheit von U. Ist
z € V, so widerspricht das der Supremumseigenschaft. O

Ist f:X — Y stetig und X zusammenhingend, so ist auch f(X) zu-
sammenhéngend, denn eine Zerlegung U,V von f(X) liefert eine Zerlegung
YU, f7YV) von X.

(8.2) Satz. Sei (A; | j € J) eine Familie zusammenhdingender Teilmengen
von X und A; N A; sei immer nichtleer. Dann ist die Vereinigung Y der A;
zusammenhdngend. Ist A eine zusammenhdngende Teilmenge von X und A C
B C A, so ist B zusammenhingend.

BEWEIS. Eine stetige Abbildung f:Y — {0,1} ist auf allen A; konstant und,
da die A; N A; nichtleer ist, iberhaupt konstant.

Seien U,V offene Teilmengen von X, fiir die B C (UUV),BNUNV = { gilt.
Da A zusammenhiingend ist, so gilt etwa UNA = (J; also A € X\U, A C X\U,
UNA=0. O
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Die Vereinigung aller zusammenhéngenden Teilmengen A von X, die x € X
enthalten, heift Zusammenhangskomponente oder Komponente X (r) von
x. Nach (8.2) sind die Komponenten von X zusammenhéngende abgeschlossene
Teilmengen von X. Ist y € X(z), so gilt X(z) = X(y). Eine Komponente ist
eine maximale zusammenhéngende Teilmenge von X. Ein Raum ist die disjunkte
Vereinigung seiner Komponenten. Bestehen alle Komponenten nur aus einem
Punkt, so heifit der Raum total unzusammenhdngend.

Ein Raum X heifit lokal zusammenhdngend. wenn zu jedem x € X und
jeder Umgebung U von x eine zusammenhédngende Umgebung V' von z existiert,
die in U enthalten ist. Diese Eigenschaft wird auf offene Teilmengen vererbt. Die
Komponenten einer offenen Menge U C R sind offene Intervalle; U hat hochstens
abzahlbar viele Komponenten.

(8.3) Satz. Die Komponenten eines lokal zusammenhingenden Raumes X sind

offen.

BEWEIS. Sei K eine Komponente von x. Sei V' eine zusammenhingende Umge-
bung von x. Dann ist K UV zusammenhéngend. Also ist K UV C K. Das zeigt,
dafl K offen ist. O

Es gibt einen zweiten Zusammenhangsbegriff, der auf der Verbindbarkeit von
Punkten durch Wege beruht. Eine stetige Abbildung w: [a,b] — U heifit Weg
in U mit Parameterintervall [a,b], Anfangspunkt w(a) und Endpunkt
w(b). Ein Weg w 1auft von w(a) nach w(b) und verbindet w(a) mit w(b). Ist
w(a) = w(b), so ist der Weg geschlossen. Zwei Punkte x und y eines Raumes
U sind verbindbar, wenn es einen Weg w: [a,b] — U von z nach y gibt. Mit
w ist auch u:[0,1] — U, t — w(a + t(b — a)) ein Weg von x nach y. Es geniigt
deshalb meist, das Parameterintervall [0, 1] zu betrachten. Ist w: I — U gegeben,
so heifit w™:t — w(l —t) der zu w inverse Weg. Sind v: [ — U und w: I — U
zwei Wege mit v(1) = w(0), so heifit der durch (v * w)(t) = v(2t) fir 0 <
t < 3 und (v*w)(t) = w2t — 1) fiir § <t < 1 definierte Weg v * w das
Produkt von v und w. Die Relation ,verbindbar® ist eine Aquivalenzrelation
auf U. Die Aquivalenzklassen heifien die Wegekomponenten von U. Ein Raum
heiffit wegweise zusammenhdngend. wenn je zwei seiner Punkte verbindbar
sind. Ist X wegweise zusammenhédngend, so auch zusammenhéngend, denn ist
U,V eine Zerlegung von X und w: [0,1] — X ein Weg von z € U nach y € V, so
ist w(U), w™ (V) eine Zerlegung von [0, 1], die es aber nach (8.1) nicht gibt.
Bezeichne mo(U) die Menge der Wegekomponenten von U.

Ein Raum X heifit lokal wegweise zusammenhdngend wenn zu jedem x €
X und jeder Umgebung U von z eine wegweise zusammenhédngende Umgebung
V von z existiert, die in U enthalten ist.

(8.4) Notiz. Die Wegekomponenten eines lokal wequweise zusammenhdngenden
Raumes sind offen und stimmen mit den Komponenten tiberein.

(8.5) Notiz. Die Menge GL(n,R) der invertierbaren reellen (n,n)-Matrizen
hat zwei Wegekomponenten; sie werden durch das Vorzeichen der Determi-

22



nante unterschieden. Die Menge GL(n,C) der komplexen invertierbaren (n,n)-
Matrizen ist weqweise zusammenhdngend. Ebenso ist U(n) wegweise zusam-
menhdngend, wihrend O(n) zwei Wegekomponenten hat.

(8.6) Satz. Ein Produkt [[ X, nichtleerer topologischer Rdaume ist genau dann
zusammenhdngend, wenn jeder Faktor X; zusammenhdingend ist. Die Zusam-
menhangskomponente eines Punktes (x;) € [[ X, ist das Produkt der Zusammen-
hangskomponenten der x;. Das Entsprechende gilt fiir den Wegzusammenhang.

BEWEIS. Ist X zusammenhéngend, so auch X; als stetiges Bild. Seien X und
Y zusammenhéngend. Nach (8.2) ist X x y Uz X Y zusammenhéngend. Also
liegen (x1,y) und (z,y;) immer in derselben Komponente. Deshalb ist X x Y
zusammenhdngend und allgemeiner ein endliches Produkt zusammenhéngender
Réume. Ist J unendlich und ] ;Xj = U+ V eine Zerlegung, so gibt es nach
Definition der Produkttopologie in U und V' Punkte, die bis auf endlich viele
Koordinaten iibereinstimmen; nach der Uberlegung iiber endlich viele Faktoren
liegen sie in derselben Komponente. Sei K (z;) die Komponente von z; in X;.
Dann ist L = [[; K(z;) zusammenhéngend, also in der Komponente K von
xr = (z; | j € J) enthalten. Durch Projektion auf die Komponenten sieht man,
dafl K im Produkt L enthalten ist. O

9 Metrische Riaume

Eine Metrik beschreibt feinere geometrische Eigenschaften als eine Topologie:
Man kann Umgebungen verschiedener Punkte der Gréfle nach miteinander ver-
gleichen und dadurch ,,Gleichméfigkeitsbegriffe” definieren. Das haben wir schon
gelegentlich benutzt. Eine Abbildung f: (X, d) — (Y, e) heiit gleichmdéfig ste-
tig wenn zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dafl aus d(z,y) < § immer
e(f(x), f(y)) < e folgt. Eine gleichmiBig stetige Abbildung ist natiirlich stetig,
wenn wir die zugrundeliegenden Topologien betrachten. (Man kann den Begriff
der gleichméfigen Stetigkeit auch in einem allgemeineren mengentheoretischen
Rahmen definieren; das geschieht in der Theorie der uniformen Réaume [?, Ch.II}.)
Eine Folge (f,: X — E | n € N) von Abbildungen in einen metrischen Raum
E heifit gleichmdf3ig konvergent gegen f: X — FE, wenn zu jedem ¢ > 0
ein N € N existiert, so dafl fiir alle x € X und alle n > N die Ungleichung
d(f(z), fu(x)) < e gilt. Ein Folge in einem metrischen Raum heifit Cauchy-
Folge, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein N so gibt, daf3 fiir m,n > N die Ungleichung
d(xpm, x,) < € gilt. Mit der Dreiecksungleichung folgt sofort, dafl eine konvergen-
te Folge in einem metrischen Raum eine Cauchy-Folge ist. Ein metrischer Raum
heifit vollstdndig, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert. Die Vollstandigkeit ist
keine topologische Eigenschaft; so sind die Rdume ]0,1] und R hom&omorph,
aber nur der zweite ist vollstdndig beziiglich der euklidischen Metrik. In metri-
schen Rdumen und allgemeiner in R&umen mit abzéhlbarer Umgebungsbasis von
Punkten kann man die aus der Analysis bekannten Schlufiweisen mittels Folgen
durchfithren. Wir notieren:
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(9.1) Notiz. Sei A Teilmenge des metrischen Raumes E. Genau dann liegt ©
in A, wenn es eine Folge (x,) in A gibt, die gegen x konvergiert.

Sei f: Fy — FEy eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen. Genau dann ist
f bei a € Ey stetig, wenn fir jede Folge (a,) in FEy mit Grenzwert a die Folge
(f(an)) den Grenzwert f(a) hat.

Der Grenzwert einer gleichmdf$ig konvergenten Folge stetiger Funktionen ist
stetig. O

Sei X ein metrischer Raum und (z,, | n € N) eine Folge in X. Ein Element
z € X heifit Haufungswert der Folge, wenn jede Umgebung von z unendlich
viele Folgenglieder enthélt. Sei HW (x,,) die Menge der Haufungswerte.

Ist 4: N — N eine injektive, monoton wachsende Abbildung, so heifit die Folge
(Tymy | » € N) eine Teilfolge von (x,). Sei T'(x,) die Menge der Elemente
z € X, die Grenzwerte konvergenter Teilfolgen sind.

Sei X (n) = {@n, Tnr1, Tnya, ...} und H(z,) = 2, H(n).

(9.2) Satz. Fiir jede Folge (x,) in X sind die Mengen HW (z,), H(x,) und
T(x,) gleich. Insbesondere sind diese Mengen abgeschlossen.

BEWEIS. Sei z € HW(x,). Da jede Umgebung U von z unendlich viele Fol-
genglieder enthilt, ist U N X (n) # (). Folglich ist z Berithrpunkt von X (n) und
demnach in der abgeschlossenen Hiille enthalten. Das gilt fiir jedes n; also liegt
z in H(z,).

Sei z € T'(xy,) und sei (z,(,) eine Teilfolge, die gegen z konvergiert. Ist U eine
Umgebung von z, so gibt es wegen der Konvergenz ein N, so dafl fiir n > N gilt
Ty € U. Also enthilt U unendlich viele Folgenglieder, das heifit = € HW (xy,).

Sei z € H(z,). Wir konstruieren induktiv eine Teilfolge, die gegen z kon-
vergiert. Seien z,¢;), 1 < j < n — 1 so gegeben, da§ d(z,x,;) < j ' ist.
Da der Durchschnitt Uy, (2) N X (u(n — 1) 4+ 1) nicht leer ist, kénnen wir ein
p(n) > p(n — 1) mit d(z,z,0)) < n~' wihlen. Die resultierende Folge konver-
giert wie gewiinscht. O

Eine Menge A in einem metrischen Raum (X, d) heifit beschrdnkt, wenn
{d(z,y) | z,y € A} eine beschrinkte Menge in R ist. Das Supremum dieser
Menge ist dann der Durchmesser von A.

(9.3) Cauchy-Kriterium. Sei f: A — F eine Abbildung aus einer Teilmenge
A des metrischen Raumes E. Sei z Hdufungspunkt von A. Sei F wollstindig.
Zu jedem € > 0 gebe es ein 6 > 0, so daff fir alle a,b € Us(z) N A\ {2z} die
Ungleichung d(f(a), f(b)) < e gilt. Dann existiert lim,_., f(a).

BEWEIS. Sei ¢ > 0 fixiert und § > 0 mit der Eigenschaft des Satzes gewihlt.
Sei z = lima,, a, € A. Das ist moglich, weil z Haufungspunkt von A ist.
Sei N so, dafl d(a,,z) < §/2 fir n > N. Dann ist d(am,,a,) < 0 und folglich
d(f(am), f(a,)) < e fiir m,n > N, das heifit, (f(a,)) ist eine Cauchy-Folge in F.
Da F vollstandig ist, hat sie einen Grenzwert c. Ist nun d(z,a) < §/2 und wéhlen
wir a,, so, dal d(z,a,,) < /2 und d(c, f(a,)) < €/2, so ist d(a,a,,) < J und
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folglich d(c, f(a)) < d(a, f(am)) + d(f(am), f(a)) < e. Damit ist lim,_,, f(a) = ¢
gezeigt. 0O

(9.4) Satz. Seien E und F metrische Riume. Sei F' vollstindig. Sei A C E
und sei p: A — F' gleichmifsig stetig. Dann gibt es genau eine gleichmdpig stetige
Abbildung ®: A — F, die f erweitert.

BEWEIS. Wegen (6.2) ist eine stetige Erweiterung eindeutig bestimmt. Sei z €
A\ A. Da ¢ gleichmiBig stetig ist, so existiert lim, .. ¢(a), weil das Cauchy-
Kriterium (9.3) erfiillt ist. Wir nennen diesen Limes ®(z). Es bleibt zu zeigen,
dafl ® gleichméBig stetig ist. Zu € > 0 wéhlen wir § > 0 so, daf fiir a,b € A
mit d(a,b) < 3§ immer d(¢(a), ¢(b)) < /3 gilt. Seien nun x,y € A irgend zwei
Punkte mit einem Abstand d(z,y) < §. Es gibt a,b € A mit d(x,a) < 9, d(y,b) <
6 und d(P(z),p(a)) < €/3, d(P(y), (b)) < /3. Aus der Dreiecksungleichung
folgt d(a,b) < 39. Insgesamt bekommt man

d(®(x), ®(y)) < d(®(x), p(a)) + d(p(a), p(b)) + d((b), P(y)) <€

und damit die gleichmé&fBige Stetigkeit. O

Viele metrische Rédume entstehen aus normierten Vektorrdumen. Wir verwen-
den Vektorrdume iiber R oder C und setzen K = R, C, wenn beide Félle erlaubt
sind.

Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Norm auf V' ist eine Abbildung N:V — R
mit den Eigenschaften:

(1) N(v) =0 genau dann, wenn v = 0 ist.

(2) N(Av) = |A\N(v) fir A\ e Kund v € V.

(3) N(v+w) < N(v) + N(w). (Dreiecksungleichung)

Ein normierter Vektorraum (V,N) beseht aus einem Vektorraum V' und
einer Norm N auf V. Eine Norm wird oft durch N(v) = ||v|| bezeichnet. Ist
(V, N) ein normierter Vektorraum, so ist (z,y) — d(x,y) = N(z—y) eine Metrik
auf V. Wir fassen einen normierten Vektorraum in dieser Weise als metrischen
Raum auf. Ist ein normierter Vektorraum als metrischer Raum vollstandig, so
nennt man ihn Banach-Raum.

(9.5) Satz. Sei f:V — W eine lineare Abbildung zwischen normierten Vek-
torrdumen. Dann sind dquivalent:

(1) f ust stetig.

(2) f ist am Nullpunkt stetiq.

(3) Es gibt ein C > 0, so daf immer ||f(v)|| < C||v|| gilt.
Fine stetige lineare Abbildung ist gleichmdf$ig stetig.

BEWwWEIS. (1) = (2) ist klar.

(2) = (3). Wegen der Stetigkeit am Nullpunkt gibt es ein 6 > 0, so da aus
|lu|| < 6 folgt ||f(u)]| < 1. Sei v # 0 ein Vektor aus V. Dann hat u = §|jv||~'v
die Norm kleinergleich §. Es ergibt sich || f(v)|| < 67 v]|.
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(3) = (1). Wegen || f(u)—f(v)|| < C|lu—v|| erkennen wir, da f sogar gleichméBig
stetig ist. 0O

Im Kontext der normierten Vektorrdume wird eine lineare Abbildung auch
linearer Operator genannt. Wegen (3) in (9.1) heifit eine stetige lineare Abbil-
dung auch beschrdnker Operator. Das Infimum der C, fiir die || f(v)|| < C|v]|
gilt, wird mit || f|| bezeichnet und Norm des Operators f genannt. Diese Norm
héngt natiirlich von den in V' und W vorgegebenen Normen ab. Der néchste Satz
zeigt, dafl diese Verwendung des Wortes Norm gerechfertigt ist.

(9.6) Satz. Sei L(V,W) die Menge der beschrinkten Operatoren V-— W zwi-
schen normierten Vektorrdumen. Dann ist L(V, W) beziiglich der vorstehend de-

finierten Normen ein normierter Vektorraum. Ist W ein Banach-Raum so auch
L(V,W).

BEWEIS. Zunéchst einmal handelt es sich bei L(V, W) um einen Vektorraum
(mit punktweise definierter Addition und Skalarmultiplikation; Untervektorraum
von Hom(V, W)). Seien néamlich fi, fo € L(V,W). Dann gilt

I+ )@ < (@) + L)1 < QAT+ F2]) - v

Also ist fi + fo ein beschrinkter Operator, und es gilt || f1 + fol| < || f1ll + || f2l-
Analog folgt [|Af]| = |- || f]l- Ist || f]| = 0, so ist fur alle v € V auch || f(v)]| =0
und deshalb f(v) = 0; also ist f das Nullelement in L(V,W).

Sei nun W ein Banach-Raum und (f,) eine Cauchy-Folge in L(V,W). Sei
e > 0 fixiert und N so gewahlt, daf§ fir m,n > N immer die Abschitzung
|| fn — full < € gilt. Fiir v € V gilt dann || f,,,(v) — f.(v)]] < ¢]|v|| und deshalb
ist (f.(v)) eine Cauchy-Folge in W. Sei f(v) ihr Limes. Aus der Linearitét der
fm zeigt man durch Grenziibergang, dal v — f(v) eine lineare Abbildung ist.
Da die Norm eine stetige Abbildung ist, folgt aus || fin(v) — fn(v)|| < g|lv]| die
Ungleichung || f,(v) — f(v)]| < €l|v]|, und damit schliefen wir auf || f,, — f|| < e.
Also konvergiert (f,) in L(V, W) gegen f. O

(9.7) Satz. Seien E und F' normierte Vektorraume. Sei F' vollstindig, sei A C
E ein Untervektorraum und sei p: A — F eine stetige lineare Abbildung mit
Norm L. Dann gibt es genau eine stetige lineare Abbildung ®: A — F, die ¢
erweitert; sie hat dieselbe Norm L.

BEWEIS. Nach (9.4) gibt es eine stetige Erweiterung ®. Sie ist linear: Die Ab-
bildung (z,y) — ®(z +y) — &(z) — ®(y) ist auf A x A gleich Null, also auch
auf der Hiille A x A von A x A; ebenso fiir die Skalarmultiplikation. Also ist ®
linear. Eine Relation [|¢(2)|| < (L +¢€)||z]|| bleibt bei Grenziibergéngen erhalten;
also gilt sie auch fiir ®; das zeigt die Behauptung iiber die Norm.

10 Mannigfaltigkeiten

Die fundamentalen Réume der geometrischen Topologie sind die Mannigfaltigkei-
ten. Ein topologischer Raum X heifit n-dimensional lokal euklidisch, wenn jeder
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Punkt z € X eine offene Umgebung U besitzt, die zu einer offenen Teilmenge V'
des euklidischen Raumes R™ homoomorph ist. Ein derartiger Homdomorphismus
h:U — V ist eine Karte oder ein lokales Koordinatensystem von X um x mit Kar-
tengebiet U und die Umkehrung h=1: V' — U eine lokale Parametrisierung von X
um z. Ist h(z) = 0, so sagen wir, h und h™! seien in = zentriert. Ein Atlas ist eine
Menge von Karten, deren Kartengebiete X iiberdecken. Ist X n-dimensional lo-
kal euklidisch, so schreiben wir n = dim X und nennen n die Dimension von X.
Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit (oder kiirzer n-Mannigfaltigkeit) ist ein
topologischer Raum, der n-dimensional lokal euklidisch ist, das Hausdorffsche
Trennungsaxiom erfiillt und eine abzédhlbare Basis fiir seine Topologie besitzt.
Zwei Karten (Uy, hy, V1) und (Us, he, V) Karten einer n-Mannigfaltigkeit un-
terscheiden sich um eine Koordinatentransformation (um einen Kartenwechsel)

hghl_li hl(Ul N Ug) — hQ(Ul N UQ)

Die Kartenwechsel sind Homéomorphismen zwischen offenen Teilmengen des R™.

Zusétzliche geometrische oder analytische Strukturen auf einer Mannigfaltig-
keit werden dadurch definiert, daf§ die Kartenwechsel weiteren Bedingungen un-
terworfen werden.

(10.1) Beispiel. Sei U C R" offen. Dann ist die Identitdt (U, id, U) eine Karte
fiir U. Damit wird U zu einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit.

So einfach dieses Beispiel ist: Es gibt viele geometrisch interessante Mengen
dieser Form.

Die Menge GL(n,R) der invertierbaren reellen n x n-Matrizen ist eine offene
Teilmenge des Vektorraums M, (R) aller reellen n x n-Matrizen, denn die De-
terminantenabbildung det: M, (R) — R ist stetig, und GL(n,R) ist das Urbild
der offenen Menge R\ {0}. (Hier und an anderen Stellen ist es zweckméBig, den
euklidischen Standardraum durch andere Vektorrdume zu ersetzen.)

Ein injektives stetiges Bild K des Kreises S' = {(z,y) € R? | 2 +y* = 1} im
R3 heiBt Knoten. Das Komplement R3 \ K ist offen — der Knotenaufenraum.
Seine Geometrie dient dazu, Knoten zu unterscheiden. &

(10.2) Sphiren. Das einfachste Beispiel einer Mannigfaltigkeit, die mindestens
zwei Karten in einem Atlas braucht, ist die n-dimensionale Sphére S™. Als Teil-
raum eines euklidischen Raumes ist S™ ein Hausdorff-Raum mit abzdhlbarer
Basis. Wir geben einen Atlas mit zwei Karten an. Sei e, = (0,...,0,1). Wir
definieren die stereographische Projektion ¢n:Uy = S™\ {e,} — R"™ dadurch,
daB ¢y (z) als Schnitt der Geraden durch e, und = mit der zu e, orthogonalen
Hyperebene R™ = R™ x 0 definiert wird. Man errechnet

on(Toy ..y Tp) = ] —1$n (Toy .oy Tp1).
Eine stetige Umkehrung ist
TNT e (2 |22 — 1),
1+ =2
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Also ist (Un, pn) eine Karte von S™. Analog haben wir eine stereographische
Projektion ¢g:Us = S™ \ {—e,} — R". Der Kartenwechsel ist pg o o' (y) =
lylI=>y- o

(10.3) Projektive Riume. Die projektiven Raume sind Mannigfaltigkeiten
von grundsétzlicher Bedeutung. Ist V' ein (n + 1)-dimensionaler reeller Vektor-
raum, so ist der zugehorige projektive Raum P(V') die Menge der eindimensio-
nalen Unterrdume von V. Zwei Vektoren x,y € V' \ {0} spannen genau dann
denselben Unterraum auf, wenn es ein A € R* = R\ {0} gibt, so daB Az =y
ist. Wir konnen deshalb P(V) als die Menge der Aquivalenzklassen von V' \ {0}
beziiglich der Aquivalenzrelation

r~y < JAeR" mit A=y

auffassen. Wir bezeichnen mit p: V' \ {0} — P(V),  — [z] die zugehérige Quo-
tientabbildung und geben P(V') die Quotienttopologie beziiglich p. Die Aquiva-
lenzklasse von x = (g, . .., x,) € R"™\{0} wird mit [z] = [z, ..., z,] bezeichnet
(homogene Koordinaten von [z]). Statt P(R™!) schreiben wir auch RP". Wir
nennen RP™ den n-dimensionalen reellen projektiven Raum.

Wir definieren Karten fiir den Raum P(R™*!). Sei

Ui = {[zo,...,2,) | ; # 0} C P(R™™).

Nach Definition der Quotienttopologie ist U; eine offene Teilmenge von P(R™*1).
Durch

. n -1
0i: U = R" [z, xp] = x; (T, ooy Ti1, Tig1y vy Tp)
wird ein Hom6omorphismus mit der Umkehrung
. n
¢ZR _)Uia (ala"wa’n)'_)[a17"'aai—1717ai7"'7an]

definiert. Die Abbildung 1); ist als Verkettung stetiger Abbildungen stetig. Um ¢;
als stetig zu erkennen, benutzen wir, daff auch die Einschrinkung p: p~*(U;) — U;
eine Identifizierung ist (4.3), und wenden (4.1) an.

Wir werden spéter die Riume P(V) vom Standpunkt der Transformations-
gruppen ausfithrlicher behandeln und dann auch nachweisen, dafi es sich um
Hausdorff-Rdume handelt. Ein direkter Nachweis mag hier als Aufgabe gelten.
Hat ein Raum einen Atlas aus abzéhlbar vielen Karten, so auch eine abzéhlbare
Basis.

Auf dieselbe Weise kann man den projektiven Raum P(V') eines komplexen
Vektorraumes V definieren. Er entsteht aus V' \ {0} durch die Aquivalenzrelation
wie oben, nur daf§ jetzt A € C* = C\ {0} ist. Die Karten von P(C"*!) = CP"
werden wieder durch dieselben Formeln definiert.

(10.4) Beispiel. Der euklidische Raum mit den zwei Nullpunkten. In der Sum-
me R” +R" werde jeweils x im ersten Summanden mit z im zweiten identifiziert,
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und zwar fiir alle x # 0. Der resultierende Raum ist nicht hausdorffsch, die bei-
den verbleibenden Nullpunkte lassen sich nicht durch disjunkte offene Mengen
trennen. Der Raum ist n-dimensional lokal euklidisch mit abzédhlbarer Basis. <

Eine Mannigfaltigkeit wurde hier zusammen mit einer Dimension definiert.
Tatséchlich ist aber die Dimension durch den topologischen Raum bestimmt. Es
gilt der fundamentale Satz von der Invarianz der Dimension:

(10.5) Satz. Sind U C R™ und V' C R™ nichtleere offene homéomorphe Teil-
mengen, so st m = n. O

Der Satz wird am besten mit Hilfsmitteln der algebraischen Topologie bewie-
sen. Ein einfacher Beweis ist leider nicht moglich — und das zeigt die aulerordent-
lichen Schwierigkeiten, die mit dem Begriff einer stetigen Abbildung verbunden
sind. Setzt man dagegen voraus, dafl es eine umkehrbar stetig differenzierbare
Abbildung f:U — V gibt, so hat man das Differential zur Verfiigung und fiihrt
damit das Problem auf den Hauptsatz der linearen Algebra (Méichtigkeit der
Basis eindeutig) zuriick, das heifit auf den algebraischen Dimensionsbegriff.

11 Aufgaben
(11.1) Aufgaben und Erginzungen.

1. Jeder topologische Raum ist Quotient eines Hausdorff-Raumes.

BEWEIS. (1) Sei X ein topologischer Raum. Zu jeder Teilmenge M von X und jedem
p € M definieren wir einen Raum (M, p) wie folgt: Die zugrundeliegende Menge ist
X; alle Punkte von X \ p sind offen und alle Mengen U \ (M \ p), wobei U eine offene
Umgebung von p in X ist. Je zwei Punkte in X \ p kénnen also in (M, p) durch offene
Umgebungen getrennt werden. Das gleiche gilt fiir p und Punkte in M \ p. Sei A die
Menge dieser Rdume (M, p) und B die Teilmenge der Hausdorff-Raume. Wir definieren

worin I das Einheitsintervall ist. Fiir jedes d € D nehmen wir eine Kopie I; des
Einheitsintervalles und definieren

v= [ (Mpul]

(M,p)eB deD

Der Raum Y ist hausdorffsch.

(2) Sei farp):(M,p) — X die durch die Identitit gegebene stetige Abbildung und
ga: Ig — X die Komposition f(ys,) o d: I4 — (M,p) — X. Die Abbildungen g4,d € D,
und f(prpy, (M, p) € B, induzieren eine stetige Abbildung 7Y — X. Wir zeigen, daf
r eine Identifizierung ist, also X ein Quotient von Y. Falls dem nicht so ist, gibt es
eine Menge A C X, die nicht offen ist, wohl aber deren Urbild bei r. Dann gibt es ein
q € A, das in jeder Umgebung Punkte aus X \ A enthélt.

(3) (A, q) € A\ B. Beweis: Die Teilmenge A ist nicht offen in (A, ¢), da jede Umgebung
von ¢ in (A, q) Punkte aus X \ A enthélt. Da r~!(A) offen ist, so ist A offen in jedem
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(M,p) € B. Damit gibt es ein x € X \ A, das in (A, g) nicht durch offene Umgebungen
von q getrennt werden kann.

(4) Wir definieren nun h: I — (A, q) durch

_Jq t=20
h(t)_{x 0<t<l.

Da x in (A, q) offen ist und in jeder offenen Umgebung von ¢ enthalten ist, ist h stetig.
Nun ist das Urbild von A bei f(4,4) ©h = gn gerade 0 C I, also nicht offen; weil aber
r~1(A) als offen angenommen wurde, miifite dieses Urbild offen sein. Widerspruch.

2. Sei f: X — Y stetig. Ist Y ein Hausdorff-Raum, so ist der Graph {(z, f(z) | x € X}
von f abgeschlossen in X x Y.

3. Sei X hausdorffsch. Dann ist die Diagonale in einem beliebigen Produkt []; X
abgeschlossen.

4. Sei X normal und A C X abgeschlossen. Dann ist X/A normal.

(11.2) Aufgaben und Erginzungen.

5. Sind (v,) und (wy) konvergente Folgen in einem normierten Vektorraum, so gilt
lim(v, + wy) = limv, + limw,, und lim Av, = Alimv,, A € K.

6. Seien f:U — V und ¢g:V — W beschrinkte Operatoren. Dann ist auch g o f
beschriinkt, und es gilt [|go f|| < ||lgll - | f]l-

7. Sei X eine beliebige Menge und sei B(X,R) der Vektorraum aller beschrinkten
Funktionen f: X — R. Dabei heiflt eine Funktion f beschrinkt, wenn

[flloo = sup{|f(z)| | x € X} € R

existiert. Durch f — ||f||cc wird die Supremumsnorm auf B(X,R) definiert.

Sei (fn | n € N) eine Folge in B(X,R). Konvergiert (f,,) beziiglich der Supremums-
norm gegen f, so ist das dquivalent dazu, da8 (f,,) im {iblichen Sinn gleichméBig gegen
f konvergiert. Der Raum (B(X,R), || — |loo) ist vollstédndig, also ein Banach-Raum.
Das vorstehende Beispiel 148t sich leicht verallgemeinern. Sei V' ein normierter Vektor-
raum und X eine beliebige Menge. Eine Funktion f: X — V heifit beschrinkt, wenn
x +— || f(z)|| als Funktion X — R beschrénkt ist. Aus den Grundeigenschaften einer
Norm folgt, dafl die Menge B(X, V') der beschréinkten Funktionen X — V' beziiglich
punktweiser Addition und Skalarmultiplikation ein Vektorraum ist. Fiir f € B(X,V)
setzen wir

[flloo = sup{[|f ()|l | 2 € X}.

Die Zuordnung f — || f|loc ist dann eine Norm auf B(X, V). Ist V ein Banach-Raum,
so ist B(X, V) ebenfalls ein Banach-Raum.

8. Jede lineare Abbildung f:R™ — R" ist stetig, wenn man etwa die euklidische
Norm zugrundelegt. Unstetige lineare Abbildungen treten also erst bei unendlich-
dimensionalen Vektorrdumen auf.

Sei R* der Vektorraum aller Folgen (a,, | n € N), bei denen nur endlich viele a,, # 0
sind. Die Formel fiir die euklidische Norm definiert auch auf R* eine Norm. Die Vek-
toren e, die die k-te Komponente gleich Eins haben und alle anderen gleich Null,
haben die Norm 1 und bilden eine Basis im Sinne der linearen Algebra. Eine lineare
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Abbildung f:R* — R wird durch die Werte f(ey) bestimmt. Setzen wir f(ex) = k, so
ist der Operator f nicht beschrénkt.

9. Sei CY[a,b] der Vektorraum der stetigen und C'[a,b] der Vektorraum der stetig
differenzierbaren Funktionen [a,b] — R. Die Ableitung ist eine lineare Abbildung
D:Ca,b] — Ca,b]. Wir definieren auf C![a,b] die C*-Norm als die Summe zwei-
er Sup-Normen durch ||f||c1 = sup|f| + sup|f’| und setzen, der Einheitlichkeit hal-
ber, ||f|lco = sup|f|. Dann ist ||Df|co = sup|f/| < ||fllc: und demnach D ein be-
schrinkter Operator beziiglich dieser Normen. Wir kénnen C*[a, b] auch als Unterraum
von C%[a,b] mit der C°-Norm betrachten. Dann ist D nicht beschrinkt, da im Fall
[a,b] = [0,27] gilt: f,:x — sinz hat die C°-Norm 1 und Df,, hat die C°-Norm n.

10. C[a,b] mit der C°-Norm und C'[a,b] mit der C'*-Norm sind vollstéindig.

11. Auf R™ haben wir fiir 1 < p die p-Norm ||z||, = (3 ;- x?)l/p. Im Fall p = 2 ist
das die euklidische Norm. Im Fall p = 1 ist |jz[|, = >_i; |2;|. Wir haben auflerdem
die Mazimumnorm ||z||so = max(|x;|) mit der zugehorigen Metrik do,. Entsprechende
Normen gibt es auch auf dem C”. Weise direkt nach, dafl alle diese Normen dieselbe
Topologie auf R" definieren. Siehe aber auch II(2.5).

12. Sei A:V — W ein beschréinkter Operator. Dann gilt [|Al| = supy |j,=1 [[Az].

(11.3) Aufgaben und Erginzungen.

13. Sei A eine abgeschlossene Teilmenge des vollstdndigen metrischen Raumes FE.
Dann ist A vollstédndig. Eine Cauchy-Folge in A ist eine Cauchy-Folge in F, hat dort
einen Limes, der nach (11.1) in A liegt.

14. Seien (Xj;,d;) metrische Rdume. Durch

d((z1,y1), (v2,y2)) = di(w1, 22) + d2(y1,92)

wird eine Produktmetrik auf X7 x Xo definiert. Sie induziert die Produkttopologie.

15. Sei (E,d) ein metrischer Raum. Trage £ x E die Produktmetrik. Dann ist die
Abbildung d: E x E — R gleichmifig stetig.

16. Eine Metrik 6 heifit beschrdnkt durch M, wenn fiir alle z,y immer §(z,y) < M
ist. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann wird durch

_d(=z,y)
6(z,y) = m

eine durch 1 beschrinkte Metrik § auf X definiert, die dieselbe Topologie wie d indu-
ziert.

17. Sei ((Xj,d;) | j € N) eine abzdhlbare Familie metrischer Réume mit durch 1
beschriankten Metriken d;. Dann wird auf dem Produkt H;’il X durch

d((xj)7 (yj)) ‘ J € N) = 22_ndn($myn)
n=1

eine Metrik definiert, die die Produkttopologie induziert.
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2 Kompaktheit

1 Kompakte Riume

Eine Familie A = (A4; | j € J) von Teilmengen von X ist eine Uberdeckung
von X, wenn X Vereinigung der A; ist. Eine Uberdeckung B = (B, | k € K)
von X ist eine Verfeinerung von A, wenn zu jedem k € K ein j € J existiert,
so daBB By, C A; ist. Ist X ein topologischer Raum, so heifit eine Uberdeckung
A= (A, |je€J) offen (abgeschlossen), wenn alle A; offen (abgeschlossen) sind.
Eine Uberdeckung B = (B}, | k € K) ist eine Teiliiberdeckung von A oder in A
enthalten, falls K C J und B, = A fiir alle £ € K ist. Wir nennen B endlich
beziehungsweise abzdhlbar, falls K endlich beziehungsweise abzahlbar ist; und
lokal endlich, falls jeder Punkt x € X eine Umgebung hat, die nur endlich viele
By, trifft; und punktal endlich, falls jeder Punkt nur in endlich vielen By liegt.

Ein topologischer Raum X heifit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von
X eine endliche Teiliiberdeckung hat. (Manchmal wird in der Literatur dem Be-
griff ,kompakt“ noch die Bedingung , hausdorffsch* hinzugefiigt. Wir haben uns
hier zur Hervorhebung fiir die etwas umsténdlichere Version entschieden.) Durch
Komplementbildung erhélt man: Ist in einem kompakten Raum der Schnitt einer
Familie abgeschlossener Mengen leer, so hat schon eine endliche Teilfamilie leeren
Schnitt. Der Begriff , kompakt“ ist der wichtigste Spezialbegriff der allgemeinen
Topologie. (Er umfafit das AuBerste an Endlichkeit — will sagen: Menschlich-
keit —, was man der exorbitanten mathematischen Unendlichkeit abgewinnen
kann.) Der Uberdeckungssatz von Heine-Borel aus der Analysis ist dquivalent zur
Vollstéandigkeit der reellen Zahlen und besagt:

(1.1) Satz. Das Finheitsintervall I = [0,1] ist kompakt.

BEWEIS. Wir erinnern an den Beweis mit dem Vollstédndigkeitsaxiom, welches
besagt: Eine beschriankte nichtleere Menge reeller Zahlen hat eine kleinste obere
Schranke (ein Supremum). Sei (U; | j € J) eine offene Uberdeckung von [0, 1].
Wir betrachten die Menge 7' C [0, 1] der ¢, fiir die [0,¢] durch endlich viele U;
iitberdeckt wird. Sie enthélt 0, ist also nichtleer. Sei z ihr Supremum. Es liege
in Uy. Zusammen mit einer endlichen Uberdeckung von [0, z — €] sehen wir, daf
z € T ist und z < 1 nicht moglich. O

(1.2) Beispiel. Eine stetige Abbildung f: X — R eines nichtleeren kompakten
Raumes X hat ein Maximum, denn andernfalls bilden die f~! ]—o0, a[, a € f(X),
eine offene Uberdeckung von X ohne endliche Teiliiberdeckung. <&

(1.3) Notiz. Sei X kompakt, A abgeschlossen und f: X — 'Y stetig. Dann sind
A und f(X) kompakt.

BEWEIS. Sei (A; | j € J) eine offene Uberdeckung von A. Es gibt in X offene
U; mit A; = ANUj, nach Definition der Teilraumtopologie. Nehmen wir zu den
U; noch X \ A hinzu, so erhalten wir eine offene Uberdeckung von X', von denen



endlich viele zur Uberdeckung von X ausreichen und deren Schnitte mit A dann
eine geeignete endliche Teiliiberdeckung von A bilden.

Sei (By | k € K) eine offene Uberdeckung von f(X). Dann bilden die
f~Y(Bg) eine offene Uberdeckung von X. Wir wihlen eine endliche Teiliiber-
deckung (f~!(B;) | j € E) aus, und dann liegt f(X) in ;. B;- 0

(1.4) Satz. Sei B (beziehungsweise C') kompakter Teilraum von X (beziehungs-
weise Y ). Sei ferner (A; | j € J) eine Familie offener Teilmengen von X XY
mit B x C' C Ujej A;. Dann gibt es offene Umgebungen U von B in X (und V
von C in'Y ) und endliches E C J, so daf U x V. C |J,.x A;. Insbesondere ist

das Produkt zweier kompakter Rdume kompakt.

jeE

BEWEIS. Sei zundchst B = {b}. Fiir jedes ¢ € C gibt es offene Umgebungen M.
von b in X und N, von ¢ in Y derart, daB M, x N, in einer Menge A, j(c) € J
enthalten ist; das entnimmt man der Definition der Produkttopologie. Es ist
(N. | ¢ € C) eine offene Uberdeckung von C. Sei C C (N, U...U N,,), was
wegen der Kompaktheit von C' moglich ist. Sei U = (), M., und V = |J;_, N,,.
Dann ist

{b} xCcUxV C U?Zl Aj(ci)-

Sei nun B eine beliebige kompakte Teilmenge. Nach dem eben Gezeigten gibt es
zu jedem b € B eine offene Umgebung U, von b in X und eine offene Umgebung
Vi, von C'in Y, so dafl U, X V,, in einer endlichen Vereinigung

Ujeswy 4i» J(b) C J endlich,

liegt. Esist (U, | b € B) eine offene Uberdeckung von B. Sei B C (U, U...UU,, ),
was wegen der Kompaktheit von B méglich ist. Sei U = [J;%, U, V = i, Vi,
Dann ist

und damit die Behauptung gezeigt. O

Ein allgemeiner Satz von Tychonoff besagt: Ein beliebiges Produkt kompakter
Réume ist kompakt. Wir beweisen den Satz in einem spéteren Abschnitt iiber
Konvergenz und Filter.

(1.5) Satz. Seien B und C disjunkte kompakte Teilmengen eines Hausdorff-
Raumes X. Dann gibt es disjunkte offene Umgebungen von B und C. Also
ist ein kompakter Hausdorff-Raum normal. Eine kompakte Teilmenge C' eines
Hausdorff-Raumes X ist abgeschlossen.

BEWEIS. Nach Voraussetzung ist BxC' C X x X\ D = W, wenn D die Diagonale
von X bezeichnet. Da X Hausdorff-Raum ist, so ist W offen. Nach (1.4) gibt es
offene Umgebungen U von B und V von C' mit U x V. C W, also UNV = ().
Sei x € X \ C. Dann haben {z} und C disjunkte offene Umgebungen. Also
ist X \ C offen. O
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(1.6) Satz. FEine Menge A C R™ ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlos-
sen und beschrinkt ist.

BEWEIS. Sei A abgeschlossen und beschrankt. Es gibt ein » > 0, so daB
A C [-r,r]". Nach (1.1) und (1.4) ist [—r,7]" kompakt und mithin auch A
als abgeschlossene Menge (1.3).

Sei A kompakt. Die Mengen U,(0) iiberdecken A. Also gibt es ein n mit
A C U,(0), das heifit A ist beschriankt. Als kompakte Teilmenge eines Hausdorft-
Raumes ist A auch abgeschlossen (1.5). O

(1.7) Satz. Fine stetige Abbildung f: X — Y eines kompakten Raumes X in
einen Hausdorff-Raum Y ist abgeschlossen. Ist f ferner injektiv (bijektiv), so
ist f eine Einbettung (ein Homdomorphismus). Ist f surjektiv, so ist f eine
Identifizierung.

BeEwers. Ist A C X abgeschlossen, so ist nach (1.3) und (1.5) f(A) kompakt
und abgeschlossen. Ist f bijektiv, so besagt die erste Aussage, dafl bei der Um-
kehrabbildung das Urbild einer abgeschlossenen Menge abgeschlossen ist, das
heifit, die Umkehrabbildung ist stetig. Eine injektive Abbildung ist eine bijektive
Abbildung auf die Bildmenge. Eine surjektive stetige abgeschlossene Abbildung
ist eine Identifizierung. O

(1.8) Satz. Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und f: X — Y eine Identi-
fizierung. Dann sind dquivalent:

(1) Y ist Hausdorff-Raum.

(2) f ist abgeschlossen.

(3) R={(z1,22) | f(x1) = f(x2)} ist abgeschlossen in X x X.

BEWEIS. (1) = (3). Die Menge R ist das Urbild der Diagonale D C Y x Y bei
fxf

(3) = (2). Sei A C X abgeschlossen. Wir miissen zeigen: f(A) ist abgeschlossen;
also, da f eine Identifizierung ist, f~'f(A) ist abgeschlossen. Es ist

FHf(A) = pry(RNpry ' (A)),

gebildet mit den Projektionen pry, pry: X x X — X. Ist R abgeschlossen, so auch
RNpry'(A). Also ist RN pry'(A) kompakt, als abgeschlossene Menge in dem
kompakten Raum X x X. Also ist auch das Bild pr,(RNpr,'(A)) kompakt; und
folglich abgeschlossen, da X separiert ist.

(2) = (1). Seien y; und y, zwei verschiedene Punkte in Y. Dann sind f~'(y;)
und f~!(ys) disjunkte abgeschlossene Mengen in X; als Bilder einpunktiger, also
abgeschlossener, Mengen sind nadmlich die {y;} nach der Voraussetzung (2) ab-
geschlossen. Da X als kompakter Hausdorff-Raum normal ist, gibt es disjunkte
offene Umgebungen U; von f~'(y;). Da f abgeschlossen ist, sind die Mengen
f(X \ U;j)abgeschlossen; das Komplement V; =Y\ f(X \ U;) ist also offen. Nach
Konstruktion ist y; € V; und V3 NV, = 0. O
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(1.9) Satz. Eine diskrete abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes
ist endlich.

BEWEIS. Sei F' eine solche Menge im kompakten Raum K. Fiir jeden Punkt
x € Fist F\ {x} in F abgeschlossen, da F die diskrete Topologie trigt. Da F'
in K abgeschlossen ist, so auch F'\ {z}. Der Schnitt (|, (F"\ {z}) ist leer. Also
ist ein endlicher Schnitt der F'\ {z} leer, das heifit aber: F ist endlich. O

Sei der Raum X Vereinigung einer aufsteigenden Folge X; C Xy C ... von
Teilrdumen X;, ¢+ € N. Wir sagen, X trigt die Kolimes-Topologie beziiglich der
Filtrierung (X;), wenn eine Menge A C X genau dann offen (abgeschlossen)
ist, wenn jeder Schnitt A N X, offen (abgeschlossen) in X, ist. Diese Topologie
hat die Eigenschaft, dafl eine Abbildung f: X — Y genau dann stetig ist, wenn
alle Einschrankungen f|X,, stetig sind. Ist nur die aufsteigende Folge gegeben,
so kann man auf ihrer Vereinigung X in der genannten Weise eine Topologie
definieren; der resultierende Raum X heifit Kolimes der Folge.

(1.10) Satz. Sei X Vereinigung einer aufsteigenden Folge X1 C Xo C ... von
Teilrdumen X; mit der Kolimes-Topologie. Die Punkte in jedem X; seien abge-
schlossen. Dann liegt jede kompakte Teilmenge K von X in einem der Teilrdume
X

BEwEIs. Falls dem nicht so ist, gibt es eine abzdhlbar unendliche Menge F
in K, so daf} jeder Schnitt F' N X, endlich ist. Fiir jede Teilmenge S von F
ist dann S N X, als endliche Vereinigung abgeschlossener Punkte abgeschlossen
in X,,. Nach Definition der Kolimes-Topologie ist also jede Teilmenge von F
abgeschlossen in X und damit auch in K und F'. Folglich trigt F' die diskrete
Topologie und miifite nach dem voranstehenden Satz endlich sein. O

(1.11) Satz von Dini. Sei (f,: X — R) eine Folge stetiger Funktionen auf
dem kompakten Raum X. Firt € X und n € N gelte f,(t) < fo11(t). Die Folge
konvergiere punktweise gegen eine stetige Funktion f. Dann ist die Konvergenz
gleichmdfsig.

BEWEIS. Sei € > 0 gegeben. Zu jedem z € X wihlen wir ein n(z) € N, so dafl
fiir n > n(x) die Ungleichung f(x) — f,(z) < e/3 gilt. Da f und f,) stetig sind,
gibt es eine Umgebung V' (x) von z, so daf fiir y € V (z) gilt

5

@ = f@l <5 aw®) ~ fow @) < 2

3

Fir jedes y € V(x) gilt dann nach der Dreiecksungleichung f(y) —
Jn@ (y) < €. Der Raum X wird von endlich vielen V(z) iiberdeckt, etwa von
V(zy),...,V(xm). Sei N = max(n(z1),...,n(x)). Firn > N und alle y € X
gilt dann f(y) — fu(y) < e. O

(1.12) Satz. Sei K eine Komponente des kompakten Hausdorff-Raumes X.
Dann bilden die gleichzeitig offenen und abgeschlossenen Umgebungen von K
eine Umgebungsbasis von K.
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BEWEIS. Sei X ein metrischer Raum mit Metrik d. Eine Familie z =
zo, ..., T, = y heiflt t-Kette (t > 0) von x nach y, wenn d(z;,x;41) < t fiir
0 < i < n. Die Relation x ~; y bedeute: Es gibt eine t-Kette von x nach y.
Offenbar ist 2 ~; y eine Aquivalenzrelation und die Klasse A(x,t) von z offen
in X. Da aber A(x,t) als Komplement eine Vereinigung von Aquivalenzklassen
hat, ist A(z,t) auch abgeschlossen. Sei

Az) = 0 Az, t).
Sei C'(z) die Komponente von z, und sei AO(x) der Durchschnitt aller x enthal-
tenden Mengen, die gleichzeitig offen und abgeschlossen sind. Es gilt

C(z) C AO(z) C A(x),

und wenn A(z) zusammenhéngend ist, so gilt iiberall die Gleichheit. Es ist
A(z) als Schnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen. Ist A(x) nicht zusam-
menhéngend, so gibt es eine disjunkte Zerlegung A(x) = PUQ in abgeschlossene
Mengen P und (). Es gibt dann ein s > 0, so dafl die offenen 2s-Umgebungen
U(P,2s) und U(Q,2s) disjunkt sind. Sei H = X \ (U(P,s) UU(Q,s)), x € P,
y € Q. Fir jedes t, 0 < t < s, gibt es t-Ketten {xg,...,2,} von x nach v,
da = und y in A(x) liegen, und nach Wahl von s hat jede solche ¢-Kette ein
in H liegendes Glied. Mit anderen Worten: Fiir ¢t < s ist A(x,t) N H # . Da
auBerdem fiir t; < ty auch A(z,t1) C A(z,ty) gilt, haben wegen der Kompakt-
heit die Mengen H N A(z,t), 0 < t < s, einen nichtleeren Durchschnitt, das
heift, es gilt H N A(z) # () im Widerspruch zur Definition von H. Also ist A(z)
zusammenhédngend.

Sei U eine offene Umgebung von K. Da K eine Komponente von X ist, gilt
K = C(z) = A(x) fiir jedes © € K. Wére die Menge A(z,t) N (X \ U) fiir jedes ¢
nicht leer, so wiirde wieder aus der Kompaktheit (X \ U) N A(z) # 0 folgen, was
absurd ist.

Ist X kein metrischer Raum, so wird der Beweis formal analog gefiihrt, nur
miissen die t-Umgebungen durch allgemeinere Objekte ersetzt werden, was durch
eine geeignete uniforme Struktur geschieht. O

Sei m(X) die Menge der Komponenten von X und p: X — w(X) die Abbil-
dung, die jedem Punkt seine Komponente zuordnet. Es trage 7(X) die Quoti-
enttopologie und werde Komponentenraum genannt.

(1.13) Satz. Der Komponentenraum eines kompakten Hausdorff-Raumes X ist
ein total unzusammenhdngender kompakter Hausdorff-Raum.

BEWEIS. Sei F' C w(X) eine abgeschlossene Menge, die mehr als einen Punkt
enthéilt. Dann enthélt p~'(F) mehrere Komponenten, ist also nicht zusam-
menhéngend und besitzt deshalb eine Zerlegung p~!(F) = P U Q in disjunkte,
nichtleere, abgeschlossene Mengen P und Q. Ist z € P und C(z) die Kompo-
nente von x, so kann C(x) als zusammenhéngende Menge keine Punkte von @
enthalten. Also sind P und @ vollstéindige Urbilder bei p und p(P), p(Q) nach
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Definition der Quotienttopologie in m(X) abgeschlossen. Wir haben damit F
zerlegt. Also sind alle Komponentenrdume total unzusammenhéngend.

Es bleibt zu zeigen, daf§ w(X) ein Hausdorff-Raum ist. Seien K und L zwei
verschiedene Komponenten von X. Seien U D K, V D L disjunkte offene Um-
gebungen von K und L. Nach Satz (1.12) gibt es gleichzeitig offene und abge-
schlossene Mengen Uy, Vo von X mit U D Uy D K,V D Vi D L. Es sind Uy und
Vo Vereinigungen von Komponenten, also sind p(Up) und p(V4) offene disjunkte
Umgebungen von p(K) und p(L). O

(1.14) Aufgaben und Erginzungen.

1. Das Cantorsche Diskontinuum C' ist der Durchschnitt der kompakten R&ume
X1 D Xy D ..., wobei X; C [0,1] = X; eine endliche disjunkte Vereinigung abgeschlos-
sener Intervalle ist und X;y; aus X; dadurch hervorgeht, daf§ aus jedem Intervall von
X; das offene mittlere Drittel herausgenommen wird. Der Raum C' ist total unzusam-
menhingend, kompakt, {iberabzidhlbar. Ferner ist C homdomorph zum topologischen
Produkt von abz#hlbar unendlich vielen zweipunktigen diskreten Rdumen (hier wird
der Satz von Tychonoff gebraucht).

2. Sei f: X x C' — R stetig, C kompakt. Wir setzen g(z) = sup{f(z,c) | ¢ € C'}. Dann
ist g: X — R stetig.

3. Sei R der Vektorraum aller Folgen (z; | j € N) reeller Zahlen, die schliellich Null
sind, mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation. Sei R™ der Teilraum
der Folgen mit x; = 0 fiir j > n. Trage R> die Kolimestopologie beziiglich der R".
Dann sind die Addition R* x R* — R* und die Skalarmultiplikation R x R*® — R
stetig.

4. Sei D C R” eine kompakte konvexe Menge mit nichtleerem Inneren. Dann gibt
es einen Homdomorphismus D — D™, der einen Homdomorphismus Rd(D) — S™~!
induziert.

5. Eine Menge X C R" ist genau dann kompakt, wenn jede stetige Funktion f: X — R
beschrénkt ist.

6. Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum und sei f: X — X eine Mengenabbil-
dung mit d(f(x), f(y)) = d(z,y) fir alle z,y € X. Dann ist f ein Homéomorphismus.
(Sei y ¢ f(X). Betrachte die Folge v = yo, yn = f(yn—1)).

7. Sei AC Rund CA = A x [0,1]/A x 1 der formale Kegel iiber A. Die Abbildung
f:CA —R2, (a,t) — ((1 —t)a,t) ist injektiv und stetig. Ist A kompakt, so ist f eine
Einbettung; ist A ein offenes Intervall, so ist f keine Einbettung.

8. Der Raum D"/S"™~! ist homdomorph zu S™. Ein Homéomorphismus kann mit Hilfe
der stetigen Abbildung D™ — S™, x + (24/1 — ||ly|[2-v, |ly||> — 1) und (1.7) konstruiert
werden.

2 Kompakte metrische Riaume

(2.1) Satz. Sei X ein kompakter metrischer Raum. Sei A= (A; | j € J) eine
offene Uberdeckung von X. Es gibt ein € > 0 derart, daf fiir jedes v € X die
Kugel U.(x) in einer Menge A; enthalten ist.
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BEWEIS. Zu jedem z € X werde ein e(z) > 0 so gewdhlt, dal Us.(z) () in einem
Glied der Familie A liegt. Werde X von W, = U.(;)(2), 2 € £ C X endlich,
iiberdeckt. Sei ¢ = min(e(z) | 2 € E). Zux € X gibt es z € E mit x € W,.
Sei y € Uc(z). Dann gilt d(y,z) < d(y,z) + d(z,z) < e + €(z) < 2¢(z). Also ist
Us(x) C Use(z)(2), und letztere Menge liegt in einem Glied von A. O

Eine Zahl € mit der im letzten Satz genannten Eigenschaft heifit Lebesguesche
Zahl der Uberdeckung (A4; | j € J).

(2.2) Satz. Sei X ein kompakter metrischer Raum. Zu jeder Umgebung W der
Diagonale Dx von X x X gibt es ein § > 0, so daff Us(Dx) = {(x,y) | d(z,y) <
oy CW.

BEWEIS. Zu jedem x € X wéhlen wir ein 6(z) > 0 mit Uss(y) () X Uss(z)(2) C W.
Werde X von W, = Us,)(2), 2 € E C X endlich, iiberdeckt, und sei § =
min(d(z) | z € E). Dann ist Us(Dx) C W. Sei ndmlich d(z,y) < 0. Es gibt z € E
mit x € W,, also d(z, z) < §(z). Es folgt d(y, z) < d(x,y) + d(z, z) < 2(z), also
x,y € Uss(zy(2) und damit (z,y) € W. O

(2.3) Folgerung. FEine stetige Abbildung eines kompakten metrischen Raumes
X in einen metrischen Raum ist gleichmdfig stetig.

BEWEIS. Die Behauptung besagt, dafl zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dafl
(f x f) Y (U.(Dy)) D Us(Dx), und wird nach (2.2) sichergestellt. O

Eine Teilmenge A C X heifit relativ kompakt, wenn ihre abgeschlossene Hiille
kompakt ist. Ein metrischer Raum X heifit prikompakt, wenn gilt: Zu jedem e
gibt es eine endliche Uberdeckung von X durch Mengen mit einem Durchmesser
kleiner als €. Diese Bedingung ist dquivalent zu der folgenden: Zu jedem ¢ > 0
gibt es eine endliche Menge F' C X, so daf§ fiir jedes x € X die Ungleichung
d(z, F') < ¢ besteht.

(2.4) Satz. Sei X ein metrischer Raum. Folgende Aussagen iiber A C X sind
daquivalent:

(1) A ist kompakt.

(2) Jede Folge in A hat einen Hiufungspunkt in X.

(3) Jede Folge (a, | n € N), a, € A, hat eine in X konvergente Teilfolge.

(4) A ist prikompakt und vollstindig.

Beweis. Die Implikationen (1) = (2) = (3) haben wir schon gezeigt.
(3) = (4). Sei (a, | n € N) eine Folge in A. Es gibt b, € A mit d(b,,a,) < 27"
Es gibt eine konvergente Teilfolge der (b,) mit einem Limes b; und dann hat die
entsprechende Teilfolge der (a, ) denselben Limes. Folglich gilt (3) auch fiir Folgen
aus A. Ist (a,) eine Cauchy-Folge mit einer gegen a konvergenten Teilfolge, so
konvergiert sie selbst schon gegen a. Also ist A vollstindig.

Falls fiir o > 0 die Menge A nicht durch endlich viele Mengen B(z,a) =
{y | d(z,y) < a} iiberdeckt wiirde, so kénnten wir induktiv eine Folge (x,,) mit
d(z;,z;) > « fiir alle ¢ # j konstruieren, die dann keine konvergente Teilfolge
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hatte.

(4) = (1). Sei (U; | j € J) eine offene Uberdeckung von A. Wir definieren induk-
tiv eine Folge von Mengen B(z,,2™") = B,: Angenommen, A wird von keiner
endlichen Teilfamilie der (U;) {iberdeckt. Dann gibt es eine endliche Uberdeckung
durch Mengen B(z,1) von A und folglich ein B(x, 1), das ebenfalls nicht durch
endlich viele U; iiberdeckt wird. Angenommen B(z,_1,2~"~V) werde nicht durch
endlich viele U iiberdeckt. Wir wihlen eine endliche Uberdeckung von A durch
Mengen B(yx,27™). Unter den B(yg,27"), die B(z,_1,27 (V) schneiden, gibt
es eine, etwa B(x,,27"), die nicht durch endlich viele U; tiberdeckt wird. Fiir
n <p<qgilt day,z,) < d(zy,xpi1) + ... +d(x4-1,74). Da B,_1 N B, # 0 ist,
gilt

1 1
d n—1,%n < — <
(:E 1, X ) — 9n—1 + an — 9n—2

und folglich

1 1 1
d(ry, ) < 91 +.ot 9¢—2 < on—2"

Also ist (x,) eine Cauchy-Folge. Diese hat eine konvergente Teilfolge, ist also
konvergent, etwa gegen x. Es gibt ein A\, so dal x € U,. Fiir ein a > 0 ist
B(z,a) C Uy. Es gibt ein n mit

1
d(x,z,) < =, o0 <

e
e

Also ist B(z,,2™") C B(z,«) C Uy, im Widerspruch zur Nichtiiberdeckbarkeit
von B(x,,27") durch endlich viele Uj;. O

(2.5) Satz. Je zwei Normen auf dem R™ sind dquivalent.

BEwWEIS. Normen N; und N, heiflen dquivalent, wenn es positive Konstanten a
und b gibt, so dafl immer aN;(z) < No(x) < bNi(x) gilt. Sei N eine beliebige
Norm und || — || = || = || die Sup-Norm. Da Aquivalenz von Normen eine
Aquivalenzrelation ist, wie eine kleine Uberlegung zeigt, geniigt es zu zeigen, daf
diese beiden Normen &dquivalent sind. Wir schreiben einen Vektor x = (x;) =
> xie; als Linearkombination der Standardbasis. Die Dreiecksungleichung fiir

N liefert
=N _mie) <> || N(e:) < allz|

mit a = ), N(e;). Die Ungleichung |N(z) — N(y)| < N(z —y) < a||z —y|| zeigt,
da N:(R™, || — ||) — R stetig ist. Die Menge S = {z | ||z|| = 1} ist kompakt,
denn die durch || — || induzierte Topologie auf R™ ist die Produkttopologie und
S ist abgeschlossen und beschriankt. Da N stetig ist, hat N(S) ein Minimum
b. Es ist b # 0, da S nicht den Nullvektor enthilt. Also gilt fiir z € S die
Ungleichung N(z) > b||z|, und wegen der Homogenitét einer Norm gilt diese
Ungleichung dann auch fir alle x € R". Also gilt immer b|jz|| < N(z) < al|z||,
was definitionsgeméB die Aquivalenz der beiden Normen besagt. O
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3 Intervall und Kreis

Die gesamte Topologie griindet wesentlich auf den reellen Zahlen. Die Ver-
vollsténdigung der rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen kann selbst als ein
topologischer Prozefl angesehen werden. Wenn man nicht an der algebraischen
Struktur der reellen Zahlen interessiert ist, sondern nur an der topologischen, so
gibt es Charakterisierungen, die nur Grundbegriffe der Topologie benutzen, wie
etwa den Begriff des Zusammenhangs. Wir charakterisieren das Einheitsintervall
und den Einheitskreis auf diese Weise. Die Beweise sind ein Musterbeispiel fiir
eine axiomatische Deduktion. Die Methode geht auf Hilbert zuriick und zielt auf
eine topologische Begriindung der ebenen Geometrie.

Um die Hauptsitze zu formulieren, fithren wir den Begriff des Trennpunktes
ein. Ein Punkt X eines zusammenhéingenden Raumes X heifle Trennpunkt von
X, wenn X \ z nicht zusammenhéngend ist. Einen Punkt, der kein Trennpunkt
ist, wollen wir in diesem Zusammenhang einen Endpunkt von X nennen. Das
Vorliegen einer Zerlegung Y = U UV eines Raumes Y im Sinne von Abschnitt
9 driicken wir durch das Symbol Y = U|V aus. Wir setzen im folgenden still-
schweigend voraus, dafl X mehr als einen Punkt enthélt.

(3.1) Intervall-Satz. Ein kompakter metrischer zusammenhingender Raum,
dessen sdamtliche Punkte, bis auf hochstens zwei, Trennpunkte sind, ist
homoomorph zum Einheitsintervall.

(3.2) Kreis-Satz. FEin kompakter metrischer zusammenhdngender Raum, der
durch Entfernen jeder zweipunktigen Teilmenge unzusammenhdngend wird, ist
homdoomorph zum Einheitskreis.

Die Beweisidee fiir (3.1) besteht darin, durch Untersuchung zusammenhéngen-
der Teilmengen in X eine lineare Anordnung auf X zu definieren. Diese Anord-
nung wird es erlauben, eine monotone Abbildung von X in das Einheitsintervall
I =10, 1] zu definieren, die dann als Homéomorphismus nachgewiesen wird. Die
Topologie auf I 148t sich durch die Anordnung (ndmlich durch Teilintervalle) de-
finieren. Wir versuchen, fiir X diese Situation zu imitieren. Insbesondere wird es
bedeutsam werden, fiir X das Axiom der Dedekindschen Schnitte zu verifizieren.

(3.3) Satz. Sei X ein zusammenhdingender Hausdorff-Raum, x € X ein Trenn-
punkt und X \ x = U|V. Unter diesen Voraussetzungen gilt:

(1) U=UuUz, V=V Uux. Insbesondere sind U und V offen in X.

(2) U undV sind zusammenhdingend.

(3) Isty e U und X \y = A|B, so ist A oder B in U enthalten.

BEWEIS. (1) U ist abgeschlossen in X \ . Deshalb gilt U = UN (X \z) = U\ z
und somit U ¢ U U x. Wire U = U, so wiren U und V U 2 abgeschlossene
Mengen in X, die wegen UN(VUz) =UNV C UN(V Ux) = 0 eine Zerlegung
von X liefern wiirden. Als Komplement von V ist U offen.

(2) Sei U = A|B und etwa € A. Dannist BNV =BnN(VUx)=BNV =0
und deshalb X = B|(AUV), denn A und B sind abgeschlossen in U und somit
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in X.
(3) V=V Uz ist in X \ y enthalten, also als zusammenhéngende Menge in A
oder in B. Ist etwa V Ux C A, so folgt BC X \V =U. O

(3.4) Satz. Sei zusdtzlich zu den Voraussetzungen von (3.3) X kompakt me-
trisch. Dann enthalten U und V' jeweils mindestens einen Endpunkt von X.

BEWEIS. Angenommen, jeder Punkt von U, also auch von U = U U z, sei
Trennpunkt von X. Da U nach (3.3) ein zusammenhingender kompakter me-
trischer Raum ist, der mehr als einen Punkt enthilt, gibt es in U und damit in
U eine abzdhlbar unendliche, dichte Teilmenge. Sei {z(1),x(2),...} C U dicht.
Wir zeigen induktiv: Es gibt eine Teilfolge (x(n;),z(n2),...) und Zerlegungen
X\ z(n,) = U,|V, mit den folgenden Eigenschaften:

(Oé) X\ZL‘(TLT) = Ur|‘/;"7
(6) n,yq ist die kleinste Zahl der Menge {j € N | z(j) € U, },
NVUDU DUy D -+

Essein; =1 und X \ z(1) = U;|Vi, wobei Uy der nach (3.3.3) in U gelegene Teil
ist. Seien x(j), U;, V; mit den genannten Eigenschaften fiir 1 < j <t gegeben.
Dann ist U, eine nichtleere, nach (3.3.1) offene, Teilmenge von U. Deshalb enthélt
U; Punkte der Form z(n). Wir definieren n;; als kleinste Zahl in {j € N | z(j) €
U:}. Nach Annahme ist X \ x(ns11) zerlegbar. Wir wéhlen eine Zerlegung

X\ z(nyg1) = U1 Vigr,  Upr C Us.

Da z(ny),...,x(n:) ¢ Uit1, so ist ngyq verschieden von ny, ..., n,.

Da U DU, DU, D ... kompakte Mengen sind, ist ihr Schnitt U, nicht leer.
Da Uy = Uy Uz(ngg) C U, so haben die U D Uy D Uy D ... denselben
Schnitt. Sei z € Uy, C U und X \ z = A|B. Nach (3.3) enthélt jedes U, entweder
A oder B. Also ist etwa A in unendlich vielen U, enthalten, also in U,. Da
A offen ist, konnen wir einen Punkt x(i) € A wiahlen. Sei nyy, die kleinste der

Zahlen ng, ng, ..., die grofler als ¢ ist. Dann ist 2:(i) € A C Uy, im Widerspruch
zu (3); und somit ist nicht jeder Punkt von U ein Trennpunkt. Ebenso verfihrt
man mit V. O

(3.5) Satz. Erfille X die Voraussetzungen von (3.1). Sei x ein Trennpunkt und
X \z=U|V. Dann sind U und V zusamenhingend.

BEwEIS. Wegen (3.4), und weil es nach Voraussetzung hochstens zwei End-
punkte gibt, hat X genau zwei Endpunkte, etwa a € U und b € V. Sei U = A|B
angesetzt, und sei etwa a € A. Dann ist

X\z=B|(X\z)\B),

aber B enthélt weder a noch b im Widerspruch zu (3.4), jetzt auf diese Zerlegung
angewendet. O
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Wir sind nun in der Lage, auf X eine totale Ordnung < zu definieren. Wir
setzen voraus, dal X die Voraussetzungen von (3.1) erfiillt. Eine totale Ordnung
ist eine Relation <, die den folgenden Axiomen geniigt:

(01) Fiir kein z ist x < z.

(02) Ist x # vy, so gilt © < y oder y < x.

(03) Ist z < y und y < z, so auch z < z.

Aus den Axiomen folgt: Die Relationen x < y und y < z bestehen nicht gleich-
zeitig.

Fir x € X sei L, = (), falls x = a ist, und andernfalls die a enthaltende
Komponente von X \ z. Analog sei R, = (), falls 2 = b ist, und andernfalls die b
enthaltende Komponente von X \ z. Dabei sind a und b weiterhin, wie im Beweis
von (3.5), die beiden Endpunkte. Fiir jedes  haben wir demnach eine disjunkte
Vereinigung X = L, Uz U R,.

Wir setzen nun fest:

(3.6) r <y bedeute L, C L, L,# L,
Zur Untersuchung dieser Relation zeigen wir:
(3.7) Hilfssatz. <y zel,.

BEWEIS. Seiz € L,. Dannist L, # L,, dax ¢ L,. Esist y # a, da L, = () aber
r € Ly, Ist y =10, s0ist L, C X \ b= L,. Ist schliefllich y ¢ {a, b}, so gilt nach
(3.3.3) L, C L, oder R, C L,; und wegen a € L, N L, besteht die erste Relation.

Sei x < y. Dann ist y # a, da L, # 0. Ist x = a, so ist « € L, nach Definition
von L,. Sei  # a. Dann folgt L, Ux = L, C L, = L, Uy. Wegen L, # L, ist
x # y, und folglich ist x € L,,. O

Ebenso schlieflen wir: v € R, & R, C R, R, # R,,.
(3.8) Satz. Die Relation < auf X ist eine totale Ordnung.

BEWEIS. (01) und (03) folgen unmittelbar aus der Definition.
(02): Sei x # y. Dann ist # € L, oder = € R,. Ist x € L,, so gilt < y nach
(3.7). Ist x € R,, so folgen nacheinander R, C R,; L, Uz D L, Uy; L, D Ly;
y y y y
y <. |

Die Ordnungstopologie auf X hat als Basis die Mengen der Form U(< ¢) =
{reX|z<q¢gudUlp <) ={y e X|p <y} Firp < ¢ sind dann die
Mengen U(p < q) ={z € X |p<z <q} =U(p <)NU(< q) ebenfalls offen. Sie
sind auch nicht leer, da andernfalls L, Up | R, U ¢ eine Zerlegung von X wiére.
Also liegt zwischen je zwei Elementen ein weiteres. Die genannten Mengen sind
auch in der urspriinglichen Topologie offen, denn mittels (3.7) folgt

U(<q) =Ly, Ulp<)=Ry;

und diese Mengen sind nach (3.3) offen.
Die Ordnungstopologie ist hausdorffsch, denn ist © < y, so wéhlen wir ein
z mit x < z < y. Dann sind L, und R, disjunkte offene Umgebungen von =z
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und y. Die identische Abbildung von X mit der urspriinglichen Topologie in den
Raum X mit der Ordnungstopologie ist deshalb stetig und, da X kompakt ist,
ein Hombomorphismus.

Sei E C X \ {a,b} eine in X dichte abzdhlbare Menge. Die auf E induzierte
Ordnung hat, wie wir gesehen haben, die Eigenschaft, dafl zwischen je zwei Ele-
menten mindestens ein weiteres liegt und daf es keine maximalen oder minimalen
Elemente gibt. Es gibt deshalb, wie schon Cantor gezeigt hat, eine bijektive, mo-
noton wachsende Abbildung f: E — QN|0, 1] von E auf die rationalen Zahlen
in ]0, 1[. Wir wollen f zu einem Homoomorphismus X — [0, 1] fortsetzen. Dazu
zeigen wir, dafl (X, E) das Dedekindsche Schnittaxiom erfiillt:

(3.9) Dedekindsche Schnitte. Sei A C E eine Teilmenge ohne grifites Ele-
ment. Ferner gelte: Ist x € A, y € E und y < x, so gilt y € A. Dann hat die
Menge K = {s € X | fir allex € Aistx < s} der oberen Schranken von A ein
kleinstes Element sa. Es gilt dann A =U(< sa) N E.

BEWEIS. Esist b € K, also K # (. Ist K = X, so ist a das kleinste Element
von K. Die Menge X \ K ist offen: Sei x € X \ K. Es gibt y € A mit z < y.
Die Menge U(a < y) ist dann eine = enthaltende offene Menge in X \ K. Falls
K kein kleinstes Element enthélt, so ist ebenfalls K offen und K|(X \ K) eine
Zerlegung von X. O

Eine Menge A C FE mit den in (3.9) vorausgesetzten Eigenschaften heifle
Schnitt von E. Aus (3.9) folgt, dafi die Zuordnung = — U(< x) N E =: A, eine
Bijektion von X zur Menge der Schnitte von E ist. Diese Bijektion ist in folgen-
dem Sinne ordnungserhaltend: z < y & A, C A,. Wir ordnen jedem Schnitt A
von E den Schnitt f(A) von R = QN |0, 1] zu. Die Schnitte von R sind die Mengen
QnN0,¢ fir t € [0, 1]. Die Bijektion der Schnitte von E und R wird durch diese
Entsprechungen zu einer bijektiven, monoton wachsenden Abbildung X — [0, 1].
Sie ist stetig beziiglich der Ordnungstopologien und wegen der Kompaktheit von
X also ein Homéomorphismus. Damit ist Satz (3.1) vollstdndig bewiesen. O

Beweis von (3.2). Wir beweisen Satz (3.2), indem wir ihn auf (3.1) zuriickfiithren:
Der Raum wird als Vereinigung zweier Intervalle (= einfacher Bogen) mit ge-
meinsamen Endpunkten dargestellt. Die folgenden Nummern (1) bis (5) sind
Beweisschritte.

(1) Kein Punkt ist ein Trennpunkt. Wére ndmlich X \ x = UUV eine Zerlegung,
so giibe es nach (3.4) einen Punkt y € U, der U = U U z nicht trennt, und einen
Punkt z € V, der V Ux = V nicht trennt. Es wiire X \ {y,2} = (U\y)U(V \ 2)
Vereinigung zweier zusammenhéngender Mengen, die x enthalten. Also wiére
X \ {y, 2} zusamenhéngend, im Widerspruch zur Voraussetzung.

(2) Sei hier und im folgenden X \ {a,b} = U|V, a # b. Dann ist U U {a,b} = U.
Denn U C U U {a,b}, wie im Beweis von (3.3.1). Es ist X \ a nach (1) zu-
sammenhéngend und b € Trennungspunkt dieses Raumes. Also ist nach (3.3.1),
angewendet auf (X \a, b) statt auf (X, x), der Punkt b in U enthalten, und analog
acU.
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(3) U U{a,b} ist zusammenhéngend. Sei zunichst eine Zerlegung U Ua = A[B
angenommen, mit a € A. Es ist nach (2) UUa = U \ b, also diese Menge in X \ b
abgeschlossen. Ebenso ist V' Ua in X \ b abgeschlossen. Wegen

X\b=UUaUV =BUAU(VUa)

ist X\ b= B|(AUaUV), im Widerspruch zu (1).
(4) Da U U a zusammenhéngend ist, so auch U U{a,b} = U Ua.

(5) Wir zeigen, daB U und V die Voraussetzungen von (3.1) erfiillen und {a, b} die
Endpunkte sind. Wir haben schon in (3) gesehen, daf @ und b keine Trennpunkte
sind. Sei v € U und U \ u zusammenhéngend. Dann ist fiir kein v € V die Menge
V \ v zusamenhiingend, denn andernfalls wiire wegen X \ {u,v} = U \uUV \ v
und a € (U \ u) N (V \ v) der Raum X \ {u,v} entgegender Voraussetzung
zusammenhingend. Nach (3.1) ist also V ein einfacher Bogen mit Endpunkten
a und b. Deshalb hat fiir v € V die Menge V \ v zwei Komponenten a € C,
und b € C, und folglich ist C, U (U \ u) U C}, zusamenhingend. Diese Menge
ist aber X \ {u,v}. Die Annahme, dal U \ u fiir ein u € U zusammenhingend
ist, fithrt also zum Widerspruch. Nach (3.1) ist also U ein einfacher Bogen mit
Endpunkten a, b; und analog V. Deshalb ist X als Vereinigung zweier Bégen mit
gemeinsamen Endpunkten homéomorph zu S*. O

4 Konvergenz. Filter

Folgen sind zu klein oder zu kurz, um damit in allgemeinen Raumen eine Grenz-
werttheorie aufzubauen. Wir brauchen groflere Indexmengen. Das fithrt zu den
Netzen.

Eine gerichtete Menge (I, <) besteht aus einer Menge I und einer Relation <
auf I mit den folgenden Eigenschaften:

(1) i <ifirallei e[l

(2) i<y, j<kimpliziert i < k.

(3) Zui,jelgibteske I miti<k j<k.
Die Menge N mit der iiblichen Ordnung < ist gerichtet. Die Menge U(x) der
Umgebungen von x wird durch U <V < V C U gerichtet. Wir schreiben auch
J > 1 anstelle von ¢ < 7.

Ein Netz (mit Indexmenge ) in einer Menge X ist eine Abbildung I — X, i +—
x; einer gerichteten Menge I nach X, auch (z;);c; oder nur (x;) geschrieben. Ein
Netz (z;) in einem topologischen Raum X heifit konvergent gegen z, in Zeichen
limx; = x, wenn es zu jeder Umgebung U von z ein ¢ € [ gibt, so daf§ fiir j > 4
immer x; € U ist. Netze mit der gerichteten Menge N sind Folgen, und der neue
Konvergenzbegriff stimmt in diesem Fall mit dem fiir Folgen bekannten iiberein.
Wéhlt man aus jedem U € U(x) ein Element zy aus, so konvergiert das Netz
(zy) gegen z. Ein Punkt = heifit Haufungspunkt (oder besser: Haufungswert) des
Netzes (x;)icr, wenn zu jeder Umgebung U von x und jedem i € I ein j > ¢
existiert, so da x; € U ist. Seien I und J gerichtete Mengen. Eine Abbildung
h: I — J heiBt final, wenn zu jedem j € J ein i € I mit h(i) > j existiert. Ein
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Teilnetz eines Netzes (x;);es ist ein Netz der Form ¢ +— Tp(;) mit einer finalen
Abbildung h: I — J. Konvergiert ein Teilnetz von (z;);cs gegen z, so ist z ein
Haufungspunkt dieses Netzes. Umgekehrt gibt es zu jedem Héaufungspunkt ein
Teilnetz, das gegen diesen Punkt konvergiert.

Sei (z;);es ein Netz in X. Fiir jedes j € J sei F'(j) die abgeschlossene Hiille
von {zy | k > j}. Dannist F' =), ; F'(j) die Menge der Haufungspunkte dieses
Netzes.

Mit Netzen arbeitet man dhnlich wie mit Folgen, wie die voranstehenden Be-
merkungen und die néchsten Sétze zeigen.

(4.1) Satz. Seien X und Y topologische Riume, sei A C X und f: X — Y
eine Abbildung. Dann gilt:

(1) Genau dann ist x € A, wenn es ein Netz in A gibt, das gegen x konver-
giert. Der Grenzwert eines Netzes in A liegt in A.

(2) Genau dann ist f im Punkt x € X stetig, wenn fir jedes gegen x konver-
gierende Netz (z;)ier das Netz (f(x;))ier gegen f(x) konvergiert.

BEWEIS. (1) Sei # € A. Zu jedem U € U(x) wihlen wir ein z; € U N A. Dann
ist (zy) ein gegen x konvergierendes Netz in A.

Sei (z;)ier ein gegen z konvergierendes Netz in A; sei U eine Umgebung von
x. Dann gibt es ein z; in U, das heifit U N A # (). Also ist # Berithrpunkt von A.

(2) Sei f im Punkt x stetig und (x;) ein gegen = konvergierendes Netz. Ist V' eine
Umgebung von f(x) und z; fiir alle j > ¢ in f~1(V) gelegen, so liegt f(x;) fiir
j >iin V. Also konvergiert (f(z;)) gegen f(z).

Sei die Konvergenzbedingung fiir f erfiillt. Falls f im Punkt = nicht stetig ist,
gibt es eine Umgebung V' von f(z), so dafl keine Umgebung U von z bei f nach
V' abgebildet wird. Wir wihlen dann xzy € U mit f(zy) ¢ V. Das Netz (xy)
konvergiert gegen x. Dagegen konvergiert (f(xy)) nicht gegen f(x). O

(4.2) Satz. Ein Raum X ist genau dann kompakt, wenn jedes Netz in X ein
konvergentes Teilnetz (dquivalent: einen Héiufungspunkt) hat.

BEWEIS. Sei X kompakt und (x;),e; ein Netz in X. Wir bilden die Menge F
wie eben erlduert. Sie ist nicht leer, da sonst wegen der Kompaktheit schon ein
endlicher Schnitt der F'(j) leer wére, was nicht sein kann. Also gibt es Haufungs-
punkte.

Habe umgekehrt jedes Netz ein konvergentes Teilnetz. Sei (C; | j € J) eine Fa-
milie abgeschlossener Mengen, so daf jede endliche Teilfamilie nichtleeren Schnitt
hat. Wir betrachten die Familie der endlichen Schnitte (Cg | E C J endlich), wo-
bei C = (,cg Ce ist. Die Indexmenge ist gerichtet durch £ > E' & Cp C Cp.
Wir wéhlen zg € Cg. Wir wihlen ein gegen z konvergentes Teilnetz, das wir der
Einfachheit halber wieder durch (zg) bezeichnen. Fiir jede Umgebung U von z
und jedes E ist dann Cr N U # 0, also z € Cg, da Cg abgeschlossen ist. Wir
schlieBen auf z € (| Cg # (0. Also haben alle Familien (C; | j € J) der genannten
Art einen nichtleeren Schnitt, was dquivalent zur Kompaktheit von X ist. O
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Fiir die Konvergenztheorie sind die gerichteten Mengen U(z) entscheidend.
Statt nun aus allen Umgebungen einen Punkt auszuwéhlen, kann man gleich mit
den U(x) arbeiten. Das fiihrt zur néchsten Definition.

Ein Filter F auf einer Menge X ist eine Menge von Teilmengen mit den
folgenden Eigenschaften:

(1) 0¢F, XeF.

(2) Fi,Fhe F=FNFkecF.

3) FeF,GOF=GeF.

Eine Teilmenge Fy C F heifit Basis des Filters F, wenn jedes Element aus F
ein Element aus Fy enthélt. Sind F; und F; Filter und gilt F; D F3, so heifit F;
feiner als Fy und Fy grober als Fp. Ein Filter, der keinen echt feineren besitzt,
heifit Ultrafilter.

Ein nichtleeres System B von nichtleeren Teilmengen von X ist genau dann
Basis eines Filters, wenn zu jedem Paar B,C € Bein D € Bmit D C BN C
existiert. Der zugehorige Filter besteht aus allen Obermengen der Mengen aus

B.
Die Menge U(z) der Umgebungen von x bildet den Umgebungsfilter von x.

(4.3) Satz. Jeder Filter ist in einem Ultrafilter enthalten.

BEWEIS. Die Menge aller Filter, die feiner als ein Filter F sind, ist durch die
Inklusionsrelation geordnet. Die Vereinigung einer linear geordneten Teilmenge
von Filtern darin ist ein Filter. Also hat die Menge nach dem Zornschen Lemma
ein maximales Element, und das ist ein Ultrafilter, der F enthalt. O

(4.4) Satz. FEin Filter F ist genau dann ein Ultrafilter, wenn fir jedes A C X
entweder A oder X \ A in F liegt.

BeEweIS. Liege immer A oder X \ A in F und sei G ein Filter, der echt feiner
als F ist. Ist G € G\ F, so ist nach Voraussetzung X \ G € F C G. Da G und
X \ G nicht zugleich Elemente eines Filters sind, ergibt sich ein Widerspruch.
Sei F ein Ultrafilter und A C X. Angenommen, F'N A # () fiir alle F' € F.
Dann ist {FFN A | F € F} eine Basis fiir einen Filter, der feiner als F ist und A
enthilt. Da F ein Ultrafilter ist, liegt also A in F. Analog, falls (X \ A)NF # ()
fiir alle F' € F. Tritt keiner dieser Félle ein, so gibt es Fy, Fo € F mit F1NA =)
und F> N (X \ A) = 0. Dann ist aber Fy N Fy C (X \ A)N A =0 im Widerspruch
zur Filterdefinition. O

(4.5) Satz. Die Mengen eines Ultrafilters haben genau dann einen nichtleeren
Durchschnitt, wenn sie die Obermengen eines Punktes sind.

BEwEIS. Nach dem vorigen Satz bilden die Obermengen eines Punktes einen
Ultrafilter. Liegt ein Punkt in allen Mengen eines Filters, so bilden seine Ober-
mengen einen feineren Filter. O

Die Filter verallgemeinern die Umgebungsfilter. Sie dienen im folgenden zum
Aufbau der Grenzwerttheorie.
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Ein Filter auf einem topologischen Raum konvergiert gegen einen Punkt des
Raumes, wenn er feiner als der Umgebungsfilter dieses Punktes ist. Jeder feinere
Filter konvergiert dann ebenfalls gegen diesen Punkt. Ein solcher Punkt heifit
Limespunkt oder Konvergenzpunkt des Filters. Ein Punkt heift Berihrpunkt des
Filters, wenn jede Umgebung des Punktes jede Filtermenge schneidet. Die Menge
der Beriihrpunkte eines Filters ist also der Schnitt der abgeschlossenen Hiillen
der Filtermengen. Ist G feiner als F, so ist jeder Beriihrpunkt von G auch einer
von F. Ein Konvergenzpunkt eines Filters ist auch ein Beriihrpunkt.

(4.6) Satz. FEin Punkt eines Raumes ist genau dann ein Berihrpunkt eines
Filters, wenn es einen feineren Filter gibt, der gegen diesen Punkt konvergiert.

BEWEIS. Ist x Beriihrpunkt des Filters F, soist {UNF | U € U(x),F € F}
Basis eines gegen = konvergierenden Filters. Konvergiert ein feinerer Filter, so
ist der Konvergenzpunkt Beriihrpunkt des groberen. O

Ist f: X — Y eine Abbildung und F ein Filter auf X, so ist {f(F) | F € F}
Basis eines Filters f(F) auf Y, des Bildfilters von F bei f.

(4.7) Notiz. Sei f: X — Y eine Abbildung und F ein Ultrafilter auf X. Dann
ist f(F) ein Ultrafilter auf Y .

BEWEIS. Wir benutzen (4.4). Sei B C Y. Es liegt f~!(B) oder X \ f~!(B) in
F. Im ersten Fall ist f(f~'(B)) C B und damit B € f(F). Im zweiten Fall ist
Y\ B e f(F). O

(4.8) Satz. FEin Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdaumen ist genau
dann stetig im Punkt x, wenn der Bildfilter jedes gegen x konvergierenden Filters
gegen f(x) konvergiert.

BEWEIS. Sei f stetig und konvergiere F gegen z. Zu jeder Umgebung V' von
f(x) gibt es eine Umgebung U von z, die bei f nach V abgebildet wird. Da F
gegen z konvergiert, gehort U zu F und deshalb V' als Obermenge von f(U) zu
f(F). Also ist f(F) feiner als U(f(z)) und konvergiert damit gegen f(z).

Sei F = U(x). Jede Umgebung V von f(x) gehort zu f(F), wenn f(F) gegen
f(x) konvergiert. Es gibt dann also eine Umgebung U von z mit f(U) C V, da
diese f(U) eine Filterbasis von f(F) bilden. O

(4.9) Satz. Sei X eine Menge, (X; | i € I) eine Familie topologischer Riume
und (fi: X — X; | i € I) eine Familie von Abbildungen. Trage X die grobste To-
pologie, die alle f; stetig macht (Initialtopologie). Ein Filter F auf X konvergiert
genau dann gegen x € X, wenn fir jedes i € I der Bildfilter f;(F) gegen f;(x)
konvergiert.

BEWEIS. Das System aller Mengen der Form (), f5 ' (Ux), K C I endlich, U, €
U(fr(x)) ist eine Umgebungsbasis von x in der Initialtopologie. Konvergieren
alle f;(F), so gibt es zu Uy € U(fr(x)) ein Fy € F mit fr(Fy) C Ug. Dann
ist F' = (yex Fx € F und F in der Basismenge (o fr ' (Fr)(Us) von U(x)
enthalten.
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Die umgekehrte Richtung folgt aus dem vorigen Satz. O

Der vorstehende Satz 148t sich insbesondere auf ein Produkt und die zugehori-
gen Projektionen auf die Faktoren anwenden.

(4.10) Satz. Folgende Aussagen iber einen topologischen Raum X sind dqui-
valent:

(1) X ist kompakt.

(2) Jeder Filter auf X hat einen Berihrpunkt.

(3) Jeder Ultrafilter auf X ist konvergent.

BEWEIS. (1) = (2). Habe der Filter F keinen Beriihrpunkt. Dann ist der Schnitt
aller F, F € F leer, und folglich ist ein Schnitt von endlich vielen Filtermengen
leer, da X kompakt ist. Das widerspricht der Definition eines Filters.

(2) = (3). Sei U ein Ultrafilter. Er hat einen Berithrpunkt. Es gibt einen feineren
Filter, der konvergiert, aber U hat keine feineren Filter.

(3) = (1). Sei (U; | j € J) eine offene Uberdeckung ohne endliche Teiliiber-
deckung. Fiir jede endliche Menge L C J ist dann A, = X \ UjeL U, =
;e (X \ U;) nichtleer und folglich das System der A, die Basis eines Filters,
der dann in einem etwa gegen x konvergierenden Ultrafilter U liegt. Der Punkt
x liegt in einer Menge U;, und wegen der Konvergenz von U gegen x ist U; € U.
Nach Konstruktion liegt auch X \ U; in Y. Widerspruch. 0

Ein wichtiger Satz der allgemeinen Topologie ist der folgende Satz von Tycho-

noff:
(4.11) Satz. Jedes topologische Produkt X kompakter Riume X; ist kompakt.

BEWEIS. Seien die X; kompakt und F ein Ultrafilter auf X. Der Bildfilter pr;(F)
auf X; ist dann ein Ultrafilter. Da X; kompakt ist, konvergiert nach dem vorigen
Satz pr;(F) gegen ein x; und nach Satz (4.9) konvergiert F gegen (x;). O

5 Lokal kompakte Riaume

Ein Raum X heifit lokal kompakt, wenn jede Umgebung eines Punktes x eine
kompakte Umgebung von x enthélt. Eine offene Teilmenge eines lokal kompakten
Raumes ist wieder lokal kompakt.

Ist X Hausdorff-Raum, so ist X lokal kompakt, wenn jeder Punkt eine kom-
pakte Umgebung besitzt. Sei ndmlich U eine Umgebung von x und K eine kom-
pakte Umgebung. Da K normal ist, enthdlt KNU eine abgeschlossene Umgebung
L von z in K. Dann ist aber L kompakt und eine Umgebung von z in X. Al-
so ist X lokal kompakt. Insbesondere ist ein kompakter Hausdorff-Raum lokal
kompalkt.

Sei X ein topologischer Raum. Eine Einbettung f: X — Y heifit Kompaktifi-
zierung von X, wenn Y kompakt ist und f(X) dicht in Y. Die durch den folgenden
Satz gekennzeichnete Kompaktifizierung heifit Alezandroff-Kompaktifizierung
oder Finpunktkompaktifizierung, der hinzugefiigte Punkt wird unendlich ferner
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Punkt genannt. Der Sinn einer Kompaktifizierung allgemein besteht darin, den
Raum durch ideale unendlich ferne Punkte zu ergénzen.

(5.1) Satz. Ein lokal kompakter Hausdorff-Raum X besitzt bis auf Homdéomor-
phie genau eine Kompaktifizierung f: X — Y durch einen kompakten Hausdorff-
Raum Y, so daff Y \ f(X) aus einem Punkt besteht.

BeEwEIS. Wir betrachten die Menge Y = X U {oo}. Wir definieren eine Topo-
logie auf Y durch die Festsetzung: Offene Mengen seien die offenen Mengen von
X und die Mengen der Form Y \ K mit in X kompaktem K. Man verifiziert,
dal dadurch eine Topologie auf Y definiert wird, die auf X die urspriingliche
induziert. Zwei Punkte aus X lassen sich weiterhin durch offene Umgebungen
trennen; ist x € X und ist K eine kompakte Umgebung von x, so sind K und
Y \ K disjunkte Umgebungen von x und oco. Die Kompaktheit von Y folgt, weil
jede offene Uberdeckung eine Menge der Form Y \ K mit kompaktem K enthélt.
Die Eindeutigkeit folgt so: Sei Y’ = X U {o0’} ein weiterer Raum mit den ge-
nannten Eigenschaften. Sei F: Y — Y’ die Abbildung, die auf X die Identitét ist
und oo auf oo’ wirft. Dann ist F' bijektiv und in jedem Punkt von X stetig. Das
Komplement jeder offenen Umgebung von oo’ ist als abgeschlossene Teilmenge
des kompakten Hausdorff-Raumes Y’ kompakt. Folglich ist die Urbildmenge die-
ser Umgebung bei F' offen und damit F' auch im Punkt oo stetig. Nach (1.7) ist
F' ein Hom6omorphismus. O

(5.2) Notiz. Folgende Aussagen tber einen lokal kompakten Hausdorff-Raum
sind dquivalent:
(1) In der Einpunktkompaktifizierung hat oo eine abzihlbare Umgebungsbasis.
(2) Der Raum ist Vereinigung abzdhlbar vieler kompakter Mengen. O

Raume mit der in der letzten Notiz genannten Eigenschaft lassen sich in niitz-
licher Weise durch geniigend grofie kompakte Teile ausschopfen, wie der néichste
Satz belegt. Hat ein lokal kompakter Raum X eine abzéhlbare Basis, so ist er
eine Vereinigung abzdhlbar vieler kompakter Mengen; sind ndmlich K,, z € X,
kompakte Umgebungen von z, so wihlen wir eine offene Umgebung U, C K,
aus der Basis, und davon iiberdecken abzéhlbar viele.

(5.3) Satz. Sei der lokal kompakte Raum X Vereinigung kompakter Mengen
K;, i € N. Dann gibt es eine Folge (U; | i € N) offener Mengen U; mit den
nachstehenden Eigenschaften:

(1) Fiir alle i ist U; kompakt.

(2) Fiir alle i ist U; C Uipy.

(3) X = U, U.

BEWEIS. Ist K eine kompakte Teilmenge von X, so gibt es eine kompakte Menge
L, die K im Innern enthélt; zum Beweis wéihlen wir zu jedem Punkt x € K eine
kompakte Umgebung K (z), von denen dann endlich viele K (z1),..., K(x,) die
Menge K iiberdecken und deren Vereinigung L die gewiinschte Eigenschaft hat.
Wir nennen solche L eine Verdickung von K. Sei U; das Innere einer Verdickung
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von K. Induktiv sei U, das Innere einer Verdickung von U, U K, 4+1. Eine
derartige Folge hat die gewiinschten Eigenschaften. O

(5.4) Satz. Der lokal kompakte Hausdorff-Raum M sei abzdihlbare Vereinigung
abgeschlossener Teilmengen M,, n € N. Dann enthdlt mindestens eine der Men-
gen M, innere Punkte.

BEWEIS. Angenommen, die Behauptung stimmt nicht. Da M lokal kompakt ist,
gibt es eine kompakte Teilmenge K mit nichtleerem Inneren K° = V. Es gibt
einen Punkt v; € V' \ M, denn andernfalls enthielte M; innere Punkte. Es ist
V'\ M; offen. Also gibt es eine kompakte Umgebung K7 von vy mit K7 C V'\ Mj.
Es gibt einen Punkt vy € K7\ M, und eine kompakte Umgebung Ky C K7\ Mo
von v. Auf diese Weise erhélt man induktiv kompakte Mengen K D K; D Ky D

., so da K, N M; = 0 fur j < n. Die Mengen K; sind in dem kompakten
Raum K abgeschlossen, also ist ()2, K; # (). Ein Punkt im Durchschnitt trifft
kein M;, im Widerspruch zu M = J M;. O

(5.5) Satz. Sei f: A — B eine Identifizierung und C' lokal kompakt. Dann ist
auch id x f:C x A — C' x B eine Identifizierung.

BEWEIS. Sei U C C x B und V = (id x f)7}(U) offen. Wir haben zu zeigen,
daB U offen ist. Sei (¢,b) € U, sei a € V und f(a) = b. Da C lokal kompakt ist,
enthélt jede Umgebung von ¢ ein kompakte Umgebung. Also hat ¢ eine kompakte
Umgebung K mit K x a C V. Die Menge

W={zeA|KxaxCV}={recA|K x f(x) CU}

ist nach (1.4) offen in A. Es gilt f~!f(1W) = W, und deshalb ist nach Definition
der Quotienttopologie f(W) offen in B. Also enthélt U die Umgebung K x f(W)
von (¢, b). 0

Im allgemeinen ist das Produkt zweier Identifizierungen keine Identifizierung;
siehe dazu IV.2

(5.6) Aufgaben und Erginzungen.

1. Die Einpunktkompaktifizierung von R"” ist S™.
2. Mannigfaltigkeiten haben die in (5.2) genannte Eigenschaft.

6 Eigentliche Abbildungen

Mit dem Begriff der eigentlichen Abbildung wird die Kompaktheit fiir Abbildun-
gen ausgenutzt. Dabei wird die Kompaktheit durch eine Eigenschaft beschrieben,
die keine Uberdeckungen benutzt (6.3). In den Beweisen verwenden wir ein Lem-
ma iiber abgeschlossene Abbildungen.

(6.1) Lemma. FEine Mengenabbildung f:X — Y zwischen topologischen
Rdaumen ist genau dann abgeschlossen, wenn gilt: Zu jeder Umgebung U von
[~ Hy) gibt es eine Umgebung V von y mit f~1(V) C U.
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BEWEIS. Sei f abgeschlossen und U offene Umgebung von f~1(y). Dann ist X \U
abgeschlossen und folglich auch f(X\U). Die offene Umgebung V' =Y\ f(X\U)
hat die gewiinschte Eigenschaft.

Sei die genannte Bedingung erfiillt und C'in X abgeschlossen. Seiy € Y\ f(C).
Dann liegt f~!(y) in der offenen Menge U = X \ C. Es gibt also eine offene
Umgebung V' von y mit ¥ C Y \ f(C). Demnach ist Y\ f(C) offen und also
f(C) abgeschlossen. O

(6.2) Satz. Die folgenden Aussagen tiber eine stetige Abbildung f: X — 'Y sind
dquivalent:

(1) f ist abgeschlossen und alle Urbilder f~'(y), y € Y sind kompakt.

(2) Fiir jeden Raum T ist f xid: X x T'— Y x T abgeschlossen.

BEWEIS. (1) = (2). Sei W eine offene Umgebung von f~!(y) x {t} in X x T.
Da f~!(y) kompakt ist, gibt es Umgebungen U von f~!(y) und V von ¢, so daB
U xV C W ist. Da f abgeschlossen ist, gibt es nach (6.1) eine Umgebung N von
y mit f~Y(N) C U. Esist N x V eine Umgebung von (y,t), und es gilt

(fxid) {NxV)C ffHUN)xV CcUxV cCW.

Das Lemma wiederum sagt nun, dafl f abgeschlossen ist.

(2) = (1). Indem wir T" als Punktraum ansetzen, sehen wir, dafl f abgeschlossen
ist. Aus der Voraussetzung (2) folgt, dafl fiir jedes y € Y auch pr: f~1(y) x
T — T abgeschlossen ist, weil allgemein mit f: X — Y auch f: fY(B) — B
abgeschlossen ist. Demnach bleibt der folgende Satz zu zeigen. O

(6.3) Satz. Sei fiir alle T die Projektion X x T — T abgeschlossen. Dann ist
X kompakt.

BEWEIS. Sei W eine Menge offener Mengen, die X iiberdecken. Sei U die Menge
aller endlichen Vereinigungen von Mengen aus WW. Wie miisen also X € U zeigen.

Angenommen, das sei nicht der Fall. Wir konstruieren einen Hilfsraum X' =
X + {x}. Diese Menge wird mit einer Topologie versehen, die eine Basis B aus
den folgen Mengen besitzt:

(1) X'\U,Ue€U.

(2) Wn(X\U),UelU, W C X offen.
Das ist eine Basis einer Topologie, weil der Schnitt zweier derartiger Mengen
wieder eine Menge dieser Form ist. Sei D = {(z,z) | X} C X x X’ und C die
abgeschlossene Hiille von D in X x X’. Wegen der Stetigkeit von pr: X x X’ — X’

ist pr(C) = pr(D) C pr(D). Wegen der vorausgesetzten Abgeschlossenheit von
pr ist pr(D) abgeschlossen, also pr(D) D pr(D). Insgesamt ist also pr(C) = X.
Die Menge X ist in X' nicht abgeschlossen. Ware das nadmlich der Fall, so
wire X'\ X = {x} offen, also Vereinigung von Mengen der Form (1) und (2),
was wegen der Annahme X # U fiir alle U € U nicht der Fall ist. Wegen pr(C) =
X # X gibt es also ein # € X mit (z,*) € C. Wir zeigen, daf8 dieser Punkt x in
keiner Menge U € U liegt, im Widerspruch dazu, da U eine Uberdeckung ist.

Angenommen z € U. Dann ist U x (X’ \ U) eine Umgebung von (z, *) in X x X"
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Wegen C' = D 3 (z, %) trifft diese Umgebung D, und das hiee U N (X \ U) # 0.
Widerspruch. O

Wir nennen eine stetige Abbildung f: X — Y eigentlich, wenn sie eine der
Eigenschaften (1) oder (2) aus (6.2) hat. Die drei folgenden Sétze verifiziert man
recht unmittelbar mit dieser Definition.

(6.4) Satz. Seien f: X — X' und g: X' — X" stetig. Dann gilt:
(1) Sind f und g eigentlich, so ist g o f eigentlich.
(2) Ist go f eigentlich und f surjektiv, so ist g eigentlich.
(3) Ist go f eigentlich und g injektiv, so ist [ eigentlich. O

(6.5) Satz. Sei f: X — Y stetig und injektiv. Dann sind dquivalent:
(1) f ist eigentlich.
(2) f ist abgeschlossen.
(3) f ist ein Homdéomorphismus auf einen abgeschlossenen Unterraum. — O

(6.6) Satz. (1) Sei f: X — Y stetig. Ist f eigentlich, so ist fir jedes B C'Y
die Einschrinkung f = fp: f~Y(B) — B eigentlich.

(2) Sei (U; | j € J) eine Uberdeckung von'Y, so dafi die kanonische Abbildung
p: HjeJ U; — Y eine Identifizierung ist. Ist jede Einschrinkung f;: f~1(U;) — Uj
eigentlich, so auch f. O

(6.7) Satz. Ist f: X — Y eigentlich und K CY kompakt, so ist f~1(K) kom-
pakt.

BEWEIS. Nach (6.6) ist f: f~'(K) — K eigentlich und nach (6.2) K — P fiir
einen Punkt P. Nach (6.4) ist f~!(K) — P eigentlich und nach (6.2) also f~(K)
kompakt.

Ein direkter Beweis kann so gefithrt werden. Sei (U; | j € J) eine offene
Uberdeckung von f~'(K). Fiir jedes ¢ € K gibt es ein endliches J, C J, so
daB8 f~!(c) in der Vereinigung U, der U, j € J., enthalten ist. Die Menge V, =
Y\ f(X\U,) ist offen, da f abgeschlossen ist. Esist c € V., f~(V.) C U,, und K
wird von endlich vielen V,, etwa Vi, ..., Vi) liberdeckt. Es folgt, da f~!(K)
in Uyy U... U Uy enthalten ist. O

(6.8) Satz. Sei f eine stetige Abbildung eines Hausdorff-Raumes X in einen
lokal kompakten Hausdorff-Raum Y . Dann ist f genau dann eigentlich, wenn fiir
jede kompakte Menge K C Y das Urbild kompakt ist. Ist [ eigentlich, so ist X
lokal kompakt.

BEWEIS. Ist f eigentlich so wissen wir nach (6.7), daf§ Urbilder kompakter Men-
gen kompakt sind. Sei umgekehrt (U;) eine Uberdeckung von Y durch relativ
kompakte offene Mengen. Dann ist f~(U;) kompakt und f eingeschrinkt auf
diese Menge eigentlich, denn eine stetige Abbildung eines kompakten Hausdorff-
Raumes in einen Hausdorff-Raum ist eigentlich. Nach (6.6) ist f eigentlich. O

(6.9) Satz. Folgende Aussagen iber eine stetige Abbildung sind dquivalent:
(1) f ist eigentlich.
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(2) Ist F ein Filter auf X und y ein Berihrpunkt von f(F), so gibt es einen
Beriihrpunkt x von F mit f(x) = y.

(3) Ist F ein Ultrafilter auf X und konvergiert f(F) gegen y, so gibt es einen
Konvergenzpunkt x von F mit f(x) =y.

BEWEIS. (1) = (2). Sei M € F. Da f abgeschlossen ist, gilt f(M) = f(M). Als
Beriihrpunkt von f(F) ist y in allen f(M) enthalten, also M N f~!(y) nichtleer.
Da f~'(y) kompakt ist, gibt es ein 2 € f~'(y), das in allen M, M € F enthalten
ist. Letzteres bedeutet, dafl x Beriihrpunkt von F ist.

(2) = (3) ist klar.

(3) = (1). Wir zeigen zunéchst, dal f abgeschlossen ist. Sei ) # A C X abge-
schlossen. Sei F der Filter aller Mengen, die A enthalten. Dann ist A die Menge
der Bertihrpunkte von F. Sei B die Menge der Bertihrpunkte von f(F). Dann
ist B abgeschlossen und enthélt f(A). Wir zeigen B = f(A).

Sei y € B. Jede Umgebung V' von y trifft jedes f(F), alsoist f~Y(V)NEF #(
fiir alle ' D A. Demnach bilden die f~!(V)NF eine Filterbasis. Sei U ein feinerer
Ultrafilter. Der Ultrafilter f (i) ist feiner als U (y), konvergiert also gegen y. Nach
(3) gibt es einen Konvergenzpunkt z von Y mit f(z) = y. Dald DO F, ist x
Berithrpunkt von F, liegt also in A, und demnach liegt y in f(A). Man beendet
den Beweis der Eigentlichkeit von f mit dem folgendem Satz, aus dem néamlich
folgt, dal mit f auch jedes Produkt f x id(Z) abgeschlossen ist. O

(6.10) Satz. Gilt die Bedingung (3) des vorigen Satzes fir alle stetigen Abbil-
dungen f;i: X; — Y, so auch fir das Produkt f =], fi.

BEWEIS. Sei U ein Ultrafilter auf [[, X; und y = (y;) € [[,Y; ein Konvergenz-
punkt von f(U). Nach (4.9) konvergiert dann pr;(f(U)) = fi(pr;(U)) gegen y;.
Nach der Bedingung (3) gibt es dann fiir jedes i ein x; € X;, so daB f;(z;) = y; und
pr;(U) gegen z; konvergiert. Dann konvergiert aber nach (4.9) U gegen x = (z;),
und es gilt f(z) = v. O

(6.11) Folgerung. Ein Produkt eigentlicher Abbildungen ist eigentlich. O

(6.12) Satz. Seien f: X — X' und g: X' — X" stetig und sei gf eigentlich. Ist
X' ein Hausdorff-Raum, so ist f eigentlich.

BEWEIS. Wir betrachten das kommutative Diagramm

(d, /) X x X'
\f \gf x id
X/ (9, 1d) X" x X'

Die waagerechten Abbildungen sind Homéomorphismen auf den Graphen von f
beziehungsweise auf den vertauschten Graphen von ¢. Da X’ hausdorffsch ist,
so ist der Graph von f abgeschlossen und folglich (id, f) nach (6.5) eigentlich.
Nach (6.11) ist gf x id eigentlich. Wegen der Kommutativitit ist dann (g, id) o f
eigentlich, und weil (g,1d) injektiv ist, so ist f nach (6.4) eigentlich. O
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(6.13) Aufgaben und Erginzungen.

1. Seien X und Y lokal kompakte Hausdorff-Rdume, sei f: X — Y stetig und sei
fr: X+t — YT die Erweiterung auf die Einpunkt-Kompaktifizierungen. Genau dann
ist fT stetig, wenn f eigentlich ist.

2. Sei f: X — Y eigentlich und (z; | i € I) ein Netz in X, sodafl (f(z;) |7 € I) gegen y
konvergiert. Dann gibt es ein Teilnetz, das gegen einen Punkt = € f~!(y) konvergiert.
3. Die Einschrinkung einer eigentlichen Abbildung auf eine abgeschlossene Teilmenge
ist eigentlich.

4. Sei f: X — Y eigentlich und X hausdorffsch. Dann ist der Unterraum f(X) von Y
hausdorffsch.

5. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung. Sei R die durch f auf X gegebene Aqui-
valenzrelation, p: X — X/R die Quotientabbildung, h: X/R — f(X) die kanonische
Bijektion und i: f(X) C Y. Dann ist also f = i o hop die kanonische Zerlegung von f.
Genau dann ist f eigentlich, wenn p eigentlich, h ein Homéomorphismus und f(X) C Y
abgeschlossen ist.
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3 Reelle Funktionen

1 Der Satz von Tietze-Urysohn

Wir beweisen zunéchst Erweiterungssétze fiir stetige reellwertige Funktionen, die
unter dem Namen Satz von Tietze und Urysohn bekannt sind. Als Vorbereitung
dient der néchste Hilfssatz.

(1.1) Lemma. Sei D C [0,1] eine dichte Teilmenge. Jedem d € D sei eine
offene Menge Ly des Raumes X zugeordnet. Im Fall d < e gelte Ly C L.. Dann
st die Funktion

X —10,1, z—inf{de D |z € Ly}

stetig. Ist D(x) = {d € D | © € Lq} leer, so ist das Infimum definitionsgemdf
gleich 1, auf dem Komplement aller Ly nimmt also f den Wert 1 an.

BEWwEIS. Die Mengen der Form [0,a| und ]a, 1], 0 < a < 1 bilden eine Subbasis
der Topologie von [0, 1]. Es geniigt zu zeigen, dafl deren Urbilder bei f offen sind.
Das folgt aus den mengentheoretischen Relationen

f0al = {alf(@) <a} = JLal d < a}
fMal) = {alf@) > a} = JOX\ Lol d > a) = | JX\Za| d > a).

Zum Nachweis der letzten Gleichheit benutzt man die Bedingung Ly C L. und
die Dichtigkeit von D. Die genannten Urbilder sind also offen. O

(1.2) Satz. Sei X ein Ty-Raum, und seien A und B disjunkte abgeschlossene
Mengen in X. Dann gibt es eine stetige Funktion f: X — [0,1], die auf A nur
den Wert 0 und auf B nur den Wert 1 annimmd.

BEWEIS. Wir wenden das Lemma mit der Menge der rationalen Zahlen D =
{m/2" | 0 < m < 2"} an. Die Mengen L,; werden induktiv nach der Zweierpotenz
im Nenner wie folgt gewihlt. Wir setzen L1 = X \ B und wihlen A C Ly C Ly C
Ly, was nach der Ty-FEigenschaft von X moglich ist. In den néchsten Schritten
schachteln wir Ly C Ly C fl/Q C Ly sowie

Lo C Lyygs C Ly CLyjg C Lijg C Lajy C Layy C Ly

und behandeln den allgemeinen Induktionsschritt sinngeméfl ebenso. O

(1.3) Satz. Sei X ein Ty-Raum und A C X abgeschlossen. Jede stetige Abbil-
dung f: A — [0,1] besitzt eine stetige Fortsetzung F: X — [0, 1].

BEWEIS. Sei 0 < ¢ < 1. Eine e-Erweiterung von f ist eine stetige Abbildung
g: X — [0, 1] mit den Eigenschaften
(1) |g(x)| <1 —c¢ fiir jedes x € X



(2) |f(z) —g(z)] < e fiir jedes x € A.

Zu g konstruieren wir eine verbesserte Erweiterung Vg. Sei

C = {zedlflr)-ygr)=e/3}
D = {re Al f(x) —g(r) < —¢/3}.

Wir wihlen nach (1.2) eine stetige Funktion v: X — [—¢/3,¢/3] mit Werten
—e/3 auf C' und /3 auf D. Die Funktion Vg = g — v hat die Eigenschaften

(3) [Vgz)|<1—-2/3flrze X

(4) |f(a) =Vg(a)| <2¢/3 flra e A

(5) |g(z) — Vg(x)| <e/3 fir z € X.
(3) und (5) gelten nach Konstruktion, und (4) wird getrennt auf C', D und dem
Komplement verifiziert. Wir wenden diese Konstruktion induktiv an und erhalten
eine Folge von &,-Erweiterungen (g,) mit go = 0, g,+1 = Vg, und &, = (2/3)".
Ferner gilt dann |g,(z) — gn(x)] < (2/3)P fiir m,n > p. Die (gn(z) | m € Ny)
bilden deshalb eine Cauchy-Folge, die g,, konvergieren also punktweise gegen eine
Erweiterung F' von f, und da die Konvergenz gleichméafig ist, so ist der Limes
stetig. O

(1.4) Satz. FEine stetige Abbildung f: A — R™ einer abgeschlossenen Menge A
eines Ty-Raumes X besitzt eine stetige Fortsetzung auf X.

BEWEIS. Durch Betrachtung der Komponenten von f kann n = 1 und wegen des
Homoomorphismus R = ] —1,1[ kann f: A —] — 1, 1] angenommen werden. Sei
G: X — [—1,1] eine Erweiterung nach dem vorigen Satz. Sei ferner u: X — [0, 1]
stetig mit dem Wert 1 auf A und dem Wert 0 auf G='{—1,1}. Dann ist F' = G-u
eine Erweiterung von f mit einem Bild in | — 1,1]. O

2 Der Satz von Stone-Weierstraf3

Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und C'(X) die Algebra der stetigen Funk-
tionen f: X — R. Auf C(X) haben wir die Norm |f| = sup{|f(z)| | € X}.
Dadurch wird C'(X) zu einem Banach-Raum. Wir sagen, eine Unteralgebra A
von C(X) trennt die Punkte, wenn zu jedem Paar z,y verschiedener Punkte in
X eine Funktion in A existiert, die auf z und y verschiedene Werte annimmt.
Der Satz von Stone- Weierstraf$ lautet:

(2.1) Satz. Sei A C C(X) eine Unteralgebra, die die Punkte trennt und die
konstanten Funktionen enthdlt. Dann ist die abgeschlossene Hiille von A gleich

C(X).

BEWEIS. (1) Wir nehmen ohne wesentliche Einschrankung an, das A in C'(X)
abgeschlossen ist. Wir nehmen zunéchst zusétzlich an, daf§ mit f und ¢ auch
max(f,g) und min(f,g) zu A gehoren. Seien z; und xs verschiedene Punkte
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von X und seien a; reelle Zahlen. Dann gibt es h € A mit h(z;) = a;. Nach
Voraussetzung gibt es namlich g € A mit g(x;) # g(x2), und dann hat

g(x) —g(x1)

e R E)

die gewiinschte Eigenschaft.

(2) Sei f € C(X) und ¢ > 0. Wir suchen g € A, so dafl die Ungleichungen
f—e < g < f+e gelten. Nach (1) wihlen wir zu jedem Paar x,y € X eine Funk-
tion h,, € Amit h, ,(z) = f(x) und by, (y) = f(y). Zujedem y € X gibt es dann
eine offene Umgebung U, so daf fiir z € U, die Ungleichung h, ,(2) < f(2) +¢
gilt. Werde X durch Uy, .., Uy@m) tiberdeckt. Nach unserer Zusatzvorausset-
zung liegt dann das Mininum h, der h, ;) in A und erfiillt h, < f + ¢ sowie
h.(x) = f(x). Es gibt sodann zu jedem = € X eine offene Umgebung V, von
x, so daB fiir z € V, die Ungleichung f(z) — e < h,(2) gilt. Wir iiberdecken X
durch V,), ..., Vyum) und bilden das Maximum g der h, ;. Diese Funktion hat
die gewiinschten Eigenschaften.

(3) Es bleibt zu zeigen, dafl die Zusatzvoraussetzung immer erfiillt ist. Wegen
2max(f,g) = |f +g|l+|f — gl und 2min(f,g) = |f + g| — | f — g| geniigt es zu
zeigen, dafl mit f auch |f| in A liegt. Sei P ein Polynom in ¢t € R, so daf fiir
t € [—a,a] immer |P(t) — |t|| < € gilt. Dann folgt |P(f(z)) — |f(2)|| < &, und
x+— P(f(z)) liegt in A.

(4) Um geeignete Polynome P zu finden, reduzieren wir durch die Substitution
t — at auf den Fall @ = 1. Wir setzen s = t2, also 0 < s < 1, und definie-
ren induktiv P; = 0 sowie P,y1(s) = P,(s) + i[s — P,(s)?]. Diese Polynome
konvergieren monoton wachsend und gleichmifiig gegen /s. Um das einzusehen,

verwendet man die Identitéat
[s] = Pasi(s) = (It] = Pu(s)) (1 = 5(Is| + Pu(s))) .
die durch Umformung der Rekursionsformel erhalten wird. Sie liefert induktiv
0 < Pu(s) < Poya(s) < sl

Daraus folgt zunéchst, dafi (P,(s) | n € N) immer konvergiert. Indem wir in
der Rekursionsformel zum Limes tibergehen, sehen wir, daf§ der Grenzwert |s|
ist. Aus dem Satz von Dini folgt die GleichméBigkeit der Konvergenz. Man kann
aber auch direkt induktiv die Abschétzung

[sl = Pu(s) < sl (1= 3ls])" < 335

herleiten und braucht dann nicht den Satz von Dini. O

(2.2) Folgerung. Sei X C R"™ kompakt. Jede stetige Funktion X — R ist
gletichmapiger Limes von Polynomen in n Variablen. O

(2.3) Satz. Sei C(X,C) der Raum der stetigen Funkionen X — C mit Su-
premumsnorm. Sei der komplexe Untervektorraum A eine Unteralgebra, die die
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konstanten Funktionen enthdlt, die Punkte trennt und mit f auch die konjugiert-
komplexe Funktion f enthdlt. Dann ist die abgeschlossene Hiille von A gleich
C(X,C).

BEWEIS. Ist f eine beliebige stetige Funktion, so geniigt es zu zeigen, daf§ ihr
Real- und Imaginérteil in der Hiille liegen. Das folgt aus dem Satz von Stone-
Weierstrafl, wenn gezeigt ist, dafl die Algebra Ay der reellwertigen Funktionen in
A, die Voraussetzungen dieses Satzes erfiillt. Mit ¢ ist aber der Realteil %( f+1
und der Imaginérteil %( f—f)in A, also in Aj. Trennt ¢ die Punkte z und ,
trennt entweder der Realteil oder der Imaginérteil diese Punkte. Die anderen
Voraussetzungen sind offenbar erfiillt. O

(2.4) Aufgaben und Erginzungen.

1. Sei X kompakt und ¢:C(X) — R ein Homomorphismus von R-Algebren. Dann

gibt es ein z € X, so daf ¢(f) = f(x), das heifit ¢ ist die Auswertung an einem Punkt

reX.

2. Sei f:[a,b] — R stetig. Fiir jedes n € Ny gelte fabf(t)t” dt = 0. Dann ist f = 0.

Zunichst gilt dann nédmlich fiir jedes Polynom P auch ff f(t)P(t)dt = 0. Nach Weier-

straf wiihlen wir dann P so, daB || f— P|| < e ist. Es folgt | [7 f2(t) dt| = | [*(f—P)f| <

el fI(b—a). Aus [ f? =0 folgt aber f=0.

3. Zu jeder stetigen Funktion f:R — C der Periode 27 und zu jedem € > 0 gibt es

T(z) =Y }__, cke* sodaB ||f — T|| < e ist.

4. Eine Funktion der Form z — Y ;_ cpe™™® heiBt trigonometrisches Polynom.

Ist f:R — C stetig und gilt fiir jedes trigonometrische Polynom T die Gleichung
OQWWJC(J:) dxr =0, soist f=0.

3 Parakompakte Riume

Sei d = (U; | j € J) eine offene Uberdeckung eines Raumes X. Eine offene
Uberdeckung B = (B; | j € J) hei$t Schrumpfung von U, wenn fiir jedes j € J
die Inklusion B; C U; besteht. Eine offene Uberdeckung C = (C; | j € J)
heifit Teilschrumpfung za K C J, wenn C; C U; fiir j € K und C; = U fiir
j ¢ K. Sind (Cj) und (C7) Teilschrumpfungen zu K und K, so definieren wir
die Relation C' < C" (groBergleich) durch K C K' und C; = C fiir k € K.

(3.1) Lemma. Ist die offene Uberdeckung (U; | j € J) von X punktal endlich,
so ist die Menge aller ihrer Teilschrumpfungen beziiglich < induktiv geordnet.

BewEIs. Die Behauptung besagt: Ist C* = ((C%), K*) eine vollsténdig geordnete
Menge von Teilschrumpfungen (s € S), so gibt es eine Teilschrumpfung, die
grofergleich allen C* ist. Wir setzen K = (JK® und C; = C7 fir j € K°.
Damit erhalten wir ein wohldefiniertes System offener Mengen C;. Behauptung:
Es handelt sich um eine Uberdeckung. Sei x € X. Die Menge J(z) = {j € J |
x € U} ist nach Voraussetzung endlich. Ist j € J(x) N (J\ K), so ist x € U;. Ist
dagegen J(x) C K, so gilt wegen der vollstindigen Ordnung J(x) C K* fiir ein
geeignetes s. Es ist dann z € () fiirein [ € K* C K. O
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(3.2) Satz. Eine punktal endliche, offene Uberdeckung eines normalen Raumes
besitzt eine Schrumpfung.

BEwEIS. Nach dem vorigen Lemma und dem Zornschen Lemma der Mengen-
lehre gibt es eine maximale Teilschrumpfung ((C; | j € J), K) einer punktal
endlichen offenen Uberdeckung (U;). Sei k ¢ K und L = K U {k}. Sei D das
Komplement von (U;cx Cj) U (Ujg, Uj). Dann ist D eine abgeschlossene Teil-
menge, die in Uy liegt, weil (C;) eine Uberdeckung ist. Wir wihlen eine offene
Teilmenge Cj, die D C C, C C, C Uy erfiillt, ersetzen U, durch C) und er-
halten eine groflere Teilschrumpfung. Das widerspricht der Maximalitét, also ist

K=J. O

Ein Raum X wird parakompakt genannt, wenn er Hausdorff-Raum ist und
jede offene Uberdeckung eine offene, parakompakt lokal endliche Verfeinerung
besitzt. Ein abgeschlossener Teilraum eines parakompakten Raumes ist wieder
parakompakt. Ein kompakter Raum ist offenbar parakompakt.

(3.3) Satz. Ein parakompakter Raum ist normal.

BEWEIS. Wir beginnen mit einer Voriiberlegung. Seien A und B disjunkte ab-
geschlossene Mengen im Hausdorff-Raum X. Dann gibt es trennende offene Um-
gebungen unter den folgenden Umsténden:
(1) (U; | j € J) ist eine lokal endliche Familie offener Mengen in X, die A
iiberdeckt.
(2) Zu jedem j gibt es eine offene Umgebung V; von B, die zu U; disjunkt
ist.
Da namlich (U;) lokal endlich ist, gibt es zu jedem y € B eine offene Umgebung
W(y),sodaB J(y) ={j € J| W(y) NU; # 0} endlich ist. Dann ist

W(y) =W (y) NNjese Vi

eine offene Umgebung von y, die kein U; trifft. Mithin ist W = Uye 5 W'(y) eine
offene Umgebung von B, die disjunkt zur offenen Umgebung U = J ies Uj von
A ist.

Sei nun X parakompakt. Wir betrachten zunichst disjunkte abgeschlossene
Mengen A und B = {b}. Wegen der Separiertheit kénnen wir nach eventuell
notigem Ubergang zu einer lokal endlichen Verfeinerung die Voraussetzungen der
Voriiberlegung erfiillen. Es gibt deshalb zu jedem b € B eine offene Umgebung
V4, von b und eine dazu disjunkte offene Umgebung W, von A. Wir verfeinern die
Uberdeckung (V;) von B durch eine lokal endliche Uberdeckung (U; | j € J).
Dann wenden wir nochmals die Voriiberlegung an, aber diesmal mit vertauschten
Rollen von A und B. O

(3.4) Satz. Der lokal kompakte Hausdorff-Raum X sei abzdhlbare Vereinigung
kompakter Mengen. Dann ist X parakompakt. Insbesondere sind Mannigfaltig-
keiten mit abzdhlbarer Basis parakompakt.
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BEWEIS. Wir wihlen eine offene Uberdeckung (U, | n € N) von X mit den in
11(5.3) genannten Eigenschaften. Sei (V; | j € J) eine offene Uberdeckung von
X. Zu jedem Punkt 2 € U, \ U,_; = K, gibt es eine in U, \ Un_s gelegene
offene Umgebung, die in einer Menge V; liegt und wovon endlich viele ausgewéhlt
werden, die K, iiberdecken. So fiir jedes n verfahrend, erhalten wir eine lokal
endliche Verfeinerung von (V;). O

(3.5) Satz. Sei X parakompakt und K kompakt hausdorffsch. Dann ist X x K
parakompakt.

BEWEIS. Sei (U; | j € J) eine offene Uberdeckung von X x K. Zu jedem (z, k) €
X x K wéhlen wir offene Umgebungen V(z,k) von x und W (z, k) von k, so
dal V(z,k) x W(x,k) in einer der Mengen U; liegt. Wir wihlen ein endliches
J(z) C K, so daB die W(z, k), k € J(z), den Raum K tiberdecken. Wir setzen
U(x) als den Schnitt der V(z, k), k € J(z) fest. Die U(z) bilden eine offene
Uberdeckung von X, die durch die offene Uberdeckung (C, | a € A) lokal endlich
verfeinert werde. Zu jedem a € A wihlen wir ein x, mit C,, C U(z,). Dann bilden
die C, x W (x4, k), a € A, k € J(x,) eine lokal endliche Verfeinerung von (U;).O

4 Partition der Eins

Ist t: X — R eine stetige Funktion, so heifit die abgeschlossene Hiille von ¢~ (R\0)
der Tréiger Tr(t) von t. Eine Familie (¢;: X — R | j € J) =T von stetigen Funk-
tionen heiBt lokal endlich, wenn die zugehorige Familie der Tréger (Tr(¢;) | j € J)
lokal endlich ist. Wir nennen T eine Partition der Eins oder Teilung, Zerlequng
der Eins, wenn T' lokal endlich ist, wenn alle ?; keine negativen Werte haben
und wenn fiir alle z € X die Gleichung ., ¢;(z) = 1 gilt. Eine Uberdeckung
U= (U;|je J)von X heifle numerierbar, wenn es eine Partition der Eins T
mit Tr(¢;) C U; fiir alle j € J gibt; T heifit dann eine Numerierung von U oder
U untergeordnet.

(4.1) Satz. Jede lokal endliche, offene Uberdeckung eines normalen Raumes ist
numerierbar.

BEwEIs. Sei U = (U; | j € J) eine lokal endliche Uberdeckung des normalen
Raumes X und V = (V; | j € J) eine Schrumpfung von U und W = (W; | j € J)
eine Schrumpfung von V. Nach dem Satz (1.3) von Tietze-Urysohn gibt es stetige
Funktionen 7;: X — [0,1], die auf W; den Wert 1 und auf dem Komplement
von V; den Wert Null annehmen. Die Funktion 7 = > 7, ;7;: X — [0,1] ist
wohldefiniert und stetig, weil in einer geeigneten Umgebung eines jeden Punktes
wegen der lokalen Endlichkeit von V' nur endlich viele 7; von Null verschieden
sind. Wir setzen f;(z) = 7j(x) - 7~!(x). Die Funktionen (f; | j € J) bilden dann
eine Numerierung von U. O

(4.2) Lemma. Die Uberdeckung V = (Vi | k € K) sei Verfeinerung der Uber-
deckung U = (U; | j € J). Ist V' numerierbar, so auch U.
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BEWEIS. Sei (fx | £ € K) eine Numerierung von V. Zu jedem k € K wéhlen
wir ein a(k) € J mit Vi, C Uyy). Damit ist eine Abbildung a: K — J gegeben.
Wir setzen gj(x) = >_, ,x)—; Je(%); darunter werde die Nullfunktion verstanden,
falls die Summe leer ist. Dann ist g; stetig; der Trager von g; ist die Vereinigung
der Tréger der f mit a(k) = j und liegt deshalb in U;. Ferner ist die Summe
der g; gleich Eins. Die Familie (g; | j € J) ist lokal endlich: Ist IV eine offene
Umgebung von z, die nur endlich viele Triager Tr(fx), k € E C J, E endlich,
trifft, so trifft W nur die Tréger der g; mit j € a(E). O

(4.3) Satz. Jede offene Uberdeckung eines parakompakten Raumes ist nume-
rierbar.

BEWEIS. Sei U = (U; | j € J) eine offene Uberdeckung des parakompakten
Raumes X und V = (V; | k € K) eine lokal endliche offene Verfeinerung. Da X
normal ist, gibt es eine Numerierung (f | £ € K) von V. Nun wende man das
vorstehende Lemma an. O

(4.4) Lemma. Sei (f;: X — [0,00[] j € J) eine Familie stetiger Funktionen,
so dafp U = (f71)0,00[| j € J) eine lokal endliche Uberdeckung von X ist. Dann
ist U numerierbar und besitzt insbesondere eine Schrumpfung.

BEWEIS. Da U lokal endlich ist, so ist f:z +— max(f;(z) | j € J) stetig und
tiberall von Null verschieden. Wir setzen g;(x) = f;(z)f(x)~'. Dann ist

t;: X —[0,1], =z max(2g;(z)—1,0)

stetig. Es ist

ti(z)>0 &  gir)>1/2
Folglich bestehen die Inklusionen

Tr(t;) C g]-_l[l/él,oo[c 710, 00].
Fiir ein z € X und ein i € J mit fi(z) = max(f;(z)) ist ;(z) = 1. Also bilden
die Tréger der ¢; eine lokal endliche Uberdeckung von X, und die Funktionen

ti(x)

> icsti(®)

sind eine Numerierung von U. O

€T

(4.5) Satz. Sei X ein topologischer Raum und U = (U;|j € J) eine Uber-
deckung von X. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) U ist numerierbar.

(2) Es gibt eine Familie

(Sqn: X — [0,00[|a€ A, neN)=S

von stetigen Funktionen s,, mit den folgenden Eigenschaften:
(a) S, das heift (s,]0,00(), verfeinert U.
(b) Fiir jedes n ist (s, ,]0,00[ | a € A) lokal endlich.
(c) Zu jedem x € X gibt es ein (a,n), so daff san(x) > 0 ist.
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BeEwers. (1) = (2) ist klar.

(2) = (1). (Sa.n) ist nach Voraussetzung eine abziahlbare Vereinigung lokal end-
licher Familien. Wir konstruieren daraus zunéchst eine lokal endliche Familie.
Indem wir s, durch s,,/(1+ s,,) ersetzen, kénnen wir annehmen, daf s, , ein
in [0, 1] enthaltenes Bild hat. Sei

() = Z Sai(T), r>1

acA,i<r

und ¢,(z) = 0 fir » = 0. (Die Summe ist fiir jedes x € X endlich.) Dann sind ¢,
und
Par(x) = max(0, s, (z) — rq.(2))

stetig. Sei x € X; es gibt dann s, mit s,x(z) # 0; wir wihlen eine derarti-
ge Funktion mit minimalem k; fiir diese ist gx(z) = 0, par(x) = sqx(x). Also
iiberdecken die Mengen p;i]o, 1] ebenfalls X. Sei N € N so gewahlt, da8 N > k
und sq,(z) > & ist. Dann ist gy(z) > ~ und folglich Ngy(y) > 1 fiir alle y
in einer geeigneten Umgebung von . In dieser Umgebung verschwinden alle p, ,
mit r > N. Also ist (p;1]0,1] | a € A, n € N) eine lokal endliche Uberdeckung

von X, die U verfeinert. Wir beenden den Beweis mit (4.4). O
(4.6) Satz. FEin metrisierbarer Raum ist parakompakt.

BEwWEIS. Sei (U; | 7 € J) eine offene Uberdeckung des metrischen Raumes
(X, d). Die Indexmenge J sei wohlgeordnet. Fiir i € J und n € N betrachten wir
die Menge

Bin={r € X |dx, X \U;) >2"d(x, X\ U;) <27 iir allej < i}.
Dazu bilden wir die Funktion
Sin(1) = max(0,27"7% — d(z, B;)).

Sei x € X gegeben. Sei ¢ der minimale Index, fiir den x € U; ist; er existiert,
weil J wohlgeordnet ist. Es gibt ein n, so daf d(z, X \ U;) > 27" ist, da X \ U;
abgeschlossen ist. Fiir j < ¢ ist dann auflerdem =z € X \ Uj, so daf insgesamt
x € B;, und s;,(z) > 0 folgt.

Wir zeigen nun: Fiir j < i sind die Mengen s; ,]0, 00 [ und s; 1]0, oo [ disjunkt.
Aus s;,(x) > 0 folgt d(z, B;,,) < 27"73. Es gibt also ein y € B;,, mit d(z,y) <
27773, Aus der Definition von B, ergibt sich insgesamt

dz, X \U;) >2" =273 d(z,X\U;) <271 427773,
Ist s;, > 0, so folgt gleichermafien
dz, X \U;) >27" — 2773

Wegen 27771 4 27773 < 277 — 27773 kénnen nicht beide Ungleichungen fiir
den Index j gleichzeitig bestehen. AuBerdem sehen wir, daf aus s;,(z) > 0 die
Relation z € U; folgt.
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Nach dem bisher Gezeigten erfiillen die Funktionen s;,, die Voraussetzungen
von (4.5). O

(4.7) Satz. Sei (U; | j € J) eine numerierbare Uberdeckung von B x [0,1].
Es gibt eine numerierbare Uberdeckung (Vi | k € K) von B und eine Familie
(e(k) | k € K) von positiven reellen Zahlen, so daf fir ty,ts € [0,1], t; < ty und
|t1 —to| < e(k) ein j € J mit Vi, x [ty,t2] C U; existiert.

BEWEIS. Sei (t; | j € J) eine Numerierung von (U;). Fiir jedes r-Tupel k£ =
(j1,---,Jr) € J" definieren wir eine stetige Abbildung

T ._1 . 1
vk:B—>I,xHHmin(tji(x,sHse[z ,Z+ })

Pl r+1"r+1

Sei K = (2, J". Wir zeigen, daB mit V; = v;,']0,1] und e(k) = 5 fiir k =

(j1,---,Jr) die Forderungen des Satzes erfiillt sind. Ist némlich [t; — 5] < 5=, so
gibt es ein ¢ mit [y, o] C [£5, 5] und folglich Vi x [t1, o] C Uj,.

Ferner ist (V;) eine Uberdeckung. Sei x € B gegeben. Jeder Punkt (z,t) hat
eine offene Produktumgebung U(xz,t) x V(z,t), die in einer geeigneten Menge
W (i) = t;1]0,1] enthalten ist und nur endlich viele W (j) trifft. Es iiberdecke
V(z,t1),...,V(z,t,) das Intervall I = [0,1], und -2 sei eine Lebesguesche Zahl
dieser Uberdeckung. Wir setzen U = U(z,t;) N ... N U(x,t,). Jede Menge der
Form U x [&=, 25] ist dann in einem geeigneten W (j;) enthalten. Also liegt z
in Vi, k= (j1, -, Jr)

Es gibt nur endlich viele 5 € J, fir die W(j) N (U x I) # 0 ist. Da vy (z) # 0
die Relation W (j;) N {x} x I # 0 impliziert, ist (Vj | k € J") fiir festes r lokal
endlich. Die Numerierbarkeit von (V} | k € K) folgt somit aus Satz (4.5). O

Eine Familie stetiger Abbildungen (¢;: X — [0,1] | j € J) heifit summierbare
Partition der Eins, wenn fiir jedes € X die Familie (¢;(z) | j € J) summierbar
mit Summe 1 ist.

(4.8) Satz. Ist (t; | j € J) eine summierbare Partition der Eins, so ist die
Familie (t;l]O, 1] | j € J) eine numerierbare Uberdeckunyg.

Bewels. Die Summierbarkeit von (¢;(a)) bedeutet: Zu jedem € > 0 gibt es eine
endliche Menge E C J, so dal die Ungleichung

Z ti(a) >1—¢
jEE
gilt. In diesem Fall ist
V=A{z]) tjlx)>1-¢}
jEE
eine offene Umgebung von a. Ist kK ¢ E, x € V und tx(z) > ¢, so folgt
te(z) + ) _ti(x) > 1.

JEE
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Das ist unmoglich. Also gibt es zu jedem a € X eine offene Umgebung V' (a), so
daf nur endlich viele Funktionen ¢; auf V(a) Werte gréfer als € haben. Sei

1
Sjn(z) = max(t;(z) — —,0)
n
fir j € J und n € N. Nach dem eben Gezeigten bilden die s;,, fiir festes n eine
lokal endliche Familie. Die Behauptung folgt jetzt durch eine Anwendung von

Satz (4.5). 0

(4.9) Satz. Sei (U. | c € C) eine numerierbare Uberdeckung. Es existiert eine
numerierbare offene Uberdeckung (V,, | n € N), in der jedes V,, eine disjunkte
Vereinigung offener Mengen ist, die jeweils in einer der Mengen U, enthalten
15t.

BEWEIS. Sei (t; | j € C) eine Numerierung von (U,). Fiir jede endliche Menge
S C C sei

UNS)={z€Z|ie S jeC\S=t(z)>tjz)}
Ist |S| = |T] = n und U(S) NU(T) # 0, so folgt S = T. Wir setzen V,, =

H‘S‘:n U(S) und zeigen: (U, | n > 0) ist eine numerierbare Uberdeckung.
Auf U(S) haben wir die Funktion

qs(z) = max(0, min ti(z) — ]Iélgé ti(2)).
Da (t;) lokal endlich ist, so ist gg stetig. Wir definieren ¢,: U, — [0, 00[ durch
dn | U(S) = gs. SchlieBlich setzen wir v,, = ¢,/ Z]oil ¢; und erhalten damit eine
Numerierung von (V,, | n € N). 0

(4.10) Satz. Sei X ein metrischer Raum, E ein normierter Vektorraum und
A eine nichtleere abgeschlossene Menge in X. Jede stetige Abbildung f: A — E
besitzt eine stetige Fortsetzung F: X — E. Dabei kann F' so gewdhlt werden, dafs
F(X) in der konvexen Hiille von f(A) liegt.

BEWEIS. Zu p € X \ A bilden wir
Up={z € X | 2d(z,p) < d(p, A)}.

Sei (p,) eine der offenen Uberdeckung (U,) von X \ A untergeordnete Partition
der Eins. Damit definieren wir

| fl=), reA
Flz) = { S e fap),  weX\A

mit einem Punkt a(p) € A, der d(p,a(p)) < 2d(p, A) erfiillt. Die Funktion F' ist
ihrer Definition nach auf A und X \ A stetig. Fraglich ist allein die Stetigkeit in
Randpunkten xy von A. Fiir z € U, gilt

1 1
d(.ﬁl}'o,p) S d(xo,ﬂf) + d(l’,p) < d(l’o,l’) + §d<p7 A) S d(x()v‘r) + §d(p7 1:0)7
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also d(xo,p) < 2d(xo,z) fir € U,. Wegen d(p,a(p)) < 2d(p,A) < 2d(p,zo)
folgt fiir x € U,

d(zo,a(p)) < d(xg,p) + d(p,a(p)) < 3d(p,xo) < 6d(xg,x).

Fiir x € X \ A haben wir

[1F(x) = F(zo)]| < Z% ) (a(p)) — f (o)l

mit einer Summe iiber die p € X \ A mit x € U,. Sei ¢ > 0 gegeben und ¢ > 0
nach Stetigkeit von f so gewahlt, daBl ||f(y) — f(xo)|| < e, sofern y € A und
d(zg,y) < 66. Ist z € X \ A und d(z,x¢) < 9, so ist fiir p mit 2 € U, nach der
obigen Abschétzung d(zo, a(p)) < 64, also || f(a(p)) — f(z0)]| < €, und insgesamt
ergibt sich ||F(z) — F(zo)|| < > pp(x)e = €. O

Die im Beweis von (4.7) gefundene Verfeinerung ist der Produktstruktur ange-
paBt. Der néchste Satz zeigt, dafl numerierbare Uberdeckungen immer derartige
Verfeinerungen haben. Der Satz verallgemeinert (4.7).

(4.11) Satz. Seid = (U; | j € J) eine numerierbare Uberdeckung des Pro-
duktes X x K mit einem K kompakten Hausdorff-Raum K. Dann gibt es eine
numerierbare Uberdeckung (V; | i € I) von X und zu jedem i € I eine endliche
numerierbare Uberdeckung (Wy | € € L;) von K, so daf8 die V; x Wy, £ € L;, eine
numerierbare Uberdeckung von X x K bilden, die (U;) verfeinert.

BEWEIS. Wir verwenden einige Begriffsbildungen, die erst in spéateren Abschnit-
ten eingefiithrt werden. Sei B(U) die geometrische Realisierung des Nerven N (U)
von U mit der metrischen Topologie. Sei (¢; | j € J) eine Numerierung von U.
Wir erhalten eine stetige Abbildung in den Abbildungsraum mit der Supremums-
metrik 7: X — BU)" durch die Festsetzung 7(x)(k) = 3¢, ti(z, k)[j]. (Der
Raum B(U) ist eine Menge von Funktionen f:J — [0,1], die wir als > f(5)[/]
schreiben.)

Wir zeigen zunichst, da B(U)* x K eine geeignete Uberdeckung hat, die wir
dann vermoége 7 x id auf X x B zuriickziehen. Zu diesem Zweck betrachten wir
die Menge A aller Funktionen K(a) — J, worin K(a) eine endliche numerierbare
Uberdeckung von K durch kompakte Mengen ist. Zu jeder Funktion betrachten
wir

Vo={r e X |2 xC CUy), C e K,}.
Wir behaupten:
(1) (V.| a € A) ist eine numerierbare Uberdeckung von X.
(2) (V,xC|a€ A, cekK,) ist eine numerierbare Uberdeckung von X x K,
die U verfeinert.
Wir verwenden dazu analoge Mengen in B(U)X x K. Es sei \; die zum Index j
gehorende baryzentrische Koordinate A;: B(U) — [0, 1]. Sei

B, ={f € BU" | Ay o flc) #£0,ceC, CeK,}.
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Dann gilt
Vo D 7 HB,);

ist ndmlich 7(x) € B,, so bedeutet das t,x)(x,c) # 0, c€ C, C € K,, das heifit
xxC C tg(lc)]o, 1] C Ua(c).

Um (V,) als numerierbare Uberdeckung zu erkennen, geniigt es also zu zeigen,
daB (B,) eine numerierbare Uberdeckung von B(U)* ist. Nun ist letzterer Raum
metrisch und deshalb parakompakt. Also geniigt es zu zeigen, dafl die offenen
Kerne (B?) eine Uberdeckung bilden.

Sei f € B(U)X gegeben. Die Mengen A;l](), 1] bilden eine offene Uberdeckung
von B(U). Es gibt deshalb eine Funktion a € A mit f(C) C /\;(10)]07 1] fur alle
C € K,, das heifit f € B,.

Da auch B(U)X x K nach Satz (4.5) parakompakt ist, so ist die Familie
(B, x C|a€ A, CeK,) numerierbar. Damit folgt (2). O

5 Erweiterung von Schnitten
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4 Abbildungsridume

1 Die Kompakt-Offen-Topologie

Mit YX oder C(X,Y) bezeichnen wir die Menge der stetigen Abbildungen des
Raumes X in den Raum Y. Fiir K C X und U C Y sei

W(K,U)={feY™| f(K)cCU}.

Die Kompakt-Offen-Topologie (kurz: KO-Topologie) auf Y ist diejenige Topo-
logie, die als Subbasis alle Mengen der Form W(K,U) fir kompaktes K C X
und offenes U C Y hat.

(1.1) Satz. Sei S Subbasis der Topologie aufY und sei X ein Hausdorff-Raum.
Dann bilden die Mengen W(K,U), K C X kompakt, U € S, eine Subbasis der
KO-Topologie auf Y.

BEWEIS. Sei K C X kompakt und V' C Y offen. Es geniigt zu zeigen: Zu jedem
u € W(K,V) gibt es endlich viele kompakte Mengen K; C X und offene Mengen
U; €S, sodaf

(1) uwe(,W(K,;,U;) CW(K,V).

Nach Definition einer Subbasis ist V' eine Vereinigung von (V, | a € A), wobei
V, ein endlicher Durchschnitt von Mengen aus S ist. Da K kompakt ist, gibt es
endlich viele der V,, etwa V,(1),..., Vi), so dall

K C u_l(Va(l)) Uu...u u_l(Va(n)).

Zu jedem Punkt z € K wéihlen wir einen Index a(z) € {a(1),...,a(n)} mit
z € u ' (Vyu)). Da K als kompakter Hausdorff-Raum normal ist, gilt fiir eine
geeignete Umgebung A, von z in K

v€A, CA Cu (Vi)

Die Menge A, ist als abgeschlossene Teilmenge von K kompakt. Endlich viele
A, iiberdecken K, etwa die A, fiir  aus einer endlichen Menge E. Dann gilt

(2) u € Mpep WAz, Vaw) € WK, V).
Da fiir endlich viele S, € S immer die Relation (| W(L,S,) = W(L,(, S;)
erfiillt ist, folgt aus (2) eine Aussage der verlangten Art (1). O

Seien X, Y und Z topologische Raume. Ist f: X XY — Z stetig, so ist
f@):Y — Z, y +— f(x,y) fiir jedes € X stetig. Deshalb erhalten wir eine
Mengenabbildung f: X — ZY. Die Abbildungen f und f heifilen zueinander
adjungiert.

(1.2) Satz. Wird Z¥ mit der KO-Topologie versehen, so ist f stetig.



BEWEIS. Sei K C Y kompakt, U C Z offen, € X und f(x) € W(K,U). Dann
ist f({z} x K) C U. Da K kompakt ist, gilt fiir eine geeignete Umgebung V' von
z in X die Inklusion V' x K C f~'(U). Das heiBt aber f(V) ¢ W(K,U). Damit
ist die Stetigkeit von f im Punkt z gezeigt. O

Aus (1.2) erhalten wir eine Abbildung a: ZX*Y — (ZV)X, f — f.

(1.3) Satz. Die Abbildung o hat die folgenden Eigenschaften:
(1) Ist X Hausdorff-Raum, so ist « stetig.
(2) IstY lokal kompakt, so ist o bijektiv.
(3) Sind X undY Hausdorff-Riume, so ist « eine Einbettung.
(4) Sind X und Y Hausdorff-Riume und ist Y lokal kompakt, so ist a ein
Homdomorphismus.

BeEwEIS. (1) Sei K C X kompakt und V' = W(L, U) mit kompaktem L C Y und
offenem U C Z. Nach (1.1) bilden die Mengen der Form W (K, V') eine Subbasis
der Topologie auf (ZY)X. Es geniigt zu zeigen, dafl ihr Urbild bei « offen ist. Das
folgt aus der Gleichheit o'W (K,V) =W (K x L,U).

(2) Lokal kompakt heifit: In jeder Umgebung U eines Punktes y gibt es eine
kompakte Umgebung von y. Sei f: X x Y — Z eine Mengenabbildung und sei f
stetig. Sei (xo,40) € X X Y und sei U eine offene Umgebung von f(z,yo). Da
f (o) stetig ist, gibt es eine kompakte Umgebung K von g, fiir die f({zo}x K) C
U ist. Da f stetig ist, so ist V = 7_1W(K, U) eine offene Umgebung von zy. Es
gilt dann f(V x K) C U, und wir sehen, da§ f im Punkt (z,yo) stetig ist.

(3) Aus mengentheoretischen Griinden ist o immer injektiv. Nach (1) ist « stetig.
Wir zeigen zunéchst, da Mengen der Form W (K x L,U) fiir kompaktes K C
X,L C Y und offenes U C Z eine Subbasis fiir die KO-Topologie auf ZX*Y
bilden. Sei f € W(M,U), M C X x Y kompakt, U C Z offen. Sei pr;(M) =
M;. Dann ist M; x My C X x Y ein kompakter Hausdorff-Raum. Ferner gilt
M C f~Y(U) N (M; x My). Da M; x M, normal ist, gibt es zu jedem (z,y) € M
kompakte Umgebungen K, von z in M; und L, von y in M,, so dafl

K, x L, C f71(U) N (M; x My)

gilt. Endlich viele K, x L, iiberdecken M, etwa K1) X Lya), .., Kymm) X Lym)-
Dann ist

f €W (Kay X Ly, U) € W(M,U).
=1
Es ist
aW(K x L,U) = W(K,W(L,U)) Na(Z**Y).

Also ist aW (K x L,U) offen im Bild von «. Da die Mengen W (K x L,U) eine
Subbasis bilden, so ist « eine offene Abbildung auf das Bild von «.

(4) folgt aus (1) - (3). O
Aus (1.2) und (1.3.2) folgt:
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(1.4) Notiz. Sei Y lokal kompakt. Dann ist f: X — Z¥ genau dann stetig,
wenn f: X XY — Z stetig ist. O

Die Abbildung e:YX x X — Y, (f,z) — f(x) heiit Auswertung. Deren
Adjungierte ist die Identitit von YX. Aus (1.3) entnehmen wir:

(1.5) Notiz. Sei X lokal kompakt. Dann ist die Auswertung Y* x X — Y
stetig. 0O

Wir untersuchen nun die funktoriellen Eigenschaften der Abbildungsraume
mit KO-Topologie. Eine Abbildung f: X — Y induziert durch Zusammensetzung
Abbildungen f%: X% - Y?, g+— fgund Z5: 2V — ZX, g— gf.

(1.6) Satz. fZ und Z' sind stetig.

BEWEIS. Sei W(K,U) C YZ. Aus (f%)"'W(K,U) = W(K, f~*U) folgt die
Stetigkeit von fZ. Sei W(K,U) C Z*. Mittels (Z/)"'W(K,U) = W(fK,U)
folgt die Stetigkeit von Z/. O

(1.7) Satz. Seii:Z CY. Dann ist i*: Z% — YX eine Einbettunyg.

BEWEIS. Nach (1.6) ist i¥ stetig. Es bleibt zu zeigen: Ist W C Z¥ offen, so gibt
es eine offene Menge W, C YX mit (%)W, = W. Dazu geniigt es, W von der
Form W = W(K,U) anzunehmen. Sei U = ZNV =i~V mit offenem V aus Y.
Aus

(i) TW(K, V) = W(K,i 'V) = W(K,U)

folgt die Behauptung. O
(1.8) Satz. Seien X und Y Hausdorff-Rdaume. Dann ist
mUS XV = (Ux V)Y, (fg) = fxyg

stetig.

BewEIS. Nach (1.1) bilden die Mengen der Form W (K, A; x As), K C X XY
kompakt, Ay C U und A, C V offen, eine Subbasis der Topologie des Raumes
(U x V)XY Es ist

7 WK, Ay x Ay) = W(pr, K, A)) x W(pry K, A).

Daraus folgt die Behauptung. O

Eine Abbildung X — Y x Z ist ,dasselbe“ wie ein Paar von Abbildungen
X =Y, X — Z. In diesem Sinne erhalten wir eine tautologische Bijektion

(Y x 2)X =YX x 7%

(1.9) Satz. Fir einen Hausdorff-Raum X ist die voranstehende Abbildung T
etn Homdéomorphismus.
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BEWEIS. Sei d: X — X x X die Diagonale. Die Abbildung
YV x 2y = (Y xZ2)" x (Y x Z)* = Y* < Z%, fe (f,.f) = (fi, f2)
mit f; = pr;of ist nach (1.6) immer stetig und
YEXZY - (Y x Z)7 = (Y x 2)%, (fg) = [ x g (fxg)d

ist nach (1.6) und (1.8) stetig. Sie sind invers zueinander. O

(1.10) Satz. Seien X und Y lokal kompakt. Dann ist die Komposition von
Abbildungen Z¥ x YX — ZX (g, f) — gf stetig.

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen, dal Z¥ x YX x X — Z, (g, f,x) — gf(x) stetig
ist (1.3). Diese Abbildung l&8t sich aber als Komposition
ZVx Y x X =2 xY = Z, (g, f.x) = (9. f(2)) = gf(2)

mittels zweier stetiger Auswertungen schreiben. O
Wir beweisen noch einmal den Satz I1(5.5).

(1.11) Satz. Sei Z lokal kompakt und p: X — Y eine Identifizierung. Dann ist
pxid(Z): X x Z — Y x Z eine Identifizierung.

BEWEIS. Wegen der universellen Eigenschaft einer Identifizierung geniigt es zu
zeigen: Sei U ein beliebiger Raum und h: Y x Z — U eine Mengenabbildung und
k = h(p x id) stetig; dann ist auch h stetig. Durch Ubergang zur adjungierten
Abbildung erhalten wir k = hp. Es ist h stetig, da p eine Identifizierung ist. Nach
(1.3) ist deshalb h stetig. O

(1.12) Satz. Sind f,g: X — Y homotop, so sind fiir jeden Raum Z auch f%
und g% homotop, sowie Zf und Z9.

BEWEIS. Sei H: X x I — Y eine Homotopie von f nach g. Man verifiziert,
daBl c: XZ x I — (X x I)Z,(p,t) — (2 — (p(2),t)) stetig ist (Aufgabe). Die

Zusammensetzung
H?oe: X? x1— (X x1)? -Y?

ist dann nach (1.5) stetig und eine Homotopie von fZ nach gZ.
Die Zusammensetzung

eo(axid)o(Z” xid): Z¥ x I — ZX' x I — (ZX)' x I — Z¥

ist ebenfalls stetig und eine Homotopie von Z/ nach Z9. O
(1.13) Aufgaben und Ergéinzungen.

1. Mit Hilfe der Abbildungsraume kann man den Homotopiebegriff in ,,dualer” Weise
formulieren: Seien eg,eq:Y! — Y die Evaluationen an den Stellen 0, 1. Eine stetige
Abbildung h: X — y! entspricht dann einer Homotopie von hg = egh nach hg = eh.
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2. Sind X und Y sowie U und V h-#iquivalent, so sind XV und YV h-dquivalent.

3. Ist Y lokal kompakt, so induziert der Ubergang zur adjungierten Abbildung eine
Bijektion von Homotopieklassen [X x Y, Z] = [X, ZY].

4. Betrachte die beiden Diagramme

|

wobei das rechte durch Produkt mit X aus dem linken entsteht. Ist das linke ein Pu-
shout in TOP und X lokal kompakt, so ist auch das rechte ein Pushout.

5. Die KO-Topologie auf der Menge der linearen Abbildungen R™ — R ist die iibliche
Topologie.

6. Sei X kompakt und Y ein metrischer Raum. Die KO-Topologie auf YX wird durch
die Supremum-Metrik induziert.

E AIX BIX

CxX —— DxX,

7. Ein Raum X zusammen mit einem Punkt x € X, der als Grundpunkt bezeichnet
wird, heifit punktierter Raum. Fine stetige Abbildung, die Grundpunkte auf Grund-
punkte abbildet, heifit punktierte Abbildung. Eine Homotopie, die zu jedem Zeit-
punkt eine punktierte Abbildung ist, heifit punktierte Homotopie. Diese Begriffe sind
in der Homotopietheorie wichtig. Seien (X,z), (Y,y) und (Z,z) punktierte Réume.
Mit C(X,Y)? bezeichnen wir den Raum aller punktierten Abbildungen mit der KO-
Topologie (Teilraum von C(X,Y)). In C(X,Y)? verwenden wir die konstante Abbil-
dung als Grundpunkt. Ist f: X xY — Z gegeben, so ist die Adjungierte f: X — C(Y, Z)
genau dann eine punktierte Abbildung nach C'(X,Y )%, wenn der Teilraum X x yUz x Y
durch f auf den Grundpunkt abgebildet wird. Sei

pX XY 5 XAY =XxY/(X xyUzxY)

die Quotientabbildung. Ist g: X AY — Z gegeben, so sei die Adjungierte von g o p mit
ag bezeichnet und als Element von C(X, C(Y, Z)°)? aufgefat. Auf diese Weise erhilt
man eine Abbildung

L:C(XANY,2)° — C(X,0(Y, 2)")°.
Ist Y lokal kompakt, so ist a” bijektiv und induziert eine Bijektion
(X AY, 2] = [X,0, 2)°)

der punktierten Homotopiemengen.

8. Sei (Y,%) ein punktierter Raum und (X, A) ein Raumpaar. Sei p: X — X/A
die Quotientabbildung. Wir betrachten X/A als punktiert mit dem Grundpunkt A.
Sei C((X,A),(Y,*)) der Unterraum von C(X,Y) aller Abbildungen, die A auf den
Grundpunkt werfen. Zusammensetzung mit p induziert eine bijektive stetige Abbil-
dung C(X/A,Y)? — C((X, A), (Y, *)); und diese eine Bijektion von Homotopiemengen
[X/A,Y]" — [(X, A), (Y, %)].
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2 Kompakt erzeugte Riaume

Wir bezeichnen mit kh-TOP die volle Unterkategorie von TOP der kompakten
Hausdorff-Réume (kh-Rdume). Einen kh-Raum nennen wir fiir die Zwecke der
folgenden Untersuchungen Testraum und eine stetige Abbildung f:C — X ei-
nes Testraumes C' eine Testabbildung oder testend. Analoge Bezeichnungen sind
Testumgebung und Testteilraum fiir Umgebungen oder Teilrdume, die kh-Raume
sind.

Ein Raum X heifit schwach hausdorffsch oder sh-Raum, wenn das Bild je-
der Testabbildung abgeschlossen ist. Diese Bedingung konnen wir als eine Art
Trennungsaxiom interpretieren:

(2.1) Notiz. Ein Hausdorff-Raum ist schwach hausdorffsch. Ein sh-Raum ist
ein T1-Raum.

Bewers. Ist X hausdorffsch und f: K — X eine Testabbildung, so ist f(K)
nach II(1.3) kompakt und nach II(1.5) in X abgeschlossen. Ist X ein sh-Raum,
so sind die Bilder von einpunktigen Rdumen abgeschlossen. O

(2.2) Notiz. Ein Raum X ist genau dann ein sh-Raum, wenn jede Testabbil-
dung f: K — X eigentlich ist. Ist X sh-Raum, so hat jede Testabbildung ein
hausdorffsches Bild.

BEWEIS. Sei X sh-Raum. Eine abgeschlossene Menge L C K ist kompakt haus-
dorffsch, also ist f|L eine Testabbildung und hat demnach ein abgeschlossenes
Bild f(L). Folglich ist f abgeschlossen. Fiir jedes x € X ist f~!(x) als Urbild
des abgeschlossenen Punktes abgeschlossen in K, also kompakt.

Da eigentliche Abbildungen abgeschlossene Bilder haben, folgt auch die Um-
kehrung.

Ein eigentliches Bild eines kh-Raumes ist ein kh-Raum I1(1.8). Also hat jede
Testabbildung als eigentliche Abbildung ein hausdorffsches Bild. O

(2.3) Notiz. FEin Unterraum eines sh-Raumes ist ein sh-Raum. Produkte von
sh-Rdumen sind sh-Rdume.

BEWEIS. Sei B C X und f: K — B eine Testabbildung. Dann hat f ein in X
abgeschlossenes Bild, wenn X ein sh-Raum ist, und dieses ist dann auch in B
abgeschlossen.

Seien (X; | j € J) sh-Rdume und sei f: K — [[; X; eine Testabbildung mit
den Komponenten f;: K — X,;. Wir schreiben f als Komposition der Diagonale
A:K — []; K und des Produktes [[; f;. Nach (2.2) sind die f; eigentlich und
nach II(6.11) ist []; f; eigentlich. Da K hausdorffsch ist, so ist A(K) in [][; K
abgeschlossen. Also ist f(K) als Bild einer abgeschlossenen Menge bei einer ei-
gentlichen Abbildung abgeschlossen. O

Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Menge A C X heifit k-abgeschlossen
(k-offen), wenn fiir jede Testabbildung f: K — X das Urbild f~!(A) in K abge-
schlossen (offen) ist. Die k-offenen Mengen von (X, 7) bilden eine Topologie k7
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auf X. Die folgende Notiz dient zur Erlduterung dieser Definition. Wir nennen
eine Topologie S auf X kh-definierbar, wenn es eine Familie (f;: K; — X | j € J)
von Testabbildungen gibt, so dafl gilt: A C X ist S-abgeschlossen < fiir alle j € J
ist fj_l(A) abgeschlossen in K. Diese Bedingung kénnen wir auch so formulie-
ren: Die kanonische Abbildung ( f;):][; K; — (X,S) ist eine Identifizierung.
Eine kh-definierbare Topologie ist feiner als 7. Wir definieren eine Partialord-
nung auf der Menge der kh-definierbaren Topologien durch §; < S & & D Ss.

(2.4) Notiz. Die Topologie kT ist die beziiglich der genannten Partialordnung
maximale kh-definierbare Topologie.

BEwEIS. Nach dem Zornschen Lemma gibt es eine maximale kh-definierbare
Topologie S. Falls diese Topologie nicht gleich k7 ist, so gibt es eine S-offene
Menge U, die nicht k-offen ist. Es gibt dann eine Testabbildung ¢: K — X, so daf}
t~1(U) nicht offen ist. Wenn wir ¢ zur definierenden Familie von S hinzunehmen,
sehen wir dafl § nicht maximal ist. O

(2.5) Folgerung. Die k-Rdume sind also genau die Riume, die Quotient einer
topologischen Summe von kh-Rdumen sind. O

Wir schreiben kX = k(X) = (X, k7). Jede abgeschlossene (offene) Menge
ist offenbar auch k-abgeschlossen (k-offen). Deshalb ist k7 feiner als 7 und die
identitische Abbildung ¢ = tx: kX — X stetig. Sei f: K — X eine Testabbildung.
Dieselbe Mengenabbildung f: K — kX ist dann ebenfalls stetig. Ist nédmlich
U C kX offen, so ist U C X k-offen, also f~}(U) C K offen. Also induziert vx
fiir jeden kh-Raum K eine Bijektion

(2.6) TOP(K, kX) — TOP(K, X), fr— txof.

Deshalb haben X und kX dieselben k-offenen Mengen, das heifit es ist k(kX) =
kEX.

Ein topologischer Raum X heifit k- Raum, wenn die k-abgeschlossenen Mengen
abgeschlossen sind, wenn also X = kX ist. Wegen k(kX) = kX ist kX immer
ein k-Raum.

Ein Raum heiit kompakt hausdorffsch erzeugt oder shk-Raum, wenn er ein sh-

Raum und ein k-Raum ist. Insgesamt haben wir die vollen Unterkatorien sh-TOP,
k-TOP und shk-TOP von TOP der entsprechend notierten Rdume.

(2.7) Notiz. Folgende Aussagen tber einen Raum X sind dquivalent:
(1) X ist ein k-Raum.
(2) FEine Abbildung f: X — 'Y ist (genau dann) stetig, wenn fir jede Testab-
bildung t: K — X die Komposition ft stetig ist.

BEWEIS. (1) = (2). Sei U C Y offen. Um f~1(U) als offen nachzuweisen, geniigt
es, diese Menge als k-offen zu erkennen, da X ein k-Raum ist. Sei t: K — X Te-
stabbildung und ft stetig. Dann ist k=1 (f~1(U) offen, und das zeigt die gewiinsch-
te k-Offenheit.
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(2) = (1). Wir zeigen, daf die Identitdat X — kX stetig ist. Das folgt aus (2)
und weil X und kX dieselben Testabbildungen haben (2.6). O

(2.8) Notiz. Sei f:X — Y stetig. Dann ist dieselbe Mengenabbildung
kf:kX — kY stetig.

BEWEIS. Nach (2.7) geniigt es zu zeigen, daf fiir jede Testabbildung t: K — kX
die Komposition k(f) ot stetig ist. Das folgt aber aus (2.6). O

Die Zuordnungen X +— kX, f +— kf liefern einen Funktor k; auBerdem haben
wir den Inklusionsfunktor i.

k: TOP — k-TOP, 1:k-TOP — TOP

(2.9) Notiz. Der Funktor k ist rechtsadjungiert zum Funktor i.

BEwEIS. Eine in X und Y natiirliche Bijektion k-TOP(Y, kX) = TOP(iY, X)
wird durch f +— ¢ o f gegeben. Diese Abbildung ist sicherlich injektiv. Ist Y ein
k-Raum und f:Y — X stetig, so ist kf:Y = kY — kX stetig; damit erkennt
man die Surjektivitét. O

(2.10) Notiz. Sei X ein sh-Raum. Dann ist A C X genau dann k-
abgeschlossen, wenn fiir jeden kh-Raum K C X die Menge AN K in K ab-
geschlossen ist. Insbesondere ist X genau dann ein k-Raum, wenn gilt: A C X
abgeschlossen < fiir jeden kh-Raum K C X ist AN K in K abgeschlossen. O

BEWEIS. Sei A k-abgeschlossen. Die Inklusion K' C X eines kh-Raumes ist eine
Testabbildung. Also ist AN K in K abgeschlossen.

Erfiille umgekehrt A die genannte Bedingung und sei f: L. — X eine Testabbil-
dung. Da X ein sh-Raum ist, ist f(L) ein kh-Raum und folglich f(L)NA in f(L)
abgeschlossen. Dann ist f~1(A) = f~Y(f(L)NA) in L = f~!f(L) abgeschlossen.
Das zeigt: A ist k-abgeschlossen. O

Ist X ein sh-Raum, so ist A in k(X) genau dann abgeschlossen, wenn der
Schnitt von A mit jeder kh-Menge K in X abgeschlossen ist (2.8). In diesem
Fall 148t sich also k(X) durch interne Eigenschaften von X gewinnen. Ist X ein
sh-Raum, so auch kX . Die shk-Réume sind eine fiir viele Zwecke bequeme Klasse
von Réumen.

Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen heif3t quasi-stetig,
wenn die Zusammensetzung mit jeder Testabbildung K — X stetig ist. Stetige
Abbildungen sind offenbar quasi-stetig. Die Komposition quasi-stetiger Abbil-
dungen ist quasi-stetig. Wir erhalten damit die Kategorie QU der topologischen
Raume und quasi-stetigen Abbildungen. TOP ist eine Unterkategorie von QU; in
QU gibt es aber eventuell mehr Morphismen zwischen zwei topologischen Raum-
en als in TOP. Wegen (2.7) konnen wir sagen: X ist genau dann ein k-Raum,
wenn jede quasi-stetige Abbildung X — Y stetig ist.

Die Aussage (5) des folgenden Satzes charakterisiert noch einmal die k-Réume
unter den sh-Rdumen wie in (2.10).
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(2.11) Satz. Jede der folgenden Bedingungen ist hinreichend dafiir, daff X ein
k-Raum ist:
(1) X ist metrisierbar.
(2) Jeder Punkt von X hat eine abzihlbare Umgebungsbasis.
(3) Jeder Punkt von X hat eine Umgebung, die kompakt und hausdorffsch ist.
(4) Zu jedem Q@ C X und jedem Berihrpunkt x von @ gibt es einen Testteil-
raum K von X, so daff x Beriihrpunkt von Q N K in K ist.
(5) Fir alle Q@ C X gilt: Aus Q N K offen (abgeschlossen) in K fir alle
Testteilraume K C X folgt, daf$ Q offen (abgeschlossen) in X ist.

BEWEIS. (1) ist ein Spezialfall von (2).

(2) Sei @ C X und sei f71(Q) abgeschlossen fiir alle testenden f:C — X.
Wir haben zu zeigen, dafl () abgeschlossen ist. Sei also a Beriithrpunkt von @)
und sei (U, | n € N) eine Umgebungsbasis von a. Fiir jedes n wihlen wir ein
a, € QNU; N...NU,. Dann konvergiert die Folge (a,) gegen a. Der Teilraum
K =1{0,1,271,371 ...} von R ist kompakt. Die Abbildung f: K — X, f(0) = a,
f(n™') = a, ist stetig. Es ist n™! € f~}(Q). Da nach Voraussetzung f~!(Q) in
K abgeschlossen ist, so ist 0 € f71(Q), also a = f(0) € Q. Also enthilt Q alle
seine Beriihrpunkte und ist demnach abgeschlossen.

(3) = (4). Sei @ C X und a Beriihrpunkt von ). Wir wéhlen eine Testumgebung
K von a und zeigen, da} a Beriihrpunkt von ) N K in K ist. Sei dazu U eine
Umgebung von a in K. Dann gibt es eine Umgebung U’ von @ in X mit U'NK C
U. Da U' N K Umgebung von a in X ist und a Beriihrpunkt von @, folgt

UN@NK)DUNK)N(QNK)={UNK)NQ # 0.

Also ist a Beriihrpunkt von Q N K in K.

(4) = (5). Sei @ N K abgeschlossen in K fiir alle Testteilrtdume K C X. Sei
a Beriihrpunkt von (). Nach (4) gibt es einen Testteilraum K, von X, so dafl
a Beriithrpunkt von @ N Ky in K ist. Nach Voraussetzung von (5) ist Q N K
abgeschlossen. Demnach ist a € Q N Ky C Q.

(5) Sei f~1(Q) abgeschlossen in K fiir alle testenden f: K — X. Insbesondere
ist dann fiir Testteilrdume L C X die Menge N L in L abgeschlossen. Nach (5)
ist dann @ in X abgeschlossen. Also ist X ein k-Raum. O

(2.12) Satz. Sei p:Y — X eine Identifizierung und Y ein k-Raum. Dann ist
auch X ein k-Raum.

BEWEIS. Sei B C X k-abgeschlossen. Wir haben zu zeigen, dafl B abgeschlos-
sen ist, also, da p eine Identifizierung ist, dafl p~'(B) abgeschlossen in Y ist. Sei
g:D — Y eine Testabbildung. Dann ist ¢g~(p~'(B)) = (pg)~}(B) abgeschlos-
sen in D, da B k-abgeschlossen ist. Da Y ein k-Raum ist, so ist also p~!(B)
abgeschlossen in Y. O

(2.13) Satz. Ein abgeschlossener (oder offener) Unterraum eines k-Raumes ist
ein k-Raum. Dasselbe gilt fiir shk-Rdume.

75



BEWEIS. Sei A abgeschlossen und B C A eine Teilmenge, so dafl f~!(B) ab-
geschlossen in C' ist fiir alle Testabbildungen f:C' — A. Zu zeigen ist: B ist
abgeschlossen in A oder, dazu dquivalent, in X.

Ist g: D — X testend, so ist g7'(A) in D abgeschlossen und folglich kom-
pakt, da D kompakt ist. Durch Einschrdnkung von ¢ erhalten wir eine stetige
Abbildung h: g~ *(A) — A. Esist h™1(B) = g~ '(B) abgeschlossen in g~*(A) und
folglich in D, und mithin ist B abgeschlossen in X.

Sei U offen im k-Raum X . Wir schreiben X als Quotient ¢: z — X geméf (2.5).
Dann ist ¢: g7 (U) — U eine Identifizierung und ¢~*(U) als topologische Summe
von lokal kompakten Hausdorff-Réumen ein k-Raum. Also ist der Quotient U
ein k-Raum.

Die zweite Aussage des Satzes folgt, wenn man noch (2.3) bedenkt. O

Im allgemeinen ist ein Unterraum eines k-Raumes kein k-Raum (2.27). Sei X
ein k-Raum und i: A C X die Inklusion. Dann ist k(i): k(A) — X = k(X)) stetig.
Der folgende Satz zeigt, dafi k(i) in der Kategorie k-TOP die formale Eigenschaft
eines Teilraums hat.

(2.14) Satz. Eine Abbildung h:Z — k(A) eine k-Raumes Z nach k(A) ist
genau dann stetig, wenn k(i) o h stetig ist.

BEWEIS. Mit h ist auch k(7)o h stetig. Sei, umgekehrt, k(i)h stetig. Es ist k(i) =
iota. Da i die Inklusion eines Unterraums ist, so ist ¢4 o h stetig. Nach Satz (2.9)
ist also h stetig. O

(2.15) Satz. Das Produkt in TOP eines k-Raumes X mit einem lokal kompak-
ten Hausdorff-Raum Y ist ein k-Raum.

BewEIs. Ein lokal kompakter Haudorff-Raum ist nach (2.11.3) ein k-Raum. Wir
schreiben X als Quotient von ¢: Z — X, worin Z eine Summe von kh-Rédumen
ist (2.5). Da das Produkt einer Identifizierung mit einem lokal kompakten Raum
wieder eine Identifizierung ist (1.10), so sehen wir, da X x Y Quotient des
lokal kompakten Hausdorff-Raumes, also k-Raumes Z x Y, ist und demnach ein
k-Raum (2.12). O

Im allgemeinen ist das topologische Produkt zweier k-Rdume kein k-Raum
(2.27). Deshalb sucht man nach einem kategorientheoretischen Produkt in der
Kategorie k-TOP. Sei (X; | j € J) eine Familie von k-Raumen. Sei []; X; ihr
gewohnliches topologisches Produkt (das ist ein Produkt in der Kategorie TOP).
Wir haben stetige Abbildungen

pj = k(pr,): k‘(H X;) — k(X;) = X;.

Der folgende Satz ist ein Spezialfall der Aussage, daf ein rechtsadjungierter Funk-
tor Limites respektiert.

(2.16) Satz. (p;:k(I[; X;) — X; | j € J) idst ein Produkt der (X; | j € J) in
der Kategorie k-TOP.
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Bewers. Wir benutzen (2.9) und die universelle Eigenschaft des topologischen
Produktes und erhalten, in Kurzform geschrieben, fiir einen k-Raum B die ka-
nonischen Bijektionen

k-TOP(B, k(][ X;)) = TOP(B, ][ X;) = [[ TOP(B, X;) = | [ & TOP(B, X;),
und das ist die Behauptung. O

Fiir zwei Faktoren wollen wir das soeben definierte Produkt in k-TOP auch
durch X X, Y bezeichnen. Die nichste Notiz zeigt, dafl die sh-Ridume in der
Kategorie k-TOP die formal-hausdorffschen sind.

(2.17) Notiz. Ein k-Raum X ist genau dann ein sh-Raum, wenn die Diagonale
Dy des Produktes X x; X abgeschlossen ist.

BEWEIS. Sei X ein sh-Raum. Um Dy als abgeschlossen nachzuweisen, miissen
wir fiir jede Testabbildung f: K — X x;, X das Urbild f~!(Dx) als abgeschlossen
erkennen. Sei f;: K — X die j-te Komponente von f. Dann ist L; = f;(K) ein
kh-Raum, da X ein sh-Raum ist. Also ist L = Ly U Ly C X ein kh-Rau. Wegen
f'Dx = f~1L ist diese Menge abgeschlossen.

Sei Dy ihn X xj; X abgeschlossen und f: K — X eine Testabbildung. Um
f(K) C X als abgeschlossen nachzuweisen, testen wir mit g: L — X. Wir haben
g ' f(K) C L als abgeschlossen zu erkennen. Es gilt

g f(K) = pro((f x g)~' Dx).

Da Dy abgeschlossen ist, so ist das Urbild bei f x g abgeschlossen, also auch pr,
davon als kompakte Menge in einem Hausdorff-Raum. O

Sind X und Y topologische Rdume, so bezeichnen wir den Abbildungsraum
XY mit der KO-Topologie auch mit 7T'(X,Y).

(2.18) Satz. Seien X und Y k-Rdiume und sei f:X x, Y — Z stetig. Die
adjungierte Abbildung f*: X — kT(Y,Z), die als Mengenabbildung existiert, ist
stetig.

Bewels. Die Abbildung f*: X — kKT(Y, Z) ist nach (2.7) stetig, wenn fiir alle
Testabbildungen ¢: C' — X die Verkettung f" ot stetig ist. Es ist fA ot =
(fo(txidy))". Also geniigt es, X als kh-Raum anzunehmen. Dann ist aber nach
(2.15) X %Y = X x Y und deshalb f*: X — T(Y, Z) stetig (1.2) und folglich
nach (2.7) auch f*: X — kET(Y, Z) stetig,. 0

(2.19) Satz. Sei Y ein k-Raum. Die Auswertung
eY,Z:kT<Yaz) XkY_>Z7 (f7y)Hf(y)
15t stetig.

BeEwEIS. Seit:C — kT(Y, Z)x,Y eine Testabbildung. Die Stetigkeit von ey zot
ist zu zeigen. Seien t1:C' — T'(Y, Z) und t5: C' — Y die beiden stetigen Kompo-
nenten von t. Wir zeigen zunéchst: Die zu ¢} adjungierte Abbildung t;: C'xY — Z
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ist stetig. Nach (1.4) ist diese Stetigkeit dquivalent zur Stetigkeit der anderen ad-
jungierten Abbildung tY: Y — T'(C, Z). Um deren Stetigkeit zu zeigen, setzen wir
mit einer Testabbildung s: D — Y zusammen. Es ist ¢} o s = T'(s, Z) o ¢} aber
stetig. Ferner gilt ey, z ot =t; o (id, t2), und die rechte Seite ist stetig. O

Eine Kombination von (2.18) und (2.19) liefert die folgende universelle Eigen-
schaft der Auswertung ey, z fiir den k-Raum X:

(2.20) Notiz. Seien X und Y k-Rdiume. Die Zuordnungen f — f" und g —
eyz o (g x idy) = ¢~ sind zueinander inverse Bijektionen

TOP(X x,Y,Z) = TOP(X,kT(Y, Z))

zwischen den genannten Mengen von stetigen Abbildungen. O

Die voranstehende Bijektion wird nun als Homéomorphismus zwischen den
zugehorigen Abbildungsraumen nachgewiesen.

(2.21) Satz. Seien X, Y und Z k-Riume. Da ey y stetig ist, wird eine Men-
genabbildung

ANET(X,KT(Y,2)) — kT(X x, Y, Z), [ eyzo(f xid)

induziert. Die Abbildung X ist ein Homoomorphismus.

BEWEIS. Wir betrachten das folgende kommutative Diagramm

€1 x id
KT(X, KT (Y, Z)) % X x4 Y KT(Y,Z) . Y
A xid xid €2
€3
l{}T(X Xk Y,Z) XkX XkY A

mit e; = ex x7(v,2), €2 = €y,z und e3 = exx,y,z. Da e; xid und e, stetig sind, folgt
aus der universellen Eigenschaft von ez, da} A\ stetig ist, mit der Bezeichnung
aus (2.20) gilt ndmlich es o (e; x id) = A\~. Wegen der universellen Eigenschaft
von e; gibt es genau eine stetige Abbildung

wkT(X x, Y, 2) — kT(X,kT(Y, Z)), f— f",

so daB e; o (pu x id(X)) = e} ist, wobei e5: kT (X % Y, Z) x) X — kT (Y, Z) die
Adjungierte von eg beziiglich der Variablen Y ist. Da A und p zueinander inverse
Mengenabbildungen sind, handelt es sich um Homoéomorphismen. O

(2.22) Satz. Seien X und Y k-Rdume. Seien f: X — X' und ¢:Y — Y’ Iden-
tifizierungen. Dann ist auch f x g: X X, Y — X' x, Y’ eine Identifizierung.

BEWEIS. Ohne wesentliche Einschrinkung sei ¢ = id, da die Verkettung von
Identifizierungen wieder eine ist. Der Beweis wird mit (2.21) wie fir (1.11)
gefiihrt. O
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(2.23) Notiz. Sei f: X — Y eine Identifizierung und X ein shk-Raum. Genau
dann ist Y ein shk-Raum, wenn R = {(z1,2) | f(z1) = f(x2)} in X x5 X
abgeschlossen ist.

BEwEIS. Es ist R das Urbild von Dy bei f x f. Da f Xx; f nach (2.22) eine
Identifizierung ist, so ist Dy genau dann abgeschlossen, wenn R abgeschlossen
ist. Nun wenden wir (2.12) und (2.17) an. O

Sei (X; | j € J) eine Familie von k-Rédumen. Dann ist die topologische Sum-
me » jes Xj ein k-Raum. Das Produkt in k-TOP ist mit der Summenbildung
vertréglich.

(2.24) Notiz. Sei

4 15
E 7
x .y

ein Pushout topologischer Riume und sei j: A C X abgeschlossen. Seien X und
B shk-Rdaume. Dann ist'Y ein shk-Raum.

BEWEIS. Als Quotient des k-Raumes X + B ist Y ein k-Raum. Als abgeschlos-
sener Teil von X ist A ein shk-Raum. Man verifiziert, daf§ die Relation zur
Definition von Y abgeschlossen in (X + B) xj (X + B) ist. Nun wendet man
(2.23) an. O

(2.25) Notiz. Seien Y und Z k-Riume und sei Z ein sh-Raum. Dann ist der
Abbildungsraum kT(Y,Z) ein sh-Raum. Insbesondere ist also fiir shk-Riume Y
und Z auch KT(Y, Z) ein shk-Raum.

BEWEIS. Sei f*: K — kET(Y, Z) eine Testabbildung. Wir haben zu zeigen, daf
sie ein abgeschlossenes Bild hat, also ein k-abgeschlossenes. Sei dazu ¢": L —
kT (Y, Z) eine weitere Testabbildung. Es bleibt somit schliefilich zu zeigen, da8
das Urbild M von f"(K) bei g" abgeschlossen ist. Wir benutzen die adjungierten
Abbildungen f: K XY — Zund g: L XY — Z. Fiir y € Y sei

iy K XL — (KxY)x, (LxY), (k1)— (kuyly).

Damit gilt
M =pr, (0, ((F x 9)i)) " Dz).

Da Z ein sh-Raum ist, also die Diagonale D, abgeschlossen (2.17) ist, so ist M
abgeschlossen. O

Fir die Zwecke der Homotopietheorie betrachten wir nun noch punktierte
Réiume. Sei (X; [ j € J) eine Familie von punktierten k-Réumen. Sei []; X;
deren Produkt in k-TOP. Sei W ;X die Teilmenge der Punkte des Produktes, fiir
die wenigstens eine Koordinate gleich dem Grundpunkt ist. Das Smash-Produkt
N; X ist der Quotientraum ([[; X;)/W;X;. Ist J = {1,...,n}, so schreiben wir
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dafiir X; A ... A X,,. Eine Familie von punktierten Abbildungen f;: X; — Y;
induziert eine punktierte Abbildung A f;: \; X; — A, ;.

Seien X und Y punktierte k-Rdume. Sei T(X,Y) C TX,Y) der Teilraum der
punktierten Abbildungen. Eine punktierte Abbildung f: X A Y — Z setzen wir
mit der Projektion p: X x; Y — X AY zusammen. Die Adjungierte (fp)": X —
kT (Y, Z) ist stetig und hat ein in kKT°(Y, Z) gelegenes Bild. Wegen (2.14) erhalten
wir eine stetige Abbildung X — kT°(Y,Z), die wir in diesem Fall auch als f"
notieren.

Die Auswertung ey, induziert eine Abbildung e%Z, die das folgende Dia-
gramm kommutativ macht.

k(i) x id
kT(Y,Z) x) X ET(Y,Z) x5 X
p ey, z
0
€y,z
KTO(Y, Z) N X Y

Darin ist ¢ die Inklusion und p die Quotientabbildung. Aus der Stetigkeit von k(i)
und ey, 7 folgt die Stetigkeit der punktierten Auswertung Y. ,. Formal dhnlich wie
Satz (2.21) beweist man:

(2.26) Satz. Seien X, Y und Z punktierte k-Rdaume. Die Zuordnung
WO KTO(X AY, Z) — KTOX KTO(Y, Z),  f o f°
15t ewn Homdoomorphismus. O

(2.27) Beispiel. Wir geben jetzt ein Beispiel fiir die folgenden Aussagen an.
(1) Das Produkt von Identifizierungen ist im allgemeinen keine Identifizie-
rung.
(2) Das Produkt von kompakt erzeugten Rédumen ist im allgemeinen nicht
kompakt erzeugt.
(3) Ein Teilraum eines kompakt erzeugten Raumes ist im allgemeinen nicht
kompakt erzeugt.
Der Raum R/Z entstehe aus R, indem der Teilraum Z zu einem Punkt identifi-
ziert wird (also keine Faktorgruppe!). Sei p: R — R/Z die kanonische Projektion.
Wir zeigen zunichst: Ist K C R/Z kompakt, so gibt es ein | € N, so dafl
K C p|—1,1] ist. Zum Beweis sei angenommen, das sei nicht so. Dann gibt es zu
jedem [ € N ein 2; € R\ Z mit |x;| > [ und p(x;) € K. Die Folge der p(z;) hat
dann keinen Haufungspunkt in K, im Widerspruch zur Kompaktheit von K.
Wir zeigen, dafl die Abbildung

pxidRxQ—R/ZxQ

nicht identifizierend ist. Aus dem Beweis werden sich auch die anderen beiden
Aussagen ergeben.
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Sei dazu (r, | n € N) eine streng monoton fallende Folge rationaler Zahlen
mit dem Grenzwert /2. Sei

1
F:{<m+—,r—n> |n,mEN}CRXQ.
2n'm

Wir weisen die folgenden Eigenschaften nach.

(1) F ist abgeschlossen in R x Q.

(2) F ist saturiert beziiglich p x id.

(3) G = (p xid)(F) ist nicht abgeschlossen in R/Z x Q.
Zu (1). Die einzigen Beriihrpunkte von F'in R xR, die nicht zu F' gehoren, bilden
die diskrete Menge {(m, m~'v/2 | m € N}. Demnach gehéren alle Beriihrpunkte
von Fin R x @ schon zu F. Also ist F' in R x Q abgeschlossen.
Zu (2). Das wird leicht nachgepriift.
Zu (3). Zunéchst einmal ist (p(0),0) € G. Wir zeigen, dal z = (p(0),0) Beriihr-
punkt von G ist. Sei U eine Umgebung von z. Dann gibt es eine Umgebung V' von
p(0) in R/Z und ein € > 0, so daB V x (] —¢,e[NQ) C U ist. Sei m~1v/2 < 27 e,
Es ist p~1(V) eine Umgebung von m in R, denn m € p~p(0) € p~'(V'). Demnach
gibt es ein 6 > 0 mit |Jm —§,m + §[C p~ (V). Sei

1
— < ¢ und rn—\/§<mg.

2n
Dann gilt
) 1 r,
(px1d)(m+%,a)EVX(]—&,&‘[O@)CU,
denn 1
m—l—%e]m—d,m—i—é[Cp*l(V)
2 — /2
0<T—"=£+T" ‘/_<5+5:5.
m m m 2 2

Also ist U N G # () und demnach z Beriihrpunkt von G.

Wir sehen jetzt, dafl p x id keine Identifizierung ist, weil es eine geséttigte
abgeschlossene Menge F' gibt, deren Urbild nicht abgeschlossen ist.

Der Raum R/Z x Q ist nicht kompakt erzeugt. Zum Nachweis sei s: K —
R/Z x Q eine Testabbildung. Wir zeigen, dafl s™!(G) in K abgeschlossen ist,
obgleich G nicht abgeschlossen ist. Die beiden Projektionen pr; s(K) sind als
kompakte Teilrdume in Hausdorff-Rdumen kompakt und hausdorffsch. Es gibt
also ein [ € N, so daBl pry s(K) C p[—1, ] ist. Wegen

s(K) C pry(K) x prys(K) C p[—1 — 1] X pry s(K)

folgt s71(G) = s (GNp[—1,1] x prys(K)). Die Menge G Np[—1,1] X pry s(K) ist
aber endlich. Nach Konstruktion ist ndmlich F' abgeschlossener diskreter Teil-
raum von R x Q. Ferner ist F' N [—[,1] X prys(K) endlich als abgeschlossener
diskreter Teilraum des kompakten Raumes [, ] X pry s(K). Damit ist auch

(p x id)(F N [=1,1] x prys(K)) = GNp[—L,1] x prys(K)
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endlich. Eine endliche Menge in einem Hausdorff-Raum ist aber abgeschlossen
und damit s~!(G) als Urbild einer abgeschlossenen Menge abgeschlossen.

Das Produkt R/Z x R ist nach (2.12) und (2.15) kompakt erzeugt. Der Teil-
raum R/7Z x Q tragt die Produkttopologie und ist, wie wir gesehen haben, nicht
kompakt erzeugt. &

(2.28) Aufgaben und Ergéinzungen.

1. Sei X1 C X2 C ..., sei X; ein shk-Raum und seien die X; C X, abgeschlossen.
Dann ist X = U;X; mit der Kolimes-Topologie ein shk-Raum. Sind die X; k-Réume,
so ist X als Quotient des k-Raumes [[; X; ein k-Raum. Sind die X; sh-Ridume, also
T1-Raume, so hat jede Testabbildung f: K — X ein Bild, das in einem X; liegt und
dort abgeschlossen ist. Sind alle X; C X;;; abgeschlossen, so ist das Bild auch in X
abgeschlossen und demnach X ein sh-Raum.

2. Seien X und Y k-Réume. Der Ubergang zur adjungierten Abbildung induziert
Bijektionen von Homotopiemengen [X x; Y, Z] = [X,kT(Y,Z)] und [X A Y, Z]° =
(X, kTO(Y, Z)]°.
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5 Transformationsgruppen

1 Topologische Gruppen

Eine topologische Gruppe (G,m, Q) besteht aus einer Gruppe (G, m) mit der
Multiplikation m: G x G — G, (g, h) — m(g, h) = gh und einer Topologie O auf
G, so daB die Abbildung m und der Ubergang zum Inversen 1: G — G, ¢+ g~
stetig sind. Das neutrale Element werde mit e bezeichnet. In einer topologischen
Gruppe G sind die Linkstranslationen l;:G — G, x — gz stetig und wegen
lglp, = lgr, und [, = id sogar Homdomorphismen.

Ein Homomorphismus f: G — H zwischen topologischen Gruppen ist genau
dann stetig, wenn er am neutralen Element e stetig ist. Sei ndmlich f(g) = h und
V eine Umgebung von h. Dann ist h='V = {h~'z | z € V'} eine Umgebung von
e. Ist f in e stetig, so gibt es eine Umgebung U von e in G, so daf f(U) C h='V
ist. Dann ist gU eine Umgebung von g, und weil f ein Homomorphismus ist, gilt
flgU) = f(g)f(U)=hf(U) C hh™'V = V. Also ist f auch im Punkt g stetig.

Sind A und B Teilmengen einer Gruppe G, so verwenden wir die Bezeichnun-
gen AB = {ab|a € A, be B}, A?=AA, A7 = {a! | a € A} und &hnlich
geartete.

(1.1) Satz. Sei G eine topologische Gruppe und U eine offene Umgebungsbasis
von e. Dann gilt:

(1) Zu jedem U € U gibt es ein'V €U, so daff V* C U.

(2) Zu jedem U € U gibt es ein V €U, so daf V1 C U.

(3) Zu jedem U € U und jedem x € U gibt es ein V € U, so dafy 2V C U.

(4) Zu jedem U € U und jedem x € G gibt es ein V € U, so daf xVx™t C U.
Sei umgekehrt G eine Gruppe und U ein System von nichtleeren Teilmengen von
G mit den Eigenschaften (1) - (4) und so, daff der Schnitt zweier Mengen in U
wieder eine Menge aus U enthdlt. Dann ist {zU | x € G, u € U} eine Basis fir
eine Topologie auf G, die G zu einer topologischen Gruppe macht.

BEWEIS. Sei G eine topologische Gruppe. Dann folgen (1) und (2) aus der Ste-
tigkeit der Multiplikation und des Inversen bei e. Ferner folgt (3), weil U offen
und [, stetig ist. Schlieflich folgt (4), weil g — zgz~! ein Homdomorphismus ist.

Sei umgekehrt ein System U mit den genannten Eigenschaften gegeben. Ist
U €U und sind V € U und dann W € U so gewihlt, daB V2 C Uund W1 Cc V
gilt, so ist, da VNW # Qist, e € VIW~! € VV C U. Also enthalten alle U € U
das neutrale Element.

Sei U(x) das System aller Obermengen von zU, U € U. Wir verwenden Satz
[(2.4). Die dort genannten Bedingungen (1) - (3) sind offenbar erfiillt. Es bleibt
zu zeigen: Zu U € U(z) gibt es V € U(z), so daBB U € U(v) fiir alle v € V ist.
Wir wihlen 24 C U, A € Y. Dann wihlen wir B € U mit B2 C A. Wir setzen
V = aB. Dann gilt fiir v = b € V jedenfalls vB = 2bB C xB? C xA. Also ist



U Obermenge von vB € U(v) und damit Umgebung aller Punkte von V. Nach
[(2.4) bilden also die U(z) das System der Umgebungen einer Topologie auf G.

Wir haben zu zeigen, dal m und ¢ stetig sind. Sei ghU, U € U, eine Umgebung
von gh. Es gibt VW € U mit (h'Vh)W C U, also gVhW C ghU. Damit ist
die Stetigkeit von m im Punkte (g,h) gezeigt. Zu g € G und U € U wéhlen
wir V€ Y mit gVg' C U und W € U mit W' C V. Dann gilt (¢W)! =
Wtg=t c Vgt C g7'U. Also ist ¢+ im Punkt g stetig. O

(1.2) Notiz. Sei G eine topologische Gruppe und H C G eine Untergruppe
im Sinne der Algebra. Dann ist H mit der Teilraumtopologie eine topologische
Gruppe und ebenso die abgeschlossene Hiille. Ist H ein Normalteiler, so auch H.

BEWEIS. m: H x H — H C @ ist jedenfalls stetig und nach einer Grundeigen-
schaft der Teilraumtopologie dann auch m: H x H — H. Ebenso fiir das Inverse.
Aus m(H x H) C H folgt m(H x H) = m(H x H) C m(H x H) C H. Ebenso
fiir das Inverse. Im Falle eines Normalteilers arbeitet man mit der Stetigkeit con
c:Gx H— H, (g,h) — ghg™'. O

Ist (G, m) eine Gruppe und wird die Menge G mit der diskreten Topologie
7T versehen, so ist (G, m,7T) eine topologische Gruppe. Derartige topologische
Gruppen werden als diskrete Gruppen bezeichnet.

Die additiven Gruppen der reellen Zahlen R, der komplexen Zahlen C und der
Quaternionen H sind mit ihrer iiblichen Topologie topologische Gruppen, ebenso
die zugehorigen multiplikativen Gruppen R*, C* und H* der von Null verschie-
denen Elemente. Die multiplikative Gruppe R? der positiven reellen Zahlen ist
eine offene Untergruppe von R* und ebenfalls eine topologische Gruppe. Die kom-
plexen Zahlen vom Betrag 1 bilden beziiglich der Multiplikation eine kompakte
topologische Gruppe S' = {z € C | |z| = 1}. Die Quaternionen der Norm 1
liefern die Struktur einer topologischen Gruppe auf der Sphire S3. Die Exponen-
tialfunktion exp: R — IR ist ein stetiger Homomorphismus mit dem Logarithmus
als Umkehrung. Deshalb sind diese beiden Abbildungen Isomorphismen von to-
pologischen Gruppen. Die komplexe Exponentialfunktion exp: C — C* ist ein
surjektiver Homomorphismus mit dem Kern {27in | n € Z}, der eine diskrete
Untergruppe von C ist.

Im Vektorraum M, (R) der reellen (n,n)-Matrizen sei GL(n,R) der Teilraum
der invertierbaren Matrizen I(1.7). Die Matrizenmultiplikation und der Ubergang
zum Inversen sind stetig. Damit wird GL(n,R) zu einer topologischen Gruppe.
Ahnlich wird GL(n, C) erhalten. Diese Gruppen heiBen allgemeine lineare Grup-
pen

Sei O(n) = {A € M,(R) | A"+ A = E} die Gruppe der orthogonalen (n,n)-
Matrizen (A" Transponierte von A; E Einheitsmatrix). Die Menge O(n) ist in
M, (R) abgeschlossen und beschriankt. Deshalb ist die orthogonale Gruppe O(n)
eine kompakte topologische Gruppe. Der offene Teil SO(n) = {A € O(n) |
det(A) = 1} von O(n) ist die spezielle orthogonale Gruppe. Ahnlich wird gezeigt,
daB die unitire Untergruppe U(n) = {A € GL(n,C) | A'- A = E} eine kompakte
topologische Gruppe ist. Es gilt SO(2) = U(1) = S!, als topologische Gruppen
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betrachtet. Die spezielle unitire Gruppe SU(n) ist die kompakte Untergruppe
von U(n) der Matrizen mit der Determinante 1.

Sind G und H topologische Gruppen, so ist das direkte Produkt G' x H mit
der Produkttopologie eine topologische Gruppe. Ebenso bildet man das topolo-
gische Produkt einer beliebigen Familie von topologischen Gruppen. Eine zum
n-fachen Produkt S' x - - - x 8! isomorphe Gruppe wird als n-dimensionaler Torus
bezeichnet.

Eine Teilmenge H eines topologischen Raumes G heifle lokal abgeschlossen,
wenn jedes x € H eine Umgebung V, in G hat, so dal H NV, in G abgeschlossen
ist.

(1.3) Satz. (1) Die Teilmenge A eines Raumes X sei lokal abgeschlossen. Dann
ist sie Durchschnitt A = UNC' einer offenen Menge U und einer abgeschlossenen
Menge C; als C kann A gewdhlt werden. Ist X regulér, so ist ein Schnitt U N C
einer offenen Menge U und einer abgeschlossenen Menge C' lokal abgeschlossen.

(2) FEine lokal kompakte Menge A eines Hausdorff-Raumes X ist lokal abge-
schlossen.

(3) Eine lokal abgeschlossene Menge A eines lokal kompakten Raumes ist lokal
kompakt.

BEWEIS. (1) Sei A lokal abgeschlossen. Sei V, eine Umgebung von z € A, so da8
ANV, abgeschlossen in X ist. Sei z € AN V2. Fiir eine Umgebung U von z in
X ist U NV, ebenfalls eine Umgebung von z, also ist U NV, N A # (), also ist z
Berithrpunkt von ANV, und liegt deshalb in dieser Menge, da sie abgeschlossen
ist. Es folgt ANV?° C ANV, und damit

A=U,ca ANV D Uea ANVE =AN (Nyea V) D A

Also ist A= ANV mit der offenen Menge V = |JV°.

Sei umgekehrt A = C' NV mit abgeschlossenem C' und offenem U und X
reguldr. Dann bilden die abgeschlossenen Umgebungen eines jeden Punktes von
X eine Umgebungsbasis. Zu x € A gibt es deshalb eine in U enthaltene abge-
schlossene Umgebung V. Es folgt, daB V, NA =V, NnCNU =V, NC in X
abgeschlossen ist.

(2) Sei K, C A eine kompakte Umgebung von z in A und somit in X. Da X
hausdorffsch ist, so ist K, in X abgeschlossen, also AN K, = K, abgeschlossen
in X.

(3) Sei A = C'NU und V,, eine kompakte Umgebung von x € A, die in U liegt.
Dannist ANV, =CNUNV, =CnNYV, abgeschlossen in V,, also kompakt, und
damit eine kompakte Umgebung von x in A. O

(1.4) Satz. Sei H eine Untergruppe der topologischen Gruppe G. Ist H lokal
abgeschlossen, so ist H abgeschlossen in G.

BEWEIS. Sei H = HNV mit einer in G offenen Menge V. Aus H = HNV folgt
e € V. Selz € H. Da Vo Umgebung von z ist und z Bertihrpunkt von H, gibt
es ein z € H, so dal z € V, also zz=! € V. Da H eine Untergruppe ist, so ist
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zx_lgﬁ. Aus zo7' € HNV = H und z € H folgt + € H. Wir haben damit
H = H gezeigt. O

(1.5) Satz. Sei G eine topologische Gruppe.
(1) Die Zusammenhangskomponente C' des neutralen Elementes ist ein abge-
schlossener Normalteiler.
(2) Eine offene Untergruppe U ist auch abgeschlossen in G.
(3) Ist G zusammenhdngend und V' eine Umgebung des neutralen Elementes,
so ist G =J,», V", das heif§t, G wird von V erzeugt.

BEWEIS. (1) Als Komponente ist C' abgeschlossen. Mit C' ist auch gCg~! zu-
sammenhédngend. Da der Durchschnitt dieser beiden Mengen nicht leer ist, so
ist ihre Vereinigung zusammenhéngend und deshalb in C' enthalten. Das zeigt
gCg™! C C fiir alle ¢ € G. Da CC als stetiges Bild der zusammenhingen-
den Menge C' x C' zusammenhéngend ist und das neutrale Element enthélt, ist
CC c C. Ebenso sieht man, dafl C~1 C C ist. Also ist C' auch Untergruppe.

(2) Alle Nebenklassen gU sind offen. Also ist die Vereinigung der von U verschie-
denen Nebenklassen offen und deren Komplement U abgeschlossen.

(3) Sei W eine in V' enthaltene offene Umgebung des neutralen Elementes mit
W = W1, sie existiert nach (1.7.1) . Dann ist [ J, -, W™ eine Untergruppe und
offen (siche (2.1.1)). Da sie nach (2) auch abgeschlossen ist, stimmt sie wegen
des Zusammenhangs von GG mit G {iiberein. O

(1.6) Satz. Sei G eine kompakte hausdorffsche Gruppe und H eine abgeschlos-
sene Untergruppe. Dann ist gHg™* = H genau dann, wenn gHg™* C H gilt.

BEWEIS. Sei gHg™' C H. Wir betrachten ¢:G x G — G, (z,k) — xkz~! und
setzen A = {¢" | n = 0,1,2,...}. Dann gilt ¢(A x H) C H, und wegen der
Stetigkeit, weil H abgeschlossen ist, c(Ax H) C H. Wenn wir zeigen, dafi g™* € A
ist, so gilt g""Hg C H. Also geniigt es zu zeigen, dafl A eine Untergruppe ist.
Sei B die Untergruppe {¢g" | n € Z}. Die Hiille B ist dann ebenfalls eine
Untergruppe. Falls e ein Umgebung in B hat, die nur e enthilt, so ist B diskret
({e} ist offen, {h} = {I,(e)} ist offen, also ist jede Teilmenge offen). Da B auch
kompakt ist, ist diese Menge endlich, und dann gilt ¢" = e fiir ein n > 0.
Also nehmen wir an, dafl keine derartige Umgebung von e existiert. Sei U eine
Umgebung von e in G. Dann ist auch V = U N U~! eine Umgebung. Die Menge
VNB enthilt z # e, und da G is hausdorffsch ist, enthilt VN B die Menge g" # e.
Wegen V = V! kénnen wir n > 0 annehmen. Dann ist ¢"~! € (¢7'V) N A. Also
sind alle derartigen Schnitte nichtleer, und folglich ist ¢g=' € A. Das impliziert
aber A = B. O

(1.7) Aufgaben und Erginzungen.

1. Sei U eine Umgebung von e in der topologischen Gruppe G. Es gibt eine Umgebung
V von e mit den Eigenschaften V = V! und V2 C U. Fiir ein solches V ist V C U.
Hat G abgeschlossene Punkte, so ist G regulér.

2. Sei A € R. Sei f\:Z — C, n — exp(2miAn). Sei O(A) die grobste Topologie, so dafl
o stetig ist. Damit wird Z eine topologische Gruppe.
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Es ist moglich, Z so zu einer topologischen Gruppe zu machen, daf3 die Topologie
keine abz&hlbare Basis hat.
3. Der n-dimensionale Torus T'(n) besitzt Elemente z, so da8 {z* | k € Z} dicht in
T'(n) ist. Falls T'(n) = R"/Z" gesetzt wird, so hat x = (z1,...,z,) genau dann diese
Eigenschaft, wenn {1, z1,...,z,} tiber Q linear unabhéngig ist.
4. FEine topologische hausdorffsche Gruppe G heifit topologisch zyklisch, wenn es ein
g € G gibt, so daB {¢* | k € Z} in G dicht ist. Die topologisch zyklischen kompakten
Lieschen Gruppen haben die Form T'(n) x Z/k, siehe [?, p.39]. Hier und sonst wird
7]k = Z/kZ abgekiirzt.
5. Sei G eine Gruppe und H; C Hy C ... eine Sequenz von Normalteilern. Dann
kann die Menge der H; als eine Umgebungsbasis des neutralen Elementes nach Satz
(1.1) gewihlt werden. Wihlen wir H; = p‘Z mit einer Primzahl p, so erhalten wir die
p-adische Topologie auf Z.
6. Die ganzen p-adischen Zahlen Z,, bilden eine kompakte topologische Gruppe (p € N
Primzahl). Sie l&8t sich als (inverser) Limes der Reduktionshomomorphismen

Z/pHZ/p2 <—Z/p3 — ...

mit der Limestopologie definieren. Die Reduktionshomomorphismen Z — Z/p™ indu-
zieren einen Homomorphismus Z — Z,, dessen Bild dicht ist. Die Folge (p" | n € N)
ist in Z,, eine Nullfolge.

7. Eine diskrete Untergruppe der additiven Gruppe R" ist eine freie abelsche Gruppe,
die von linear unabhéngigen Vektoren erzeugt wird.

2 Transformationsgruppen

Sei G eine (multiplikativ geschriebene) topologische Gruppe mit neutralem Ele-
ment e. Eine stetige Linksoperation von G auf dem Raum X (als nichtleer un-
terstellt) ist eine stetige Abbildung p: G x X — X mit den Eigenschaften:

(1) p(g,p(h,x)) = p(gh,z) fir g,h € G, x € X.

(2) ple,z) == fir x € X.

Ein G-Raum ist ein Paar (X, p), das aus einem Raum X und einer Operation
p von G auf X besteht. Statt G-Raum sagen wir auch Transformationsgruppe.
Meist schreibt man kiirzer p(g,x) = gz. Dann nehmen die Axiome (1) und (2)
die Gestalt g(hx) = (gh)r und ex = z an. Eine Rechtsoperation ist eine stetige
Abbildung X x G — X, (x,g) — xg mit den Eigenschaften (zh)g = x(hg) und
xe = z. In einem topologischen Kontext sollen Operationen immer als stetig
angenommen werden, sofern nichts anderes gesagt wird. Die Axiome (1) und (2)
ohne weitere Voraussetzung einer Stetigkeit definieren eine Operation der Gruppe
(ohne Topologie) G auf der Menge X; das ist also ein algebraischer Begriff.

Sei (X, p) ein G-Raum. Dann ist R = {(z,gz) | * € X,g € G} eine Aquiva-
lenzrelation auf X. Der Raum der Aquivalenzklassen mit der Quotienttopologie
wird mit X/G bezeichnet und Orbitraum oder Bahnenraum der Operation ge-
nannt. Die Aquivalenzklasse von z heifit Orbit von = oder Bahn durch z. Fiir
jedes x € X ist G, = {g € G | gr = x} eine Untergruppe von G, die Standgruppe
oder Isotropiegruppe von x. Wegen G, = gG,g~' tritt mit einer Untergruppe
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auch jede konjugierte als Isotropiegruppe auf. Ist H C G Untergruppe, so heifit
X" ={z € X | hx =z fiir alle h € H} die H-Fizpunktmenge des G-Raumes X.

Seien X und Y G-Rdume und f: X — Y eine Abbildung. Sie heifit G-
Abbildung oder G-dquivariante Abbildung, wenn fir ¢ € G und x € X immer
gf(x) = f(gzx) gilt. Allgemein weist das Wort dquivariant auf eine Gruppen-
operation hin. Eine G-Abbildung f: X — Y induziert durch Ubergang zu den
Bahnen eine Abbildung f/G: X/G — Y/G, die stetig ist, falls f stetig war. Fiir
eine G-Abbildung f gilt immer G, C G,y und f(X#) C f(X)". Eine Teilmenge
A des G-Raumes X ist G-invariant oder G-stabil, wenn a € A und g € G immer
ga € A impliziert. Eine G-stabile Teilmenge A nennen wir auch G-Unterraum;
sie trigt eine stetige G-Operation (g, a) — ga.

Aus systematischen Griinden wére es besser, den Orbitraum einer Linksope-
ration mit G\ X und den einer Rechtsoperation mit X/G zu bezeichnen. Soweit
wir nur mit Linksoperationen zu tun haben, bleiben wir bei der Bezeichnung
X/G fur den Orbitraum.

Eine Operation heifit frei, wenn sdmtliche Isotropiegruppen trivial sind; effek-
tiv, wenn x +— gz fiir g # e niemals die Identitét ist; transitiv, wenn sie nur aus
einer Bahn besteht. Wir nennen [,;: X — X, x +— gx die Linkstranslation mit g.
Die Regeln l4l;, = Ly, und [, = id zeigen, dafl [, ein Homdomorphismus ist.

Sei X ein G-Raum, g € G, A C Gund B C X. Wir setzen ¢B = {gz | v € B}
und AB={gx | g€ A, x € B}.

(2.1) Satz. Seir:G x X — X eine G-Operation, A C G und B C X.
(1) Ist B C X offen, so auch AB C X.
(2) Die Quotientabbildung p: X — X /G ist offen.
(3) Sind A und B kompakt, so ist AB kompakt.
(4) Ist A kompakt, so ist die Einschrinkung von Ax X — X vonr eigentlich.
Ist auflerdem B abgeschlossen, so ist AB abgeschlossen.
Ist G kompakt, so ist p eigentlich.
Ist G kompakt und X separiert, so ist X/G separiert.
Sei G kompakt, A eine abgeschlossene G-stabile Teilmenge und U eine
Umgebung von A in X. Dann enthdlt U eine G-stabile Umgebung von A.

—~~
-~ O Ot
~— — —

BEWwEIS. (1) Es ist [,(B) offen, also auch (J,c,la(B). (2) Sei U C X offen.
Dann ist p~' (pU) = U, gU offen, also auch p(U). (3) A x B ist kompakt, also
auch AB = r(A x B). (4) Der Homéomorphismus A x X — A x X, (s,z) —
(s,sx) verwandelt r in die Projektion pr: A x X — X, und diese ist wegen
der Kompaktheit von A abgeschlossen. (5) Sei A C X abgeschlossen. Dann
ist p'p(A) = GA nach (3) abgeschlossen. Also ist p(A) nach Definition der
Quotienttopologie abgeschlossen. Die Urbilder von Punkten sind Bahnen, und
diese sind als stetige Bilder von G kompakt. (6) Mit p ist auch p x p eigentlich.
Also ist das Bild der Diagonale bei p x p abgeschlossen. (7) Sei U offen. Dann
ist p(X \ U) disjunkt zu p(A), denn andernfalls enthielten die Bahnen durch
A Punkte aulerhalb von U. Nach (6) ist X \ p~'p(X \ U) offen und eine in U
enthaltene G-stabile Umgebung von A. O
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(2.2) Satz. (1) Ist H eine Untergruppe der topologischen Gruppe G, so werde
die Menge G/H der Rechtsnebenklassen gH mit der Quotienttopologie beziiglich
der kanonischen Projektion p: G — G/H, g — gH versehen. Dann ist die Links-
translation l: GXxG/H — G/H, (x,gH) — xgH eine stetige Operation. Ein Raum
G/H mait der G-Operation des letzten Satzes heifst homogener Raum.

(2) Ein homogener Raum G/H ist genau dann ein Hausdorff-Raum, wenn H
in G abgeschlossen ist. Speziell ist G hausdorffsch, wenn {e} abgeschlossen ist.

(3) Ist H Normalteiler in G, so ist die Faktorgruppe G/H mit der Quotient-
topologie eine topologische Gruppe.

BEWEIS. (1) Wir gehen von der Relation pm = [(id xp) mit der Gruppenmul-
tiplikation m aus. Da p eine offene Abbildung ist, so ist auch id xp offen und
mithin eine Identifizierung. Da pm stetig ist, folgt die Stetigkeit von [.

(2) Wir verwenden 1(6.3). Die Quotientabbildung p: G — G/H stetig, surjek-
tiv und offen. Es gilt R = {(z,y) | p(x) = p(y)} = {(g9,9h) | g € G, h € H}.
Wegen der Stetigkeit von f:G x G — G, (z,y) — x 'y ist f~1(H) = R abge-
schlossen, falls H abgeschlossen ist. Die Umkehrung folgt mittels H = p~1(eH).

(3) Wie fiir (1). O

Ist X ein G-Raum und x € X, so induziert die Abbildung G — X, g — gz,
eine injektive stetige G-Abbildung G/G, — X, deren Bild die Bahn Gx durch x
ist. Im allgemeinen liegt kein Homéomorphismus vor, wohl aber, wenn G kompakt
und X separiert ist.

(2.3) Beispiele. Sei A eine G-stabile Teilmenge des G-Raumes X. Dann tragt
A/G die Teilraumtopologie von X/G. Insbesondere ist X¢ — X — X/G eine
Einbettung. Ist f: X — Y némlich offen, so sind auch alle Einschrankungen
f~Y(B) — B von f offen.

Ist X ein Raum mit abgeschlossenen Punkten, so sind die Isotropiegruppen
abgeschlossene Untergruppen, denn G, ist das Urbild von x bei der stetigen
Abbildung G — X, g — gx. Ist X ein Hausdorff-Raum, so sind Fixpunktmengen
abgeschlossen, denn X9 = {z € X | gx = x} ist das Urbild der Diagonale bei
X - XxX, oz (z,97) und X¥ = MNyerr X7

Sei H abgeschlossen in G. Dann ist G/H hausdorffsch, also F' = G/H* ab-
geschlossen. Folglich ist das Urbild {g € G | g7'Hg C H} in G abgeschlossen.
Ebenso ist auch der Normalisator NH = {g € G | g7'Hg = H} von H in G
abgeschlossen. <&

Eine Operation G x V' — V auf einem reellen (komplexen) Vektorraum V'
heifit reelle (komplexe) Darstellung, wenn alle Linkstranslationen lineare Abbil-
dungen sind. Nach Wahl einer Basis in dem n-dimensionalen Raum V ist eine
Darstellung durch einen stetigen Homomorphismus von G nach GL(n,R) oder
GL(n,C) gegeben. Ein Homomorphismus G — O(n) oder G — U (n) heiit ortho-
gonale oder unitdre Darstellung. Geometrisch wird eine orthogonale Darstellung
durch eine Operation G x V' — V' mit invariantem Skalarprodukt (—, —) gege-
ben. Das Skalarprodukt heifit dabei invariant, wenn (gv, gw) = (v, w) fiir alle
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g € Gund v,w € V gilt. In einer orthogonalen Darstellung ist die Einheitssphére
S(V)={v e V| (v,v) =1} G-stabil.

(2.4) Beispiel. Die Matrizenmultiplikation GL(n,R) x R" — R" liefert die
Standarddarstellung. Durch Einschrinkung auf eine Untergruppe erhalten wir
die Standarddarstellung dieser Untergruppe. Durch Matrizenmultiplikation er-
halten wir auf diese Weise auch eine Operation SO(n + 1) x S™ — S™. Die
Standgruppe von e; = (1,0,...,0) ist zu SO(n) kanonisch isomorph und werde
mit dieser Gruppe identifiziert. Wir erhalten einen SO(n + 1)-Homdomorphis-
mus SO(n+1)/SO(n) = S™. Ahnlich gewinnt man U (n + 1)-Homoomorphismen
Un+1)/U(n) = §20+1, o

Ist E ein Raum mit linker G-Operation und F' einer mit rechter G-Operation,
so wird mit F' X5 E der Orbitraum der Operation

Gx(FxE)—>FxE, (9,29 (zg~", gy)

bezeichnet. Eine G-Abbildung f: F; — FE, induziert eine stetige Abbildung
F xXqg fiF xqg E1 — F Xg Ey der Orbitraume, auf Reprisentanten durch
(z,y) — (z, f(y)) gegeben. Trigt F auflerdem eine linke K-Operation, die mit
der G-Operation vertauschbar ist (das heifit k(zg) = (kz)g), so wird auf F' x5 E
durch (k, (z,y)) — (kz,y) eine K-Operation induziert. Das lafit sich insbeson-
dere anwenden, wenn F' = K ist, G eine Untergruppe von K und die fraglichen
Operationen durch Translation gegeben sind. Die Zuordnungen £ — K X E und
f — K xq f liefern einen Funktor von G-Raumen zu K-Raumen. Wir bezeichnen
diesen Funktor als Induktion

indy: G-TOP — K-TOP.
Er ist linksadjungiert zum Funktor Restriktion
ressy: K-TOP — G-TOP,

bei dem ein K-Raum durch Strukturvergessen als G-Raum aufgefafit wird. Die
natiirliche Adjunktionsisomorphie

Homg (ind% X,Y) 2 Homg (X, res5 V)

ordnet einer G-Abbildung f: X — Y die K-Abbildung (k,x) — kf(z) zu; in der
umgekehrten Richtung schrinkt man eine Abbildung auf X = GxgX C K xgX
ein.

Ist X ein K-Raum, so ist K xg X — K/G x X, (k,z) — (kG, kx) ein K-
Homo6omorphismus.
(2.5) Aufgaben und Erginzungen.
1. Die Spur SU(2) — [-2,2], A — Spur(A) ist konjugationsinvariant und induziert

einen Hombomorphismus des Orbitraumes der Operation

SU(2) x SU(2) — SU(2), (A,B)+— ABA™!
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auf [—2,2].

2. Die zyklische Gruppe G = Z/m C S' der m-ten Einheitswurzeln operiere auf C
durch (¢, z) — (z. Die Abbildung p: C — C, z — 2™ 148t sich iiber die Orbitabbildung
C — C/G faktorisieren und induziert einen Homéomorphismus C/G = C.

3. Die Darstellung R* x R? — R2, (¢, (z,y)) — (tx,t"'y) der multiplikativen Gruppe
R* besitzt kein invariantes Skalarprodukt. Der Orbitraum ist nicht hausdorffsch. Die
Bahnen sind Untermannigfaltigkeiten, aber nicht alle abgeschlossen. Der Nullpunkt
hat keine beschrinkte R*-stabile Umgebung. Nimmt man den Nullpunkt heraus, so ist
die Operation frei, die Bahnen sind abgeschlossen, der Orbitraum nicht hausdorffsch;
der Orbitraum ist lokal euklidisch (die Gerade mit 2 Nullpunkten).

4. Sei G eine topologische Gruppe und seien X und Y G-Raume. Mit C(X,Y") werde
der Raum der G-Abbildungen X — Y mit der KO-Topologie bezeichnet. Sei G kom-
pakt und H C G eine abgeschlossene Untergruppe. Dann gibt es einen kanonischen
Homé&omorphismus X# = Cq(G/H, X).

5. Sei X ein kompakter Hausdorfl-Raum. Sei H(X) die Gruppe der Homéomorphis-
men von X mit der Zusammensetzung als Verkniipfung. Dann ist H(X) mit der KO-
Topologie eine topologische Gruppe und H(X) x X — X, (f,z) — f(x) eine stetige
Operation.

6. Der Raum C(S!, S1) mit KO-Topologie wird eine topologische Gruppe, wenn man
als Verkniipfung die punktweise Multiplikation der Abbildungen verwendet.

7. Es gibt zwei stetige Homomorphismen e:C(S1,S') — St f — f(1) und
d:C(S',SY) — 7Z, f +— Grad(f). Sei M°(S') der Kern von (e, d). Sei f,: S* — S, z
z". Der Homomorphismus

5:81 x 7 — (S, 91, (a,n) — af,
ist stetig. Die Abbildung
MO(8Y) x (8 x Z) — C(8',8Y),  (f,(a,n)) = f-s(a,n)

ist ein Isomorphismus von topologischen Gruppen. Aus der Uberlagerungstheorie
(Hochheben iiber R — S, t s exp(it)) folgt, da M°(S') isomorph zum Raum V
der stetigen Funktionen ¢: R — R mit ¢(0) = 0 und ¢(z+27) = ¢(z) ist oder, dquiva-
lent, zum Raum der stetigen Funktionen a: S' — R mit (1) = 0. Der Raum V trigt
die Supremum-Norm und die induzierte KO-Topologie.

Aus dem angegebenen Isomorphismus folgt, daB C(S',S') eine unendlich-
dimensionale Mannigfaltigkeit ist.
8. Sei M(S') die Gruppe der Homdomorphismen S' — S vom Grad 1 mit KO-
Topologie. Jedes Element A € S! liefert den Homéomorphismus fy:z — Az. Damit
wird S! eine Untergruppe von M (S'). Sei M;(S') die Untergruppe aller Homéomor-
phismen f mit f(1) = 1. Dann ist

Sl X Ml(Sl) - M(Sl)v ()‘7 h’) = f)\ oh
ein Homomorphismus. Nach Hochhebungstheorie ist M;(S!) homdomorph zum Raum
H aller Homdomorphismen f:[0, 1] — [0, 1] mit f(0) = 0. Der Raum H ist zusammen-
ziehbar; eine Kontraktion wird durch fi(x) = (1 —t) f(x) + ta geliefert. Folglich ist die

Inklusion S* — M (S?) eine Homotopieiiquivalenz. Der Raum H (S!) aller Homéomor-
phismen von S ist zu O(2) homotopiesquivalent.
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3 Projektive Riume

Viele wichtige Rdume in der Geometrie sind homogene Raume. Wir behandeln
als Beispiel die projektiven Raume.

Sei P(R™"!) = RP" die Menge der eindimensionalen Unterrdume des Vektor-
raums R"". Ein eindimensionaler Unterraum V wird durch z € V' \ 0 aufge-
spannt. Genau dann spannen x und y denselben Unterraum auf, wenn fiir ein
A € R* =R\ 0 die Gleichung = \y gilt. Wir betrachten deshalb auf R"*1\ 0
die Aquivalenzrelation

r~y < esgibt A€ R* sodal = \y.

Wir sehen P(R"*1) als Menge der Aquivalenzklassen an. Mit anderen Worten:
P(R™1) ist der Orbitraum der Operation

R* x (R"™\ 0) — R™™\ 0, (\z)— Az

Die Quotientabbildung p: R"*!\ 0 — P(R"™) benutzen wir dazu, P(R™"!) mit
der Quotienttopologie zu versehen. Wir setzen p(zo,...,x,) = [Zo,...,Z,] und
nennen o, ..., &, die homogenen Koordinaten des Punktes [z, ..., ;).

In analoger Weise wird die Menge P(C"™!) = CP™ der eindimensionalen kom-
plexen Unterrdume des C"*! als Orbitraum der Operation

C* x (C"\0) — C"™\0, () 2)+— Az
angesehen. Wir haben wiederum eine Quotientabbildung
p:C"MN 0 — P(C"™),  (20,...,20) = [20,- .., 2n).

Wir beschreiben die projektiven Rdume noch in anderer Weise als Orbitraume.
Die Untergruppe G = {#1} C R* operiert auf S" C R™" durch (\,z) — Az
(antipodische Involution genannt). Die Inklusion i: S — R™™! induziert eine ste-
tige Abbildung ¢: S"/G — (R™"!\ 0)/R* der Orbitriume, die nach Konstruktion
bijektiv ist. Die Abbildung j:R"™ \ 0 — S" + |z|7l2 induziert eine stetige
Umkehrabbildung. Der Quotient S™/G ist kompakt, weil S™ kompakt ist. Nach
(12.1) ist der Quotient ein Hausdorff-Raum. Der CP™ wird analog behandelt.
Allerdings muB hier die Operation S! x S?"+1 — §2n+l () 2) — Az von S! auf
der Einheitssphiire S?"™!1 C C"*! \ 0 verwendet werden.

Projektive Rdume lassen sich als homogene Raume auffassen. Wir betrach-
ten die Operation von O(n + 1) auf R"*' durch Matrizenmultiplikation. Ist
V € P(R™!) ein eindimensionaler Unterrraum und A € O(n + 1), so ist AV €
P(R™1). Dadurch erhalten wir eine Operation O(n + 1) x P(R*™!) — P(R"*1).
Die Operation ist transitiv. Die Standgruppe des von (1,0, ...,0) = e; erzeugten
Unterraums F; besteht aus allen Matrizen der Form

(8 g) A€ 0(1), BeO(n).
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Wir fassen diese Matrizen als Untergruppe O(1) x O(n) von O(n+ 1) auf. Durch
A +— Ae; wird ein O(n + 1)-dquivarianter Homéomorphismus

b:0(n+1)/0(1) x O(n) = P(R™)

induziert. Die Operation von O(n + 1) auf P(R™*!) ist stetig, was aus der Ste-
tigkeit der Operation O(n + 1) x (R™™\ 0) — R™*\ 0 und der Definition der
Quotienttopologie leicht folgt. Also ist b eine bijektive stetige Abbildung eines
kompakten Raumes in einen hausdorffschen Raum. In gleicher Weise wird ein
U(n + 1)-dquivarianter Homdomorphismus U(n + 1)/U(1) x U(n) = P(C"*)
gewonnen.

4 Eigentliche Operationen

Eine Operation p: G x X — X heif}t eigentlich, wenn die zugehorige Abbildung
0 =0,GxX — X xX, (g9,x) — (x,gz) eigentlich ist. Das Bild R von 6 ist
der Graph der Orbitrelation und besteht aus den (x,y) in derselben Bahn. Wir
nennen die Operation schwach eigentlich, wenn ¢: G x X — R, (g,x) — (z, gx)
eigentlich ist.

(4.1) Notiz. FEine Operation ist genau dann eigentlich, wenn sie schwach ei-
gentlich ist und R in X X X abgeschlossen.

BEWEIS. Ist 6 eigentlich, so ist das Bild R abgeschlossen. Ist j: R C X x X
abgeschlossen, so ist j eigentlich und deshalb auch 6 = j o 8’ eigentlich. O

(4.2) Notiz. Operiert G eigentlich auf X, so ist X/G ist hausdorffsch. Ist fer-
ner G hausdorffsch, so auch X.

BEWEIS. Da 6 eigentlich ist, so ist R = Bild# in X x X abgeschlossen, und die
Behauptung folgt mit 1(6.3) und (2.1.2). Ist {e} C G abgeschlossen, so ist i: X —
G x X,z — (e,x) ein Homéomorphismus auf eine abgeschlossene Teilmenge.
Nach 11(6.4)(6.5) ist 6 o i eigentlich; das Bild ist die Diagonale von X, die also
abgeschlossen ist. O

(4.3) Satz. Operiert G eigentlich auf X, so gilt:

(1) w:G — X, g+ gx ist eigentlich.

(2) G, ist fir alle x € X kompakt.
(3) Die kanonische Abbildung '": G/G, — Gz ist ein Homdéomorphismus.
(4)

4) Gz ist in X abgeschlossen.

BEwEIs. (1) (2) Esist 07'({z} x X) = G x {z}. Nach I1(6.6) ist deshalb G x
{z} — {z} x X, (9,7) — (z,gz) eigentlich und folglich G, = w™!(x) kompakt.
(3) Wir haben die eigentliche Komposition

w:G— GG, — Gr — X.
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Die erste Abbildung ist surjektiv, die dritte injektiv, also ist w’ eigentlich und
nach I1(6.5) ein Homéomorphismus. (4) Es ist Gz als Bild der eigentlichen Ab-
bildung w abgeschlossen. O

(4.4) Satz. Fine freie G-Operation auf X ist genau dann schwach eigentlich,
wenn die Translationsabbildung t: R — G, (z,gx) — g stetig ist. Letzteres ist
dquivalent dazu, daf$ 8" ein Homdoomorphismus ist.

BEWEIS. Da G frei operiert, ist € injektiv und ¢ wohldefiniert. Die stetige Abbil-
dung 0" hat ¥": R — Gx X, (z,y) — (t(z,y), z) als mengentheoretisches Inverses.
Es ist ¢/ genau dann stetig, wenn ¢ stetig ist. Es ist deshalb 6’ genau dann ein
Homoomorphismus, wenn ¢ stetig ist. O

Zu jeder freien Rechtsoperation auf £ und jedem G-Linksraum F' haben wir
ein kommutatives Diagramm

T
Exp P E
P P
q
ExgF EJG.

Hierin sind P und p Orbitabbildungen und ¢ = pry /G.

(4.5) Folgerung. Jede Gruppe operiert eigentlich auf sich selbst durch Links-
translation. O

(4.6) Satz. Die freie Operation auf E ist genau dann schwach eigentlich, wenn
fiir alle G-Rdaume F das vorstehende Diagramm. ein Pullback ist.

BEWEIS. Wir vergleichen das Diagramm mit dem kanonischen Pullback
b

X _— E
a p
q
E xg F E/G,

worin X = {((x, f),y) € (ExXgF)xE | p(x) = p(y)} und a = pry, b = pry ist. Es
gibt dann genau eine Abbildung A: E X F' — X mit b\ = pry, aA = P, in Formeln
Mz, f) = ((z, f), x). Das fragliche Diagramm ist genau dann ein Pullback, wenn
A ein Homoomorphismus ist. Sei dieses fiir den linken G-Raum G der Fall. Wir
haben den Homéomorphismus E X G — FE, (x,g) — xg. Er verwandelt ¢ in p,
X in R und A in (z,9) — (xg,x). Letzteres ist, in anderer Notation €. Ist also
das Diagramm fiir F' = G ein Pullback, so ist 6’ ein Homéomorphismus.
Sei umgekehrt die Operation schwach eigentlich. Die Abbildung

i X ={((, f)y) [ p) =p)} = ExF, ((@.f).y) = (g, t(z,9)7"f)

ist stetig. Man verifiziert, dafl ji eine Abbildung u: X — E x F induziert. Es ist
pA\(z, f) = pl(z, f),2) = (2,67 (2, 2)f) = (2., ).
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Also ist p eine Umkehrung von A. O

(4.7) Satz. Sei die freie G-Operation auf E schwach eigentlich. Die Schnitte
von ¢: E xg F — E/G entsprechen den Abbildungen f: E — F mit der Figen-
schaft f(xg) = g~  f(z); dabei wird f der Schnitt sy:x — (z, f(x)) zugeordnet.

BEWEIS. Esist klar, dafl s ein stetiger Schnitt ist. Sei umgekehrt s: B — ExgF
ein stetiger Schnitt. Wir verwenden das Pullbackdiagramm gem8 (4.5). Es lie-
fert uns zu dem Schnitt s einen induzierten Schnitt ¢ von pry, der aufgrund
der universellen Eigenschaft eines Pullbacks durch die Bedingungen pr, ot =
id, P ot = s o p eindeutig bestimmt ist. Sei f = pryot: £ — F. Es gilt
pryt(zg) = g = pry(t(x)g), weil t ein Schnitt und pry; eine G-Abbildung ist.
(Die Operation auf E x F ist hier von rechts (e, f,g) — (eg,g7'f).) Es gilt
Pt(xg) = sp(xg) = sp(x) = Pt(z) = P(t(x)g), weil ¢t induzierter Schnitt und
P eine Orbitabbildung ist. Da ¢(xg) und t(x)g dasselbe Bild bei P und pr; ha-
ben, sind diese Elemente gleich, und durch Anwenden der G-Abbildung pr, folgt
schliefllich f(zg) = g1 f(x). O

(4.8) Satz. Sei die freie G-Operation auf E schwach eigentlich. Dann ist
p:E — E/G = B genau dann isomorph zu pr: B x G — B, wenn p einen
Schnitt hat.

BEWEIS. Sei s ein Schnitt von p. Dann sind B x G — E, (b,g) — s(b)g und
E — B x G,z — (p(x),t(spz,z)) zueinander inverse G-Homoomorphismen,
die mit den Projektionen auf B vertrdglich sind. Umgekehrt hat pr sicher einen
Schnitt und damit auch die dazu isomorphe Abbildung p. O

(4.9) Satz. Seien X undY freie G-Riume und ®: X — Y eine G-Abbildung.
Ist ¢ = ®/G ein Homdomorphismus und Y schwach eigentlich, so ist ® ein
Homdomorphismus.

BEWEIS. Zunichst folgt, dafl auch X schwach eigentlich ist, weil die Trans-
lationsabbildung von X aus derjenigen von Y durch Komposition mit ¢ x ¢
hervorgeht. Wir haben eine Umkehrabbildung ¥:Y — X zu konstruieren. Sie
entspricht geméf (4.7) einem Schnitt von 7y: (Y x X)/G — Y/G. Wir haben
den Schnitt s:x — (z, ®(x)) von 7x: (X x Y)/G — X/G. Sei ¢ die stetige Um-
kehrung von ¢. Mit der Vertauschung der Faktoren 7: (X xY)/G — (Y x X)/G
bilden wir ¢ = 7 o s 0 ¢p. Man rechnet nach, daf§ ¢ ein Schnitt von 7y ist. O

(4.10) Satz. Seir:E x G — G eine freie Operation der diskreten Gruppe G.
Dann sind dquivalent:
(1) Zu jedem x € E gibt es eine offene Umgebung U, so daff UNUg = () ist
fiir alle g # e.
(2) t7'(e) ist offen in R.
(3) t ist stetig.
(4) Die Operation ist schwach eigentlich.
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BEWEIS. (1) = (2). Sei (z,y) € t"(e), also x = y. Sei U offene Umgebung von
x nach (1). Dann ist (U x U) N R C t~!(e), denn (u,ug) € U x U impliziert
ug € U NUg, was nur fiir ¢ = e moglich ist.

(2) = (1). Es ist t(z,2) = e. Da t7!(e) offen ist, gibt es eine offene Umgebung
U von zin E, sodal (UxU)NC Ct(e)ist. Sei UNUg # (), etwa v = ug fiir
u,v € U. Dann ist (u,v) = (u,ug) € (U x U)NC, also t(u,ug) = g =e.

(2) & (3) Fiir h € G sei Ry: R — R, (x,y) — (z,yh) und r,: G — G, g — gh.
Dann gilt tRy = 74t. Da Ry, und r, Homdomorphismen sind, ist mit ¢~!(e) auch
t~1(h) offen.

(3) < (4) Das wissen wir aus (4.4) 0

Wir nennen eine Operation bldtternd, wenn sie die Eigenschaften (1) — (4) des
letzten Satzes hat. Der Orbitraum einer freien blatternden Operation ExG — E
ist genau dann hausdorffsch, wenn die Menge R in E x E abgeschlossen ist, wenn
also die Operation eigentlich ist.

(4.11) Satz. Sei G x X — X eine eigentliche Operation, H C G eine abge-
schlossene Untergruppe, A C X eine G-stabile Teilmenge. Dann sind die Ein-
schrinkungen H x X — X und G x A — A eigentlich.

BEWEIS. Diese Aussagen folgen mit 11(6.4)(6.5). O

(4.12) Wir sagen, eine Operation G x X — X habe kompakte Wiederkehr, wenn
gilt: Zu jedem Paar (z,y) € X x X gibt es offene Umgebungen V, und V,, von z
und y, so daBl {g € G| gV, NV, # 0} in einer kompakten Menge K C G liegt.<&

(4.13) Satz. Sei G x X — X eine Operation mit kompakter Wiederkehr. Dann
ist 0 abgeschlossen, also insbesondere R abgeschlossen und X /G hausdorffsch. Ist
auflerdem X ein Ty-Raum, so ist die Operation eigentlich.

BEWEIS. Sei A C G x X abgeschlossen. Um 0(A) als abgeschlossen nachzuwei-
sen, miissen wir nach II(4.1) fiir jedes in X x X konvergente Netz (z;,y;) von
Punkten aus 6(A) zeigen, dafl der Grenzwert in 0(A) liegt. Sei (z,y) = lim(z;, y;)
und y; = g;x; mit (g;,z;) € A. Wir wihlen Umgebungen V,, und V;, von z und y
und eine kompakte Menge K nach (4.12). Wir kénnen z; € V, und y; € V,, an-
nehmen. Dann liegt g; in K, und da K kompakt ist, gibt es ein in K konvergentes
Teilnetz, wiederum (g;) genannt. Ist g = lim g;, so gilt (¢, z) = lim(g;, x;) € A,
da A abgeschlossen ist, und aus der Stetigkeit von 6 folgt (z,vy) = 6(g,x). Also
ist O(A) abgeschlossen.

Das Urbild 7 !(z,y) = D x {z}, mit D = {g € G | g = y} C K, ist
homdomorph zu einer Nebenklasse der Standgruppe G, also homéomorph zu
G.. Hat X (also auch X x X)) abgeschlossene Punkte, so ist D abgeschlossen im
kompakten Raum K, also kompakt. O

(4.14) Notiz. Sei X/G hausdorffsch. Dann hat die Operation genau dann kom-
pakte Wiederkehr, wenn jeder Punkt x € X eine Umgebung V, besitzt, so dafs
{g€ G| gV.NV, %0} in einer kompakten Menge K C G liegt.
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BEWEIS. Da X/G hausdorffsch ist, also R = Bild§ abgeschlossen, gibt es fiir
Punkte = und y, die nicht in derselben Bahn liegen, offene Umgebungen V, und
Vy, so daB8 (V, x V,) N R = ) ist. Dann ist auch {g € G | gV, NV, # 0} leer.
Ist {ge G| gV,NV, # 0} C K und ist y = hx, h € G, so folgt die Inklusion
{9 G| gVeNRhV, #0} C hK. O

(4.15) Satz. Operiere G eigentlich auf X. Sei G lokal kompakt. Dann hat die
Operation kompakte Wiederkehr.

BEWEIS. Sei U C G eine beliebige Teilmenge, die in einer kompakten Teilmenge
K von G enthalten ist. Angenommen, die Operation habe keine kompakte Wie-
derkehr. Nach (4.14) gibt es deshalb zu jeder Umgebung V von z ein gy ¢ U und
ein xy € V, so dafl gyxy € V ist. Da 6 eigentlich ist, gibt es nach der Version
von I1(6.9) fiir Netze ein konvergentes Teilnetz (g;, z;).

Der Limes hat wegen der Stetigkeit von # die Form (g, ) mit g € G,. Da G,
kompakt ist (4.3), wird G, von endlich vielen Mengen hW iiberdeckt, wobei W
eine offene Umgebung von e ist, die in einer kompakten Menge L enthalten ist (da
G lokal kompakt ist). Wir konnen deshalb die noch nicht spezifizierte Menge U
als offene Umgebung von G, wihlen. Es folgt der Widerspruch g € G, g ¢ U.O

Aus (4.13,14,15) folgt nun:

(4.16) Korollar. Fine lokal kompakte Gruppe operiert genaun dann eigentlich
auf einem T1-Raum, wenn sie kompakte Wiederkehr hat. O

(4.17) Satz. Die diskrete Gruppe G operiere mit kompakter Wiederkehr auf
dem Hausdorff-Raum X. Dann sind die Isotropiegruppen G, endlich. Ferner
gilt: Jeder Punkt x € X hat eine G,-stabile offene Umgebung U mit den Eigen-
schaften:
(1) Fiirg ¢ G, ist UnNgU = (.
(2) Die durch die Inklusion U C X induzierte Abbildung U/G, — X/G ist
ein Homdéomorphismus auf eine offene Teilmenge.

BEWEIS. Da G diskret ist, sind kompakte Mengen in G endlich. Zu jedem Paar
z,y € X gibt es deshalb offene Umgebungen V;, V,,, so dal {g € G | gV,NV, # 0}
endlich ist. Insbesondere ist G, C {g € G | gV, NV, # 0} endlich.

Sei Uy eine offene Umgebung von z, so daB K = {g € G | gUy N Uy # 0}
endlich ist. Seien g, ..., g, die Elemente von K \ G,. Die Punkte z; = g;z sind
dann von x verschieden. Da X hausdorffsch ist, gibt es offene Umgebungen V;
von x und V' von z;, die disjunkt sind. Sei U; = V; N g; 'V/. Das ist eine offene
Umgebung von z, und es gilt U;Ng;U; C V;NV/ =0. Sei U' = UyNU1N...NU,.
Das ist eine offene Umgebung von x mit U’ N gU’ = 0 fiir g ¢ G,. Die offene

Umgebung
U= () gU
g€Gy
von z ist Gy -stabil, und es gilt U N gU = ( fir g ¢ G,. Nach Konstruktion ist
U/G, — X/G injektiv, stetig und offen. 0
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Nach (4.13) ist die Operation im voranstehenden Satz eigentlich, der Orbit-
raum also auch hausdorffsch. Nach (4.15) l&8t sich der letzte Satz auf jede ei-
gentliche Operation einer diskreten Gruppe anwenden.

(4.18) Satz. Es sei p:G x X — X eine eigentliche Linksoperation. Ferner sei
X X K — X eine damit vertauschbare Rechtsoperation einer kompakten Gruppe
K. Seip: X — X/K die Orbitabbildung und p:G x X/K — X/K die induzierte
Operation, die p G-dquivariant macht. Dann ist p eine eigentliche Operation.
Insbesondere ist die Operation von G auf G/K eigentlich.

BEwEIS. Wir haben ein kommutatives Diagramm

0o

GxX X x X

id xp pXp

p

Gx X/K —— X/K x X/K.

Die senkrechten Pfeile sind Orbitabbildungen kompakter Gruppen und deshalb
eigentlich. Nach I1(6.4) ist 6, eigentlich. Wegen (4.5) operiert jede Gruppe ei-
gentlich auf sich selbst durch Linkstranslationen. O

(4.19) Satz. Die topologische Gruppe G sei hausdorffsch, lokal kompakt und
habe eine abzihlbare Basis. Ser X ein lokal kompakter Hausdorff-Raum und
G x X — X eine transitive Operation. Dann ist fir jedes x € X die Abbil-
dung b:G — X, g v gz offen und die induzierte Abbildung b:G/G, — X ein
Homdomorphismus.

BEWEIS. Ist b offen, so folgt, daB b ein Hom6omorphismus ist. Sei W eine Um-
gebung von e, (B; | i € N) eine abzihlbare Basis und g;' € B;. Ist g € G, so
gibt es ein j mit B; C Wg™!. Es folgt g € g;W. Also iiberdecken die g;W die
Gruppe.

Sei V. C G offen, g € V. Es gibt eine kompakte Umgebung W von e, so
daB W = W~ und ¢W? C V. Es ist G Vereinigung der g;W. Da die Ope-
ration transitiv ist, gilt X = (Jg;Wz. Da W kompakt ist und b stetig, so ist
g9;Wx kompakt und deshalb abgeschlossen in X. Nun gilt: Ist der lokal kompak-
te Hausdorff-Raum abzihlbare Vereinigung abgeschlossener Mengen M,,,n € N,
so enthélt mindestens eine der Mengen M,, innere Punkte I1(5.4). Deshalb enthélt
ein g;Wx einen inneren Punkt und folglich enthélt Wz einen inneren Punkt wz.
Dann ist = innerer Punkt von w™'Wax C W2z und somit gx = p(g) ein innerer
Punkt von gW?2x C Vx = p(V). Mithin ist p offen. O

Wir betrachten nun allgemeiner Operationen der lokal kompakten, hausdorft-
schen Gruppe GG mit abzéahlbarer Basis auf dem lokal kompakten Hausdorffraum
X. Aus (1.4) und (4.18) folgt dann:

(4.20) Satz. Ein Orbit ist genau dann lokal kompakt, wenn er lokal abgeschlos-
sen ist. Ist er lokal abgeschlossen, so ist er also ein homogener Raum nach der
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Standgruppe eines seiner Punkte. Da andererseits G, abgeschlossen ist, so ist
G /G, immer lokal kompakt und hausdorffsch. Deshalb sind also nur in diesen
Fillen die Bahnen homogene Rdume. O

(4.21) Folgerung. Sei o:G — H ein stetiger surjektiver Homomorphismus
zwischen lokal kompakten, hausdorffschen Gruppen. Hat G eine abzihlbare Bastis,
s0 ist @ offen und induziert einen Homdéomorphismus G /Kernyp = H. O

(4.22) Aufgaben und Erginzungen.

1. Die Gruppe SL(2,R) operiert auf der oberen Halbebene H = {z = = + iy € C |

y > 0} durch
ab az+b
z) — )
cd)’ cz+d
ab

Die Standgruppe des Elementes ¢ besteht aus den Matrizen A = (C d) mit ai + b =
i(ci+d), a=d, b= —c, ad —bc = a*> +b? = 1, ist also gleich SO(2). Die induzierte
Bijektion SL(2,R)/SO(2) = H ist ein Homdomorphismus. Also operiert SL(2,R)
eigentlich auf H.

Sei I' € SL(2,R) diskret. Eine solche Gruppe heifit Fuchssche Gruppe. Der Orbit-
raum "\ H ist in kanonischer Weise eine Riemannsche Flidche. Die Menge der Punkte

mit nichttrivialer Standgruppe ist diskret. Die Standgruppen sind zu Untergruppen von
SO(2) konjugiert, also endliche zyklische Gruppen. Man kann zeigen, daf} in geeigneten
lokalen Koordinaten die Standgruppe wie eine Drehung operiert. Es ist H — I'\ H eine
verzweigte Uberlagerung im Sinne der Funktionentheorie.

2. Sei die Operation schwach eigentlich. Dann gelten (4.3) (1)-(3).

Ein wichtiges beweistechnisches Hilfsmittel zur Untersuchung Liescher (und
allgemeiner: lokal kompakter) Gruppen ist das invariante (Haarsche) Integral.
Fiir kompakte Liesche Gruppen G gewinnt man es aus der bekannten Integrati-
onstheorie von Differentialformen wie folgt. Man wihlt eine Determinantenform
w(e) auf dem Tangentialraum 7.G und transportiert diese vermoge des Diffe-
rentials der Linkstranslation mit g auf den Raum T,G. Das Resultat ist eine
glatte Volumenform w auf G. Durch Multiplikation mit einem Skalar kann man
/. ow = 1 erreichen. Ist f:G — R eine stetige Funktion, so wird das invariante
Integral [, f(g)dg als Integral [, fw iiber die Differentialform fw erklirt. Das
Integral heifit linksinvariant, weil die Funktionen g — f(hg), h € G alle dasselbe
Integral haben. Fiir eine kompakte Gruppe ist ein linksinvariantes Integral auch
rechtsinvariant, denn f — fG f(gh)dg ist ebenfalls ein linksinvariantes Integral,
also von der Form A(h) [, f(g)dyg fiir eine positive Zahl A(h). Dadurch wird ein
Homomorphismus A: G — R definiert, der wegen der Kompaktheit von G trivial
sein muf}. Fiir Einzelheiten siehe [?].

Eine wichtige Anwendung des invarianten Integrals ist die Existenz invarianter
Skalarprodukte in Darstellungsraumen V. Ist b: V' x V' — R ein Skalarprodukt,
so ist

(v,w) = /Gb(gv, gw)dg
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ein invariantes Skalarprodukt. Ist U ein G-stabiler Unterraum von V, so ist U,
das orthogonale Komplement beziiglich des invarianten Skalarproduktes, wieder

G-stabil.
PRPPPVPPVVPPY?

Wir benutzen die Methode der Transformationsgruppen, um weitere Resultate
iiber projektive Rdume herzuleiten. Die komplexe Konjugation

(423) T: CPQ - (CPZ, [20, 21, ZQ] — [20, Z_l, 52]
liefert eine Operation der Gruppe Z/2. Sei S = CP?/7 der Orbitraum.
(4.24) Satz. Der Orbitraum S ist homdomorph zur Sphire S*.

Wir geben einen auf Massey [?] zuriickgehenden Beweis. Er wird durch einige
Hilfssétze vorbereitet. Zunéchst verifiziert man:

(4.25) Notiz. Durch t: CP' — CP!, [xg,z1] — [Z1, —To| wird eine freie Invo-
lution auf CP' definiert. O

Auf CP! x CP! betrachten wir die Operation der Gruppe D, die von der
Vertauschung v: (z,y) — (y,z) und den beiden freien Involutionen (4.2) auf den
Faktoren erzeugt wird.

(4.26) Notiz. Die Gruppe D ist die Diedergruppe Dg der Ordnung 8.

BeEwEIS. Die Gruppe Dg hat die Priasentation
Dg=(Av|A*=1=v* vAv !t =A"").

Fiir A verwenden wir A:(x,y) — (ty,x). Man verifiziert dann zusammen mit
dem obigen v die Relationen. O

Wir verwenden die folgenden Untergruppen von D, die durch die Wirkung auf
ein allgemeines Element (x,y) beschrieben werden.

L = (v)~7/2 1(z,9), (y,7)}
K 2 Z/2x1Z)2 {(x,y), (tx,y), (tz, ty), (z, ty)}
H = (A%wv)=2Z/2xZL[2 {(z,y), (tz, ty), (y, x), (ty, tx)}.
Esist L C H.

Ist X ein topologischer Raum und X" das r-fache kartesische Produkt von
X mit sich selbst, so operiert die symmetrische Gruppe S, auf X durch Vertau-
schung der Faktoren. Der Orbitraum SP"(X) = X" /S, heiit r-te symmetrische
Potenz von X.

(4.27) Satz. SPT(CP') ist kanonisch homdomorph zu CP".

BEWEIS. Der Satz spiegelt die Zerlegung eines Polynoms in Linearfaktoren wie-
der. (Polynome, die sich um einen konstanten Faktor unterscheiden, werden iden-
tifiziert.) Ein Punkt [a,b] € CP! werde mit der entsprechenden Aquivalenzklasse
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ax + by dieses linearen Polynoms identifiziert. Allgemein wird [ag, a1, . .., a,] €
CP" mit der Klasse des homogenen Polynoms vom Grad r

apr” + ax" Y+ 4 ay”
identifiziert. Ein Homdomorphisms SP"(CP') — CP" wird durch das Produkt

(ajz+bjy|j=0,...,7) |—>H (a;x + bjy)

induziert. Diese Abbildung ist wohldefiniert und faktorisiert iiber den Orbitraum
SPT(CPY). Jedes Polynom 148t sich in Linearfaktoren zerlegen, deshalb ist die
Abbildung surjektiv. Die Zerlegung in Linearfaktoren ist bis auf die Reihenfolge
der Faktoren und skalare Multiplikation eindeutig, deshalb ist die Abbildung in-
jektiv. Da ein kompakter Raum in einen hausdorffschen abgebildet wird, handelt
es sich um einen Homéomorphismus. O

Im Falle n = 2 wird der vorstehende Homoéomorphismus durch

(4.28) a:CP' x CP' — CP?,  [z0, 71, [Y0, v1] = [Zovo, Toy1 + 190, T191]

induziert. Man rechnet nach:

(4.29) Notiz. Die Abbildung t x t wird durch « in die Involution
7:CP? — CP?,  [20,21,22) — [22, — 71, Z0)
transformiert, das heif$t es gilt a(t X t) = Ta. O

Die Konjugation 7 aus (4.7) ist durch Basiswechsel in die anfangliche Konju-
gation 7 aus (4.1) iiberfiihrbar. Der Automorphismus

Y- [Z(), 21, 22] = [Z() + 29, iZl, i(ZO — 22)]

leistet dies, es gilt vo 7 = 7 o~. Dahinter steckt die folgende allgemeine Aussage
aus der linearen Algebra. Eine konjugiert-lineare Abbildung J: C" — C" mit
J? = id heiBt reelle Struktur auf C". Sind J; und J, reelle Strukturen auf C*, so
gibt es einen linearen Automorphismus f: C" — C", der fJ; = Jof erfiillt.

Vermége des Isomorphismus (4.5) a: (CP! x CP')/L = C? wird die H/L-
Operation also bis auf einen linearen Automorphismus 7 in die Konjugation 7
iiberfithrt. Demnach folgt (4.2) aus

(4.30) Satz. Der Orbitraum (CP' x CP')/H ist homéomorph zu S*.

Zum Beweis dieses Satzes notieren wir zunachst:

(4.31) Notiz. D/H operiert frei auf CP' x CP')/H. Demnach ist (CP' x
CPY)/H — (CP' x CPY)/D eine nichttriviale zweifache Uberlagerunyg.

BEWEIS. Die Freiheit verifiziert man. Die Uberlagerung ist nichttrivial, weil der
Totalraum zusammenhéngend ist. O
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Die Gruppe D/K wird von v erzeugt. Deshalb gilt:

(4.32) Notiz. D/K operiert auf CP' x C'/K = CP'/t x CP/t durch Ver-
tauschung der Faktoren. O

Der Beweis von (4.8) und damit von (4.2) beruht nun auf den folgenden Aus-

sagen:
CP!' x CP'/D = RP*, SP*(RP?) =~ RP*.

Aus der ersten folgt ndmlich mittels (4.9) sofort (4.8), weil S* die einzige
nichtriviale zweifache Uberlagerung von RP* ist. Wegen (4.10) wissen wir, daf
(CP'xCP")/D = SP?*(RP?) ist, so daf} die zweite Homdomorphie schliellich die
erste liefert. Es bleiben also die symmetrischen Potenzen von RP? zu bestimmen.
Dazu dient eine allgemeine Uberlegung.

(4.33) Satz. Der kompakte Hausdorff-Raum X trage eine freie Involution
T:X — X. Sie induziert eine Involution P*"(T) auf SP*"(X). Es gibt einen
kanonischen Homdéomorphismus SP?>"(X)V = SP"(X/T).

BEWEIS. Wir verwenden t: X" — X" (zy,...,2,) — (21,721, .., 20, TTy).
Diese Abbildung induziert eine Abbildung SP"(X/T) — SP?"(X)Y, die man
als bijektiv nachwiest. O

Wir betrachten nun den Homéomorphismus (4.5) und die Involution 7" = ¢
aus (4.1). Bei diesem Hom6omorphismus geht SP"(T) in die Involution

(4.34) [Zo, c. 727'] — [ZT, —ZTfl, 27'727 .. ]

iiber. Diese Involution entsteht aus einer reellen Struktur auf C™*! und ist, wie
oben bemerkt wurde, linear konjugiert zur Standardkonjugation [z;] — [z;]. Dem-
nach ist die Fixpunktmenge homdomorph zu RP" in der iiblichen reellen Einbet-
tung. Mittels (4.1) erhalten wir jetzt Homéomorphismen

SP"(RP?) = SP"(CP'/T) = SP>(CP")Y = (CP™™)V = R*".

Das blieb aber gerade noch (fiir n = 2) zum Beweis von (4.2) zu zeigen.

Die Gruppe SO(3) operiert auf RP? und damit auch auf SP"(R?). Welche
Operation auf RP?" entsteht daraus durch den Homdomorphismus (4.14)? Ana-
log: Welche SU(2)-Operation auf CP™ entsteht durch (4.5) aus der kanonischen
SU(2)-Operation auf CP'?.

Wir widmen uns zunéchst der zweiten Frage. Sei H(r) der komplexe Vek-
torraum der homogenen Polynome vom Grad r in zwei Unbestimmten. Dieser
Raum hat die Dimension r 4 1. Durch lineare Tranformation der Variablen wird
H(r) zu einer SU(2)-Darstelung. Es gilt: Die irreduziblen komplexen SU(2)-
Darstellungen sind genau die Darstellungen H(r) fiir r € Ny [?, p. |. Der Iso-
morphismus SP"(R') = P(H(r)) ist mit der SU(2)-Operation vertréiglich. Als
Modell fiir RP? verwenden wir CP!/t. Die Abbildung CP' — CP! x CP?, z +—
(z,tz) induziert eine Einbettung

o:CP'/t — SP*(CP") = CP>.
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Das Bild ist die Fixpunktmenge von 7, siehe (4.7). Man rechnet nach:
(4.35) Notiz. o ist SU(2)-dquivariant.

Bewers. Fir A € SU(2) hat man tA = At zu zeigen, da 0 Az = (Ax,tAx) und
(Ax A)o(x) = (Azx, Atx) ist. (Eine Erklarung fiir diese Tatsache liegt auch darin,
daf3 ¢ der antipodischen Involution auf CP* 2 S? entspricht und A € SU(2) wie
eine Drehung auf S? wirkt.) O

Da SP?(t) auf SP*(CP') in die Involution 7 auf CP? {ibergeht, so ist die
Darstellung auf H(r) mit der konjugiert-linearen Abbildung 7 vertraglich und
liefert deshalb eine reelle Struktur auf dieser Darstellung.

Auf der Fixpunktmenge einer reellen Struktur wird eine reelle Darstellung
induziert. Die Darstellungen von SU(2) der ungeraden Dimension H (2r), r € Ny,
das heifit die geraden symmetrischen Potenzen, liefern also eine Darstellung von
SO(3) =2 SU(2)/{£+E}. Aulerdem tragen sie eine reelle Struktur. Es gilt: Die
irreduziblen komplexen Darstellungen von SO(3) = SU(2)/{£E} sind genau die
Darstellungen H (2r); alle diese Darstellungen tragen eine reelle Struktur [?, p. |.
Wir haben nun generell ein Diagramm von SU(2)-Operationen und dquivarianten
Abbildungen (bzw. Isomorphismen)

SpP"(CP'/t) —%— SP*(CP") = CP>,

wobei das Bild von ¢ in der Fixpunktmenge einer reellen Struktur 7 liegt. (Es
entspricht 7 bei dem Isomorphismus der Abbildung SP?**(t).) Somit gehort die

reelle irreduzible Darstellung auf RP?" zu dem Isomorphismus SP"(RP?) =
RP?",
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6 Biindel

1 Prinzipalbiindel

Fiir die geometrische Untersuchung stetiger Abbildungen p: £ — B hat sich der
folgende Gesichtspunkt als erfolgreich erwiesen: p wird als stetige Familie der Ur-
bilder p~1(b) betrachtet, die durch B parametrisiert werden. In diesem Kontext
nennt man E den Totalraum, labeltotalraum B die Basis und p~'(b) die Faser
von p iiber b. Besonders wichtig ist der Fall, daf§ alle Fasern homéomorph zu
einem festen Raum F' sind. Im einzelnen mufl man festlegen, wie benachbarte
Fasern miteinander verglichen werden sollen. Das geschieht durch die lokal trivia-
len Abbildungen, die lokal wie die Projektion eines Produktes auf einen Faktor
aussehen.

Sei p: E — B eine stetige Abbildung und U C B eine offene Teilmenge. Eine
lokale Trivialisierung mit typischer Faser F' iiber U ist ein Hom&omorphismus

p:p  (U) = UXF, zw— (p1(2),92(2)),

fir den pr; ¢(z) = ¢1(2) = p(z) gilt. Die Abbildung p heifit lokal trivial mit
typischer Faser F', wenn jeder Punkt b € B eine offene Umgebung U besitzt, iiber
der eine lokale Trivialisierung mit typischer Faser F' existiert. Eine lokal triviale
Abbildung heifit auch Biindel oder Faserbiindel und eine lokale Trivialisierung
Biindelkarte. Eine Uberlagerung ist eine lokal triviale Abbildung mit diskreter
Faser F. Ist F' diskret, so ist U x F' homdéomorph zur topologischen Summe
[1,cr Ux{z}. Die Summanden U x{x} sind alle zu U homsomorph, und ¢~ (U x
{x}) wird durch p topologisch abgebildet. Eine Uberlagerung ist deshalb ein
lokaler Homdomorphismus. Die Summanden ¢~ }(U x {z}) sind die Blditter der
Uberlagerung iiber U. Ist F endlich, so nennt man |F| = n die Blditterzahl der
Uberlagerung und spricht von einer endlichen (genauer: n-fachen) Uberlagerung.
Sei G eine topologische Gruppe, r:E x G — FE, (x,g) — xg eine stetige
Rechtsoperation und p: E — B eine stetige Abbildung. Das Paar (p,r) ist ein
G- Prinzipalbiindel, wenn folgende Axiome erfiillt sind:
(1) Firz € E und g € G gilt p(zg) = p(x).
(2) Zujedem b € B gibt es eine offene Umgebung U und einen G-Homgbomor-
phismus ¢: p~1(U) — U x G, der eine lokale Trivialisierung von p iiber
U mit typischer Faser G ist. Dabei operiert G auf p~!(U) durch Ein-
schrankung der Operation auf F und auf U x G durch Rechtstranslation
((u,x),g) — (u,zg) auf dem zweiten Faktor.
Im Gegensatz zu einer beliebigen lokal trivialen Abbildung sind also bei einem
Prinzipalbiindel die Biindelkarten noch zusétzlich mit der Gruppenoperation ver-
traglich. Wie iiblich wird die Gruppenoperation auf £ meist unterstellt, und wir
sagen dann einfach, p: E — B ist ein G-Prinzipalbiindel. Wegen (1) induziert p
eine Abbildung p: E/G — B. Aus (2) folgt, dafl G auf E frei operiert und p ein
Homo6omorphismus ist, denn eine lokal triviale Abbildung ist eine Identifizierung.



Ein Biindel p: E — B heifit trivial, wenn es eine Biindelkarte (eine Trivialisie-
rung) iiber B gibt. Prinzipalbiindel lassen sich genauso mit Linksoperationen
definieren; man spricht zur Unterscheidung auch von Rechts- und Linksprinzi-
palbiindeln.

(1.1) Satz. Sei ein kommutatives Diagramm

X / Y
> K
B 14(1» B

aus G-Prinzipalbiindeln p,q und einer G-Abbildung f gegeben. Dann ist f ein
G-Homdéomorphismus.

BEWEIS. Offenbar ist f bijektiv. Da die Stetigkeit von f~! lokal nachgewiesen
werden kann, geniigt es, triviale Biindel zu betrachten. Dann hat f die Form

f:BxG— BxG, f(bg)=(bebg)=(bepbe)g),

B — G, b ¢(b,e) ist stetig, und (b, g) — (b, (b, e)"1g) ist eine Umkehrung
von f. O

Sei p: X — B ein G-Prinzipalbiindel und f:C' — B stetig. Wir erhalten ein
kommutatives Diagramm (Pullback)

(1.2) lq lp
C B.

indem Y = {(c,z) | f(¢) =p(z)} C C x X ist und ¢ und F Einschrankungen
der Projektionen auf die Faktoren sind. Die G-Operation auf X induziert eine
auf C' x X, ndmlich (¢,z)g = (¢,zg) und eine auf der G-stabilen Teilmenge
Y. Ist p trivial iiber V C B, so ist ¢ trivial iiber f~1(V). Deshalb ist ¢ ein
G-Prinzipalbiindel, genannt das von p durch f induzierte Biindel.

Sei umgekehrt ein kommutatives Diagramm (1.2) mit G-Prinzipalbiindeln p
und ¢ und einer G-Abbildung F' gegeben. Dann wird F eine Biindelabbildung ge-
nannt. Sei ¢*: X* — C' das von p durch f induzierte Biindel, mit der zugehorigen
Biindelabbildung f*: X* — X. Es gibt genau eine G-Abbildung h:Y — X* mit
q*oh =qund F*oh = F. Nach (1.1) ist h ein G-Homdomorphismus. Deshalb ist
bei einer Biindelabbildung (1.2) ¢: Y — C kanonisch isomorph zum induzierten
Biindel, und das Diagramm (1.2) ist dann ein Pullback. Ein Biindelisomorphis-
mus von G-Prinzipalbiindeln ¢;: Y — C' ist eine G-Abbildung h:Y; — Y5 mit
g2h = q; sie ist nach (1.1) umkehrbar stetig.

S

Wir betrachten nun Prinzipalbiindel von einem weiteren Gesichtspunkt. Ein
rechter G-Raum U heif$t trivial, wenn es eine stetige G-Abbildung f:U — G in
den G-Raum G mit der Operation durch Rechtstranslation gibt.
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(1.3) Notiz. Ein G-Raum U ist genau dann trivial, wenn U — U/G isomorph
zum trivialen G-Prinzipalbindel pr:U/G x G — U/G ist.

BEWEIS. Sei f:U — G gegeben und sei p:U — U/G die Quotientabbildung.
Dann ist (p, f):U — U/G x G eine bijektive stetige G-Abbildung iiber U/G.
Ferner faktorisiert U — U,u — wu - f~'(u) iiber p und induziert deshalb eine
stetige Abbildung s: U/G — G. Man verifiziert, dafl

U/GxG—U, (x,9)— s(x)g

invers zu (p, f) ist. O

Ein rechter G-Raum wird lokal trivial genannt, wenn er eine offene Uber-
deckung durch triviale G-Rdume hat. In dieser Terminologie gilt dann:

(1.4) Satz. Der Totalraum E eines G-Prinzipalbiindels ist lokal trivial. Ist E
lokal trivial, so ist E — E/G ein G-Prinzipalbiindel. O

(1.5) Satz. Sei G eine topologische Gruppe und H eine Untergruppe. Die Quo-
tientabbildung q¢: G — G/ H st genau dann ein H -Prinzipalbiindel, wenn q einen
lokalen Schnitt hat, das heifst wenn es eine offene Umgebung U von eH in G/H
und eine stetige Abbildung s:U — G mit qs(x) = x fir x € U gibt.

BEWEIS. Eine lokal triviale Abbildung hat immer lokale Schnitte, wie schon
bemerkt wurde. Sei also, umgekehrt, s:U — G ein lokaler Schnitt von ¢. Ist s
ein Schnitt {iber U, so ist z — gs(g~'x) ein Schnitt iiber gU. Es sind sq(g) und
g in derselben Restklasse enthalten. Die H-dquivarianten Abbildungen der Form

kg '(U) — H, kg~ s(q(9))"g
zeigen, dafl G ein lokal trivialer H-Raum ist. O

Sei F x G — F eine freie Operation. Wir haben den Unterraum
C=C(E)={(z,zg) |r€ E,g € G}

und die Translationsabbildung oder Differenzabbildung tg: C(E) — G, (z,xg) —
g.
(1.6) Notiz. Ist p: E — E/G lokal trivial, so ist tg stetig.

BEWEIS. Sei W C FE eine G-stabile offene Menge und ¢: U x G — W eine lokale
Trivialisierung. Das Urbild von (W x W) N C(E) bei ¢ x 1 ist

{(u,9,u,h) [ueUg h e},

und tx(¢ x 9) ist die stetige Abbildung (u, g, u, h) — g~ 'h. O

(1.7) Satz. Die diskrete Gruppe G operiere frei auf E. Dann ist p: E — E/G
genau dann ein G-Prinzipalbiindel, wenn die Operation bldtternd ist.
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BEWEIS. O

Aus G-Prinzipalbiindeln erhélt man assoziierte Faserbiindel mit typischer Fa-
ser F. Sei p: E — B ein G-Prinzipalbiindel und F ein topologischer Raum mit
Linksoperation von GG. Der Raum E X g F' entsteht als Orbitraum der Operation
Gx(ExP)— ExF, (g,e, f)— (eg~t, gf). Die Projektion E x F' — E induziert
nach Ubergang zu den Orbitraumen eine lokal triviale Abbildung ¢: E x¢ F — B,
die man als das zu p assoziierte Faserbiindel mit typischer Faser F' bezeichnet.
Man nennt G die Strukturgruppe des Faserbiindels. Die Strukturgruppe enthélt
eine zusétzliche Information: Die lokalen Trivialisierungen haben ndmlich die Ei-
genschaft, dafl iiber ihren gemeinsamen Definitionsbereichen die Kartenwechsel
durch solche Homoomorphismen der Faser gegeben werden, die aus der Operati-
on eines Gruppenelementes hervorgehen. Ein Schnitt einer Abbildung ¢: X — Y
ist eine Abbildung s: Y — X mit gs = id. Wir wiederholen hier einen Spezialfall
von (4.6).

(1.8) Satz. Sei f: E — F eine stetige Abbildung eines G-Prinzipalbiindels E,
die f(xg) = g7  f(x) fir v € E und g € G erfiillt. Dann wird durch E — E x F,
x +— (x, f(x)) nach Ubergang zu den Orbitrdumen ein Schnitt s;: B — E xg F
induziert. Jeder stetige Schnitt des Faserbiindels q: E xg F — B entsteht auf
diese Weise aus genau einer Abbildung f der genannten Art. O

Sei F — B ein G-Prinzipalbiindel und H C G eine Untergruppe. Dann ist
Ex¢G/H — E/H, (x,gH)v— xgH
eine bijektive stetige Abbildung, und
E — Ex¢G/H, xw (z,eH)

induziert eine stetige Umkehrabbildung. Deshalb ist die kanonische Abbil-
dung E/H — E/G,xH +— G isomorph zu dem assoziierten Faserbiindel
Ex¢G/H — E/G mit Faser G/H. Sind insbesondere Untergruppen K C H C G
gegeben, so ist G/K — G/H ein Biindel mit Strukturgruppe H und Faser H/K,
sofern G — G/ H lokale Schnitte hat.

Ist X ein G-Raum und H ein Normalteiler in G, so operiert die topolo-
gische Gruppe G/H auf dem Orbitraum X/H kanonisch durch (zH,gH)
zgH. Die Quotientabbildung X/H — X /G induziert einen Homéomorphismus
(X/H)/(G/H) = X/G. Insbesondere wird E/H — FE/G auf diese Weise ein
G/ H-Prinzipalbiindel.

(1.9) Beispiel. Sei Vi(R™) die Menge der orthonormierten k-Beine xq, ...,z
von Vektoren z; € R". Sei (x1,...,x;) der von xy, ...,z aufgespannte Unter-
raum. Sei G(R") die Menge der k-dimensionalen Unterrdume des R"™. Wir ha-
ben die Abbildung p: Vi.(R") — Gr(R"), (z1,...,2x) — (21, ..., 2x). Die Gruppe
O(n) operiert auf Vi (R™) und G (R") durch

(A, (z1,...,21)) — (Axy, ..., Azp).
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Dadurch wird p eine O(n)-dquivariante Abbildung. Die Standgruppe von
(T1,...,x) ist

((—),103)’ B € O(n—k), I Einheitsmatrix

und die Standgruppe von (xy, ..., xy) ist

(gljg)’ (A, B) € O(k) x O(n — k).

Die Operation von O(n) auf Vi (R") und G;(R"™) ist transitiv. Deshalb konnen
wir p mit der kanonischen Abbildung

p:O(n)/O(n—k) — O(n)/O(k) x O(n — k)

identifizieren, wobei wir die Standgruppen in der Bezeichnung durch die dazu
isomorphen Gruppen ersetzt haben, die aber in der angegebenen Weise als Un-
tergruppen von O(n) zu interpretieren sind. Da die eine Standgruppe in der
anderen Normalteiler ist, erhalten wir auflerdem p als ein O(k)-Prinzipalbiindel.
Man nennt Vi (R™) die Stiefelschen und G(R") die Graffimannschen Mannigfal-
tigkeiten.

Sei X ein G-Raum, H eine Untergruppe von G und f: X — G/H eine G-
Abbildung. Dann ist A = f~'(eH) ein H-Unterraum von X, und wir haben
eine induzierte G-Abbildung F: G xy A, (g,a) — ga. Diese Abbildung ist immer
bijektiv. Sei p: G xy A — G/H, (g,a) — gH. Dann gilt fF = p.

(1.10) Satz. Unter einer der folgenden Bedingungen ist F' ein Homdomorphis-
mus:

(1) Die Quotientabbildung q¢: G — G/H hat einen lokalen Schnitt.
(2) G st kompakt hausdorffsch und H abgeschlossen.

BEWEIS. (1) Sei U C G/H offen und s:U — G ein stetiger Schnitt von ¢. Ist
r € f7YU), so ist (sfz)"'r € A und demnach F*: f~Y(U) — p Y (U), z —
(sfx,(sfz) ') stetig und invers zu F iiber U. Mittels Aquivarianz erhilt man
Homd&omorphismen iiber Mengen gU, g € G.

(2) Unter den genannten Voraussetzungen ist F' abgeschlossen (siehe ?77). O

Sei p:Y — B ein rechtses G-Prinzipalbiindel. Eine Reduktion der Struktur-
gruppe auf die Untergruppe H besteht aus einem H-Prinzipalbiindel ¢: X — B
und einem G-Homdomorphimus Y — X Xy G iiber B. Setzen wir r mit der
kanonischen Abbildung p: X x¢ X — H\Ge zusammen, so erhalten wir eine
G-Abbildung f:Y — H\G. Ist umgekehrt f gegeben, so kénnen wir unter ge-
eigneten Umsténden Y als X xyx G mit X = f~!(eH) schreiben, wie wir eben
gesehen haben.
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2 Universelle Biindel

Es ist eine bemerkenswerte und wichtige Tatsache, dafl sich im wesentlichen
alle G-Prinzipalbiindel von einem festen Biindel induzieren lassen. Ein G-Biindel
q: E — B heie numerierbar, wenn es eine offene Uberdeckung (U, | n € N) von
B gibt und dazu stetige Funktionen (t,: B — [0, 1]), so daf} gilt:

(1) qist uber U, trivial;

(2) t;1]0> 1] C Un;

(3) fiir jedes x € B ist {n | t,(x) # 0} endlich und ) t,(x) = 1.

Gibt es eine endliche derartige Uberdeckung, so kann man sie durch Nullfunk-
tionen leicht formal zu einer abzéhlbar unendlichen ergdnzen. Im Abchnitt iiber
Partitionen der Eins werden wir eine andere, dquivalente Definition eines nume-
rierbaren Biindels geben.

Ein G-Prinzipalbiindel p: EG — BG heifit universell, wenn es numerierbar
ist und wenn jedes andere numerierbare G-Prinzipalbiindel ¢: E — B bis auf
Homotopie genau eine Biindelabbildung nach p besitzt.

Zwei Biindelabbildungen «q, a1: E — EG heiflen homotop, wenn es eine ste-
tige Abbildung a: E x [0,1] — EG gibt, so dal ay: F — EG, x — «a(x,t) fiir
jedes t € I eine Biindelabbildung ist, wenn also a dquivariant beziiglich der G-
Operation g-(z,t) = (gz,t) auf Ex|[0, 1] ist. Die Abbildung a heifit G-Homotopie
von «ap nach aj.

Ist p': E'G — B’'G ein weiteres universelles Biindel, so gibt es bis auf Homo-
topie eindeutige Biindelabbildungen §: EG — E'G, v: E'G — EG. Die Zusam-
mensetzungen (v und v miissen als Biindelabbildungen homotop zur Identitét
sein. Insbesondere sind die Rdume BG und B’G homotopiedquivalent. Wegen
dieser Eindeutigkeit spricht man von dem universellen Biindel EG — BG. Der
Raum BG heiit klassifizierender Raum zur Gruppe G.

(2.1) Satz. Zu jeder topologischen Gruppe G gibt es ein universelles G-Prinzi-
palbiindel.

Der Beweis wird durch eine Konstruktion gefiihrt, die von Milnor stammt [?].
Sie benutzt den Verbund (engl. Join) von topologischen Réumen.

Sei (X, | j € J) eine Familie topologischer Raume X;. Der Verbund
X = *jGJXj

ist der folgendermaflen definierte Raum. Die Elemente von X werden durch J-
Tupel
(tjxj |j € J)> t]' € [071]7 Tj € Xj? Etj =1

représentiert, in denen nur endlich viele ¢; von Null verschieden sind. Die Tupel
(tjz;) und (u;y;) definieren genau dann dasselbe Element von X, wenn gilt:

(].) Fir allej € Jist tj = Uj-.

(2) Fiir alle j € J gilt: t; # 0 impliziert z; = y;.
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Demnach gibt es Koordinatenabbildungen
tji X — [0, 1], (tll'z) = tj, Pj: tj_l]O, 1] - Xj, (tzl'z) = Xj.

Die Topologie auf X sei die grobste Topologie, fiir die alle ¢; und p; stetig sind.
Diese Topologie wird durch die folgende Eigenschaft charakterisiert: Eine Abbil-
dung f:Y — X eines topologischen Raumes Y ist genau dann stetig, wenn die
Abbildungen ¢;f: Y — [0,1] und p, f: ffltj_l](), 1] — X stetig sind.

Sind die X; samtlich G-Raume, so wird durch (g, (t;x;)) — (t;9x;) eine stetige
G-Operation auf X definiert. Der Milnorsche Raum wird als

EG=G+«xG*xGx*...,

das heifit als Verbund von abzéahlbar vielen Exemplaren des Raumes G mit der
Linksoperation von G, definiert. Wir schreiben BG = EG/G fiir den Orbitraum
und p: FG — BG fiir die Orbitabbildung.

Ein Teil der universellen Eigenschaft von EG wird durch den folgenden Satz
geliefert.

(2.2) Satz. Sei E ein G-Raum. Je zwei G-Abbildungen f,g:E — EG sind
G-homotop.

BEWEIS. [?] Wir betrachten Koordinatendarstellungen von f(z) und g(z)

(t1(2) fi(@), ta(2) fo(2), . ..) und - (wr(2)g2(2), ua(2)ga(2), - )

und zeigen, dafl f und g zu Abbildungen mit den Koordinatendarstellungen

(t1(z) f1(2),0,ta(z) fo(),0,...) und  (0,us(x)g1(z), 0, us(w)ga(x),...)

G-homotop sind, worin 0 ein Element der Form 0 -y bezeichnet. Um dieses, etwa
fiir f, zu erreichen, wird eine Homotopie in unendlich vielen Schritten definiert.
Der erste Schritt wird, mit dem Homotopieparameter ¢, durch

beschrieben. Er beseitigt die erste Null in dem oben genannten Endergebnis. Nun
iteriere man sinngemé#fl diese Prozedur. Man erhélt eine geeignete Homotopie,
indem man auf [0, 1] die des ersten Schrittes, auf [%, 3] die des zweiten Schrittes
usw. verwendet. Die gesamte Homotopie ist stetig, weil an jeder Stelle in den
Tupeln nur endlich viele Schritte wirksam sind.

Sind die beiden oben genannten Gestalten erreicht, so werden sie durch

((1 — t)tlfl, tulgl, (1 — t)tgfg, tu2g2, .. )

homotop miteinander verbunden. O

Fiir Verallgemeinerungen ist es niitzlich zu beobachten, dafl der voranstehende
Beweis nur formale Eigenschaften benutzt: Man kann mit einem abzéhlbaren
Verbund irgendeines Raumes arbeiten.
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Das Biindel p: EG — BG ist iiber den Mengen U,, = V,,/G mit (V,, = ¢, 1]0, 1])
trivial, denn man hat eine G-Abbildung p,,: V,, — G (die Koordinatenabbildung
des Verbundes), und die Koordinatenfunktionen t,,: EG — [0, 1] des Verbundes
faktorisieren iiber BG und zeigen, dafl das Biindel numerierbar ist.

Die Definition des Verbundes ist so eingerichtet, daf sich folgender Satz un-
mittelbar ergibt:

(2.3) Satz. FEin numerierbares Biindel ¢: E — B besitzt eine Biindelabbildung
nach p: EG — BG.

BEwEIS. Seien (U,) und (t,) die Daten, die zu einem numerierbaren Biindel
gehoren. Sei W,, = p~'U, und s, = t, o q. Da ¢ iiber U, trivial ist, gibt es eine
G-Abbildung ¢;: W; — G. Wir setzen p(x) = (s1(2)¢1(2), s2(2)p2(2), . ..); dann
ist ¢ eine Biindelabbildung der gesuchten Art. O

111



