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1 Einleitung

Zum besseren Verstédndnis des Inhalts der Arbeit mochte der Autor zunéchst
eine Einfiithrung in die Theorie der Drinfeld-Moduln geben.

Drinfeld-Moduln

Sei X eine geometrisch zusammenhéngende, glatte, algebraische Kurve iiber
dem endlichen Korper I, oo € X ein abgeschlossener Punkt und A :=
['(X \ 00, Ox) der Ring der reguldren Funktionen auferhalb des Punktes co.
Der Ring A ist in diesem Fall ein Dedekindring. Fiir ein geeignetes Element
T € Aist A eine endliche F,[T]-Algebra und der ganze Abschluss von I, [T
in F'; dem Funktionenkorper der Kurve X.

In der klassischen Theorie der algebraischen Zahlkérper (Charakteristik 0)
entspricht I, [T den ganzen Zahlen Z und der Ring A entspricht einem Ring
ganzer Groflen eines algebraischen Zahlkorpers.

Bei der Untersuchung arithmetischer Fragestellungen hat es sich als erfolgrei-
che Strategie erwiesen, den zahlentheoretischen Objekten algebraisch-geome-
trische Objekte zuzuordnen. Eine dieser Moglichkeiten ist die Betrachtung
elliptischer Kurven, also glatter, geometrisch irreduzibler Kurven von Ge-
schlecht 1 iiber einem Basisobjekt (z.B. Q oder C). Die hervorragendste Ei-
genschaft von elliptischen Kurven ist die Struktur einer abelschen Gruppe
auf den Punkten der elliptischen Kurve. Die Gruppenstruktur wird hierbei
durch algebraische Gleichungen beschrieben, die iiber dem Basisobjekt defi-
niert sind; wir erhalten ein abelsches Gruppenschema.

Die Untersuchung der Gruppenstruktur und ihren Beziehungen zu Basis-
wechseln ist auerordentlich reichhaltig. Als Stichworte seien zum Beispiel V-
Teilungspunkte, (-Funktionen, Tate-Moduln, Galois-Darstellungen, Langlands-
Korrespondenzen, Modulrdume genannt.

Mit Hilfe der Theorie der Weierstrass’schen @-Funktion erhalten wir eine
Korrespondenz zwischen den elliptischer Kurven iiber C und diskreten Z.-
Gittern von Rang 2 in C modulo Multiplikation mit einem Element aus C*.
Im Funktionenkorper-Fall gibt es eine analoge Korrespondenz:

Sei C,, die Komplettierung eines algebraischen Abschlusses der Komplet-
tierung von F' im Punkt oo. Ein A-Gitter von Rang d in C,, ist ein endlich
erzeugter, diskreter A-Untermodul in Co. Kénnen wir die Aquivalenzklassen
dieser Gitter modulo der CX-Aktion als Modulraum geeigneter algebraisch-
geometrischer Objekte beschreiben?

Die Fragestellung wurde von V.G. Drinfeld in seinen Artikeln Elliptic Mo-
dules I/II (siehe | | und | ]) positiv beantwortet. Er fiihrt in seinen
Artikeln elliptische Moduln ein. Diese wurden spéter nach ihrem Erfinder in



6 1. Einleitung

Drinfeld-Moduln umbenannt.

Ein Drinfeld-Modul (iiber C.,) ist ein nicht trivialer Ringhomomorphismus
e von A in den Ring der algebraischen, IF,-linearen Endomorphismen der
additiven Gruppe Ggjc... Sei 0 : Endy, (Ga/c..) — Cu die kanonische
Abbildung. Wir fordern zusétzlich, dass das Diagramm

El’lqu (Ga/coo)

har\« »/a
Cwo

kommutiert. Die Abbildung char ist in diesem Fall die kanonische Inklusion.
Anders gesagt, ein Drinfeld-Modul ist eine neue A-Modul-Struktur auf der
additiven Gruppe (Coo,+).

Sei Coo{7} der Schiefpolynomring tiber C,, mit der Relation 7A = A7, dann
gibt es einen kanonischen Isomorphismus

Enqu (Ga/@m) = COO{T}.

Ein Drinfeld-Modul ist also ein Ringhomomorphismus e : A —— C{7}, so
dass das Diagramm

A
c

e

Coo{T}

N
Coo
kommutiert.

Die Abbildung e erzwingt fiir alle 0 # a € A eine Bedingung an die Leitko-
effizienten von e(a): Es gibt eine Zahl d € IN mit

A
¢

deg, e(a) = —d deg(oo)oo(a).

Die Zahl d ist der Rang des Drinfeld-Moduls.
Ist E ein Drinfeld-Modul iiber C,, von Rang d und ist 0 # I C A ein Ideal,
dann erhalten wir durch

E[l] :={2 € C | eq(x) =0 fiir alle z € I}
die Untergruppe der I-Teilungspunkten von (Co,+). Es gilt
(I"'/A) ~ E[I].
Die Auswahl eines Isomorphismus bezeichen wir als Level-I-Struktur.
Die Definition des Drinfeld-Moduls, der Teilungspunkte und der Level-Struk-

turen lasst sich, analog zum Fall der elliptischen Kurven, auf ein beliebiges
Basisschema S (iiber IF,) verallgemeinern.



Elliptische Garben

In die Definition eines Drinfeld-Moduls iiber einem Ring R geht die Kurve X
nur durch den Funktionenring A ein. Die Stelle oo liefert dennoch durch den
Grad des Elements e(a) Informationen. Dies fiihrt zur Konstruktion eines auf
der parametrisierten Kurve X x spec R definierten Objekts, einer elliptischen
Garbe. Entscheidend ist hierfiir die Beobachtung, dass der Schiefpolynomring
R{7} durch die Drinfeld-Modul-Struktur ein projektiver R ®y, A-Modul ist.
Drinfeld fiihrt die Konstruktion von elliptischen Garben zu Drinfeld-Moduln
in seinem Artikel Commutative subrings of certain noncommutative rings
{l ]) durch und zeigt die Aquivalenz der zugehorigen Kategorien. Im
Artikel Varieties of Modules of F-Sheaves (| |) beschreibt er zusétzlich
die Konstruktion von Level-Strukturen.

Der Inhalt dieser Arbeit ist eine ausfiihrliche Beschreibung der von Drinfeld
in loc. cit. beschriebenen Konstruktionen. Aulerdem wird die Konstruktion
auf ein beliebiges Basisschema S verallgemeinert. Auflerhalb der Charakte-
ristik wird eine Definition von Level-Strukturen fiir elliptische Garben, die zu
einem Drinfeld-Modul gehoren, beschrieben. Im Fall, dass die Charakteristik
des Drinfeld-Moduls die Punkte des Levels trifft, wird dariiber hinaus eine
Definition vorgeschlagen.

Gliederung

In Kapitel 2 werden die grundlegenden Begriffe und Methoden der kom-
mutativen Algebra und der algebraischen Geometrie erldautert, soweit sie in
der vorliegenden Arbeit benétigt werden. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit
werden jedoch die meisten Beweise nur zitiert oder es handelt sich gar um
Ubungsaufgaben' in den angegebenen Biichern.

Von entscheidender Bedeutung sind im Verlauf der Arbeit die Sétze zum
Basiswechsel der Kohomologie von parametrisierten Kurven und die Vertau-
schung des induktiven Limes mit dem globalen Schnittfunktor. Aulerdem
beschreibt der Autor eine im spéateren Verlauf verwendete Konstruktion von
Vektorbiindeln auf Kurven.

Das Kapitel 3 beschéftigt sich mit der Definition von Drinfeld-Moduln iiber
einem beliebigen Basisschema. Der Autor verwendet hier die prézisen Defini-
tionen und Begriffe der Habilitationsschrift von T. Lehmkuhl (] |). Mit
Hilfe der in der Arbeit von A. Blum und U. Stuhler Drinfeld Modules and
Elliptic Sheaves beschriebenen Anleitung werden dann zu einem Drinfeld-
Modul Vektorbiindel auf der parametrisierten Kurve konstruiert. Diese wer-
den sich im weiteren Verlauf als elliptische Garben erweisen. Alternativ wird

IDer Autor ist davon iiberzeugt, sie gelést zu haben.
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auch eine Proj-Konstruktion der Vektorbiindel beschrieben. Der Autor zeigt,
dass sie mit der vorherigen Konstruktion iibereinstimmt.

Die Ausarbeitung des Artikels von V.G. Drinfeld (] |) wird in Kapitel 4
durchgefiihrt. Es werden die auch fiir sich selbst interessanten Vektorbiindel
von allgemeinem Typ definiert und einige einfache Eigenschaften vorgestellt.
Kapitel 5 definiert die elliptischen Garben. Die Kategoriendquivalenz zwi-
schen Drinfeld-Moduln (in Standardform) und den elliptischen Garben fiir
die eine zusétzliche Bedingung erfiillt ist, wird hier gezeigt.

Die Definition von Level-Strukturen fiir Drinfeld-Moduln und fiir elliptische
Garben ist der Inhalt von Kapitel 6. Zunéchst wird auf ein Problem in der
Definition der Level-Struktur eines Drinfeld-Moduls im Fall, dass die Cha-
rakteristik des Drinfeld-Moduls die Punkte des Levels trifft, hingewiesen und
dieses fiir eine reduzierte Basis auch gelost. Im weiteren Verlauf des Kapitels
wird dann die kategorielle Aquivalenz zwischen Drinfeld-Moduln mit Level-
Struktur und elliptischen Garben mit Level-Struktur bewiesen. Dies bildet
das Hauptresultat der vorliegenden Arbeit.

Im abschlieBenden Kapitel 7 wird mit den Z-elliptischen Garben, die erstma-
lig im Artikel D-elliptic sheaves and the Langlands correspondence | ]
definiert worden sind, eine Verallgemeinerung der elliptischen Garben vorge-
stellt. Sie waren die eigentliche Motivation fiir die vorliegende Arbeit. Ein An-
liegen des Autors war es, eine Definition von Level-Strukturen Z-elliptischer
Garben zu finden, die auch im Fall, dass die Charakteristik der Z-elliptischen
Garbe die Punkte des Levels trifft, gilt. Zum Schluss des Kapitels wird eine
Idee dieses Problem zu l6sen vorgestellt.

Danksagung

Ich mochte an dieser Stelle Prof. Ulrich Stuhler danken, der mir nicht nur
groflartige Mathematik nahegebracht hat, sondern mir auch den nétigen
Riickhalt gab, die vorliegende Arbeit zu vollenden. Fiir viele wichtige An-
regungen und Kommentare bin ich Dr. Thomas Lehmkuhl sehr dankbar. Be-
danken mochte ich mich auch bei Andrea Pfitzner fiir die sorgfiltige Lektiire
und orthographische Korrektur meines Textes.



2 Algebraische Kurven und Vektorbiindel

2.1 Algebraische Hilfsmittel
Alle auftretenden Ringe sind kommutativ mit Einselement.

Definition 2.1
Sei A ein Ring und sei R eine A-Algebra. Ein Element x € R heifft ganz
tiber A, falls eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt ist:

e 1z ist Nullstelle eines normierten Polynoms aus A[X].
e Die Unteralgebra Alx] von R ist ein endlich erzeugter A-Modul.
e Es gibt einen treuen Alzx]-Modul, der als A-Modul endlich erzeugt ist.

Satz 2.2
1) Sei B ganz iiber A, dann ist B®4 R ganz iber R (siehe | |, Kapitel
V, § 1.1, Proposition 5, Seite 307).

2) Sei A ein Ring, S C A multiplikativ abgeschlossen, und sei R eine A-

Algebra. Sei A’ der ganze Abschluss von A in R. Dann ist ST'A" der ganze
Abschluss von STYA in STIR ([ | Kapitel V, § 1.5., Proposition 10,
Seite 314).

3) Sei A ein ganz abgeschlossener Integrititsring, K = Quot(A) und L/K
eine endliche, separable K-Algebra. Ist B der ganze Abschluss von A in
L, dann ist B in einem endlich erzeugten A-Modul enthalten ([ /

Kapitel V, § 1.6., Propositon 18, Seite 317).

4) Sei K ein Kérper, und sei R eine ganz abgeschlossene K-Algebra. Sei
L/K eine separable Erweiterung von K. Ist L @ R ein Integrititsring,
dann ist L @ R ganz abgeschlossen ([ | Kapitel V, § 1.7., Proposi-
tion 19, Seite 318).

5) Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung. Sei v eine Bewertung von
K mit Bewertungsring A. Sei B der ganze Abschluss von A in L. Sei

B = {Bewertungsringe B,, von L die iber v liegen}
M = {Mazimale Ideale m von B}.

Es gibt eine Bijektion:

B—— M M—B
Bwl—>m(Bw)ﬂB m|—>Bm
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([ | Kapitel VI, §8.6., Proposition 6, Seite 427).

Definition 2.3
FEin Ring A heifst Dedekindring, falls eine der folgenden dquivalenten Bedin-
gqungen erfillt ist:

o A ist ein noetherscher Integrititsring und alle Lokalisierungen A, sind
Hauptidealringe fiir alle Primideale p € spec A.

e A ist normaler, noetherscher Integrititsring der Dimension 0 oder 1.

Vgl. [ |, Kapitel 1, Seite 11 und Kapitel 4, Definition 1.2, Seite 115.

Bemerkung 2.4
Ist A ein Dedekindring, dann ist jede Lokalisierung von A ein Dedekindring.

Satz 2.5
Sei A ein Dedekindring und sei M ein A-Modul. Der Modul M ist genau
dann flach, wenn er torsionsfrei ist.

Beweis Siehe [ ], Kapitel 1, Korollar 2.14, Seite 11. O

Lemma 2.6
Sei K ein Korper und sei A eine K-Algebra. Sei R eine weitere K-Algebra
und sei R —— A ®k R die kanonische Einbettung. Dann gilt:

1) A®k R ist eine flache R-Algebra.
2) Ist M ein flacher A @ R-Modul, dann ist M ein flacher R-Modul.
Beweis Siche | ], §3, Seite 46. 0

Satz 2.7
Sei R ein reduzierter, noetherscher Ring und sei M ein endlich erzeugter
R-Modul. Ist dimy ) M (p) = n konstant fir alle p € spec R, dann ist M ein
projektiver R-Modul von Rang n. Hierbei sei k(p) := Ry/pR, und M(p) :=
M, /p M.

Beweis Man zeigt, dass M, ein freier R,-Modul fiir alle p € spec R ist. Sei
also p € spec R. Nach | ], 82, Theorem 2.3 gibt es ein minimales Erzeu-
gendensystem my, ..., m, von M,. Angenommen, es gébe eine nicht triviale
Relation > ; r;m; = 0, wobei ohne Einschrénkung r; # 0 gewahlt sei. Da
mit R auch R, reduziert ist, gibt es ein Primideal q¢ C p mit r; ¢ q, und r; ist
eine Einheit in 4. Mit Hilfe der Relation ist also mo, ..., m, ein Erzeugen-
densystem von M, im Widerspruch zur Minimalitit des Erzeugendensystems.

O
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Bemerkung 2.8
In Satz 2.7 reicht es aus, die Konstanz der Faserdimension fiir alle maximalen
Ideale m € spec R zu iiberpriifen.

Beweis Sei p € spec R ein Primideal. Dann gibt es ein maximales Ideal
m € spec R mit p C m. Aus

folgt die Behauptung. O

Theorem 2.9
Sei R Ring, I ein nilpotentes Ideal in R und M ein R-Modul. Dann sind
dquivalent:

1) M st flacher R-Modul.
2) M/IM ist flacher R/I-Modul und I @ g M = IM.
Beweis Siehe | |, 6§22, Theorem 22.3, Seite 174. 0

Theorem 2.10
Sei M ein R-Modul. Ist M projektiv, dann ist M, ein freier Ry,-Modul fiir
alle p € spec R.

Beweis Siehe | ], Aufgabe 4.11 a), Seite 136 und | |, Abschnitt 4,
Theorem 2, Seite 374. O
Satz 2.11

Sei M ein R-Modul von endlicher Darstellung. Dann ist M genau dann pro-
jektiv, wenn M ein flacher R-Modul ist. Ein projektiver Modul ist immer
flach.

Beweis Siehe | |, Kapitel 6, Aufgabe 6.2, Seite 172. O

Bemerkung 2.12
Ein flacher Modul ist im Allgemeinen nicht projektiv. Beispielsweise ist @
kein projektiver Z-Modul.

Lemma 2.13
Sei
0O—L — M —N—0

eine exakte Sequenz von R-Moduln. Sind M und N flache R-Moduln, dann
ist auch L ein flacher R-Modul (vgl. [ |, Kapitel 3, Aufgabe 3.2.2, Seite
69).
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Beweis Sei P ein beliebiger R-Modul. Wir tensorieren die Sequenz mit @ g P
und erhalten die exakte Sequenz

- —s0— T (L,P) —0—+0—+LQP — --.
Es folgt Torf(L, P) = 0 und damit die Behauptung. O

2.2 Geometrische Hilfsmittel

Definition 2.14

Sei K ein Korper. Eine affine Varietit ist ein affines Schema, das zu einer
endlich erzeugten K -Algebra korrespondiert. Eine algebraische Varietit tber
emnem Korper K ist ein Schema X iiber K, so dass es eine endliche, offene
Uberdeckung durch affine Varietiten gibt (vgl. | |, Kapitel 2, Definition
3.47, Seite 55).

Definition 2.15
Ser X ein lokal noethersches Schema. Ein Punkt x € X heifst regular, falls

Ox . ein requldrer lokaler Ring ist. X heif$t reguldr, falls jeder Punkt x € X
requldr ist (vgl. [ |, Kapitel 4, Definition 2.8, Seite 128).

Definition 2.16

Sei X eine algebraische Varietit tiber K. Sei K*# ein algebraischer Abschluss
von K. Ein Punkt x € X heifit glatt, falls alle Urbilder von x in X e re-
gulire Punkte sind. X heifit glatt, falls X g requlir ist (vgl. [ |, Kapitel
4, Definition 3.28, Seite 141).

Satz 2.17
1) Sei X eine algebraische Varietit iber K. Ist x € X glatt, dann ist x auch
requldr (vgl. [ |, Kapitel 4, Korollar 3.32, Seite 142).

2) Sei X eine algebraische Varietdt iiber einem perfekten Kéorper K. Dann ist
X genau dann glatt, wenn X reguldr ist (vgl. | |, Kapitel 4, Korollar
3.33, Seite 142).

Definition 2.18

Sei Y ein lokal noethersches Schema, und sei f : X —— Y ein Morphismus
von endlichem Typ. Die Abbildung f heifst glatt im Punkt x € X, falls die
Faser X,, — speck(y) glatt ist. Hierbei seiy = f(z) (vgl. [ |, Kapitel
4, Definition 3.35, Seite 142).

Satz 2.19
Glatte Morphismen sind stabil unter Basiswechsel, Komposition und Faser-
produkten (vgl. [ | Kapitel 4, Proposition 3.38, Seite 1/3).
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Definition 2.20

Sei X ein Schema. Ein Punkt x € X heifit normal, falls Ox, ein ganz
abgeschlossener Integrititsring ist. X heif$t normal, falls X wrreduzibel und
normal fir alle x € X st (vgl. [ | Kapitel 4, Definition 1.1, Seite 115).

Satz 2.21

1) Sei X eine algebraische Varietdt iber einem Kérper K und sei L eine be-
liebige Korpererweiterung von K. Sei X geometrisch reduziert (oder geo-
metrisch ganz, - irreduzibel, - zusammenhdngend). Dann ist auch X, geo-

metrisch reduziert (oder geometrisch ganz, - irreduzibel, - zusammenhdng-
end).

2) Sei X eine geometrisch ganze, algebraische Varietdt tiber einem Korper
K. Sei Y eine ganze Varietdit iber K. Dann ist auch X Xg Y ganz.
Selbiges gilt fiir reduziert, irreduzibel, zusammenhdngend.

Beweis Siehe | |, Kapitel 3, Aufgabe 2.14, 2.15, Seite 97, 98. O

Lemma 2.22
Seit: X —— Y ein Morphismus von Schemata. Sei .F eine quasi-kohdrente
Ox-Modulgarbe und sei 4 eine quasi-kohdrente Oy -Modulgarbe. Es gilt

1) Ist v eine Einbettung, dann gibt einen kanonischen Isomorphismus
19 =Y.

2) Ist 1 : Y —— X eine affine Abbildung, dann gibt es einen kanonischen
Isomorphismus
F Roy :0y = 1,5 F

3) Sei & C Ox eine quasi-kohdrente Idealgarbe mit & F = 0 und sei ¢ :
Y —— X die zugehorige abgeschlossene Finbettung. Dann gibt es einen
kanonischen Isomorphismus % = 1,*.F .

Beweis Die Behauptungen 1) und 2) ergeben sich aus | ], Kapitel 5,
Aufgabe 1.1, Seite 171 f.

Da eine abgeschlossene Einbettung auch affin ist, konnen wir zum Beweis
von 3) den Teil 2) anwenden. Es folgt

LUF =2 F Koy 1. Oy
F Qo Ox /I
F|IF

12

1%

12
g
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Lemma 2.23

Sei f : X —— S ein Morphismus von Schemata und sei & ein quasi-kohdren-
ter Ox-Modul. Sei g : T —— S ein Basiswechsel. Wir erhalten das Dia-
gramm

Xr— X

fT{ {f

T-9.5

1) Ist f separiert und quasi-kompakt und ist g ein flacher Basiswechsel, dann
qibt es einen kanonischen Isomorphismus

2) In der Situation von Teil 1) sei F ein lokal freier Og-Modul. Dann gilt
die Projektionsformel

£.8 Qo F = f.(€ Qo [*F).

Beweis Siche | ], Kapitel 5, Aufgabe 1.16 b), c) Seite 174 und 175. g

2.3 Glatte und irreduzible algebraische Kurven

Definition 2.24
Sei K ein Korper. Eine algebraische Varietit X iiber K heifst Kurve, falls jede

irreduzible Komponente 1-dimensional ist (vgl. [ |, Kapitel 2, Definition
5.29, Seite 75).

Satz 2.25

Sei X irreduzible, glatte Kurve tber einem Korper K. Dann sind fir alle
affinen, offenen Teilmengen U C X wund fir alle x € X die Ringe Ox(U)
und Ox , Dedekindringe.

Beweis Ist R ein reguldrer, 0- oder 1-dimensionaler lokaler Ring, dann ist R
ein Hauptidealring. Die Behauptung ergibt sich direkt aus den Definitionen.

d

Folgerung 2.26

Sei X eine geometrisch irreduzible, glatte Kurve tber einem Korper K. Sei
L eine Korpererweiterung von K. Dann ist auch X X L eine geometrisch
wrreduzible, glatte Kurve tiber L.
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2.4 Projektive algebraische Kurven

Sei im Folgenden X eine glatte, projektive, absolut irreduzible Kurve iiber
einem Korper K. Sei co € X ein abgeschlossener Punkt. Sei Ox (0c0) das zum
Punkt (Divisor) oo gehérende Geradenbiindel.

Satz 2.27
Sei P € X ein abgeschlossener Punkt. Dann ist X \ {P} eine affine, offene
Teilmenge von X.

Beweis Siehe [Har], The Theorem of Riemann-Roch, Seite 248. 0
Satz 2.28

Esist H'(X,0x) =K.

Beweis Siehe | |, Kapitel 3, Folgerung 3.21, Seite 105. O
Satz 2.29

Das Geradenbiindel Ox(c0) ist ampel.

Beweis Es ist deg Ox(o0) = deg(oo) > 0. Die Behauptung folgt nun aus
[ |, Kapitel 7, Satz 5.5, Seite 305. O

Satz 2.30
Es gibt eine Zahlm € N, so dass Ox(00)®™ = Ox(moo) sehr ampel ist. Das
heifit, es gibt eine abgeschlossene Einbettung f : X —— P, so dass gilt

Beweis Siehe | |, Kapitel 5, Theorem 1.34, Seite 169. O

Satz 2.31
Sei & ein Vektorbiindel auf X und sei U := X \ {oo}. Fiir alle n € Z seien

H(X,&(noo)) — H(U,&(noc)) = HY(U, &)
die kanonischen Abbildungen, und fir alle n,m € Z,, n < m, seinen
H°(X,&(noo)) — H°(X,&(moo))
die kanonischen Inklusionen. Dann gilt

lim H°(X, & (no0)) = HO(U, &).

n

2Die Aussage gilt auch fiir einen quasi-kohirenten Ox-Modul.
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Beweis Seie:=1¢€ H(X,Ox(c0)). Dann gilt in der Notation von | ],
Kapitel 5, Definition 1.24, Seite 166

X ={rx e X|Ox(x0), =€0x,}="U.

Die Behauptung ergibt sich nun direkt aus | |, Kapitel 5, Lemma 1.25.,
a) und b), Seite 166. 0

Lemma 2.32
Sei B = @;2, B; eine graduierte Algebra. Dann gibt es fiir alle n € IN einen
kanonischen Isomorphismus

Proj B = Proj (@ Bm> .
i=0

Ist B eine endlich erzeugte By-Algebra, dann gibt es eine Zahl ng, so dass
die graduierte Algebra @;° B,y fiir jedes n > ng von B, erzeugt wird.

Beweis Siehe | |, Kapitel 2, Aufgabe 3.11, Seite 57 und | ], Kapitel
ITI, § 1.3, Proposition 3. O
Definition 2.33 (| |, Abschnitt 3.3)

Sei B ein graduierter Ring und sei X := Proj B. Sei & ein Ox-Modul. Wir
definieren durch
(&) =6 H(X,&(n))

nez

den zu & assoziierten, graduierten B-Modul.

Satz 2.34

Sei B ein graduierter Ring, der als By-Algebra endlich erzeugt ist. Sei X :=
Proj B und sei & eine quasi-kohdrente Ox-Modulgarbe. Dann gibt es einen
kanonischen Isomorphismus

Beweis Nach Lemma 2.32 kénnen wir ohne Einschrinkung der Allgemein-
heit annehmen, dass B von Bj; als By-Algebra erzeugt wird. Die Aussage
folgt nun aus | ], I1, Kapitel 5, Proposition 5.15, Seite 119. O

Definition 2.35
Sei

SX = éHO(X, Ox(lOO))

1=0
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Lemma 2.36
Sx ist eine endlich erzeugte, graduierte K-Algebra.

Beweis Nach Satz 2.28 gilt H°(X,0x) = K. Fiir alle i, € Z gibt es
kanonische Abbildungen

Ox (i) ®oy Ox(joo) — Ox((i + j)oo).

Diese definieren die Struktur einer graduierten K-Algebra auf Sx. Fiir eine
Kurve X iiber K und eine affine, offene Teilmenge U ist H(U,Ox) eine
endlich erzeugte K-Algebra. Ist fi,..., f, € H°(U,Oy) ein Erzeugenden-
system, dann gibt es nach Satz 2.31 eine Zahl ng € N mit fy,...,f, €
H°(X,Ox(ngoo)). Insbesondere erzeugen die Elemente Sy als graduierte K-
Algebra. O

Satz 2.37
Es gilt Proj Sx = X.

Beweis Nach Satz 2.30 gibt es eine Zahl m und eine Einbettung
[ X —— Pk mit f*(Opn (1)) = Ox(00). Die Einbettung f induziert eine
exakte Sequenz der Form

#
00— F — Opy L+ f.Ox —0

mit .# := Ker f*. Fiir alle i > 0 tensorieren wir die Sequenz mit Opx (i) und
erhalten mit Hilfe der Projektionsformel (vgl. Lemma 2.23; 2)

[(Ox ®oy [*Opn (i) = [.Ox ®OP}L{ Opn. (1)
die Sequenz
00— (i) — OIPT;((i) — [(Ox(i)) — 0.
Der Ubergang zu den globalen Schnitten liefert mit Hilfe von
£o(Ox (1)) (Pf) = H'(X, Ox(mioo))
die Sequenz

0 — H(P}, .7 (i) — H°(P, Opn (i) — H°(X, Ox(mico)) —
— H'(P%, (i)
4

(4)

H(P, Opy (i) /H" (P, S (i) = H(X, Ox (mic0)).

)
Es gibt eine Zahl d > 0 mit H*(P%, .¥ (i))
also

= 0 fiir alle ¢ > d. Fiir ¢ > d gilt
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Des Weiteren ist H°(P%, .#) = 0, da anderenfalls % = Opn_gilt. Nach Satz
2.28 gilt H*(X,Ox) = K. Es folgt

>~ Proj (é HO(IP?@OIP;;(di))/HO(IPTILojwi)))

=0

>~ Proj (é H°<]P’}<7Om(z’))/HO(lP"K,f(i))) '

=0

Nach | |, Teil 11, Proposition 5.13, 5.15, Folgerung 5.16, Seite 118 ff gilt

Proj (GB H(P, Opy (i) /H" (P, f(%‘))) = Proj (Ko, ..., n]/TW(S))

i=0
=~ X.

Es folgt die Behauptung. 0

Folgerung 2.38
Es gqilt fiir alle j € Z.
(Sx[1])™ = Ox(joo).

Beweis Nach Satz 2.34 gilt
I (Ox(jo0))™ = Ox(joo).

Es ist Ox (1) = Ox(moo) und es folgt

éHD(OX(joo) ® Ox (imoo)) éHO(oX(j + imoo)).
Nach | ], Teil 11, Aufgabe 5.9, Seite 125 gilt
(rcxoxtonn) = (Dot +m)

Folgerung 2.39
Sei A= H°(X \ 00,0x) und e :==1 € H*(X,Ox(0)). Dann gilt

Sxle o = A.
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Beweis In der Notation von | ], Teil II, Lemma 5.14, Seite 118, gilt
X, = X \ oo. Mit loc. cit. a), b) folgt, dass die kanonische Abbildung
1 f
Sx[e ](0)9g|—'f€z4
ein Isomorphismus ist. O

Folgerung 2.40
Seie:=1¢€ HY(X,Ox()). Dann gilt

Proj (Sx/eSx) = spec K(o0).

Beweis Es ist

(Sx)/e(Sx) = éHO(K Ox (ic0)) /H"(X, Ox((i — 1)20))

=0

Sei 4, ein uniformisierendes Element von Ox o, und sei f € H(X, Ox/(ico))
mit oo(f) = —i. Wir definieren fiir ¢ > 0 die Abbildungen

HY (X, Ox(io0))/H (X, Ox((i = 1)o0)) — K(00)[T]) |
fr— (fr,, mod my)T".

Fiir < > 0 sind die Abbildungen Isomorphismen und es folgt die Behauptung.
O

2.5 Vektorbiindel

Definition 2.41
Sei S ein Schema. Ein Vektorbiindel & auf S ist eine quasi-kohdrente Garbe

von Og-Moduln, so dass fiir alle offenen, affinen Teilmengen U C S der
Os(U)-Modul H°(U, &) projektiv ist (vgl. | ).

Theorem 2.42

Sei & ein quasi-kohdrenter Og-Modul. Dann ist & ein Vektorbiindel, wenn
es eine offene Uberdeckung U;c; Us = S gibt, so dass &y, fir alle i € I ein
Vektorbiindel tiber U; ist.

Beweis Siehe | I, [ |, 83, 3.1 Descent de la projectivité, Seite 81 ff.
o

Bemerkung 2.43

Die Aussage des Theorems gilt nicht nur fiir eine Uberdeckung in der Zariski-
Topologie, sondern lisst sich nach loc. cit. auch auf eine Uberdeckung in der
fpgc-Topologie verallgemeinern.
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Lemma 2.44
Sei S ein Schema und set

0O— 6 —F — 94 —0

eine exakte Sequenz von quasi-kohdrenten Og-Moduln. Sind . und G Vek-
torbiindel, dann ist auch & ein Vektorbiindel.

Beweis Die Aussage ldsst sich nach Theorem 2.42 lokal in der Zariski-
Topologie zeigen. Sei deshalb S = spec R ein affines Schema. Dann spaltet
die Sequenz

0 &) — F(S) —9(S) —0

und &(.9) ist direkter Summand des projektiven R-Moduls .% (.S) und damit
projektiv. 0

2.6 Kohomologie und Basiswechsel von Vektorbiindeln
auf parametrisierten Kurven

Sei S ein Schema iiber K, dann ist X x S eine parametrisierte Kurve iiber S.
Sei s € S und k(s) der Restekorper zum Punkt s. Mit Xg, bzw. X, sei das
Faserprodukt X x S, bzw. X x spec k(s) bezeichnet. Nach Folgerung 2.26 ist
mit X auch X, eine glatte, projektive, absolut irreduzible Kurve iiber k(s)
fiir alle s € S.

Fiir einen Oxyg-Modul & sei mit &, der Pullback der Garbe & auf X x s
bezeichnet.

Ziel des Abschnitts ist die Verallgemeinerung des nachfolgenden Theorems
auf den Fall eines nicht noetherschen Basisschemas. Um dieses Ziel zu errei-
chen, miissen wir zusétzliche Voraussetzungen an das Vektorbiindel & stellen.
Diese sind giinstigerweise fiir den Fall der spéter betrachteten elliptischen
Garben erfiillt.

Theorem 2.45
Ist S ein lokal noethersches Schema, dann folgt fir k = 0,1 aus

H*(X x 5,6(i00)s) =0Vs € S
bereits H*(X x S, &(ic0)) = 0.

Beweis Siche | ], Kapitel 5, Bemerkung 3.21(c), Seite 204). 0
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Lemma 2.46

Sei S = spec R ein affines Schema und sei & ein Vektorbiindel von Rang d auf
X x 8. Dann gibt es einen noetherschen Unterring Ry C R, bzw. ein affines,
noethersches Schema Sy = spec Ry und ein Vektorbiindel & auf X x Sy mit

& x5, S=E.

Beweis Wesentlich ist hier die Separiertheit und die Quasi-Kompaktheit von
X xS. Dann lésst sich Ry und das Biindel & iiber die Eintréage in den endlich
vielen Klebedaten konstruieren. 0

Lemma 2.47
Sei S = spec R ein affines Schema. Seien U,V C X offene, affine Teilmengen
von X, die X iberdecken. Dann berechnet der Cech-Komplex

0—>EUxS)xEVXS) Y- E(UNV)xS) —0
die Kohomologie des Vektorbiindels & .
Beweis Siehe | |, Kapitel 5, Theorem 2.19, Seite 186. 0

Lemma 2.48
Sei R ein Ring und sei M ein projektiver, endlich erzeugter R-Modul.

1) Seip ein Primideal von R dann ist

My,=0 <= M®gk(p)=0.

2) Seim ein maximales Ideal von R mitp C m. Dann gilt

M®@rk(m)=0 <= M®Qgk(p)=0.

Beweis zu 1) Als projektiver, endlich erzeugter R-Modul ist M lokal frei,
das heift, es gibt eine Zahl n € N mit M, = Ry . Es folgt

M @p k(p) = M, ®g, k(p) = Ry, g, k(p) = k(p)".

zu 2) Nach Teil 1) reicht es zu zeigen, dass
My=0 <= M,=0

gilt. Es ist
(M)p = (Rip)p = Ry

und wir erhalten die Behauptung. O

~ M,
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Satz 2.49

In der Situation von Lemma 2./0 sei H' (X x Sy, &) ein projektiver, endlich
erzeugter Ro-Modul. Ist HY(X x s,&,) = 0 fir alle s € S, dann ist auch
HY(X x §,&) =0.

Beweis Wir fassen mit Hilfe der kanonischen Abbildung S — Sy die Punk-
te von S als Punkte von Sy auf. Es gilt dann

gs = (g())s

fiir alle s € S. Da Sy noethersch ist, folgt nach | |, Kapitel 5, Bemerkung
3.21, (b), (c), Seite 204,

HY(X xs5,(6)s) =0 = H'(X x Sy,6) @, k(s) =0

fiir alle s € S. Da S dicht in Sy liegt, folgt H'(X x Sp, &) = 0 aus Lemma
2.48, 1) und 2). Nach Lemma 2.47 berechnet der Cech-Komplex

00— &(U x So) x &V x So) 2+ &(UNV) x Sp) — 0

die Kohomologie von & und deshalb ist ¢ surjektiv. Tensorieren der Sequenz
mit - ®p, R liefert den Cech-Komplex zur Berechnung der Kohomologie von
&. Die Abbildung 1 ® g, R bleibt aufgrund der Rechtsexaktheit des Tensor-

produktes surjektiv. Es folgt die Behauptung. O

Satz 2.50

In der Situation von Lemma 2./0 sei H*(X x Sy, &) ein projektiver, endlich
erzeugter Ry-Modul. Sei zusdtzlich H (X x So, &) ein flacher Ry-Modul. Ist
H°(X x s,&,) =0 fiir alle s € S, dann ist auch H(X x S,&) = 0.

Beweis Aus dem Cech-Komplex
0 —— &(U x So) x &V x So) —2+ &(UNV) x Sp) — 0
entnehmen wir die exakte Sequenz
0 —— Imeyyg — &((UNV) x Sy) — H' (X x Sy, &) — 0.

Mit H'Y(X x Sy, &) und E(UNV) x Sy) (vgl. Lemma 2.6) ist nach Lemma
2.13 auch Im 4y ein flacher Ry-Modul. Wir tensorieren die Sequenz

0—— HO(X X So,go) —_— (g)o(U X So) X (gg()(v X S()) . Im@[)() —0
mit - @p, X und erhalten wegen der Flachheit des Ry-Moduls Im v
H°(X x Sy, &) @r, R= HY(X x S,&).

Analog zum Beweis von Satz 2.49 folgt H°(X x Sy, &) = 0 aus H°(X x
s, (6p)s) = 0 fiir alle s € S. Es folgt die Behauptung. 0
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Folgerung 2.51
In der Situation von Lemma 2.6 sei H'(X x S, &) ein flacher R-Modul. Sei
S’ = spec R’ ein affines Schema tber S. Dann gilt

H(X x S,8)®r R 2 H(X x S, &)
und
HY (X xS, 8)or R 2 H' (X x ', &).
Beweis Nach Lemma 2.47 berechnen die Sequenzen
00— HYX xS,&) —— EU x S) x EV x §) —+ Imtp —— 0
und
0— Imyp — EUNV)xS) — HY(X x S,&) — 0.

die Kohomologie von &. Ist H'(X x S, &) ein flacher R-Modul, dann bleiben
die Sequenzen unter Tensorieren mit ® xR’ exakt und berechnen die Koho-
mologie von &g . 0

Wir stellen zum Schluss des Abschnitts noch eine Variante des Beweises von
Satz 2.50 vor.

Satz 2.52 (Dualisierungssatz)

Sei S = spec R ein affines Schema. Dann gibt es eine dualisierende Garbe
wg beziiglich der Abbildung X x S —— S und es gibt eine nicht ausgeartete
Paarung

HY (X x S,&) x HY(X x 3,8 @0y, s ws) — R.

Beweis Nach | |, §6, Korollar 4.29, Seite 246 besitzt X —— spec K eine
dualisierende Garbe wy. Flacher Basiswechsel liefert die Behauptung (vgl.
[ ], Kapitel 6, Aufgabe 4.10, Seite 250). Auerdem ist wg := pri(wx)
die dualisierende Garbe. 0

Folgerung 2.53
Sei S = spec R ein affines Schema und sei & ein Vektorbiindel auf X x S.
Ist HY(X x 5,&,) =0 fiir alle s € S, dann ist auch H°(X x S,&) = 0.

Beweis Mit Hilfe des Dualisierungssatzes 2.52 folgt
0=H'(X x5,8)=H'(X X358 R0y,.Ws)

fir alle s € S. Nach Satz 2.49 folgt H'(X x S,8Y ®o0y,.s ws) = 0. Wir
wenden nun den Dualisierungssatz 2.52 ein weiteres Mal an und erhalten die
Behauptung. 0
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2.7 Twists von Vektorbiindeln auf parametrisierten Kur-
ven

Definition 2.54
Sei & ein Oxxg-Modul. Fiir alle n € 7. set

E(noo) ==& oy, s Pr'y Ox(noo)
der Twist mit dem Geradenbiindel pri Ox(noo). Insbesondere ist
Oxxs(noo) = pry Ox (noo).

Bemerkung 2.55
Fiir alle n,m € Z gilt

OXXs(nOO) ROxxs OXXs(mOO) = OXXs((Tl + m)oo)

und
8(no0) oy s Oxxs(moo) = &((n +m)o).

Satz 2.56
FEs gibt eine Zahlm € N, so dass Oxxs(moo) ein sehr amples Geradenbiindel
18t.

Beweis Nach Satz 2.30 gibt es eine Zahl m € IN und eine abgeschlossene
Einbettung f : X —— P%, so dass Ox(moo) = f*Opr (1) gilt. Nach | ]
Teil II, Aufgabe 3.11, Seite 92, ist auch

fxidg: X x§ —— Py xS =Py
eine abgeschlossene Einbettung. Es folgt

Lemma 2.57

Sei S = spec R ein affines Schema und sei & ein Oxyg-Vektorbiindel von
endlichem Rang. Dann gibt es k,r € 7. und ein Oxyg-Vektorbiindel F von
endlichem Rang, so dass es eine exakte Sequenz der Form

0 — .F —— Oxxs(koo)® —= & — 0

gibt.
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Beweis Nach Satz 2.56 ist fiir geeignetes m € Z das Vektorbiindel
Oxxs(moo) sehr ampel. Nach | ], Kapitel 5, Theorem 1.27, Seite 167,
gibt es eine Zahl n € Z, so dass &(nmoo) von globalen Schnitten erzeugt
wird, das heifit, es gibt fiir ein geeignetes r € IN eine surjektive Abbildung

0¥, ¢ — &(nmoo) — 0.

Tensorieren der Sequenz mit Oxys(—nmoo) ergibt

r__ L& 0.

Oxxs((—nm)oo)

Nach Lemma 2.44 ist auch der Kern dieser Abbildung, wir nennen ihn %,
ein Vektorbiindel von endlichem Rang. O

Lemma 2.58

Sei S = spec R ein affines Schema und sei & ein Oxyg-Vektorbiindel von
endlichem Rang. Dann gibt es Zahlen m,n € 7. mit H*(X x S, & (noo)) # 0
und H°(X x S, &(moo)) = 0.

Beweis

a) Da Oxys(koo) fiir ein geeignetes k& € IN ein sehr amples Geradenbiindel

ist, gibt es ein n’ € N, so dass &(n'koo) von globalen Schnitten erzeugt
wird. Insbesondere fiir n := n'k ist H°(X x S, &(noo)) # 0.

b) Fir £ < 0 hat Ox(koo) keine globalen Schnitte. Da R/K ein flacher
Basiswechsel ist, gilt fiir £ < 0

H(X x S, 0xxs(koa)) = H(X,Ox(koo)) @ R = 0.

c) Sei &Y das duale Vektorbiindel. Nach Lemma 2.57 gibt es Zahlen n¥,r €
N, so dass es eine exakte Sequenz der Form

Oxxs(—n"00)®" —= &Y —— 0
gibt. Dualisierung ergibt die Sequenz

0 —— & —— Oxxs(n’oc0)?".

Wir wéhlen m < —n". Dann liefert Tensorieren mit Oxyg(moo)
&r

0 —— &(moo) — Oxxs((n” +m)oo)

Da Oxxs((nY + m)oc) nach Wahl von m keine globalen Schnitte mehr
hat, gilt dies auch fir &(moo). 0
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Sei & ein Oxys-Vektorbiindel von Rang d/ deg(oo) und sei fiir alle i € Z
&; = &(i00).

Im Folgenden zeigen wir, dass fiir alle i € 7 die Os-Moduln prg, &;/&;_1
Vektorbiindel von Rang d sind.

Lemma 2.59
Fiir alle 1 € 7. ist

&if&i1 = & Royys Oxxs(i00) [ Oxxs((i = 1)00).
Beweis Tensorieren der exakten Sequenz

0+ Oxxs((i — 1)00) —— Oxxs(ico) —
e Oxs(i00) [Oxxs((i — 1)00) —— 0

mit & liefert die Behauptung. O

Lemma 2.60
Fiir alle 1 € 7. ist

OXxs(iOO)/Oxxs((i - 1)00) = pr} Ox(ZOO)/Ox((Z — 1)00)

Beweis Der Funktor pr¥ ist ein exakter Funktor, da Oxygs ein flacher Ox-
Modul ist. Anwendung des Funktors auf die Sequenz

0—— Ox((i—1)o0) — Ox(icc) — Ox(i0)/Ox((i — 1)oc) — 0
liefert die Behauptung. 0

Bemerkung 2.61

Das zur Idealgarbe Ox(—o0) gehorende abgeschlossene Unterschema ist
spec k(00) —— X. Da Ox(—00) ein flacher Ox-Modul ist, folgt, dass Oxxs
die Idealgarbe zum abgeschlossenen Unterschema k(co) x .S —— X x S ist.

Lemma 2.62
Sei 1 : speck(oo0) —— X die kanonische Einbettung. Dann gilt fir alle i € Z

Ox (i00) /Ox ((i — 1)00) = 1,k(0).

Beweis Die Idealgarbe Ox(—o0) annuliert fiir alle i € Z den Ox-Modul
Ox(i00)/Ox((i — 1)o0). AuBlerdem gilt t*Ox (ic0)/Ox((i — 1)o0) = k(o).
Die Behauptung ergibt sich nun aus Lemma 2.22, 3). O
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Folgerung 2.63
Sei vg : speck(oco) x S —— X x S. Fiir alle i € 7 ist

Oxx5(100)/Oxxs((i = 1)00) = 15, Op(oc)xs-

Beweis Mit S —— spec K ist auch die Abbildung X x S —— X flach. Die
Aussage folgt jetzt aus Lemma 2.23, 1). O

Lemma 2.64
Sei 1g : speck(o0o) x S —— X x S. Fir allei € Z gilt

sz'/éaz‘q = LS*LE&/@A-

Beweis Nach Bemerkung 2.61 ist die Idealgarbe zum abgeschlossenen Un-
terschema spec k(0o) x S gegeben durch Oxyg(—00). Es gilt

Ei-1 = 6, ®0y, s Oxxs(—00) = Oxys(—00)&;.

Insbesondere annuliert die Idealgarbe Oxygs(—oc) den Modul &;/&;_;1. Die
Behauptung folgt nun aus Lemma 2.22; 3). o

Lemma 2.65
Fiir alle i € 7. ist
166 E—1 =156

Beweis Da das Diagramm

spec k(o0) X S X xS

PTgpec k(o0) J {pI‘X
spec k(o0) b x

kommutiert, folgt

05 (6/621) =05 (6 @oy,s Pri ek(00))  (vel. Lemma 2.59, 2.60, 2.62)
Lg& B0, pec k(oo) x5 Lg Pry txk(o0)

Lg& QO pec i(oo) x5 pr:pec k(oo) Ltk (00)

L5E B0, o ooy xs Plapeck(oo) K(00)  (vgl. Lemma 2.22, 1)
Lg&.

1 1R

1%

Folgerung 2.66
Fiir alle i € 7. ist prg, &;/8;—1 ein Og-Vektorbiindel von Rang d.



28 2. Algebraische Kurven und Vektorbiindel

Beweis Nach Lemma 2.64 gilt
prS* gi/gifl = prS* LS*LE&/&fl-

Es reicht deshalb, die Aussage fiir % (&;/&;-1) zu zeigen. Als Pullback des
Vektorbiindels & ist ¢ (&;/&i-1) ein Ogpeci(oo)xs- Vektorbiindel von Rang
4 - Die endliche Korpererweiterung k(0o)/k hat den Grad deg(oco). Dar-

deg(00)

aus ergibt sich, dass prg, ¢ (&;/&;—1) ein Og-Vektorbiindel von Rang d ist.
O

Lemma 2.67

Sei S = spec R ein affines Schema und sei & ein Oxyg-Vektorbiindel. Dann
ist H{(X x S,&;/&_1) =0 fiir alle i € 7Z.

Beweis Da S ein affines Schema ist, hat &;/&;_; einen affinen Trager (vgl.
Lemma 2.64). Es folgt die Behauptung (vgl. | |, Kapitel 5, Aufgabe 2.3
(b), Seite 191 und Theorem 2.18, Seite 186). 0

Folgerung 2.68

Sei S = spec R ein affines Schema und sei & ein Oxys-Vektorbiindel. Dann
gibt es eine Zahl ng € 7 mit H*(X x S, & (i00)) = 0 fiir i < ng und H°(X x
S, &(i00)) # 0 fiir i > ny.

Beweis Aus der exakten Sequenz
0 — & — &1 — &1 /66— 0
erhalten wir die lange exakte Kohomologiesequenz
0— H'(X x S,6&) — H*(X x S,811) — HY(X x S,&/& 1) —
—— H'(X x 8,&) — H'(X x 8,&41) — 0.

Aus der Injektivitat der ersten Abbildung folgt mit Lemma 2.58 die Behaup-
tung. 0

Satz 2.69
Sei S = spec R ein affines Schema und set & ein Vektorbiindel auf X x S.
Sei U := X \ {oo}. Fliir alle n € 7 seien

HY(X x S,&(n0)) — HY(U x S, &(noo)) = H'(U x S, &)
die kanonischen Abbildungen, und fir alle n,m € Z,, n < m, seien
H°(X x S,&(no)) —— H°(X x S, &(moo))
die kanonischen Inklusionen. Dann gilt

lim H(X x S, & (noo)) = H(U x S,&).
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Beweis Die Aussage ist mit flachem Basiswechsel beziiglich des Schemas S
vertréglich, sei deshalb ohne Einschréinkung der Allgemeinheit R = K. Die
Behauptung ergibt sich nun direkt aus Satz 2.31. O

Satz 2.70
Sei S = spec R ein affines Schema und sei & ein Vektorbiindel auf X x S.
Sei U := X \ {oc}. Dann gilt

H(X x S,lim&,)) =1lim H*(X x S,&,) = H'(U x S,&).
N e

Beweis Sei . = lim | &,. Mit X und S ist auch X x S separiert und

quasi-kompakt. Insbesondere gibt es eine endliche, affine, offene Uberdeckung
X = UF_,U;. Wir kiénnen deshalb die Kohomologie des quasi-kohérenten
Oxxs- Moduln mit Hilfe des Cech- Komplexes berechnen. Wir erhalten die
exakte Sequenz

k
0 — H'(X x S,7) — [[ H(U;, ) — ][ H°(Uy, F)

wobei wir U;; := U; N U; setzen. Wir zeigen, dass die kanonische Abbildung
u:lim H'(X x S,6,) — H°(X x S,.%)
n

ein Isomorphismus ist.

Zum Beweis der Injektivitit sei (s,) € lim HO(X x S, &) mit u((s,)) =0
gegeben. Dann gibt es fiir jedes 1 <17 < k eine Zahl n; mit s,|y, = 0 fiir alle
n > n;. Sei n' := max; n;. Dann ist s,|y, = 0 fir alle 1 <i <k und n > n/,
und es ist (s,) = 0.

Zum Beweis der Surjektivitit sei s € HY(X x S,.%) gegeben. Dann gibt es
fiir jedes 1 < i < k Elemente s; € H°(U;, %) mit s|y, = s; und s;|u,, = s;
fir alle 1 <4,7 <k.

Fiir jedes 1 < i < k gibt es n; mit s; € H°(U;,&,) fiir alle n > n;. Sei
n” := max; n;. Dann ist s; € H(U;,&,) fir 1 <i < kund n > n".

Fiir alle 1 <14, j < k gibt es nun Zahlen m;; > n” mit

Si|Uz'j = $j|Uij € H0<U17(ggn)

fir alle n > m,;. Sei m' := max; ; m;;. Dann gibt es ein Element s € HO(X X
S, &) mit sy, = s; fur jedes 1 < i < k und alle n > m’. Es folgt die
Behauptung. O

Bemerkung 2.71

Satz 2.70 gilt fiir alle quasi-kompakten, separierten Schemata und induktive,
filtrierte Systeme von quasi-kohdrenten Moduln. Eine allgemeine Version des
Satzes findet sich in | |, Théoréme (8.5.2).
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2.8 Konstruktion von Vektorbiindeln auf X x S

Satz 2.72
Ein Vektorbiindel von Rang d auf X x S ldsst sich durch die folgenden Daten
konstruieren:

o ./ : Vektorbiindel von Rang d auf spec A x S
o & : Vektorbiindel von Rang d auf spec Ox oo X S

o Isomorphismus: M QA F = E R0y F

Sei P # oo ein abgeschlossener Punkt von X. Nach Satz 2.27 bildet dann
U := X\ {oo} = specA und V := X \ {P} = spec B eine offene, affine
Uberdeckung von X =U U V.

Lemma 2.73
In der obigen Notation gilt:

1) spec Ox oo X x U = spec F
2) spec Ox X x spec Ox o« = spec Ox oo

3) spec A x x spec A = spec A

Beweis

1) Das Faserprodukt spec Ox o X x U lésst sich beschreiben durch die Uber-
deckung von X durch U = spec A und V = spec B, d.h.:

FesA -+ Oxo®pF
I I
F = F
Dies zeigt 1).
2) Wie in 1) liefert die Uberdeckung von X durch U und V/
F@aF o Ox,00 @8 Ox o0

| I
F = (OX,oo)n OX,oo
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und

dies zeigt 2) und 3). 0

Beweis (des Satzes) Nach Aussage 2. des Lemmas ist spec F' das Faser-
produkt von spec A mit spec Oy  liber X. Basiswechsel ergibt das folgende
Diagramm:

spec F' x § spec A x §
offen (damit flach)
Ox.co XS X xS
spec Ox o X T X
Weiterhin folgt mit 2. und 3. des Lemmas, dass die Bedingungen fiir den
treuflachen Abstieg erfiillt sind (vgl. [ | 17.2). Es folgt die Behauptung.

O

2.9 Frobenius-Twist von Garben

Sei S ein beliebiges Schema iiber dem endlichen Kérper IF,. Der arithmetische
Frobenius-Endomorphismus Frobg : S —— S ist wie folgt definiert:

S —%+ S und Og(U) — Os(U) fiir alle U C X offen
[

Sei X ein Schema iiber S. Das kommutative Diagramm

X
\W

X Xg S X
kJS’ Frobg L

bestimmt den Pullback Frobg X := X xg S und einen Morphismus, den
geometrischen Frobenius-Morphismus Frob? : X —— Frobg X von Sche-
mata {iber S. Im Gegensatz zum geometrischen Frobenius-Endomorphismus

ist der arithmetische Frobenius-Endomorphismus im Allgemeinen kein S-
Morphismus (vgl. | |, Teil IV, Kapitel 2, Seite 301 f).
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Definition 2.74
1) Sei R eine F,-Algebra und seien M, N beliebige R-Moduln. Eine additive
Abbildung f : M —— N heifst g-linear, falls fiir alle r € R und m € M

flrm) =rif(m)
gilt.

2) Seien S, T Schemata tiber F,. Sei & eine Modulgarbe auf T x S. Man
definiert den Frobenius-Twist von & (beziiglich S) als

'€ = (idy x Frob%)*&.

3) Seien &, F zwei Orys-Modulgarben.
Eine additive Abbildung & —— % heifit q-linear in Og, linear in O,
falls prg, & — prg,.# eine Og-q-lineare Abbildung und
pry, & —— prp,# eine Orp-lineare Abbildung ist. Im Folgenden sei dies
der Einfachheit halber immer nur kurz mit Og-q-linear bezeichnet.

Bemerkung 2.75
Es gibt eine kanonische ¢-lineare Abbildung & —— 7&. Sei U C T x S eine
offene, affine Teilmenge und s € &(U). Dann definieren wir

E(U) — Orxs(U) oy, sy €(U)
S b 1® s.

Lemma 2.76
Sei S = spec K ein Korper. Dann ist die kanonische Abbildung & —— &
ingektiv.

Beweis Sei U = specR ® K C T x S eine affine, offene Teilmenge. Der
Basiswechsel Frob : K —— K ist, da K ein Korper ist, flach und es gilt
E(U) = KRk &(U). Tensorieren der injektiven Abbildung Frob : K —— K
mit &(U) liefert die Behauptung. 0

Bemerkung 2.77

Eine additive Abbildung & — % von Orys-Modulgarben ist genau dann
Orxs-linear, wenn prg,& — prg,.# eine Og-lineare und pry,& — prp,.#
eine Op-lineare Abbildung ist.
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Satz 2.78

Seien &, .F Modulgarben auf T x S und sei [ : & — F eine Og—q-lineare
Abbildung. Dann gibt es genau eine Orxg lineare Abbildung ™f : & —— F,
so dass das Diagramm

f

E ——— F
\ /s
&
kommutiert.
Beweis

1) Fiir eine offene, affine Teilmenge U C T' x S definieren wir

Orys(U) ®@or,sw) 6 (U) — F(U)
TR S —— zf(s).

Diese Abbildung ist additiv und linear in Og und O, also Oryg-linear.

2) Die Abbildung 7f ist auf dem Bild von &(U) in "&(U) durch das kom-
mutative Diagramm bereits festgelegt. Da "€ (U) von diesem Bild erzeugt
wird, ist die Abbildung eindeutig festgelegt. O
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3 Drinfeld-Moduln und ihre Vektorbiindel

3.1 Drinfeld-Moduln

Sei X/F, eine glatte, absolut irreduzible Kurve, F' := F(X) der Funktio-
nenkorper von X und oo € X ein abgeschlossener Punkt. Sei Ox p der lo-
kale Ring im Punkt P € X, das zugehorige maximale Ideal sei mx p und
k(P) := Ox p/mx p der Restekorper. Mit deg(P) := [k(P) : F,] sei der Grad
der Restekorpererweiterung bezeichnet. Aufgrund der Glattheit der Kurve X
sind die lokalen Ringe Oy p diskrete Bewertungsringe. Die zugehorige Bewer-
tung und ihre kanonische Fortsetzung auf dem Funktionenkorper F' sei mit

vp, oder, falls keine Missverstindnisse zu befiirchten sind, mit P bezeichnet.
Der Ring

A:=T(X\00,0x)={z€ F|vp(x) >0VP € X\ o0}
ist ein Dedekindring. Fiir alle x € F' gilt die Produktformel
> deg(P)vp(z) = 0.

Pex
Es folgt, dass oco(a) < 0 fiir alle a € A gilt. Wir fithren aus diesem Grund die
Bezeichnung dega := —oo(a) fiir alle Elemente a € F ein.
Sei S/F, ein Schema, .Z ein Geradenbiindel iiber S und sei G,/ das additive
Gruppenschema zum Geradenbiindel .Z. Fiir alle offenen Teilmengen U C S
ist das Gruppenschema gegeben durch

Go2(U)=2(U).
Die (additiven) Gruppen .Z(U) sind in kanonischer Weise F,-Vektorrdume.

Satz 3.1

1) Seien Z und M Geradenbiindel iber S. Seien Homp, (Ga/ g, Gayn) die
F,-linearen Endomorphismen der beiden zugehirigen Gruppenschemata.
Sei Homp,(Gajz, Gayn) die assoziierte Homomorphismen-Garbe tiber S.
Dann gilt

Homy,(Coyz,Gay) = P M @0y L.
n=0

2) Sei Endg, (G,/) der Endomorphismenring der Iy -linearen Endomorphis-
men des Gruppenschemas Go/ ¢ und sei &ndy, (Gayy) die assoziierte Endo-
morphismen-Garbe iiber S. Fs gilt

End, (Goz) = D L

n=0



3.1. Drinfeld-Moduln 35

Beweis Siehe | |, Kapitel 1, Proposition 2.3, Seite 5. 0

Folgerung 3.2

Sei U = spec R C S eine affine, offene Trivialisierung des Geradenbiindels
. Dann gilt

Endr, (Go)2)(U) = Endy, (Ga/r) = R{7}.

Bemerkung 3.3
Eine gute Einfithrung in die Theorie der Schiefpolynomringe iiber einem
Korper befindet sich in der Arbeit | |, Abschnitt 2.3.

Bemerkung 3.4

In der Situation von Satz 3.1 sei ¢ € Endg, (G,/#) ein endlicher Morphismus.
Dann ist fiir alle s € S der Rang (rk) von ¢ wohldefiniert. Der Rang von ¢ ist
auf jeder Zusammenhangskomponente von S konstant (vgl. | ], Kapitel
1, Proposition 2.6, Seite 6).

Definition 3.5 (] D

Sei char : S —— spec A ein Morphismus tber F,. Ein Drinfeld-Modul
E = (Gyg,e) besteht aus einem additiven Gruppenschema Go o und ei-
nem Ringhomomorphismus e : A —— Endg, (G, ») mit:

1) Der Morphismus e(a) ist endlich fir alle a € A und fir alle Punkte von
S gibt es ein a € A, so dass rke(a) > 1 ist.

2) Das Diagramm

A EIldIFq (Ga/j)
ch;r\« »/8
Os(9)
kommutiert.
Satz 3.6

1) Sei S ein zusammenhdngendes Schema. Dann gibt es eine natiirliche Zahl
d >0 mit
rke(a) = —d deg(oco)oo(a).

Die Zahl d heifit Rang des Drinfeld-Moduls. Ist der Rang eines Drinfeld-
Moduls auf allen Zusammenhangskomponenten konstant d, dann sagen
wir der Drinfeld-Modul hat Rang d.
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2)

3)

4)

9)

Morphismen von Drinfeld-Moduln E = (Gq/ g, €) und F = (Gqy9, f) sind
Homomorphismen von Gruppenschemata iiber I,

u: b ——F
mit ue(a) = f(a)u fir alle a € A, das heifit, das Diagramm

p g

F——F
fla
kommutiert.

Sei E = (Gq/g,€) ein Drinfeld-Modul von Rang d. Dann gibt einen Iso-
morphismus u von Drinfeld-Moduln mit

ue(a)u™" =: f(a),
so dass fir jede affine, offene Trivialisierung spec R C S von E

—d deg(oo)oo(a)

g(
fla) = ; ri(a)T'

gilt und der Leitkoeffizient r_4qcg(o0)o(a)(@) eine Einheit in R ist. Ein
solcher Drinfeld-Modul heifft in Standardform. Fordert man zusdtzlich
Ou =1, dann ist u eindeutig bestimmt ([ | Kapitel 1, 2.8, Kapitel 2,

Ist S = spec R ein affines Schema und ist £ trivial, dann ist
Endg, (Go/ o) = R{T}

und wir erhalten das Diagramm:

R{t}
chzsx /

In diesem Fall wird der Dmnfeld—Modul mit (R, e) bezeichnet.

Sei mit deg_ der Grad eines Elements im Schiefpolynomring R{t} be-
zeichnet. Dann gibt es fir jedes Element e(1) € R{7T} mit invertierbarem
Leitkoeffizienten eine Rechtsdivision mit Rest

F(r) = H(r)e(r) + R(7) mit deg,e(r) > deg, R(7).
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3.2 R ® A-Modulstruktur auf R{7}

Sei (R,e) ein Drinfeld-Modul tiber A. Auf R{7} ist eine R ® A-Modul-
Struktur definiert durch

(A® a)F(7) == AF()e(a).

Lemma 3.7

Seien (R,e) und (R, f) Drinfeld-Moduln und u : (R,e) (R, f) ein Iso-
morphismus, dann sind die beiden R @ A-Modul-Strukturen auf R{T} iso-
morph.

Beweis Der [somorphismus u ist gegeben durch ein invertierbares Element
u(1) € R{r}, insbesondere gibt es ein Element u(7)~' € R{7} mit
u(t)u(t)~t = 1. Sei

¢ R{t} — R{7}
F(7) — F(1)u(r)™

die durch Rechtsmultiplikation mit u(7)~! vermittelte Abbildung. Es folgt

p((r@a)F(r)) = rF(r)e(a)u(r) ™ = rF(r)u(r)"" f(a)

r @ a)p(F(T)).

3.3 Projektivitit von R{7}

Satz 3.8
Sei (R, e) ein Drinfeld-Modul von Rang d tiber A. Dann ist der R® A-Modul
R{7} endlich erzeugt und lokal frei von Rang d.

Aufgrund von Lemma 3.7 und Satz 3.3.3 reicht es, die Aussage fiir Drinfeld-
Moduln in Standardform zu zeigen. Sei deshalb im Folgenden (R,e) ein
Drinfeld-Modul in Standardform.

Nach Definition gibt es ein a € A mit deg, (e(a)) > 0. Rechtsdivision mit Rest
durch e(a) im Ring R{7} liefert ein Erzeugendensystem 1, ..., rdee-(e(@)—1
von R{7} als R ® A-Modul. Insbesondere ist R{7} ein endlich erzeugter
R ® A-Modul.

Wir beweisen Satz 3.8 nun sukzessive fiir die folgenden fiinf Félle:

3.3.1 R = L ist ein Korper und A = F,[T].

3.3.2 R = L ist ein Korper.
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3.3.3 R ist ein reduzierter, noetherscher Ring.
3.3.4 R ist ein noetherscher Ring.

3.3.5 R ist ein beliebiger, kommutativer Ring.

3.3.1 R =1L ist ein Kérper und A = [f,[T]

In diesem Fall ist L @ F,[T] = L[T] ein Hauptidealring. Ist f(7") € L[T] und
F(r) € L{r}, dann gilt

deg, (f(T)F (7)) = deg, F(7) + ddeg(f(T)).

Man zeigt, dass die Elemente 1,...,797! eine L[T]-Basis von L{r} bilden.
Rechtsdivision mit Rest durch e(T") zeigt, dass die Elemente ein Erzeugen-
densystem bilden. Ist

d—1
1=0

eine Darstellung der Null, dann gilt deg, (f;(T)7%) = i + ddeg(f:(T)). Da
0 <1 < d gilt, ist nur die triviale Darstellung moglich.

3.3.2 R =1 ist ein Korper

Es gibt ein Element T" € A, so dass F' eine endliche, separable Korpererwei-
terung von IF,(7T") und A der ganze Abschluss von I, [T] in F ist (vgl. | ],
Abschnitt 2.2, Seite 5 und | |, Abschnitt 5.1, Seite 142). Nach Satz 2.2,
1) und 4), Folgerung 2.26 und Satz 2.21 ist L ® A der ganze Abschluss von
L|T] im Quotientenkérper Quot(L @ A).

Die Einschrénkung des Drinfeld-Moduls iiber A auf F, [T liefert einen Drinfeld-
Modul tiber F, von Rang —d deg(oo)oo(T") und der L[T']-Modul L{7} ist nach
3.3.1 frei von diesem Rang.

Sei m € L{r} ein Torsionselement, das heifit, es gibt ein y € L ® A mit
ym = 0. Aus der Ganzheit von y iiber L[T] ergibt sich die Existenz einer
Gleichung Y1) 2;5° + y™ = 0 mit z; € L[T]. Da L ® A ein Integrititsring
ist, sei ohne Einschréinkung xy # 0. Es folgt:

n—1
0= —9y"m= Z ry'm
=0
= Xogm.

Da die Operation von L[T| auf L{7} torsionsfrei ist, folgt m = 0.
Nach Satz 2.5 und Satz 2.11 ist L{7} ein projektiver Modul endlichen Ranges
tiber L ® A.
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Fiir die Berechnung des Ranges reicht es, den Rang von
(L@ A: L[T)|=[A:E,[T]
zu kennen, denn
[L® A: L[T||rang g4 L{T} = rang ;) L{T}.

Sei 0o’ die Einschrankung der Bewertung oo auf F,(T"). Da z(7") > 0 fiir alle
Bewertungen x # oo, ist die Erweiterung unzerlegt in oo’, d.h. oo ist die einzi-

ge Bewertung iiber oo’. Nach der Fundamentalen Gleichung der algebraischen
Zahlentheorie (] | Kapitel 2, Satz 8.5) gilt

[F: By(T)] = [A: E[T]] = —oo(T) deg(oo).
Es folgt die Behauptung.

3.3.3 R ist ein reduzierter, noetherscher Ring

Verwendung findet das Projektivitats-Kriterium Satz 2.7 fiir reduzierte Rin-
ge.

Sei p € spec(R® A), sei 7 : spec(R ® A) — spec R die kanonische Pro-
jektion und p := 7(p). Ist k(p) der zu p gehorende Restekorper, dann ist
p € spec(k(p) ® A). Ist p: spec(k(p) ® A) —— spec(R ® A) die Faser iiber
p, dann ist p*R{7} der k(p) ® A-Modul k(p){7}. Dieser ist nach 3.3.2 lokal
frei von Rang d. Dann ist dimy) k(p) @rea R{7} = d. Da p beliebig gewahlt
ist, sind die Voraussetzungen von Satz 2.7 erfiillt.

3.3.4 R ist ein noetherscher Ring

Dieser Fall wird mit Hilfe von Theorem 2.9 auf den Fall 3.3.3 zuriickgefiihrt.
Sei R ein beliebiger Ring und sei n sein Nilradikal. Dann ist auch n ® A
ein nilpotentes Ideal in R ® A. Es ist R{7}/(n® A)R{r} = (R/n){7} und
R®A/(n® A) = R/n® A. Da R{7} ein freier R-Modul ist, gilt auBerdem

(M® A) Qpea R{7} EZn®r R{T} ZnR{r}.

Fiir den reduzierter Ring R/n ist nach 3.3.3 die Voraussetzung des Theorems
2.9 erfullt. Der Modul R{7} ist folglich ein flacher Modul, und da er endlich
erzeugt ist, auch projektiv.

3.3.5 R ist ein beliebiger, kommutativer Ring

Da der Dedekindring A eine endlich erzeugte F,-Algebra ist, gibt es eine
endlich erzeugte F,-Unteralgebra R’ von R, so dass die Bilder von A bereits
in R'{7} liegen. Nach 3.3.4 ist R’'{7} ein lokal freier R’ ® A-Modul von Rang
d. Die Behauptung folgt nun durch Skalarerweiterung.
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3.4 Konstruktion der Faser in oco

Sei (R, e) ein Drinfeld-Modul in Standardform iiber dem affinen Schema S =
spec R von Rang d.

Im Folgenden soll die Konstruktion eines Vektorbiindels aus Abschnitt 2.8
angewandt werden. Nach Satz 3.8 ist R{7} ein projektiver R ® A-Modul von
Rang d. Gesucht ist ein projektiver R® Ox «-Modul &, von Rang d und ein
[somorphismus

& R0y F—— R{r} @4 F.

Mit Hilfe dieses Isomorphismus ldsst sich &, als Teilmenge von R{7} ®4 F
auffassen.

Durch Bildung des Hauptnenners ist jedes Element in R{7} ®4 F' von der
Form F(7) @ x mit F(7) € R{r} und = € F. Man definiert eine Fortsetzung
der natiirlichen Gradabbildung auf R{7} durch

deg, : R{t} @4 F —— Z U {—00}
F(r)®@xz +—— deg, F(1) — ddeg(co)oo(x).
Dies ist wohldefiniert, denn fiir alle a € A gilt
deg, F()e(a) = deg, F(7) + deg, e(a),

da der Leitkoeffizient von e(a) eine Einheit in R ist. Es gilt die starke Drei-
ecksungleichung
deg,(a + ) < max(deg, a, deg, )

und genau dann ist F(7) ® z = 0 falls F(1) =0V z = 0 gilt.
Definition 3.9 (| D

Fiir alle i € 7 sei & :={a € R{T} ®4 F | deg, a <i}.

Seir®@r € R® Ox o (dh. co(z) > 0) und F(7) ® y € & . Dann ist

deg, ((r®@x)F (1) ® y) = deg, (rF (1) ® ry)
deg, (F(7) ® y) — ddeg(oc)oo(x)

<
< deg (F(1) ®@y) <i

Insbesondere ist &; « ein R ® Ox «-Modul fiir alle ¢ € Z.

3.5 Projektivitat des Moduls &;

Satz 3.10
Fiir jedes i € 7. ist &, ein endlich erzeugter, projektiver R @ Ox o-Modul
von Rang d.
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Wir zeigen zunéchst, dass &; o, endlich erzeugt ist. Dann zeigen wir Satz 3.10
sukzessive fiir die folgenden vier Félle:

3.5.1 R = L ist ein Korper
3.5.2 R ist ein reduzierter, noetherscher Ring.
3.5.3 R ist ein noetherscher Ring.

3.5.4 R ist ein beliebiger, kommutativer Ring.
Lemma 3.11

Seia € A mit k:=deg,e(a) >0 und sei To € F mit 0o(m) = 1. Dann ist
der R ® Ox oo-Modul &~ erzeugt von den Elementen

0<r<k
o AP B L
T ¥ oo ddeg(oco) = T ddeg(oo)  ddeg(oo)

r —ddeg(oco)s <

+1

Insbesondere sind die R ® Ox o-Moduln & o, endlich erzeugt fiir alle i € Z.

Beweis Die Nummerierung bezieht sich auf die zu zeigenden Ungleichungen.

1) Sei F(7) @ x € & . Ist deg, F'(7) > k, dann liefert Division mit Rest
F(7) = H(71)e(a)+ R(7) mit deg, H(7)e(a) = deg, F(7) und deg, R(7) <
k. Es folgt
F(r)y@z=H(T)e(a) @ x + R(T7) @ x
=H(1)®ax + R(T) ® .
Beide Summanden liegen in & . Nach Voraussetzung ist deg. R(7) <
k. Da deg, H(T) < deg, F(7) ist, kénnen wir Induktion nach deg, F(7)

anwenden. Der R ® Ox »-Modul &; o, wird also von Elementen der Form
7" ®@x mit 0 < r < k erzeugt.

2) Jedes v € F ldsst sich schreiben als x = en3 mit einem ¢ € O%  und
s = oo(z). Das Element F(7) ® x € & liegt folglich im Erzeugnis von
" @i fur r — ddeg(oco)s < i.

3) AusO§r<kfolgtsz—m.

4) Ist r — ddeg(oo)(s — 1) < 4, dann gilt
TR, = (1® 7)) @7 mit 7" @ 75! € & o

Das heifit, 7" ® 7% liegt im Erzeugnis von 7" @ 7571, Da r < k ist, gilt
dies insbesondere fiir s > - de;zoo) + 3 d’z;(loo) +1. -
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Lemma 3.12

Fiir alle i € Z ist der R-Modul &; «/&i-1. frei von Rang 1.

Sei 7" @ wS, € L{r} @4 F mit r — ddeg(oo)s = i, also deg, 7" ®@ w5, = i.
Dann ist 7" @ w3, ein Basiselement von &; /&—1.00 als R-Modul.

Beweis Man zeigt zunéchst, dass 7" @73, ein erzeugendes Element des Quo-
tientenmoduls ist. Sei F/(7) ® ¢ € & \ &i—1,00 mit F(7) = X7 pp7" und
pn # 0. Esgilt F(T)® 2 = p,7™ ® x mod &_1 0. Sei A € F mit A\r3, = .
Es gibt a,b € A mit A = §. Sei

T _ 7T
YT T
Es folgt
T S T b S T
" QT T®67TOO—Te(b)®y
= p/Tr—l—degT(e(b)) Ry mod é(;—l,oo

a
T R = p, 7" ® 5I =pa7"e(a) ® y

Ep”TTH—degT(e(a)) Ry mod gi—l,oo
mit o', p” € R. Nach Voraussetzung ist p’ sogar eine Einheit. Weiterhin gilt

r+ deg, (e(b)) — ddeg(oo)oo(y) =i

n + deg, ((a)) — d deg(o0)oo(y) = i

also
m =1+ deg, (e(b)) = n + deg, (e(a)).

Da p eine Einheit ist, gibt es p € R mit pp’ = p”. Dann gilt

//_m

pp T @y =p'T" @y,

und es folgt
p(T"@ms)=F(r)®x mod &1 .

Ist p(7" @ m2) = 0, dann ist p = 0, da R torsionsfrei operiert. Es folgt die
Behauptung. O

Lemma 3.13
Fiir allep 2 R®my o und alle i € Z gilt

(Gioo)p = (it1,00)p = (R{T} ®a F)y.
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Beweis Sei p € spec(R ® Ox,o) mit p 2 R ® mx o. Dann ist 1 ® 7o & P,
und 1 ® 7, ist eine Einheit in (R® Ox o0 )p- AUS & o0 C Eit1.00 fOlgt (& 00)p
(it1,00)p- S€l B € 11,00 Dann ist (1 ® 7 ) € & o0 und es gilt

B=(1370) ' (1®@7x)8 € (& 00)p-
Es folgt (&i41.00)p C (&i0)p- Aus Usez &0 = R{7} ®4 F folgt schliefllich

U (Eio)p = (Gic)p = (B{T} @4 F)y.

1€Z
3.5.1 R =L ist ein Korper

Sei P € X, P # oo und sei B :=I'(X\{P}, Ox). Die Ringe L&Ox o und L&
F sind Lokalisierungen des Dedekindringes L ® B und deshalb Dedekindringe
(vgl. Satz 2.21, Folgerung 2.26 und Bemerkung 2.4).

Nach Satz 3.8 ist L{7} ein projektiver L ® A-Modul. Dann ist auch L{7} ®4
F' ein projektiver, insbesondere torsionsfreier L ® F-Modul. Der Unterring
L ® Ox « operiert also torsionsfrei auf L{7} ®4 F' und damit auch auf &
fiir alle ¢ € Z.

Als endlich erzeugte, torsionsfreie Moduln iiber dem Dedekindring L ® Ox «
sind die Moduln &; o, projektiv (vgl. 2.5).

Da (L ® F)g) = (L ® Ox,)0) und (0) 2 R ® mx o gilt, ist nach Lemma
3.13 (&700)(0) = (L{T} ®A F)(()). Der (L &® F)(O)—Modul (L{T} ®a F)(o) hat
als Lokalisierung des L ® F-Moduls L{7} ®4 F' den Rang d.

Lemma 3.14

1) Sei R ein beliebiger Ring iiber I, sei a ein Ideal und sei R := R/a. Ist
(R,e) ein Drinfeld-Modul in Standardform von Rang d, dann ist auch
(R,é) ein Drinfeld-Modul von Rang d in Standardform.

Sei B B
o ={a € R{T}®4 F | deg, a < i},

dann ist die Abbildung
gz’,oo/(cl & OX,oo)gi,oo
F(r)®@z mod (a® Ox )& F(T) @ 2

Eioo

ein Isomorphismus von R ® Ox oo-Moduln.

2) Sei S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von R.
Set S®1:={s®l € RRO0x | s € S}. Dann ist auch S®@1 multiplikativ
abgeschlossen und es gilt

(SR1)™HR®Oxo) = ST'R® Ox oo
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Ist (R, e) ein Drinfeld-Modul von Rang d in Standardform, dann ist auch
die kanonische Fortsetzung auf (ST'R, e) ein Drinfeld-Modul von Rang d
in Standardform. Sei

cg‘%,oo ={a € ST'R{7} ® F | deg_a < i},

dann ist die Abbildung

Eioo

(S®1)7E
) Y FT)ez)r—s'Fir) o
ein Isomorphismus von ST'R ® Ox oo-Moduln.

Beweis

1) Die Abbildung ist wohldefiniert, da deg_ F'(7) < deg. F(7) gilt. Mit 7" ®
w3, fiir r — ddeg(oo)s < i ist auch 7" @ 73, fiir r — ddeg(oo)s < i ein
Erzeugendensystem von &; ., es folgt die Surjektivitdt der Abbildung.

Sei F(7)®x = 0. Aus x # 0 folgt, dass F(7) = 0 ist, das heifit F(7) €
a{7}. Es folgt die Injektivitét der Abbildung.

2) Der Beweis von Teil 2) ist analog zu Teil 1). 0

3.5.2 R ist ein reduzierter, noetherscher Ring

Ist 7 € spec(R ® Ox ), dann gibt es ein y € spec R, so dass y in der Faser
iiber y beziiglich der Projektion 7 : spec(R ® Ox o) — spec R liegt. Ist
k(y) der zu y gehorende Restekorper, dann ist § € spec(k(y) @ Ox o). Ist
p :spec(k(y) ® Ox o) — spec(R® Ox o) die Faser iiber y, dann ist p*&; o
der k(y) ® Ox -Modul é_‘;oo fiir ein geeignetes Ideal p in R und eine geeignete
multiplikativ abgeschlossene Teilmenge S nach Lemma 3.14, 1) und 2). Dieser
ist nach 3.5.1 lokal frei von Rang d. Dann ist dimyy) k(7) @ reox. .. Siee = d.
Da g beliebig gewéhlt werden kann, sind die Voraussetzungen von Satz 2.7
erfiillt.

3.5.3 R ist ein noetherscher Ring

Wie im Beweis zu 3.8, Abschnitt 3.3.4, ist die Injektivitit der kanonischen
Abbildung n ®g &; .« — né; « fiir das Nilradikal n von R zu zeigen. Man
zeigt sogar, dass &; o ein flacher R-Modul fiir alle 7 € Z ist.

Da R{t} ein projektiver R ® A-Modul ist, folgt, dass auch R{7} ® F ein
projektiver R ® F-Modul ist. Andererseits ist auch R ® F' ein projektiver
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(sogar freier) R-Modul. Es folgt, dass R{7} ® F ein projektiver und damit
flacher R-Modul ist.
Sei

00— éﬁi,oo

é(;;—l-l,oo é(;;—l—l?oo/é;,oo — 0

die kanonische exakte Sequenz und sei a ein Ideal in R. Tensorieren der
Sequenz mit a liefert

- TOI‘l(a, é(;+1,oo/éai,oo) — aQ®gr gi,oo -
a QR éaiJrl,oo — A QR g%#»l,oo/éai,oo — 0.

In 3.12 wurde gezeigt, dass &11,00/8; 0 €in projektiver R-Modul ist. Die
Torsion ist also gleich Null. Also ist die Abbildung

a QR ®@i,oo — a QR éaiJrl,oo

injektiv.
Ist K; := Ker(a®p & oo — aé; ), dann folgt aus obigem, dass die natiirli-
che Abbildung K; —— K1 ebenfalls injektiv ist.
Ist
00— K, — a®r & oo — 0800 — 0

die kanonische exakte Sequenz, dann liefert die Anwendung des exakten
Funktors h_r)n die exakte Sequenz

0 — lim K; — lim(a ®g & ) — limadj o — 0.

Auflerdem gilt lil>n(a ®r i) = 0 QR limé&; 0o = a Qg (R{t} ® F). Da
R{7} @ F projektiver R-Modul ist, ist lim K; = 0. Die im Limes auftretenden
Abbildungen sind alle injektiv, daher ist K; = 0 fiir alle ¢ € Z. Nach | ]
§7, Theorem 7.7, sind die R-Moduln &; », flach.

3.5.4 R ist ein beliebiger Ring

Nach 3.11 ist &  ein endlich erzeugter R® Ox -Modul. Seien my, ..., m, €
&i00 € R{T}®4F Erzeuger. Dann gibt es eine endlich erzeugte F,-Unteralgebra
R’ von R, so dass my,...,m, bereits in R'{7} @4 I liegen. Sei &, der zum
Ring R’ gehorende Untermodul von R'{7} ® 4 F. Die kanonische Abbildung

R ®R/ é[;//,OO - é(;;,OO

ist in diesem Fall ein Isomorphismus. Da & o eine Skalarerweiterung des
Moduls &7, ist, folgt die Behauptung und Satz 3.10 ist bewiesen.
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3.6 Konstruktion des Vektorbiindels

Mit Hilfe der Ergebnisse aus den Abschnitten 3.3 und 3.5 kénnen wir fiir alle

1 € 7 ein Oxyg-Vektorbiindel konstruieren. Aulerdem erhalten wir kanoni-
sche Abbildungen

5i 165 — i

und
ti '€ — Ein

fiir alle 7 € Z.

Lemma 3.15
Sei Too € F mit 00(7s) = 1. Dann ist die Abbildung

Eioo — Gitddeg(c0),00

o> aw;l

ein Isomorphismus von R ® Ox o-Moduln. Die Umkehrabbildung ist
Sitddeg(o0),00 — Bio

O ————— Q.

Beweis Die Behauptung folgt aus der Giiltigkeit der Gleichung
deg, (ax) = deg, a — d deg(oo)oo(x)
fir alle « € R{7} ®4 F und x € F. 0

Sei F(1)®@x € R{r} ®4 F von Grad i. Dann ist deg (7F(7) ® z) < i+ 1.
Dies induziert fiir alle i € Z eine Abbildung

o0

giJrl,oo
F(r)®@z+T7F (1) ® .

Sie ist linear in Ox o und g¢-linear in R. Nach Satz 2.78 faktorisiert sie iiber
76 00- Es gilt:

Lemma 3.16
Sei p Primideal in R® Ox o mitp O R Q@ mx . Dann ist

(Téi',oo)p - (éai+1,oo)p
1 ar— 1o

ein Isomorphismus von (R ® Ox o0 )p-Moduln.
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Beweis Der Modul (& ), ist ein endlich erzeugter (R® Ox o )p-Modul und
das Ideal R®@ my o C Rad((R ® Ox,)p) = 9. Nach Lemma 3.11 wird &
erzeugt von 7" @ 5 mit r, s wie in 3.11. Sei M der von 7" @ 75_, erzeugte
Untermodul in (&;11,)p- Nach dem Nakayama-Lemma (| |, Korollar zu
Theorem 2.2) ist zu zeigen, dass

(@@i+1,oo)p =M+ (R® mX,oo)(@@i+1,oo>p

gilt. Da 7" @75, ein Erzeugendensystem von (&1 ), bildet und die Elemente
7" ® 73, fir r > 0 bereits in M sind, reicht es zu zeigen, dass 1 ® 73, €
(R ® My 00)(Ei41,00)p gilt. Man betrachtet nun die folgenden beiden Félle:

Fall T Ist —ddegoo(s — 1) < i+ 1. Dann ist

17, =10 7)1 ® Wio_l € (R®Mx.00)(Eit1,00)p

Fall IT Ist —ddegoo(s — 1) > ¢ + 1. Dann ist

1o, =1® w;g
a
7.(.8
=e(a) ® ==
k s
=) e ==
n=0 a
Fiir n > 0 liegen die Summanden bereits in M. Ist 7o = 0, dann ist
nichts mehr zu zeigen. Andernfalls ist —(s — ddfgoo)d deg(o0) <i+1,
insbesondere —(s —1)d deg(oo) < i+ 1 und man kann Fall I anwenden.

O

Lemma 3.17
Sei oo € F' mit 0o(mo) = 1. Dann ist die Abbildung

—1
(g;,oo ®(9X700 Too OX,oo (gzi+ddeg 00,00

a Wgolzc — aw;ola;

ein Isomorphismus von R @ Ox o-Moduln. Der Twist mit m,,Ox o ergibt
einen Isomorphismus mit &;_4deg co,00-

Beweis Sei o € &i1gdegoo,00- Dann ist amy, € & o ein Urbild. Mit &  ist
auch &  ®oy. . 7O X,00 Projektiv von Rang d. Da surjektive Abbildungen
projektiver Moduln von selbem Rang Isomorphismen sind, folgt die Behaup-
tung. Die zweite Behauptung folgt analog. O
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Bemerkung 3.18

Sei (R, e) ein beliebiger Drinfeld-Modul iiber A. Nach Satz 3.6, 3), gibt es
einen Drinfeld-Modul (R, f) in Standardform und einen eindeutigen Isomor-
phismus u : (R,e) — (R, f) von Drinfeld-Moduln mit du = 1.

Nach Lemma 3.7 induziert u einen Isomorphismus der beiden R ® A Modul-
Strukturen auf R{7}, also auch einen Isomorphismus

R{r}®a. F —+ R{1} ®@a; F
Fry®@r +—— F(riu'®x

von R ® F-Moduln. Fiir den Drinfeld-Modul (R, e) definiert man nun die
R ® Ox -Moduln & oo C R{7} ®4,. F als Urbilder der bereits definierten
Moduln &« C R{7} ®4, F. Insbesondere iibertragen sich alle gezeigten
Eigenschaften.

Bemerkung 3.19

Mit Hilfe von Satz 2.72, Satz 3.8 und Satz 3.10 kénnen wir fiir alle 1 € Z das
Oxxs-Vektorbiindel {&;};cz von Rang d konstruieren.

Fiir alle ¢« € Z wird durch die Inklusion der Moduln & .o —— &j4+1 « eine
Abbildung

vermittelt. Die Linksmultiplikation mit 7 definiert fiir alle i € Z eine Og-¢-
lineare Abbildung & .o — &j41,00. Mit Hilfe von Satz 2.78 erhalten wir also
fiir alle ¢ € Z eine Abbildung

ti "6 — &

Folgerung 3.20
Sei (R, e) ein Drinfeld-Modul in Standard-Form. Dann gilt fir alle i € 7,

(X xS)={F(r) € R{r} | deg, F(1) <i}.

Beweis Nach Konstruktion ist das Klebedatum von & ., und R{r} durch
die kanonischen Abbildungen

Eioo — R{T} ®4 F ~—— R{r}
gegeben. Aus der Definition von &; o, folgt die Behauptung. O

Folgerung 3.21
In der Situation von Lemma 5.16 gilt:

1) HY(X x S,&) = H%(X x 5,(&)s) =0 firi <0 und s € S.
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2) HY(X x S,&) = HY(X x 5,(&)s) =0 firi > -1 unds € S.
3) @zez H°(X x S,&) = R{7}.
Beweis

1) Folgt aus Folgerung 3.20.

2) Nach Lemma 3.13 hat &;/&;—; nur Triger in spec Ox o ® R und es gilt
nach Konstruktion

(63/6i1) lspec Ox otk = Eioo/ Ei1,00-

Nach Lemma 3.12 ist fiir alle ¢ > 0 das Element 7° € R{7} ein globaler
Schnitt, der &; /-1, erzeugt. Insbesondere ist

HO(X X S?&) - HO(X X S?&/gifl)
eine surjektive Abbildung und also H'(X x S, &;_1) = 0 fiir alle i > 0.

3) Folgt aus Folgerung 3.20. o

3.7 Alternative Konstruktion

Anstatt der expliziten Konstruktion der Halme im Punkt oo konnen wir die
Vektorbiindel &; auch durch eine Proj-Konstruktion erhalten.

Sei Sx = @2, H(X, Ox(ic0)). Nach Satz 2.37 gilt ProjSx = X. Sei fiir
alle k € Z

My, = {f(r) € R{7} | deg, f(7) < k}
und sei fur alle ¢t € Z

M@' = @ Mkddeg(oo)+i-
k=0
Fiir alle 7 € Z ist M; in natiirlicher Weise ein graduierter R ® Sxy-Modul.
Sei

&= M7
fiir alle ¢ € Z der durch die Proj-Konstruktion entstandene Ox ygs-Modul.

Satz 3.22
Fiir alle i € 7 sind die Oxxs-Moduln &' und &; kanonisch isomorph.
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Beweis Sei U := X \ co. Trivialerweise gilt
&l luxs = Mile ) = R{7} = &iluxs

fiir alle ¢ € Z. Sei po, C Sy das zum Punkt oo gehérende homogene Prim-
ideal. Wir erhalten

/
& lspec Ox o x5 = Mi(py,)

N {fm

a

‘ deg, f(7) < deg.(e.) +i, 0 £a€ A, f(1) € R{T}}
= é‘ai’spec(’)x’ooxs

fiir alle ¢ € Z. Es folgt die Behauptung. O

3.8 Konstruktion iiber einem beliebigen Basisschema

Im Folgenden wird die beschriebene Konstruktion auf den Fall eines beliebi-
gen Basisschemas S ausgedehnt. Sei (£, e) ein Drinfeld-Modul von Rang d
itber S in Standardform. Sei

Sy = Homg,(Gary, Gass)-

Da Og C cg’nqu(Ga/S) ist, operiert Og in kanonischer Weise von rechts auf
&y . Mittels der durch die Drinfeld-Modul-Struktur gegebenen Abbildung

e: A—— &ndy, (Go/e)

tragt &y auch eine kanonische, von links operierende A-Modul-Struktur.
Beide Operationen sind miteinander vertréglich und machen & zu einem
Ospec axs-Modul.
Nach Satz 3.1 ist

jfomﬁq(Ga/g, Ga/s) = @ K7

n>0

Wir definieren
[eS) kddeg oo
M= f§ ).
k=0 n=0

Seien

[ —— 27 € &Endy,(Goyz)
g (/)S —_— g_qm S %Om]Fq(Ga/fa Ga/5)7
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dann ist die Komposition der beiden Abbildungen

m—+n

gof:05— L1 Ejfom]];q(@ra/‘y,@a/s)

wohldefiniert und in kanonischer Weise wird M zu einem graduierten Sy ®
Os-Modul. Wir erhalten durch Anwendung des Proj-Funktors den quasi-
kohéarenten Oxys-Modul &. Die Konstruktion der Garbe & stimmt lokal in
S mit der Konstruktion der Garbe & in Abschnitt 3.7 iiberein. Insbesondere
ist Garbe & ein Oy s-Vektorbiindel von Rang d.

Fiir alle ¢ € Z lassen sich mit Hilfe des Proj-Funktors, angewandt auf die
Ospec AXg—Moduln

oo [it+kddegoo
MZ‘ = @ ( @ gqn> s
k=0 =0

die Oxxs-Moduln &; gewinnen. Auch sie stimmen lokal in S mit der Kon-
struktion in Abschnitt 3.7 iiberein.
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4 Vektorbiindel von allgemeinem Typ

4.1 Definition der Vektorbiindel von allgemeinem Typ

Definition 4.1 (Drinfeld, [ )]
FEin Oxys-Vektorbiindel & heifit von allgemeinem Typ, falls fiir alle i € Z

HY(X x 5,8(i00),) =0 Vse S
oder

H'(X x 5,8(i00)s) =0 Vs€S.
gilt.

Lemma 4.2
1) Sei & ein Oxys-Vektorbiindel von allgemeinem Typ. Dann ist fir alle
k € 7 auch &(koo) von allgemeinem Typ.

2) Sei & ein Oxxg-Vektorbiindel mit

HY(X x5,&)=0 VYscS
und

H' (X x5,&)=0 VscS.
dann st & von allgemeinem Typ.

Beweis 1) ergibt sich direkt aus der Definition. Behauptung 2) ergibt sich
aus der kanonischen Injektion

HY(X x 5,8(i00)s) — H°(X x 5,&((i + 1)o0)s)
und aus der Surjektion
HY(X x 5,8(i00)s) — H' (X x 5,&((i + 1)o0)s)

fiir alle 7 € Z und alle s € S. 0

4.2 Drinfelds Theorem

Theorem 4.3 (Drinfeld, | 1)
Die folgenden beiden Kategorien sind dquivalent:

I) Kategorie der Oxxgs-Vektorbindel & von Rang ﬁ(o@, von allgemeinen

Typ und mit Euler-Charakteristik x (&) = 0 fir alle s € S.
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II) Kategorie der Og-Moduln .# mit einer aufsteigenden Filtrierung von
Ogs-Moduln A#; und einem Ringhomomorphismus A —— Endeg(A4)

mat:

a) Esist im #; = M .
=y

b) Fiir alle i € 7Z sind die Og-Moduln #; Vektorbindel von Rang
max(di,0). Die Og-Moduln ;| M;—y sind Vektorbindel von Rang

d firi >0, von Rang 0 firi <0.
c) Fir allea € A, a # 0 ist all; C Miiaeg(a) und die Abbildung

%iJrl/'%i e %+1+deg(a)/'ﬁi+deg(a)

st ein Isomorphismus fiir alle i > 0.

4.3 Kategorie I — Kategorie 11

Sei & eine Oxxs-Modulgarbe von allgemeinem Typ und fiir alle ¢ € Z sei

&; := & (ico). Wir definieren fiir alle ¢ € Z die Og-Moduln
'%i = Prg, gz und A = prS*(glspecAXS>~

Bemerkung 4.4
Fiir © < j definieren die kanonischen Inklusionen

Ox(ic0) = Ox(joo)
ein induktives System von Abbildungen
85— &,
Die Anwendung des Funktors prg, induziert also injektive Abbildungen
M; = prg, & — prg, &5 = Mj.
Diese definieren ein induktives System.

Lemma 4.5
Fir alle i € Z gilt &lspec Axs = & |spec Axs-

Beweis Sei ¢ : spec A x S —— X x S die kanonische Einbettung. Es ist

éai|specA><S = (’gdlspecAXS ®OspecAXS (pl"}- OX<iOO))|specAXS
= éa|speCA><S ®OspecA><S pr:peCA<OX<ioo>|SpeCA>
= glspeCAXS ®OspecA><S pr:pecA OSPECA

= éf)'spechS'
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Folgerung 4.6
Es gilt Wim A4 = A .

Beweis Es ist

— -
= prg, lim &; (Satz 2.70)
= prS* L*(g)|specA><S (Satz 270)

= Prg, £|SpCC AxS

=M.
Wir definieren im Folgenden die A-Modul-Struktur auf dem Og-Modul ..

Bemerkung 4.7
1) Fiir alle i, j € Z definieren die kanonischen Isomorphismen

Ox (i) ®oy Ox(joo) — Ox((i + j)oo)

Isomorphismen
pr} OX(ZOO) QOxxs éa] - éai'H"

2) Sei a € A. Fiir alle j > deg(a) gilt a € Ox(joo)(X). Insbesondere ver-
mittelt das Element @ mit Hilfe der Abbildungen aus Teil 1) fiir alle
j > deg(a) die Ox-linearen injektiven Abbildungen

Ox (i) — Ox((i + j)oo)
und damit Oxg-lineare injektive Abbildungen
& — Eiyj.
Anwendung des Funktors prg, induziert injektive Abbildungen

Y a Y
M = prg, & — prg, iy = Miyj.

3) Die Abbildungen aus Teil 2) sind kompatibel mit dem induktiven System
auf den Garben .#;. Sie definieren Og-lineare Abbildungen auf dem Modul
M.

4) Da M = prg, &|spec axs gilt, gibt es in kanonischer Weise eine A-Modul-
Struktur auf dem Og-Modul .#. Diese stimmt mit der in Teil 3) definier-
ten A-Modul-Struktur iiberein.
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Lemma 4.8
Die Garbe A ist ein flacher Og-Modul.

Beweis Die Aussage ist lokal in S (] |, Kapitel 5, Lemma 2.31, Seite
190). Sei S = spec R, und sei M := H(S, .#). Aus dem Beweis von Folge-
rung 4.6 entnehmen wir

M = H°(S,.#) = H°(spec A x S, & |spec AxS)-

Als Riickzug des Oxyg-Vektorbiindels & ist auch & |spec axs €in Ogpec Axs-
Vektorbiindel. Nach Voraussetzung ist spec A x S = spec A ® R ein affines
Schema. Der A ® R-Modul H°(spec A x S, & |spec Axs) ist deshalb projektiv,
insbesondere flach. Die Aussage folgt nun aus Lemma 2.6. O

Satz 4.9
Sei & ein Vektorbindel von allgemeinem Typ tber einem Korper K, von
Rang ﬁ@) und mit Euler-Charakteristik x(&) = 0. Sei ng maximal mit

HY(X,&,,) =0, dann ist ng = 0.
Zum Beweis des Satzes bendtigen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.10
Es gilt x(& ®o, Ox(00)) = x(&) +d.

Beweis Siehe | ], (2.9). 0

Folgerung 4.11
Fiir alle i € 7. gilt x(&;) = id.

Beweis (von Satz 4.9) Wir betrachten die fiir alle ¢ € Z exakte Sequenz

0— HO(Xa gz) - HO(X7 giJrl) - HO(X7 éaz+l/gz) -
—— HY(X, &) — H'(X,&41) — 0.

Aus der Injektivitéit der ersten Abbildung und der Surjektivitéit der letzten
Abbildung folgt

R(X, &) < h%(X, &41) und (X, &) > hH(X, &41).

Nach Folgerung 2.66 gilt h°(X,&;11/&;) = d. Aus der obigen Sequenz folgt
dann

WX, &) — h(X, i) +d —h! (X, &) + (X, &ia) = 0.

<0
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Also folgt
hO(XaéDz) - hO(X7 624-1) + d Z 0

und insgesamt

0< hO(X7 gi+1) - h’O(X7 éal) <d.

Insbesondere folgt nach Wahl von ngy, Lemma 4.10 und da & von allgemeinem
Typ ist

RU(X, &pgr1) — h(X, &) = (g +1)d<d = no<0.

Aus x(Enpr1) = hY(Enpr1) = (ng+1)d > 0 folgt ng > 0. Es folgt die Behaup-
tung. O

Bemerkung 4.12
Ist in Satz 4.9 x(&) = fiir ein [ € Z, dann ergibt die obige Rechnung

0<l+(no+1)d<d
und es folgt ng = [5}].

Folgerung 4.13
Da nach Definition & = & ist, folgt

HY(X x5,&)=H' (X xs5&))=0 Vscb.

Satz 4.14
Sei S ein lokal noethersches Schema. Dann sind fiir allet € 7. die Og-Moduln
RYprg, & und R'prg, & projektiv.

Beweis Es reicht aus, die Aussage fiir S = spec R zu zeigen. Nach Theorem
2.45 folgt aus
H¥(X x5,8)=0 Vse€S

auch
H*(X x S,&) =0

fiir kK =0,1. Aus der langen Kohomologiesequenz

0 — HY(X x S,6&) — H*(X x S,&11) — H' (X x S,8,1/8) —
- HI(X X S?&) - Hl(X X 57(’?@14*1) —0

ergibt sich fiir ¢ = 0
HY(X, &) 2 HY (X, &/&).
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Nach Folgerung 2.66 ist fiir alle i € Z der R-Modul H°(X, &, /&;) projektiv
von Rang d.
Analog ergibt sich fiir 1 = —1

HO(X, &/ 1) = HY(X, 6.1).
Fiir ¢ > 0 ist die Sequenz
0 — HX, &) — H°(X,61) — H(X,611/6) — 0

exakt und spaltend. Da die direkte Summe zweier projektiver Moduln wieder
projektiv ist, ergibt sich die Behauptung induktiv.
Analog ist fiir ¢ < 0 die Sequenz

0— HO(Xv éz—l—l/gz) - Hl(Xaé(;) - Hl(Xv é;-i-l) —0
exakt. Die Behauptung ergibt sich wieder durch Induktion. O

Satz 4.15
Sei S ein beliebiges Schema. Dann sind fiir alle © € 7. die Og-Moduln
RYprg, & und R' prg, & projektiv.

Beweis Es reicht, die Aussage fiir S = spec R zu zeigen. Mit Hilfe von Satz
4.14 konnen wir die Ergebnisse von Abschnitt 2.6 anwenden. Die Voraus-
setzungen von Satz 2.49 und Satz 2.50 sind erfiillt. Wir kénnen folglich den
Beweis von Folgerung 4.14 auch auf die Situation eines beliebigen Ringes R
iibertragen. 0

Folgerung 4.16
Fiir alle i € Z sind die Og-Moduln R°prg, & und R'prg, & Vektorbiindel
und es gilt

vd fiiri >0
k(R° &) = ~
(s, 6) = { 02
und
0 firi>0
k(R! &) = -
tk(R prs. &) {—z’dfam'go.
Lemma 4.17

Fiir alle i € Z. und alle a € A, a # 0 sind die Abbildungen
Ox (i00)/Ox((i — 1)00) —— Ox((i + deg(a))oo)/Ox ((i — 1 + deg(a))oo)

Isomorphismen.
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Beweis Die Aussage lidsst sich halmweise auf den abgeschlossenen Punk-
ten von X testen. Sei x € X ein abgeschlossener Punkt. Fiir x # oo ist
Ox (i00), = Ox, und es ist nichts zu zeigen. Sei 7o, € Ox o €in uniformi-
sierendes Element. Es gibt ein € € O% ,, mit a = en®(@ Es gilt dann

Ox(i0) s = ngOX,oo,

und fiir alle ¢« € Z sind die Abbildungen

en™e(a)

W_ZOX,oo/ﬂ-_H_lOX,oo 7T—Z+OO(G)OX,OO/7T_z+1+00(a)OX,OO
Isomorphismen. 0

Folgerung 4.18
Fiir alle i > 0 und alle a € A, a # 0 sind die Abbildungen

Prg. éaiJrl/ Prg. éaz L’ Prg. éoi—i—l—i—deg(a)/ Prg, éai+deg(a)

Isomorphismen.

Beweis Nach Lemma 4.17 vermittelt die Multiplikation mit a fiir alle i € Z
Isomorphismen

a-

&1/ &
Fiir ¢ > 0 gilt R prg, & = 0 und es folgt

&+1+deg(a)/(g)i+deg(a) .

Prg. éai+1/p1”s* &; = prg, (@H/&) .

Es folgt die Behauptung. O

4.4 Kategorie I1 — Kategorie I

Wir betrachten zunéichst den affinen Fall S = spec R. Die Daten der Kate-
gorie II bedeuten dann:

Sei M ein A ® R-Modul mit einer aufsteigenden Filtrierung von R-Moduln
M; mit:

a) Esist lim M; = M.
H

b) Fiir alle ¢ € Z sind die R-Moduln M; projektiv von Rang max(di,0) und
die Moduln M;,1/M; sind projektiv von Rang d fiir i > 0, von Rang 0 fiir
1 < 0.
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c) Firalle a € A, a # 0 ist aM; C M;{qeg(a) und die Abbildung

Mi-i—l/Mi e Mi+1+deg(a)/Mi+deg(a)
ist ein Isomorphismus fiir alle i > 0.

Bemerkung 4.19
Die Daten der Kategorie II sind vertraglich mit Basiswechsel in R.

Nach Satz 2.37 und mit Hilfe des flachen Basiswechsels S/F, gilt

Proj (@ H(X x S, (’)Xxg(ioo)> 2 Proj (@ H(X,Ox(ic0)) ® R)
i=0 i=0
=2 X xS

Sei Sy = @2, H*(X, Ox/(ic0)). Der Modul M := @3°, M; ist in kanoni-
scher Weise ein graduierter Sy ® R-Modul, und wir konstruieren mit Hilfe
des Proj-Funktors eine Oxys-Modulgarbe &. Wir zeigen im Folgenden, dass
sie den Bedingungen der Kategorie I geniigt.

Satz 4.20
Der Oxys-Modul M~ ist ein Vektorbiindel von allgemeinem Typ und von
Rang d/ deg(o0).

Zum Beweis des Satzes zeigen wir im Folgenden zunéchst, dass im Falle eines
reduzierten, noetherschen Ringes R der A ® R-Modul M spec axs projektiv
und endlich erzeugt ist und berechnen seinen Rang (4.22 — 4.28). Dann zeigen
wir dieselbe Aussage fiir M|speck(oo)xs (4.29). Beide Aussagen zusammen
ergeben mit Hilfe der Konstanz der Faserdimension (Satz 2.72) die Aussage
von Satz 4.20 im Falle eines reduzierten, noetherschen Ringes R. Den Fall
eines beliebigen, noetherschen Ringes R zeigen wir in 4.31 mit Hilfe von
Theorem 2.9. Fiir den allgemeinen Fall konstruieren wir in 4.32 explizit ein
Abstiegsdatum.

Lemma 4.21
Der R-Modul M st projektiv.

Beweis Als direkte Summe projektiver R-Moduln ist M = @;2, M; auch
ein projektiver R-Modul. 0

Lemma 4.22
Der Sx ® R-Modul M ist endlich erzeugt.
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Beweis Fiir alle ¢+ > 0 spaltet nach Voraussetzung die Sequenz
0 — M; — M;yy — M /M — 0
und es folgt A
M, = ké%Mk+1/Mk-

Sei 0 # a € H°(X,Ox(deg(a)oo) C A. Dann gilt nach Voraussetzung fiir
alle7 >0
Mi+1/Mi = Mi+1+dega/Mi+dega-

Die R-Moduln My, ..., M4eg o erzeugen folglich M als Sx ® R-Modul. Da die
Moduln My, ..., Mgegq nach Voraussetzung endlich erzeugte R-Moduln sind,
folgt die Behauptung. O

Wir betrachten nun die Einschréinkung von M~ auf spec A x S.

Lemma 4.23
Es gilt
(M)N|specA><specR =M™

Beweis Mit den Bezeichnungen aus Folgerung 2.39 betrachten wir die Ab-
bildung

Diese ist ein Isomorphismus. 0

Lemma 4.24
Der R-Modul M ist projektiv.

Beweis Fiir alle ¢ > 0 spaltet nach Voraussetzung die Sequenz
0 — M; — M;y1 — M4 /M, — 0
und es folgt '
M = éMkH/Mk.

k=0

Ubergang zum Limes liefert

M = @ Myy1 /My,

k=0

Als direkte Summe projektiver R-Moduln ist M ein projektiver R-Modul. o
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Lemma 4.25
Der R® A-Modul M ist endlich erzeugt.

Beweis Sei a € A mit dega # 0. Nach Voraussetzung gilt fiir alle ¢ > 0

Mi—l—l/Mi = Mi+1+dega/Mi+dega

und mit Hilfe der Zerlegung aus Lemma 4.24 folgt, dass M als R ® A-Modul
bereits von M; /My, ..., Maega/Maega—1 erzeugt wird. Diese sind nach Vor-
aussetzung endlich erzeugte R-Moduln. Es folgt die Behauptung. 0

Definition 4.26
Sei

deg : M —— 7.
m b+ min{i | m & M;_1}.

Lemma 4.27
Sei 0 # a € A. Dann gilt deg(am) = dega + degm.

Beweis Sei degm = i. Dann ist m ¢ M;_;. Da die Abbildung
Mi/Mifl 4(1’ Mierega/Miflerega

nach Voraussetzung ein Isomorphismus ist, folgt am € M, gegq und am ¢
M;tdega—1- Es folgt die Behauptung. 0

Satz 4.28

Der Modul M ist ein projektiver R @ A-Modul von Rang ﬁ@w)’

Zum Beweis des Satzes gehen wir wie im Beweis von Satz 3.8 vor.

4.4.1 R =1L ein Kérper und A = I,[T]
Sei T € F,[T]. Dann ist deg7 = 1. Nach Lemma 4.25 ist der L[T]-Modul

M erzeugt von einer L-Basis des L-Vektorraumes M; und dieser hat nach
Voraussetzung die Dimension d.

4.4.2 R =L ein Korper

Die Behauptung ergibt sich analog zu Unterabschnitt 3.3.2.
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4.4.3 R reduzierter, noetherscher Ring
Die Behauptung ergibt sich analog zu Unterabschnitt 3.3.3.

Satz 4.29
d

M|Speck(oo)X5 ist ein projektiver k(oco) @ R-Modul von Rang Toa (o)

Beweis Sei ¢ :=1¢€ H°(X,Ox(c0)). Dann gilt

M|speck(oo)><5 = M/BM = @Mz-l—l/Mz
=0

Nach Folgerung 2.40 gilt
Proj (Sx ® R/e(Sx ® R)) = spec k(o) ® R.
Sei a € A mit dega > 0. Es gilt

Pl"Oj (@ MH—I/M1> = Pl"Oj (@ M1+idega/Midega> .

i=0 i=0
Fiir alle « > 0 gilt nach Voraussetzung

Ml = Ml+dega/Mdega = Ml—l—idega/Midega
und es folgt

@(Ml—l—idega/Midega[a_l])(o) = Ml-
i=0
Zu zeigen ist also, dass M ein projektiver k(oco) ® R-Modul von Rang ﬁ@)

ist.

Nach Voraussetzung ist M; ein projektiver R-Modul von Rang d. Sei zunéchst
R ein lokaler Ring. Dann ist M; ein freier R-Modul von Rang d. Sei p das
maximale Ideal von R und sei K := R/p. Es folgt, dass M, := M;/pM; ein
k(co) @ K-Modul ist. Wir erhalten durch die k(co)-Operation auf M, eine

Einbettung
det

k(oo) — Autg (M) ~ GLy(K) — K.
Da k(oco) eine endliche, separable Korpererweiterung von F, ist, zerfillt also
k(o) ® K = T1%) K in ein endliches Produkt. Der (H-igl(oo) K)—Modul

M, zerfillt folglich mit Hilfe der Galois-Aktion von Gal(k(0o)/F,) fiir 1 <
i < deg(co) in dqui-dimensionale K-Vektorrdume V; der Dimension

. deg(o0) *
Insbesondere gilt

- d
Kooy ox M1 = —.
I'Kk(co)oK V11 deg (oo)
Fiir einen beliebigen Ring R folgt die Behauptung nun aus der Konstanz der
Faserdimension (Satz 2.72). 0
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Folgerung 4.30
Sei R ein noetherscher, reduzierter Ring. Der Oxys-Modul Proj M ist lokal

frei von Rang degoo.

Beweis Die Behauptung ergibt sich aus der Konstanz der Faserdimension.
O

Folgerung 4.31

Sei R ein noetherscher Ring. Der Oxys-Modul Proj M ist lokal frei von Rang
d
deg oo’

Beweis Da M ein projektiver, insbesondere flacher, R-Modul ist, kénnen
wir das Theorem 2.9 aus Unterabschnitt 3.3.4 anwenden (vgl. | ], § 22,
Bemerkung zu Theorem 22.6, Seite 177f). Sei also I := Rad(R). Dann folgt

M Rs,er Sx @ I =M@ = 1M, .

4.4.4 R beliebiger Ring

Den allgemeinen Fall fithren wir durch Basiswechsel auf den noetherschen
Fall zuriick. Wir benotigen zunéchst das folgende Lemma.

Lemma 4.32

Sei R eine K-Algebra und sei M ein projektiver, endlich erzeugter R-Modul
von Rang d. Dann gibt es einen noetherschen Unterring R' C R und einen
projektiven, endlich erzeugten R'-Modul M' C M mit

M = R®p M' und rang M = rang M.

Beweis Sei M erzeugt von myq,...,my € M. Dann gibt es eine surjektive
Abbildung

cp:Rk—>M, e; —— m;.
Da M ein projektiver R-Modul ist, gibt es einen Schnitt s : M —— R*. Sei
fir 1 S ) S k, s(mz) = <)\1177)\7,k) € Rk und sei R = K[)\lla-”u)\kk]-
Als endlich erzeugte K-Algebra ist R’ noethersch. Sei M’ der von my ..., my
erzeugte R'-Modul in M. Wir betrachten die surjektive Abbildung

¢ R* — M, e+—m,.

Nach Konstruktion landet die Einschriinkung des Schnittes s|5, in R’ und ist
ein Schnitt der Abbildung ¢'. Insbesondere ist M’ ein projektiver R'-Modul.
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Aus dem Diagramm

R®p o
R = R®p R* Or £ Rop M
R* % z - M
S

folgt die kanonische Isomorphie der R-Moduln R ®p M’ = M.

Da M’ ein endlich erzeugter, projektiver R'-Modul ist, gibt es eine offene
Uberdeckung von spec R’ = UU;, so dass rang M’ = d’ konstant ist. Da R’
ein Unterring von R ist, hat die Abbildung spec R — spec R’ ein dichtes
Bild. Insbesondere gibt es in jeder der offenen Mengen U; einen Bildpunkt
p € spec R’ eines Primideals 8 € spec R. Es folgt

Rgp ®R; M; =~ Msp
und d’ = rang M. O

Mit Hilfe von Lemma 4.32 kénnen wir die Aussage von Satz 4.20 auf den
noetherschen Fall zuriickfiihren:
Nach Voraussetzung gibt es fiir alle ¢ > 1 eine exakte Sequenz

0 — M; — M;y1 — M1 /M; — 0

projektiver R-Moduln M; von Rang di. Der R-Modul M, /M, ist projektiv
von Rang d fiir alle © € Z. Insbesondere spaltet die Sequenz und wir kénnen
fiir alle ¢ € Z den Modul N;; 1 := M;;1/M; als direkten Summanden des
Moduls M;,; auffassen. Nach Lemma 4.32 gibt es fiir alle 0 < ¢ < dega
einen projektiven, endlich erzeugten R’-Modul N; mit R ®p N/ = N;. Wir
definieren induktiv R’-Moduln M; wie folgt. Fiir ¢ = 1 wahlen wir M| = Nj.
Fiir ¢ > 1 sei M/ der von N/ und M]_; erzeugte R-Modul in M,. Wir erhalten
fiir alle ¢ die exakte Sequenz

0— Mz/ - Mi/Jrl - Nz‘/+1 — 0.
Induktiv folgt, dass die Sequenz spaltet und M] ein projektiver R’-Modul
von Rang ¢d ist. Tensorieren der Sequenz mit RQp ergibt

R ®p MZ/ = M.

Fiir ¢ > dega, definieren wir die R’-Moduln M/ mit Hilfe der durch Mul-
tiplikation mit a vermittelten Abbildungen. Die Konstruktion liefert einen
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R'-Modul M’ mit Filtrierung M/ der Kategorie II. Basiswechsel liefert nun
die Behauptung.
Damit ist Satz 4.20 bewiesen.

Abschlieflend zeigen wir, dass die Kohomologie von M™ die Bedingung eines
Vektorbiindels von allgemeinem Typ erfiillt.
Wir gehen analog zur Konstruktion in Abschnitt 3.4 vor. Zunéchst setzen
wir die Gradfunktion von M auf M ®4 F fort.
deg: M @4 F — 7.
m® x —— degm + degx

Dies ist nach Lemma 4.27 wohldefiniert.
Wir definieren fiir die Fasern in oo die Ox o ® R-Moduln fiir alle i € Z

Mo ={a € M®sF | dega < i}.

Lemma 4.33
Fiir alle 1 > 0 gult
M1 /M; = Mt o0/ M; oo

Beweis Die kanonische Abbildung M; —— M, , ist injektiv, es ist M1 N
M; o = M; und wir erhalten einen injektiven R-linearen Morphismus

M1 /M; — M1 ,00/M; .

Zu zeigen ist nun die Surjektivitdt. Sei m ® v € M1 0 \ M; oo mit x =
und 0 # a,b € A. Dann ist degm = ¢ — degx und es folgt

a
b

am € Mi—dega:-l—dega,oo = i+deg b,00+
Nach Voraussetzung ist
b
M; /My —— Mitaegs/Mitaegv—1
ein Isomorphismus. Es gibt deshalb ein Element m € M; mit
b =am mod M;idegp—1-

Es folgt
.1 1
bm@z —am®g =0 mod M;_;
— ﬁz®1zm®% mod M;_1 .

Es folgt die Behauptung. O
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Lemma 4.34
Sei ps C Sx das zum Punkt co € X gehorende (homogene) Primideal. Dann
qibt es fiir alle k € 7o einen kanonischen Ox o @ R-linearen Isomorphismus

(MIF]) (poc) = M0
Beweis Wir betrachten die Abbildung

M@ F —— (M[E])(p0)

1 m
me — > —.

f f

Die Abbildung induziert den gewiinschten Isomorphismus. O

Folgerung 4.35
Sei &, := Proj(M(k]). Dann gilt

éak|spec(’)x7oo><5 = M];\:oo

Folgerung 4.36
Fiir alle i € Z. gilt

E(X xS)={me M| degm < i}.

Folgerung 4.37
Es gilt:

1) HY(X x S,&) = H°(X x 5,(&)s) =0 fiiri <0 und s € S.
2) H(X x S,&) = H (X x s,(&)s) =0 firi >0 und s € S.
3) lim _, HY(X x 5,&) =M

Beweis

1) Folgt aus Folgerung 4.36.

2) Nach Lemma 2.64 hat &;/&;_1 nur Tréger in spec Ox o ® S. Nach Lemma
4.33 ist fiir alle 7 > 0

M1 /M; = M 00/ M; oo

ein Isomorphismus von R-Moduln. Nach Voraussetzung ist M, /M; end-
lich erzeugt und folglich wird M; 1 0/M;~ von globalen Schnitten er-
zeugt. Es folgt, dass die kanonische Abbildung

HO<X X Sa giJrl) - HO(X X S? gﬂrl/gl)

fiir alle ¢ > 0 surjektiv ist. Insbesondere ist H'(X x S, &) = 0 fiir alle
1> 0.



4.5. Kategoriendquivalenz 67

3) Folgt aus Folgerung 4.36. O

Bemerkung 4.38
Wiéhlen wir in Satz 4.3 allgemeiner x (&) = [ fiir ein [ € Z, so ergibt sich fiir
Kategorie II die Bedingung rk(M;) = max(l + id,0) und fiir alle 0 # a € A
die Isomorphie

Mi/Mifl 4(1’ Mi+dega/Mifl+dega

fiir alle nicht verschwindenden Quotienten M;/M; ;.

Bemerkung 4.39
Ist S ein beliebiges Schema, dann ist

W
1=0

ein graduierter Sy ® Og-Modul. Die Proj-Konstruktion definiert einen Oy s-
Modul &. Da wir die Daten von Kategorie I auf einer affinen, offenen Uber-
deckung von S testen konnen, ist nach dem bereits Gezeigten & ein Oy g-
Vektorbiindel von allgemeinem Typ.

4.5 Kategoriendquivalenz

Wir fassen Kategorie I als eine Unterkategorie der Kategorie der quasi-
kohérenten Oy, s-Moduln und Kategorie IT als Unterkategorie der Kategorie
der graduierten Sxys-Moduln auf.

Die Konstruktion in Abschnitt 4.3 wird durch die Anwendung des Funktors
['(+). durchgefiithrt und ist folglich funktoriell und die Konstruktion in Ab-
schnitt 4.4 wird durch die Anwendung des Funktors (-)~ durchgefithrt und
ist also ebenfalls funktoriell.

Nach | ], Kapitel 11, 3.3, Seite 56ff, gibt es kanonische Transformationen

a: () —Tu(")
Bl ()" — ()
fiir die Komposition der Funktoren I',(-) und (-)™.

Lemma 4.40
Die natiirliche Transformation 3 vermittelt einen Isomorphismus auf den
Objekten der Kategorie I.

Beweis Die Aussage ist lokal in S, sei also S ein affines Schema. Nach Satz
2.34 induziert ( fiir alle Objekte der Kategorie I einen Isomorphismus. Es
folgt die Behauptung. O
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Lemma 4.41
Die natiirliche Transformation o« vermittelt einen Isomorphismus von Objek-
ten der Kategorie I1.

Beweis Die Aussage ist lokal in .S, sei also S ein affines Schema. Sei (M;, M)
ein Objekt der Kategorie II und sei M := @,;>q M;. Nach | ], Kapitel
II, Aufgabe 5.9, Seite 125 induziert o Isomorphismen

M; = (Tu(M™));

fiir alle © > ng und eine geeignete Zahl ny € IN.
Sei a € A mit dega > 0. Nach Voraussetzung ist

Mi—l—l/Mi . Mi+1+deg a/MH—dega
ein Isomorphismus fiir alle ¢ > 0. Wir erhalten

M1 /M; = M 1deg ano [ Mitdeg amo
(Le(M™))it14degaro /(T (M) )it degaro
= (IM™))ig1 /(T (M)

I

fiir alle ¢ > 0. Die Behauptung folgt mit Hilfe einer Induktion nach ¢ > 0. g

Damit ist Theorem 4.3 vollstandig bewiesen.

4.6 Drinfelds Theorem, erweiterte Fassung

Wir erhalten mit Hilfe von Bemerkung 4.38 die folgende Erweiterung von
Theorem 4.3.

Theorem 4.42 (Drinfeld, | )]
Die folgenden beiden Kategorien sind dquivalent:

I’) Kategorie aufsteigender Familien von Oxs-Vektorbindeln
e G G e B

von Rang ﬁ«w) mit:

1) Fiir alle i € 7 ist &;(00) = &y .
2) Fiir alle i € 7, ist prg, &41/8; ein Og-Geradenbiindel.
3) Esist HO(X x S, &) = H'(X x S,&.1) = 0.
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II’) Kategorie der Og-Moduln # mit einer aufsteigenden Filtrierung von
Ogs-Moduln A#; und einem Ringhomomorphismus A —— Endog(A)
mit

a) Esist im #; = A .
b) Fir alle i € Z sind die Og-Moduln #; Vektorbindel von Rang

max(i+ 1,0). Die Moduln ;| #;_1 sind Vektorbiindel von Rang 1
fiir 1 >0, von Rang 0 fir i < 0.

c) Firallea € A, a # 0 ist all; C Miyaaes(a)y und die Abbildung

'%i/'%i—l . '%H-d deg(a) /%i—l-i-ddeg(a)
st ein Isomorphismus fiir alle i > 0.

Satz 4.43
Sei &; wie in Theorem 4.42. Dann ist fir alle i € 7. das Oxyg-Vektorbiindel
&; von allgemeinem Typ und fir jedes s € S gilt x((&7)s) =1+ 1.

Beweis Da H'(X x S,& 1) = 0 gilt, ist die Voraussetzung von Folgerung
2.51 erfiillt. Die Kohomologie von &_; ist also mit beliebigem Basiswechsel
in S vertriglich. Insbesondere gilt

0=H'(X xS,61) ®pog k(s) =2 H' (X x 5,(E1)s)
und
0=H"(X x S,&1) @0, k(s) = H (X x 5,(E-1)s)

fiir alle s € S. Nach Lemma 4.2, 2) ist &_; ein Vektorbiindel von allgemeinem
Typ.

Fiir alle k € Z ist nach Lemma 4.2, 1) auch &_;(koo) = &_1,q von allgemei-
nem Typ. Es reicht also, die Aussage fiir 0 < i < d — 1 zu zeigen. Fiir £ > 0
folgt aus der Sequenz

0 —— & 14ka — Eipka — Eivkd/E-14ka — 0
HY (X x s,(&11a)s) = 0 fiir alle s € S. Fiir k£ < 0 folgt aus der Sequenz
0 — &ka — E-14(b—1)d — E-14(k-1)d/ Eitka — 0

H(X x s,(&4ra)s) = 0 fiir alle s € S. Nach Definition ist folglich &; von
allgemeinem Typ.

Die Berechnung der Euler-Charakteristik ergibt sich aus x((&-1)s) = 0,
X((&;/&;—1)s) = 1 und der Sequenz

00— (&im1)s — (&)s — (&i/&im1)s — 0. 0
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Beweis (von Theorem 4.42)

Kategorie I’ =— Kategorie II’ Nach Satz 4.43 sind fiir alle i € Z die
Ox «s-Vektorbiindel &; von allgemeinem Typ und definieren nach Satz
4.3 und Bemerkung 4.38 die Og-Vektorbiindel .#; := prg, &;. Nach
Voraussetzung ist prg,(&;/&;—1) ein Og-Geradenbiindel. Fiir ¢ > 0 gilt

%/‘ﬂi*l = prS* éal/ prS* éai*l = prS* (gz/(gLfl)
und fiir ¢ < 0 gilt
*ﬂi = Prgs. éaz = 0.
Theorem 4.3 liefert nun die Behauptung.

Kategorie II’ =— Kategorie I’ Fiir jedes [ mit —1 <[ < d — 1 sind die
Og-Vektorbiindel (., 4;) Objekte der Kategorie II. Die Anwendung
von Theorem 4.3 liefert Oxys-Vektorbiindel & von allgemeinem Typ.
Fiir alle ¢ € Z definieren wir durch

Elyi = éal(loo)

eine aufsteigende Familie von Oxg-Vektorbiindeln. Sie erfiillt nach
Konstruktion die Bedingung 1). Aufgrund dieser Eigenschaft reicht es,
die Bedingung 2) fiir i > 0 zu zeigen. In diesem Fall gilt

Prs, (éai/@@ifl) = %/%71

und Bedingung 2) ist erfiillt.

Fiir alle s € S gilt x((€-1)s) = 0. Nach Folgerung 4.13 und Theorem
2.451ist HY(X xS, & 1) = HY(X x S, &_1) = 0. Dies zeigt die Giiltigkeit
der Bedingung 3).

Die Funktorialitéit der beiden Konstruktionen und die Aquivalenz der beiden
Kategorien ergibt sich analog zu Abschnitt 4.5. 0
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5 Elliptische Garben

5.1 Definition von elliptischen Garben

Seien X, S, oo wie im letzten Abschnitt.

Definition 5.1
Fine elliptische Garbe (&;, S;,t;)icz besteht aus den folgenden Daten:

1) &;: Vektorbiindel von Rang d auf X x S

2) s;: & —— &1 Injektive Morphismen von Oxys-Modulgarben
3) t; 78 —— &iy1 - Ingektive Morphismen von Ox«s-Modulgarben
mat:

a) Das Diagramm

kommutiert.

b) Es gilt & 1idegoo = ;i @0y, s PI'y Ox(00).

c¢) Das Diagramm

S; Si+1
& —> G~ iy - - Eitaden(oo)

kanonisch
6(; ®OX><S pr;( OX(OO)

kommutiert.
d) Die Og-Modulgarbe (prg).&;/&;—1 ist Geradenbindel auf S.

e) Die Og-Modulgarbe (prg).&;/"&i—1 ist Geradenbindel auf S.
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5.2 Eigenschaften

Fiir ¢ € Z seien (&, s;,t;) Daten einer elliptischen Garbe.

Bemerkung 5.2
Aquivalent sind:

e Die Abbildungen t; : "&; /'8y — &;11/&; sind Isomorphismen fiir
alle 1 € Z.

e Firallez € X x S und i € Z gilt
1) iz N&p="Ei"14
2) Tgi,x + gi,m = éai«H,:Lﬂ

Folgerung 5.3
Sei eine der dquivalenten Bedingungen aus Bemerkung 5.2 erfillt. Dann gilt

Ein) ity = Eii12)"Ein
fiir alle 1 € 7.
Beweis Es ist

éz+1,x/Tgi,x = (Tgi,x + é%,x)/Té&i,x
= Cg;,z/@@i,z N Tgi,a:
= i,:p/Tgifl,x-

Folgerung 5.4
In der Situation von Folgerung 5.5 ist fir alle i € Zi die Sequenz

0 T(b@z;l (ti—1,—"si—1) &@ng (si+tq) éai+1 0

exakt.

Satz 5.5
Aquivalent sind:

a) Fir alle i € Z ist supp &;/&;_1 Nsupp &;/"E ;1 = .

b) Fir alle i € 7. sind die Abbildungen t; : "€;)"& 1 —— &;11/&; Isomor-
phismen.

Wir zeigen zunéchst a) impliziert b).
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Lemma 5.6
Fiir alle i € 7. sei supp &;/&;_1 N supp &;/"€i_1 = 0. Dann sind die Abbil-
dungen t; : '8;]"E 1 — &1/ E; Isomorphismen fir alle i € 7.

Beweis Da nach Voraussetzung fiir alle z € X x S entweder (s;), oder (¢;),
ein Isomorphismus ist, folgt die Behauptung. O

Nach Lemma 2.64 gilt supp &;/&;_1 C speck(oco) x S fiir alle i € Z. Die
Behauptung ,,b) impliziert a)* folgt aus dem folgenden Lemma.

Lemma 5.7
Fiir alle i € 7. ist supp(&;41/76;) C spec A x S.

Beweis Die Aussage ist lokal in S. Sei deshalb S = spec R ein affines Sche-
ma. Sei x € speck(0o) ® R und sei

L :speck(o0o) ® R —— spec Ox oo @ R

die kanonische Einbettung. Sei p C Ox ® R das zu ¢(z) gehérende Primideal
mit p O my o ® R. Es gilt fiir alle ¢t € Z

& ="6i1+ &
=" 1+ o+ g ="E_1+ o

=61+ 6_a="6i-1+ 6 Roy, s Oxxs(—00).
Lokalisierung nach z ergibt
Eip="Eic1e+ Eip R0y ys. Oxxs(—00)a.
Nach Definition von Oxyg(—00) gilt
Oxxs(—00)s = (Mx 00 @ R)p.

Es folgt
62@ - 7—@@i—l,x + C’gai,sr ®(Ox,oo®R)p (mX,oo X R)p

Nach Voraussetzung ist &;, ein endlich erzeugter, projektiver (Ox oo ® R),-
Modul und es folgt

gz‘,x = Tgifl,z + gi,z(mX,oo & R)p

Esist (my oo ®R)p, € Rad((Ox 00 ® R)y) und mit dem Lemma von Nakayama
folgt &, = "6_1, fiir alle ¢ € Z. Es folgt die Behauptung. 0

Folgerung 5.8
Sei eine der beiden dquivalenten Bedingungen aus Satz 5.5 erfiillt. Dann gilt

Prs. 6/ €1 = Pr. (&i/ 7€ i1 lspec axs) -
fiir alle i € 7.
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5.3 Drinfeld-Moduln und elliptische Garben

Definition 5.9
Sei 566&?)(5) die Kategorie der Elliptische Garben von Rang d mit den Ei-
genschaften:

1) Esist x(&-1,5) =0 fiir alle s € S.
2) Isomorphismen t; : "€’y —— &1/ 8&; fir allei € 7.

Theorem 5.10
Es gibt eine Aquivalenz der Kategorien:

{ Drinfeld-Moduln von Rang } { Elliptische Moduln der Ka- }
d uber S in Standardform tegorie 565&?)(5)

Wir beweisen im Folgenden das Theorem 5.10.

5.3.1 Elliptische Garben —> Drinfeld-Moduln

Bemerkung 5.11

Sei S = spec L ein Korper. Dann ist der Basiswechsel Frob : L —— L flach
und es gilt H(X x 5,7¢) @ L ®; H(X x S,&) und h(&) = h'("€) fiir
1=0,1.

Lemma 5.12
Sei (&, s:,t;) ein Objekt der Kategorie é"%g?)(S) und sei S = spec L ein
Kdrper. Sei ng € Z mazimal mit h®(&,,) = 0. Dann ist ng = —1.

Beweis Wir zeigen zuniéchst, dass H' (X x S, 4x-1) = 0 fiir alle &k > 1
gilt. Es reicht, die Behauptung fiir £ = 1 zu zeigen, da h'(&;) > h!(&;) fir
alle ¢ > j gilt. Sei

Eno1 (X X S) "€ 11 (X x 5)
V=0 ®1

fiir alle ¢ € Z die kanonische Abbildung. Sei 0 # v € &,,4+1(X x S) und sei
Tv = t().
Annahme: 7v € &,,41(X x S). Dann folgt

TV € Epgr1(X X S) N7 pys1(X x 8) =78,,(X x S)=0
im Widerspruch zu 7v # 0. Da h%(&,,42) < 2 gilt, folgt, dass die Abbildung

Cgano-f-l(X X S) @Tgno-i-l(X X S) - n0+2<X X S)
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surjektiv ist und damit H'(X x S,7&,,) = 0 gilt (vgl. Folgerung 5.4).
Aus der exakten Sequenz

0 & 1 — & — E)E 1 — 0

folgt 0 < h%(&41) — k(&) < 1 fiir alle 1+ € Z (vgl. Beweis von Satz 4.9).
Wir zeigen durch Induktion, dass h°(&,,,x) = k gilt. Fiir k = 0, 1 ist dies die
Definition von ng.

Wir betrachten fiir £ > 1 die exakte Sequenz aus Folgerung 5.4

00— Tgno+k—1 — 5n0+k ¥ Tgn0+k — (g)n0+k+1 — 0. O

Ubergang zu den globalen Schnitten ergibt, da H (X x S, & o 4x-1) = 0 gilt,
die exakte Sequenz

0 — H°(X x S, pgsi-1) —

—— HY(X x 8,8, (X xS)® H' (X x S,"E pyir) —
—— H%(X x S, &pyqhp1) — 0
fiir alle £ > 1. Es folgt
_hO(Tgno-Fk—l) + hO(Tgno-i-k) + h0<@mno+k) - ho((g)no-l-k—i-l)'
Also ist
—(k—1)+2k=k+1=h"Errs1)-

Andererseits gilt x(&nok) = "2 (Epgrr) = no + k+ 1 fiir k > 0. Fiir k > 1
erhalten wir insgesamt

k+1:h0<£}no+k+1) =ng+k+2 = nyg=-—1.

Folgerung 5.13

Seien die Voraussetzungen wie in Lemma 5.12 erfillt. Sei 0 # my € H°(X x
S, &). Dann ist mg, Tmo, ..., T'mq eine L-Basis von HY(X x S, &;) fir alle
1> 0.

Beweis Wir zeigen durch Induktion nach i: Fiir alle i > 0 ist 7mg ¢ H°(X x
S, 61).

Fiiri = 0ist H°(X xS, &_1) = 0. Seii > 0. Annahme 7'mg € H*(X xS, &,_1).
Dann gilt

T'me € HY(X x S,&_1) N HY(X x S,76;_1)
- T(Ti_lm()) € HO(X X S, T(goi_g).
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Andererseits ist die Abbildung
H0<X X S, éaz,l)/HO(X X S, 5}1;2> —_— HO<X X S, T(gal',l)/HO(X X S, T(b@ifz)

injektiv, also gilt 7"1my € H*(X x S, &;_5) im Widerspruch zur Induktions-
annahme. O

Satz 5.14
Sei (&, s4,t;) ein Objekt der Kategorie 5’%%)(5). Dann ist &1 ein Vek-
torbiindel von allgemeinem Typ.

Beweis Aus Lemma 5.12 folgt
H(X x 5,(61)s) =0und H'(X x 5,(61)s) =0
fiir alle s € S. Die Behauptung folgt aus Lemma 4.2, 2). O

Satz 5.15
Sei (&}, s;,t;) ein Objekt der Kategorie 566&?)(3). Dann ist (&, s;) ein Objekt
der Kategorie I’ (vgl. 4.62).

Beweis Die Bedingungen 1) und 2) sind nach Definition einer elliptischen
Garbe bereits erfiillt. Bedingung 3) folgt aus Satz 5.15, Theorem 2.45, Satz
2.49, Satz 2.50 und Satz 4.15. O

Folgerung 5.16
Fiir alle i € 7. st

prg, &/ 61 = prg, &/ 1 = prg, &.

Folgerung 5.17

In der Situation von Folgerung 5.16 erhalten wir durch die O x-Modul-Struktur
auf & nach Folgerung 5.16 eine A-Modul-Struktur auf prg, &. Wir erhalten
also einen Ringhomomorphismus

A —— Endog(prg, ) = Og(95).

Definition 5.18
Sei (&, si,ti) ein Objekt der Kategorie 566&?)(5). Wir bezeichnen die Abbil-
dung

char : A —— Endo,(prg, &) = Os(95)

aus Folgerung 5.17 als Charakteristik der elliptischen Garbe.
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Folgerung 5.19
Sei S = spec R ein affines Schema. Ist prg, & ein freier R-Modul, dann sind
auch fir alle i > 0 die R-Moduln prg, &; frei.

Beweis Sei my € H°(X x S, &) ein nirgends verschwindender Schnitt, das
heifit 0 # (mg)s € HY(X x s, (&)s) fiir alle s € S. Dann bilden die Elemente

(m0)5,7'<m0)5, .. .Ti(mo)s c HO(X X S, (gz)s)

nach Folgerung 5.13 eine Basis von HY(X x s,(&),) fiir alle s € S und
definieren eine Trivialisierung des R-Moduls prg, &; fiir alle ¢ > 0. O

Folgerung 5.20
In der Situation von Folgerung 5.19 ist H*(U x S, &) ein freier R{7}-Modul
von Rang 1.

Beweis Nach 2.70 ist HY(U x S, &) = lim. H°(X x S,&;). Wir definieren
analog zu Lemma 5.12 eine R{7}-Modul-Struktur auf H°(U x S, &). Fiir
m € H°(X x S, &) setzen wir

™m = t;('m) € H*(X x S, &41).
Ist mo € H*(X x S, &) ein Basiselement, dann definiert die Abbildung
R{t} — H°(U x S, &)
11— mo

nach Folgerung 5.19 einen Isomorphismus von R{7}-Moduln. 0

5.3.2 Konstruktion eines Drinfeld-Modul

Satz 5.21

Sei (&, si,t;) ein Objekt der Kategorie 5%&?)(5) und sei die Voraussetzung
von Lemma 5.19 erfillt. Dann definiert (&}, s;,t;) einen Drinfeld-Modul von
Rang d in Standardform.

Beweis Wir wenden Theorem 4.42 an und erhalten projektive R-Moduln
(M, M;) fiir alle ¢ € Z, die der Bedingung von Kategorie 1T’ geniigen. Nach
Folgerung 5.19 sind fiir alle i € Z die R-Moduln M; frei von Rang max(0, i+
1). Folgerung 5.20 definiert nach Wahl eines Basiselements my € M, einen
Isomorphismus M = R{7} von R{7}-Moduln. Wir definieren durch

o

A — M R{t}
a —— amg — p(a)
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eine F,-lineare Abbildung ¢ : A —— R{7} mit deg, p(a) < ddeg(oco) deg(a)
fiir alle 0 # a € A. Da fiir alle i € Z die Abbildung t; nach Voraussetzung
Ox-linear ist, gilt

a(tm) = 7(am)
fiir alle m € M. Es folgt v(ab) = ¢(a)p(b) und also ist ¢ ein Ringhomomor-
phismus.

Weiterhin erhalten wir nach Definition der Kategorie II” fiir jedes Element
0 # a € A einen Isomorphismus

My — Mddegoodeg(a)/Mddegoodeg(a)—1~

Sei
R{t}<n :={f(7) € R{7} | deg, f(7) < n}

fiir alle n € IN. Der Isomorphismus M = R{7} vermittelt nach Konstruktion
einen R-linearen Isomorphismus

Mddegoodega/Mddegoodeg(a)—l = R{T}deeg(oo) dega/R{T}deeg(oo) dega—1
= R.

Sei p(a) := Y tdealco)dea@) . on Wir erhalten einen R-linearen Isomorphismus

MOLR

mo > Tddegocodega-

Da my den R-Modul M, erzeugt, ist folglich 74degoodega €ine Einheit in R.
Der konstruierte Drinfeld-Modul ist also von Rang d und in Standardform.
Die Charakteristik des Drinfeld-Moduls erhalten wir durch Komposition der
Abbildung ¢ mit der Abbildung 0 : R{r} — R. 0

5.3.3 Drinfeld-Moduln — Elliptische Garben

Die Daten 1), 2) und 3) einer elliptischen Garbe (vgl. 5.1) ergeben sich durch
die Konstruktion in Abschnitt 3 und Bemerkung 3.19. Ebenso ergibt sich die
Kommutativitiat des Diagramms in a) aus der Konstruktion.

zu b), ¢) Es ist (pr Ox(00))|spec(a)xs = Ospec axs und die Behauptung
ergibt sich aus der Konstruktion und Folgerung 3.17.

zu d) Nach Konstruktion ist supp &;/&;-1 C spec Ox o X .S. Die Behauptung
ergibt sich nun aus 2) in Beweis zu Satz 3.10 und Lemma 5.3.
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zu e) Folgerung 3.16 zeigt, dass supp &; /&1 C spec Ax S gilt. Dann ergibt
sich die Behauptung aus der Beziehung

PTrg, éai/q—gifl = Prg, (éai/TgifllspecAXS) = PTg, 5}0 =R

fiir alle 7 € Z.

5.4 Beliebiges Basisschema

Wir konstruieren im Folgenden die Korrespondenz zwischen Drinfeld-Moduln
und elliptischen Garben iiber einem beliebigem Basisschema S. Hierzu benoti-
gen wir das folgende Lemma.

Lemma 5.22
Es gilt
PT gy (éaO specAXS = @ Prg, éaO
n=0

Beweis Nach Satz 2.70 ist

Prg, (£}0|SpecA><S> = li_n>1pr5* (g;
>0

Fiir alle © € Z gibt es nach Voraussetzung die exakte Sequenz
06— & —— & E ) — 0.

Die Anwendung des Funktors prg, auf die Sequenz ist fiir i > 0 exakt. Mit
Hilfe der Einbettung
$;_10---08p: 8y — &

und Folgerung 5.16 erhalten wir das Diagramm

00— PTrg. Tcgoi—l — Prg, é(; — Prg, (&/Téai—l) —0

N

prg, &o.
Die Sequenz spaltet also und wir erhalten fiir alle ¢ > 0

prS* @ﬂl = prS* Tgi—l @ prS* (g)O'

Nach Folgerung 2.51 gilt pre, "€;_1 = "(prg, &-_1). Der Ubergang zum induk-
tiven Limes liefert die Behauptung. O
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5.4.1 Drinfeld-Moduln = Elliptische Garben

Sei /' = (Gq/¢,¢) ein Drinfeld-Modul iiber S in Standardform. Wie in Ab-
schnitt 3.8 beschrieben, konstruieren wir fiir alle ¢ € Z die Oy« g-Vektorbiindel

oo it+kddeg oo
&; := Proj (@ B an) :
k=0 =0

Fiir alle ¢+ € Z induzieren die kanonischen Einbettungen

i+kddeg oo i+1+4+-kd deg co
@ 77— O 2
n=0 n=0

homogene, Sy ® Og-lineare Abbildungen
M —— M

von Grad 0 und damit Oxyg-lineare Abbildungen
5; 1 & — Eiy1.

Es gilt fiir alle 2 € Z
i+kd deg oo T itkddegoo i+1+kd deg oo
S 7= @ 2= @ 7
n=0 n=0 n=1

Wir erhalten also durch die kanonischen Inklusionen

i+14-kd deg co i+14+-kddeg oo
D 7 P 2
n=1 n=0
homogene, Sy ® Og-lineare Abbildungen
M] — M,y
von Grad 0. Diese induzieren Ox«g-lineare Abbildungen
ti . Tcgoi — éai_H.
Fiir alle j € Z induziert die kanonische Abbildung

i+kddeg oo i+kd deg co+(j+1)d deg oo

Sxll], 0sy, @ £ — s R
n=0

n=0

n
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homogene, Sy ® Og-lineare Abbildungen
Sx[l] ®sy Mi —— Mitddeg oo
ebenfalls von Grad 0. Diese induzieren Oy s-lineare Abbildungen
Oxxs(00) ®oy, s i — Eitddegoo-

Die Konstruktion stimmt lokal in S mit der Konstruktion in Abschnitt 5.3.3
iiberein. Die Bedingungen an ein Objekt der Kategorie & M@(S ) lassen sich
lokal in S testen und sind in diesem Fall bereits in Abschnitt 5.3.3 gezeigt.

5.4.2 Elliptische Garben = Drinfeld-Moduln

Sei (&;, si, t;) eine elliptische Garbe der Kategorie Mg?) (5).Sei U :=spec A C
X. Nach Lemma 5.22 gilt

pra. (&oluxs) = @ (Pra. Cg’o)Tn .

i>0

Sei
L= prg, &.

Dann gilt

pry, Soluxs = P L1 =2 Homy, (Ga)z, Gajos)-

n>0

Sei a € A. Dann vermittelt a eine Og-lineare Abbildung

prs,(Soluxs) —— Pra.(Soluxs).
Wir erhalten das Diagramm

a
Prs*(<500|U><s) — pl”s*(go|st)

Ry —

n>0 n>0

und dadurch eine Abbildung

14‘444’(§ndﬂb((hﬂif)
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Durch Nachschalten der kanonischen Projektion @,5q.2 4" —— £ er-
halten wir eine Abbildung

char : A —— Endo, (£ 1) = 04(8S).

Dies ist die Charakteristik.

Die Konstruktion stimmt lokal in S mit der Konstruktion in Abschnitt 5.3.1
iiberein. Die Bedingungen an einen Drinfeld-Modul lassen sich lokal in S
iiberpriifen und sind in diesem Fall bereits in Abschnitt 5.3.1 gezeigt.

5.4.3 Drinfeld-Moduln = Kategorie II’

In der in Abschnitt 5.4.1 durchgefiihrten Konstruktion einer elliptischen Gar-
be ist implizit die Konstruktion eines Objekts der Kategorie II’ verborgen.
Wir beschreiben sie im Folgenden.

Sei £ = (Gg/2,€) ein Drinfeld-Modul in Standardform. Sei % das zu E
gehorende Og-Geradenbiindel. Wir definieren

My =P L
n=0

fiir alle 7 > 0. Fiir i < 0 sei .#; = 0. Fiir alle a € A definiert die Abbildung

ddegoodega

€q - g_l — @ $q7"
n=0
Og-lineare Morphismen

a
'ﬂi - %—&—ddegoodega-

Nach Definition eines Drinfeld-Moduls in Standardform ist fiir alle 0 # a € A
die Komposition der Abbildungen

ddegocodega

g_l €a @ $q7n pr gqfd deg co deg a
n=0

ein Isomorphismus. Es folgt, dass fiir alle + > 0 auch die Abbildung

a
'%i/'%i—l - '%i-l—ddegoodega/'%i—l—&-ddegoodega

ein Isomorphismus ist. Wir erhalten also ein Objekt der Kategorie 1T’.

Seien £ = (G4 9,¢e) und E’ = (Gg/47, €') zwei Drinfeld-Moduln von Rang d
in Standardform. Sei ¢ € Homp, (G,/«, Gq//) ein Morphismus von Drinfeld-
Moduln. Nach Satz 3.1 gilt

0 =@ _ypom Mt @ LT — L7
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Fiir alle a € A und alle m € IN erhalten wir das kommutative Diagramm

ddegoodega

ea n+m
gl dy g
I n=0
¥m Pm
e ddegoodega
/ / n
7 B <\ 7 AV
n=0

Sind (A;, #) und (A}, .#") die zu den Drinfeld-Moduln E und E’ assoziier-
ten Objekte der Kategorie II’; dann erhalten wir folglich einen Morphismus

(M, M) " (M, M)

von Objekten der Kategorie II'.
Wir erhalten also einen kontravarianten, treuen Funktor

{ Drinfeld-Moduln iiber S in }  { Kategorie IT' }
Standardform von Rang d & '

5.4.4 Kategoriendquivalenz

Wir kommen zum Schluss des Beweises von Theorem 5.10.

Durch die Konstruktion in den Abschnitten 5.4.1 und 5.4.2 erhalten wir Funk-
toren zwischen der Kategorie der Drinfeld-Modul von Rang d in Standard-
form und der Kategorie & ee&?)(s ). Der Vergleich der Kategorie der Drinfeld-
Moduln mit Kategorie II' (Abschnitt 5.4.3) und der Kategorie I’ mit Kate-
gorie II' (Theorem 4.42) zeigt die Funktorialitdit und Aquivalenz der beiden
Kategorien.
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6 Teilungspunkte und Level-Strukturen

6.1 Teilungspunkte und Level-Strukturen
von Drinfeld-Moduln

Sei S ein Schema iiber dem endlichen Kérper I, und sei £ = (G,/¢,€) ein
Drinfeld-Modul tiber S. Ist S = spec R ein affines Schema, dann bezeichen
wir fir alle @ € A mit e, € R{7} das Bild von a beziiglich der Abbildung
e. Jedes Element f € R{r} ldsst sich als additives Polynom auffassen. Wir
schreiben dann f(X) € R[X].

Sei 0 # I C A ein Ideal.

Definition 6.1
Sei E[I] der kontravariante Funktor auf der Kategorie der Schemata tiber S
mit Werten in der Kategorie der A/I-Moduln, gegeben durch die Zuordnung

T/S+——{zx € E(T)|Ix=0} = Homa(A/I, E(T))
fir alle Schemata T/ S.

Eigenschaften 6.2
1) E[I] C E ist ein abgeschlossenes Untergruppenschema. Ist I = (aq, ... ay,)
fiir geeignete Elemente aq,...,a, € A, dann ist

E[l] = Ker(E “% Bxg - x5 E).

Im affinen Fall S = spec R gilt

E[I] = spec R[X]/(eq,(X), ..., eq,(X)).
2) Sind I, J teilerfremde Ideale in A, dann gilt
E[IJ] = E[I] x5 E|J].

3) Das Gruppenschema E[I] ist endlich und flach iiber S von Rang |A/I|%.

4) Ist I teilerfremd zur Charakteristik des Drinfeld-Moduls E, dann ist E|[/]
étale iiber S.

5) Das Gruppenschema E[I] ist vertriglich mit Basiswechsel, das heifit fiir
jedes Schema T'/S gilt

B[l xs T 2 (E x5 T)[I].
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Beweis Siche | |, Kapitel 2, Satz 4.1, Seite 27 f. O

Ist S = spec L ein Korper, dann ist die Charakteristik des Drinfeld-Moduls
(L, e) ein Primideal in A und wir kénnen die Hohe von (L, e) definieren. Sie
sei mit h bezeichnet.

Im Falle eines algebraisch abgeschlossenen Korpers erhalten wir die folgende
explizite Beschreibung der [-Teilungspunkte:

Satz 6.3
Sei p C A ein Primideal und sei I = p™ fiir ein n > 0. Dann ist

(p~"/A)?  fiirp # char £

Elp"](L) = { (p~"/A)=" fiir p = char E.

Beweis Siche | |, Kapitel 2, Korollar 2.4, Seite 24. 0

Definition 6.4 (][ D
Sei = (Gq/,€) ein Drinfeld-Modul von Rang d iber S und sei 0 #1 C A
ein Ideal. Fine Level-I-Struktur ist eine A-lineare Abbildung

v (1T A — E(S),

so dass fir alle Primideale 0 # p € V(I) eine Gleichheit der Cartier-
Divisoren

Epl= 3. o)

ag(pt/A)d

besteht.

Bemerkung 6.5
1) Sei I teilerfremd zu char E. Dann ist eine Level-/-Struktur ein Isomor-
phismus von Gruppenschemata

(I7'/A)L ~ E[I].

2) Ist ¢ eine Level-I-Struktur, dann gilt die Gleichheit der Cartier-Divisoren

Ell= > ).

ag(I-1/A)d

Beweis Siehe | ], Kapitel 2, Beispiel 4.3, Seite 29 und Kapitel 3, Satz
3.3, Seite 49. O
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Lemma 6.6

Sei R eine Iy-Algebra. Sei H C Gg g ein endliches, flaches Untergruppen-
schema von Rang n iber R. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes, normaier-
tes, additives Polynom h € R[X] von Grad n mit H =V (h).

Beweis Siche | ], Kapitel 1, Lemma 3.3, Seite 9. O

Sei (R, e) ein Drinfeld-Modul von Rang d iiber R und sei I C A ein Ideal.
Nach Lemma 6.6 gibt es ein additives Polynom h; € R[X] von Rang |I~!/A|?
mit F[I] = V(h;). Die in der Definition der Level-I-Strukturen geforderte
Gleichheit der Cartier-Divisoren bedeutet in diesem Fall die Gleichheit der
Polynome

= I (X—ua)

ag(p1/A)d
fiir alle p D I.

Satz 6.7
Seit R ein reduzierter Ring. Sei

v (I /A — E(R)

eine A-lineare Abbildung. Ist hy = lae-1/40(X — (@), dann ist v eine
Level-1-Struktur.

Bemerkung 6.8
Ist char FE teilerfremd zu I, dann folgt die Behauptung bereits aus Bemerkung
6.5, 1).

Beweis (von Satz 6.7) Wir zeigen die Behauptung zunéchst fiir den Fall,
dass R = L ein Korper ist. Aus 6.2, 2) ergibt sich, dass es ausreicht, den Fall
I = p™ zu betrachten.

Nach Voraussetzung gilt hyn = [lae(p-n/a)¢(X — t(a)). Nach Satz 6.3 gilt

Elp")(L) = (p~"/A)"".
Wir erhalten die exakte Sequenz von A/p™-Moduln
0 — kert — (p~"/A)? —— (p7"/A)" — 0.

Folglich ist ker: = (p~™/A)" ein freier A/p"-Modul. Fiir alle n € IN sei
kpn := |p~" /A", dann gilt

hon = J[ (X —10)Fm.

lelm
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Mit Hilfe der kanonischen Einbettung p~'/A —— p~"/A definieren wir das
Polynom

hp = H (X - L|(p—1/A)d<()4)).
ag(p~t/A)

Zu zeigen ist, dass izp = hy gilt. Da Ker¢ = (p~"/A)" gilt, folgt

Ker L’(p—l/A)d = (p_l/A)h.

Also gilt .
hh= ][ (X-=0.

l€Im L\(p,l/A)d

AuBerdem ist jedes | € Im ¢|(,-1,4)¢ aufgrund der A-Linearitét der Abbildung
¢ eine Nullstelle von hy, da nach Definition E[p] = V' (h,) gilt. Nach Satz 2.3
ist E[p](L) = (p~!/A)". Das additive Polynom h, hat also genau |p~*/A|4~"
verschiedene Nullstellen und jede Nullstelle hat die Vielfachheit k,. Es folgt
die Behauptung.

Ist R ein Integritiitsring, so ergibt sich die Behauptung durch Ubergang zum
Quotientenkorper von R. Ist R ein reduzierter Ring, dann koénnen wir die
Behauptung modulo aller Primideale ¥ von R testen und erhalten die Be-
hauptung zunédchst fiir die Integritdtsringe R/9. Im Fall eines reduzierten
Ringes gilt jedoch Npespec & = (0) und es folgt wiederum die Behauptung. o

Bemerkung 6.9

Im Falle eines beliebigen Ringes R ist es dem Autor trotz einiger Bemiihun-
gen leider nicht gelungen, einen (elementaren) Beweis von Satz 6.7 zu fin-
den. Auch ein Gegenbeispiel liel sich nicht konstruieren. Manche Autoren
(z.B. | ], Definition 6.1) verwenden Satz 6.7 als Definition von Level-I-
Strukturen. Eine Kldrung des Problems wére daher wiinschenswert.
Vielleicht wiirde eine genaue Analyse des Beweises von | ], Kapitel 3,
Satz 3.3, einen Beweis des Satzes ermoglichen. Insbesondere miissten die
benotigten Deformationsargumente auf den obigen Fall iibertragen werden.

6.2 F-Garben

Sei S ein Schema iiber IF, und sei & ein Og-Vektorbiindel von Rang n. Mit
&V = Homoy (&, Og) sei das duale Vektorbiindel bezeichnet.

Definition 6.10 (| D
Fine Og-lineare Abbildung

0. 6T &
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heifit Frobenius-Struktur auf &. Wir nennen das Paar (&, @) eine F-Garbe.
Die Vektorbiindel mit Frobenius-Struktur bilden in offensichtlicher Weise eine
Kategorie. Sie heifit Kategorie der F-Garben diber S.

Bemerkung 6.11
Der Frobenius-Homomorphismus &Y —— "&" induziert einen Gruppenho-
momorphismus

Frob? : Ga/gv —_— Ga/rév\/.

Definition 6.12 (] 1)
Sei (&,¢) eine Frobenius-Struktur. Sie induziert einen Gruppenhomomor-
phismus
@71 Gayev — Goyrv.
Sei

p9—Frobd

Gr(&) := Ker(Gg/ev

Gajrev ).

Bemerkung 6.13
Sei (&, ) eine F-Garbe von Rang n.

1) Nach Konstruktion ist Gr ein Funktor von der Kategorie der F-Garben
in die Kategorie der kommutativen Gruppenschemata iiber S.

2) Das Schema Gr(&) ist ein endliches, flaches Gruppenschema iiber S von
Rang ¢".

3) Das Schema Gr(&) ist genau dann étale iiber S, wenn ¢ ein Isomorphis-
mus ist.

4) Der Funktor Gr ist exakt, voll und treu.
Beweis Siche [ ]], Satz 2.1, Seite 110. 0

Beispiel 6.14
Sei & = OF". Der kanonische Isomorphismus ¢ : "OF" —— OF" definiert
eine Frobenius-Struktur auf OF". Fiir alle Schemata T'/S erhalten wir

Gr(OF")(T) = {a € Homp,. (0%, Or) | a? = a}
= (Homy, (F}', ) s(T) = (Eg)s(T).

Es folgt Gr(Og") = (V).
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Beispiel 6.15
Sei B eine endliche I,-Algebra von Rang n. Sei & := Og ® B. Wie im vorhe-
rigen Beispiel erhalten wir durch die Isomorphie "Og = Og eine Frobenius-

Struktur auf &. Sei T'/S ein Schema. Es folgt

Gr(&)(T) = {a € Homp,.(Or ® B,Or) | a? = a}
::I{OHH%<£%(9T(73)
= (BY)s(T).

Die Funktoren Gr(&) und (B"Y)g sind in natiirlicher Weise B-Moduln und
der Isomorphismus Gr(&’) = (BY)g ist B-linear.

6.3 Teilungspunkte und Level-Strukturen elliptischer
Garben

Sei (&;, si, t;) eine elliptische Garbe der Kategorie 5%&?)(8). Sei0 # I C Aein
Ideal und sei V' (I) C U = spec A das zugehdorige abgeschlossene Unterschema

von U.
Wir definieren

F = prg, Eiluxs, F1i=Drs, Elvixs.

Die Definitionen sind unabhéngig von der Wahl der Zahl 7, da nach Vor-
aussetzung &;luxs = &ir1|luxs fir alle i € 7 gilt. Es folgt, dass % ein
Ogs-Vektorbiindel von Rang n := |A/I|? ist. Auierdem induziert die Ox-
Modul-Struktur auf & eine A-Modul-Struktur auf .%;. Sei Og{r} die Og-
Algebren-Garbe definiert durch

Os{r}(V) == Os(V){r}

fiir alle offenen Teilmengen V' C S. Durch die Og-lineare Abbildung
t:"F; —— ZF; wird #; zu einer o-Garbe.
Es ist -
F12PL " @ A/L
n=0

Sei . -

DL DL 0 Al

n=0 n=0
die kanonische Projektion.
Es folgt

Gr(Z1)(T) = Homo, (r}(Fr, Or) = Homo,(+ (P L ", 0r) = 2(T).

n=0
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Wir erhalten einen kanonischen, A-linearen Gruppenhomomorphismus
Gr(ﬂ}) — Ga/g.

Definition 6.16
Fine Level-1-Struktur einer elliptischen Garbe (&;,s;,t;) ist eine A-lineare
Abbildung

L (A/I)Vd — Z(9),

so dass fiir alle Primideale p O I eine Gleichheit der Divisoren

[I X-ua)=0Gu(F)
ac(4/p)"d

besteht.

Bemerkung 6.17

Sind die Charakteristik der elliptischen Garbe und V'(I) disjunkt, dann ist
Gr .%; ein étales Gruppenschema. Die Definition 6.16 ist in diesem Fall dqui-
valent mit der Angabe eines Isomorphismus

v ((A/ D) g — Gr.F;
(vgl. Bemerkung 6.5, 1)).

Bemerkung 6.18

Im Artikel | ] wird im Fall, dass die Charakteristik der Elliptischen Garbe
und V(I) disjunkt sind, eine Level-7-Struktur wie folgt definiert. Eine Level-
I-Struktur ist ein Isomorphismus ¢, so dass das Diagramm

tr

I F1

i L

(&)

(A/1)' @Oy — (A/1)? ® Og

kommutiert. Die Abbildung ¢ ist also ein Isomorphismus der F-Garben
(Z1,t)r) und ((A/1)¢®0g,=) (vgl. Beispiel 6.14). Wir zeigen die Aquivalenz
der beiden Definitionen:

1) Die Anwendung des Funktors Gr liefert einen Isomorphismus
(A/1)")s — GrF;
(vgl. Beispiel 6.14).

2) Nach Bemerkung 6.13 ist der Funktor Gr voll und treu. Der Isomorphis-
mus ((A/I)V?)s —— Gr.Z; induziert also einen Isomorphismus der zu-
gehorigen F-Garben.
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6.4 Vergleich der beiden Konzepte

Wir zeigen im Folgenden, dass die Angabe einer Level-/-Struktur eines Drinfeld-
Moduls dquivalent zur Angabe einer Level-I-Struktur einer elliptischen Gar-
be ist. Wir benotigen hierfiir die beiden folgenden Lemmata:

Lemma 6.19
Sei0 # I C A ein Ideal. Dann sind die A/I-Moduln A/I und Homg, (A/1, ;)
1somorph.

Beweis Es reicht, die Behauptung fiir ein Ideal der Form I = p® zu zeigen.
Sei also e € IN, 0 # p ein Primideal von A und sei 7, € A ein uniformisieren-
des Element fiir das Primideal p. Dann bilden die Elemente

—e—1
Ty, Ty € AJPC

=

eine I;-Basis von A/p°. Sei 1) € Homy, (A/p, I,) mit
SO =1 ) = 1
Wir definieren die Abbildung

a: A/p® — Homp, (A/p°, F,)
a — a.

Nachrechnen zeigt, dass die Abbildung A/p®-linear, wohldefiniert und in-
jektiv ist. Als injektive Abbildung zwischen endlichen Mengen ist sie auch
surjektiv und folglich ein Isomorphismus. O

Lemma 6.20
Sei 0 # I C A ein Ideal. Dann sind die A/I-Moduln A/I und I7'/A iso-
morph.

Beweis Sei I = pi*---p% die Primfaktorzerlegung des Ideals /. Es gibt ein
Element x € A mit v, () = ey, ..., vy, (z) = e;. Wir erhalten durch

I™VA — AJI
a — Za

eine A/I-lineare Abbildung. Die Abbildung ist ein Isomorphismus, da sie es
nach Wahl des Elements x an allen Primstellen von A/I ist. 0
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Satz 6.21

Sei (&;,s:,t;) eine elliptische Garbe der Kategorie 566()?)(5) und sei E =
(Gayz,e) der assoziierte Drinfeld-Modul, tiber S von Rang d. Sei 0 # 1 C A
ein Ideal und sei %#; die zugehorige F-Garbe. Dann ist die Angabe einer
Level-I-Struktur fir die elliptische Garbe (&;,s;,t;) und die Angabe einer
Level-I1-Struktur fir den Drinfeld-Modul E funktoriell dquivalent.

Beweis Nach Abschnitt 6.3 gilt fiir alle Schemata 7'/S

Gr(F)(T) = Homo, (- (Fr, Or) = Homo,( (@ £ ", Or) = 2(T).

n=0
Wir erhalten aus
Homo, (+y(Fr, Or) = {x € Hom@T{T}(é).ZT_qn, Or) | Iz = 0}
die Beschreibung
Cr(F)(T) = {z € L(T) | Iz = 0}.
Nach Definition der I-Teilungspunkte E[I] eines Drinfeld-Moduls gilt
EI|T)={zr e Z(T) |1z =0}
und es gibt einen kanonischen Isomorphismus der Gruppenschemata
Gr(%#r) = E[I].
Nach Lemma 6.19 und Lemma 6.20 gibt es einen A/I-linearen Isomorphismus
I"'JA —~ Homgy, (A/L,F,).
Es folgt die Behauptung. O

Wir folgern aus Satz 6.21 das Hauptresultat der Arbeit:

Theorem 6.22 )
Sei 0 £ I C A ein Ideal. Es gibt eine Aquivalenz der Kategorien:

Drinfeld-Moduln iber S in Elliptische Moduln der Ka-
Standardform wvon Rang d ¢ < tegorie @@Mg?)(S) mit Level-
mit Level-I-Struktur I-Struktur

Bemerkung 6.23
Die Korrespondenz der beiden Kategorien hingt von der Wahl des Isomor-
phismus

I"'JA —~ Homg,(A/I,F,)
ab.
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7 Ausblick

7.1 Z-elliptische Garben

Wir stellen in diesem Abschnitt eine im Artikel | ] beschriebene Verall-
gemeinerung der elliptischen Garben vor. Die verwendeten Notationen sind
aus Kapitel 3 entnommen.

Sei n € X der generische Punkt der Kurve X. Sei D eine zentrale, einfache
F-Algebra und sei Zx eine lokal freie, kohdrente Ox-Algebra mit Yx, = D.
Die Algebra D zerfillt an fast allen Punkten = € X. Wir nennen die endliche
Menge der Punkte von X, an denen die Algebra nicht zerfillt, Bad C X.
Sei S ein Schema iiber I, und sei Yx s := pry Zx.

Definition 7.1 (Z-elliptische Garben, | )]
Fine Z-elliptische Garbe (8}, si,t;)icz, besteht aus den folgenden Daten:

1) &;: Vektorbiindel von Rang d* auf X x S versehen mit einer Rechtsopera-
tion der Algebrengarbe Px«s, die mit der von links operierenden Struk-
turgarbe Ox g vertrdglich ist.

2) s;: & &1 Injektive Morphismen von Ox«s-Modulgarben, die auch
mit der Dx«s-Operation vertrdiglich sind.

3) t; + E; —— &1 ¢ Injektive Morphismen von Oxxs-Modulgarben, die
ebenfalls mit der Px«s-Operation vertriglich sind.

mit:

a) Das Diagramm

Si—1 Si
”””” > 61 ‘éai Ol — T T "
ti—1 /
Tsi— Tsi
ffffff ~TE i T, - Eigt <o
kommutiert.
b) Es ngt é!;—i-ddegoo = éﬁz ®Ox><s pl"} OX(OO)
c) Das Diagramm
S; Sit1
& éaiJrl - g%JrQ ””” > gz‘—i—ddeg(oo)

éai ®(9Xxs pr} OX(OO)
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kommutiert.
d) Die Og-Modulgarbe (prg).&;/&;—1 ist ein Vektorbiindel von Rang d auf S.

e) Die Og-Modulgarbe (prg).&;/"& ;-1 ist ein Vektorbiindel von Rang d auf
S.

Bemerkung 7.2
Die Bedingungen b)und d) induzieren eine Abbildung (Pol-Morphismus)

pol: S — speck(oo) — X
und die Bedingung e) induziert eine Abbildung (Zero-Morphismus)
zero: S —— X.

Bemerkung 7.3
Analog zur Situation der elliptischen Garben sind fiir alle ¢+ € Z die Abbil-
dungen

ti ) E i — i1/ &

Isomorphismen, falls co ¢ zero(S) gilt.

Bemerkung 7.4
Die Autoren von [ | fordern, um Probleme mit den Verzweigungspunk-
ten der Algebra D zu vermeiden, zusétzlich zu der Bedingung in Bemerkung
7.3, dass der Zero-Morphismus die Verzweigungspunkte nicht trifft, also ins-
gesamt

zero(S) C X \ {oco U Bad}.
gilt.
Beispiel 7.5
Sei D = My(F') die F-Algebra der dxd-Matrizen und sei Zx s := My(Oxxs)-

Dann erhalten wir mit Hilfe der Morita-Aquivalenz aus einer Z-elliptischen
Garbe eine elliptische Garbe (vgl. | ], 2.3, 1).

7.2 Level-Strukturen

Mit Hilfe der F-Garben (vgl. Abschnitt 6.2 und 6.3) lassen sich auch fiir -
elliptische Garbe Teilungspunkte definieren. Sei 0 # I C A ein Ideal und sei
(&}, Siy ti)icz eine Z-elliptische Garbe. Sei zero(S) C X \ co. Dann definieren
wir analog zur Situation der elliptischen Garben

F = r, Giluxs,  F1i=DPre.Gilvxs:

Die Definitionen sind nach Voraussetzung an den Zero-Morphismus unabhéngig
von der Wahl der Zahl ¢ und wir erhalten eine F-Garbe .Z7.
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Definition 7.6 (][ D
Das Gruppenschema Gr(%;) heifit Schema der I-Teilungspunkte der 2-
elliptischen Garbe.

Im Fall, dass V(1) € X'\{Bad Uzero(S)} gilt, definieren wir Level-/-Strukturen
wie folgt:

Definition 7.7 ([ D
Sei D1 .= Dx|vy. Fine Level-1-Struktur ist die Wahl eines Isomorphismus

L: Fr— P ® Os

von Ov(ryxs-Moduln, der mit der D|1-Operation vertraglich ist und fir den
das Diagramm

t
Tg‘;[ |I y[

|,

.@‘[@TOS = .@‘[@OS

kommutiert.

Wir erhalten also einen Isomorpismus der F-Garben (Zy,t|;) und (2|; ®
Os, =) der mit der Z|;-Operation kompatibel ist (vgl. Beispiel 6.14).

7.3 Level-Strukturen in der Charakteristik

Es ist naheliegend, die Definition von Level-Stukturen aus Abschnitt 6.3 mit
Hilfe der Morita-Aquivalenz auf den Fall Z-elliptischer Garben zu iibertra-
gen. Wir beschreiben im Folgenden kurz die Idee dieser Konstruktion.

Sei zero(S) € X \ oo und sei 0 # I C A ein Ideal mit V(I) C X \ {Bad}.
Sei .Z = prg, &. Wie in Theorem 5.10 normieren wir die Z-elliptische Garbe
so, dass .Z ein Og-Vektorbiindel von Rang d ist.

Nach Abschnitt 6.3 erhalten wir fiir die F-Garbe .%#; und alle Schemata T'/S
die kanonische Abbildung

Gr(Z1)(T) = Homo,(+1(Fr, Or) = Homo, (P L 0r) = 2(T).
n=0

Sie ist nach Konstruktion auch 2|;-linear. Wir erhalten folglich einen kano-
nischen, Z|;-linearen Gruppenhomomorphismus

Gr(ﬁ[) > Ga/g.



96 7. Ausblick

Da V(I) keinen der Verzweigungspunkte der Algebra D trifft, konnen wir
obige Abbildung mit Morita-Aquivalenz zur Situation im Fall der ellipti-
schen Garben absteigen lassen und die fiir diesen Fall definierten Level-I-
Strukturen auf den Fall Z-elliptischer Moduln iibertragen.
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