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Chapitre 1

R, ordre, intervalles

1.1 Définitions et rappels

Définition 1.1.1. Un entier naturel est un nombre positif ou nul permettant de
dénombrer des objets comptant chacun pour un. Un nombre entier s’écrit dans le
systeme décimal, avec une suite finie de chiffres de 0 a 9, sans signe et sans virgule.
L’ensemble des nombres entiers naturels est noté N.

Propriété 1.1.2. L’ensemble N est muni de deux lois, l'addition, notée + et la
multiplication, notée -, qui vérifient les propriétés élémentaires suivantes, pour tous
entiers m,n,p :
i) Pour laddition :
- Associativité : m+ (n+p) = (m+n)+p;
- Elément nul :n4+0=0+n=mn;
- Commutativité : m+n=n+m;
it)  Pour la multiplication :
- Associativité : m-(n-p)=(m-n)-p;
- Elément unité :n-1=1-n=n;
- Distributivité par rapport a Uaddition : m-(n+p)=m-n+m-p;
- Commutativité : m-n =n-m.

Proposition 1.1.3. Division euclidienne dans N
Etant donné deux entiers naturels a et b avec b # 0, il existe un couple unique
d’entiers naturels q et r tels que

a=>bqg+r et 0<r<b

Démonstration. Les deux entiers a et b étant donnés avec b # 0, on définit le sous-
ensemble F de N par :
E={keN|kb<a}

L’ensemble E est non vide puisqu’il contient 0 et est borné par a. Donc il admet un
plus grand élément ¢. Alors, on a gb < a et a < (¢ + 1)b.
En posant r = a — ¢b, on obtient bien a = bg + r avec 0 < r < b.
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Montrons I'unicité du couple (p, ) par absurde : si (p, q) et (p/, ¢’) sont deux couples
distincts vérifiant a = bg +r avec 0 < r < bet a = bq + " avec 0 < r’ < b, alors en
supposant par exemple ¢ > ¢/, par soustraction, on obtient b(q — ¢') =" —r.

Le nombre entier positif b(q — ¢') est strictement plus grand que b alors que " —r
est strictement plus petit que b. Ce n’est pas possible donc ¢ = ¢’ et r =1". U

Définition 1.1.4. Division

i) On dit qu’un entier naturel n non nul divise un entier naturel m non nul
sl existe un entier naturel k tel que m = kn.

it)  On dit qu’un nombre entier naturel p est premier s’il n’est divisible que par
1 et par lui-méme.

La division euclidienne permet de définir le PGCD de deux entiers naturels :

Définition 1.1.5. PGCD

i) Le Plus Grand Commun Diviseur (PGCD) de deux entiers non nuls a et b
est le plus grand entier naturel qui divise a la fois a et b.

it)  On dit que a et b sont premiers entre euzx si PGCD (a,b) = 1 c¢’est-a-dire
s’ils n’ont pas d’autre diviseur commun que 1.

Définition 1.1.6. Un entier relatif est un nombre entier muni d’un signe. L’en-
semble des entiers relatifs se note Z.

Propriété 1.1.7. Les lois d’addition et de multiplication des entiers naturels se
prolongent a Z, avec les mémes propriétés, plus une propriété supplémentaire :
tout entier relatif p admet un opposé, p+ (—p) = (—p) + p = 0.

Théoréme 1.1.8. Théoreme de Bezout.
Les deux nombres entiers relatifs non nuls a et b sont premiers entre euzr si et
seulement si il existe deux entiers relatifs non nuls u et v tels que

au+bv =1

La démonstration du théoréme de Bezout est donnée en exercice (exercices 1.1 et
1.2).

Corollaire 1.1.9. Théoréme de Gauss.
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et ¢ un entier relatif. St a divise bc et si a
est premier avec b, alors a divise c.

Démonstration. Si a et b sont premiers entre eux, par le théoréme de Bezout, 1.1.8,
il existe des entiers relatifs u et v tels que au 4+ bv = 1. En multipliant cette égalité
par ¢, on trouve : acu + bcv = c. On sait que a divise bc donc a divise acu + bev. Par
suite a divise bien c. O
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1.2 Les corps Q et R

Définition 1.2.1. Un nombre x est rationnel s’il existe deux entiers relatifs p et q,
avec q # 0, tels que © = b

On note Q [’ensemble des nombres rationnels.

Définition 1.2.2. La représentation d’un nombre rationnel x = b # 0, avec ¢ > 0
q

est dite irréductible si
- lorsque p > 0, PGCD (p,q) = 1
- lorsque p < 0, PGCD (—p,q) =1 .

Proposition 1.2.3. La représentation irréductible d’un nombre rationnel non nul
est unique.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut considérer le cas d’'un nombre
rationnel positif, le cas négatif se traitant de la méme facon.

Supposons qu’on ait deux représentations irréductibles d’un nombre rationnel x > 0,

soit x = P1

q1
Alors pi1gs = paqi.

P2 . .
= — ol p1, P2, ¢1, @2 sont des entiers naturels non nuls.
2

Puisque p; est premier avec ¢, le théoréme de Gauss, 1.1.9, implique que p; divise
p2. De la méme fagon, py divise p; et donc ils sont égaux. Par suite, on a aussi
g1 = ¢2. On a donc bien 'unicité de la représentation irréductible de x. O

Remarque. Il existe des nombres qui ne sont pas rationnels, par exemple un nombre

x tel que 22 = 2. En effet, supposons au contraire que le nombre rationnel z = b

q
sous forme irréductible, vérifie 22 = 2.

Alors, en multipliant par ¢, on obtient p? = 2¢?. Cette deuxiéme équation implique
que p? est pair et donc p également. Puisque p et ¢ sont premiers entre eux, ¢ est
impair. Mais 4 divise p? donc 2 divise ¢? ce qui n’est pas possible. Donc x n’est pas
rationnel.

Définition 1.2.4. L’ensemble des nombres réels R est défini par la droite réelle :
étant donné une origine, un sens et une unité de longueur, a tout point de la droite
réelle, on associe un nombre réel x. La valeur x représente la distance du point a
lorigine st x > 0 et son opposée si x < 0.

Définition 1.2.5. On appelle irrationnels les nombres réels qui ne sont pas ration-
nels. On note 1 I’ensemble des nombres irrationnels.
L’ensemble R des nombres réels est la réunion de Q et 1, soit R = QUI.

Théoréme 1.2.6. L’ensemble R est un corps commutatif admettant Q comme sous-
coTps.
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L’ensemble R est muni de deux lois, I'addition, notée + et la multiplication, notée -
ou X, qui lui donnent une structure de corps, c¢’est-a-dire qui vérifie les axiomes :

* (R, +) est un groupe commutatif :

- Associativité : pour tous z,y,z dans R, x + (y + 2) = (z + y) + =

- Existence d’un élément nul, noté 0 : pour tout x dans R, t + 0 =0+ ==z
- Existence d’un opposé : pour tout z dans R, x + (—z) = (—x) + . =0

- Commutativité : pour tous z,y dans R, x +y =2+ vy

* (R, -) vérifie :

- Associativité : pour tous z,y,z dans R, z- (y - 2) = (z - y) - 2
- Existence d'un élément unité, noté 1 : pour tout r dans R, z-1=1-z ==

- Existence d’un inverse pour les réels non nuls :

1
pour tout x #0 dans R, z- — = —-x =1

r
- Distributivité par rapport a ’addition : pour tous z, y, z dans R, z-(y+2) = z-y+z-z
- Commutativité : pour tous x,y dans R, z -y =z -y

L’ensemble QQ est un sous-corps de R car les opérations + et - de R restreintes a Q
sont celles de Q. En particulier, I'addition et la multiplication de nombres rationnels
sont des nombres rationnels.

1.3 L’ordre sur R

Proposition 1.3.1. L’ensemble R est un corps totalement ordonné. L’ordre sur R
est compatible avec la structure de corps.

L’ensemble R est muni d’un ordre total, notée <, qui vérifie les axiomes :
- Reflexivité : pour tout x dans R, x < x

- Antisymétrie : pour tous x,y dans R, z < y et y < z impliquent z = y
- Transitivité : pour tous x,y, z dans R, x < y et y < z impliquent x < z
L’ordre est total veut dire que :

- si x et y sont deux réels, alors ou bien z < y ou bien y < .

L’ordre est comptatible avec la structure de corps veut dire que :
- pour tous z,y,zdans R, s <y <= rx+2<y+z2
- pour tous z,y,zdans R, 2 > 0, e <y <= z-2<y-z2

Cette relation d’ordre total prolonge celle de Q.

Remarque. Les axiomes de la relation d’ordre impliquent en particulier que, pour

tous z,y dans R tels que 0 < x <y, alors -y < —xr <0et 0 < — < —.
y
Notations 1.3.2. Soient x et y deux nombres réels.
i) Six<yetxrFy, onnolex <y
it)  La propriété x <y se note également y > x
i)  Six >y etxFy, on notex >y
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Définition 1.3.3. La valeur absolue d’un nombre réel x est |z| = max (x, —x).

Proposition 1.3.4. Les propriétés de la valeur absolue sont :
i) x| >0
i) |r|=0 <<= =0
i) |ry| = [xz[|y]
w) x4yl <|z|+ |y| (Inégalité triangulaire)

Démonstration. Les trois premiers alinéas sont évidents. Montrons le v), en distin-
guant deux cas :

-Si z et y sont de méme signe, alors |z+y| = x+y s'ils sont positifs ou |z+y| = —z—y
s'ils sont négatifs. De méme, |x|+ |y| = x +y s'ils sont positifs ou |z|+ |y| = —z —y
s'ils sont négatifs. D’ou l'égalité |z + y| = |z| + |y|.

—Si x et y sont de signe contraire, par exemple z < 0 ety > 0. Alors [zt +y| =x+y
siy > —zet|zv+y| =—x—ysiy < —x. Dautre part, ||+ |y| = —x +y. Or comme
r<0,z+y<—xr+yetcommey >0, alors —xr —y < —x+uy.

Dans les deux cas, on a bien |z + y| < |z| + |y|.

On peut remarquer que l'inégalité triangulaire est une égalité si et seulement si = et
y sont de méme signe. O

Définition 1.3.5. Soit A une partie de R. On dit que :
i) Le nombre réel M est un majorant de A si tout élément de A est inférieur
ou égal a M
it)  Le nombre réel m est un minorant de A si tout élément de A est supérieur
ou égal a m
iii)  L’ensemble A est majoré (ou borné supérieurement) s’il posséde au moins
un majorant
iv)  L’ensemble A est minoré (ou borné inférieurement) s’il posséde au moins
un minorant
v)  L’ensemble A est borné s’il est majoré et minoré.

Définition 1.3.6. Soit A une partie de R.

i) Un réel a est le plus grand élément (ou maximum) de A si a appartient
A et est un majorant de A. On note a = max A.

it)  Un réel b est le plus petit élément (ou minimum) de A si b appartient a A
et est un minorant de A. On note b = min A.

Toute partie bornée de N ou de Z admet un plus petit et un plus grand élément. En
revanche, une partie bornée de R ou de Q n’a pas forcément de plus petit ou plus
grand élément. Par exemple, la partie RY = {z € R | 2 < 0} n’a pas de plus grand
¢lément car le seul candidat possible est 0 et 0 ¢ R*. En revanche, on a :

Proposition 1.3.7. Si une partie A admet un plus grand élément (respectivement
plus petit), alors il est unique.
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Démonstration. Supposons qu’'une partie A admette deux plus grands éléments aq
et as. Alors tout élément a € A est inférieur ou égal & a;. En particulier, puisque
ay € A, as < a;. De méme, tout élément a € A est inférieur ou égal & a,. En
particulier, puisque a; € A, a; < as. D’ou a; = as. O

A défaut d’un plus petit ou d’un plus grand élément, on a une autre définition, dont
I'intérét est décrit dans le théoréeme 1.3.10 qui suit et qui est l'une des principales
qualités de R :

Définition 1.3.8. Soit A une partie de R.

i) Un nombre réel a est la borne supérieure de A si a est le plus petit majorant
de A. On note a = sup A.

it)  Un nombre réel b est la borne inférieure de A si'b est le plus grand minorant

de A. On note b = 1inf A.

La proposition 1.3.7 implique que si la borne supérieure (respectivement inférieure)
d’un ensemble existe, alors elle est unique.

Proposition 1.3.9. Soit A une partie de R.

i) Un nombre réel a est la borne supérieure de A si et seulement si pour tout
x €A, x<a et pour tout a’ < a, il existe x € A tel que a’ < x.

it)  Un nombre réel b est la borne inférieure de A si et seulement si pour tout
x €A, x>b et pour tout b’ > b, il existe x € A tel que b/ > x.

Démonstration. Les deux assertions se démontrent de la méme fagon, montrons i) :
dire que a = sup A c’est dire que :

- a est un majorant de A, ce qui s’exprime par x < a pour tout x € A

- a est le plus petit majorant, ce qui veut dire que si on prend un nombre a’ stricte-
ment plus petit que a, ce n’est plus un majorant de A, c’est-a-dire qu’il existe z € A
tel que a’ < x. O

Théoréme 1.3.10. (admis) Toute partie majorée non vide de R admet une borne
supérieure, toute partie minorée non vide de R admet une borne inférieure.

Proposition 1.3.11. Soit A une partie de R.
i) Sta=maxA, alors a = sup A. La réciproque est fausse
it)  Sib=min A, alors b =inf A. La réciproque est fausse.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que la définition du maximum (ou du mini-
mum) d’une partie de R est plus contraignante que celle de la borne supérieure (ou
inférieure) car le maximun (ou le minimum) doit appartenir & la partie alors que
cela n’est pas nécessaire pour la borne supérieure (ou inférieure). O

Montrons pas deux exemples, que les réciproques sont fausses, ¢’est-a-dire qu’il existe
des ensembles ayant des bornes supérieures ou inférieures mais qui n’ont pas de
maximum ou de minimum :
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Exemple 1.3.12.

1
i) L’ensemble A = {— | n € N*} admet 0 comme borne inférieure et 1
n

comme borne supérieure, qui est aussi son maximum. L’ensemble A n’admet pas de
MANIMAUM.

i) L'ensemble B = {x € R | 22 < 2} admet \/2 comme borne supérieure et
—v/2 comme borne inférieure. L’ensemble B n’admet ni mazximum ni minimum.

On peut remarquer que le deuxiéme exemple montre que I’ensemble des rationnels
ne posséde pas la propriété dite de la borne supérieure, c’est-a-dire que QQ ne vérifie
pas le théoreme 1.3.10. En effet le sous ensemble B’ = {z € Q | 2* < 2} de Q
n’admet pas de borne supérieure ni de borne inférieure dans Q.

Proposition 1.3.13. Soit A et B deux parties non vides et bornées de R.
St AC B, alorssup A < sup B etinf A > inf B.

Démonstration. Si A C B, alors tout majorant de B est un majorant de A. En
particulier la borne supérieure de B est un majorant de A. Donc la borne supérieure
de A est inférieure a la borne supérieure de B.

De méme, alors tout minorant de B est un minorant de A. En particulier la borne
inférieure de B est un minorant de A. Donc la borne supérieure de A est supérieure
a la borne inférieure de B. O

Une conséquence importante du théoréme de la borne supérieure est la propriété
d’Archiméde qui suit :

Théoréme 1.3.14. Propriété d’Archimeéde.
L’ensemble R des nombres réels est archimédien, c’est-a-dire que pour tout a € R
et pour tout b € R, il existe n € N* tel que na > b.

Démonstration. Sina < b pour tout n € N*, alors 'ensemble A = {na | n € N*} est
une partie de R non vide et majorée par b, elle admet donc une borne supérieure a.
On a alors (n + 1)a < « pour tout n € N*| ce qui entraine na < o — a pour tout
n € N*.

Le nombre v — a est donc un majorant de A strictement inférieur & «, ce qui est
impossible. Par suite, il existe bien un entier n € N* tel que na > b. U

1.4 Intervalles

Définition 1.4.1. Un intervalle est un sous-ensemble I de R tel que si x ety sont
dans I, alors tout nombre z compris entre x et y est encore dans I.

Exemple 1.4.2. Intervalles bornés
i) Un intervalle borné et ouvert est défini par {r € R |a < x < b}, ot a et b

sont deuz nombres réels donnés tels que a < b. On note cet intervalle par |a, b|.

ii)  Un intervalle borné et fermé est défini par {x € R |a < x < b}, ot a et b
sont deuzx nombres réels donnés tels que a < b. On note cet intervalle par |a, b].

i11)  Un intervalle borné et semi-ouvert est défini par {r € R | a < x < b} (ou
bien {r € R | a <z <b}), oua etb sont deuxr nombres réels donnés tels que a < b.
On note cet intervalle par [a,b] (ou bien |a,b]).
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Les définitions du paragraphe 1.2 impliquent immédiatement la proposition sui-
vante :

Proposition 1.4.3. Soient a et b deux nombres réels donnés tels que a < b.
i) Cas d’un intervalle ouvert :

a = inf]a, b[ et b = supla, b[ et Uintervalle |a, b] n’a ni maximum ni minimum.
it)  Cas d’un intervalle fermé :

a = inf|a, b] = mina, b] et b = supla, b] = max]a, b].
iii)  Cas d’un intervalle semi-ouvert a droite :

a = inf[a, b[= min[a, b] et b = supla, b| et l'intervalle |a, b n’a pas de mazimum.
iv)  Cas d’un intervalle semi-ouvert a gauche :

a = inf]a, b] et b = supla, b] = max]a, b] et l'intervalle |a,b] n’a pas de minimum.

Exemple 1.4.4. Intervalles non bornés

i) Un intervalle non borné est ouvert s’il est de la forme , R, {x € R | x > a}
ou{r € R | z < b}, o a et b sont deuxr nombres réels donnés. On dénote ces
intervalles par |a, +oo[ et | — 0o, b|.

it)  Un intervalle non borné est fermé s’il est de la forme , R, {x e R |z > a}
ou {x € R | z < b}, o a et b sont deuxr nombres réels donnés. On énote ces
intervalles par a, +oo[ et | — 0o, b].

Comme précédemment, on a :

Proposition 1.4.5. Soient a et b deux nombres réels donnés.

i) a = infla, +o0[ et l'intervalle |a, +oo| n’a pas de minimum.
it) b= sup|] — oo, b et lintervalle | — 0o, b[ n’a pas de mazimum.
iii)  a = inf[a, +00[= min[a, +-00].

i) b=sup| — 0o, b = max] — oo, b]

Remarque. L’ensemble R est a la fois ouvert et fermé.

Notations 1.4.6. Si A est un ensemble de nombres, on note :

A, ={zeA|z>0}
A ={reA|z <0}
A*={z e Az #0}
AL ={x e Az >0}

A ={r e A|z <0}



Chapitre 2

Limites

2.1 Voisinages

La notion de voisinage sert a définir les limites. Il y a deux cas de limites trés
différents, celui ou la variable parcourt l’ensemble N, il s’agit alors de limites de
suites et celui ou la variable parcourt un sous-ensemble de R, il s’agit alors de
limites de fonctions.

On a donc deux notions de voisinages, I'une dans dans N et 'autre dans R :

* Voisinages dans N :

L’ensemble N est discret c¢’est-a-dire que tous les points de N sont isolés les uns des
autres. Il n'y a dans ce cas qu'un seul type de voisinages, ce sont les voisinages de
+00 :

Définition 2.1.1. Un voisinage de +o0o dans N est un ensemble contenant tous
les entiers supérieurs a un entier N donné, c’est-a dire un ensemble contenant un
ensemble de la forme {n € N |n > N}.

Dire qu'un entier n € N est dans un voisinage de +o0o dans N revient donc a dire
qu’il existe un entier N > 0 tel que n > N.

* Voisinages dans R :

Définition 2.1.2. Soit zo € R. Un voisinage de xq dans R est un sous-ensemble de
R contenant un intervalle |xg —n, xo+n[ ot n est un nombre strictement positif. On
note V(xg) ou W(xy) un voisinage de xy.

Définition 2.1.3. Un voisinage de +0o dans R (respectivement —oc) est un sous-
ensemble de R contenant un intervalle |A, 00| ot A est un nombre réel positif
(respectivement | — oo, B| o B est un nombre réel négatif). On note V(+00) ou
V(—00) un voisinage de +00 ou —o0.

Remarque. Deux voisinages d'un méme point xy dans R, ou de 400 dans R ou
dans N, ou de —oo dans R sont toujours d’intersection non vide.
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2.2 Limite d’une suite

Définition 2.2.1. Une suite réelle est une application de N dans R, qui a tout entier
n associe un nombre réel u,. Une suite est donc définie par ’ensemble ordonné de
ses valeurs que l'on note (u,)pen-

Voila une représentation de la définition d’une suite :

N —-— R
n = U,

Dans certains cas, voir 'exemple 2.2.6, les termes u,, ne sont pas définis pour cer-

taines valeurs de n. Dans la pratique, cela se produit pour n =0oun =0et n = 1.

On definit alors la suite par (u,),~0 ou (u,),>1. Par exemple, c’est le cas de la suite
1

définie par u,, = — pour n > 0 ou encore v, = pour n > 1.
n

n(n —1)
Les propriétés sont données dans le cas général ou les termes de la suite sont définis

pour tout entier n et elles s’adaptent sans probléeme aux autres cas.

L’étude d’une suite (u,),en consiste & déterminer sa nature, c’est-a-dire le compor-
tement de ses termes u,, quand n tend vers +oco.

Définition 2.2.2. La suite (uy)nen converge vers | € R quand n tend vers +oo si
quelque soit le voisinage V(1) dans R, il existe un entier N tel que si n > N, alors
un € V(I).

Dans ce cas, on dit que la suite (u,)nen est convergente, que | est sa limite et on

notel = lim w,,.
n—-+00

Notations 2.2.3. La propriété n tend vers 400 se note n — +00.
Proposition 2.2.4. Une suite convergente admet au plus une limite.

Démonstration. Supposons qu’une suite convergente (u,),eny admette deux limites

1o — 1y

distinctes [ et l5. On se donne € < et on considére les voisinages de [y et [y

dans R : |l — e,y + €] et |ly — e, 1y + . Alors il existe Ny et Ny tels que :

sin > Ny, alors u, €|l —e,l; + €[ et si n > Ny, alors u,, €]ly —¢,ls + ¢l

On en déduit que si n > max{Ny, N}, alors on a a la fois u, €|l —e,l; + €] et
Unp, G]lg — &, lg + 5[.

Ceci n’est pas possible puisque ces intervalles sont disjoints. On obtient donc une

contradiction et la suite convergente (u,)nen ne peut admettre qu’une seule limite.
O

Définition 2.2.5. La suite (uy,)nen tend vers +0o0 (ou vers —oo) si quelque soit le
voisinage V(+00) C R (ou V(—o0) C R), il existe un entier N tel que sin > N,
alors u, € V(400) (ou V(—00)).

Dans ce cas, on note lim wu, =+oo (ou lim wu, = —00).
n—+oo n—+oo

Exemple 2.2.6.

1
i) Soit a > 0 donné. La suite (uy)n=0, définie par u, = — pour tout n > 0
/rLOé

converge vers 0 quand n tend vers +00.
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it)  La suite (v,)nen, définie par v, = (—1)" pour tout n € N ne converge pas
quand n tend vers +o0.

i11)  La suite (wp)nen, définie par w, = e" pour tout n € N tend vers +oo quand
n tend vers +o00.

Démonstration. i) Soit € > 0. On considére le voisinage de 0 dans R, | —¢, +¢[.

1
Il existe N € N tel que N > —. Alors si n > N, u,, €] — ¢, +¢[. La suite (u,)n>0
£

converge bien vers 0 quand n — +o00.

i1)  Les termes de la suite (v,),eny prennent alternativement la valeur +1 et la
valeur —1. Soit un intervalle ouvert V' de longueur plus petite que 1, alors quelque
soit 'entier NV, il existe ny > N et ny > N tel que u,, = 1 et u,, = —1 et donc
Uy, €t u,, ne peuvent pas se trouver tous les deux dans V. Ceci contredit 1'existence
d’une limite pour la suite (u,)pen-

i11) N étant donné, si n > In N, alors w,, > N et la suite (w,),en tend bien
vers +oo quand n tend vers +oo. O

Définition 2.2.7. Une suite (uy,)nen est bornée s’il existe deuz nombres réels m et
M tels que m < u, < M pour tout n € N.

Proposition 2.2.8. Toute suite convergente vers une limite | € R est bornée.

Démonstration. Soit (u,)n,en une suite convergente vers [ € R. On se donne le voisi-
nage |[—1,[+1][ de [ dans R. Alors il existe N € N tel que pour n > N, u,, €|l—1,1+1].
Posons m = inf{ug, uy,...,un,l — 1} et M = sup{ug, uy, ..., un,l + 1}.

Alors, pour tout n € N, m < w,, < M. Et la suite (u,)nen est bien bornée. O

Application 2.2.9. Soit A une partie bornée de R, a = sup A et b = inf A. II
existe deuz suites (ap)nen €t (by)nen telles que d’une part a, € A pour tout n € N
et lim a, = a et d’autre part, b, € A pour tout n € N et lim b, =b.

n—-400 n—-+00

On applique la caractérisation des bornes supérieure et inférieure de la proposition
1

1.3.9 : si a = sup A, pour tout n € N*, il existe a,, € A tel que a — — < a, < a. La
n

suite (ay)nen+ vérifie bien la propriété voulue. On procéde de la méme fagon pour la
borne inférieure.

2.3 Limite d’une fonction

Définition 2.3.1. Une fonction réelle f est une application d’un sous-ensemble
I C R dans R, qui a tout réel x € I associe un nombre réel f(x). En pratique,
l’ensemble I est un intervalle, un intervalle privé d’un point ou encore une réunion
d’intervalles.

Voila une représentation de la définition d’une fonction :

f I — R
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Définition 2.3.2. Soit I un sous-ensemble de R. On dit que xq € R est un point
adhérent a I si tout voisinage de xy a une intersection non vide avec 1.

Un point adhérent & un intervalle n’est pas forcément dans cet intervalle. Par
exemple, a est adhérent a l'intervalle |a,b] mais n’appartient pas a cet intervalle.
Par contre, a est adhérent a l'intervalle [a, b] et appartient & cet intervalle.

Définition 2.3.3. Soit I un sous-ensemble de R. On dit que xq € R est un point
intérieur a I sl existe un voisinage de xo contenu dans I.

Un point intérieur & un sous-ensemble I est évidemment un point adhérent a I. Par
exemple, le point 0 est intérieur a U'intervalle | — 1, 41].

Définition 2.3.4. Soit I un sous-ensemble de R et xq un point adhérent a I. La
fonction f : I — R converge vers | € R lorsque x tend vers xq si quelque soit le
voisinage V(1) C R, il existe un voisinage W(xy) C R de xy, tel que si x € W (xy)NI,
alors f(x) € V(1).

Dans ce cas, on dit que [ est la limite de f(x) lorsque x — xo et on notel = lim f(x).
T—TQ

Notations 2.3.5. La propriété x tend vers xy se note v — xy.

Proposition 2.3.6. St une fonction admet une limite quand x — xq, celle-ci est
UNLQUE.

Démonstration. Supposons qu’'une fonction f admette deux limites distinctes [y et

|lo — 1]

lo quand z — 9. On se donne € < et on considére les voisinages de [; et Iy

dans R : |l — e,y + ¢l et |ly — e, 1y + . Alors il existe Wi (xg) et Wa(xo) tels que :
siz € Wi(zg), alors f(x) €]l —e,l; + e[ et si x € Wa(xy), alors f(z) €]la — e, o + €.
On en déduit que si z € Wi(xg) N Wa(xg), alors on a a la fois f(z) €]ly —e,l; + €]
et f(x) €)la —e,la+€[.

Ceci n’est pas possible puisque ces intervalles sont disjoints. On obtient donc une
contradiction et la fonction f ne peut admettre qu'une seule limite quand z tend
vers xg. ]

Définition 2.3.7. Soit I un sous-ensemble de R et xy un point adhérent a I. La
fonction f : I — R tend vers 400 (ou vers —oo) lorsque = tend vers g si quelque
soit le voisinage V(+00) C R (ou V(—o0) C R), il existe un voisinage W(xy) C R
de xg, tel que si x € W(xo) N1, alors f(x) € V(+00) (ou V(—x))).

Dans ce cas, on note xli_gﬁlo f(z) =400 (ou xll)rgo f(z) = —o0).

Les deux définitions 2.3.4 et 2.3.7 ont des analogues dans le cas ot le sous-ensemble
I est non borné et ot x tend vers +0o ou —oo : il suffit de remplacer le voisinage
W (zy) C R par un voisinage W (+o0) C R ou W(—o0) C R.

Remarque. Dans tous les cas ot une fonction a une limite, celle-ci est unique. La
démonstration de la proposition 2.3.6 qui concerne le cas o x — z et la limite [
est dans R, s’adapte sans difficulté aux autres cas.
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Exemple 2.3.8.
i)  La fonction f: R — R, définie par f(x) = 2*> + 1 converge vers 1 quand x

tend vers 0.

it)  La fonction g : R — R, définie par g(x) = 3x + 2 converge vers 2 quand x
tend vers 0. .

i)  La fonction h : RY. — R, définie par h(x) = — tend vers +00 quand x tend
vers (. ’

i)  La fonction ¢ : [—1,1] — R définie par p(z) =0 six € [-1,1]NQ et
o(x) =1 sixz € [-1,1] NI ne converge pas quand x tend vers 0.

En effet, en appliquant les définitions 2.3.4 et 2.3.7 , on obtient :

i) Soit € > 0 et soit | — €, +¢[ un voisinage de 0 dans R. Alors si @ €] — /g, +/¢],
alors f(x) — 1 €] — ¢, +¢[. La fonction f converge bien vers 1 quand z — 0.

£
— 3 +§[, alors
g(x) — 2 €] — e, +¢[. La fonction g converge bien vers 2 quand z — 0.

i) Soit £ > 0 et soit | — &, +¢[ un voisinage de 0 dans R. Alors si x €]

1
iii) Soit A > 0. Alors si 0 < = < T h(z) > A. La fonction h tend bien vers +oo

quand x — 0.

iv) La fonction ¢ oscille entre deux valeurs, 0 et 1. Si V est un intervalle ouvert de

. . 1 g
longueur inférieure a —, alors pour tout ¢ > 0, il existe x; < ¢ et x5 < ¢ tels que

o(x1) = 0 et p(xg) = 0 et donc ¢(x1) et p(z2) ne peuvent pas se trouver tous les
deux dans V. Ceci contredit 'existence d’une limite pour ¢ quand z — 0.

Extension 2.3.9. Soit I un sous-ensemble de R et xy un point adhérent a I. La
limite a droite (respectivement & gauche) | € R d’une fonction f : I — R lorsque
x — xqo est définie par : quelque soit le voisinage V (1), il existe un voisinage W (xg)
de g, tel que six € W(xg)NI et x > xo (respectivement v < xy), alors f(x) € V(I).

Dans ce cas, on note | = lim_ f(z) (respectivement | = lim f(x)).
=T =T

Si les limites & droite et a gauche existent et sont les mémes lorsque © — xg, alors
la limite existe et leur est égale. Cependant, au cas oul zy est dans le domaine de
définition de f, cette limite peut étre égale ou non a la valeur f(zg).

Par exemple, la fonction qui vaut 0 sur R* et 1 en 0 admet une limite a droite et une
limite a gauche quand = — 0 qui valent toutes les deux 0 mais la fonction prend la
valeur 1 en 0.

De méme, la fonction qui vaut 0 sur R* et 1 sur R, admet une limite a droite qui
vaut 1 et une limite a gauche qui vaut 0 quand x — 0. Cette fonction n’a pas de
limite quand x — 0.

2.4 Propriété des limites

Les propriétés présentées dans ce paragraphe sont énoncées a la fois dans le cadre
des limites de suites et dans le cadre des limites de fonctions. Les démonstrations
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sont données dans le cadre des suites et elles s’adaptent sans difficulté aux fonctions.

Le premier résultat s’exprime en disant que le passage aux limites conserve les in-
égalités larges :

Théoréme 2.4.1. Limites et inégalités

i) Si deux suites (up)nen €t (Vn)nen véTifient u, < v, pour tout n € N et si
les suites (Up)nen, €t (Vn)nen convergent respectivement vers [ et l', alors [ < 1'.

it) St deux fonctions f et g définies sur un intervalle I de R vérifient pour tout
x € I linégalité f(x) < g(z) et si les fonctions [ et g convergent respectivement
versl et l' quand x — g (ou +00 ou —o00), alors | <1’

Démonstration. Montrons i) en procédant par ’absurde : sous I'hypothése du théo-

réme, supposons que [ > ['.
/

Onsedonne 0 < ¢ <

et [I' —e,l" + ¢[. Alors il existe Ny et Ny tels que :

sin > Ny, alors u, €]l —¢e,l+ €[ et si n > Ny, alors v, €]l' —¢,I' +¢].

On en déduit que si n > max{Ny, No}, alors u,, €]l —e,l + e[ et v, €|l —&,I' +¢].
Ceci n’est pas possible puisque étant donné que ces intervalles sont disjoints, ceci
impliquerait que w,, > v, pour n > max{ Ny, No} . On obtient donc une contradiction
et on a donc bien [ < I'. O

et on considére les voisinages de [ et I’ dans R : || —¢, [+¢]|

La démonstration montre également que si les inégalités entre les suites ne sont
vraies qu’a partir d’un certain rang, c’est-a-dire pour les entiers n > Ny pour un
certain Ny donné, la conclusion du théoréme reste vraie.

Le résultat est encore vrai pour les limites & droite ou a gauche.

Attention, le passage a la limite ne respecte pas les inégalités strictes! Par exemple,
1
les suites (un)n>0 €t (v,)n>0, définies par u, = o et v, = — vérifient u,, < v, pour

n
tout n > 0. Par contre ces suites convergent toutes les deux vers 0 quand n — +o00.

Théoréme 2.4.2. Théoreme des gendarmes.

i) Sitrois suites (Un)nen, (Un)nen €t (Wn)nen vérifient u, < v, < w, pour tout
n € N et si les suites (up,)nen, €t (Wy)nen tendent vers une méme limite finie [, alors
la suite (vy)nen tend aussi vers [.

it)  Sitrois fonctions f, g et h, définies sur un intervalle I vérifient pour tout
x € I les inégalités f(x) < g(x) < h(x) et si les fonctions f et h tendent vers une
meéme limite finie | quand x tend vers xy (ou +00 ou —00), alors g tend vers la
méme limite [.

Démonstration. Montrons i) : sous les hypothéses du théoréme, on se donne £ > 0
et on consideére le voisinages de [ : |l — e, + ¢[. Alors il existe Ny et Ny tels que :
si n > Ny, alors u, €]l —e,l+ e[ et si n > Ny, alors w, €]l —¢e,l+ ¢].
On en déduit que si n > max{Ny, Ny}, alors u, €|l —¢e,l + [ et w, €]l —e,l + €.
Puisque u,, < v, < w, pour tout n € N, ceci entraine que v, €|l — &, + £[ pour
n > max{Ny, Na} . On obtient bien la convergence de la suite (v,)nen vers [.

O
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Le théoréme des gendarmes permet de comparer une suite ou une fonction donnée
a des suites ou des fonctions plus simples dont on connait la nature c’est-a-dire le
comportement quand n — 400 ou x — xg. Il faut donc avoir un stock de suites et
de fonctions dont on connait la nature.

1
Exemple 2.4.3. La suite (v,)n>0, définie par v, = v/nsin — converge vers 0 quand
n

n tend vers +0o00.

En effet, on sait que pour tout = € [0, 1], sinz < .
1
Pour n > 1, on a donc 0 < v, = y/nsin — < v, = —.
n

vn

On peut donc appliquer le théoréme des gendarmes avec les suites (uy,)n>0 €t (Wy)n=0
telles que u, = 0 et w,, = —= pour tout n > 0 et on en déduit que la suite (v,),>0
n

converge vers 0 quand n tend vers +oo.

Extension 2.4.4. [ existe des résultats analogues pour les limites infinies. Par
exemple dans le cadre de deux fonctions [ et g, définies sur I : si pour tout x € I,
f(z) < g(x) et si lim f(z) = +oo, alors lim g(z) = +oo.

T—T0 T—TQ

Le dernier résultat de ce paragraphe caractérise les limites de fonctions a ’aide de
suites convergentes. Il est énoncé dans le cadre de limites finies de fonctions, lorsque
la variable tend vers un nombre réel. Il admet des analogues dans des limites infinies
et lorsque la variable tend vers +o00 ou —ooc.

Théoréme 2.4.5. Soit f: 1 — R et x¢ un point adhérent a I.

La fonction f converge vers | € R quand x — xq si et seulement si pour tout suite
(Zn)nen @ valeurs dans I, convergente vers xo quand n — 400, la suite (f(x,))
converge vers | quand n — +00.

neN

Démonstration. Soit f une fonction qui converge vers [ € R quand x — x. On
considére un voisinage de [, ]l —e,l4¢[ ot € > 0, alors il existe un voisinage de xy de
la forme |zg—n, xo+n[ avec n > 0 tel que si z €]xg—n, zo+n], alors f(x) €|l—e,l+¢].

Soit (2, )nen une suite a valeurs dans I, convergente vers zo quand n — +oo. Puisque
la suite (x,, — zg)nen converge vers 0, il existe N € N tel que sin > N, |z, —xo| < 7.
Et donc, pour n > N, par 'hypothése sur f, f(x,) €]l —e,1 + ¢[. Ceci montre que
la suite (f(7,)),cy converge vers [ quand n — +-o00.

Réciproquement procédons par 'absurde : supposons que pour tout suite (z,),en &
valeurs dans I, convergente vers o quand n — +oo, la suite (f(zy)),oy converge
vers | quand n — +o0o. Or, si la fonction f ne converge pas vers [ quand x — z, il
existe ¢ > 0 tel que pour tout n > 0 il existe © €]xg — n,z0 + N[ et |f(x) — 1] > €.

1
On peut prendre comme valeurs de n > 0, les valeurs de la suite | —

n neN

1 1
A chacune de ces valeurs est associé un x,, €|xg — —, xo+ —|[ tel que |f(z,) —1] > «.

Ceci contredit I'hypothése sur la suite (f(2y)),,cy et donc la fonction f converge bien
vers | quand z — x. O



16 CHAPITRE 2. LIMITES

Le dernier résultat de ce paragraphe est spécifique aux suites numériques :

Définition 2.4.6. Soit (x,)nen une suite numérique. La suite (Y, )nen €St une sous-
suite de la suite (x,,)nen $'il existe une application strictement croissante p : N — N
telle que pour tout n € N, y,, = ().

Théoréme 2.4.7. (admis) Théoréme de Bolzano-Weierstrass.
De toute suite numérique bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.

2.5 Opérations sur les limites

Définition 2.5.1. Opérations sur les suites
i)  La somme de deux suites numériques (U, )nen €t (Un)nen €st la suite numé-

ﬂque (un + Un)neN-

it)  Le produit d’une suite numérique par une constante A € R est la suite nu-
mérique (Ay)nen-

i11)  Le produit de deux suites numériques (Uy)nen €t (Un)nen est la suite numé-
rique (UnUp)nen-

iv)  Le quotient d’une suite numérique (U, )nen par une suite numérique (Vy)nen

u
telle que v, # 0 pour tout n € N est la suite numérique | —
'Un

neN
Définition 2.5.2. Opérations sur les fonctions
i) La somme de deux fonctions f,g: I — R est la fonction f + g définie par

(f+9)(x) = f(x)+ g(x) pour tout x € I.
it)  Le produit d’une fonction f : I — R par une constante A € R est la fonction

Af définie par (Af)(z) = \f(z) pour tout x €
iii)  Le produit de deuz fonctions f,g : I — R est la fonction fg définie par

(f9)(x) = f(x)g(x) pour tout x € I
iv)  Le quotient de la fonctions f : I — R par la fonction g : [ — R telle que

g(x) # 0 pour tout x € I est la fonction / définie par i(az) = J(@) pour tout v € I.
9 9

9(x)
Théoréme 2.5.3. Opérations sur les limites
Lorsque les limites existent dans R :
i)  La limite d’'une somme de suites ou de fonctions eziste et est égale a la

somme des limites.

it)  La limite du produit d’une suite ou d’une fonction par une constante existe
et est égale au produit de la limite par cette constante.

i11)  La limite d’un produit de suites ou de fonctions existe et est égale au produit
des limites.

i)  La limite d’un quotient de suites ou de fonctions (dont les dénominateurs
sont non nuls) existe et est égale au quotient des limites.

Démonstration. On montre ce théoréme dans le cas des suites, le cas des fonctions
se traite de facon analogue.
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Soit (Un)nen €t (Vn)nen deux suites numériques qui convergent respectivement vers
let!l.

i) Soit € > 0 donné.
€
Alors il existe N tel que si n > N, |u, — | < ) et il existe N’ tel que si n > N/,

v, = U] < % Si nm > max{N, N'}, alors on peut écrire, en utilisant 'inégalité
triangulaire 1.3.4 :
[(un +vn) =+ 1) = [(un =) + (v, = U)| < Jup =l + v, = V| <e

ce qui montre bien que la suite (u, + v, )nen converge et admet pour limite [ + .

ii) Soit € > 0 donné et soit A € R. On peut supposer que A # 0, sinon, il n’y a rien
a démontrer.

Alors il existe N tel que sin > N, |u, —1| < W D’ow, sin > N, on a [Au, —Al| < e,

ce qui montre bien que la suite (Au,),en converge et a pour limite Al.

iii) Les deux suites étant convergentes, elles sont bornées par la proposition 2.2.8.
Soit M > 0 une borne de (u,)nen €t M’ > 0 une borne de (v,)pen. Soit € > 0 donné.

Alors il existe N tel que sin > N, |u, — ]| < % et il existe N’ tel que si n > N/,
on =1 < =
v, =1l < —.
. M .
Si n > max{N, N'}, alors on peut écrire,
vy, — U = |(up — Doy + (v, — )| < M'|uy, — 1| + Mo, = U'| <€

ce qui montre bien que la suite (u,v,),en converge et a pour limite 11’

iv) Pour simplifier, supposons que I’ > 0. La suite (v,,),enconvergeant vers ', & partir
/

d’un certain rang ng, v, > 5 Soit € > 0 donné.

?
Alors il existe N tel que sin > N, |u, —I| < SV et il existe N’ tel que si n > N/,

l/2
-l < ==

fon =1l < 2 M
Si n > max{N, N’ ny}, alors on peut écrire,

u, I Uyl — 2 , /

B = 1 < Dl = vll € (= O — (5 = )

2 / /
< l’2 (M'uy, = U] + Mv, = 1U'|) <e
ce qui montre bien que la suite Un converge et a pour limite —. O
Un neN I

Dans le cas des fonctions, ces résultats restent vrais pour les limites a droite, res-
pectivement a gauche.
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Remarque. Il existe des résultats pour les somme, produit et quotient de limites

infinies ou nulles dans le cas des quotients mais ces opérations peuvent aboutir a des

o o L o 0 _
formes indéterminées, c’est-a-dire : oo x 0, —, —, 0o — 00, 0%, 1°°, 17>, oc?.
00

0
Il existe des techniques pour lever les indéderminations, dont nous allons voir quelques
exemples. Pour étudier les indéterminations 0°, 1°°, 17°, oo, la méthode générale
est d’écrire, pour a > 0, a® = €™ qui raméne a 1’étude de la forme indéterminée
bln a. Il faut introduire des notations :

Notations 2.5.4. Notations de Landau
Au voisinage d’un point xq, on introduit les définitions et notations suivantes :

i) Une fonction [ est dominée par une fonction g au voisinage de xq s’il existe
une constante M telle que au voisinage du point xq, on ait

flz) < My(x)

On note cette propriété par f(x) = Opszy (9(2)),
it)  Les deux fonctions f et g sont équivalentes au voisinage de xo si pour tout
e > 0, il existe un voisinage de xo sur lequel on ait

(1—¢)g(z)) < flz) < (1 +e)g(x)

x
St la fonction fg ; est définie dans un voisinage de xq, cette propriété veut dire que
g(x
tim 1)
T—rxQ g(l‘)

On note cette propriété f(z) ~p sz, 9(2).
i11)  Une fonction f est négligeable par rapport a une fonction g au voisinage de
xo st pour tout € > 0, il existe un voisinage de xy sur lequel on ait

eg(r)) < f(z) <eg(x)

Si la fonction % est définie dans un voisinage de xq, cette propriété veut dire que
g(x
lim @ =0
2=z ()

On note cette propriété f(x) = 0ya, (g(x)) ou encore f(x) = g(x)e (9(x)) ou la

fonction € vérifie lim € (g(x)) = 0.
T—T0

Exemple 2.5.5.
1
i)  lim(1+—)"=e.

i) n (J#—ﬁ) —0

n—oo
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i) C’est une forme indéterminée du type 1°°.

: " 1 . :
On écrit <1 +—) =¢€" In(1+%) ot on est ramené a une forme indéterminée du type
n

oo X 0. Pour la résoudre, on utilise les développements limités et les équivalents que

1 nln(14+1)

1
I’on verra au chapitre 7 : In <1 + —) ~nosioo —. On en déduit que e admet
n n

pour limite e quand n — +o0.

ii) C’est une forme indéterminée du type oo — 0.
1

On écrit (\/n +1-— \/ﬁ> =vn ((1 + )2 - 1). On est donc ramené & une forme
n

indéterminée du type oo x 0. On utilise les développements limités, voir chapite 7,

) [ 1
qui montrent que (1 + )2 =1+ — + —¢, avec &, — 0.
n 2n n

1 1
Donc (14 =)Y2 —1=—(1+2¢,) ~nsi00 —
OHC(+n) 2n(+€) 7 o

1
Par suite (\/n +1-— \/ﬁ) “notoo 517 donc admet pour limite 0.
n
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Chapitre 3

Continuité

3.1 Rappels et définitions

Définition 3.1.1. i)  Le domaine de définition d’une fonction f est [’ensemble
des © € R, tels que f(x) existe. On le note Def f.

it)  L’image d’un point x € Def f est f(x). On note Im f ’ensemble des images
des points x € Def f par f. Ltmage d’une partie I C Def f est [’ensemble des images
des points de I par f et est notée f(I).

i11)  Les antécédents d’un point y € Im f sont les points x € Def f tels que
flx) =y.

iii)  L’image réciproque d’un ensemble J C Im f est l'ensemble des antécédents
des points de J par f c’est-a-dire l’ensembles des point x € Def f tels que f(z) € J.

Voici des représentations de I'image d’une partie I € Deff d’une fonction f ou de
I'image réciproque d’un intervalle J par f :

) ==A{f(z) |z el}

() ={z eDef f| f(x) € T}

Définition 3.1.2. Soit I un sous-ensemble de R.

i) Une fonction f : 1 C R — R est majorée par une constante réelle M si
pour tout x € I, f(xz) < M.

it)  Une fonction f : I C R — R est minorée par une constante réelle m si
pour tout x € I, f(x) > m.

iii)  Une fonction f : I C R — R est bornée si elle est majorée et minorée,
c’est-a-dire s’il existe deux constantes réelles M et m telles que pour tout x € I, on
ait m < f(z) < M.

iv)  Une fonction f: 1 C R — R est monotone si pour tout x1 et o dans I tels
que 1 < xo, alors f(x1) < f(xg) (croissante) ou f(xq1) > f(x2) (décroissante).

v)  Dans le cas ou lintervalle I est symétrique par rapport a l'origine, une
fonction f : I C R — R est paire, respectivement impaire, si pour tout xr € I,
f(=x) = f(x), respectivement f(—x) = —f(x).

vi)  Une fonction f: R — R est périodique, de période T' si pour tout € R,

fle+T) = f(zx).
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Remarque.
i) Une fonction f : I C R — R est bornée si et seulement si il existe une
constante a > 0 telle que pour tout z € I, |f(z)| < a.
i1)  L’étude d’une fonction périodique se fait sur un intervalle de longueur égale
a sa période. On prolonge ensuite a R tout entier par périodicité.
iii)  Le graphe d’une fonction paire est symétrique par rapport a 'axe Oy et le
graphe d’une fonction impaire est symétrique par rapport a ’origine O.

Graphe d’une fonction paire Graphe d’une fonction impaire

Définition 3.1.3. Composition, restriction et recollement.

i) On considere deuz fonctions f: 1 CR —-Retg:J CR — R telles que
Im f C J. La composée go [ de f par g est une fonction de I dans R, définie pour
tout x € I par go f(x) =g (f(x)), soit

f g

I — J — R
r — f(z) — g(f(z))

it)  La restriction d’une fonction f: 1 C R — R a un sous-ensemble I' C I est
la fonction fr 2 I' — R telle que pour tout x € I', fr(z) = f(x).

i11)  On considére deux fonctions f : I CR —- R etg:J CR — R telles que les
sous-ensembles I et J soient consécutifs et I < J. On appelle ry = max I = min J.
Si f(xo) = g(xo), on appelle recollement des fonctions f et g la fonction h : 1UJ — R
telle que h(x) = f(z) siz € I et h(x) = g(x) st x € J et h(xy) = f(zo) = g(x).

3.2 Continuité d’une fonction en un point

Définition 3.2.1. Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble I C R et soit
xo € 1. La fonction f est continue en xqy si f(x) converge vers f(xg) lorsque x tend
vers xg.

Exemple 3.2.2.

i) Toute fonction Lipschitzienne, v, c’est-a-dire telle qu’il existe a > 0 tel
que |o(x) — p(y)| < alx — y| pour tout couple x,y est continue en tout point de son
domaine de définition.

ii)  La fonction g telle que g(x) = x* est continue en tout point xy € R.
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iii)  La fonction h définie sur R par h(z) = 0 pour tout x < 0 et h(x) = 1 pour
tout x > 0 n’est pas continue en 0.

i)  La fonction f définie pour tout v € R par f(x) = |x| est continue en tout
point de R, y compris 0.

i) Soit V (f(z0)) =|f(xo) — €, f(x0) + €[ un voisinage de f(xo).
Alors si x €]xy — E,xo + E[, f(z) € V (f(xo)) et ceci prouve la continuité de f au
a a

point xg.

i) Pour la fonction g, on écrit : |g(x) — g(z0)| = |2* — 2| = |z — zo||z + 20|
Puisqu’on cherche la limite de f(z) quand x — z, on peut supposer que x est dans
I'intervalle [xg — 1,20 + 1].

Dans ce cas : |g(z) — g(x0)| < (2|xo| + 1)|x — x0|. Le i) montre que la fonction g est
continue en x.

iii) La fonction h converge vers 0 quand z — 0~ mais sa limite quand z — 0% vaut
1. Elle n’admet donc pas de limite quand z — 0 et donc n’est pas continue en ce
point.

iv) Par I'inégalité triangulaire, 1.3.4 , pour tous réels z et y, on a : ||z| — |y|| < |z—y].
Cette fonction est donc 1-lipschitzienne et donc continue en tout point.

FI1GURE 3.1 — Fonction ¢ FIGURE 3.2 — Fonction h

-3 -2 -1 1 2 3
-1k

—2L

FIGURE 3.3 — Fonction f

Comme pour les limites, on peut définir la continuité a droite ou a gauche :



24 CHAPITRE 3. CONTINUITE

Extension 3.2.3. Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble I C R et soit
xo € 1. La fonction f est continue a droite (respectivement a gauche) lorsque © — x
si f(x) converge vers f(xg) lorsque x tend vers xy et x > xg, (respectivement v < x).

Si une fonction f est continue & droite et & gauche en un point xy € I, alors elle est
continue en x.

Théoréme 3.2.4. Soit f : I C R — R et xg € I. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i) [ est continue en xg

it)  Pour toute suite (T,)nen, @ valeurs dans I qui converge et a pour limite xg,
la suite (f(zn)),en converge et a pour limite f(xg).

Démonstration. Ce théoréme est une conséquence directe du théoréme 2.4.5 ot 'on
remplace la limite [ de la fonction f quand x — xy par f(xg). O

Proposition 3.2.5. Soit f,g: I CR —-R et xg € I.
i) St f et g sont continues en xq, alors f + g et fg sont continues en x
it)  Si f et g sont continues en xqy et si g(x) # 0 dans un voisinage de o, alors

= est continue en xg.
g

Démonstration. Cette proposition est une conséquence directe de la proposition 2.5.3
ol 'on remplace les limites [ ou I’ des fonctions quand xz — 1z par leur valeur en
Zo- ]

La proposition 3.2.5 reste vraie si I’on consideére la continuité a droite, respectivement
a gauche.

Proposition 3.2.6. Soit f: I CR — R et zp € I. Soit J € R tel que f(I) C J et
soit g: J — R.
Si f est continue en xq et si g est continue en f(xq), alors go f est continue en xy.

Démonstration. Soit U un voisinage de g o f(xo).
Par continuité de g en f(x), il existe un voisinage V' de f(zo) tel que si y € V', alors
gly) € U.

Par continuité de f en z, il existe un voisinage W de x( tel que si x € W, alors
flz) e V.

En appliquant cette propriété avec y = f(x), on en déduit que si z € W, alors
go f(x) € U, ce qui prouve la continuité de g o f en zy. O

Extension 3.2.7. Recollement par continuité.
Soit f : [a,b[— R et g :]b,c] — R.
Si lir? flz) = hl’il+ g(x), on peut recoller les fonctions f et g au point b et on obtient
z—b~ T—
une fonction h : [a,c] — R, continue en b telle que h(x) = f(x) pour x € a,b|,
h(z) = g(x) pour x €]b,c] et h(b) = hril flz) = liI?Jrg(x).
T—0" T—r
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3.3 Fonctions continues sur un intervalle

Définition 3.3.1. Soit I un intervalle ouvert. Une fonction f : I C R — R est
continue sur I si elle est continue en tout point de xog € I.

Si la fonction f est définie sur un intervalle fermé borné [a,b], on dira que f est
continue sur [a,b] si elle est continue en tout point xo €)a,b[ et continue a droite en
a et a gauche en b.

Par application de la proposition 3.2.5, on obtient immédiatement :

Proposition 3.3.2. La somme, le produit, le quotient (si le dénominateur ne s’an-
nulle pas) de fonctions continues sur I sont continues sur I.

Soit f: 1 CR—R, Jtel que f(I)C Jetg:J—R.Sif estcontinue sur I et si
g est continue sur J, alors go f est continue sur I.

Théoréme 3.3.3. Théoréeme des valeurs intermédiaires.

Soit f 1 C R — R, continue sur I et soient a et b deuzx points de I. Alors tout
réel compris entre f(a) et f(b) admet au moins un antécédent dans |a,b]. Donc en
particulier si I est un intervalle, f(I) est un intervalle.

Démonstration. Soit y un point compris entre f(a) et f(b). Si y = f(a) ou f(b), il
n’y a rien a démontrer.

On peut donc supposer y # f(a) et y # f(b). Supposons par exemple f(a) < f(b)
et soit f(a) <y < f(b).

Soit A la partie de R définie par A = {x € [a,b] | f(x) < y} et soit zg = sup A.
Par définition de la borne supérieure, voir 2.2.9, il existe une suite (x,),en telle que

pour tout n € N, z,, € Aet lim x, = x(. Par continuité de la fonction f, en appli-
n—-+00

quant le théoreme 3.2.4, la suite (f(xy)),, oy converge vers f(zo). Comme f(x,) <y
pour tout n € N, par le théoréme 2.4.1, f(xg) < y.

Le point g ne peut donc pas étre égal a b car sinon, on aurait f(b) = f(z) < v,
ce qui contredit le choix de y. Par définition de la borne supérieure, si © €|z, b|, x
n’est pas dans A et par suite f(x) > y. Par le théoréme 2.4.1, hm f(x) > y. Par

{L'*):BO

continuité de f, hm f(x) = f(xo) > y. Donc finalement f(xy) = v. O

{L'*):BO

Théoréme 3.3.4. Théoreme de Weierstrass.
Soit f : [a,b] = R, continue sur [a;b]. Alors f est bornée et atteint ses bornes dans
[a, b].

Démonstration. Pour montrer que l'image de [a,b] par f, f([a,b]), est une partie
bornée de R, on procéde par contraposée : supposons que f ([a,b]) ne soit pas ma-
jorée. Alors, il existe une suite (z,),en telle que x, € [a,b] pour tout n € N et
f(@n) 2 n.

Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, 2.4.7, il existe une sous suite (a:p n)nen de
la suite (x,,)nen convergente dans [a, b]. Soit 2 sa limite. La suite ( Tp(n )) nen n’est
pas bornée puisque f(x,u)) > p(n) pour tout n € N. Donc la fonction f n’est pas
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continue en xg.

Pour montrer que f atteint ses bornes, posons M = sup f([a,b]) et m = inf f([a,b]).
Par les propriétés des bornes supérieure ou inférieure, 2.2.9, il existe une suite (z,)nen

1
telle que z, € [a,b] et f(x,) > M — — pour tout n € N*. Donc h%l f(z,) = M.
n neN*

Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass, 2.4.7, il existe une sous-suite (Zp(n)nen, de
la suite (2, )nen, qui converge vers un point zg € [a, b]. La fonction f étant continue,
on peut appliquer le théoréme 3.2.4, la suite f ((a:p(n))ne converge vers f(xg). D’ou
f(zo) = M.

On procéde de la méme facon pour la borne inférieure. O

N

Corollaire 3.3.5. f ([a,b]) = [m, M].

Extension 3.3.6. Continuité par morceaux.
Une fonction f : [a,b] — R est continue par morceauz s’il existe un découpage de

Uintervalle [a,b] défini par xg = a < 21 < -+- < x, = b tel que [ est continue sur
chaque sous-intervalle |x;, x;41[, i = 0,...,n — 1 et admet des limites a gauche et a
droite en tout point x;, 1 =1,...,n— 1, a gauche en xy et a droite en x,.

On peut remarquer que les valeurs de la fonction f aux points x; ne jouent aucun
role dans cette définition.



Chapitre 4

Dérivabilité

4.1 Dérivabilité d’une fonction en un point

Définition 4.1.1. Soit I un intervalle ouvert de R et f une fonction définie sur I
a valeurs réelles. La fonction f est dérivable en xg € I si la fonction taux d’accrois-
fx) = f (o)
T — X
lorsque x — x9. Dans ce cas, la limite s’appelle la dérivée de f en xq et se note

(o).

Application 4.1.2. Le tauz d’accroissement de f entre x et a est la pente de la
corde joignant les points (z, f(x)) et (xq, f(z0)). Lorsque x — g, la corde tend vers
une position limite de pente f'(xo), qui est la tangente au graphe de f au point

(w0, f(20)).

sement T, définie sur I\ xo par T(x) = , converge vers une limite finie

FIGURE 4.1 — Fonction dérivable

Gréace aux notations de Landau, définies en 2.5.4, on peut réécrire la définition de la
dérivabilité d’une fonction en un point par la proposition suivante, qui a I'avantage
de ne pas faire intervenir de dénominateur :
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Proposition 4.1.3. La fonction f est dérivable en xq si et seulement si il existe un
réel \ tel que

f(z) = f(zo) + Mz — m0) + 0(x — 20) = f(20) + Az — 70) + (T — 20)e(x — 70)

ou lim e(z — xp) = 0.
T—IT0

La dérivée de f en xzq est alors égale a .
Proposition 4.1.4. Toute fonction dérivable en xq est continue en xq et la réci-
proque est fausse.

Démonstration. Supposons qu'une fonction f soit dérivable en xy. Alors, par la
proposition 4.1.3 on peut écrire f(x) — f(xg) = f'(xo)(x — x0) + o(x — 2¢). D’ou :

() = fl=zo)| < |f' (o)l — o + o(x — o)

Ceci implique bien que si x tend vers xq, f(x) tend vers f(zg) et donc f est bien
continue en xg. ]

Pour montrer que la réciproque est fausse, il suffit de trouver un exemple d’une
fonction continue en un point et non dérivable en ce point :

Exemple 4.1.5. f(z) = |z| est continue et n’est pas dérivable en 0.

En effet, en posant 7(z) = M pour z # 0, il est clair que lim+ T(x) = 1 et
X z—0
lim 7(z) = —1. L’accroissement 7 n’admet donc pas de limite quand z — 0 et f

z—0~ .
n’est pas dérivable en 0.

Proposition 4.1.6. Soit f,g: I CR - R et xg € 1.
i) Sif etg sont dérivables en xg, alors f+g et fg sont dérivables en xq, avec

(f 4+ 9)'(xo) = ['(z0) + g'(w0) et (fg)'(x0) = ['(0)g(x0) + f(20)g (w0)

it) Sif et g sont dérivables en xqy et si g(xg) # 0, alors / est dérivable en x
g

avec

<f>/ (20) = J'(20)g(w0) — f(20)g' (x0)

9 9°(xo)

Démonstration. i) Le résultat sur la dérivation d’une somme de fonctions est évident.
Montrons celui sur le produit de deux fonctions, en écrivant :

fa(z)=fg(xo) = f(x)g(x)— f(x0)g(z0) = f(z) (9(x) — g(x0)) +9(z0) (f(2) — f(z0))
D’ou en divisant par x — xg :

fg(x) — fg(xo) f(x)g(fc) — g(x0)

+ o) F@) = @)

Tr — 2o r — 2o r — 2o
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Lorsque = — xg, f(x) — f(zo) et donc

i 1960 = JoCe0) L (06 —ae0) |
a0 T — Tp a0 T — Tp T — X
= f(@0)g'(x0) + f'(20)g(x0)
ii) Pour le quotient, on écrit :

f f ~ f@)g(wo) — f(wo)g(x) 9(x0) — g(7) . f(x) — f(x0)
(5) (@—(5) (70) = g(x)g(o) f@= o)

Lorsque © — xg, f(z) = f(z0) et g(z) — g(xo) et donc :

(- (5) @ e ol o) | gle) | J)~ ()

li =
e xr — T g(x)? - Zo i g(x0)? 2=z0 T — 19
_ f'(x0)g(xo) — f(x0)g' (20)
9(w0)?

O

Proposition 4.1.7. Soit f : I CR — R et g : J — R deux fonctions telles que
f(I)c J. Soit xy € 1.

Si f est dérivable en xq et si g est dérivable en f(x), alors g o f est dérivable en
xg, avec

(g0 f) (z0) = g' (f(w0)) f'(20)

Démonstration. Si f est dérivable en x(, on écrit, a I’aide de la proposition 4.1.3 :

f(x) = f(x0) = f'(w0)(x — x0) + (2 — wo)e1(x — w0)

avec €1(x — x9) — 0 quand  — .

Si g est dérivable en f(xg), on écrit, de méme :

go f(x) —go flzo) =g (f(z0)) (f(x) = f(z0)) + (f(x) — f(x0)) e2 (f(x) — f(20))
avec €9 (f(x) — f(zo)) = 0 quand f(x) — f(x).

Mais comme par la proposition 4.1.4, f est continue en xy, quand x tend vers z,
f(z) = f(xo) et e (f(z) — f(x9)) — 0. On peut donc écrire :

2o I 290 ) () (1 o) + 2100 = o+ LD =L 0)
=g (f(x0)) f'(0) + e(z — 20)

avec e(r — xg) — 0 quand  — z. Ceci prouve bien la dérivabilité de go f en zg et

(go f)/ (z0) = g’ (f(z0)) f'(0). O

&2 (f(2) = f(x0))
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Corollaire 4.1.8. Si f et g sont deuz fonctions réciproques l'une de 'autre, f étant
dérivable en xy et g en yo = f(xg), avec ¢’ (f(xg)) # 0 et f'(9(yo)) # 0, on a
1

1
f(x0) = ———— et de méme ¢'(yo) = ———.
g' (f(x0)) f"(9(o))
Démonstration. On applique la proposition 4.1.7 en utilisant le fait que pout tout
x€l, go f(r)=xet pourtout y € J, fog(y) =y. 0J

Extension 4.1.9. Comme pour les limites et la continuité, on peut définir la dé-
rivabilité a droite ou & gauche en un point xo : f est dérivable a droite (respecti-
vement & gauche) en xo si la fonction tauz d’accroissement T, définie sur I\ xg
fx) = f (o)
T — Xo

r — x ). Dans ce cas, la limite s’appelle la dérivée a droite (respectivement a gauche)
de f en xo et se note fi(xo) (respectivement f;(xo).

Ces définitions sont utilisées en particulier aux points a et b lorsque la fonction f
est définie sur un intervalle fermé borné [a,b].

par T(z) = , admet une limite lorsque x — x§ (respectivement lorsque

4.2 Fonctions dérivables sur un intervalle

Définition 4.2.1. Soit I un intervalle ouvert. Une fonction f : I C R — R est
dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I.

Si f est définie sur un intervalle [a,b], on dira que f est dérivable sur [a,b] si elle
est dérivable sur ]a,b| et si elle est dérivable a droite en a et a gauche en b.

Les deux propositions suivantes se déduisent immédiatement des propositions 4.1.4,
4.1.6 et 4.1.7 :

Proposition 4.2.2. Toute fonction dérivable sur I est continue sur I. La réciproque
est fausse.

Proposition 4.2.3. Les somme, produit, quotient (dans le cas ot le dénominateur
ne s’annulle pas) de fonctions dérivables sur I sont dérivables sur I.

Si f est dérivable sur I et f(I) C J et si g est dérivable sur J, alors la composée
go f est dérivable sur I.

Exemple 4.2.4.
i)  La fonction f(x) =

est dérivable sur | — 1,400[ et sa dérivée est la

| I+x
fonction f'(zx) = (14:7:5)2
i)  La fonction f(z) = In(1+2?) est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction
P =
12

Application 4.2.5. La dérivée d’une fonction croissante est positive ou nulle, la
dérivée d’une fonction décroissante est négative ou nulle.
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En effet, le taux d’accroissement d’une fonction croissante est positif ou nul et celui
d’une fonction décroissante est négatif ou nul et on peut appliquer le théoréme 2.4.1 :
a la limite, la valeur de la dérivée sera bien positive ou nulle dans le cas d’une fonction
croissante ou négative ou nulle dans l'autre cas.

La réciproque de cette propriété est vraie également comme on le verra apreés le
théoréme des accroissements finis, 4.4.2.

4.3 Dérivées successives

Définition 4.3.1. Lorsque qu’une fonction f est dérivable sur un intervalle I et que
sa dérivée [’ est aussi dérivable sur I, la dérivée de f' est notée f" et est appelée
dérivée seconde de f sur I.

Définition 4.3.2. En itérant ce processus, on obtient les dérivées successives de f :
si la dérivée d’ordre n — 1 de f, f"V, est dérivable sur I, sa dérivée est notée f™)
et est appelée dérivée d’ordre n de f sur I. Noter que fO = f, f0) = f/ @& = ¢,

Définition 4.3.3. Lorsque qu’une fonction f admet des dérivées jusqu’a l’ordre n
sur I, on dit qu’elle est n-fois dérivable. Si de plus, sa dérivée n-iéme est continue
(et donc aussi toutes les précédentes), on dit que f est de classe C™.

Définition 4.3.4. Lorsque qu’une fonction f admet des dérivées d’ordre n pour tout
n € N sur I, on dit qu’elle est indéfiniment dérivable ou de classe C*°.

Exemple 4.3.5. Les fonctions polynomes et la fonction exponentielle sont des fonc-
tions de classe C*° sur R. La fonction logarithme est une fonction de classe C*° sur
R% . On verra au chapitre 5 que les fonctions trigonométriques et hyperboliques sont
de classe C'*° sur leurs domaines de définition. On verra également au chapitre 6
que les fonctions réciproques des fonctions usuelles sont de classe C™° la ot leurs
dérivées sont définies.

4.4 Théorémes de Rolle et des accroissements finis

Théoréme 4.4.1. Théoréme de Rolle
Soit f : [a,b] — R une fonction continue, dérivable sur |a,b[. Si f(a) = f(b), alors
il existe ¢ €]a,b] tel que f'(c) = 0.

Démonstration. Si la fonction f est constante, sa dérivée est nulle et il n’y a rien a
démontrer.

Sinon, par application du théoréme de Weierstrass, 3.3.4, f admet un extremum
¢ € [a, b]. Supposons que cet extremum soit un maximum.

Alors si h > 0, on a

fle+h) = fle)
N <0 et 5

Puisque f est dérivable en ¢, ces taux d’accroissement admettent une méme limite
quand h — 0, qui ne peut étre que 0. D’ou f’(c) = 0. O
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Théoréme 4.4.2. Théoreme des accroissements finis
Soit f : [a,b] — R une fonction continue, dérivable sur |a,b[. Il existe ¢ €]a,b[ tel
que

f(b) = f(a) = (b—a)f'(c)

Démonstration. On applique le théoréme de Rolle a la fonction g, continue, dérivable
sur |a, b[, définie par

Comme g(a) = g(b), il existe ¢ € [a,b] tel que ¢'(c) = 0.

Or g/(c) _ fI(C) i f(b) — i(a)

f(b) = f(a)
— :

]
b—a

ce qui implique bien que f'(c) =
Application 4.4.3. Soit f : [a,b] — R une fonction continue, dérivable sur |a, b|.
S’il existe M > 0 tel que pour tout x €la,b[, |f'(z)| < M, alors :

[f(b) = f(a)] < M[b—al

En effet, en appliquant le théoréme des accroissements finis, 4.4.2, il existe ¢ € [a, b
tel que :

£(0) = fla)l = ' (e)]|b—a| < M|b—al

Exemple 4.4.4. La dérivé de la fonction sinus est la fonction cosinus, qui vérifie
pour tout x € R, | cos x| < 1. Comme de plus sin 0 = 0, le théoréme des accroisse-
ment finis implique que pour tout x € R, on a : |sinz| < |z.

4.5 Sens de variation

Proposition 4.5.1. Fonctions croissantes et décroissantes

i) Sila dérivée d’une fonction dérivable f: 1 C R — R est positive ou nulle
(respectivement négative ou nulle), la fonction f est croissante (respectivement dé-
croissante).

it)  Si la dérivée d’une fonction dérivable f : I C R — R est strictement po-
sitive (respectivement strictement négative), la fonction f est strictement croissante
(respectivement strictement décroissante).

Démonstration. Supposons que la dérivée d’'une fonction f soit positive ou nulle sur
I et soit & < y deux points de I. Alors par le théoréme des accroissements finis, 4.4.2,

w = f'(¢) > 0. On en déduit que f(y) > f(x) et

il existe ¢ € [z,y] tel que

donc que la fonction f est croissante.
Le cas négatif se traite de la méme fagon ainsi que les cas strictement positif ou
strictement négatif.
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Définition 4.5.2. Une fonction f: I C R — R admet un mazimum (respectivement
minimum) local en un point xy € I s’il existe un voisinage V (xq) de xo tel que pour
tout x € V(xo), on ait f(x) < f(xo) (respectivement f(x) > f(xo) ).

Ce maximum (respectivement minimum) est global si ces inégalités sont vraies sur
tout ’intervalle I.

Proposition 4.5.3. Soit [ un intervalle ouvert et xo € I. Si xy est un extremum
(mazimum ou minimum) local d’une fonction dérivable f : I C R — R, alors sa
dérivée s’annule en xy. La réciproque est fausse.

Démonstration. Soit xg un maximum local d'une fonction dérivable f: I C R — R.
Alors, si h > 0, f(zo+h) — f(zo) < 0et f(xg—h)— f(xg) <O0.

En passant a la limite quand h — 0, on obtient a la fois :

f(xo +h) = f(xo)

"(z0) = i < "(z0) = li >
f'(xo) pm <0 et fY(z) pm 7 >0
soit f'(zg) = 0.
Le cas d’un minimum se traite de la méme fagon. O

Exemple 4.5.4. La fonction [ définie sur R par f(x) = 23 admet une dérivée nulle
en xg = 0 alors qu’elle n’a pas de minimum local en ce point.

La méthode, lorsqu’on cherche des extrema d’une fonction, est d’abord de déterminer
les points ou la dérivée de la fonction s’annule. Ensuite, il faut vérifier en étudiant
les variations de la fonction si ces points correspondant bien & des extrema.

Le sens de variation d'une fonction dérivable se représente par un tableau de varia-
tion : la premieére ligne indique les valeurs de la variable z, la seconde ligne indique
le signe de la dérivée et on en déduit sur la troisiéme ligne, le sens de variation de la
fonction. Par exemple, voici la tableau de variation de la fonction sinus sur [0, 7].

T 0 3 s
Cos T + 0 -
1
sin x ya AV
0 0

Exemple 4.5.5. Fonctions convexes.
Une fonction f : I — R est convexe si quelque soit z et y dans I et quelque soit
A€ 0,1],on a

fQz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1 =N f(y)

Cette propriété veut dire que le graphe d'une fonction convexe est au dessous de sa
corde.

Proposition 4.5.6. Une fonction f : I — R dérivable est conveze si et seulement
si sa dérivée est croissante.
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Démonstration. Supposons que la fonction dérivable f soit croissante et soit x < y.
Sic €]z, y[, il existe A €]0, 1] tel que ¢ = Az+(1—\)y, ou encore c—x = (1—-\)(y—=x).
On a done f(c) < Af(x)+(1— ) f(y), soit encore £()—f(z) < (1-) (f(y) — f(x)).

On en déduit que f(Ci : i(x) < f(y; : i(x) et en passant a la limite quand ¢ — x :
) i O =S _ 0) = @)
c—r C— X y—x
De la méme fagon, on obtient 'inégalité M < lim M = f'(y) et
y—x c—y Y —c

par suite f'(z) < f'(y). La dérivée de f est donc bien croissante.

Réciproquement, procédons par contraposée : supposons que la fonction f ne soit
pas convexe, alors il existe trois points, z, y, et ¢ = Az + (1 =Ny €]z, y[, ou A €]0, 1],
tels que f(Az+ (1 —N)y) > Af(z) + (1 = N) f(y).

Le méme calcul que ci-dessus montre que :

F0) = f) _ fw) = 1) _ 1)~ 1)
c—x Yy—x Yy—c

Par le théoréme des accroissement finis, 4.4.2, on en déduit qu'il existe d; € [z, ] et
dy € [c,y] tels que

iy = HO= @) F@) = @) @) =)

c—zx y—x y—c

et ceci montre que la dérivée f’ n’est pas croissante. O

FIGURE 4.2 — Fonction convexe
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Exemple 4.5.7. Fonctions concaves.
Une fonction f : I — R est concave si quelque soit = et y dans I et quelque soit
A€ [0,1], on a

fOz+(1=Ny) > Mf(x) + (1 =N f(y)

Cette propriété veut dire que le graphe d'une fonction concave est au dessus de sa
corde.

On peut montrer comme pour les fonctions convexes que la proposition ci dessous
est vérifiée :

Proposition 4.5.8. Une fonction f : I — R dérivable est concave si et seulement
st sa dérivée est décroissante.

FIGURE 4.3 — Fonction concave

Extension 4.5.9.
i) Une fonction f : I — R est strictement conveze si l'inégalité stricte

f QA+ (1= Ay) < Af(x)+ (1= A)f(y)

est vraie des que x # .
it)  Une fonction f : I — R est strictement concave si l'inégalité stricte

Qe+ (1= Ay) > Af(x) + (1= A)f(y)

est vraie des que x # .
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Chapitre 5

Fonctions usuelles

5.1 Fonctions puissances entiéres

Définition 5.1.1. Soit k un entier relatif. La fonction qui a tout réel x associe le
réel 7% est appelée fonction puissance k-iéme.
St k < 0, cette fonction n’est pas définie en 0.
Pour x # 0, 2* = —
x
Par convention, x° est la fonction constante égale 1.

Proposition 5.1.2. Etant donné un réel x # 0 et deux entiers relatifs ki et ky, on

a !
ko
phitke — k1 oko et phike — (l‘kl)

Démonstration. Ces égalités sont des conséquences de ’associativité de la multipli-
cation sur R, voir 1.2.6. ]

Proposition 5.1.3. Soit k un entier strictement positif. La fonction puissance
f(x) = 2%, définie sur R est paire si k est pair et impaire si k est impair.

Soit k un entier strictement négatif. La fonction puissance f(x) = ¥, définie sur
| — 00, 0[U]0, +00 est paire si k est pair et impaire si k est impair.

Démonstration. Les propriétés des opérations addition et multiplication sur R, voir
1.2.6, conduisent a la régle des signes, qui implique en particulier les relations sui-
vantes : (—1)F =1 si k est pair et (—1)¥ = —1 si k est impair.

Donc, pour = # 0, si k est pair, on a (—z)* = (=1)k2* = 2% et si k est impair
(—z)F = (=1)kak = —a*. O

Proposition 5.1.4.
i)  Les fonctions puissances sont dérivables sur R si k est positif et, si k est
négatif, sur | — oo, 0[U]0, +oc[, avec pour tout k € Z,

(.Tk>/ _ kxk*l

it)  Les fonctions puissances sont de classe C* sur R si k est positif et, si k
est négatif, sur| — oo, 0[U]0, +o00l.
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Démonstration. Pour k > 0, on utilise la formule du bindéme de Newton :

K
(z+ h)* — 2" = Z CInIgh= — % = hka™ ' + O(h?)

J=0

en utilisant les notations de Landau 2.5.4.

D’ou : ( v i
: x4 h)"—at\ k-1 k1
}lllir(l) <T) = flzg% (kz"'+O(h)) = ka
Pour k£ < 0, on pose | = —k et on écrit
(4 h)t — o = 11 ot —(x+h)  —hla"'+O(h?)
(xRl 2 xR al(z+h)
D’ou

) (x+ h)F — 2k 1 1 1 _—l:pl*l_ b1
;1336( h =y (x+h)! 2t 2% = ke

En étudiant le signe de la dérivée, on obtient le sens de varaition des fonctions
puissance entiéres :

Proposition 5.1.5. Sens de variation
Soit n un entier naturel non nul.
i) Sin est impair, la fonction puissance définie par f(x) = z" est strictement

croissante sur R

it) St n est pair, la fonction puissance définie par f(x) = " est strictement
décroissante sur | — 0o, 0] et strictement croissante sur [0, +00]

ii1)  Sin est impair, la fonction puissance définie par f(x) = x~™ est strictement
décroissante sur | — oo, 0] et strictement décroissante sur )0, 400

i) Sin est pair, la fonction puissance définie par f(x) = x™" est strictement
croissante sur | — 0o, 0[ et strictement décroissante sur |0, 4+o00|

En remarquant que pour n > 1, lim 2" = 400, on peut retrouver toutes les limites
r—r+00

de la proposition ci-dessous par parité ou imparité et passage au quotient :

Proposition 5.1.6. Limites des focntions puissances entiéres.
Soit n un entier naturel non nul.
i) Sin est impair, la fonction puissance définie par f(x) = z™ tend vers +o00

en +00 et vers —oo en —oo

it)  Sin est pair, la fonction puissance définie par f(x) = z™ tend vers +o00 en
+00 et en —o0

iii)  Sin est impair, la fonction puissance définie par f(x) = x=" tend vers 0
en +oo et vers 07 en —oo. FElle tend vers +o0o en 07 et vers —oo en 0.

w)  Sin est pair, la fonction puissance définie par f(x) = =™ tend vers 07 en
+o0 et en —oo. Elle tend vers +oo en 0 et en 0.
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Il y a donc 4 tableaux de variation différents selon les valeurs de n € N* :

n pair : n impair :
T —00 0 +00 T —00 0 +00
nz™ ! — 0 + nz™ ! + 0 +
+00 +00 +00
" N\ a " S0
0 —00
n pair : n impair :
x —00 0 +00 T —00 0 +o0o
7nx—n—l + . 777,1'_"_1 _ _
+o0 +00 0 +oo
z" Va N z" N o
0 0 —00 0

FIGURE 5.1 — Fonctions puissances entiéres

5.2 Fonction logarithme népérien

Définition 5.2.1. Le logarithme népérien est la fonction, notée In, définie sur
x

1 x
10, 400 par la relation In x = / i dt, ou / est lintégrale de Riemann.
1 1

La fonction In est donc la primitive, qui s’annule en x = 1, de la fonction continue i
sur |0, +o00l, elle est donc dérivable, de dérivée égale a %, qui est strictement positive.
Proposition 5.2.2. Le logarithme népérien vérifie la relation

In(zy) =lnz+Iny

pour tous x,y > 0.
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Démonstration. Soit x,y > 0 donnés.

zy z 1 Ty q
On utilise la relation de Chasles : In (zy) = / n dt = / n dt + / n dt.
1 1 T

Dans la deuxiéme intégrale, on applique le changement de variable s = —, ce qui
x

donne :

! "1 | 1 Y1
1 = —dt = —dt —dt = —dt —ds =1 1
n (zy) /1 ; /1 ; +/x r /1 ; +/18 s=Inz+ny
U

x
En appliquant cette formule aux deux variables — et y, on obtient immédiatement :

Remarque. Pour tout z,y > 0, on a :

In (f) =lnz—Iny
Y

Corollaire 5.2.3. Pour tout réel x > 0 et tout entier naturel non nuln, on a :
In(z")=nlnzet In(z7")=—-nlnzx

Démonstration. On procéde par récurrence.
La propriété est vraie pour n = 1. Supposons qu’elle soit vraie a I'ordre n. Alors, on
peut appliquer la proposition 5.2.2 :

In(z"™)=ln(zz")=lnz+nas")=Mn+1)hz

et

In(z"™Y) =In(zla™) =n(zH+h(Ez")=-hz—nhrs=—(n+1)nz

La propriété est donc vraie a l'ordre n + 1.
La récurrence est donc bien démontrée et la proposition est vraie pour tout entier
naturel n. O

Corollaire 5.2.4. La fonction logarithme est strictement croissante sur |0, 4o00] ,
elle tend vers +o00 lorsque x — +o0 et vers —oo lorsque x — 0.

Démonstration. Par construction, la fonction In admet une dérivé strictement posi-
tive et donc est strictement croissante sur |0, +o00].

Pour montrer qu’elle tend vers +oo lorsque x — +o0, il suffit de montrer qu’elle
n’est pas majorée. Or par le corollaire 5.2.3, on peut écrire In (2") = nln 2 qui tend
vers +oo lorsque n — +o0o. La fonction In n’est donc pas majorée sur |0, +oo[ et
donc elle tend vers oo lorsque © — +o0.

De la méme fagon, montrons que la fonction In n’est pas minorée sur |0, +oo[ en
écrivant In (27") = —nlIn 2 qui tend vers —oo lorsque n — +o00. La fonction In n’est
donc pas minorée sur |0, +o0o] et donc elle tend vers —oo lorsque z — 0. O
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Le tableau de variation de la fonction In est donc :

21HS

In x S0 N

Remarque. Etant donné que la dérivée de la fonction In est de classe C'*°, la fonction
In est elle-méme de classe C*°.

5.3 Fonction exponentielle

Comme on le verra au chapitre 6, la fonction In étant strictement croissante de
10, 400 dans R, elle est bijective de ]0, 400 dans | — oo, +oofet on peut définir sa
fonction réciproque :

Définition 5.3.1. La fonction exponentielle, notée exp, définie sur R, a valeurs
dans 10, 4+00| est la fonction réciproque du logarithme népérien.

Proposition 5.3.2. La fonction exp vérifie la relation
exp (r+y) =exp z exp y
pour tous x,y € R.

Démonstration. Soit z,y € R. On pose x = Inu et y = In v, ot u,v €J0,+o0].
Alors,

exp(z+y) =exp(In u+1In v) =exp (In (uv)) =uv =exp = exp y
0

En appliquant cette formule aux deux variables x et —z, on obtient immédiatement :

Remarque. Pour tout =,y € R, on a :
1 =exp 0=expx exp(—x)

D’ou

1
exp (—x) = po—

On pose e = exp 1. Par analogie avec les fonctions puissances, on note pour tout
x € R, exp x = €*. On peut donc reformuler la proposition 5.3.2 en :

Remarque. Pour tout x,y € R, on a :

el@ty) — ooy
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Proposition 5.3.3. Pour tout réel x et tout entier naturel non nul n, on a :

Démonstration. On procéde par récurrence.
La propriété est vraie pour n = 1. Supposons qu’elle soit vraie a I'ordre n. Alors, on
peut appliquer la proposition 5.3.2 :

(ex)(nJrl) _ €x<em)n — T — e(nJrl):v
et

1

z\—(n+1) _ ( z\—1/ z\—n _ _—(n+l)z __
()4 = () M) = e =

La propriété est donc vraie a 'ordre n + 1.
La récurrence est donc bien démontrée et la proposition est vraie pour tout entier
naturel n. O

Théoréme 5.3.4. La fonction exponentielle est continue et dérivable sur |0, +oo]
et sa dérivée lui est égale.

Démonstration. Etant donné que la fonction exp est la fonction réciproque de la
fonction In, qui est continue et dérivable sur son domaine de définition, avec une
dérivée qui ne s’annulle pas, d’apres les propositions 6.2.4 et 6.2.5, la fonction exp
est dérivable sur R et sa dérivée vaut, pour z € R :

1 1

(exp z)' = Wy (expz) 1 P

exp x
O

Corollaire 5.3.5. La fonction exponentielle est croissante sur R | elle tend vers 0
lorsque x — —o0 et vers +00 lorsque x — +00.

Démonstration. Ces propriétés se déduisent des propriétés de la fonction In. O

Le tableau de variation de la fonction exp est donc :

T | —00 0 +00
e’ + +
+00
e’ 01
0

Remarque. Etant donné que la fonction exp est égale a sa dérivée, elle est de classe
.
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FIGURE 5.2 — Fonctions logarithme et exponentielle

5.4 Fonctions puissances quelconques

Grace a la fonction exp, on peut définir les puissances quelconques des réels positifs :

Définition 5.4.1. Etant donné un réel strictement positif x et un réel b quelconque,

on peut définir la puissance b-ieme de x par : 2° = e® %,

En particulier, si on applique cette définition avec un entier n € Z, on retrouve la

, .. . .o n
définition des puisances entiéres sur |0, +oo[ car : 2™ = " ¥ = "7 = g,

Attention, contrairement aux puissances entiéres, on ne peut pas définir les puis-
sances non entiéres sur | — 0o, 0] puisque le logarithme n’est pas défini sur cet inter-
valle. Le fait qu’on puisse le faire pour les puissance entiéres est dii a la régles des
signes qui n’a pas d’extension aux puissances non entiéres.

Proposition 5.4.2. Etant donné un réel x > 0 et deux réels by et by, on a :

bit+ba _ xbl b2

x et x

bibz _ (gj

bl)b2

Démonstration. Pour démontrer la premiére propriété, on applique la définition
5.4.1:

xb1+b2 — 6(b1+b2) In = — 6(1)1 In x+b2 In x) — 6(1)1 In m)e(bl In 1‘) — l’bl xbz

Pour la seconde propriété, comme 2% = €% on a In () = b; In z et donc :

xblbg — 6(b1b2 In z) — €b2 1n(1‘b1) _ (xbl)b2

0

Proposition 5.4.3. Etant donné deux réels x1 > 0, x5 > 0 et un réel quelconque b,

on a :

(9€1$2)b = xlfxg
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Démonstration. A nouveau, on applique la définition 5.4.1 :

bln (z122) _ e(bln z1+bln x2) _ ebln mlebln To SL’b b

(551372)b =e = T1Ty

O

Cas particulier 5.4.4. Racine n-iéme.
Etant donné un réel strictement positif x et un entier natureln > 0, la racine n-iéme
de x est définie par :

Proposition 5.4.5. Les fonctions puissances sont de classe C™ sur ]0,4o00], de
dérivée (xb)/ = bt L.

Si b est un réel strictement positif, alors : lim 2® = 0%, lim 2’ = 400

l‘—>0+ T—r—+00
et si b est un réel strictement négatif : lim a2® = 400, lim 2* =07.
z—0t T—+00

Démonstration. Les fonctions puissances sont des composées de fonctions de classe
C* et donc sont de classe C'° en appliquant le proposition 4.1.7.

Ce résultat permet aussi de calculer leurs dérivées pour = # 0 :

b\ bln z\/ blnxé_ bé
(@) = () = Pl =g

= pg!

Quand z — 07, In x — —o0o donc bln x — —oo si b > 0 et alors 2° = ®"® — (;
de méme, bln x — 400 si b < 0 et alors 7% = ™ ? 5 400.

Quand z — 400, In  — 400 donc bln — 400 si b > 0 et alorsz® = e * — 400
de méme, bln x — —oo si b < 0 et alors 2° = e * — 0. 0

Pour établir les tableaux de variations et graphes de ces fonctions, on doit distinguer
3 cas:

b>1 0<b<1 b<0
z |0 +00 z |0 +00 x |0 +o00
bt~ 0 + br* | ] + bab—1 —
+00 +00 +00
2’ a 2’ / a’ pY
0 0 0
Proposition 5.4.6. Croissance comparée.
1
Ona: lim —% = 0, ou encore, avec les notations de Landau In = 0,4 oo(T).

x—+o00 I

Démonstration. On utilise la propiété de croissance de l'intégrale :
pour z > 1,

0§1nx=/$%§/x%=2[\/frz2(\/5—1)§2\/5

1

In x 2

<
r T 4z

Donc 0 < — 0 quand x — +o0. O
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FIGURE 5.3 — Fonctions puissances non entiéres

1)

Corollaire 5.4.7. Si a est un nombre réel strictement positif, on a :
lim z%In z =0,

x—0+t
el‘
i) lim — = o0,
Tz—~4o0 ¢
.ot
iii)  lim

e —'—OO’
z—+oo In

i)  lim |z[%" =0

T—r—00

1
Démonstration. i) Si x — 07, on pose y = — et alors y — +o0.
In y~Ye 11
Donc z%In x = nY :——ﬁ—)O.
Y a 'y
i) Si x — 400, on pose y* = e et alors y — +oo.
Donc S

1 a
AN R
z¢  (Iny)* a* \lny

ii1) Si © — +00, on pose y = z et alors y — +o0.
xa

Yy Y
D = = —
one Inz Inyl/e aln Y oo
w) Si x — —o0, on pose y = —x et alors y — +00.
Donc |z|%" =

i 0 d’apres le ).

En suivant le méme principe, on peut faire d’autres changements de variables, qui
fourniront des d’autres énoncés de croissance comparée.
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5.5 Fonctions trigonométriques

Les fonctions cosinus (cos) et sinus (sin) sont des fonctions d’un angle en radian.
Elles sont définies a partir des mesures des cotés d'un angle aigu d’un triangle rec-
tangle. Pour le cosinus, c¢’est la mesure du coté adjacent divisée par la mesure de
I’hypothénuse et pour le sinus c’est la mesure du coté opposé divisée par la mesure
de ’hypothénuse.

Un angle est la mesure en radian d’un arc du cercle trigonométrique de rayon 1. C’est
une variable réelle variant de 0 & 27. Mais comme on peut tourner indéfiniment sur
le cercle, cette variable est définie modulo 2. On peut donc considérer qu’elle prend
ses valeurs dans R tout entier.

Les propriétés géométriques du cercle et des triangles rectangles, notamment le théo-
réme de Pythagore, permettent de montrer que ces deux fonctions vérifient les pro-
priétés suivantes (voir aussi l'exercice 5.2) :

Proposition 5.5.1.
i)  Les fonctions cos et sin sont de classe C* sur R.
it)  FElles sont périodiques de période 2.
iii)  La fonction cos est paire et la fonction sin est impaire.
w)  Pour tout x € R, on a : cos’ = —sin x et sin’ x = cos x.
v)  Ces fonctions vérifient l'identité suivante, vraie pour tout x € R :

cos’ x+sin® x =1

On étudie le sens de variation de ces fonctions sur [0, 7] et on compléte par parité pour
le sinus ou imparité pour le cosinus pour obtenir le sens de variation sur I'intervalle
[—7, 7], de longueur 2w. On compléte ensuite par périodicité pour obtenir leurs
variations sur R.

Théoréme 5.5.2. Sens de variation
i) La fonction cos est décroissante de 1 a —1 sur [0, 7], prend la valeur 0 en

5 et sa dérivée s’annule en 0 et 7.
T T
ii)  La fonction sin est croissante de 0 a 1 sur [0, 5], prend la valeur 1 en 5

s T
et est décroissante de 1 a 0 sur [5, 7|. Sa dérivée s’annule en 5
Les tableaux de variation de ces fonctions sur [0, 7] sont donc :

sin CcoS

0
2

COS T + — —sin x

—| o] Y
— O o
|
|

sin x Ve Ny cos & N 00N
0 0 -1

Pour obtenir les graphes sur [—m, 4], on compléte par symétrie par rapport a
I’origine pour le sinus et par symétrie par rapport a 'axe Oy pour le cosinus.
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FIGURE 5.4 — Fonctions sinus FIGURE 5.5 — Fonctions cosinus

Définition 5.5.3. Fonction tangente
T _ .
Pour z €] — 5 5[, on définit la fonction tangente, notée tan, par :

sin x
tan x =

CcOSs T

On peut étendre cette définition a tous les intervalles ]E + kw,g + (k+ )n[, ou
kelZ.

Proposition 5.5.4.

i) La fonction tan est périodique de période 2.
it)  La fonction tan est impaire.

iii)  Pour tout E]g + k, g + (k+1)r[, on a :

tan’ © = =1+ tan® z

cos? x

iv)  Elle est de classe C* sur tous les intervalles ]g + k‘ﬂ',g + (k + 1)m[ pour
ke Z.

Théoréme 5.5.5. Sens de variation - -
La fonction tan est croissante sur les intervalles | = + km, 5 + (k+ D)n[ et

lim  tan x = 400 , lim tan x = —o0
:L‘—)(%-i—k‘ﬂ)_ m—>(§+k7r)+
T
Le tableau de variation de cette fonction est donc, sur l'intervalle | — 5 —1—5[ :
s 0 s
x’ —_—— j—
2 2
v+
cos? x
400
tan x S0 N
—00
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FIGURE 5.6 — Fonction tangente

Annexe 5.5.6. Formulaire de trigonométrie

cos (—a) = cos a sin (—a) = —sin a tan (—a) = —tan a
cos(a+m)=—cosa|sin(a+m)=—sina| tan(a+7)=tana
cos(m—a)=—cosa| sin(m—a)=sina |tan(m—a)= —tana

T =— in (2 = tn(era):— !
cos(2—i—a) sin a 51n(2+a) cos a | tan (g p—
cos(g—a):sma sin(g—a):cosa tan(g_a):tarlla

Formules d’addition :

cos (a + b) = cos acos b — sin asin b

cos (a — b) = cos acos b+ sin asin b

sin (a + b) = sin acos b + sin bcos a

sin (a — b) = sin acos b — sin bcos a

tan a + tan b

tan a — tan b

tan (a + b) = tan (a — b) =

l—tan atan b 1+tan atan b

De ces formules, on déduit aisément les formules de duplication :

2t
cos (2a) = cos? a — sin? a, sin (2a) = 2sin acos a et tan (2a) = %.
— tan® a
Et les formules de linéarisation :
1 2 1— 2 1— 2
cos? g = LT 00828) L2 TmcosQr) e L—cos(2T)
2 2 1 + cos (2x)
Formules de transformations de sommes en produits :
_ p+q pP—4q _ . p+q . p—q
cos p+ cos q = 2cos 5 cos 5 cos p — cos ¢ = —2sin 5 sin 5
. . 5. DPtg P—q . L P+q . pP—q
sin p + sin ¢ = 2sin 5 COS sin p — sin ¢ = 2 cos sin
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a
Formules de changement de variables, en posant ¢ = tan 3"

COS a =

1—¢t2
14 ¢2

sin @ =

ot
14 ¢2

tan a =

1—1t2

5.6 Fonctions hyperboliques

Définition 5.6.1. Cosinus hyperbolique
Etant donné un réel x, on appelle cosinus hyperbolique de x le réel, noté ch x, tel
que

Définition 5.6.2. Sinus hyperbolique
Etant donné un réel x, on appelle sinus hyperbolique de x le réel, noté sh x, tel que

T —T

e’ —e
2

Proposition 5.6.3. Les fonction ch et sh sont de classe C* sur R et vérifient :

sh x =

(ch ) = shx et (sh z) =ch x

Démonstration. Les fonctions ch et sh sont de classe C'° sur R puisque la fonction
exp l'est. Pour le calcul des dérivées, on écrit :

(ch:L’)’:(6 J;e )’:6 _26 =shz
et
(sh:zc)’:(e _26 ),:e —|—2€ =ch z

O

On en déduit immédiatement le sens de variation de ces fonctions et leurs tableaux
de variation :

Corollaire 5.6.4. Sens de variation
i) La fonction ch, définie sur R, est paire. Elle est croissante sur [0, +ool.

Elle vaut 1 en x = 0 et vérifie liIP ch r = +o0.
T—r+00
ii)  La fonction sh, définie sur R, est impaire. Elle est croissante sur [0, +0ool.

Elle vaut 0 en x = 0 et vérifie lilf sh x = +o00.
T—+00

sh ch
T | —00 0 400 T | —00 0 400
ch z + + sh x - 0 +
“+00 “+00 “+00
sh x 0 ch x N1 A
—00
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—1L —1f

FIGURE 5.7 — Fonctions sinus hyper- FIGURE 5.8 — Fonctions cosinus hy-
bolique perbolique

Propriété 5.6.5. Quelque soit x € R, on a :
ch? x —sh?z =1
Démonstration. On développe 'expression :

ch® 2 —sh® z = (ch  +sh z)(ch  —sh ) = ¢’ " =1

Définition 5.6.6. Tangente hyperbolique
Etant donné un réel x, on appelle tangente hyperbolique de x le réel, noté tanh x,

tel que
sh x

tanh z =
ch z

Proposition 5.6.7. La fonction tanh est de classe C*° sur R et pour tout x € R,

on a :
1

ch? =
Proposition 5.6.8. Sens de variation
La fonction tanh, définie sur R, est impaire, elle est croissante sur [0, +oc[. Elle

vaut 0 en x = 0 et vérifie lim tanh z =1 et lim tanh z = —1.
T—>+00 T—>—00

tanh’ x = =1—tanh® z

Cette proposition est une conséquence immeédiate des propriété de la fonction exp.
On en déduit le tableau de variation de la fonction tanh :

T —00 0 +00
1
— + +
ch? x
1

tanh x S0
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FIGURE 5.9 — Fonction tangente hyperbolique

Annexe 5.6.9. Formulaire hyperbolique

Formules d’addition :

ch(a+b)=chachb+shashb

ch(a—0b)=chachb—shashb

sh(a+b) =sh ach b+sh bch a

sh(a —b) =sh ach b—sh bch a

B tanh a + tanh b

tanh b) =
anh (@ +0) 1+ tanh atanh b

tanh a — tanh b
tanh (¢ — b) =
anh (a ) 1 — tanh atanh b

De ces formules, on déduit aisément les formules de duplication :

ch? z

2 tanh
ch (2a) = ch? a 4 sh® a, sh (2a) = 2sh ach a et tanh (2a) = Lg.
1+ tanh® a
Et les formules de linéarisation :
ch(2z)+1 _, ch(2z) — 1 9 ch (2z) — 1
2 0 R N (Y -
Formules de factorisation :
ch p—ch q¢=2sh Z%Sh ]% ch p+chqg=2ch Z%ch ‘Z%
sh p—sh ¢g=2ch ]%sh ‘Z% sh p+sh ¢ =2sh ]%Ch ]%

a
Formules de changement de variables, en posant ¢ = tanh 3"

1+t
1—¢2

ch a = sh a =

2t
1—1t2

ot
14 ¢2

tanh a =
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Chapitre 6

Fonctions réciproques

6.1 Injectivité, surjectivité, bijectivité

Définition 6.1.1. Soient X et Y deux ensembles. Une fonction f : X — Y est
injective si pour tout couple d’éléments x,x’ de X :

f@) = f@) = ==

Définition 6.1.2. Soient X et Y deux ensembles. Une fonction f : X — Y est
surjective si pour tout y € Y, il existe un v € X tel que

y = f(z)

Définition 6.1.3. Soient X et Y deux ensembles. Une fonction f : X — Y est
bijective si elle est a la fois injective et surjective,c’est-a-dire que pour tout y € Y,
il existe un unique x € X tel que

y = f(z)

Définition 6.1.4. Soient X et Y deuzr ensembles et soit f : X — Y une fonction
bijective. Pour chaque y € Y, Uunique élément x € X tel que y = f(x) est noté
[~Yy). La fonction f~1:Y — X est appelée fonction réciproque de f

Le résultat suivant est une reformulation des définitions :

Proposition 6.1.5. Soient X etY deux ensembles et soit f : X — Y une fonction
bijective et f~1:Y — X sa fonction réciproque.
Alors :

foft=1Idy et flof=Idx

6.2 Réciproques des fonctions monotones, continues,
dérivables

Proposition 6.2.1.
i) Une fonction f: 1 — R strictement monotone est injective.
it)  Une fonction continue f: I — R injective est strictement monotone.
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Démonstration. i) Soit f une fonction strictement monotone et soient 1 et xy dans
I tels que f(z1) = f(xq).

Sixy < xg, alors f(xy) < f(xa) et si xy > xg, alors f(x1) > f(22), ces deux cas sont
donc impossibles et par suite 1 = .

La fonction f est donc bien injective.

i) Soit f une fonction continue et injective. Procédons par 'absurde en supposant
que f n’est pas strictement monotone. Alors, il existe x1 < 5 et y; < yo tels que

f(x1) > f(z2) et f(y1) < fly2)

On pose alors ¢(t) = f (txy + (1 —t)y1) — f (tza + (1 — t)y2). La fonction g est conti-
nue sur [0, 1] puisque f 'est par hypothése et de plus g(0) < 0 et g(1) > 0. Par le
théoréme des valeurs intermédiaires, 3.3.3, il existe to € [0, 1] tel que g(ty) = 0.

On en déduit que f (toxy + (1 —to)y1) = f (tor2 + (1 — to)y2) alors que, par construc-
tion, tox1 + (1 — to)y1 < toxs + (1 —to)ya.

Ceci montre que f n’est pas injective. O

Remarque. La propriété ii) de la proposition 6.2.1 est fausse si on ne suppose pas
que la fonction f est continue.

En effet, on peut considérer la fonction qui vaut = sur [0, 1] et —z sur |1,2]. Cette
fonction est injective mais n’est pas monotone sur [0, 2].

Corollaire 6.2.2. Une fonction continue f : I — f(I) est bijective si et seulement
si elle est strictement monotone.

Démonstration. L’injectivité est une conséquence de la proposition 6.2.1 et la sur-
jectivité est automatique puisqu’on a considéré que la fonction f est a valeurs dans

fI). L

Théoréme 6.2.3. Soient I et Iy deux intervalles de R et soit f : I} — Iy une
fonction bijective.

Si f est croissante (respectivement décroissante) sur Iy, alors f=1 est croissante
(respectivement décroissante) sur Is.

Démonstration. Supposons f croissante et soit y; et yo dans I tels que y; < yo. Par
la bijectivité de f, il existe x; et xo dans I; tels que y; = f(z1) et yo = f(x2).
Si x1 > x9, alors par la croissance de f, f(z1) > f(x2), ce qui contredit ’hypothése.

Donc x; < z9, c’est-a-dire f~1(y;) < f~(y2) et la fonction f~1 est bien croissante.
O

Théoréme 6.2.4. Soient I et Iy deux intervalles de R et soit f : I — Iy une
fonction bijective.
Si f est continue sur I, alors f~=' est continue sur I.
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Démonstration. Supposons que f est continue. Comme elle est bijective, d’apres le
corollaire 6.2.2, elle est strictement monotone, par exemple strictement croissante.
Mais alors, f~! est aussi croissante d’aprés le théoréme 6.2.3 et donc aussi stricte-
ment croissante puisqu’elle est injective.

Montrons la continuité de f~! en un point yo € I : soit € > 0 donné et zo = f~1(yo).

On pose n = inf{f(zo +¢) — yo,y0 — f(xo — €)}.
Si |y — yo| < 1, alors

flxo—¢) <y < fxo+e)

et par la croissance de f=1,
wo—e < [ y) <o te

En remplacant z par f~!(yg), on trouve qualors |f~1(y) — [~ (yo)| < e.

On a donc montré que pour tout voisinage V' =]~ (yo) — &, f (o) + <[ de f~(yo),
il existe un voisinage W =]yo — 1, yo + 1| de yo tel que si y € W, alors f~(y) € V.

Ceci prouve la continuité de f~! en yo et donc sur I, puisque c’est vrai pour tout
Yo € IQ. ]

Théoréme 6.2.5. Soient I et Iy deux intervalles de R et soit f : I; — Iy une
fonction continue et bijective.
Si f est dérivable en un point xo € I et f'(xo) # 0, alors =1 est dérivable en

Yo = f(xo) et
1

(o)
Démonstration. Supposons que f soit dérivable en zg avec f'(xg) # 0 et calculons
le taux d’accroissement de f~! en yo = f(zo) :

(f_l)l (%o) =

=) Ty e L
Y — Yo fof=y) = flw) A y))

ou Ax) = w. Comme f est continue, f~! est aussi continue par le
théoréme 6.2.4 et don?: sty — yo, [ (y) — xo. Par suite A(z) — f'(z9) # 0 et on
a bien

—1\/ . fﬁl(y) _fil(yo) 1 1

1 -1 — —
R R ONAGT)

Application 6.2.6. Graphes des fonctions réciproques
Soit f une fonction et f~! sa fonction réciproque. Si I'on écrit

y=[f(z) <= v=["(y)

on voit que pour dessiner le graphe de f~!, on doit échanger les axes de coordonnées.
Donc, dans un méme repére, les graphes de f et f~! sont symétriques par rapport
a la premiére diagonale.
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6.3 Réciproques des fonctions trigonométriques

Les fonctions trigonométriques ne sont pas bijectives sur R et n’ont donc pas de
fonctions réciproques. En revanche, si on les restrient a un intervalle ou elles sont
bijectives, ¢’est-a-dire [—g, +g] pour le sinus et [0, 7] pour le cosinus, on peut effec-
tivement définir les fonctions réciproques de ces restrictions. Par abus de langage,

on parle tout de méme de fonctions réciproques des fonctions trigonométriques dans
ce cadre.

Définition 6.3.1. Fonction arcsinus. o
La restriction de la fonction sinus a ["intervalle [—5, 5] est strictement croissante

donc bijective de [—g, g] dans [—1,41]. Sa fonction réciproque, définie sur [—1,1],

T ‘ ‘ . .
a valeurs dans [—5, 5], est appelée fonction arcsinus et notée arcsin.

Proposition 6.3.2. La fonction arcsin est dérivable sur | — 1, +1], elle est impaire
et croissante et pour tout v €] — 1,+1] :

1
arcsin’ & = ——
V1—a?
La fonction arcsin est donc de classe C™ sur | — 1, +1].
Démonstration. On peut appliquer le théoréme 6.2.4 sur Uintervalle | — 1, 1] mais
T
pas en —1 ni en 41, puisque la dérivée de la fonction sin s’annule en —— et 5
Sur | —1,1[, on a:
. 1 1 1
arcsin’ x = - = =
cos (arcsin ) /1 —sin® (arcsin z) V1 — a2

Ce résultat prouve que la fonction arcsin est de classe C sur | — 1, +1[ puisque sa
dérivée 1est. O

Définition 6.3.3. Fonction arccosinus.

La restriction de la fonction cosinus a l'intervalle [0, ] est strictement décroissante
donc bijective de [0, 7| dans [—1,+1]. Sa fonction réciproque, définie sur [—1,1], a
valeurs dans [0, | est appelée fonction arccosinus et notée arccos.

Proposition 6.3.4. La fonction arccos est dérivable sur | —1,41[, elle est décrois-
sante et pour tout x €] — 1, +1[ :

1
V11— a2

La fonction arccos est donc de classe C* sur | — 1, +1].

arccos’ r = —
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Démonstration. Comme pour la fonction sin, on peut appliquer le théoréeme 6.2.4
sur U'intervalle | — 1, 1] mais pas en —1 ni en +1, puisque la dérivée de la fonction
cos s’annule en 0 et 7.

Sur]—1,1[, on a:
arccos’ r = ! =— ! - !
— sin (arccos ) /1 — cos? (arccos ) V1—a?
Ce résultat prouve également que la fonction arccos est de classe C* sur | — 1, +1]
puisque sa dérivée l'est. O

Les tableaux de variation de ces deux fonctions sont donc :

arcsin arccos
z —1 0 1 x —1 0 1
1 T
ﬁ“+1+H | - -1 -
— X - /1 _ :E2
— T
. 2 ﬂ-
arcsin x S0 arccos T Ny B Ny
T
—— 0
2
y y
; \ : ; A
E z 1 , 1 =l
! s !
a 2 a
: hem :
! Zall !
: : : 1
: : -
2 E
/7 H
7 _xl :
! 2 !
FIGURE 6.1 — Fonctions arcsinus FIGURE 6.2 — Fonctions arcosinus

Définition 6.3.5. Fonction arctangente
Ly
La restriction de la fonction tangente a "intervalle ]—5, 5[ est strictement croissante

donc bijective de | — g, g[ dans | — oo, +oo[. Sa fonction réciproque est appelée
fonction arctangente et notée arctan.

Proposition 6.3.6. La fonction arctan est dérivable sur|—oo, +oo[, elle est impaire
et croissante et pour tout x €] — 0o, +00] :

1
14 22

arctan’ z =
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La fonction arctan est donc de classe C™ sur | — oo, +00].

Démonstration. On applique le théoréme 6.2.4 sur U'intervalle | — oo, +o0] :

1 1
arctan’ z = 5 = ——
1 + tan® (arctan x) 1+ 2

Ce résultat prouve également que la fonction arctan est de classe C* sur | — oo, +00|
puisque sa dérivée l'est. O

Le tableau de variation de la fonction arctan est donc :

T —00 0 +0o0
1
> + 1 +
1+
T
2
arctan x S0 N
T
2
y
: \ 1
' 1y
: 11
1 L
: 1
: 1
] I
' r oy
1 1 1
"""""""" e o e A
: 1y
: Va
2 }
=) :
............... 720 N4 R T
e '
P :
1
i :
1 ' 1
[ ]
I
i :
1

FIGURE 6.3 — Fonctions tangente et arctangente

6.4 Réciproques des fonctions hyperboliques

La fonction argsh est bijective sur R et donc admet une fonction réciproque.

En revanche, la fonction argch n’est pas bijective sur R. Pour pouvoir définir une
fonction réciproque, il faut la restreindre a l'intervalle [0, +oo[ o elle est bijective.
Comme pour les fonctions trigonométriques, par abus de langage, on parle aussi de
réciproque de la fonction ch dans ce cadre.

Les résultats et les démonstrations de cette section sont analogues a ceux de la
section précédente et ils ne seront pas tous détaillés.
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Définition 6.4.1. La fonction argument sinus hyperbolique, argsh, est la réciproque
de la fonction sh.

Proposition 6.4.2. La fonction argsh est dérivable de R dans R. Elle est croissante
et

lim argshz = +o0
T—+00

Sa dérivée vaut
1

2+ 1

C’est donc une fonction de classe C* de R dans R.

argsh’z =

Définition 6.4.3. La fonction argument cosinus hyperbolique, argch est la réciproque
de la restriction de la fonction ch a Uintervalle [0, +ool.

Proposition 6.4.4. La fonction argch est dérivable de |1, 400 dans [0, 4+o00[ mais
pas en 1 car la dérivée de la fonction ch est nulle en 0. Elle est croissante et

lim argchx = +o0
T—>+00

Sa dérivée su r]1, +o0[ vaut

argch’ t = ——
& 2 —1

C’est donc une fonction de classe C™ de |1, +o00] dans [0, +o0].

Les tableaux de variation de ces deux fonctions sont donc :

argsh argch
T —00 0 400 T 1 400
T T
N + 1 + o |+
+00 +00
argsh x S0 N argch x ya
—00 0

Définition 6.4.5. La fonction argument tangente hyperbolique, argtanh, est la ré-
ciproque de la fonction tanh.

Proposition 6.4.6. La fonction argtanh est dérivable de | —1,+1[ dans R. Elle est
impaire, croissante et lirfrl1 argtanh x = 4-00. Sa dérivée vaut
T

argth’ o = T

C’est donc une fonction de classe C* de | — 1,+1[ dans R.
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FIGURE 6.6 — Fonctions tangente hyperbolique et arctangente hyperbolique



Chapitre 7

Formules de Taylor, Développements
limités

7.1 Formules de Taylor

Notations 7.1.1. Soit (ax)i1<k<n une suite finie de nombres. La somme ordonnée
de ces n nombres est dénotée par :

Zak:a1+a2+-~-+an,1+an
k=1

Théoréme 7.1.2. Formule de Taylor-Lagrange
Soit n € N et f : [a,b] — R une fonction de classe C™ sur [a,b]. Alors, il existe
c €la, bl tel que :

(b —a)"t!

CESI F (e)

1) = £+ > O 0 1
k=1 ’

Remarque. Dans le cas n = 0, on retrouve le théoréeme des accroissements finis,
4.4.2: f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).

Démonstration. Soit A le réel défini par

A= 10— @ - P

k=1

La preuve repose sur le thoréme de Rolle, 4.4.1, appliqué a la fonction

" (b — )k b— x)"H
o) = F0) — £() = 3 P 0 ¢ ﬁ

k=1
qui vérifie p(a) = p(b) = 0. Donc il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢'(c) = 0.
Or

n

k=1 : .

n!
k=1
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Les termes des deux sommes se simplifient deux a deux, et il reste :

)= Lo gy 4 )= 0

On a donc bien A = f™*Y(¢), ce qui démontre la formule de Taylor-Lagrange. [

Théoréme 7.1.3. Formule de Taylor-Young

Soit n € N* et f : [a,b] — R une fonction continue, n-fois dérivable dans un
voisinage de xq. Alors, il existe une fonction €, qui tend vers 0 en 0 et telle que pour
x dans un voisinage de xo on ait :

7o) = £lao) + 3 P10 @) 4 (2 ao)e(a — x0)

Pour démontrer ce théoréme, on a besoin d’un lemme :

Lemme 7.1.4. Soitn € N* et f : [a,b] — R une fonction continue, n-fois dérivable

dans un voisinage de xq telle que f'(x¢) = f"(x¢) = -+ = f™(xo) = 0. Alors :
e(r —xo) = M%O quand = — xg
(x — x0)"

Démonstration. On procéde par récurrence sur n :

Pour n = 1, la définition de la dérivée de f en xzy montre bien que la fonction
e(r —xp) = Jl@) = Jlzo) tend vers 0 quand = — .
r — Ig

Supposons que la propriété soit vraie & 'ordre n — 1 et soit f une fonction n-fois
dérivable ayant toutes ses dérivées nulles jusqu’a 'ordre n en zy. On peut appliquer
I'hypothése de récurrence a la fonction f’ qui est (n — 1)-fois dérivable en xq et dont
toutes les dérivées sont nulles jusqu’a 'ordre n — 1 en x( et on obtient :

/
%%Oquandx%xo
— T

Appliquons la formule des accroissements finis, 4.4.2 : il existe ¢ entre x —xg et x+xq

tel que W = f'(¢). Donc
f(x) = flwo) 1 I A O B Gt
(x —z)" fie) (x —x0)" ! (c—mo)" ! (2 — 20)" !
Or puisque c est entre x — xy et © 4 xg, on a w <1 et donc
(.’L‘ — xo n—1
f(x) = (o) f'(0)
o< [FE= < e ey
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_ f@)
(x — @)t
f'(c) 50 q . I théoreme d
(c — mo) 1 quand x — ¢ et par le théoreme des
gendarmes, on obtient finalement

f(x) = f(xo)

De plus ¢ — zy quand z — x( et — 0 quand z — x(. Par composition

des limites, on en déduit que

e(r —xp) = — 0 quand = — x

(x — xo)"
O
On peut alors démontrer la formule de Taylor-Young, théoréme 7.1.3 :
Démonstration. On utilise la fonction
" (z — x)k
() = f(x) — fla) = 32 LI )
k=1 '
La fonction g vérifie I'hypothése du lemme 7.1.4 car
g'(x0) = ¢"(x0) = --- = g"(20) = 0
On peut donc appliquer le lemme & la fonction g, ce qui implique bien que
n r—x k
_ g@) —glwo) _ J(@) = flwo) = S, S (o)
e(x —xg) = =
(x —xo)" (x — xo)"
tend vers 0 quand x — x. O

Remarque. Sous les hypotheéses de la formule de Taylor-Lagrange, on peut prendre

(x — a:o)n;rl FOHD ()

e(r —xg) = 1)

Remarque. La fonction (x — zg)"e(z — x¢) est négligeable devant (z — x¢)" lorsque
x — x tend vers 0. C’est donc un o ((x — z9)").

7.2 Développements limités

Définition 7.2.1. Soitn e N*, I CR, zg €l et f: 1 — R. On dit que f admet
un développement limité d’ordre n au voisinage de xo s’il existe des nombres réels
Co,C1,°*+ ,Cp et une fonction e, qui tend vers 0 en 0, tels que pour tout x dans un
voisinage de xo on ait :

n

f(x) = Z cx(z — xo)k + (x — mp)"e(x — x0)

k=0
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Remarque. Avec les notations de Landau, 2.5.4, le développement limité d’ordre n
d’une fonction f au voisinage de z( s’écrit aussi :

n

f(x) = anlz —z0)" + o ((z —0)")

k=0

Définition 7.2.2. Le polynéome ch(x — a:o)’lC s’appelle la partie principale du
k=0
développement limité et la fonction o ((x — xo)™) s’appelle le reste du développement

limité.

Théoréme 7.2.3. Le développement limité d’une fonction f a l’ordre n au voisinage
d’un point donné, s’il existe, est unique.

Démonstration. Supposons qu’une fonction f admette 2 développements limités au
voisinage d'un point xq, soit :

n

fl@) =) el —20)" +o((x = 20)") = Y dilz — 20)" + 0 (& — z0)")

k=0 k=0

n

On a donc : Z(Ck —di)(z — xo)k +o((x—z9)") = 0.
k=0
En prenant x = x(, on trouve ¢y = dj.

On divise ensuite cette égalité par (z — x) et on prend a nouveau r = xg, ce qui
donne ¢; = d;.

On itére ce raisonnement jusqu’a l’ordre n, ce qui donne ¢, = d,,.

Les deux développements sont donc égaux et on a bien 'unicité du développement
limité d’une fonction donnée. O

Théoréme 7.2.4. Les fonctions qui vérifient les hypotheéses de la formule de Taylor-
Young a l'ordre n en un point xo, admettent un développement limité a ['ordre n en
ce point xg.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des définitions. Les coefficients

f(k) (o)

o pour £k =0,1,..n. O

du développement limité sont dans ce cas ¢, =

3

1
La réciproque de ce théoréme est fausse. Par exemple la fonction 2° sin — admet un
x

1
développement limité a l'ordre 2 en 0, soit 2 sin — = o(z?) alors que cette fonction

n’est pas dérivable en 0 et n’admet donc pas de développement de Taylor en ce point.



§ 7.3. Développements limités des fonctions usuelles 65

Proposition 7.2.5. Intégration des développements limités
Soit f: I = R et xg € . Sif est dérivable sur I et si sa dérivée f' admet un
développement limité d’ordre n au voisinage de xq de la forme :

(@)= enle —w0)* +o((z —a0)")

alors f admet le développement limité d’ordre n + 1 au voisinage de xo défini par :
———— +o((x — )"

Démonstration. En effet, notons :

1 n
P(x) = f(x0) +Z Cp————— . et Q(x)zzck(x_xo)k

k=0
P et @ sont des polynomes qui vérifient P(xg) = f(xg) et P’ = Q.
Il s’agit de montrer :
- P
() - P

T—T0 ({L‘ — l‘o)”Jrl

Or, la fonction p(z) = f(x) — P(z) est dérivable sur I et vérifie :
P'(z) = f(z) = P'(z) = f'(z) = Qz) = o ((z — x0)")

On peut appliquer le théoréme des accroissements finis, 4.4.2 :

o(z) = plxo)| = [f(x) = P(2)] < [(z = zo)o ((x — 20)")|
soit f(z) — P(z) = o ((z — mo)" ™). O

=0

Remarque. Attention, on ne peut pas dériver les développements limités !

Par exemple z = o(1) alors que 1 # 0(0) en 0.

7.3 Développements limités des fonctions usuelles

Les développements limités qui suivent sont tous au voisinage de 0. Les fonctions
usuelles qui sont listées ci-dessous sont toutes de classe C*> au voisinage de 0. On
peut donc leur appliquer la formule de Taylor-Young, 7.1.3 & tout ordre pour trouver
leurs développements limités.

On peut également faire des changements de variables, par exemple, remplacer x

par —z ou par .

Pour les fonctions qui ont des dérivées dont on connait le développement limité, on
peut aussi utiliser le théoréme d’intégration des développements limités, 7.2.5
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Par la formule de Taylor-Young, on trouve :

n L2k
cosT = Z(—l)k@k)' + o(z”" 1)
k=0 '
‘ n L a?k -
sinx = Z(—l) 2k 1) + o(z*"1?)
k=0
no ok
T T n
e’ = o7 + o(x")
k=0
1 - k n
T kzox + o(x™)

2

En changeant x et —x puis en z*, on trouve :

14+ ps

1 & 2k 2n
oty

k=0
1 _ - ( 1)1%% + o(:pQ")
2
14+ —
En intégrant les développements limités de et de , on trouve :
x -

n

In(l+z) = Z(_l)kﬂ%k +o(z™)

k=1

n(l—z) Z——l—o )

A nouveau par la formule de Taylor-Young, on trouve :

0 s=ala—1)---(a—k+1) "
(1+x) :Z x 2+ o(a™)
k=0
. 1

et en particulier pour a = 3 :
1 = 1-3---(2k—1)

— -1 k k n
Vitz kzzo( ) 2] T+ oz")

Et en remplacant x par —z et puis par 22, on trouve :

1 “1-3---(2k—1
3 ( )

-2 okl 7" + o(a")

8

k=0



§ 7.3. Développements limités des fonctions usuelles 67

(Zk_]') 2k 2n
m Z g0 el

1-3---(2k=1) 5 on
\/1 — 2 kz% o] v+ o(z™)
En utilisant les formules : ch x = GT et sh x = %, on trouve :
— 2n+1
ch:p:z o] + o(z™")
k=0
n 2k -
hz= — "
sh x ;(2k+1)!+0<x )
. . 1
En intégrant les développements limités de et de —— , on trouve :
+ 22 1 —2?
n L 2 -
t = -1 "
arctanx g( ) 2k+1+0(:1: )
n 2kt -
tanhx = "
argtanhx 2k+1+0(w )
k=0
1
En intégrant les développements limités de et , on trouve :
(1+22) (1 —=x?)
g 13-+ (2k — 1) 2%
arcsinx = %(—l)k 2k(k;! )ka; 1t o(z* 1)

{L‘2k+1

13- (2k—1
argsha::z 3 )

2n+1
s (a2+1)
— 2F k! 2k + 1

Pour la fonction arccos, on remarque que arccos’ x + arcsin’ x = 0.

. . m .
La fonction arccos +arcsin est donc constante et comme arccos 0 = 5 et arcsin0 = 0,

. T . ) L .
on a arccos x + arcsinx = 5 D’ou le développement limité de la fonction arccos :

(Qk B 1) okl 2n+1
arccos T = Z ST Sy + o(z")

En revanche, la fonction argch nétant pas définie dans un voisinage de 0, elle n’a
évidemment pas de développement limité en 0.

Application 7.3.1.

1) Les développements limités servent a trouver des équivalents et ensuite calculer
des limites. En particulier, une fonction est équivalente au premier terme de son
développement limité s’il est non nul.

2) On peut faire des opérations algébriques sur les développements limités, somme
produit, composition. Lors de ces opérations, il faut faire attention a ne pas conserver
les termes d’ordre supérieur a l’ordre du reste. Des exemples de calculs de dévelop-
pements limités qui utilisent ces opérations sont donnés en exercice.
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72
cosxr— 1+ —
Exemple 7.3.2. La limite quand x — 0 de la fonction : — 2 yaut 1
sin® x !
En effet, on écrit le développement limité de la fonction cos a l'ordre 3 au voisinage
2’ 2?7t
de 0 : cosx:1—3+ﬂ+o(:c5), d’oucosx—l—l—? =I+0(a:5).
On a donc :
22
cosx—1+7 x4+ (5) 1 241 241 1
= —_— o\ _— NZ‘ T N$ —_—— = —
sint 4! sin* 70 Alsintx 70 4lat 4l
D’ou
72
oS T — 1+ ) 1 1
lim — =—=—
z—0 sin® x 41 24

Cependant, il faut faire attention en utilisant les équivalents car les sommes et les
compositions de fonctions ne sont pas toujours équivalentes aux sommes et com-
positions de leurs équivalents. En cas de doute, il faut revenir aux développements
limités. En particulier, la fonction nulle n’est jamais un équivalent !

Exemple 7.3.3.

i) La fonction sin z est équivalente a = en 0 et la fonction sin x — z est
3

. .z
équivalente a 3 en 0.

ii)  On a léquivalence v + 1 ~ x quand x — +oo alors que e*™' n’est pas
équivalente a e* en +o0.



Chapitre 8

Equations différentielles linéaires du
ler ordre

8.1 Equations différentielles homogénes

Définition 8.1.1. Soit a une fonction définie et continue sur un intervalle I de R,
a valeurs dans R. Une équation différentielle linéaire homogeéne du premier ordre est
une équation de la forme :

y'(x) = a(z)y(x), ou plus simplement ' = a(x)y

ol y est une fonction inconnue.

Théoréme 8.1.2. Soit a une fonction définie et continue sur un intervalle I de
R, a valeurs dans R. Les solutions de [’équation différentielle linéaire homogéne du
premier ordre y' = a(x)y sont données par :

y(x) = ke?™@ keR

ot la fonction A est une primitive de la fonction a, c’est-a dire qui vérifie A’ = a.
L’ensemble des solutions forme donc un R-espace vectoriel de dimension 1.

Démonstration. Soit k € R donné. La fonction y(z) = keA® est dérivable, de dérivée
y' (2) = ka(x)e?™ = a(z)y(z). Cette fonction est donc bien solution de 'équation
différentielle homogene y' = a(z)y.

Réciproquement, si y est une solution non identiquement nulle, soit J C I un inter-
valle sur lequel elle ne s’annule pas.

Sur cet intervalle, on peut écrire : = a(x) et donc en intégrant

In [y(2)] = Al) +

ou ¢ est une constante, soit encore
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ol la constante e est strictement positive.

On remarque que les fonctions y telles que |y(z)| = e“eA® ne s’annulent pas, elles
sont soit positives, soit négatives sur tout l'intervalle I. Les solutions sont donc
y(z) = ke®  avec k = +¢° ou k = —e®. On voit également que la fonction nulle est
solution de I’équation.

Donc finalement I'ensemble des solutions est bien de la forme y(z) = ke®@, k € R.

L’ensemble des solutions est bien un espace vectoriel de dimension 1 car toutes les
A(z)

solutions sont proportionnelles a la fonction e**), O
Définition 8.1.3. Soit a une fonction définie et continue sur un intervalle I de R,
a valeurs dans R. Une équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre
avec la condition initiale y(xg) = yo est une équation de la forme :

Y'(z) = a(x)y(x), et y(xo) = yo

Théoréme 8.1.4. Soit a une fonction définie et continue sur un intervalle I de R,
a valeurs dans R. L’équation différentielle linéaire homogene du premier ordre avec
condition initiale y' = a(x)y, et y(xo) = yo admet une solution unique :

ot la fonction A est une primitive de la fonction a, c¢’est-a dire qui vérifie A = a.

Démonstration. La condition initiale y(xg) = yo est vérifiée si et seulement si la
solution y(z) = ke@ est telle que y(z¢) = ke#) =y c’est-a-dire si k = e~ A@0),

O

Exemple 8.1.5. L’équation différentielle y’ = 2zy avec la condition initiale y(0) = 1
admet la solution y = e’

8.2 Equation différentielles avec second membre

Définition 8.2.1. Soit a et b deux fonctions définies et continues sur un intervalle
I de R, a valeurs dans R. Une équation différentielle linéaire du premier ordre avec
second membre est une équation de la forme :

y'(x) = a(x)y(x) + b(z), ou plus simplement y' = a(x)y + b(z)

ot y est une fonction inconnue.
L’équation y' = a(x)y est appelée I'équation homogéne associée et la fonction b
s’appelle le second membre.

Théoréme 8.2.2. Soient a et b deux fonctions définies et continues sur un intervalle
I de R, a valeurs dans R. St y; et ys sont deux solutions de [’équation différentielle
linéaire du premier ordre y' = a(x)y + b(x), alors y; — yo est solution de ’équation
homogéne associée.
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Démonstration. Soient y; et ys deux solution de I’équation différentielle avec second
membre y' = a(zx)y + b(x).

Alors par linéarité de la dérivation, 4.1.6, on a :

(1 = v2)" = ¥h — vy = a(@)y1 + b(z) — a(x)y: — b(z) = a(z)(y1 — y2)
La fonction y; — y5 est donc bien solution de 1’équation homogéne associée. O

Corollaire 8.2.3. Soient a et b deux fonctions définies et continues sur un intervalle
I de R, a wvaleurs dans R. La solution générale de l’équation différentielle linéaire
du premier ordre avec second membre y' = a(x)y+ b(x), est la somme de la solution
générale de ’équation homogene associée et d’une solution particuliére de [’équation
avec second membre.

Démonstration. En effet, soit yo une solution fixée de ’équation différentielle avec
second membre y' = a(z)y + b(x). Si y est une solution quelconque de cette équa-
tion différentielle, alors d’aprés le théoréeme 8.2.2, y — y est solution de 1’équation
homogéne associée.

On peut donc bien écrire y = (y — yo) + yo et y apparait comme la somme d’une
solution particuliere de I’équation avec second membre et de la solution générale de
I’équation homogeéne associée. O

Grace a ce corollaire, la résolution compléte d’'une équation différentielle linéaire du
premier ordre avec second membre revient a rechercher une solution particuliére de
cette équation.

Quand le second membre est une fonction simple, on verra ci-dessous des techniques
pour effectuer cette recherche.

Quand le second membre est plus complexe, on a souvent avantage a découper le
probléme en plusieurs problémes plus simples, & l'aide du résultat suivant :

Proposition 8.2.4. Soit y = a(x)y + bi(x) et v = a(x)y + ba(x) deux équations
différentielles linéaires du premier ordre ayant le méme coefficient a et deux second
membres by et by.

Alors la solution générale de ’équation différentielle y' = a(x)y + by(z) + be(x) est
la somme de la solution générale de I'équation différentielle y' = a(x)y + by(z) et de
la solution générale de ’équation différentielle y' = a(x)y + ba(x)

Démonstration. Soient y; une solution de I’équation différentielle y' = a(z)y + by ()
et yo une solution de I'équation différentielle ¢y’ = a(x)y + bo(x). Alors,

(y1 +u2)" = y1 + v = a(x)yr + bi(x) + a(x)ys + ba(x) = a(2)(y1 + y2) + b1 () 4 ba(z)

et donc y; + ¥ est solution de I'équation y' = a(z)y + by () + ba(x).

D’apres le corollaire 8.2.3, toute solution de I'équation y' = a(z)y + by () + ba(z) est
la somme de la solution générale de I’équation homogéne associée et d'une solution
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particuliére de cette équation, qui peut donc s’écrire comme la somme d’une solu-
tion particuliére de I'équation ¢y = a(x)y + bi(x) et d’une solution particuliere de
I'équation y' = a(x)y + be(z). O

Exemple 8.2.5. La solution générale de [’équation 3y’ = y + 2x + sin x sur R est

sin x + cos =

=ke® —2x —2—
Y e x 5

En effet, la solution générale de I’équation homogéne associée est y = ke”. On vérifie

que la fonction —2x — 2 est une solution particuliére de I'équation vy’ = y + 2z et la

. sin x + cos x ) C s . . , .
fonction -5 est une solution particuliére de ’équation y' = y + sin x.

Définition 8.2.6. Dans le cas particulier ot la fonction a est constante, on dit que
l’équation différentielle est a coefficients constants.

Dans le cas des équations différentielles a coefficients constants, pour certains second
membres, on peut donner des méthodes de recherche de solutions particuliéres :

Cas particulier 8.2.7. Equations a coefficient constant a
i) avec second membre de la forme : P(x)e”,
it)  avec second membre de la forme : sin x e*, cos z €,
i11)  avec second membre de la forme : P(x)sin x, P(z) cos x.

i) Dans ce cas, on recherche des solutions de la forme Q(x)e”, o le degré du poly-
noéme @ est égal a celui de P sia # 1 et égal adeg P+ 1sia=1.

En effet, si y = Q(z)e”, on a

y —ay = (Q'(z) + (1 - a)Q(x)) e” = P(x)e”

et on peut bien calculer les coefficients de () en fonction de ceux de P avec les condi-
tions de degré ci dessus.

ii) Dans le cas du second membre cos x e, on recherche des solutions de la forme
(asin x + B cos z) €.

En effet, si y = (asin x + fcos x)e”, on a
y' —ay = (cos x[a+ (1 —a)] +sin z[—F + a(l —a)]) e® = cos x €
Il s’agit de résoudre le systéme :

a+pB(l—a)=1
—G6+a(l—a)=0

qui a toujours une solution.

Le cas ou le second membre est sin x e* se traite de la méme fagon.
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i) Dans ce cas, on cherche des solutions de la forme y = Q(x) cos x + R(z)sin =z,
ol les degrés des polynomes () et R sont égaux au degré de P. La démonstration se
fait comme pour le cas i) en remplagnt e” par e,

La partie réelle de la solution trouvée correspond a la solution particuliere avec le
second membre P(x) cos z et la partie imaginaire de la solution a celle avec le second
membre P(x)sin z.

Ces calculs s’adaptent aisément au cas oil le second membre est de la forme P(z)e?,

sin ze*, cos xeM, - -+, ol A est un réel quelconque.

Exemple 8.2.8. Solutions particuliéres.
i)  Une solution particuliere de l'équation différentielle y' = 3y + €3* définie
sur R est y = xe®.
i)  Une solution particuliere de 'équation différentielle y' = y+ €3 définie sur
1
R esty = 5639”.
ii)  Une solution particuliere de I'équation différentielle yy’ = y-+sin x €3* définie

sur R est y = 5(2 sin x — cos x)e’”,

i) On cherche une solution de la forme y = (Az + p)e>.
3z

Dans ce cas, ' — 3y = A\e3® = 3. Donc la fonction y = xe3* convient.
i) On cherche une solution de la forme y = \e3”.

1
Dans ce cas, ' — 3y = 2Xe3® = 3%, Donc la fonction y = 5631 convient.

#1) On cherche une solution de la forme y = (asin = + 3 cos z)e?”.
Dans ce cas, iy —y = (cos z [a + 23] + sin z [ + 2a]) €3* = sin ze3®.

Il s’agit de résoudre le systéme :

a+28=0
—pB+2a=1
2 1 .
Les constantes o = = b= — conviennent.

Dans le cas général, il existe une méthode systématique pour trouver une solution
particuliere d’une équation avec second membre, c¢’est la méthode de variation de la
constante :

Proposition 8.2.9. Méthode de variation de la constante

Soient a et b deur fonctions définies et continues sur un intervalle I de R, a valeurs
dans R. On cherche une solution particuliére de ’équation y' = a(x)y + b(x), sous
la forme y = \x)eA®, ot la fonction A vérifie A’ = a. Toute fonction \ qui vérifie
N(z) = b(z)e=4®) convient.
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Démonstration. La fonction y = \(2)eA®), avec A’ = a vérifie
Y — a(z)y = N (2)e® 4+ Az)a(x)e?™ — A(z)a(z)et® = N (z)et@

La fonction y est solution de I’équation différentielle v/ = a(x)y+0b(z) si et seulement
si N (2)eA® = b(x), cest-a-dire N (z) = b(x)e 4@, 0

2

Exemple 8.2.10. La solution générale de I’équation xy —y = x*e® sur |0, +oo[ est

Yy = A\r + xe”.

En effet, I’équation homogeéne associée est xy’ = y qui admet comme solution géné-
rale y = Az. On cherche une solution particuliére de I'équation xy’ — y = x%e® de la
forme y = xA(z).

Alors, la fonction A(z) vérifie z\(z) + 22N (z) — 2\ (z) = 2%e®, soit N (x) = €°.

On en déduit donc que A(z) = A+ € et donc que la solution générale de ’équation
est y = Az + xe®, ou A € R.



Chapitre 9

Le corps C et ’exponentielle
complexe

9.1 Définition de C

Définition 9.1.1. On introduit un nombre imaginaire i tel que i> = —1. L’ensemble
C des nombres complexes est défini par :

C={z=z+iy|(z,y) €R?}

i) x est appelé partie réelle de z et noté v = Re z.
it) 1y est appelé partie imaginaire de z et noté y = Im z.
iii)  Six =0, le nombre complexe z = iy est dit imaginaire pur.
iv)  Le nombre complexe z = x — iy s’appelle le conjugué de z = = + iy.

Proposition 9.1.2. L’ensemble C peut étre muni de deuz lois de composition in-
terne, + et x, qui prolongent celles de R telles que pour z = x +1iy et 2/ = 2’ +1iy’ :
i)zt = (o4 a) iy +y)
i) 22 = (22’ —yy') +i(zy + 2'y)
Muni de ces deux lois de composition interne, C est un corps commutatif et R est
un sous-corps de C.

Démonstration. Les axidmes définissant les corps ont été définis au chapitre 1, voir
1.2.6.

L’ensemble C vérifie ces axidmes avec :

- I’élément nul de 'addition est 0 = 0 + 10,

- lopposé de z =z + iy est —z = —x — 1y,

- ’élément neutre pour la multiplication est le nombre réel 1,

- inverse d’un nombre complexe non nul z = x + iy est le nombre complexe

1 T 7]
— = — 1
P $2+y2 $2+y2
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L’ensemble R est un sous corps de C car R s’identifie au sous-ensemble
{z € C tel que Imz =0}

De plus,il est facile de voir que les lois de C restreintes a ce sous-ensemble redonnent
la structure de corps de R. O

Proposition 9.1.3.

i) z4+2Z=Z+2 etz =%

i) 2% = 2%+ y?
Démonstration. i) Avec les notations de la définition 9.1.1 et la définition des opé-
rations sur C de la proposition 9.1.2, on ecrit :

z+d =rty+ilyty)=z+y—ily+y) =(x—diy)+ (@' —y) =2+ 7"

22 = (aa —yy) +ilzy +a'y) = (w2’ —yy) —i(ay' +2'y) = (2 —iy) (2’ —iy') = 72"
ii) De la méme fagon, on calcule :

2z = (v +iy)(x —iy) = 2* + y* +i(vy — vy) = 2% + > O

Proposition 9.1.4. L’ensemble des nombres complexes s identifie au plan euclidien
R?, c¢’est-a-dire muni d’un repére orthonormé {O, 1,75}
i) L’addition des nombres complexes correspond a 'addition des vecteurs.

v
it)  La multiplication par i correspond a la rotation d’angle 3

iii)  La multiplication par 1> = —1 correspond a la rotation d’angle 7.
iv)  Le passage au compleze conjugué z — Z correspond a la symétrie par rapport
a l'aze des x.

Démonstration. L’identification de C avec R? consiste & associer a tout nombre com-
plexe z = z + iy le vecteur de coordonnées (z,y) de R

i) L’addition de deux nombres complexes, z = = + iy et 2’ = 2’ + 13/ est le nombre
complexe = + 2’ 4+ i(y + y') qui s’identifie au vecteur (x + 2/, y + y') qui est bien la
somme des vecteurs (z,y) et (2',y').

i) La multiplication du nombre complexe z = x + iy par i est le nombre complexe
iz = —y+ix. Le vecteur associé a iz = —y—+ix est (—y, x) qui est bien le transformé

du vecteur (z,y) par la rotation d’angle g

i4i) De méme, la multiplication du nombre complexe z = x + iy par i> = —1 est le
nombre complexe —z = —x — 1y. Le vecteur associé¢ & —z = —x — iy est (—z, —y)
qui est bien le transformé du vecteur (z,y) par la rotation d’angle .

iv) Le complexe conjugué du nombre complexe z = z + iy est le nombre complexe
z = x —1iy. Le vecteur associé & zZ = x — iy est (z, —y) qui est bien le symétrique du
vecteur (x,y) par rapport a l'axe des z. O
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Définition 9.1.5. Forme polaire
i) On appelle module ou norme du nombre complexe z = x + iy le nombre

lz| = V2?2 +y? =Vz2Z

Ce nombre positif représente la distance du point de coordonnées (xz,y) a lorigine
dans le plan euclidien R2.

it)  On appelle argument du nombre compleze z = x + iy # 0 et on note
0 = Argz, une mesure en radians dans le plan R? de l’angle entre l'aze des x et le
vecteur de coordonnés (x,y). L’argument d’un nombre complexe est défini modulo
2.

i11)  Le nombre complere z = x + iy # 0 s’écrit alors de fagon unique :

z = |z|(cos 0 + isin 0)

Remarque. Grace a 'écriture des nombres complexes sous forme polaire, on peut
voir que la multiplication sur C correspond dans R? & la composition d’une rotation
et d’'une homothétie.

En effet, en utilisant les formules trigonométriques du chapitre 5 établies en 5.5.6, si
¢ = p(cos w + isin w) un nombre complexe donné, de module p > 0 et d’argument
w, la multiplication de z = |z|(cos 6 + isin ) par ( est le nombre complexe (z tel
que (z = p|z|(cos w+isin w)(cos @+ isin 0) = p|z| (cos (w + 0)) + i (sin (w + 9)).

Le vecteur de coordonnées (p|z|cos (w + ), p|z|sin (w + 0)) est bien le transformé
du vecteur (|z|cos 0, |z|sin @) par 'homothétie de rapport p et la rotation d’angle
w.

9.2 Exponentielle complexe

Définition 9.2.1. FEzxponentielle complexe
i) Pour tout nombre réel 0, on pose :

9 — cosh +isind

o
it)  Pour tout nombre compleze z = x + iy, on pose :

ez — em—l—zy — exezy
ol e® est l'exponentielle réelle classique et € est définie au 1).

Remarque.
i)  Puisque les fonctions cos et sin sont périodiques de période 27, pour tout
ke€Z,ona:
oil0+2km) _ i
it)  En utilisant la forme polaire définie en 9.1.5,

le*] = e et Arg(e®) =y (mod 27)
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Proposition 9.2.2.
i) Pour tous nombres réels y et y' on a :

: -1 : /
el — pilyty’)

it)  Pour tous nombres complezes z et 2', on a :

! !
ez-‘,-z — ezez

iti)  Pour tout nombre compleze z et pour tout n € N, on a :

1
w)  Pour tout nombre complexe z, on a e #0 et — =e
e

—z

Démonstration. i) Cette propriété est une conséquence des formules trigonomé-
triques démontrées au chapitre 5. En effet :

e = (cos y 4 isin y)(cos y' + isin y')
= (cos y cos y' — sin ysin y') + i(cos ysin y' + cos 3’ sin y)

= cos (y +¢/) +isin(y+y') = @)
i) Avec la définition 9.2.1, pour z = x + iy et 2/ =2’ +iy’, on a :

’ ! ; ! ’ . / ! ; . ; ! oy ’
e? 7 — prta'Filyty') — gl Silyty) — pm ot oy i T ot oY 27

#i) En prenant z = 2/, le 1) implique immeédiatement que €?* = (e*)?. On démontre
le cas général par récurrence sur n : si la propriété est vraie a l’ordre n—1, on applique
le ii) avec 2’ = (n—1)z, ce qui donne e™* = e*F (1712 = 21z = ez (e2)n—1 = ()7,
La propriété est donc vraie a 'odre n et donc la récurrence est bien démontrée, la
propriété est varie pour tout entier n.

i) Pour z # 0, on peut appliquer le ii) avec 2/ = —z et on obtient e*e™* = €% = 1.
Dotte * = —. O
ez
Remarque.
Z) e2im — 1’ el — _1’ 6i7r/2 —

i)  La multiplication par e? dans C correspond a la rotation d’angle 6 dans
R2.
En effet, le i) est une conséquence immédiate des valeurs particuliéres des fonctions
sinus et cosinus :
cos m=1,sin m =0,
cos (—m) = —1,sin (—m) =0 et

—=0,sin - = 1.
co8 3 ,8in 3

Le point #7) est une reformulation de la remarque finale du paragraphe 9.1, qui utilise
la définition de I’exponentielle complexe, 9.2.1.
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9.3 Racines n-iémes de 'unité

Définition 9.3.1. Soit n € N*. On appelle racine n-iéme de l'unité tout nombre
complexe z tel que 2™ = 1.

En utilisant la forme polaire z = re?, ot r = |2| et § = Arg 2z (mod 27), I’équation

2" =1 s'écrit r"e™ = 1. Les solutions sont données par : r = 1, nf = 0 mod 2.
Les valeurs possibles de 6 sont donc a 27 prés :

2%
{—”\ kzO,l,...,n—l}
n

On en déduit le résultat suivant :
Proposition 9.3.2. L’ensemble des racines n-iémes de ['unité est :

2ikm
en | k=0,1,....,.n—1

Il y a donc n racines n-ieme de 'unité distinctes.

Proposition 9.3.3. La somme des racines n-iéme de l’'unité est nulle.

Démonstration. Pour z € C et pour tout entier naturel n, on a l'identité :

-1

(l—z)szzl—z"

k=0

3

En appliquant cette identité a z = ¢, § # 0 (mod 27), on obtient, en divisant par
1—e?:
n—1 ind
Z k0 L—e™
1— e

k=0

) R 2im
En appliquant cette égalité a 6 = — on trouve :
n

. 2inm
o1 2ikT ,
l—e n 1 — e%m
s s
k=0 - -
l—en l—en
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Chapitre 10

R2, R?, produit scalaire et produit
vectoriel

10.1 Vecteurs dans R? et R?

Définition 10.1.1. Un vecteur de R?, respectivement de R3, est un couple, res-

. . , P T .
pectivement un triplet de réels, notés, U = (x,y) ou encore < y ) respectivement
x
U= (z,y,2) ou encore | y
z

x, y, et z sont appelés les coordonnées du vecteur .

Propriété 10.1.2. Opérations sur les vecteurs
i)  Deux vecteurs sont égauz si et seulement si ils ont les mémes coordonnées
it)  Le vecteur dont toutes les coordonnées sont nulles est appelé le vecteur nul
iti)  La somme de deux vecteurs est le vecteur dont chaque coordonnée est la
somme des coordonnées des vecteurs de départ
iv)  Le produit d’un vecteur par un nombre réel est le vecteur dont chaque co-
ordonnée est le produit de celle du vecteur de départ par ce réel.

Définition 10.1.3. Familles libres, familles liées
i) Une combinaison linéaire de n vecteurs uy,us, ..., U, est une expression de
la forme ayuy + agusy + . .. ayu, ou les ay,as, ..., a, sont des nombres réels.
it)  Une famille de vecteurs est liée s’il existe une combinaison a coefficients
non tous nuls de ces vecteurs qui soit égale au vecteur nul.
iii)  Une famille de vecteurs est libre si elle n’est pas liée.

Soit n un entier naturel quelconque. En niant la propriété i), on montre qu’'une
famille de n vecteurs {uj,uy : ---u,} est libre si et seulement si toute égalité

n

g arpuy = 0 entraine a; = 0 pour tout k =1,2,---n.
k=1
Remarque. Deux vecteurs liés sont proportionnels. En revanche, trois vecteurs liés
ne sont pas nécessairement proportionnels.
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Par exemple les vecteurs de R? : 1) = ( (1) ), Uy = ( (1] ) et uz = ( 1 ) ne sont
—uz = 0.

pas proportionnels mais vérifient uj + w5

Proposition 10.1.4. Dans R? deux vecteurs i) = < 31 ) et Uy < gl ) non nuls
2 2

sont libres si et seulement si aq P — afy # 0.

Démonstration. Supposons a8 — asf1 # 0. On cherche a résoudre ’équation
ruy +yuy =0
c’est-a-dire que l'on cherche les solutions du systéme

041!E+61y =0
OQIL"FﬁQfU =0

En multipliant la premiére ligne par as et la deuxiéme par «aq, ce systéme est équi-

valent a
oar + Bly =0
(04152 - 04251)9 =0

Ceci implique y = 0 et donc aussi que = = 0.

L’équation xuj + yus = 0 a pour seule solution x = 0 et y = 0. D’aprés la définition
10.1.3, les vecteurs uy et uy sont bien libres

Réciproquement, on procéde par contraposée :

Supposons que o132 — asfl; = 0. Les vecteurs n’étant pas nuls, on peut supposer

par exemple que a1 # 0. On pose A = é et alors a1 8o = Aasa et en divisant par
a;y

a1, on trouve B3 = Aan. On a donc A < o1 ) = ( b ) et les vecteurs sont bien

Qg B2
liés.
On a des propriétés analogues dans R3.
Définition 10.1.5. Repéres
i) Un repére de R? est un ensemble {O;i, 5}, ot O est un point de R? et 1,

sont deux vecteurs libres.
ii)  Un repere de R® est un ensemble {O;1i,7,k}, ou O est un point de R? et

—

L]

Un exemple immédiat de repére dans R? est formé de l'origine O et du couple de

—
Y

k sont trois vecteurs libres.

1 . .
vecteurs uy = < 0 ) et up = ( (1) ) Ce repére s’appelle la base canonique de R2.

De la méme facon dans R?, le repére formé de lorigine O et du triplet de vecteurs
1 0 0

— —

=10 |,up=| 1 | etuz=| 0 | s’appelle la base canonique de R3.

0 0 1
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Proposition 10.1.6. Coordonnées
z) Dans un repere {O,z,j} de R?, tout vecteur @ s’écrit de maniére unique
U= xi+ yj, (x,y) sont les coordonnées du vecteur U dans ce repére. Tout point A

est repéré par les coordonnees du vecteur OA
u) Dans un repere {O7 i, k} de R3, tout vecteur i s’écrit de maniére unique
U= xi +y] + zk: (x,y) sont les coordonnées du vecteur u dans ce repére. Tout point

A est repéré par les coordonnées du vecteur OA

Démonstration. Dans R2, soit i = ( 31 ) et j = ( gl ) Comme on l'a vu ci
2 2

dessus, les vecteurs i et j sont libres si et seulement si a8 — a1 # 0.

Sii= < Zl ) est un vecteur quelconque de R?, le systéme :
2

o+ By =y
T + oy = Uy

admet une solution unique et donc si xg, yo est cette solution, 4 = xof + yof.

Dans R?, le raisonnement se fait de la méme facon. O

Remarque. La proposition 10.1.6 implique en particulier que dans R?, 3 vecteurs
non nuls sont nécessairement liés. De méme, dans R?, 4 vecteurs non nuls sont
toujours liés.

Application 10.1.7.
i) St A= < “ ) et B = < Zl ) sont deuz points de R?, le vecteur 1@ a

a2 2

. by —ay
pour coordonnées

by — as
ay by
i) St A= ao et B = by sont deux points de R3, le vecteur /@ a
as bs
b —a;
pour coordonnées | by — asg
by — a3

10.2 Droites et plans

Notations 10.2.1. Soit A = ( Zl ) un point de R? et @ = ( Zl ) un vecteur de
2 2
R%. Alors l'ensemble A+ {\i | A\ € R} est l'ensemble des vecteurs de coordonées

< ; ) tels que x = a; + A\uy et y = a1 + Aug, ce que l'on peut aussi écrire

()=o) ()
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Il existe une notation équivalente dans R3.

Définition 10.2.2. Droites dans R2.
i)  On appelle droite vectorielle engendrée par un vecteur @ # 0 de R?, l’en-
semble défini par : D = Ru = {\i | A € R}.
it)  On appelle droite affine passant par un point A et engendrée par un vecteur
i@ #0 de R?, I'ensemble : D = A+ Rii = A+ {\i | A € R}.
i) Ces équations définissent une représentation paramétrique de la droite D.

Définition 10.2.3. Droites dans R3.
i) On appelle droite vectorielle engendrée par un vecteur @ # 0 de R, ’en-
semble défini par : D =R = {\i | A € R}.
it)  On appelle droite affine passant par un point A et engendrée par un vecteur
@ #0 deR3, l'ensemble : D = A+ R = A+ {\i | A € R}.
iii)  Ces équations définissent une représentation paramétrique de la droite D.

Définition 10.2.4. Plans dans R?
i) On appelle plan vectoriel engendré par deuz vecteur libres i # 0 et U # 0,
Uensemble : P =TRid + R = { i + pv' | (\, p) € R*}.
it)  On appelle plan affine passant par un point A et engendrée par deuz vecteurs
libres @ # 0 et U # 0, l'ensemble : P = A+ Ri+Rv = A+ { i+ uv | (\, p) € R?}.
i) Ces équations définissent une représentation paramétrique du plan P.

Proposition 10.2.5. Représentation cartésinne

-

i) Un point M de R? appartient o une droite si ses coordonnées ; vé-

rifient une équation du type ax + by = ¢, ou a,b,c sont des coefficients réels et ot
c =0 s%l s’agit d’une droite vectorielle.
x
ii)  Un point M de R3 appartient a un plan si ses coordonnées | y | vérifient
z
une équation du type ax + by + cz = d, ot a,b,c,d sont des coefficients réels et ou
d =0 s%l s’agit d’un plan vectoriel.
x
i) Un point M de R® appartient a une droite si ses coordonnées | y | véri-
z
fient deux équations de plans. Une droite dans R? apparait ainsi comme l'intersection
de deuz plans.

Définition 10.2.6. Les équations de la proposition 10.2.5 s’appellent des représen-
tation cartésiennes des droites D ou des plans P.

Démonstration. i) On applique la définition 10.2.2 : soit D la droite affine définie
par A = ( @ ) et U = ( o ) Alors le point M de coordonnées ( :Z ) appartient

ag (&%)

a la droite D si et seulement si il existe A € R tel que ( :; ) = ( @ ) +A ( a )

a2
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Cette équation équivaut a
ag(r —ay) —ay(y —az) =0
qui est bien une équation du type annoncé avec
a = Qo b= —oy C = (a1 — Q1G9

La droite D est linéaire si et seulement si A = O c’est-a-dire si a; = ay = 0 et donc
une droite affine est représentée par une équation du type : ax + by = 0, avec

a = Qo b=—m
ax
ii) On applique la définition 10.2.4 : soit P le plan affine défini par A = | ay | et
as
(075] X
u; = | ao |. Alors le point M de coordonnées | y | appartient au plan P si et
Q3 z
x ay 031 B
seulement si il existe Aet p € Rtelsque | v | = | a2 |+A| ao |+pu| Bo
Z as as B3

Cette équation équivaut a

(ofs — azfa)(x — a1) — (1 fs — azfi)(y — az) + (@12 — @) (2 —az) =0

qui est bien une équation du type annoncé avec

a = (agfls — asfs) b= —(a1f3 —azp) c= (fy — asfh)

et

d = (B3 — asfBa)ar — (a1fs — azf)ag + (1 f2 — aofr)as
La plan P est linéaire si et seulement si A = O c’est-a-dire si a; = as = a3 = 0 et
donc un plan affine est représentée par une équation du type : ax + by +cz = 0, avec

a = (agfls — asfs) b= —(a1f3 —azp) c= (fy — asfh)

a1
iii) On applique la définition 10.2.3 : soit D la droite affine définie par A = | a9
as
(05] T
et = | ay |. Alorsle point M de coordonnées | y | appartient & la droite D
Q3 z
T aq (03]
si et seulement siil existe A€ Rtelque | v | =1 a2 | + 2| ao
z as Qa3

Cette équation équivaut a

asaz(r —ay) = —aqas(y — as) = apan(z — as)
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qui représente bien ’équation de deux plans.

La droite D est linéaire si et seulement si A = O c’est-a-dire si a1 = ay = az = 0 et
donc une droite affine est représentée par les équations :

A3 = — 13y = (V1G22

Exemple 10.2.7.
i)  L’ensemble {(\,2)\) | A € R} est la droite vectorielle de R?, d’équation
cartésienne 2o —y = 0.
i)  L’ensemble {(zo+ A, yo+2A) | A € R} est la droite affine de R?, d’équation
cartésienne 2x —y = 219 — Yp.
i)  L’ensemble {(p, X + p, 2\ + p) | A, € R} est le plan vectoriel de R3,
engendré par les vecteurs (0,1,2) et (1,1,1), d’équation cartésienne 2x —y — z = 0.

10.3 Produit scalaire, produit vectoriel

Dans ce paragraphe, on se place dans I’espace euchdlen ]RQ ou, R3, c’est-a-dire que
lon munit R? ou R d’un repére orthonormé O, Z,j ou O, z,j, k ot les vecteurs i, ]
et k sont orthogonaux deux a deux et de longueur 1.

Définition 10.3.1. Produit scalaire dans l’espace euclidien R? ou R?

i)  Le produit scalaire de deux vecteurs de R?, de coordonnées uy = (xy1,y) et
Uy = (w9, ya) est le réel (uy | ) = x129 + Y1Ya.

i)  Le produit scalaire de deux vecteurs de R3, de coordonnées u = (x1,y1, 21)
et uy = (o, Yo, 29) est le réel (U | uy) = X129 + Y1y2 + 2122.

Propriété 10.3.2. Dans R? comme dans R®, le produit scalaire a les propriétés
suivantes :
i)  Le produit scalaire est linéaire par rapport a chacun des vecteurs.
it)  Le produit scalaire est symétrique : (uy | u3) = (u3 | u;)
iii)  Le produit scalaire est défini positif : (i | @) >0, et (4 |4) =0 = u=0.

Définition 10.3.3. On dit que deuz vecteurs non nuls de R? (respectivement de R?)
sont orthogonauz si leur produit scalaire dans R? (respectivement de R3) est nul.

Remarque. Dans le cas de R?, en utilisant I'identification, faite au chapitre 9, du
plan euclidien avec I’ensemble des nombres complexes C ot deux vecteurs @ = (z,y)
et ¥ = (2/,y') sont représentés par les deux nombres complexes z = = + iy et
Z' = 2’ + 1y, on peut retrouver la signification géométrique de I'orthogonalité de
deux vecteurs.
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. . /
En effet, mettons ces nombres complexes sous forme polaire, soit z = pe? et 2/ = p'e?’,
ot x=pcosB,y=psinb, ' =pcost, vy =psinb.
Le produit scalaire des vecteurs u et ¢ vaut

(u | ¥) = pp’ (cos O cos ' + sin Osin 0') = pp’ cos (0 — 6')

Si les deux vecteurs @ et ¥ sont non nuls, alors p et p’ ne sont pas nuls et le produit
i
scalaire de ces deux vecteurs est nul si et seulement si —6" = 3 (mod 7), c’est-a-dire

si ces vecteurs sont orthogonaux.

Application 10.3.4. i) Pour tout ¢ € R, le vecteur de coordonnées (a,b)
dans R? est orthogonal & la droite d’équation ax + by = c.

i)  Pour tout d € R, le vecteur de coordonnées (a,b,c) dans R? est orthogonal
au plan d’équation ax + by + cz = d.

En effet, il suffit de remarquer que la droite affine d’équation ax + by = ¢ est paral-
lele & la doite vectorielle d’équation ax + by = 0. Cette derniére condition exprime
bien que le produit scalaire d’un vecteur de la droite D de coordonndes (x,y), est
orthogonal au vecteur de coordonnées (a, b).

On peut faire le méme raisonnement avec un plan dans R3.

Définition 10.3.5. Pour un vecteur @ dans R? ou R?, on pose :
||al] = /(u | @)

Le nombre positif ||u|| est appelé la norme du vecteur 4.

La norme d'un vecteur est sa longueur au sens géométrique du terme. Elle vérifie les
propriétés immédiates :

- ||| = 0 et ||@|| = 0 si et seulement si @ = 0.
- Pour tout A € R, ||Au]] = |A|]]d]].

Pour que cette définition soit effectivement celle d’une norme, il faut une prorpiété
supplémentaire, l'inégalité triangulaire, qui est un corollaire 10.3.7 de 'inégalité de
Cauchy-Schwarz, 10.3.6.

Théoréme 10.3.6. Inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour tous vecteurs @ et ¥ de R* (respectivement de R?) on a :
(@[ D) < [fal]||v]]

avec égalité si et seulement si les vecteurs U et U sont liés.

Démonstration. On va montrer cette proposition dans le cas de R?.
Soit 4 = (z,y) et U = (a’,4'), alors on peut écrire, pour A € R :

Az +2)+N\y+y)* >0
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En développant, on trouve :
N(2® +y?) + 2w+ yy) + (@ +y7) 20

Ce polynéme du deuxiéme degré en A est toujours positif sur R et donc son discri-
minant réduit est négatif ou nul, soit :

(z2' +yy')? — (2 + ) (2 +y%) <0

ce qui donne (2’ + yy')? < (22 4+ y?) ("> + y'*), et en prenant la racine carrée des
deux membres, on trouve bien l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

lz2' + yy'| < V(@24 y?)y/ (@ + y'?)

Le cas d’égalité se produit lorsque le discriminant est nul et donc correspond a
Iexistence d’une racine double \g du polynome (A\x +2')? + (Ay +¢')%. Ce polynéome

ne peut s’annuler que si x = —X\ox’ et y = —\oy' ce qui veut dire que @ = —\g¥.
L’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz n’est bien vérifiee que si les vecteurs
sont proportionnels. ]

Corollaire 10.3.7. L’application @ — ||u|| = /(d | @) de R* (respectivement R?)
dans R, définit une norme sur R? ou R3.
En particulier, on a linégalité triangulaire : ||d + o] < ||d|| + ||V]].

Démonstration. Comme précédement, on montre ce résultat dans R? :
Soit 4 = (z,y) et ¥ = (a',y'), alors :

1G4+3]* = (242 ) +(y+y)* = (@ +9°)+ (2" +y™)+2(xx'+yy') = [l +]]d][+2(E | §)
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, 10.3.6, on obtient :
@+ > < ||al|* + [|al]* + 2[lal|l|a]] = (] + ||v]])*

Il suffit donc de prendre la racine carrée des deux membres pour obtenir I'inégalité
triangulaire. O

Définition 10.3.8. Produit vectoriel dans R?
Le produit vectoriel de deuz vecteurs de R®, uy = (x1,y1,21) et Uy = (22, ys, 20) est
le vecteur de coordonnées :

uy AUy = (Y122 — Yaz1, Ta21 — T122, T1Y2 — T2Y1)

Propriété 10.3.9. (admise)
i)  Le produit vectoriel est linéaire par rapport a chacun des vecteurs.
it)  Le produit vectoriel est anti-symétrique : uy Ay = —uy A Uj.
iii)  Le produit vectoriel de deux vecteurs non nuls est nul si et seulement si les
deuz vecteurs sont liés
iv)  Le vecteur uy A\ us est orthogonal aux vecteurs uy et uy.

La propriété iv) monte en particulier que le vecteur uy A 13 est othogonal au plan
engendré par les vecteurs uy et us.



Chapitre 11

Polynoémes, racines

11.1 Polynémes

Dans ce chapitre, on introduit la notation X qui représente, soit une variable réelle
x, soit une variable complexe z.

Les polynomes sont des fonctions particuliéres, qui sont définis soit sur R, soit sur
C. On les considére donc comme des fonctions de X.

Définition 11.1.1. Un polynéme sur le corps K =R ou C est une expression de la
forme :

P(X)=an X"+ a1 X"+t e X +ag =Y apX"
k=0

ot les ay sont des éléments de K, appelés coefficients du polynéme P.
St a, # 0, le degré du polynome P est n, on note deg P = n.
Un mondéme est un polynéme n’ayant qu’un seul élément, soit a X".

Notations 11.1.2. L’ensemble des polynomes sur K est dénoté K[X].
L’ensemble des polynomes sur K, de degré inférieur a n est dénoté K,,[X].

Proposition 11.1.3. Opérations sur K[X]
Soient P(X) = Z arX® et Q(X) = Z b X" deux polynomes sur K.
k

=0 k=0
Quitte a introduire des coefficients nuls, on peut supposer que m = n.

i)  La somme de P et Q) est le polynéme défini par :

n

(P+Q)(X) =) (a+b) X"

k=0
i1) Le produit de P et Q) est le polynome défini par :

2n  k

(PQIX) =D (ajbp_;)X"

k=0 j=0

Muni de ces deuz opérations, K[X] est un anneau unitaire, commutatif et intégre.



90 CHAPITRE 11. POLYNOMES, RACINES

Un ensemble E est un anneau unitaire, commutatif et intégre s’il est muni de deux
lois, + et -, qui vérifient les axiomes suivants, voir 1.2.6 pour les définitions :

* (E,+) est un groupe commutatif

* (E ’ )

- La mutiplication est associative, commutative, distributive par rapport a I’addition
et a un élément unité.

- Le produit de deux éléments de £ n’est nul que si I'un ou l'autre de ces éléments
est nul.

On remarquera que les éléments non nuls d’un anneau intégre n’ont pas forcément
d’inverse. C’est ’absence de cette propriété qui fait la différence entre les anneaux
unitaires intégres et les corps.

Démonstration. Ces propriétés se vérifient facilement & partir des définitions des
opérations sur K[X]. O

Proposition 11.1.4. Si P et () sont des polynémes, alors :

i) deg (P+ Q) < sup{deg P,deg Q}
i) deg (P x Q) =deg P+ deg @

Démonstration. Ces deux propriétés se démontrent de la méme facon, il suffit de
regarder les termes de plus haut degré des deux polynomes. O

On peut remarquer que si les degrés des deux polynémes P et () sont égaux, il peut
y avoir annulation des termes de plus haut degré en faisant leur somme. Dans ce
cas, deg (P + @) < sup{deg P,deg Q}.

En revanche, si les degrés des polynomes P et () sont différents, alors, on ne peut
pas avoir d’annulation des termes de plus haut degré en faisant leur somme. Dans
ce cas-la, deg (P + Q) = sup{deg P, deg Q}.

m

Définition 11.1.5. Soit P(X) = Zaka un polynome. La dérivée de P est le
k=0

polynome P'(X) = Z kap X*1.
k=0

On définit de la méme maniére les dérivées successives de P, notées P | pour tout
m € N.

Si on considére les polynémes comme des fonctions d’une variable rélle z, alors cette
définition est exactement la définition usuelle de la dérivée de la fonction P.

Remarque. Si P est de degré n, alors le degré de P’ est n— 1. Par suite, P+ est
le polynéme nul.
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11.2 Division euclidienne

Proposition 11.2.1. Etant donné 2 polynémes A et B, a coeffcients dans R ou
dans C, B n’étant pas le polynéme nul, il existe deux polynomes Q) et R, ou le degré
de R est strictement inférieur au degré de B tels que

A(X) = B(X)Q(X) + R(X)
Le couple P, () est unique.

Définition 11.2.2. Le polynéme Q) s’appelle le quotient et le polynome R le reste
de la division euclidienne de A par B.

Démonstration. Posons n = deg A et m =deg B. Sim >mn, alors Q =0et R=A
conviennent.

Sinon, on cherche un monéme Q1 (X) = aX™ ™ tel que le terme de plus haut degé
de B(X)Q1(X) soit égal a celui de A(X). Alors on pose

By (X) = A(X) = B(X)@1(X)

Le degré de Ry est strictement inférieur a celui de A puisqu’on a éliminé le terme
de plus haut degré.

Si le degré de Ry est supérieur ou égal au degré de B, on peut donc recommencer
I'opération avec R;. On élimine son terme de plus haut degré en mutipliant B par
un mondme approprié (s, soit

Rz<X) = R1<X) - B(X)Qz(X)

Cette suite d’opérations s’arréte aprés k opérations, lorsque le degré de R}, est stric-
tement inférieur au degré de B, ce qui se produit forcément puisque la suite des
degrés des restes est strictement décroissante.

En remontant les calculs et en posant Q(X) = Zle Q:(X), on voit que
A(X) =Q(X)B(X) + Ri(X), avec deg Ry < deg B

L’unicité se démontre par contraposée : supposons qu’il existe P, Q et P’, ()’ tels que
A(X) = B(X)Q(X) + R(X) = B(X)Q'(X) + R'(X)

avec deg R < deg B, deg R < deg B.

Alors on doit avoir : B(X) (Q(X) — Q'(X)) = R(X) — R'(X), ce qui n’est possible

que si (Q(X) — Q' (X)) = 0 et donc aussi R(X) — R'(X) = 0, ce qui prouve bien
I'unicité des quotient et reste de la division euclidienne.. O

Exemple 11.2.3. Soit A(X) = X5 +2X3 -3X —2 et B(X) = X3+ X + 1. La
division euclidienne de A par B donne :

AX)=B(X) (X?+1) + (-X*> —4X - 3)
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On peut disposer la suite des opérations de la division euclidienne d’un polynéme
par un autre comme la suite des opérations de la division euclidienne d’un nombre
entier par un autre :

X° +2X3 -3X —-2|X® +X +1
— X5 —X3 —X? X? +1
X3 —X? —-3X =2
—X3 -X -1
—-X? —4X -3

11.3 Racines dans C

Définition 11.3.1. On appelle racine d’un polynome P sur C, un nombre complezxe
2o tel que P(z) = 0.

Théoréme 11.3.2. Soit P un polynome non nul sur C et soit zy une racine de P.
Alors, il existe un polynome @ tel que deg Q) = deg P — 1 et vérifiant :

P(X) = (X — 2)Q(X)
Démonstration. On effectue la division euclidienne de P par le polynéme X — 2, :

il existe un polynome ) et un polynoéme de degré strictement inférieur a 1, c’est-a-
dire une constante ¢ tels que P(X) = Q(X)(X — 2z) + c.

En prenant X = zj, on trouve ¢ = 0, ce qui prouve bien que

P(X) = (X = 20)Q(X)

Définition 11.3.3. Racines complexes
i) Le nombre réel zy est une racine simple d’un polynéme P sur C, si

P(X) = (X —2)Q(X) et Qz0)#0
it)  Le nombre réel zy est une racine d’ordre k € N d’un polynome P sur C, si
P(X)= (X —2)fQ(X) et Q(z) #0

Proposition 11.3.4. Soit k € N. Alors, zy est une racine d’ordre k € N* d’un
polynéme P sur C si et seulement si

P(2) =0,P'(2) =0,---P*¥ V() =0 et P®(z)#0

Démonstration. Soit k € N* donné. Si zy est une racine d’ordre k£ € N* d’un poly-
nome P sur C, alors par définition il existe un polynome @) tel que

P(X) = (X — 2)"Q(X) et Q(2) # 0
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En utilisant la dérivation des polynomes; 11.1.5, on démontre par récurrence que si
1 < j <k, alors il existe un polynome R; tel que :

PO(X) = k(k = 1)+ (k = j + 1)(X = 20)" 7Q(X) + (X — 20)* 7 R;(X)
Pour 7 < k — 1, on trouve bien
P(j)<20) =0
Pour j = k, on a PM(X) = kIQ(X) + (X — z)Ri(X), d’ou

P®)(20) = klQ(z0) # 0

Réciproquement, on écrit le polynome P sous la forme

n

P(X) =) a;i(X - %)

i=0

Alors, pour tout 1 < 5 <k,

et donc PY(z) = a;.

Si P(z) = 0,P'(%) =0,--- P*= 1)(20) =0 et P®(z) # 0,les coefficients du poly-
noéme P vérifient : ag = a; = =ap_1 =0et a, # 0.

Donc
n

P(X) =) ai(X —z) = (X - z)" Z ajir(X

i=k

Le polynéme Q(X Z a; k(X — 2)’ vérifie bien Q(z) = ay, # 0. O

Théoréme 11.3.5. Théoreme de d’Alembert-Gauss (admis)
Tout polynéme non constant sur C admet au moins une racine.

Corollaire 11.3.6. Tout polynome P non constant sur C de degré n, se factorise
sous la forme :
PX)=a,(X —2z1) (X — 2, 1) (X — 2)

ot les zy, k=1,--+ ,n— 1,n sont les racines (distinctes ou non) de P.

Démonstration. On proceéde de proche en proche : si P est un polynéme non constant,
de degré n, par le théoréme de D’Alembert-Gauss, 11.3.5, P a au moins une racine
2z1. Le polynome P s’écrit donc : P(X) = (X — z1) P (X).

On peut recommencer a appliquer le théoréme de D’Alembert-Gauss avec P et ainsi
de suite. Comme a chaque étape, le polynome P;; est de degré strictement inférieur
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a celui de P}, le processus va s’arréter au bout de n étapes.

En remontant les calculs; ceci montre bien que P s’écrit sous la forme
PX)=a,(X —2z1) (X = 2p1)(X — 2,)

ou les z1, 2o, - - - , 2, sont les racines successives données par le théoréme de D’ Alembert-
Gauss. O

Application 11.3.7. Relations entre les coefficients et les racines d’un polynome.

Un polyndéme P, de degré n peut s’écrire de deux fagon différentes :

Par définition : P(X) = Z ap X", avec a, # 0.
k=0
Par le corollaire 11.3.6 : P(X) = a,(X — 21) -+ - (X — 2,-1)(X — 2z,), avec a,, # 0.

En développant la deuxiéme expression et en réordonnant les termes selon les puis-
sances croissantes de X, on va trouver des relations entre les coefficients du poly-
nome ag,ay, -+ ,a, et ses racines zi, 2o, -+, 2,. Les plus simples et aussi les plus
utiles sont :

n n

Ay —1 Qo
sz:— Z et sz:(—l)”a—
n n

j=1 j=1

Exemple 11.3.8. Les racines n-iemes de ['unité définies en 9.3.1 sont les racines
du polynome X" —1. On retrouve le fait que la somme des racines n-iemes de ['unité
vaut 0. On voit également que leur produit vaut (—1)"1,

11.4 Racines dans R

Le théoréme de d’Alembert-Gauss n’a pas d’équivalent dans R : Un polynoéme a
coefficients réels n’a pas nécessairement de racine réelle comme le montre 'exemple
du polynome a coefficients réels X2?+1 et dont les racines sont les nombres complexes
non réels i et —1.

Un polynome P a coefficient réel peut étre considéré comme un polynoéme sur C
donc ayant des racines dans C par le théoréme de d’Alembert-Gauss. On a alors :

Proposition 11.4.1. Soit P un polynome non nul sur R et soit zy € C une racine
de P dans C. Alors zy est aussi racine de P.

Démonstration. Si zy est une racine du polynéme a coefficients réels P, alors par
définition P(X) = (X — 29)Q(X).

Mais alors P(X) = P(X) = (X —20)Q(X) = (X — Z5)Q(X) et donc Zy est aussi
racine de P. O
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Corollaire 11.4.2. Tout polynéme P non constant sur R de degré n, se factorise
sous la forme :

P(X)=an [J(X —a) [T (X* = (2 + 2)X + %)

i=1 j=1
avec k42l =n et ou les x;, i = 1,--- , k sont les racines réelles (distinctes ou non)
de P et oules zj, j =1,--- 1 sont les racines complezes non réelles (distinctes ou

non) de P considéré comme polynéme complexe.

Démonstration. On considére le polynome P a coefficients dans R comme un poly-
nome sur C et on lui applique le corollaire 11.3.6. Parmi les racines de P, on appelle
T1,To, -+ , T} Ses racines réelles.

Les autres racines sont non réelles mais alors, d’apres la proposition 11.4.1, si z; est
une racine de P alors Z; ’est aussi. Donc le polyndéme P s’écrit

P(X) = (X —2)(X —2)Q(X) = (X* — (zj + ) X + 2;%) Q(X)

En appliquant ce raisonnement & toutes les racines non réelles de P, on obtient bien
la factorisation voulue.

Le degré de P est la somme du nombre de ses racines réelles et de 2 fois le nombre
de polyndémes de degré 2 correspondant aux racines non réelles. O
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Chapitre 12

Fractions rationnelles

12.1 Fractions rationnelles

Dans ce chapitre, on utilise la notation X, introduite dans le chapitre 11 sur les
polynémes, qui représente, soit une variable réelle x, soit une variable complexe z.
Les fractions rationnelles sont des fonctions particuliéres, qui sont définies soit sur
R, soit sur C.

Comme les polyndmes, on les considére donc comme des fonctions de X.

Définition 12.1.1. Une fraction rationnelle est une expression de la forme :

ou P et () sont des polyndomes, Q) n’étant pas le polyndéme nul.
L’ensemble des fractions rationnelles sur C est noté C(X) et sur R, R(X).

P(X
Remarque. L’expression R(X) = QE ; n’est pas unique.
. . P(X)5(X) .
En effet, R(x) s’écrit aussi R(X) = ——=——= ou S est n’'importe quel polynome
o M= oE)s)

non nul.

Définition 12.1.2. Deux polyndémes P et () sont premiers entre eux s’ils n’ont pas
de facteur commun de degré supérieur ou égal a 1, ou encore qu’il n’existe pas de
polynéme non constant divisant a la fois P et Q)

Proposition 12.1.3. Forme irréductible

P(X
Toute fraction rationnelle sur C peut s’écrire R(X) = %, ou les polynomes P
et () sont premiers entre eux.
) . P(X) .
Démonstration. Supposons que R(X) = O(x) ol les polynémes P et () ont un

facteur commun non nul S(X).
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Alors on peut écrire : P(X) = S(X)P(X) et Q(X) = S(X)Q1(X) donc en simpli-
fiant :

P(X) _ S(XOPX) _ P(X)

QIX)  SX)(X)  @i(X)

On peut ainsi éliminer tous les facteurs communs & P et ) pour obtenir la forme
irréductible de R. O

R(X) =

Proposition 12.1.4. Toute fraction rationnelle irréductible peut s’écrire sous la
forme :
PO _ i) S
Q(X) Q(X)
ot le degré de S est strictement inférieur au degré de Q).
Le polynome D s’appelle la partie entiere de la fraction rationnelle.

Démonstration. On effectue la division euclidienne du polynéme P par le polynéme
Q. Si D le quotient et S le reste, alors on peut écrire :

P(X) DX)Q(X)+S(X
QX) Q(X)
et deq S < deg Q. O

R(X) = ):D(X)+—

12.2 Décomposition en éléments simples dans C(X)

LX)

Définition 12.2.1. Un péle d’une fraction rationnelle R(X) = X

sur C, sous

~—

forme irréductible, est un nombre complexe zy tel que
Q(20) =0
Le péle zy est d’ordre de multiplicité p si
Q) = (2 = 2/ Q(z) avee Q=) # 0

Définition 12.2.2. On appelle éléments simples sur C, les fractions rationnelles du
type :

(X —2)"
oua€eC, zeCetneN.

Théoréme 12.2.3. Décoposition en éléments simple sur C. (admis)

P(X
Soit R(X) = ﬁ une fraction rationnelle irréductible et soient zq, . .., 2, ses poles
d’ordre de multiplicité respectifs ny,...,ng, k € N.
Alors il existe des nombres complezes o, j,1 = 1,...k ,j5 = 1,...n; tels que R se

décompose en somme d’éléments simples :
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Remarque. Si la fraction rationnelle est & coefficients réels et si les poles sont réels,
alors cette décomposition en éléments simples est a valeurs réelles.

Exemple 12.2.4.
1

) S 1
Yoxr 1T (X —1) 22X 1)
1 1 1

S T2%(X —d) 20X +i)

12.3 Décomposition en éléments simples dans R(X)

Définition 12.3.1. On appelle éléments simples sur R, les fractions rationnelles du

type :
Q@ aX +0b

et
X =o' (T AX 4
ot a,a,b€ER, x €R, n,meN, \, € R et \2 — 4 < 0.

Théoréme 12.3.2. Décoposition en éléments simples sur R.

P(X
Soit QEXg une fraction rationnelle irréductible. Si le polynome Q) se factorise en :
k !
QX) = aH(X — ;)™ H(X2 + A X A+ )"
=1 p=1

la fration rationnelle R se décompose en éléments simples sous la forme :

k

S(X) Q; : a, X +b
R(X)=D(X)+ —= )+ S R 2
=P o) 22 Sy DI I CEPw =N
7 7j=1 p=1 q=1
ot tous les coefficients sont dans R et ou )\]2) — 4, <0 pour tout p=1,2,--- 1.

Démonstration. On effectue la décomposition en éléments simples de R sur C.

Les éléments simples de la forme correspondent aux poles réels de R.

!
(X —a)
apgX + bpq
(X2 + A X A 1)1
réels, qui sont alors complexes conjugués. On regroupe les élements simples associés

Les éléments simples de la forme correspondent aux pdles non

a un pole non réel avec celui qui est associé au pole complexe conjugué. O
1 1 X
E le 12.3.3. ) = - .
xempie VoXEr D X XEd
1 1 X X

1) = — :
) X(X2+1)22 X X241 (X?241)?
La décomposition en éléments simples des fractions rationnelles est utilisée pour
intégrer ces fonctions sur un intervalle de R. Il est en effet possible de trouver des
primitives des éléments simples et ainsi d’obtenir des primitives des fractions ration-
nelles.
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