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Exercice 3.7

Démonstration. On le montre par 'absurde. Si f # 0, il existe un zy € [a, D]

tel que f(xg) # 0.
Si f(zo) > 0, par la continuité de f, il existe un intervalle [«, 5] C [a, D]

contenant g avec a < f3 tel que f(t) > @ pour tout t € [«, 3]. Posons

g(x)_{ 1 siz€la,p]

0 sinon

Alors g est une fonction en escalier sur [a, b]. Mais

[ s@gwrar = [ > 307 o

C’est une contradiction avec 'hypothese.

Si f(zo) < 0, on prend un intervalle [a, §] C [a, b] contenant z( avec a < 3
tel que f(t) < @ pour tout ¢t € [a, (] et la méme fonction en escalier g.
Maintenant

[ s@gtwrar = [ prar < (507 <o

C’est aussi une contradiction avec I’hypothese.

Exercice 3.8

Etape 1 : Montrons que pour tout [, 8] C R, lim,_,« [ sin(nz)dz = 0.



Démonstration.

g —
/ sin(nz)dr = cos(na) — cos(nf) — 0 lorsque n — 400
a n
car |cos(na) — cos(nf)| < 2. O

Etape 2 : Montrons que pour tout fonction en escalier g sur [a,b] , on a
b
lim g(x)sin(nx)dr =0

n—+oo Jq

Démonstration. Soit g une fonction en escalier sur [a,b]. Prenons
une subdivision a =ty < t; < --- < tg = b adaptée a g. Alors pour
tout i € {0,1,--- ,d—1}, ¢ Jtitica| = Ci €St une constante .

b d—1 tis1
/ g(z)sin(nz)dx = c,-/ ’ sin(nz)dx — 0 lorsque n — 400
a i=0 “ti
par I’étape 1. n

Etape 3 : Montrons que lim,, . I, = 0.

Démonstration. Pour tout € > 0, comme f est intégrable, il existe
des fonctions en escalier ¢ et n telles que |f — ¢| < 7 et que
Jn(x)d < §. Par Pétape 2, lim, 1o [ ¢(x) sin(nz)dz = 0. Donc
il existe N € N tel que ¥n > N, |[ ¢(x) sin(nx)d:c‘ < 5. Pour tout
n > N, on a

/ab f(z) sin(nx)dx

b b
/a (f(z) — ¢(x)) sin(nz)dx —|—/a ¢(x) sin(nz)dz

<

/ab<f (z) = ¢(x)) sin(nz)dz| + / ' o) sin(na)dx

< b |(f(x) — ¢(x)) sin(nx)| dx + %

a

b €
< [1f@) - s(@)de + S




Ca signifie que I,, = [° f(x)sin(nz)dz — 0 lorsque n — +oo. [

Exercice 3.10

Démonstration. Pour tout € > 0, comme f est intégrable, il existe des fonc-
tions en escalier ¢ et 7 telles que | f — ¢| < 1 et que [*n(z)dz < e. Définissons
7 : [a,b] — R par

_ (x) six € [a,b]
“@:{Z—ww sie=b

Alors 7 est aussi une fonction en escalier avec ’ f- gzﬁ’ < 7net ff n(x)dx =
[P n(x)dr < e. Ca signifie que f est intégrable. O

Exercice 3.11

Démonstration. Pour tout ¢t € [0,1], on a m < f(t) < M, donc (M —
F@)(f(t) —m) > 0. Comme f est intégrable, la fonction positive (M —
f)(f —m) est aussi intégrable. On a

0= [0 = FO)S0) - my
égkmMﬁ+/{M—m tﬁigﬂwﬁ
— —mM + (M —m) /f2

:—mM—/O F2(t)dt

d’ont [y f2(t)dt < —mM.

Exercice 3.12
Démonstration. Posons f*(x) = W et f7(z) = W Donc f* et
f~ sont des fonctions continues qui vérifient les propriétés suivantes :
1. Pour tout t € [a,b], on a f(t) > 0et f~(t) > 0;
2 == S
B Nfl =1+ 17



4. fH(t) > 0 si et seulement si f(t) > 0;
5. f7(t) > 0 si et seulement si f(t) < O0;
Notons A = [* f+(t)dt > 0 et B = [° f~(¢)dt > 0. Alors

/Wﬁﬂ4:M—B|

(WU@W:A+B

Comme A > 0et B > 0, |A— B|] = A+ B si et seulement si A = 0 ou
B = 0. Mais A = 0 si et seulement si f7(¢) = 0 pour tout ¢, si et seulement
si f(t) <0 pour tout t € [a,b] par la propriété 4 ci-dessus.

Pareil, B = 0 si et seulement si f~(¢) = 0 pour tout ¢ , si et seulement si

f(t) > 0 pour tout ¢ € [a,b] par la propriété 5 ci-dessus . Donc | [” f(t)dt’ =
J21f(®)|dt si et seulement si f > 0 ou f < 0.
[l
Exercice 3.20
i) f(t) = M est une fonction continue sur 0, 1]. Comme In(1+¢%) ~ ¢,

on a limy oy f(t) = limy_,o4 % = 1. C’est a dire, f se prolonge continuel-
lement sur U'intervalle fermé [0, 1]. Donc l'intégrale généralisée [, f(t)dt
converge.

(ii) f(t) = C(S’]Srf?(t_)l est une fonction continue sur ]0, 5]. Mais comme cos(t) —
t2

1~ 2 et sin(t) ~o t, on a lim;op f(t) = limy 04 & = % Clest a

2
dire, f se prolonge continuellement sur I'intervalle fermé [0, 7]. Donc

Iintégrale généralisée fog f(t)dt converge.
(i)
1—2  (1-t)1+1t) (A-VOHA+V)(1+1)

f(t)zl_\/%: 1—\/E = 1_\/¥ :<1+\/¥)(1+t)

est une fonction continue sur l'intervalle fermé [0, 1], donc I'intégrale
3 f(t)dt converge.

(iv) f(t) = e est une fonction continue sur [0, +oc[, donc elle est en
particulier localement intégrable. Il suffit de déterminer la convergence
de Vintégrale [;7>° f(t)dt. Pour tout ¢ > 1, e” > > > 0, donc 0 < f(t) =

4



2 1 5. ’ /2 s oL 400 1
e”"” < . Comme l'intégrale généralisée positive [ zdt converge,

intégrale positive [;7° f(t)dt converge aussi, d’ott la convergence de
Iintégrale [;">° f(t)dt.

(v) f(t) = Hilsli((tt))w est une fonction continue sur [0, +o0o[, donc en par-

ticulier elle est localement intégrable. Comme cos(t) > —1 pour tout
t € R, 1+ cos(t) + e > e > 0. Donc on a

sin(t)] 1 1

)| =
()] 1+ cos(t) + et = 1+ cos(t) +et ~ e

IN
|
I

®

Mais I'intégrale généralisée [;F> e tdt = —e™t|§™ = 1 converge, on en

déduit la convergence de I'intégrale positive [;"*°|f(t)|dt. Donc I'inté-
grale généralisée [," f(t)dt converge, car elle converge absolument.

(vi) f(t) = % est une fonction continue sur [0, +ool. Il suffit de dé-
t3 1

terminer la convergence de I'intégrale sur [1,+00[. f(t) ~io 51 = 5;-
5 est une fonction continue strictement positive sur [1, 4-0o[ dont I'inté-
grale généralisée sur cet intervalle diverge. Par I'équivalence, [, f(t)dt

diverge.
(vii) f(t) = tar;(t) est une fonction continue strictement positive sur I'inter-

valle |0, 7[. Comme tan(t) = 2;2((?) ~o t,limy04 f(t) = = 1. Donc f se

prolonge continuellement sur [0, 7[. Il suffit maintenant de déterminer si

I'intégrale généralisée fc% f(t)dt converge pour un ¢ €]0, 7[ quelconque.
Z?n((f)) ~o ¢, on a tan(t) = cot(§ —t) ~=

Donc f(t) ~x (Eft)z = ﬂ(fft) , ou la derniére est une fonction conti-
2 2 2

nue strictement positive sur [c, 7| dont I'intégrale généralisée sur cet

Mais comme cot(t) = T
2

intervalle diverge. Par conséquence, [2 f(t)dt diverge.

(viii) f(t) = m est une fonction continue sur Uintervalle ouvert |0, 1[.
Prenons ¢ €]0, 1] quelconque. En 0, f(t) ~g % > 0, et l'intégrale
généralisée [ %dt converge, d’ou la convergence de [ f(t)dt. En 1,

t) ~1 =L > 0. L'intégrale généralisée [’ —Ldt diverge, d’on la
=) ¢ (=D
divergence de [! f(t)dt. Donc l'intégrale généralisée [ f(t)dt diverge.
c 0
(ix) f(t) = —n®® gt une fonction continue positive définie sur 10, 1[U]1, +o0].

VI =1|(Vi+2)

Comme In(1+t) ~¢ t, on a In(t) =In(1 + (¢t — 1)) ~; (¢t — 1). Donc



(t—1)°

T EC i)

B [t — 1%

= 1E+ 1E(VE+2)
t—1)2

A IE(VEF2)

ol la derniere est bien définie et prend la valeur 0 en £ = 1. C’est a dire
f se prolonge en une fonction continue définie sur |0, +o0|.

Prenons ¢ un réel strictement positif. Lorsque ¢ — 0+, 0 < In(¢)? =

In(1)? = o(z) pour tout ¢ > 0. En particulier posons ¢ = 1, alors
0 < f(t) ~o @ = 0(2%/{). L’intégrale sur |0, | de 2%/5 converge. Par

la critere de la convergence de l'intégrale généralisée d’une fonction
positive, [; f(t)dt converge.

Lorsque t — 400, 0 < f(t) ~i00 ln(§)2 = o(%) = o(--) pour tout
t3 t t3
€ > 0. Prenons € = i, f(t) = o(+%). Comme " L converge, l'intégrale
t1 v
généralisée [ f(t)dt converge aussi par la critére de la convergence
de l'intégrale d'une fonction positive.

Donc [, f(t)dt converge.

ft) = W est une fonction continue sur |0, 1[. Prenons ¢ €]0, 1]
quelconque.

(a) La convergence en 0.
Pour tout € > 0, comme |In(t)| = In(7) = o(;) = o(t™°) lorsque
t — 0+, il existe une constante M qui dépend de € telle que
|In(t)| < Mt=¢ pour tout ¢t €]0,c]. Donc 0 < —In(c) < |In(t)] <
Mt=< pour tout t €]0, ¢].

— Si > 0, on obtient alors

1 1

0< M Bta—pBe =f) = (—In(c))Pte

Donc [y f(t)dt converge si o < 1, diverge si o > 1.



(xi)

Sia=1,

c

o= || T
/15
Lo

—du

converge si et seulement si g > 1.
— Si B < 0, on obtient

1 1

O Chaye =W = aase

Donc [y f(t)dt converge si o < 1, diverge si o > 1.

(b) La convergence en 1
[ ()] = [n(1+ (¢ =1))] ~1 [t = 1]. Donc f(t) ~1 =
tégrale généralisée [! f(t)dt converge si et seulement si [! =] = dt
converge, c-a-d si et seulement si § < 1.

L= > 0. L’in-

Ji f(t)dt converge si et seulement si [ f(t)dt et [} f(t) convergent si-
multanément. Par concéquence, elle converge si et seulement si o < 1
et 0 < 1.

1
f(t) =t*(1 —e V%) est une fonction continue sur ]0, +oo[. Prenons ¢
un réel strictement positif.
En 0, f(t) ~o t* > 0. Donc [; f(t)dt converge si et seulement si o > —1.

- 1
— T __ —_——
En+oo,comme1—em:eezlwoem—lwom,onal—e Vi~ oo

%, d’olt f(t) ~4o0 t*72. Donc 7 f(t)dt converge si et seulement si
o — % < —1,cada< —%.
Donc l'intégrale généralisée [;° f(t)dt converge si et seulement si —1 <
1
a < —35.
2

Exercice 3.21

(i)

aritftr;(t) = arctan(t)(arctan(t)) = (%)’ Comme arctan(t) converge

vers § lorsque ¢ — +oo, I'intégrale généralisée converge et

% arctan(t) arctan(t)? . (5)? 7r
o 1412 2 2 8

7



1 B et
(14+e)(1—et) (et +1)(et —1)
1, ¢ et
§(et —1 et+1
1
2

_ 7( Eet)/ (et)’

)
)

et—1 et+1
1
= §(ln(et — 1) —In(e' +1)")
1, e —1,
B §ln<et—|— 1)

t_
1)

. 1
Comme lim,_,o4 5 In(
diverge aussi.

f(t) = m ~o 75 > 0. fog &dt diverge, donc fog f(t)dt diverge aussi.

= —oo diverge, I'intégrale généralisée [, (

ft) = t(llit) est une fonction continue définie sur |0, 1[. Prenons ¢ €

10,1[. f(t) ~o % > 0 et [y %dt converge, donc [y f(t)dt converge.

f(t) ~ \/% >0, et [! \/%dt converge, donc [! f(t)dt converge.

Donc l'intégrale généralisée fol f(t)dt converge. A T'aide d’un change-
ment de variables ¢ = sin?(u), on obtient

/Olf(t)dtz/og 2sin(u) cos(u)du

sin(u)y/1 — sin?(u)

:/§2du
0
=7

ft) = \/1;2 = \/ﬁtt\/th est une fonction continue sur | — 1,1[. En —1,

f(t) ~_1 ﬁ Comme \/5\_/11? est une fonction strictement négative

dont l'intégrale généralisée sur | — 1,0] converge, [°, f(t)dt converge.

: 1 1
Parell, f(t) ~1 ﬂi\/ﬁ \@7\/1?
sitive dont I'intégrale généralisée sur [0, 1[ converge, fi f(t)dt converge.

Comme est une fonction strictement po-

Donc [, f(t)dt converge. Comme f est une fonction impaire, [, f(t)dt
0.



(vi) f(t) = h;(f) est une fonction continue définie sur [1, 4+o00[.
- 1 oo 1 75 1;
Si o <1, alors f(t) > ;1 > 0 pour tout ¢ > e. Comme [;" >dt diverge,
o f(t)dt diverge aussi.
Sia > 1, pour tout ¢ > 1, on a

[ sy = [ )

—a+1
In() -~ — L ["re gy ar
=In — n
—a+1" —a+1h
—a+1 1 c
= In(c) ¢ - / t=dt
—a+1 —a+1/1
C—a—i—l t—a—l—l
=1 - ¢
M) T T Cag et
1 C—a—i—l 1

= (In(c) — )

—a+1 —a+1+(1—a)2

1
— m lorsque ¢ — +00.
Donc si a > 1, [;7 f(t)dt converge et égale a 7((1_11)2.

(vii) f(t) = m est une fonction continue strictement positive définie

sur [0,4o00[. Pour tout ¢ > 0, en faisant un changement de variables
u=t+Vt2+1 (ca-d, t = “22;1), on a

c d 4,2 1
/f(t)dt: U ond=c+ VAT
0

1 2ulu®

dld dld
—[§@“+ﬁ§§@“‘

Elle converge lorsque d — +00 si et seulement si @ > 1. Dans ce cas ,

1,1 1 _ _«
elle converge vers 5(5=5 + o17) = 27




