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Exercices. Feuille 4

Exercice 1. Soit P un polynoéme sur R. Montrer que si a € R est une racine simple de P,
alors P change de signe au voisinage de a.

Exercice 2. Soit P € R[X], x € R et m un entier non nul.

1. Montrer que = est racine de P de multiplicité au moins m si et seulement si P(z) =

’

P(z)=---= P D(z)=0.

2. Comment caractériser le fait que x est racine de P de multiplicité exactement m ?

3. Montrer que que tout polynome réel de degré d est égal au développement de Taylor
d’ordre d de P (en tout point).

Exercice 3. (Subtil) Soit P € R[X] un polynéme de degré au moins 2. Montrer que si P
est scindé (sur R), alors P’ est aussi scindé (sur R) et de plus toutes les racines de P’ sont
comprises (au sens large) entre la plus petite et la plus grande des racines de P.

Exercice 4. Montrer qu'un polynéme scindé simple sur R ne peut pas avoir deux coefficients
consécutifs nuls.

Exercice 5. Montrer que les fonctions trigonométriques ne sont pas des fonctions polyno-
miales (et ce, sur aucun intervalle de R). Idem pour exp.

Exercice 6. Examen 2013
1. Montrer que X** — 1 est divisible par X* — 1 pour tout entier n > 1.

2. Soit a, b, ¢, d des entiers. Montrer que
X4a+3 +X4b+2 +X4C+1 +X4d X3 +X2 +X+ 1 4 (X4 o 1)Q(X)

pour un certain polynéme Q.
3. En déduire que X*+3 4 X442 4 xdetl | x4d o5t divisible par X3 + X2+ X + 1.

Exercice 7. Théoréme de Stone-Weierstrass Soit f : [0,1] — R continue.
On pose, pour z € [0,1], n € Net k <n: P, (z) = (})z"(1 — z)"~*.
Puis on définit, pour z € [0,1], et n € N : go(z) = S7_o Pui(2)f (£).
Il s’agit de montrer que nh_)rgo | f — gnlleo = 0.

1. Montrer que pour tout € > 0, il existe un réel positif M tel que : Vx,y € [0,1], |f(x) —
)| <e+ M(z —y)2,

2. Montrer que pour tous z € [0,1],n € N, k < n :
— Y=o Prila) =1
— S Parla) (2 - £)’ < 4.

3. Démontrer le théoréme.



