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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Mathematische Logik

Wir geben hier wir eine kurze Einfiihrung in das mathematische Schliessen.

1.1.1 Mathematische Aussagen und deren Verkniipfungen

Mathematische Sachverhalte werden mittels mathematischer Aussagen formu-
liert. Dabei ist eine Aussage ein Satz, der entweder wahr (w) oder falsch (f) ist.
Das heifst, der Satz ist wahr oder falsch und nicht beides gleichzeitig.

Beispiele fiir Aussagen sind:

e Die Erde ist ein Planet. (w)
e Alle Hasen sind griin. (f)
e 7 ist eine Primzahl. (w)
Es gibt Séatze, die keine Aussagen sind:
e Wie heifst du?
e Hole die Milch.
e Dieser Satz ist falsch.
e Hallo!

Mathematische Tatsachen (Theoreme, Sitze, Lemmata) werden mittels wahrer
Aussagen formuliert. Eine Aussage wird zum Theorem durch einen mathemati-
schen Beweis. Ein mathematischer Beweis geht von als wahr erkannten Aussagen
aus und leitet daraus die Aussage des Theorems durch zuldssige mathematische
Schliisse her.

Es gibt mathematische Aussage, deren Wahrheitswert nicht bekannt oder noch
nicht etabliert ist. Beispiele sind Vermutungen und Behauptungen.

Gegebene Aussagen lassen sich zu neuen Aussagen verkniipfen. Dabei hingt
der Wahrheitswert der verkniipften Aussage nur von den Wahrheitswerten der
gegebenen Aussagen ab. Schematisch wird dies in Wahrheitswertetabellen dar-
gestellt.
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Definition 1.1. Klassisch gibt es die Verkniipfungen

1. Negation —

2. Konjugation N
3. Disjunktion V
4

. Implikation —

5.

Aquivalenz +

mit den folgenden Wahrheitswertetabellen:

Al - A
w | f
f w
A|B| AAB
w|w w
w | f f
f|w f
f|f f
A| B | AVB
w|w w
w | f w
f|w W
f|f f
A|B|A—B
w|w w
w | f f
f|w w
f|f w
A|B| A+ B
w|w w
w | f f
f|w f
f|f w

—A bedeutet ,,nicht A*. =A ist wahr, wenn A
falsch, und falsch, wenn A wahr ist.

A A B bedeutet ,,A und B“. A A B ist wahr,
wenn A und B beide wahr sind, andernfalls ist
A A B falsch.

AV B bedeutet ,, A oder B“. AV B wird in nicht
ausschliessendem Sinn gebraucht, d.h. AV B
ist wahr, wenn wenigstens eine der beiden Aus-
sagen A und B wahr ist, andernfalls ist AV B
falsch.

A — B bedeutet ,, Wenn A, so B“. A — B ist
falsch, wenn A wahr und B falsch ist, in allen
anderen Féllen ist A — B wahr. Das heiftt ins-
besondere, dass man aus etwas Falschem im-
mer schliessen kann. Die Wahrheit von A — B
sagt also nichts iiber die Wahrheit von A.

A heifst die Pramisse, B heifst die Konklusion.

A+ B ist ,,A genau dann, wenn B“. A <+ B
ist wahr, falls A und B denselben Wahrheits-
wert haben, andernfalls ist A <+ B falsch.

In der Umgangssprache konnen = A, AA B, usw. verschieden ausgedriickt werden,

z. B.

e das Gegenteil von A,

e sowohl A als auch B.

Beispiel 1.2. Statt A — B kann man auch sagen

e A impliziert B,
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aus A folgt B,

A zieht B nach sich,

A hat B zur Folge,

falls A, so B,

B ist eine Konsequenz von A.

Im Weiteren soll das Symbol < die logische Aquivalenz zweier Aussagen kenn-
zeichnen.
Einige wichtige Aquivalenzen sind:

] ﬁ(A/\B)@ﬁA\/ﬁB

o (AVB)& -AAN-B

Beweis durch Wahrheitstabelle:

A | B | AV B | ﬁ(A\/B) | —-A | -B | -AAN-B
w | w w f f f f
w | f w f f w f
f|w w f w f f
f|f f A w A w

In der vierten und siebten Spalte haben wir denselben Wahrheitswerteverlauf.

e (A-B)&-AVEB
° ﬁ(A—)B)@A/\ﬁB
e A+ B&—-B—-A

e A B& (A— B)AN(B— A)

Anmerkung. Es ist enorm wichtig zu verstehen, was diese logischen Aquivalenzen
inhaltlich bedeuten. Sie werden h&ufig in mathematischen Beweisen benutzt.

Notwendige und hinreichende Bedingungen

A und B seien zwei Aussagen und die Aussage A — B sei wahr. Dann heifst A
eine hinreichende Bedingung fir B (d.h. falls A wahr ist, so ist auch B wahr)
und B heift eine notwendige Bedingung fir A (d.h. A kann nur gelten, wenn
auch B gilt)

Beispiel 1.3. Wenn es regnet, dann ist die Strafle nass.
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1.1.2 Quantoren und quantifizierte Aussagen

Wir betrachten Sétze P(z,y, z, . . . ), die von gewissen (ungebundenen) Variablen
Z,Y, 2,... aus bestimmten Grundgesamtheiten (,,Universen“) abhéingen.

Beispiel 1.4. x stehe fiir eine reelle Zahl (oder fiir eine rationale Zahl oder auch
fiir eine ganze Zahl). Dann konnte P(z) der Satz ,a > 1“ sein.

Diese Satze sind an sich keine Aussagen, sondern werden zu Aussagen, indem
man die Variablen quantifiziert (bindet). Die beiden wichtigsten Quantoren sind
Jfur alle (in Zeichen: V) und ,es gibt/ existiert ein“ (in Zeichen: 3).

Bemerkung. Weitere Quantoren sind ,es gibt genau ein® (in Zeichen: 3!) und ,es
gibt kein“ (in Zeichen: A).

Beispiel 1.5. Wir konnen dann die Aussagen ,Vz: z > 1¢ und ,Jz: x > 14
bilden. Erstere Aussage ist falsch, wihrend die zweite Aussage wahr ist.

Ist mehr als eine Variable quantifiziert, so kann es auf die Reihenfolge der Quan-
toren ankommen. So sind im Allgemeinen die Aussagen ,Vz3y: P(z,y)* und
»JyVa: P(x,y)* nicht logisch dquivalent.

Beispiel 1.6. Eine Mutter mit drei Kindern, 12, 5 und 2 Jahre alt. Die Aussage
der Mutter

e In diesem Schrank gibt es fiir jeden von euch eine Hose, die passt.”
ist klar verschieden von
e _In diesem Schrank gibt es eine Hose, die euch allen passt.”

Erstere Aussage hat eine Chance, wahr zu sein, wahrend die zweite Aussage
gewiss falsch ist.

V-Quantoren allerdings diirfen beliebig vertauscht werden. Selbiges trifft auf 3-
Quantoren zu:
VaVy: P(x,y) < YyVa: P(x,y)

J2Fy: P(x,y) & JyJz: Pla,y)

Negation quantifizierter Aussagen

Beim Negieren wird 3 zu V, und umgekehrt, das Zeichen — rutscht dabei von
links nach rechts durch:

—Va: P(z) < Jx: -P(x)

—3Jx: P(z) & Va: -P(x)

Beispiel 1.7. Ein etwas komplizierteres Beispiel ist:

—VaIyVz: P(x,y, z) & JaVyIz: - P(z,y, 2)
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Anhang zu Abschnitt 1.1: Die axiomatische Methode in der
Mathematik

Es gibt Aussagen in der Mathematik, die sich weder beweisen noch widerlegen
lassen, und das sind die Axiome. Ein bekanntes Beispiel ist das Parallelenaxiom
in der ebenen Geometrie:

»Zu jeder Geraden und jedem Punkt nicht auf dieser Geraden gibt es genau eine
zu der gegebenen Geraden parallele Gerade durch diesen Punkt.*

Dieses Axiom hat sich als unabhéngig von den anderen in Euklids , Elementen*
angegebenen Axiomen herausgestellt. Die Geometrie ldsst sich widerspruchsfrei
aufbauen sowohl wenn man dieses Axiom annimmt (Euklidische Geometrie) als
auch wenn man sein Gegenteil annimmt (Nichteuklidische Geometrien). Ein Bei-
spiel fiir Letztere ist die Geometrie auf einer Kugeloberfliche (sphéirische Geo-
metrie). Dort schneiden sich zwei beliebige, aber verschiedene Geraden (Grofs-
kreise) in zwei Punkten.

Das typische Vorgehen in der modernen Mathematik besteht darin, dass einer
Theorie die Tatsachen als Axiome vorangestellt werden, die man als wahr anneh-
men mochte und bei denen sich weder die Aussage selbst noch deren Gegenteil
aus anderen, vorherigen Axiomen ableiten lasst.

1.2 Mengenlehre

Wir geben hier keine exakte Einfiihrung in die Mengenlehre, sondern erinnern
an einige Grundtatsachen.

1.2.1 Mengen und Mengenoperationen

Im Folgenden bezeichnet

e N= {1, 2,3,... } die Menge der natiirlichen Zahlen,

Ng = {0, 1,2,3,... } die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen,

e 7 die Menge der ganzen Zahlen,

Q die Menge der rationalen Zahlen,
e R die Menge der reellen Zahlen.

Wir bezeichnen allgemein Mengen mit lateinischen Grofsbuchstaben, z. B. mit
M oder N.

Fiir unsere Zwecke ist es ausreichend, von einer Grundgesamtheit (Universum,
Allmenge) von zur Verfligung stehenden Elementen auszugehen und Mengen
durch die Angabe einer Eigenschaft, die alle Elemente dieser Menge besitzen,
zu spezifizieren. Beispielsweise

M = {:c ‘ P(x)},

wobei P(z) ein Satz im Sinne von Abschnitt 1.1.2 ist und die Variable z aus
unserem Universum genommen wird. Die Menge M besteht dann genau aus den
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Elementen z, fiir die P(z) zu einer wahren Aussage wird. Insbesondere erhélt
man die leere Menge ) mittels eines widerspriichlichen Satzes:

0={z|z#a}.

Ein Element « kann entweder zu einer Menge M gehoren (wenn P(z) fiir dieses
2 wahr ist) oder nicht (wenn P(z) fiir dieses x falsch ist). Im ersten Fall schreibt
man z € M, wahrend man im zweiten Fall z ¢ M schreibt.

Beispiel 1.8. Ny = {x ‘ T E€LNT > 0}. Dies schreibt man kiirzer als Ng = {ac S

Z|z >0}

Es seien die Mengen M = {z | P(z)} und N = {z | Q(z)} gegeben. Die
Menge M heikt eine Teilmenge von N (in Zeichen: M C N), wenn die Aussage

Va: P(z) — Q(x) wahr ist.

Beispiel 1.9. NC Ny CZCQCR.

Man kann die folgenden Mengen bilden:
e (Durchschnitt) M NN = {z | P(z) A Q(z)}
Beachte die Ahnlichkeit der Notationen A und N.
e (Vereinigung) MUN = {z | P(z) v Q(z)}

e (Differenz) M\N = {a | P(z) A —Q(x)}

Im Fall N C M heifst M\N auch das Komplement von N in M.

Diese Operationen stellt man in sogenannten Venn-Diagrammen dar, z. B.

TR
R

]

%
XA
DK
N
&
ﬁ&#
QIR
35503
&%
%
XX
%
5%

5
XXX
ool
o
&
S
%,
XX

2
X
%
o
2

X
KO
5%
K
9%
X
o
%
&
%
&
¥
5
X
o
%

S
X
Ve
0%
5
S
%S
5
%
o
9.

X
2%

L
&
X
X
KKK
2
&
ot
ot
%
&
o,
2,

o
o2
K

9,
55
&

XX
KRR
K%
2
K
5

XK

%
&,

X
XK
R
558
S8
XK
L&
&S
K
58

bePe%s

et
X3
LRRKS
9,
&

%%

R
XK

&
0
%
%
&
200
%
25
&
0o
%
&
000
%

oo
X5
SRR

0%
2

<
%

5%
3K

7>
5
000

%

5V

%
<>
o
o,
&
2
ﬁb
3
%
ot
%S
&
o
&
‘0
et
000
X
3
000
5%
&%

>
000
.
9

%
X X
%S
%
X%
o
55
o
XS

O

KK LIRS
1 0000000000002 090 0.9:9:0.9,9 4
QUKKERIXE RUARKLKKS

&
%

M

>
R
RRXXRS
RS

R
28

TN
XX
XK
XKL
LKKES
KKK

96%%:%%
000690099

o,
LK
RENKER
Jodedode
KK
2900000,

KKK
be!
02

%
',
%%

%
D

%%

b

£
K>

M

Abbildung 1.1: Venn-Diagramme

In diesen Diagrammen stehen die Kreise fiir Mengen, wiahrend die Punkte in
den Kreisen die Elemente der jeweiligen Menge symbolisieren.

Es lassen sich Durchschnitte und Vereinigungen von beliebig vielen Mengen
bilden. Ist {M,},cz eine Familie von Mengen, indiziert durch eine Menge Z, so

schreibt man (1,.; M, fiir den Durchschnitt dieser Mengen und J

deren Vereingung.

Weitere Konstruktionen mit Mengen

ver M, fiir

o (Kartesisches Produkt) M x N = {(z,y) | P(z) A Q(y)}, wobei (z,y)

ein geordnetes Paar ist.
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¢ (Potenzmenge) Fiir ein gegebenes M ist 2 die Menge aller Teilmengen
von M, z.B.

2™ = {0, {1}, {2}, {3}, {1.2}.{1,3}, {23}, {1,2,3}}

fiir M = {1,2,3}.

Insbesondere [2M| = 8 = 23 fi [M| = 3, wobei |M| die Méchtigkeit von M
bezeichnet. Allgemeiner [2M| = 2/M1,

Die Maichtigkeit einer Menge

Definition 1.10. Zwei Mengen M, N heifsen gleichmdchtig, falls es eine bijek-
tive Abbildung M — N gibt.

Beispiel 1.11. Die Mengen N, Z und Q sind gleichmé&chtig;:

e Gleichméchtigkeit von N und Z:
1 2 3 4 5 6 7
A

o 1 -1 2 -2 3 -3

o Gleichméchtigkeit von N und Q:
Die Hohe der rationalen Zahl r/q, p, q € Z teilerfremd, q > 0, sei |p| + q.
Es gibt nur endlich viele rationale Zahlen einer gegebenen Hohe, z. B.
Héhe 1: 0 = 0/1,
Hohe 2: 1 =1/1, —1 = —1/1,
Hohe 3: 2 = 2/1, 1/2, —1/2, —2 = —-2/1

Usw.

Eine mogliche Abzéhlung der rationalen Zahlen ist dann wie folgt:

1 2 3 4 5 6 7 8
1 T 17T T 17
0 1 -1 2 1o -1 -2 3
~— ——— ———
Hohe 1 Ho6he 2 Ho6he 3 Hoéhe 4

Definition 1.12. Eine Menge heifst abzdhlbar unendlich, falls sie gleichméchtig
ist mit der Menge der natiirlichen Zahlen N. Sie heifst abzdhlbar, falls sie endlich
oder abzéhlbar unendlich ist. Andernfalls heifst sie uberabzihlbar.

Die Méchtigkeit (Anzahl der Elemente) einer endlichen Menge M bezeichnen
wir mit |M| (auch #M ist gebrauchlich).
Wir haben den folgenden wichtigen Satz:

Satz 1.13. Die abzdhlbare Vereinigung abzdhlbarer Mengen ist abzdhlbar.
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1.2.2 Aquivalenzrelationen

Definition 1.14. Eine Relation R zwischen zwei Mengen M und N ist eine
Teilmenge von M x N, R C M x N. Ft Paare (z,y) € R schreibt man x ~g y
und sagt, dass x und y in der Relation R zueinander stehen.

Definition 1.15. Es sei R eine Relation zwischen M und sich selbst. Dann
heiftt R eine Aquivalenzrelation auf M, falls

(1) (Reflexivitit) Vze M:x ~p x.
(2) (Symmetrie) VeeMVye M:xz ~gy—y~pg 2.

(3) (Transitivitdt) Vee MVye MVze M:z ~gp yAy ~r 2 = & ~p 2.

Ist R eine Aquivalenzrelation, so schreibt man auch z = y (mod R) anstelle
r ~RY.

Satz 1.16. Eine Aquivalenzrelation R induziert eine disjunkte Zerlegung von
M in sogenannte Aquivalenzklassen [z]r. Dabei ist [x]g = {y eM | Y ~R z}

Beweis. Es gilt x € [z]g fur alle + € M und fiir zwei beliebige Elemente = €
M, y € M gilt entweder [z]gr = [y]r (Wwenn z ~g y ) oder [z]g N[y]lr = O (wenn
T oRY ).

x heifit ein Vertreter oder Reprisentant der Aquivalenzklasse [z]. Die Menge
der Aquivalenzklassen wird mit M/R bezeichnet. Es gibt dann die kanonische
Abbildung

M — M/R, xw [z]g.

Beispiel 1.17. Sei M = 7Z, m € N und x ~g y genau dann, wenn m ein Teiler
von x —y ist (d.h. z =y (mod m)). Der Raum M/R ist dann offenbar der
Ring Z/mZ = {[0], [1], ..., [m — 1]} und besteht aus genau m Elementen.

1.2.3 Ordnungsrelationen

Definition 1.18. Eine Ordnungsrelation R auf einer Menge M ist eine Relation
von M nach M mit den folgenden Eigenschaften:

(1) (Reflexivitit) Va: x~pg x.
(2) (Antisymmetrie) Ve Vy:ax ~gpyAy~pgz—>x=y.

(3) (Transitivitéit) Ve VyVz:x ~p YAy ~r 2 = X ~pR 2.

Im Falle einer Ordnungsrelation schreibt man auch x <p y oder x < y anstatt
x ~gy. ¢ <yund x # y wird mit z < y ausgedriickt.
Das Paar (M, <) heifit eine geordnete Menge.

Beispiel 1.19. Die Enthaltenseinrelation ,,C* ist eine Ordnungsrelation auf der
Potenzmenge 2 einer Menge M. Das kleinste Element beziiglich dieser Ord-
nungsrelation ist die leere Menge ), das grofite Element ist M.
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Definition 1.20. Eine geordnete Menge (M, <) heifit total geordnet (oder linear
geordnet), falls fiir je zwei Elemente x, y € M entweder x < y oder y < x oder
r =y gilt.

Beispiel 1.21.
(a) Die Mengen N, Ny, Z, Q, R sind total geordnet.

(b) (2M, C) ist nicht total geordnet, falls [M]| > 1.

1.2.4 Abbildungen

Eine Abbildung zwischen zwei Mengen M und N ordnet jedem Element in M
genau ein Element in N zu.

Definition 1.22. Eine Relation FF C M x N heifst eine Abbildung zwischen M
und N, wenn es zu jedem x € M genau ein y € N gibt, so dass (z,y) € F. In

diesem Fall schreibt man F: M — N, M N N, usw. sowie y = F(z).

Schematisch:

M N

Abbildung 1.2: Abbildung F' von M nach N

Beispiel 1.23. e Die konstante Abbildung mit Wert yo € N ist M — N,
T — Yo.

e Die identische Abbildung ist idy;: M — M, x +— .

o Weitere Beispiele sind: F: N >N, n+—2n+1, F: N —- Q, n — % -1,
F:R—=R, z— V1422
Abbildungen lassen sich zu neuen Abbildungen verkniipfen. Die Abbildungen

F: M — N, G: N = O ergeben die Komposition (Nacheinanderausfithrung)
G o F: M — O definiert durch (G o F)(z) = G(F(z)):

GoF: M- N %0
(Beachte die Schreibweise in G o F' von rechts nach links.)

Definition 1.24. (a) Die Abbildung F': M — N heifit injektiv, falls fiir z, y €
M aus F(z) = F(y) die Gleichheit z = y folgt.

(b) Die Abbildung F': M — N heilt surjektiv, falls Vy € N 3z € M: F(x) = y.
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(c) Die Abbildung F': M — N heilt bijektiv, falls sie gleichzeitig injektiv und
surjektiv ist.

Satz 1.25. Die Abbildung F: M — N ist genau dann bijektiv, wenn es eine
Abbildung G: N — M mit Go F =idy, F oG =idy gibt.

Die sogenannte Umkehrabbildung G ist dann eindeutig bestimmt, man schreibt
G=r"1.
Suprema und Infima

Es sei (M, <) eine geordnete Menge, S eine Teilmenge von M.
Definition 1.26.

(a) Ein Element b € M heifst eine obere (untere) Schranke von S, falls Vo €
S:x<bMVzreS:x>0D)gilt.

(b) S heift nach oben (nach unten) beschrankt, falls es eine obere (untere)
Schranke gibt. S heifit beschrdnkt, falls S sowohl nach oben als auch nach
unten beschrankt ist.

(c) Die kleinste obere Schranke (grofite untere Schranke) von S (falls existent)
heifit das Supremum sup S (Infimum inf S).

Bemerkung. Existiert sup S (inf S) und gehort sup S (inf S) zu S, so heifst dieses
Element das Mazimum (Minimum) von S (in Zeichen: max S (min S)).
Beispiel 1.27.

(i) Sei M =Qund S ={z €Q ‘ x < /2}. Dann ist S nach oben beschrénkt
(eine obere Schranke ist beispielsweise 2), aber sup S existiert nicht.

(ii) Die Relation p|q (p ist ein Teiler von ¢) ist eine Ordnungsrelation auf
der Menge N der natiirlichen Zahlen. Fiir jede endliche Teilmenge S C N
existiert beziiglich dieser Ordnungsrelation sup S (das kleinste gemeinsame
Vielfache), fiir jede (beliebige) Teilmenge S C N existiert inf S (der grofte
gemeinsame Teiler).

1.3 Die reellen Zahlen

Wir betrachten jetzt die Menge R der reellen Zahlen genauer.

1.3.1 Die Axiome der Menge der reellen Zahlen

Wir beginnen damit, die Menge R der reellen Zahlen axiomatisch zu charakte-
risieren.

Arithmetik

R ist ein Korper, d. h. auf R sind Operationen +: R x R =+ R, o: R x R = R,
— R — R, 71: R\{0} — R\{0} und zwei ausgezeichnete Elemente 0 und 1,
0 # 1, erkldrt, so dass Folgendes gilt:
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Axiome der Addition

(Al) Vo, yeR: x4+ y =y +x,

(A2) Vo, y, zeR: (z+y)+z=a+ (y + 2),
(A3) Ve eR: 24+ 0=0+z ==z,

(Ad) Ve eR:z+ (—2) =(—z)+2=0.

Das heifst, beziiglich der Addition bildet R eine kommutative Gruppe mit neu-
tralem Element 0.

Axiome der Multiplikation

(M1) Vz, y € R: zy = yx,

(M2) Vz, y, z € R: (zy)z = z(yz),

M3) VzeR:z-1=1 -z =z,

(M4) Vo €R, 2 #0:x-a =271 2 =1

Insbesondere ist beziiglich der Multiplikation R\ {0} eine kommutative Gruppe
mit neutralem Element 1.

(D) Die Multiplikation ist distributiv iiber der Addition, d.h. Vz, y, z € R:

x(y+z2)=ay+zz, (r+y)z=u1xz+yz

Ordnungsaxiome

Der Korper R ist total geordnet, d.h. auf R gibt es eine Totalordnung < mit
den zusétzlichen Eigenschaften

(O1) Vz, y € R: z > 0, y > 0 impliziert  +y > 0.

(02) Vz, y € R: z > 0, y > 0 impliziert zy > 0.

(03) Vz, y € R: z > y genau dann, wenn x — y > 0.

Diese Axiome unterscheiden die reellen Zahlen noch nicht von den rationalen

Zahlen. Wir benétigen dazu das Vollstandigkeitsaxiom.

Vollstéandigkeitsaxiom:

Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Menge S reeller Zahlen besitzt ein Su-
premum sup S.

Das Beispiel 1.31 (i), zeigt, dass dieses Axiom in den rationalen Zahlen nicht
gilt.
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1.3.2 Konstruktion der reellen aus den rationalen Zahlen:
Dedekindsche Schnitte

Wir zeigen jetzt konstruktiv, dass die Axiome aus dem vorigen Abschnitt in sich
konsistent (widerspruchsfrei) sind, indem wir ein Modell der reellen Zahlen aus
den rationalen Zahlen konstruieren.

Die grundlegende Idee ist einfach: Wir identifizieren eine reelle Zahl & mit der
Menge (—o0,@)NQ = {r € Q | » < @} (Intervalle (—oo, @) reeller Zahlen werden
unten diskutiert). Da wir die reellen Zahlen @& an dieser Stelle noch nicht haben
(sondern erst einfithren wollen), geben wir eine intrinsische Charakterisierung
der Mengen {r e Q | r < &} in der folgenden Definition, filhren dann die
notwendigen Operationen und Relationen auf diesen Mengen ein und weisen
schliesslich nach, dass die Axiome erfiillt sind.

Definition 1.28. Ein Dedekindscher Schnitt ist eine Teilmenge o von Q mit
den folgenden Eigenschaften:

(a) a# 0 und o # Q.
(b) Aus r € a und 7’ € Q mit " < r folgt " € a.
(¢) « enthéilt kein groftes Element.

R sei dann die Menge aller Dedekindscher Schnitte. Die rationalen Zahlen Q
betten in die so definierte Menge R vermoge der Abbildung

Q—R, r»—){r’e@lr’<r}

ein. (Letzteren Dedekindschen Schnitt bezeichnen wir wiederum mit r.)
Nochmals: Wir miissen jetzt die Operationen Addition und Multiplikation sowie
die Ordnungsrelation auf R erkldren und iiberpriifen, dass erstens die Axiome
erfiillt und zweitens diese Operationen vertriglich mit denen auf Q sind.

Ordnungsrelation

a < 8 (als reelle Zahlen) <= « C S (als Teilmengen von Q).

Addition

a+ﬂ:{r+s|r€a, SEB}.

Das inverse Element —a zu « beziiglich der Addition ist durch
—a = {s cQ ‘ r 4+ s < 0 fiir eine obere Schranke r von a}
gegeben.
Multiplikation
Gilt a > 0, 8 > 0, so definiert man

Oéﬂ:{te@’E'TGOéﬁ@Jr, Elseﬂﬁ@+:t§rs},
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wobei Q4 die Menge der positiven rationalen Zahlen bezeichnet, und setzt dann
in allen anderen Féllen -0 =0-a =0,

—(a(=p)), fallsa >0, 8<0,
af =4 —((—a)8), fallsa <0, 8>0,
(—a)(—=p), fallsa <0, g<0.

Wir wollen hier nicht alle Axiome iiberpriifen (dass < eine Totalordnung auf
R ist und dass die Axiome (Al)—(A4), (M1)-(M4), (D) und (O1)—(03) erfiillt
sind, folgt leicht aus der Giiltigkeit der entsprechenden Aussagen in Q), sondern
lediglich die Giiltigkeit des Vollstdndigkeitsaxioms nachweisen.

Das geht wie folgt: Es sei S C R eine nichtleere, nach oben beschréankte Teil-
menge. Insbesondere gibt es ein ry € Q, das obere Schranke fiir alle « € S
(betrachtet als Teilmenge von Q) ist. Wir setzen ag = (J,g@ und behaupten,
dass ag = sup S.

Beweis. Offenbar o C ay fiir alle « € S und aus a C § fiir alle o € S und ein
B C Q folgt ag C 8.

Damit geniigt es zu zeigen, dass ag eine Dedekindscher Schnitt ist. Wegen S # ()
ist g # 0, und die Existenz von rq zeigt, dass ap # Q. Eigenschaft (b) aus der
Definition eines Dedekindschen Schnittes ist offenbar gleichfalls erfiillt, und fiir
jedes r € ag gibt es ein a € S mit r € , also auch ein 7’ € o« mit r < 7’ (« ist
ein Dedekindscher Schnitt) und ' € . Folglich gilt auch Eigenschaft (¢). O

1.3.3 Die Betragsfunktion, Intervallschachtelungen und
die Dezimaldarstellung reeller Zahlen

Ab sofort ,vergessen” wir wieder, dass wir die reellen Zahlen als Dedekindsche
Schnitte eingefiihrt hatten und arbeiten nur noch mit den Axiomen. Insbeson-
dere gilt Q C R.

Definition 1.29. Der (absolute) Betrag |x| einer reellen Zahl z ist die Zahl x,
falls z > 0, und —uz, falls x < 0. Der Abstand zweier reellen Zahlen x, y ist

|z —yl.
Beispiel 1.30. |3] =3, |—2] =2, |0] = 0.
Es sei [0,00) die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen.

Satz 1.31. Die Betragsfunktion |-|: R — [0,00) hat die folgenden Eigenschaf-
ten:

(a) Aus |x| =0 folgt z =0.
(b) |2 = ||
(c) (Dreiecksungleichung) |z + y| < |z| + |y|.

Beweis. Lediglich (¢) bedarf eines Beweises. Da die Ungleichung symmetrisch
in z, y ist und da (b) gilt, diirfen wir = = |x| > |y| annehmen. Dann gilt jedoch

[z +yl =2ty <lz[+y|,

und der Beweis ist gefiihrt. O
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Anmerkung. Ersetzt man x, y durch x — y, y — z, so erhélt man
(a’) Aus |z —y| =0 folgt z = y.
(b)) |z —yl=ly — =
@) |z =zl < |z —y[+]y— =2l

Die Eigenschaften (a’)—(c’) werden so zusammengefasst, dass man sagt, dass die
Funktion

d: RxR —=[0,00), (z,y)+ |x—y|
(also d(x,y) = |x — y|) eine Metrik auf R ist.

Intervalle in R

Definition 1.32. Ein Intervall I ist eine nichtleere Teilmenge von R mit der
Eigenschaft, dass aus ¢, d € I, ¢ < d, folgt, dass {x eR ’ c<z< d} C I gilt.

= [e,d]

Es seien a, b € R mit a < b (a < b im vierten Fall). Dann gibt es die folgenden

Typen von Intervallen:
(a,b):{xeR‘a<x<b},
[a,b):{xER‘a§$<b},

(@, { R ‘ < b} endliche Intervalle
a,bl=1qx € a<zx<bp,
[a,b

(-00,a) ={z € R |z <a},
(—00,a] ={z € R|z <a},
(b,00) = {z €R | b <z}, unendliche Intervalle
[b,00) = {z €R | b< z},
(—o0,00) = R.

Die Intervalle (a,b), (=00, a), (b,o0) sind offen, die Intervalle [a,b), (a,b] halb-
offen und die Intervalle [a,b], (—o0,al, [b, 00) abgeschlossen.

Eine runde Klammer heifst also, dass der Endpunkt nicht zum Intervall dazu-
gehort, eine eckige Klammer heiflt, der Endpunkt gehort zum Intervall. Ver-
anschaulicht man die reellen Zahlen auf der Zahlengeraden (wie Sie dies aus
der Schule kennen), so kann man —oo und oo als ideelle Punkte an den beiden
wEnden“ der Zahlengerade verstehen.

b—a ist die Lange des Intervalls in den ersten vier Fillen (im Fall eines endlichen
Intervalls).

Das Vollstéandigkeitsaxiom ist zu der folgenden Aussage dquivalent:

Intervallschachtelungsprinzip

Satz 1.33. Es seien I, Is, Is,... endliche abgeschlossene Intervalle mit I,, 2
Lyt fiir jedes m € N. Dann ist (),-_, Lm nichtleer.
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Bemerkung. 1. Die Forderung, dass die Intervalle I,,, endlich sind, kann nicht
fortgelassen werden.

Beispiel: () °_,[m,o0) = 0. Dies folgt aus dem Archimedischen Aziom:
Vr>0VyeRdneN:nzx>y.

Letzteres wiederum ist eine Konsequenz der {ibrigen Axiome der Menge
der reellen Zahlen.

2. In den rationalen Zahlen gilt das Intervallschachtelungsprinzip nicht. Sei
beispielsweise I,,, = [V2—1,v2+L]firm =1, 2, 3,... und J,, = ,,NQ.
Die Léange von J,, ist %, wird also fiir groffe m beliebig klein. Dennoch
gilt N, Jm = 0. (Es gilt N, Im = {\/5}, aber /2 ist irrational.)

Wir koénnen das Intervallschachtelungsprinzip benutzen, um die Dezimaldarstel-
lung reeller Zahlen einzufiihren.

Beispiel 1.34. Wir betrachten die Zahl
r=13,56742...=1-104+3-1+5-107"+6-1072+7-107%. ..
Dann {z} =, I} mit

=[1-10',2-10",
[13-10°, 14 - 10,
[

[

135-1071,136- 1071,
1356 - 1072,1357 - 1072], usw.

Iy
I
I
I3

Das bedeutet, wir konstruieren sukzessive geschachtelte Intervalle der Langen
10 % fiir k =0,1,2,..., die sich auf 2 = 13,56742. .. ,zusammenziehen".

Im Allgemeinen verfiahrt man wie folgt: Es sei > 0. (Ist < 0, so nehmen wir
die Dezimaldarstellung von —z und versehen diese mit einem Minuszeichen.) Es
sei

T= aoai...0m ;Gme1Gmez-..=ag-10™ +a;-10m" 1 4.
—_———

m + 1 Stellen
vor dem Komma

im Fall m > 0 und

SCZO, 00...00 aoalag...:a0~10m+a1~10m*1+_,_
|m| — 1 Stellen

nach dem Komma

im Fall m < 0 die Dezimaldarstellung von x mit ay € {0, 1,2,..., 9} fir alle k&
und ag > 0. Die ganze Zahl m ist durch 10™ < x < 10™*! eindeutig bestimmt.
Analog dem obigen Beispiel haben wir {z} = ;- I, wobei I}, = [bk -10mk,
(bp +1)- 107”*’“} fir k=0,1,2,...

Die ay, b ergeben sich wie folgt: Es gilt

ag = [wim}, bo = ayp,
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wobei [y] den ganzen Teil einer reellen Zahl y > 0 bezeichnet, d. h. [y] € Ny und
[y] <y < [y] + 1, und wurde by, bereits konstruiert, so

x— by - 10mFk
k41 = {W] , brgt1 = 10by + ag41.

Bemerkung. In Dezimalschreibweise sind die rationalen Zahlen genau diejenigen,
die endliche oder periodische Dezimaldarstellungen haben.

Beispiel 1.35. 1 =0,25, + =0,142857142857... = 0, 142857.
Bemerkung. Es gibt die Nichteindeutigkeit 1 = 0,9 in der Dezimaldarstellung

der Zahl 1, abgeleitet davon 1/4 = 0,25 = 0,249, usw. Obiger Algorithmus
jedoch liefert eine eindeutige Darstellung.

Satz 1.36. Die Menge der reellen Zahlen ist iberabzihlbar. (Insbesondere gibt
es ,iel mehr irrationale als rationale Zahlen.)

Beweis. Angenommen, R ist abzéhlbar. Sei ®: N — R eine Abzéhlung (Bijek-
tion). Wir setzen [ag, bo] = [0,1] und wahlen induktiv fiir £ = 1,2,3,... Inter-
valle [ag,bk] mit [ag,bi] C [ag—1,bk—1] und ®(k) ¢ [ax,bk]. Nach dem Inter-
vallschachtelungsprinzip gilt (N, [ak, bx] # 0. Fiir € ;o [a, bx] gilt jedoch
x # ®(k) fiir alle k =1, 2, 3,.... Das ist ein Widerspruch zur Surjektivitit von
P

Folglich ist R {iberabzéhlbar. [l

Anhang zu Abschnitt 1.3: Aquivalenz des Vollstandigkeits-
axioms und des Intervallschachtelungsprinzips

Wir beweisen, dass das Vollstdndigkeitsaxiom und das Intervallschachtelungs-
prinzip einander bedingen.

(1) Sei das Vollstandigkeitsaxiom erfiillt und sei Iy D Is O I3 O ... mit I,,, =
[@m, bm] eine geschachtelte Folge beschrinkter abgeschlossener Intervalle in R.
Laut Voraussetzung

Das Vollstandigkeitsaxiom liefert die Existenz von

a =Ssupa,;,, b=infb,,
m m

(beachte b = — sup,,, (—bs,)) und offenbar

a1 <az<az<...a<b<---<b3 < by <by.

Damit -
a € ﬂ [@rmy O]
m=1

und ), Im # 0.

(2) Umgekehrt gelte das Intervallschachtelungsprinzip und S C R sei eine nicht-
leere, nach oben beschriankte Teilmenge. Die Menge B der oberen Schranken von
S ist dann nichtleer und nach unten beschriankt (ndmlich durch die Elemente
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von S), wihrend die Menge A der unteren Schranken von B nichtleer und nach
oben beschriankt ist; S C A. Offenbar a < b fiir alle a € A und b € B sowie
R =AUB. (Ist a ¢ B fiir ein reelles a, so a < s fiir wenigstens ein s € S und
daher a < s < b fiir alle b € B, also a € A.)
Dann gibt es nur zwei Moglichkeiten: Entweder AN B = () oder AN B enthélt
genau ein Element.
Wir wollen zeigen, dass die zweite Moglichkeit eintritt: Ist ndmlich ANB = {¢},
so ist ¢ das kleinste Element in B, folglich ¢ = sup S.
Dazu konstruieren wir induktiv Folgen a1, as,as... in A und by, bs, b3,... in B
mit

a; <az <az <--- < b3 < by < by
und

by — a1
bm*am:

2m—1

fiir alle m > 1. Wir wihlen a; € A und b; € B beliebig. Sind a,, € A und
b € B fiir ein m > 1 bereits gewéhlt, so setzen wir

Am + b
Am+1 = Qm, bm—i—l = T;
falls (am + bm) /2 € B, und
Am + b
Am+1 = T’ bns1 = by

andernfalls. Aus dem Intervallschachtelungsprinzip erhalten wir, dass der Durch-
schnitt (°_; [@m, bm] genau ein Element ¢ enthélt. Diese Element ¢ gehdrt of-
fenbar zu AN B. O

1.4 Ungleichungen

Wir beweisen in diesem Abschnitt verschiedene Ungleichungen, die man in der
Analysis haufig benétigt.

1.4.1 Ungleichungen zwischen verschiedenen Mitteln

Es seien a1, as,...,a, positive reelle Zahlen. Dann fiihren wir Mittelwerte wie
folgt ein:
n . .
H= T 1, 5L — harmonisches Mittel
al a QAn,
G = Yajas...a, — geometrisches Mittel

air+ax+---+an

A= — arithmetisches Mittel

n
2 2 ... 2
Q= \/ aptay oo, — quadratisches Mittel
n
Satz 1.37. FEs gilt

min o, <H<G<K<A<SQ< max a;.
1= n 1=1,...,n

=1....n. g=1,...,
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Weiterhin qilt a1 = a2 = --- = a, genau dann, wenn in dieser Kette von
Ungleichungen an wenigstens einer Stelle die Gleichheit gilt.

Bemerkung. Betrachtet man lediglich G, A, @, so kann a; > 0 gelten.

Beweis. Es sei m = min;—1,. ,a; und M = max;—1,. ., a;. Da fiir m = M in
allen obigen Ungleichungen Gleichheit gilt, nehmen wir m < M an und zeigen
die Giiltigkeit strikter Ungleichungen.
(m < H): Es gilt
n n
H = > =
/a1 +---+1/an, = 1/m+---+1/m
—_———

n-mal

(H < G): Mit dem folgenden Beweisschritt (G < A) gilt an dieser Stelle

1 - 1 _
(1/ay,....1/an) ~ G(1/a1,...,1/an)

H:A G.

(G < A): Wir beweisen dies durch Induktion nach n.

n = 1: Es ist nichts zu zeigen.

n—n+1: O.B.d.A.seia, <A<apyr. Dann 0 < (A — a,)(any1 — A), also
anani+1 < A(an + ant1 — A) und nach Induktionsvoraussetzung

a1+t an—1+ (an + ang1 — A)

n

14+1/n
N Jjai...ap—10p0n41 G
> \/al...an,l(an+an+1—A)> \/ =

A=

A Al/n

Folglich gilt A > G.
(A < Q): Folgt aus der Holderschen Ungleichung und wird spéter gezeigt.
(Q < M): Es gilt

Q\/a%+...+a% <\/M2+...+M2M.
n n

Das beendet den Beweis. O

1.4.2 Die Youngsche Ungleichung
Sei p € (1,00) und ¢ = 1%, d. h.
-+-=1
P q
Satz 1.38. Fir alle nichtnegativen reellen Zahlen a, b gilt

aP b
ab < — + —.
p q

Gleichheit gilt dann und nur dann, wenn a? = b.
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Beweis. Im nichtnegativen Quadranten der x, y-Ebene betrachten wir die Kurve
2P = y? (d.h. y = 2P~ bzw. z = y971). Die Fliiche unter dieser Kurve von z = 0
bis 2 = a ist gleich %p (= [y a?~ do = %p | 8)1, analog ist die Fléiche links dieser
Kurve von y = 0 bis y = b gleich % (s. Abbildung 1.3).

Yy zP:yq

a €T

Abbildung 1.3: Zum Beweis der Youngschen Ungleichung

Diese beiden Flachen zusammen sind offenbar wenigstens gleich der Fliache ab
des Rechtecks mit den Ecken (0,0), (a,0), (a,b) und (0,b), also ist ab < % + %,
wobei Gleichheit genau fiir a? = b7 gilt.

1.4.3 Die Holdersche Ungleichung

Sei p € (1,00) und ¢ = ﬁ.

Satz 1.39. Fir alle nichtnegativen reellen Zahlen x1,...,x, und y1,...,yn gilt
T1YL+ 4 Toyn < (x{l’Jr...+$£>1/P(yg+...+yg>1/q'
Gleichheit gilt genau dann, wenn es Konstanten a > 0, § > 0 mit
axy = By!
firallei=1,...,n gibt.2

Beweis. Wir diirfen 2§ + -+ +2f =1 und y{ + -+ + y2 = 1 annehmen, da fiir

1 =+ =x, = 0 bzw. fir y; = --- = y, = 0 die Ungleichung trivialerweise
erfiill ist und wir fiir 2§ + -+ 22 > 0 und y{ + - - + y2 > 0 statt der Zahlen
T1yeeesTnyYl,---,Yn die Zahlen Z1,...,Zn,Y1,. .., Yp mit
T = i i = Yi
T 1 Y 2 1
(af + -+ ah)'” (Wi + -+ i)/

IFlicheninhalte werden wir spéter in diesem Kurs berechnen. Es gibt auch elementare
Beweise der Youngschen Ungleichung.

2Wir konnen nicht einfach yf = ozxf fiir alle ¢ und ein gewisses a > 0 schreiben, da ja
x1 = .-+ = an = 0 sein kénnte, wihrend y; # O fiir wenigstens ein ¢ ist.
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betrachten kénnen.
Sei also ¥ + -+ 22 = y! + .-+ + y2 = 1. Dann gilt mit der Youngschen
Ungleichung

p q
RSV SN AR N R R
p q p q P q
Letzteres wollten wir zeigen. Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn z? = y!
flir alle 3. |
Folgerung 1.40. Sei 0 < p < ¢ und seien x1, ..., T, nichtnegative reelle Zahlen.
Dann
$1‘17+...+$:Z 1/p< .Tlf—l—---—i—l‘% 1/q
() = ()
wobei Gleichheit genau fiir 1 = - -+ = z,, gilt.

Bemerkung. Fir p = 1 und ¢ = 2 ist dies die Ungleichung zwischen dem
arithmetischen und geometrischen Mittel.

Bewets. Es gilt

R L AR B USRS
n n n
- q g\ P/a
pyalr pq/p)p/q( n )@ Pl (aft - tap
= ((xl) oot ) n4/(a—p) n )
woraus die Behauptung folgt. 0

Wir haben die folgende allgemeinere Form der Holderschen Ungleichung: Seien

p, q, r > 0, wobei
1 1 1
=4z
rop q
Satz 1.41. Seien x1,x2,...,%, und y1,Y2,...,Yn beliebige reelle Zahlen. Dann

gilt
n 1/r n 1/p n 1/q
(zmyir) s<zm|p) (zw) .
=1

i=1 i=1
Gleichheit gilt genau dann, wenn es Konstanten o > 0, 5 > 0 mit

alzil” = B lyi|*
fir allei=1,...,n gibt.

Bemerkung. Im Fall p = q = 2, r = 1 heift diese Ungleichung auch die Cauchy-
Schwartzsche Ungleichung.

Beweis. Wegen ﬁ + q/% =1 gilt nach der Hélderschen Ungleichung

n r/P s n r/q
Z |zzyz Z |zz| |yz (Z |zz| ;D/T> (Z |yz q/T)
1=1 1=1

n p / 1/q\ "
< <lez|p> <Z [yl ) ,
=1 =1

und daraus folgt die Behauptung. [l
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1.4.4 Die Minkowski-Ungleichung

Wir betrachten jetzt eine Folge x1,...,x, von n reellen Zahlen als Vektor x =
(ml, . ,xn) € R™. Fiir p > 1 definieren wir

n 1/p
i, (Siar)
=1

Satz 1.42. Fir alle x,y € R™ gilt
lz +yl, <lz|, + lyl, -

Beweis. Fiir p = 1 ist dies die Dreiecksungleichung, es gilt |z; + y;| < |z:| + |yi]
flir alle 3.
Sei deshalb p > 1. Dann gilt mit der Hélderschen Ungleichung

n n
Z|xz+yz|p Z |xl|+|yz |$z+yz|p !
=1 i=1

- n (-1)/p
< (2 ) ) (S ey o)
=1

i=1

also
-1
(lz +ylp)” < (zlp + [ylp) (|2 + ylp)°

und |‘T + ylp S |$|p + |y|p D

Bemerkung. Diese Ungleichung bleibt fiir p = oo richtig, wenn man

setzt.
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Kapitel 2

Folgen, Grenzwerte und
Stetigkeit

2.1 Folgen
Definition 2.1. Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung a: N — R. An-
stelle a(n) schreibt man auch a,,. Die Folge selbst wird mit a1, a2, as,... oder

mit {an}zozl bezeichnet. a, heiltt das n-te Glied der Folge.

Bemerkung. Manchmal beginnt der Zahlindex mit einer ganzen Zahl verschieden
von 1, z. B. in der Folge b_s, b_1, by, b1,...

Beispiel 2.2.

| =

1

1 1 1
) 25 35 45 g
17 07 17 _15 1) 0) 1) -

—_ O

goee

Beachte, dass dieselbe reelle Zahl mehr als einmal (und sogar unendlich oft)
in einer Folge vorkommen kann. Folgen {an}zo:l sind daher von ihren Werte-
bereichen {an ‘ n e N} C R begrifflich zu unterscheiden. Im zweiten Beispiel
ist der Wertebereich die endliche Menge {—1, 0, 1}.

Folgen kénnen durch die Angabe des allgemeinen Gliedes definiert werden, z. B.
{2n"_1 }Zozl ist die Folge %, %, %, ... mit dem allgemeinen Glied a, = 3.
Sie konnen auch rekursiv definiert sein, z. B. ist die Fibonacci-Folge 1, 1, 2, 3,
5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,... durch a1 =1, a2 = 1 und an42 = ap, + apy1 fiir
alle n € N gegeben.

Definition 2.3.

oo

(a) Die Folge {a"}n:1 heifst beschrinkt (nach oben beschrinkt, nach unten be-
schrdnkt), falls es ein M € R mit |a,| < M (ap, < M, M < a,) fiir alle
n € N gibt. In diesem Fall heift M eine Schranke (obere Schranke, untere
Schranke) von {an}zo:1~

(b) Die Folge {an}zo:l heifst monoton wachsend (monoton fallend), falls a,, <
ant1 (an > anyq) fiir alle n € N gilt. Sie heift strikt monoton wachsend
(strikt monoton fallend), falls diese Ungleichungen strikt sind.

27
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(c) Die Folge {an}zo:l heifit nichtnegativ (positiv), falls ihre Glieder nicht-
negativ (positiv) sind.

(d) Die Folge {an}zozl heifst alternierend, falls ihre Glieder abwechselnd nicht-
neagtiv und nichtpositiv sind.

Beispiel 2.4.

e Die Folge 1, %, %, %, %, mit dem allgemeinem Glied % ist strikt
monoton fallend und beschrankt.

e DieFolge 1, 2, 3, 4, 5,... mit dem allgemeinem Glied n ist strikt monoton
wachsend und nach unten, aber nicht nach oben beschréankt.

Diese beiden Folgen sind zudem positiv.

e Die Folge 1, —1, 1, —1,... mit allgemeinem Glied (—1)"*! ist alternie-
rend und beschrankt.

Definition 2.5. Die Folge a1, a2, as,... konvergiert gegen eine Zahl a € R,
falls Ve > 0 3N = N(e) Vn > N: |a — a,| < €. a heift dann der Grenzwert
dieser Folge. Man schreibt a = lim,, oo ay,.

Abbildung 2.1: Konvergenz einer Folge gegen a

In diesem Fall heifst die Folge {an} konvergent, andernfalls divergent. Sie heifit
bestimmt divergent gegen oo (gegen —oo), falls VM € R AN = N(m) Vn >
N:a, > M (a, < M). Man schreibt dann lim,,_, sca,, = 00 (limy,—00a, = —00).
Andernfalls heifst die Folge unbestimmt divergent.

1
3

Beispiel 2.6. Die Folge {37:12 }2021 konvergiert gegen

. 1 3n+2)—3 2 1
Beweis. Betrachte ‘g - 3n12‘ = ‘(;(37112)" = gr7s < 1n- Zu gegebenem € > 0
wahlen wir eine ganze Zahl N > 4i€ und erhalten % — 37:;2‘ <efirmn>N. O

Satz 2.7.
(a) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

(b) Konvergente Folgen sind beschrinkt.
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Beweis.

(a) Die Folge {a"}n:1 habe die beiden Grenzwerte a und b. Sei € > 0 gegeben.
Dann |a — a,| < € und |b — a,| < e fiir hinreichend grofies n. Dann auch
la —b] <la—an|+ b — an| < 2e. Da dies fiir beliebiges € > 0 gilt, erhalten
wir [a — b =0 und a = b.

o0

(b) asei der Grenzwert der Folge {an}zozl und N = N(1). Dann ist eine Schran-
ke von {an}zozl gegeben durch

max{|a1|, laz|, ..., lan-1], 1+|a|},
da
anl < lan — al +Ja] <1+ o
fir n > N.
O

Satz 2.8. Die Folge {an}zo:l und {bn}zozl seien konvergent mit den Grenz-
werten a bzw. b. Dann gilt:

(a) lim,—ooca, = ca fir jedes ¢ € R.
(b) limy,—o0(an £b,) =a =+ 0.

(¢) limy,—ooanb, = ab.

(d) 1imn_>oo‘g—: =%, falls b # 0.

Bemerkung. Die Aussage beispielsweise in (b) ist so zu lesen, dass aus der Kon-
vergenz der Folgen {an} und {bn} die Konvergenz der Folge {an + bn} folgt
und dass deren Grenzwert gleich a + b ist. Analog fiir die Folge {an — bn}.

Zu (d): Gilt b # 0, so b, # 0 fiir n > N mit einem gewissen N, so dass ab
diesem Index N die Folgenglieder ‘Z—: wohldefiniert sind.

Beweis. Wir beweisen lediglich (c), der Rest ist analog.
Sei sup |an| = A < co. Weiterhin sei fiir € > 0 ein N = N(e) mit |a —a,| < €
und |[b — b,| <€ fiir n > N gewiihlt. Dann
lab — anby| < |lab — anb| + |anb — anby|
— Ja— an Bl + an] [b — bu| < [ble + Ae = (A+ [B])e.
Da (A + |b|e) fiir geeignetes € > 0 beliebig klein gewdhlt werden kann, folgt die
Behauptung. [l

Diese Regeln gelten teilweise auch fiir bestimmt divergente Folgen, wenn man
definiert:
c+ oo = oo fiir jedes ¢ € R,
00 + 00 = 00,
c-00 =00 fiir jedes ¢ > 0,
00 - 00 = 00,

(71) $ 00 = —00,

) fiir jedes c € R.
00
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Beispielsweise bedeutet die Regel ¢ + oo = oo, dass fiir Folgen {an}, {bn}
und lim,a, = ¢, limy b, = oo die Folge {an + bn} bestimmt gegen oo
divergiert; lim,, o0 (an + by,) = 0.

Andere Regeln lassen sich aus diesen Regeln ableiten, z. B.

(—00) 00 =(=1) 00-00=—00,

c—00=—(—c+00) =—00.

Ausdriicke wie oo — 00, 0+ 00, 22 bleiben unbestimmt.

Um zu sehen, weshalb etwa der Ausdruck co — co unbestimmt ist, betrachten
wir die Folgen {a,}, {bn} mit a, = n?+cp, b, = n?, wobei die Folge {c, } der
Bedingung ¢,, > —n fiir grofe n geniigt. Dann lim,,_,a, = lim, _ b, = 0.
Jedoch ist fiir das Konvergenzverhalten der Folge {an — bn} = {cn} salles mog-
lich (Konvergenz gegen ein beliebig vorgegebenes ¢ € R, bestimmte Divergenz
gegen +o0o, unbestimmte Divergenz).

Satz 2.9.
(a) Konvergente, nichtnegative Folgen haben einen nichtnegativen Grenzwert.

(b) Gilt a,, € [, B] ab einem gewissen Index N (d. h. firn > N) und konver-
giert die Folge {an}, so gehort ihr Grenzwert zum Intervall [o, B].

. . o] . .
Beweis. Es sei {an}n_ eine konvergente Folge, a = lim,,_,sca4,.

1

(a) Gilt a,, > 0 ab einem Index N, so gilt
a>ap—la—ap| > —la—ay
flir n > N, und dies kommt der Null fiir groffe n beliebig nahe. Also a > 0.

(b) Die Folge {an - a} ist nichtnegativ fiir grole n, also a —a > 0 und a > «.
Die Folge {ﬂ — an} ist nichtnegativ fiir grofte n, also § —a >0 und a < 3.

O

Bemerkung. Strikte Ungleichungen bleiben im Limes im Allgemeinen nicht er-
halten. So ist die Folge {%} positiv, jedoch limn_,w% =0.

Satz 2.10. Beschrinkte monotone Folgen sind konvergent.

Beweis. O.B.d. A. (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) sei die Folge {an}
monoton wachsend. Geméf des Vollstandigkeitsaxiomes existiert a = sup,,a,.
Sei € > 0. Dann ist a — € keine obere Schranke der Folge {an} (da a die kleinste
obere Schranke ist), also a — € < ay fiir ein gewisses N. Dann jedoch a — € <
any < ayy1 < ayt2 < -+ < a, insbesondere |a — ap| = a — a, < € fir alle
n > N und a = lim,a.,. O
Beispiel 2.11. Definiere by = 3 und by, 41 = b

2 4 % fiir n € N. Man berechnet

by =3, by=2,5, by =245, by =2,4495, usw.

Wir behaupten, dass die Folge {bn} strikt monoton fallend ist und gegen /6
konvergiert.
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Beweis.

(a) b, > /6 fiir alle n. Dies ist klar fiir n = 1 und folgt induktiv fiir alle
anderen n: b, > /6 impliziert b2 — 2/6b,, + 6 = (bn, — \/6')2 > 0, also
bn+1 = %1 + % > \/6

6—b2
5= < 0.

(b) Dann jedoch ist by,11 — by, = —% + % =

(¢) Somit ist die Folge {b,} strikt monoton fallend und nach unten beschréinkt
(beispielsweise durch v/6). Also existiert b = lim,,_,ooby, und indem wir in
der Beziehung

b, 3
b1 = —+ —
=gt
zur Grenze fiir n — oo iibergehen, erhalten wir
b 3
b=-+-.
2 * b

Folglich % = %, b2 =6 und b = v/6 (letzteres wegen b > /6).

2.2 Cauchyfolgen
Definition 2.12. Eine Folge {an}f;l heift Cauchyfolge, falls Ve > 0 IN
VYm,n > N: |am — an| < e
Lemma 2.13. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.
Beweis. Sei lim,_,.ca, = a. Fiir ein gegebenes ¢ > 0 wihlen wir N, so dass
la — an| < €/2 fir alle n > N. Dann gilt

|am —an| <la—am|+a—an| <e
fir alle m, n > N. [l
Unser erstes Hauptresultat in dieser Vorlesung wird sein, dass umgekehrt jede

Cauchyfolge konvergiert.

Bemerkung. Dieses Resultat benutzt das Vollstdndigkeitsaxiom (beim Beweis,
dass monotone beschrinkte Folgen konvergent sind) und gilt nicht in den ratio-
nalen Zahlen.

Ein derartiges Resultat ist sehr niitzlich, kann man doch auf die Konvergenz
einer Folge schliefsen, ohne tatsdchlich ihren Grenzwert zu kennen.

Beispiel 2.14. Die Folge {an} mit a, = Zzzuc_l? konvergiert.

Beweis. Sei e > 0. Wir wihlen N € N mit 1/N < e. Dann gilt fiir n > m > N:
[n = am| = Zk:mﬂﬁ < Zk:erl k(k—1) - Zk:erl <k: 1 E)
(1 1 . 1 1 . 1 1 n
“\m m+1 m+1 m-+2 m+2 m+3

n 1 1y 1 1<1<
n—-1 n/ m n N_e
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Folglich ist {an} eine Cauchyfolge und wir kénnen auf die Konvergenz dieser
Folgen schlieffen, sobald der erwédhnte Satz bewiesen ist. |

Bemerkung. Es ist viel schwieriger zu zeigen, dass die Folge {an} gegen %2 ~
1,6449 konvergiert (L. Euler, 1735 & 1741).

Wie im Fall konvergenter Folgen beweist man:
Satz 2.15. Jede Cauchyfolge ist beschrinkt.

Definition 2.16. Es sei {an}zozl eine Folge reeller Zahlen und {nk}zo:l eine
strikt monotone Folge natiirlicher Zahlen. Dann heifst {ank_}:;l eine Teilfolge
von {an}zozl.
Beispiel 2.17. Ist ny = 2, ng = 3, ng = 7, ng = 11, ..., so erhalten wir die
Teilfolge
az, as, ar, ail, --.-.

von

ay, az, asz, a4, as, ae, a7, as, ag, ,aio, ,a11, ---

Allgemein ist das k-te Glied der Teilfolge {ank};ozl das ng-te Glied der Folge
{an}n:1'

Offenbar gilt: Ist eine Folge konvergent, so konvergiert jede ihrer Teilfolgen (ge-
gen denselben Grenzwert). Umgekehrt haben wir:

Satz 2.18. Ist eine Teilfolge einer Cauchyfolge konvergent, so konvergiert be-
reits die Cauchyfolge.

Beweits. {an}zozl sei eine Cauchyfolge und {ank }:;1 eine konvergente Teilfolge
mit limy_y00n, = a. Sei € > 0. Dann gibt es ein N, so dass |an, — a,| < €/2 fiir
alle m, n > N. Zudem gibt es ein K > N mit |a — ap, | < ¢/2 fiir alle k > K.

Da jedoch ny > k, so gilt fiir alle k > K:
o= axl < Ja = an, |+ Jan, — il < c.
Folglich konvergiert {an}zozl gegen a. O

Wir kommen jetzt zum Beweis des angekiindigten Satzes. Wir bendtigen dazu
folgendes Lemma:

Lemma 2.19. Jede Folge reeller Zahlen besitzt eine monotone Teilfolge.

Beweis. Sei {an}zo:l eine beliebige Folge reeller Zahlen. Es sei P = {n eN ‘
am > ap fur alle m > n} Ist P eine unendliche Menge, P = Uzozl{nk} mit
ng < npy1 fur alle k, so ist die Folge {ank}zozl strikt monoton wachsend. Ist
P hingegen endlich, so sei ny; > sup P. Wegen n; ¢ P gibt es ein ny > n; mit
ano < ani. Wegen ny ¢ P gibt es ein n3 > ng mit ans < ano. Indem man so
fortfahrt, erhédlt man eine monoton fallende Folge {ank }2’;1 [l

Als eine unmittelbare Folgerung daraus und dem Vollsténdigkeitsaxiom erhalten
wir den wichtigen Satz von Bolzano-Weierstrass:

Theorem 2.20 (Bolzano-Weierstrass). Jede beschrinkte Folge enthdlt eine kon-
vergente Teilfolge.
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Ist insbesondere {a,} C [a,b] (diese Schreibweise bedeutet, dass a,, € [a,b] fiir
alle n), so enthélt diese Folge eine Teilfolge {ank}, die gegen einen Grenzwert
in [a, b] konvergiert.

Theorem 2.21. Fine Folge ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-
folge 1ist.

Beweis. (=) Diese Richtung hatten wir bereits gezeigt.

(<) Cauchyfolgen sind beschriankt. Dann benutzen wir den Satz von Bolzano-
Weierstrass und die Aussage, dass eine Cauchyfolge, die eine konvergente
Teilfolge enthilt, konvergiert.

O

2.3 Die Limesmenge einer Folge, oberer und un-
terer Grenzwert

Eine alternative Schreibweise fir lim,,_,,.a, = a ist a,, — a flir n — oo oder
auch a,, — a

R=RU {foo,oo} ist die Menge der erweiterten reellen Zahlen. Wir setzen
(R, <) auf R fort, indem wir —oo < x < oo fiir alle # € R setzen (d.h. es gilt
inf R = —o0, supR = o).

Insbesondere: Jede Teilmenge von R besitzt ein Supremum und ein Infimum in
den erweiterten reellen Zahlen.

Definition 2.22. a € R heifst (eigentlicher) Haufungswert einer Folge {an}zozl,
falls Ye > 0 VN 3In > N: |a —ayn| < e. (Beachte die im Vergleich mit der
Definition eines Grenzwertes von V 3 V zu V V 3 gednderte Quantisierung.)
Analog werden +oo als uneigentliche Hiufungswerte eingefiihrt.

Lemma 2.23. o € R ist Hiufungswert der Folge {an} genau dann, wenn eine
Teilfolge {ank} mit limy_ocan, = a existiert.

Beweis. (=) Sei zuerst a € R. Wihlen eine Folge {e;} C Ry (= (0,00)) mit
limg_o0€x = 0 und fiir jedes k ein ng mit ng > ngx_q fir k > 2, so dass
la — an, | < €. Dann gilt limg_,o0apn, = a.

Die Fille a = o0 sind analog.

(<) Dies ist offensichtlich.
O

Definition 2.24. (a) Die Limesmenge Lim{an} ist die Menge aller Haufungs-
werte der Folge {an}; Lim{an} CR.

(b) Der obere Grenzwert limsup,,a, ist der grofte Haufungswert von {an};
lim sup,,an = sup Lim{an}. Der untere Grenzwert lim inf,,a,, ist der kleinste
Haufungswert von {an}; liminf,a, = inf Lim{an}. (Alternative Schreib-
weisen sind lim,a, bzw. lim,,a,.)
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Beisptel 2.25. Fiir die Folge

13 _15 0) 1) _23 Oa 13 _35 Oa 1) _47 0) 1) _57 07

gilt Lim{an} = {foo, 0, 1}, liminf,a, = —o0, limsup, a, = 1.

Offenbar gilt liminf,a, < limsup,a, und lim,_, a, existiert genau dann,
wenn liminf,a, = limsup,a,. In diesem Fall ist lim,,_, a, gleich diesem ge-
meinsamen Wert.

Weiterhin ist liminf,a, > —oo genau dann, wenn die Folge {an} nach unten
beschrénkt ist.

Wir haben die folgende Charakterisierung;:

Lemma 2.26. limsup,a, = inf,,sup,,>,,an, liminf, a, = sup,,inf,>ma,.

Beuweis (fiir limsup,,a,,). Falls die Folge {a,} nicht nach oben beschréinkt ist,
so ist sup,,>,,an = oo fiir alle n, und wir sind fertig.

Sei also {an} nach oben beschrankt. Dann ist {bm} mit b, = SUDP,, >, G, €IN€
monoton fallende Folge und b = inf,,b,, = lim;;, o0 by, € RU {—oo} existiert.
Sei {ank} eine konvergente Teilfolge von {an}; limg o0 @, = a. Dann gilt
by, > an, fiir alle k und b = limg_yo0 by, > limg_yo0 G, = a. Somit dominiert b
jeden Haufungswert von {an}.

Umgekehrt ist b Haufungswert, denn fiir eine gegebene Folge {ek} C Ry mit
limg oo € = 0 finden wir geméf der Definition der b,, eine strikt monotone
Folge {nk} C N mit 0 < b, —ap, < e fiir alle k, also limg_, o0 any = 0. O

2.4 Die Topologie von R

Definition 2.27. Eine Menge A C R heiflt offen, falls Va € A e > 0 mit
(a—¢€,a+¢€) C A. Eine Menge D C R heifst abgeschlossen, falls R\ D eine offene
Menge ist.

Beispiel 2.28. (a) 0, R sind offen und abgeschlossen.
(b) Offene Intervalle (a,b), (a,0), (—o0,b) sind offen.
(c) Abgeschlossene Intervalle [a,b], [a,00), (—00, b] sind abgeschlossen.

Satz 2.29. (a) Beliebige Vereinigungen und endliche Durchschnitte offener
Mengen sind offen.

(b) Endliche Vereinigungen und beliebige Durchschnitte abgeschlossener Men-
gen sind abgeschlossen.

Beweis. (a) Folgt direkt aus der Definition.

(b) Seien D; fiir ¢ € I abgeschlossene Mengen. Dann ist R\ (D, = J[R\
iel i€l
D;) offen, also ist () D; abgeschlossen. Das Argument fiir endliche Vereini-
iel
gungen abgeschlossener Mengen ist dhnlich.
O

Die Struktur offener Mengen in R ist recht einfach, wihrend die Struktur abge-
schlossener Mengen in R kompliziert sein kann.
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Satz 2.30. Jede offene Teilmenge A C R ist die Vereinigung abzdhlbar vieler,
disjunkter offener Intervalle.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass A die Vereinigung disjunkter offener Intervalle
ist. Da jedes offene Intervall eine rationale Zahl enthilt! und die Menge der
rationalen Zahlen abzdhlbar ist, folgt dann, dass diese Vereinigung abzahlbar
ist.

Fir z € A sei A, das grifite offene Intervall, das x enthélt und ganz in A
enthalten ist. A, ist die Vereinigung aller offenen Intervalle in A, die x enthalten.
Da A offen ist, ist A, nichtleer.

Gilt A, N A, #0 fir z, y € A, so ist A, U A, ein offenes Intervall in A, das
x enthalt, folglich A, U A, C A, und A, C A,. Analog A, C A, und damit
A, =A,.

Somit liefert A = A, die gesuchte disjunkte Vereinigung. O

z€A

Definition 2.31. Es sei a € R.

(a) Jede Menge U, fiir die es eine offene Menge A mit a € A C U gibt, heifft
eine Umgebung von a.

(b) Eine punktierte Umgebung von a ist eine Menge der Form U \ {a}, wobei
U eine Umgebung von a ist.

(¢) Eine (punktierte) Umgebung von oo ist eine Menge U, die ein Intervall der
Form (¢, 00) enthélt. Analog fiir —oo.

Als Néchstes diskutieren wir abgeschlossene Mengen.
Definition 2.32. Es sei B C R.

(a) b € R heilt Hiufungspunkt von B, falls BNV # ) firr jede punktierte
Umgebung V' von b.

(b) b € B heift isolierter Punkt von B, falls b kein Hiufungspunkt von B ist.

Beispiel 2.33. (a) Q hat keine isolierten Punkte. Jede reelle Zahl ist Hiufungs-
punkt von Q.

(b) Z besteht nur aus isolierten Punkten und hat keine Haufungspunkte.
(c) { ’ n € N} besteht nur aus isolierten Punkten und 0 ist einziger Hau-

fungspunkt.

In Anlehnung an die Situation fiir Folgen bezeichnen wir oo als uneigentlichen
Héaufungspunkt von B, falls B nicht nach oben beschrinkt ist, und —oo als
uneigentlichen Haufungspunkt von B, falls B nicht nach unten beschrankt ist.
Sei B C R. Dann gibt es eine kleinste abgeschlossene Menge B, die B enthiilt.
B ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen, die B enthalten und heift
der Abschluss von B.

Satz 2.34. (a) Die Menge B’ aller Hiufungspunkte von B ist abgeschlossen.

(b) B = BUB'. Insbesondere ist B genau dann abgeschlossen, wenn B’ C B.

1Das folgt bespielsweise aus der Dezimaldarstellung reeller Zahlen, wo wir zeigten, dass
jede reelle Zahl beliebig genau durch rationale Zahlen approximiert werden kann.
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Beweis. (1) Wir zeigen zuerst, dass B genau dann abgeschlossen ist, wenn
B' CB.

(=) Sei B abgeschlossen, d.h. R\ B ist offen. Sei a« € R\ B. Dann ist
U = R\ B eine Umgebung von a¢ mit U N B = () und a ist kein
Haufungspunkt von B. Folglich B’ C B.

(<) Sei B C B und a € R\ B. Dann ist a kein Haufungspunkt von B,
d.h. es existiert eine Umgebung U von a mit UN B = @) bzw. U C
R\ B. Also ist R\ B offen.

(2) Wir zeigen als Néchstes (a). Sei b ein Haufungspunkt von B’, d.h. in
jeder offenen punktierten Umgebung U \ {b} von b liegt ein Punkt d aus
B'. Da d Haufungspunkt von B und U \ {b} Umgebung von d ist, gilt
(U\{b})NB #0. Also B” = (B') C B’, und B’ ist abgeschlossen.

(3) Den Beweis, dass B U B’ abgeschlossen und damit gleich B ist, iiberlasse
ich Thnen.
O

Definition 2.35. Es seien A C B Teilmengen von R. Dann heift A dicht in B,
falls A O B.

Beispielsweise sind die rationalen Zahlen QQ dicht in den reellen Zahlen R.

2.5 Grenzwerte von Funktionen

Eine reelle Funktion ist eine Abbildung einer Teilmenge von R nach R.

Definition 2.36. Sei f: I — R eine Funktion, b ein (eigentlicher oder uneigent-
licher) Hiufungspunkt von I, und L € R. Dann hat f den Grenzwert L an der
Stelle b, falls fiir jede Umgebung V von L eine punktierte Umgebung U \ {b}
von b existiert mit der Eigenschaft, dass

FUNpy) NI V.

Eine dquivalente Bedingung ist: Fiir jede Folge {z,} C I'\ {b} mit z,, — b fiir
n — oo gilt f(x,) = L fir n — cc.
Man schreibt: 3151137 f(z)=L.
xzel
Bemerkung. Sind b, L endlich, so bedeutet obige Bedingung;:

Ve>030>0Vxel: |[x—b<d, 2#b = |f(x)—L|<e.

Beispiel 2.37. (a) lim 2° = 4.

r—2
(b) Sei f(z) =z +1 fir x # 1, f(1) = 1. Dann lﬂf(x) = 2, obwohl f(1) # 2

ist.

(c) ili% ] = o©.

(d) lim sin 1 existiert nicht.
z—0 x
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Abbildung 2.2: Graph der Funktion f(z) = 2% mit f(2) =4

3 4
9 4
1 .
/]
t t
0 1 2

Abbildung 2.3: Graph der Fkt. f(z) =2+ 1firax #1, f(1) =1

Ist b endlich und I derart, dass (I \ {b}) N (b—46,b+ ) = (b,b+ ) fiir ein
0 > 0, so schreibt man lin}) f(z) auch als f(b+0) = 1irbnof(x) (rechtsseitiger
xT—r —b+

xzel
Grenzwert). Analog ist f(b—0) = 1iin0f(z) (linksseitiger Grenzwert) erklart.
z—b—

x

Es ist moglich, d li li .
s ist moglich, dass xiﬂof(x)#zjglof(z)
Beispiel 2.38. Sei H die Heaviside-Funktion,

H(z) 1, firx>0
€Tr) =
0, firz<0

Dann lim H(x)=1#0= lim H(x).
r—+0 x——0

Aussagen iiber die Grenzwerte von Folgen iibertragen sich direkt auf Aussagen
iiber die Grenzwerte von Funktionen.

Satz 2.39. I C R habe den (eigentlichen oder uneigentlichen) Hdufungspunkt
beR, f g: 1 — R. Ezistieren limb f(x) und hn%)g(z), so existieren auch die
r— r—

xel el
folgenden Grenzwerte, vorausgesetzt der Wert auf der rechten Seite ist wohlde-

findert (die Werte oo — 00, 0 - 00, usw. sind nicht wohldefiniert):

(a) lim(f(z)+g(z)) = lim f(z) + lim g(x).
xel xzel xzel
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Abbildung 2.4: Graph der Funktion f(z) = 1/||

Abbildung 2.5: Graph der Funktion f(z) = sin(1/x)

(b) Tim (f(2) - g(x)) = lim f(x) - lim g(x).

r—b

xel zel zel
(¢) lim fz) = lim f(z)/ lim g(z).

r—b g(l’) z—b z—b

xel zel zel

Beweis. Folgt aus den entsprechenden Aussagen fiir Folgen. Ist beispielsweise

{z,} I\ {b}, &, — b fiir n — o0, so lim (f(zn)+ g(zn)) = lim f(z,) +
n— 00 n—00

lim g(z,), vorausgesetzt natiirlich, dass der Wert auf der rechten Seite wohl-

n—oo

definiert ist. O

Beispiel 2.40. p(z) = apz™ +a1x2™ 1+ -+ am_12+ ay, sei ein Polynom m-ten
Grades, a; € R, ag # 0. Dann lim p(z) = p(c).
r—c

Ist g(z) = box™ + byx™ ! + -+ + b,_12 + b, ein weiteres Polynom mit g(c) # 0,
5o ist lim 22 — p(e)
e 4(@) " ale)

Satz 2.41. Seien I, b wie oben, f, g, h: I — R mit g(x) < f(z) < h(z) fir
alle x € I. Existieren lin}) g(x) und lin}) h(z) und sind diese gleich L, so existiert
T— T—
el zel
auch lin}) f(x) und ist gleich L.
z—
zel
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Beweis. Sei {xn} c I, z, — b fiir n = oo. Dann g(z,) < f(zn) < h(x,) fir
= L.

alle n und lim g¢(z,) = lim h(z,) =L, also lim f(z,) O
n—oo n—oo n—r oo

Satz 2.42. Sei die Funktion f: (a,b) — R monoton wachsend (fallend), d. h.
Ve, y € R: z <y = f(x) < f(y) (f(z) > f(y)). Dann Ve € (a,b) existieren

i, f(6) wnd i (2)

liminf,~. f(z) +
flo) T *

limsup, . f(z) —+

e

C

Abbildung 2.6: Zum Beweis von Satz 2.42

Beweis. O. B. d. A. sei f: (a,b) = R monoton wachsend, ¢ € (a,b). Die Menge

{f(z) | a < & < ¢} ist nach oben beschréinkt (beispielsweise durch f(c)), also

existiert L = sup,. <. f(z). Dann ist limof(ac) = L, da offenbar fiir jede
r—Cc—

Folge {x, } C (a,c) mit z,, — ¢ fiir n — oo aufgrund der Monotonie f(z,) — L
fir n — oo gilt.
Analog erhélt man lim Of(x) =inf.cn<p f(2). O

Tr—rc+

2.6 Stetigkeit

Sei I C R ein Intervall, f: I — R.

Definition 2.43. Die Funktion f heifst stetig an der Stelle ¢ € 1, falls lim f(x)
xel

existiert und glclzn} fx) = f(o).

f heifst stetig in I, falls f an jeder Stelle in I stetig ist.

Ist ¢ ein Randpunkt von I, z.B. I = [a,b) und ¢ = a, so bedeutet diese Bedin-
gung, dass lin}rof(ac) = f(a) (einseitiger Grenzwert).
r—a

Beachte, dass es zwei Moglichkeiten gibt, um die Stetigkeit an einer Stelle zu
formulieren:

1. {z,} C I, z, — c fiir n — oo impliziert f(z,) — f(c) fiir n — oo,
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2.Ve>030>0Veel: |[z—c <d=|f(z)— f(o)] <e

Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 2.39 ist:

Satz 2.44. Seien f, g: I — R an der Stelle ¢ € I stetig. Dann sind auch die
Funktionen f + g, f-g und f/g an der Stelle ¢ stetig, Letzteres allerdings nur,
wenn g(c) # 0 (f/g muss nicht auf ganz I definiert sein).

Beispiel 2.45. Polynome p(x) sind auf ganz R stetig, rationale Funktionen %

an Stellen = mit ¢(x) # 0.

Die Komposition (Nacheinanderausfithrung) zweier stetiger Funktionen ist wie-
der stetig.

Satz 2.46. Sei f: I — J mit einem Intervall J, g: J — R. Ist f an der Stelle
c €I und g an der Stelle f(c) stetig, so ist go f an der Stelle ¢ stetig.

Beweis. Sei {xn} C I, 2, — ¢ fiir n — oco. Dann f(z,) — f(c) fiir n — oo
wegen der Stetigkeit von f an der Stelle ¢ und g(f(zn)) — g(f(c)) fiir n — oo
wegen der Stetigkeit von g an der Stelle f(c). O

Wir kommen jetzt zu unserem néchsten wichtigen Ergebnis:

Satz 2.47 (Zwischenwertsatz). Sei f: [a,b] — R stetig, L ein Wert zwischen
f(a) und f(b). Dann existiert ein ¢ € [a,b] mit f(c) = L.

Beweis. O.B.d. A. sei f(a) < f(b). Wir konstruieren eine monoton wachsende
Folge {an} und eine monoton fallende Folge {bn} mit a1 =a, by =b, b, —a, =
Qb;‘ll und f(a,) < L < f(by,) fir alle n: Wir setzen a1 = a und by = b. Seien ay,,
by, fiir ein n € N bereits konstruiert und sei d = %=t Gilt f(d) < L, so setzen
wir ap41 = d, b1 = by, andernfalls setzen wir a,4+1 = apn, bpt1 = d.

Sei nun nh_)n;@ ap = nh—>rgo b, = c. Dann gilt f(c) = nh_)n;@ flan) < L und f(c) =
nh_}ngo f(by) > L, daher f(c) = L. O

Satz 2.48. FEs sei I C R ein Intervall und f: I — R sei eine stetige Funktion.
Dann ist f(I) ein Intervall.

Beweis. Ein Intervall I ist eine Teilmenge von R mit der Eigenschaft, dass mit
zwei Punkten a, b € I, a < b, auch alle Punkte dazwischen in I enthalten sind,
also [a,b] C I. Benutze dann den Zwischenwertsatz. O

Bemerkung. Die Intervalle sind nicht notwendig vom selben Typ:
o f(x)=1+3x—23 1= (-1,6,1,6)= f(I) =[-1,3].
o flz)=1/x, I =(0,1) = f(I) = (1,00).

Satz 2.49 (Extremwertsatz). Sei f: [a,b] — R stetig. Dann existieren ¢ und d
in |a,b] mit f(c) < f(z) < f(d) fir alle z € [a,b).

Das bedeutet, dass jede auf einem abgeschlossenen und beschréankten Intervall
definierte stetige Funktion ein Maximum und ein Minimum besitzt beziehungs-
weise dass die Bilder abgeschlossener, beschrankter Intervalle unter stetigen Ab-
bildungen abgeschlossen und beschrankt sind.
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Abbildung 2.7: Graph der Funktion f(z) =1+ 3z — 23

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass f auf [a,b] beschrinkt ist. Angenommen, das
wiire nicht der Fall. Dann giibe es eine Folge {y, }C [a,b] mit |f(z,)| > n fiir
alle n. Gemaf dem Satz von Bolzano—Weierstrass wéhlen wir eine konvergente
Teilfolge {zn, }, Tn, — 2z fiir k — co. Doch dann f(z,,) — f(z) fiir k — oo
wegen der Stetigkeit von f, ein Widerspruch zu | f(zy, )| > ny fir alle k.

Da f beschrankt ist, existieren m = eir[lfb] f(z)und M = sup f(x). Wir zeigen,

rela, z€[a,b]
dass es eine Stelle d € [a, b] mit f(d) = M gibt. Der Beweis der Existenz von c ist
ganzlich analog. Fiir alle n € N gibt es ein x,, € [a,b] mit M —1/n < f(z,) < M.
Geméf dem Satz von Bolzano—Weierstrass gibt es eine konvergente Teilfolge
{®n, }, Tn, — d fiir k — co. Die Stetigkeit von f an der Stelle d ergibt dann
f(d) = lim f(z,) =M,

k—o0

also nimmt f an der Stelle d das Maximum M an. O

Bemerkung. Keine der im Satz gemachten Voraussetzungen darf fortgelassen
werden:

(a) f(z) = 22 hat kein Maximum auf dem Intervall [—1, 2).
(b) g(z) =1/x fiir z # 0, g(0) = 0 hat kein Maximum auf dem Intervall [0, 1].

(c) h(z) = 23 hat kein Maximum auf dem Intervall [0, 00).

Klassifikation von Singularitidten

Die folgende Klassifikation ist nicht erschdpfend. Spéater werden wir weitere Ty-
pen von Singularitéten kennenlernen.
Sei I C R ein offenes Intervall, ¢ € I.

e Hebbare Singularitiaten: f sei auf I\ {c} oder auf I definiert und es gelte
hmof(x) = hn}rof(x) =L € R, aber f(c) # L, falls f(c) definiert ist.
Tr—c

T—c—
Man erhélt eine an c¢ stetige Funktion f : I — R, indem man

o= {1 r st
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setzt.

e Springe: f sei auf I\ {c} oder auf I definiert und es gelte, dass lim o f(z),
r—c—
lin_lIr . f(z) in R existieren, jedoch verschieden sind. Dann hat f einen
Tr—c

Sprung der Héohe f(c+0) — f(c—0) an der Stelle c.

fle+0) +

fle=0) 1

c

Abbildung 2.8: Ein Sprung an ¢

Satz 2.50. Eine monotone Funktion f: I — R, I C R ein offenes Intervall,
hat eine abzdihlbare Menge von Unstetigkeitsstellen, und jede Unstetigkeit ist ein
Sprung.

Bewets. Da wir I als abzahlbare Vereinigung beschrankter abgeschlossener In-
tervalle darstellen konnen, geniigt es den Fall I = (a,b) zu betrachten, wobei
wir annehmen diirfen, dass f(a + 0) und f(b — 0) endlich sind.

Sei f: (a,b) — R monoton wachsend. Wir hatten bereits gesehen, dass f(c —0)
und f(c + 0) fir jedes ¢ € (a,b) existieren; f(c —0) < f(c) < f(c+ 0). Damit
ist f genau dann an der Stelle ¢ stetig, wenn f(c —0) = f(c+ 0) gilt.

Fiir jedes n € N sei D, = {z € (a,b) | f(z +0) — f(z —0) > 1}. Dann ist

D = |J D, die Menge der Unstetigkeitsstellen von f.
n=1
Es geniigt zu zeigen, dass jedes D,, endlich ist.

Genauer gilt: Sei p die grofte nichtnegative ganze Zahl mit £ < f(b—0)— f(a+0).
Dann enthélt D,, hochstens p Elemente.

Angenommen, 1, Z2,..., Tpy1 € Dy und 21 < 22 < -+ < 2p11. Wir wihlen
Zahlen yo, y1,..., Yp+1 mit

a<yo <z <Yy <x2 <Yz <+ < Tpy1 < Ypg1 <.

Dann
p+1 K= L
o < . (f($i+0)_f($i_0))SZ(f(yi)_f(yi—l))

= f(Yp+1) — f(yo) < f(b—0) = f(a+0),

ein Widerspruch. Folglich hat D,, tatséchlich héchstens p Elemente und ist ins-
besondere endlich. |
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Erinnerung (Definition der inversen Abbildung). Seien X, Y nichtleere Mengen,
f: X — Y sei bijektiv. Dann gibt es genau eine Abbildung f~!: Y — X mit
ffl o f = idx, f o f71 =idy.
Beispiel 2.51. e f:R >R, flz) =4-3x = fL:R - R, fiz) =
(4—1)/3.
Das Vorgehen, f~! zu bestimmen, ist wie folgt: Die Gleichung y = 4 — 32
wird nach = aufgeldst, © = (4 — y) 3, dann sind die z- und die y-Variable
vertauschen.

Graphisch:

0 1 2 3 4

Abbildung 2.9: Eine Funktion f und ihre Umkehrfunktion f—!

Man erhilt den Graphen der inversen Funktion f~! durch Spiegelung des
Graphen der Funktion an der Diagonalen y = x.

® g: [0,00) - [0,00), g(:L') =a? :>gil: [0,00) - [0,00), gil(z) - \/E

Die beiden obigen Beispiele gelten allgemein:

Satz 2.52. Sei I C R ein Intervall, f: I — R sei strikt monoton und stetig.
Dann ist J = f(I) ein Intervall, die Umkehrfunktion f=1: J — R existiert und
1st strikt monoton und stetig.

Beweis. f sei strikt monoton wachsend. Da f stetig ist, wissen wir bereits, dass
J = f(I) ein Intervall ist. f ist bijektiv von I auf J, denn z,y € I, z < y
impliziert f(z) < f(y). Also folgt, dass f~1: J — I C R existiert. Weiterhin ist
£~ strikt monoton wachsend, denn wiirde fiir u, v € J, u < v, f~1(u) > f~(v)
gelten, so wire u = f(f_l(u)) > f(f_l(v)) = v, ein Widerspruch.

SchlieRlich ist f~! stetig, denn f=1(J) = I ist ein Intervall und damit hat f~*
keine Spriinge. (|

2.7 Die Topologie von Teilmengen von R

Es sei I C R eine beliebige Teilmenge.

Definition 2.53. A C I heifit (relativ) offen in I, falls es eine offene Menge U
in R gibt, so dass A = INU. D C I heifst (relativ) abgeschlossen in I, falls es
eine abgeschlossene Menge V in R gibt, so dass D =1N7V.
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Beispiel 2.54. Sei I = [1,3). Dann ist die Menge A = [1,2) = I N (0,2) offen
in I, aber nicht in R. Die Menge B = [2,3) = I N [2,00) ist abgeschlossen in I,
aber nicht in R.

Die grundlegenden Tatsachen iiber offene und abgeschlossene Mengen bleiben
giiltig.

Satz 2.55. (i) 0, I sind offen und abgeschlossen in I.

(ii) A C I ist genau dann offen in I, wenn es fir jedes a € A ein offenes
Intervall J gibt mita € J und INJ C A.

(iii) A C I ist genau dann offen in I, wenn I\ A abgeschlossen in I ist.

(iv) Beliebige Vereinigungen und endliche Durchschnitte offener Mengen in I
sind offen in I, endliche Vereinigungen und beliebige Durchschnitte abge-
schlossener Mengen in I sind abgeschlossen in I.

Beweis. Wir zeigen (ii), den Rest des Beweis iiberlasse ich Thnen.

(=) Sei AC I offen in I, a € I. Dann gibt es eine offene Menge U C R mit
A=1INU.SeiJ CU ein offenes Intervall mit a € J. Dann INJ C INU = A.
(«<=) Wir wihlen zu jedem a in A ein offenes Intervall J, mit a € J, und INJ, C
A. Sei U = U,cpJa 2 A Dann ist U offen sowie INU = J,c,(INJo) C A,

CA
also INU = A. O

Man kann die Eigenschaft (iii) dazu benutzen, um den Abschluss B einer Menge
B C I relativ zu I als die kleinste in I abgeschlossene Menge, die B enthélt,
einzufiihren. Es ist leicht zu sehen, dass B! gleich dem Durchschnitt aller in T
abgeschlossenen, B enthaltender Mengen ist und dass B! = I N B gilt.

Bislang hatten wir Stetigkeit einer Funktion f: I — R lokal charakterisiert.
Jetzt 16sen wir uns von der Fixierung eines bestimmten Punktes in I.

Erinnerung. Die Funktion f: I — R heifit stetig in ¢ € I, falls es fiir jede
Umgebungen V' von f(c¢) eine Umgebung U von ¢ gibt mit f(INU) C V.
Aquivalent: V{z,} CI: 2z, = ¢ = f(za) = f(c).

f: I — R heifit stetig, wenn f in jedem Punkt von [ stetig ist.

Satz 2.56. Sei f: I — R. Dann sind dquivalent:
(i) fist stetig.
“Y(U) ist offen in I fiir alle offenen Mengen U C R.

(i

i f
(iii) f=1(V) ist abgeschlossen in I fiir alle abgeschlossenen Mengen V C R.
v)

(i

Hierbei ist f~! {:c el ’ flx) € U} die Menge der Urbilder unter f von
Elementen in U

Fiir alle B C I gilt: f(INB) C f(B).

Beweis. Wir zeigen (i)=-(ii)=-(iii)=(iv).

e (i)=(ii): Sei U C R offen und a € f~*(U). Dann f(a) € U und U ist
Umgebung von f(a). Also existiert eine Umgebung D von a mit f(IND) C
U,also IND C f~1(U) und f~1(U) ist offen relativ zu I.
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e (ii)=-(iii): Sei V C R abgeschlossen. Dann ist I\ f~(V) = f~}(R\ V)
offen in I, also ist f~1(V) abgeschlossen in I.
))-Da f=1(f(B))

B
C f(B).

e (iii)=(iv): B C I impliziert B C f~'(f(B)) € f~*(f(
abgeschlossen in I, INB C f~(f(B)) und f(I N B)
Sei a € I und U eine offene Umgebung von f(a). Dann gilt

o (iv)=(i):
FINFTIRND)) € F(f7HR\U)) CR\U =R\,

d.h. f~YR\U) CINF(R\U) C f~Y(R\U). Also ist f~}(R\ U) =
INf~1(R\ U) abgeschlossen in I und f~!(U) ist offen in I, enthélt a und

geniigt f(f~1(U)) CU.
O

Satz 2.57 (Tietzes Fortsetzungssatz). Set B C U C R, B abgeschlossen, U
offen. Weiter sei f: B — R stetig. Dann existiert eine stetige Fortsetzung

F:R — R wvon f, d.-h. F(z) = f(z) fir alle x € B, so dass F(xz) = 0 fir

allex ¢ U.

YN

%

]

Abbildung 2.10: Konstruktion einer stetigen linearen Fortsetzung
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Beweis. Indem wir F(z) = 0 auf R\ U setzen, diirfen wir U = R annehmen.
(Hierbei ersetzen wir B durch BU (R\ U).)

Weiterhin diirfen wir annehmen, dass B weder nach oben noch nach unten
beschréankt ist. Andernfalls setzen wir F(z) = f(max B) fiir > max B bzw.
F(z) = f(min B) fiir z < min B.

Sei R\ B = |J(an,by,) die Darstellung der offenen Menge R \ B als abzéhlbare

n
disjunkte Vereinigung beschrinkter offener Intervalle. Wir definieren dann

f(bn) — flan)

bn_an

F(z) = (x —apn) + flan), an <z <by.

Die Funktion F(z) ist also linear auf dem Intervall (a,,b,) und ihr Graph
verbindet die Punkte (a,, f(an)) und (by, f(bn)).
Wir zeigen, dass F': R — R stetig ist. Dies ist klar auf R\ B = |J(an, by) und

an allen isolierten Stellen von B. Sei ¢ also ein Haufungspunkt VO% B. Ist ¢ ein
rechtsseitiger Haufungspunkt und e > 0, so existiert ein ¢; € B N (¢, 00) mit
|f(z) — f(c)] <efiirz €lc,c1] N B. Sei x € (¢,c1) \ B und sei k der Index mit
x € (ag,b). Da F linear auf (ag, br) and da ag, bi zu [c, c1] N B gehoren, haben
wir

|F () = F(x)| < max{[f(ax) = f(O)],[f(br) = f(0)[} <€
Also ist F rechtsseitig stetig. Analog zeigt man, dass F' linksseitig stetig ist. O

F heifit eine lineare Fortsetzung von f. In einigen Anwendungen ist es wichtig
zu wissen, dass F' beschrinkt ist mit derselben Schranke wie f.

2.8 Kompaktheit

Definition 2.58. Sei B € R und {Ui}iel sei eine Familie von offenen Teil-
mengen von R. {Ui}iel heiRt eine offene Uberdeckung von B, falls B C |J U;.

{Uj}jGJ heifst eine Teiliberdeckung, falls J C I und B C jLéJJ Uj. “
Beispiel 2.59. Offene Uberdeckungen des Intervalls (0, 1):

o U = {(1/n,1) ‘ n e N}

o Uy ={(1/n,n) ’ n € N}

o Us={(1/r,r) ‘ r>1}

e Us={(-r,1-r)|0<r<1}

o Us = {(0.1)}

Definition 2.60. K C R heikt kompakt, falls jede offene Uberdeckung von K
eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Beispiel 2.61. R = |J (—n,n) = R ist nicht kompakt.
neN
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Bemerkung. Wihrend (beispielsweise) die Abgeschlossenheit einer Menge B eine
Eigenschaft relativ zu einer B umfassenden Menge ist, ist die Kompaktheit eine
Linnere* Eigenschaft.

Satz 2.62 (Uberdeckungssatz von Heine-Borel). K C R ist genau dann kom-
pakt, wenn K abgeschlossen und beschrinkt ist.

Beispiel 2.63. Abgeschlossene endliche Intervalle [a, b] sind kompakt.

Bemerkung. In metrischen Rdumen ist es allgemein richtig, dass kompakte Men-
gen abgeschlossen und beschrankt sind, wihrend die Umkehrung im Allgemeinen
nicht gilt.

Beweis. (=) Sei K kompakt. Wir zeigen, dass K abgeschlossen ist. Den Beweis,
dass K auch beschrankt ist, iiberlasse ich Thnen.

Sei z € R\ K. Fiir n € N definieren wir U, = {z € R | [z —z| > 1}. Die
Mengen U, sind offen und K C R\ {z} = |JU, ist offene Uberdeckung von K.

Es existiert eine offene Teiliiberdeckung, also wegen Uy C Uy C ... gibt es ein
N mit K C Uy. Damit [z — 1/N,z+1/N] =R\ Uy CR\ K und R\ K ist
offen, K also abgeschlossen. O

Den Beweis der Umkehrung bereiten wir vor.
Satz 2.64. FEine abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist kompakt.

Bemerkung. Sei A C D C R und D abgeschlossen. Dann ist A abgeschlossen in
D genau dann, wenn A abgeschlossen (in R) ist.

Beweis des Satzes. Sei K kompakt und D C K abgeschlossen, {UZ} sei eine
offene Uberdeckung von D, D C |JU;. Dann ist {UZ}z U {R \ D} eine offene

Uberdeckung von K wegen

KCR=DU(R\D)C|JUiu R\ D).

Diese Uberdeckung enthiilt eine endliche Teiliiberdeckung, K C |J U;U(R\ D),
JjeJ
|J| < co. Dann jedoch D C |J Uj. O
J€J

Eine Folgerung ist:

Satz 2.65. Beliebige Durchschnitte und endliche Vereinigungen kompakter Men-
gen sind kompakt.

Das néchste Resultat verallgemeinert das Intervallschachtelungsprinzip:

Satz 2.66. K| D Ky D ... sei geschachtelte Folge kompakter Mengen, K, # 0
fiir alle n. Dann () K, # 0.

n=1
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Beweis. Angenommen, () K, = (. Dann
n=1
R=R\§=R\[)K,=[JR\K,).
n=1 n=1
Insbesondere ist {]R \ Kn}zozl eine offene Uberdeckungvon K. Wegen R\ K; C
R\ K3 C ... und der Existenz einer endlichen Teiliiberdeckung gibt es ein N mit
K; CR\ Ky oder K1 N Ky =0 im Widerspruch zu K1 N Ky = Ky #0. O

Beweis der Umkehrung des Uberdeckungssatzes von Heine—Borel.

1. Wir zeigen zuerst, dass abgeschlossene endliche Intervalle kompakt sind.
Sei [a, b] ein derartiges Intervall und U = {UZ} sei eine offene Uberdeckung
von [a, b]. Sei

B = {z € (a,b] | [a, 2] kann durch
endlich viele Elemente aus U/ iiberdeckt werden}.

(a) Es gibt eine Menge U, in U, die a enthilt. Da U, offen ist, gibt es ein
x € (a,b] mit [a,z] C U,, also B # (). Da B nach oben beschrankt ist,
existiert z = sup B.

Noch zu zeigen: z € B (d.h. z = max B) und z = b.

(b) Es gibt eine Menge U, in U mit z € U,. Da U, offen ist, gibt es
ein ¢ € (a,z) mit [¢,z] C U,. Da z = supB und ¢ < z, gibt es
ein x € (¢, 2] N B. Geméh Definition kann [a,x] durch endlich viele
Elemente aus U iiberdeckt werden. Da [z, z] C U, folgt, dass [a, 2] =
[a,z] U [z, 2] durch endlich viele Elemente aus U iiberdeckt werden
kann, also z € B.

(c) Angenommen, z < b. Dann gibt es ein d € (z,b) mit [z,d] C U,.
Jedoch kann [a, 2]U][z, d] durch endlich viele Elemente aus I iiberdeckt
werden, also d € B im Widerspruch zu z = max B. Also z = b.

2. Sei nun K C R abgeschlossen und beschriankt. Dann gibt es ein Intervall
[a,b] D K. [a,b] ist kompakt nach 1. und K ist abgeschlossen, also ist K
kompakt.

O

Das néchste Ergebnis sagt, dass in den reellen Zahlen (Uberdeckungs—)Kompakt—
heit dasselbe ist wie Folgenkompaktheit. Dieses Result gilt allgemein in metri-
schen Raumen.

Satz 2.67. Sei K C R. Dann ist K genau dann kompakt, wenn jede Folge in
K eine Teilfolge enthdlt, die in K konvergiert.

Beweis. (=) Sei K kompakt und {x,} C K. Da K beschrinkt ist, besitzt {x,}
nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass eine konvergente Teilfolge. Da K
abgeschlossen ist, gehort der Grenzwert dieser Teilfolge zu K.

(<) Selbst.
O

Beispiel 2.68. Sei a, — a fiir n — oo. Dann ist die Menge K = {an ‘ n €
N} U {a} kompakt.
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2.9 Gleichmafiige Stetigkeit

Definition 2.69. Sei I C R und f: I — R. f heifit gleichmdflig stetig auf I,
falls Ve > 030 > 0Vz,y e I |[x —y| < d = |f(x) — f(y)| < e

Beispiel 2.70. 1. f(z) = ax + b mit a, b € R ist gleichméRig stetig auf R.

Beweis. Sei a # 0, ansonsten klar. Dann gilt fiir , y € R, |z — y| < €/]q]
mit vorgegebenem e > 0, dass |f(z) — f(y)| = |ax — ay| = |a| |z — y| < e.

2. Die Funktion f(x) = 22 ist nicht gleichmiifiig stetig auf R. Genauer: Fiir
zg € R und € > 0 gilt

1 /
|.’L' _:EO' S 6($0,€) — 5 (— |,’L‘0| + .’I]% +46) =3 ’[1;2 _.’I]%‘ S €,

und §(xo,€) ist die bestmogliche Wahl von 6. Jedoch d(zg,e) — 0 fiir
|zo| — oo bei festem € > 0.

Alternativer Beweis. Sei x = %, y =94+ %. Dann |z —y| < 4, jedoch
|x27y2}:2+52>2. O

Satz 2.71. Sei K C R kompakt, f: K — R stetig. Dann ist f gleichmdfig
stetig.

Beweis. Angenommen, f wire nicht gleichméfig stetig. Dann gibt es ein 1 >
0, so dass fiir alle n € N existieren z,, y, € K mit |z, —y,| < 1/n und
|f(xn) — f(yn)| > n. Fiir eine geeignete Teilfolge {znk} von {zn}, Ty, — 2 fiir
k — oo mit z € K. Dann

1 ..
[Yn, — 2| < |Zny, — Ynp| + |20, — 2] < n—k+|znk—z|%0furk%oo,

also yp, — z fiir k — oo. Da f stetig ist, folgt f(zn,)— f(yn,) = f(z)—f(z) =0
fir k — oo im Widerspruch zu |f(zn, ) — f(yn,)| > n > 0 fiir alle k. O

Das néchste Resultat gibt teilweise eine Antwort auf die Frage, weshalb gleich-
méfkige Stetigkeit wichtig ist.

Satz 2.72. Sei I C R und f: I — R gleichmdflig stetig. Dann existiert eine
stetige Fortsetzung von f nach I, d.h. es gibt eine stetige Funktion F: I — R
mit F(x) = f(x) fir alle x € I. Dieses F ist eindeutig bestimmit.

Beweis. 1. Zuerst definieren wir F. Sei z € T\ I. Dann ist  Hiufungspunkt
von I. Damit gibt es eine Folge {z,} C I mit x, — z fir n — oo.
Wir zeigen, dass {f(z,)} eine Cauchyfolge ist, und setzen dann F(z) =
Sei € > 0. Sei § > 0 so gewdhlt, dass |f(z) — f(y)| < € fiir x,y € I mit
|z —y| < 4. Dann gibt es ein N, so dass |z, — ,| < ¢ fiir alle m,n > N.
Folglich |f(xm) — f(xn)| < € fir alle m,n > N, und {f(z,)} ist eine
Cauchyfolge.
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2. Wir zeigen jetzt, dass F' wohldefiniert ist, d.h. dass F(z) fiir z € T\ I
unabhéingig von der Wahl der Folge {z,} ist.

Sei dazu {y,} C I eine weitere Folge, die gegen x konvergiert. Dann kon-
vergiert die Folge
Z1, Y1, L2, Y2, L3, Y3, - - -

gegen x, also konvergiert nach 1. auch die Folge
f(zl)v f(yl)a f(zQ)a f(yQ)v f('r3)a f(y3)7 RS
und die beiden Folgen {f(z,)}, {f(yn)} haben denselben Grenzwert.

3. Schlieklich wire noch zu zeigen, dass F': I — R stetig ist, doch das iiber-
lasse ich Thnen.
O



Kapitel 3

Differenzierbarkeit

Das Differenzieren einer Funktion ist eine der wichtigsten Operationen in der
Mathematik iiberhaupt.

3.1 Die Ableitung einer Funktion

Definition 3.1. Sei I C R ein Intervall und f: I — R. Dann heifst f an der
Stelle ¢ € I differenzierbar, falls

i £@) = 7€)
i woc

existiert. Existiert dieser Limes, so wird er mit f/(c) (bzw. mit f'(c£0) im Fall,
dass ¢ ein Randpunkt von I ist) bezeichnet.

f: I — R heiflt auf I differenzierbar, falls f an jeder Stelle von I differenzierbar
ist. f’ d:f[ — R heift dann die Ableitung von f. Anstelle von f’ schreibt man
auch 7.

Graph der Funktion y = f(x)
Sekante hat Anstieg w

Tangente hat Anstieg f'(c)

Cc T

Abbildung 3.1: Geometrische Interpretation

Bemerkung. Anstelle des Grenzwertes

i £@) = 1)

Tr—c Tr — C

o1
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kann man auch den Grenzwert

i fle+h)— f(c)
h—0 h

bzw. hlinio w betrachten. (Ersetze z durch = ¢+ h.)
—

Beispiel 3.2. 1. f(x) =+/z, c = 4.

11
= — = 1 c—x -1 1

g'(c) = lim &—¢ = lim . =lim — = —=.
Toe L —C ToeX —C @ XC T—c xC c?

Spéter wird das Berechnen von Ableitungen durch die Benutzung bestimmter
Regeln vereinfacht.

Satz 3.3. Sei I C R ein Intervall, f: I — R. Ist f an der Stelle ¢ € I differen-
zierbar, so ist f an der Stelle ¢ stetig.

Beweis. Wir wollen lim f(x) = f(c) zeigen. Fiir x € I, x # ¢ gilt

Tr—cC

Wegen lim w = f’(c) erhalten wir

Tr—c

lim f(z) = lim (f(c)Jr -~

T—c T—c T —cC
= tim £(0) + im T2 iy 0y = () + £0)- 0= (0

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht.

Beispiel 3.4. Die Betragsfunktion x — |z| ist an der Stelle 0 stetig, aber dort
nicht differenzierbar:

lim M:17&f1: lim M
z—=+0 £ —0 z—=—-0 x—0

Bemerkung. Es gibt sogar stetige Funktionen auf R, die nirgends differenzierbar
sind.

Satz 3.5. Sei I C R ein Intervall, f, g: I — R differenzierbar an ¢ € I. Dann
gilt:

(a) f+ g ist an ¢ differenzierbar, (f + g)'(c) = f'(c) + ¢'(¢).
(b) af fir a € R ist an ¢ differenzierbar, (af)'(c) = Af'(c).
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(c) fg ist an ¢ differenzierbar, (fg)'(c) = f'(c)g(c) + f(e)g'(c).

(d) Falls g(c) # 0, so ist g an ¢ differenzierbar, (5)’(c) = %.

Beweis. Wir zeigen (c), der Rest des Beweises ist dhnlich. Es gilt

f(@)g(x) — fle)g(e) _ flz) = flo) o(z) + £(0) g9(x) —g(c)

Tr —cC Tr —cC Tr —cC

fir x € I, x # c. In der Grenze © — ¢ erhalten wir (fg)'(c) = f'(¢)g(c) +
fe)g'(¢). u

3.2 Einige Beispiele

1. £(a)=0,a€R.

2. L(a*)=kat"1 2R, keN.
Beweis.
xk — ck
lim = lim (zkil +exh 4 F 2 4 ckil) = kL
r—c I — C Tr—c
O
3. d%(:co‘) =ar® 1 2>0, a€R (bzw. z > 0 fiir a > 1).
4. L(sinz) = cosz, L (cosz) = —sinaz.
Beweis.
. sinz—sinc .. 2cos e gin L€
lim —————— = lim ———2 2
xr—cC xr—cC r—cC Tr—cC
. r+c . sin®5E
= lim cos lim —<— = cosc
T—cC 2 r—cC TC
unter Benutzung des Additionstheorems fiir den Sinus und limO 5‘% =1
r—r
(spéter). O

Fiir weitere Beispiele s. Tabelle 3.1.

3.3 Die Kettenregel

Wir wollen jetzt zusammengesetzte Funktionen wie z — vx?* + 222 + 5 ablei-
ten.

Satz 3.6. Seien I,J C R Intervalle, f: 1 — J, g: J — R. Ist f an der Stelle
¢ € 1 differenzierbar und g an der Stelle f(c), so ist g o f an der Stelle ¢
differenzierbar und

(go f)(c) =g (f(e) f'(c).
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f(x) f'(z) Bemerkung
a (Konstante) 0
" nan ! reR, neN
% ax®! >0, aeR
a” a®loga a>0
lggx % x>0
sinz cosx
coszT —sinx
tan coilzz =1+ tan2z2 r# 5+ km kel
cot'x fsinzz:Tlfcotx £ kn, kel
arcsin — lz] <1
arccos x - 11_352 lz] <1
arctanx 1+1$2
arccotx fﬁ
sinh coshz
coshz sinh
tanh COSi}ZI
cothz 7si?+2x x#0
arcsinh T
arccoshz . z>1
x2—1
arctanh x — lz] <1
arccoth x - |z] > 1

Tabelle 3.1: Ableitungen einiger elementarer Funktionen

Bemerkung. Das intuitive Argument

g U @) —9(f(@) _ . 9(f@) —9(f()  flz) = f(o)

z—c T —c z—c f(:L') 7f(c) Tr—c

=g (f(e) f'(¢)

arbeitet nicht, da f(z) = f(c) fiir z nahe ¢ gelten konnte.

Beweis. Wir definieren eine Funktion h: J — R vermdoge

gy) —g(f(c) - .
W) =4 y=flo fir y € J\ {f(0)},

g’(f(c)) fir y = f(c).

h ist an der Stelle f(c) stetig, da ¢ differenzierbar an dieser Stelle ist. Die
Beziehung

h(y)(y — f(c)) = 9(y) — 9(f(0))
gilt fiir alle y € J, also

h(f(@)(f(z) = £(e)) = g(f(2)) — 9(f ()

fir alle x € I. Wir erhalten

(9o f)(c) = lim 9(/ (@) —9(/(c)

Tr—cC xr —C

= lim h(f(gc))M =h(f(e)f'(c).

T—cC T —cC
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Das beendet den Beweis, da h(f(c)) = ¢'(f(c)). O

Beispiel 3.7. f(z) = x* + 22?2 + 5 fiir # € R, g(z) = /7 fir z > 0. Dann
f(z) = (2* + 1)2 +4 > 0 fiir alle z € R, f/(z) = 42(2? + 1) und ¢'(z) = 2=

SNER
also p (a2 )
2¢(x” + 1
LVt ¥ 22 +5) = L T
dx( ) Vat 422245
Satz 3.8. Sei f: I — R strikt monoton, c € I, g die Umkehrfunktion zu f. Ist
f an der Stelle ¢ differenzierbar und gilt f'(c) # 0, so ist g an der Stelle f(c)
differenzierbar und g’(f(c)) = 3

THON
Beweis. Sei J = f(I) und {yn} C J\ {f(¢)} mit y, — f(c) fir n — co. Dann
iy 9Wm) —9(f() _ 1 1
n—o0o yn—f(c) o lim flayn))—=F(e) — f’(c)7

n—o00 g(y’ﬂ-)ic
da f an der Stelle ¢ differenzierbar ist und g(y,) — g(f(c)) =cfirn—oco. O
Beispiel 3.9. 1. f(z) =23, g(z) = = fiir x > 0, f'(z) = 322, also

1 1
g'(z) = =g

2. f(z) = sinz ist auf dem Intervall [-7, 7] umkehrbar. Die Umkehrfunktion
ist g(«) = arcsin . Diese ist auf (—1,1) differenzierbar, und
1 1

’ _ _ )
g'(w) = cos(arcsin ) V1= z2

3.4 Die Bestimmung von Extremwerten I: Not-
wendige Bedingungen
Definition 3.10. Sei I C R, f: I - R und ¢ € I. Dann

(i) f hat ein globales/absolutes Maxzimum (bzw. ein globales/absolutes Mini-
mum) an der Stelle ¢, falls f(z) < f(c) (bzw. f(x) > f(c)) fiir alle z € T
gilt.

(ii) f hat ein lokales/relatives Mazimum (bzw. ein lokales/ relatives Minimum)
an der Stelle ¢, falls es ein § > 0 gibt, so dass die Einschrédnkung von f auf
IN(c—0d,c+9) ein globales Maximum (bzw. globales Minimum) an ¢ hat.

Beispiel 3.11. (i) f(z) = 2? hat ein globales Minimum an der Stelle 0.

(ii) Die Funktion g(x) = cosx hat globale Maxima an allen Vielfachen von 2.

(iii) Die Funktion h(z) = 22 — x* hat ein lokales Minimum an z = 0.

Beweis. Fiir 0 < |z| < 1 gilt 22 — 2* = 22(1 — 2%) > 0. O
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Abbildung 3.2: Die Funktion y = 22

AN/ NANA
JRAVAAVARVEAVERY

Abbildung 3.3: Die Funktion y = cosx

Bemerkung. Maxima und Minima werden als Fxtrema bezeichnet.

Die Frage entsteht, wie sich Extrema bestimmen lassen.

Satz 3.12. Sei I C R ein Intervall, f: I — R und c € I sei kein Endpunkt von
1. Falls f an c differenzierbar ist und f an c ein relatives Extremum hat, so gilt

F(¢) = 0.

Beweis. Angenommen, es ist f’'(c) # 0. O.B.d. A. sei f'(c) > 0. Dann existiert
ein § > 0 mit % >0 fiirz € IN(c—0d,c+90), v # c. Es gilt fiir
zelIN(c—d,c) gilt

f@) = fe)+ 2221 o < o)
T c N—_——
>0 <0
und fir z € I'N(¢c,c+9)
f@) = £+ 2= (s f)
T C N——

>0
>0
Damit besitzt f an der Stelle ¢ weder ein lokales Minimum noch ein lokales
Maximum. [l

Bemerkung. Eine notwendige Bedingung dafiir, dass die Funktion f: I — R
an einer inneren Stelle ¢ € I ein lokales Extremum besitzt, ist also, dass die
Tangente an den Graph dieser Funktion in (¢, f(c)) (falls existent) parallel zur
x-Achse ist.

Diese Bedingung ist nicht hinreichend, z.B. gilt fiir f(x) = 23, dass f/(0) = 0,
jedoch f(x) > f(0) fir z > 0 und f(z) < f(0) fiir x < 0.
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Abbildung 3.5: Die Funktion y = 2°

Beispiel 3.13. Wir betrachten die Funktion f(z) = (10z — x2)2/3 auf dem In-
tervall [—1, 8]. Man rechnet nach, dass

45— z)

0 S0

Die Ableitung existiert nicht fiir x = 0 (und fiir z = 10, das jedoch nicht zum
Intervall [—1, 8] gehort) und verschwindet fir z = 5. Wir berechnen

f(=1)= V121, f(0)=0, f(5)= V625 f(8)= V256.

Also ist der maximale Wert von f auf [—1, 8] gleich v¥/625 (angenommen an der
Stelle = 5), der minimale Wert ist 0 (angenommen an der Stelle z = 0).

Es gibt differenzierbare Funktionen, deren Ableitung an vielen Stellen unstetig
ist. Deshalb iiberrascht das folgende Resultat:

Satz 3.14. Sei f: [a,b] — R differenzierbar. Ferner sei L eine Zahl strikt
zwischen f'(a 4+ 0) und f'(b—0). Dann gibt es ein ¢ € (a,b) mit f'(c) = L.

Beweis. O.B.d.A. sei f'(a+0) < L < f'(b—0). Die Funktion g: [a,b] — R,
g(x) = f(x) — Lz ist differenzierbar (und daher stetig) auf [a,b]. Aukerdem ist

g'(a) < 0 < ¢'(b). Wegen liﬁow < 0, 1i%n0% > (0 existieren
T—a T—ob—

u,vmit a < u < v < bund g(u) < g(a), g(v) < g(b). Die Funktion g nimmt
ihr Minimum auf [a,b] an. Wegen g(u) < g(a) und g(v) < g(b) geschieht dies
weder an a noch an b. Also hat ¢ ihr Minimum an einer Stelle ¢ € (a,b). Dann
ist jedoch ¢'(¢) = 0 und f'(c) = L. O
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-1 1 2 3 4 5 6 7 8

Abbildung 3.6: Die Funktion y = (10:0 — x2)2/3

3.5 Der Mittelwertsatz

Satz 3.15 (Rolle). f: [a,b] — R sei stetig und differenzierbar auf (a,b). Falls
f(a) = f(b), so existiert eine Stelle ¢ € (a,b) mit f'(c) = 0.

Beweis. f nimmt einen groften und kleinsten Wert auf [a,b] an. Aufler wenn
f(z) = f(a) fir alle € [a,b] (und dann ist die Aussage offensichtlich), wird
wenigstens einer dieser Extremwerte an einer Stelle ¢ € (a,b) angenommen.

Doch dann ist f/(c¢) = 0. O

Der Satz von Rolle ist ein Spezialfall des folgenden Mittelwertsatzes. Umgekehrt
wird der Beweis des Mittelwertsatzes auf diesen Spezialfall zuriickgefiihrt.

Satz 3.16 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). f: [a,b] — R sei stetig
und differenzierbar auf (a,b). Dann existiert eine Stelle ¢ € (a,b) mit

Beweis. Wir definieren g¢: [a,b] — R durch

o) = 1)~ (LU= o)+ i),

Dann ist g: [a,b] — R stetig, differenzierbar auf (a,b) und g(a) = ¢(b) = 0.
Unter Benutzung des Satzes von Rolle folgt die Existenz eines ¢ € (a,b) mit
¢'(c) = 0. Dann
/ _ f(b) B f(a)
f (C) - b—a
O

Beispiel 3.17. Sei z,y € (=%, 5). Dann gilt [tanz — tany| > |z — y|.
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Sekante hat Anstieg W

Tangente hat Anstieg f/(c)

a c b

Abbildung 3.7: Geometrische Interpretation: Sekante und Tangente sind parallel

Beweis. Es sei < y. Dann existiert ein z € (x,y) mit

tanx —tany 1
z—y ~ cos?z’
also
[tanz — tany| = |2 72y| > |x—yl.
cos?z
([l
Satz 3.18. Sei f: [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b). Dann gilt:
(a) Ist f' > 0 auf (a,b), so ist [ strikt monoton wachsend.
(b) Ist f" >0 auf (a,b), so ist f monoton wachsend.
(¢c) Ist f' =0 auf (a,b), so ist f konstant.
Beweis. Wir zeigen (a). (b), (c¢) sind dhnlich.
Sei a <z <y < b. Gemik Mittelwertsatz existiert ein z € (a, b) mit
f)=f(z) y—2)+f(x) > f(2).
—~— ——
>0 >0
Das beweist (a). O

Eine direkte Folgerung daraus ist:

Satz 3.19. Seien f,g: [a,b] = R stetig und differenzierbar auf (a,b). Gilt f' =
g’ auf (a,b), so existiert eine Konstante k mit f(x) = g(x)+k fir alle x € [a, b)].

Beweis. Sei h = f — g. Dann ist b’ = f' — ¢’ = 0, also gemif (c) des vorigen
Satzes ist h konstant, d. h. h(z) = k fiir alle z € [a,b] und ein k € R. O
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Satz 3.20 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Seien f,g: [a,b] — R stetig,
differenzierbar auf (a,b) und sei g'(x) # 0 fir alle x € (a,b). Dann gibt es ein

L £ _ )= (a)
¢ € (@, b) mit g5 = G0 =g(a) -

Bemerkung. Der Mittelwertsatz ergibt sich fiir g(x) = .
Beweis. Sei 0.B.d. A. ¢’(x) > 0 fiir alle € (a,b). Dann ist g strikt monoton

wachsend auf [a, b]. Folglich existiert die Umkehrfunktion g=': [, 8] — R, wobei
[, B] = g([a,b]). Sei h = fog~l. GemiR Mittelwertsatz existiert ein v € (a, 3)

mit
B(y) = h(ﬁﬂ) : Z(a)
Mit ¢ = g~1(v) erhalten wir
f'(e) r(,—1 1 1(,—1 (-1
7o~ f'(g (7))9’(9*1@)) =97 ) (¢7") ()
e - 110

O

Bemerkung. Ein alternativer Beweis ergibt sich, wenn man des Satz von Rolle
auf die Funktion h: [a,b] — R mit

h(z) = (f(b) = f(a)) g(x) = (9(b) — g(a)) f(z)

anwendet.

3.6 Die Bestimmung von Extremwerten II: Hin-
reichende Bedingungen

Ist f: I — R differenzierbar und ist die Ableitung f’: I — R selbst differen-
2
zierbar, so bezeichnet man die Ableitung von f’ mit f” = £ oder mit %.
Entsprechend ist die Ableitung von f” (falls existent) die Funktion f = f()
df

oder preh)

Uusw.

Satz 3.21. Sei f: (a,b) — R differenzierbar, f'(c) = 0 fir ein ¢ € (a,b) und
sei ' an der Stelle ¢ differenzierbar. Gilt f"(c) < 0 (f”(c) > 0), so hat f ein
lokales Mazimum (Minimum) an c.

Beweis. O.B.d. A. sei f”’(c) < 0. Wegen % — f"’(e) fir x — ¢ folgt,
dass es ein § > 0 gibt mit (¢ — d,¢+ ) C (a,b) und f'(z) > f'(¢) = 0 fiir
x € (c—6,c¢) sowie f'(z) < f'(c) = 0 fiir z € (¢, c+0). Dann ist die Funktion f auf
dem Intervall (¢ — 9§, ¢] strikt monoton wachsend und auf dem Intervall [c, ¢+ 9)
strikt monoton fallend, d.h. f hat an der Stelle ¢ ein lokales Maximum. |

Bemerkung. Im Fall f'(c) = f"(c) = 0 ist keine Entscheidung mdglich, wie das
nachfolgende Ergebnis zeigt.
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Satz 3.22. Sei f: (a,b) — R (k — 1)-mal differenzierbar fir ein k > 2, ¢ €
(a,b) und f*=1) sei an der Stelle c differenzierbar. Gilt f'(c) = f"(c) = --- =
f*=D(c) = 0 und ist k gerade, so besitzt f an der Stelle ¢ ein lokales Mazimum,
falls f*%)(c) < 0, und ein lokales Minimum, falls f*)(c) > 0.

Beispiel 3.23. Sei f(x) = (I?—j;' fir I € N. ,

Man erhilt induktiv, dass f0)(z) = % fiir j =0,1,...,2] (und f9)(x) =0
fiir j > 21), damit f/(0) = f(0) = --- = f@=D(0) =0 und f®Y =1 > 0. Also
hat f an der Stelle 0 ein lokales Minimum. (Dies ist tatséchlich ein globales
Minimum.)

Abbildung 3.8: Die Funktion y = z*

3.7 Konvexitat

Definition 3.24. Sei I C R ein Intervall, f: I — R. Dann heiltt f konvex
(konkav), falls Va,y € I Voo € [0,1]:

f(A=a)z+ay) <(1-a)f(z)+af(y)
(bzw. f(1 —a)r +ay) > (1 —a)f(z) +af(y)).
Die Funktion f heifit strikt konvexr (strikt konkav), falls diese Ungleichung fiir
x #y, a € (0,1) strikt ist.
Lemma 3.25. Sei f: I — R stetig. Dann ist f konver (konkav) genau dann,

wenn Vx,y € I
(E5Y) < Kt
2 - 2

(iom. 5 (252) > 1204100

gilt. f ist strikt konvex (strikt konkav) genau dann, wenn diese Ungleichung fiir
alle z,y € I, x # y strikt ist.

Beweis. Eine nicht zu schwere Ubungsaufgabe. O

Beispiel 3.26. 1. Die Funktion f(z) = 2 ist strikt konvex, da (%)2 <

2’ 4y®
==L fir v £ y.
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flz) 1

fl@o) T

Abbildung 3.9: Graph einer konvexen Funktion y = f(z): Abschnitt der Sekante
liegt iiber dem Abschnitt des Graphen.

2. Die Funktion f(z) = z? ist strikt konvex fiir z > 0 und strikt konkav fiir
x <0.

Abbildung 3.10: Die Funktion y = 23

3. Die Funktion f(z) = logz ist strikt konkav fiir > 0, denn I—;ry > /2y
fiir x # y, also log ITJ”’ > log \/zy = 3 (logz + logy).

Die folgenden Ergebnisse formulieren wir fiir konvexe Funktionen. Man erhalt
die entsprechenden Aussagen fiir konkave Funktionen durch Umkehren der Vor-
zeichen.

Satz 3.27. Sei f: I — R differenzierbar. Dann ist f konvexr (strikt konver)
genau dann, wenn [’ monoton wachsend (strikt monoton wachsend) ist.

Beweis. (=) Wir zeigen, dass fir z <y

fly) — f(=)
y—x

f(z) < < f'(y).

Wir zeigen lediglich die erste Ungleichung, die zweite ist analog. Sei 0 <
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Abbildung 3.11: Die Funktion y = logx

h<y-—zx. Dannistmita:y%

fl+h)=flz+aly—=)=f((1-a)z+ay)

< (1= @)f(@) + af () = 1) + = () = ().
also
fa+h) — f@) _ fly) ~ (@)
h - y—z
Fir h — +0 erhalten wir
y—x

(<) Sei f’ monoton wachsend. Fiir < y existieren dann ¢ € (x, m), d e

(z—gy,y), so dass
f(zTer — f(=) ~ o) < f(d) = f(y)*f;gryT)’
= —7 y— =

d. h. f ist konvex.

3.7.1 Wendestellen

Definition 3.28. Sei f: I — R. Eine Stelle ¢ € I heifit eine Wendestelle, falls
die Funktion f konvex fiir < ¢ und konkav fiir z > ¢ (oder umgekehrt) ist.

Satz 3.29. Sei f: (a,b) — R (k — 1)-mal differenzierbar fir ein k > 3, ¢ €
(a,b) und f*=1) sei an der Stelle ¢ differenzierbar. Gilt f'(c) = f"(c) = --- =
f* =D (c) = 0 und ist k ungerade, so ist ¢ eine Wendestelle fiir f (von konvex
auf konkav fiir f*)(c) < 0 und von konkav auf konvez fiir f*)(c) > 0).
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0.10 +

Abbildung 3.12: Die Funktion y = x°/5!

Beispiel 3.30. Sei f(z) = (2l+1)' fiir [ € N.

Wie zuvor erhalten wir f/(0) = f7(0) = --- = f9(0) = 0 und fCHD(0) =1 #
0, also hat f an 0 eine Wendestelle.

3.7.2 Die Jensensche Ungleichung (endliche Form)

Satz 3.31. f: I — R sei konvex, x1,...,T,m € I und ay,...,a, seien positive
reelle Zahlen. Dann gilt:

f (i%%/i%) < i_ilaif(%)/i_ilai-

m

Beweis. Indem wir a; fiir j = 1,2,...,m durch a]—/ > a; ersetzen, diirfen wir
i=1

a1 +as + -+ + a,, = 1 annehmen.

Bewets durch Induktion tiber m.

Fiir m =1 gilt a; = 1, und es ist nichts zu zeigen.

Sei m > 1 und sei die Ungleichung fiir m — 1 bereits bewiesen. Dann ist a; < 1

und

<Z am) = <a1x1 +(1—-a Z — xl>

<arf(z)+ (1 —ay Z T (sz) = Zaif(xi)
i1

unter Benutzung der Konvexitdt von f und der Induktionsvoraussetzung, da

m i o— l-a1 _
Zi:Q 1ga1 - 1731 =1 .
Beispiel 3.32. Die Funktion f(x) = —logz ist konvex. Also gilt fiir positive
Zahlen z1,...,x,,, dass

—log (%) < —E(logﬂcl + - +logxy) = —log a1z ... T,
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also
i+ T+ -+ T,

m

> YX1T2 ... Ty

Letzteres ist die Ungleichung zwischen dem arithmetischen und geometrischen
Mittel.

3.8 Die ’Hospitalschen Regeln

Im Allgemeinen behandeln die I’Héspitalschen Regeln Ausdriicke der Form 7,%“

bzw. ,,22“. Der Schluss ist jeweils

lim @ = lim ()
T—c g :L') T—cC g’(z)

)

unter geeigneten Voraussetzungen an f, g.
Die I’'Hospitalsche Regeln gibt es in verschiedener Form. Die grundlegende Form
ist die folgende:

Satz 3.33. Sei I C R ein offenes Intervall, ¢ € I, f,g: I — R differenzierbar
auf I mit f(c) = g(c) =0, f', g’ stetig an ¢ und ¢g'(c) # 0. Dann gilt: Existiert

lim f:(m), so existiert auch lim £(2)
xr—c g( ) r—c ( )

und beide Grenzwerte sind gleich.

Bewets. Es gilt
f(@)=f(c)

_ JAZ)ZJRC) / /
i T8 _ oy f® =S T ) f@)
z—c g(x) z—c g(x) — g(c) z—c L:g(c) g’(c) z—c g’(x)
O
Beispiel 3.34. 1. lim 1=6952 — Jjm ST —5in( - cos?0=0-12=0.
xz—0 tene =0 o524
2. lim S22 = lim =2 = cos0 = 1.
z—0 T x—0

Besonders wichtig sind Formen, die ohne Stetigkeitsforderungen an f/, ¢’ an ¢
auskommen. Ein Beispiel ist der folgende Satz:

Satz 3.35. Seien f,g: [a,b) — R stetig, auf (a,b) differenzierbar mit g' # 0

dberall auf (a,b). Falls f(a) = g(a) = 0 und 1in}i_0 g:gi; existiert, so existiert
Tr—ra
f(z)

auch lim =< und beide Grenzwerte sind gleich.
za+0 9(®)

Beweis. Fiir jedes x € (a,b) existiert eine Stelle ¢, € (a, ) mit

_ — f(a)
g'(cz)  g(x) —gla)

Wegen ¢, — a fir £ — a + 0 gilt

i @ = lim 7f(x) — /(@) = lim = lim
z—a+0 g(x)  2z—a+0 g(x) — g(a) z—a+0 ¢'(c;)  w—a+0 ¢'(x) '
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Beispiel 3.36. hm l—cosz — iy 5‘2’” =3
—0 z—0 %

Eine analoge Aussage gilt, wenn lim g(z) = oo.
z—a+0

Satz 3.37. Seien f,g: (a,b) — R differenzierbar, g’ # 0 dberall auf (a,b). Falls

() _ flz) _
L, so gilt mggio @ = L

i 900) =0 wid_lim 545} =

Beweis. Wir fiihren den Beweis im Fall, dass L endlich ist.
Sei 0 < € < 1. Dann existiert ein d € (a,b) mit |L& — L‘ < eund g(z) > 0 fiir

g’ (z)
alle z € (a,d). Wegen lin}kog(z) = 00 gibt es ein d’ € (a,d) mit
Tr—ra
el e
g(x) g(x) = 1+][L]

fiir alle z € (a,d’). Fir « € (a,d’) existiert ein ¢, € (z,d) mit

fca)  flx) = f(d)
g'(ce)  g(x)—g(d)

Nach Multiplikation mit £ (@ )( g( ) erhalten wir
f@)  flee) _ f(d) f(ea) 9(d)
g'(c

g(x) ) Cgle) g'(e) g(x)
also
fl@)  flea)| @ | )| 9@d) .
@) )| S 9@ *‘gm o) = T EFID gy < 2e
Folglich
fl@) () fllea)] | |fea) .
e LM @ | gt L‘SS
fiir # € (a,d'). Daher lim 9 -1 O

Die letzten beiden Sétze mit den entsprechenden Aussagen fiir x — b — 0 kom-
biniert ergeben:

Satz 3.38. Secien f, g: (a,b) — R stetig, auf (a,b) \ {c} fir ein ¢ € (a,b)
diﬁerenzierbar und g # 0 dberall auf (a,b) \ {c}. Falls f(c) = g(c) = 0 und

(=) _
ilglcg()

Satz 3.39. Seien f, g: (a,b)\ {c¢} = R differenzierbar fir ein c € (a,b), ¢’ #0

iberall auf (a,b)\ {c}. Falls 1i£>n g(x) = oo und hm ,/E ; =L, so gilt hm ggg =
L.

=L, so gilt hm L 9@ =

Entsprechende Aussagen gelten fiir z — oo (bzw. © — —o0). Betrachte dazu
beispielsweise die Funktionen F(z) = f (1), G(z) = g(2) fir z — +0 (bzw.
x — —0).

2 : 2
r°sinx . 2xsinx + x° cosx
Beispiel 3.40. lim ——— = lim -
z—0sinx —xcosx x—0CcoSx — cosx + xsinx
2sinx + xcosx cos( 1
= lim - =2+ =24 -=3.
z—0 sin x lim sinz 1
z—0 T

Bemerkung. Beachte die Bedingung ¢’ # 0 nahe c. Es gibt Gegenbeispiele zu
den 'Hospitalschen Regeln, wenn diese Bedingung verletzt ist.



Kapitel 4

Integration

Es gibt verschiedene Integrationsbegriffe. Die beiden wichtigsten sind das Rie-
mann-Integral (in dieser Vorlesung) und das Lebesgue-Integral (spiter in den
Vorlesungen ,Differential- und Integralrechnung I11“ (fiir Mathematiker und Phy-
siker) und ,Maf- und Wahrscheinlichkeitstheorie®).

4.1 Das Riemann-Integral

Wir wollen den Flacheninhalt unter der Kurve iiber dem Intervall wie im Bild
gezeigt durch Approximation berechnen:

Y

a=x9 T 9 Tpo1 Tpn=b =X

Abbildung 4.1: Der Fléacheninalt unter einer Kurve

Definition 4.1. Eine endliche Folge a = 2 < 21 < 22 < -+ < Tp_1 < xTp =0b
heifit eine Partition P des Intervalls [a, b]. Die Grofe A(P) = max (z; — xi—1)

1<i<n
heifst die Feinheit der Partition P.

P heiflt eine markierte Partition, falls zusatzlich fiir jedes i = 1,2,...,n eine
Stelle ¢; € [x;—1,x;] ausgezeichnet wurde.

67
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Definition 4.2. Sei f: [a,b] — R, P eine markierte Partition. Dann heift

n

S(f,P) = fle)(wi — i)

i=1
die zu f, P gehorige Riemann-Summe.

Definition 4.3. Die Funktion f: [a,b] — R heifst Riemann-integrierbar, falls
es eine Zahl L mit den folgenden Eigenschaften gibt: Fiir alle € > 0 existiert ein
d >0, so dass |S(f, P) — L| < e fiir alle markierten Partitionen P mit A(P) < §
gilt.

Man schreibt: L = f; f(z)dx.

Die Berechnung von f; f(z) dz fiir eine Riemann-integrierbare (R-integrierbare)

Funktion f: [a,b] — R unter direkter Verwendung der Definition ist zumindest
aufwendig. Spéater lernen wir bessere Methoden kennen.

Bemerkung. [ soll an das Summenzeichen erinnern, f(z) dz bleibt vom Produkt
f(ei)(x; — xi—1) im Limes A(P) — 0 iibrig.

4.2 Eigenschaften des Riemann-Integrals

Wir listen hier einige der wichtigsten Eigenschaften des Riemann-Integrals auf.
Satz 4.4. f, g: [a,b] — R seien Riemann-integrierbar. Dann:

(a) kf ist R-integrierbar fir jedes k € R und
b b
/ kf(z)dx :k/ f(z)dx.

(b) f+ g ist R-integrierbar und
b b b
[ @+ g@)de= [ @yt [ god.

(c) Gilt f(z) < g(z) fir alle x € [a,b], so gilt

/a ' fla)dr < / ) e

Beweis. Direkte Anwendung der Definition. Benutzen Sie, dass

S(kf, P) = kS(f, P),
S(f+g,P)=5(f,P)+ 5(g9, P)

bzw.
S(f,P)<S(g,P)

fiir alle markierten Partitionen P gilt. [l
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Satz 4.5. Sei f: [a,b] = R R-integrierbar. Dann ist f beschrinkt.

Beweis. Es gibt ein § > 0, so dass

1
< =
-2

x)dx — S(f,P)

fiir alle markierten Partitionen P mit A(P) < 4. Folglich

|S(faP0) (f’P1|< dw— (f;PI) =

)

/f )z — S(f, Py)

falls A(P;) < ¢ fiir i =0, 1.
Wir wéhlen ¢ € N mit § = q“ < 6 und setzen x; = a+ jf fiir j =0,1,...,q.
Wir zeigen, dass M = 1/8 + Jnax. |f(z;)| eine obere Schranke fiir |f]| ist. Wir

betrachten dazu die marklerte Partltlon Pra=xy<x < - <xgo1 <Tg=0b
mit ¢; =x; flir j=1,...,q.

Zusitzlich zu Py betrachten wir fiir € [z;—1,x;] fir ein i € {1,2,...,¢} die
markierte Partition P;, die man erhélt, indem man in Py die Markierung des
Intervalls [x;_1, ;] von ¢; = x; zu ¢; = x abdndert. Dann gilt A(Py) = A(Py) <
6 und

S(f, Po) = S(f, P1) = f(z:) (xi — zi-1) — f(2) (2i — 2i1) = (f(2:) — f(2)) B.

Folglich

1
|F(@)l =5 (S(F, o) = S(f, Pr) = f(x:)
1 1
B’ (f, Po) — (faPl)’+|f($i)|§B+|f(‘ri)|§M'
O
Eine oft niitzliche Ungleichung ist:
Satz 4.6. f: [a,b] = R sei R-integrierbar mit M = sup |f(z)|. Dann
z€la,b]
x)de| < M(b—a).
Bewets. Fiir jede markierte Partition P gilt
Z () (@i —mi1) <M Z —z 1) =M(b—a).
|

Bevor wir tatséchlich Integrale berechnen, miissen wir zuerst eine Moglichkeit
haben zu entscheiden, ob eine Funktion f: [a,b] — R R-integrierbar ist.
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Satz 4.7 (Cauchy—Kriterium). Sei f: [a,b] — R. Dann ist die Funktion f genau
dann R-integrierbar, falls Ve > 0 30 > 0 VP, P; mit A(P;) <6 firi=0,1 gilt
IS(f, Po) = S(f, P1)| <e.

Beweis. (=) Diese Richtung ist offensichtlich.
(<) Wir wéhlen eine mononton fallende Folge {4, } positiver reeller Zahlen mit

der Eigenschaft, dass A(P;) < 6, fiir i =0,1

1
|S(faP0) _S(faP1)| < E
impliziert. Wir wahlen fiir jedes n € N eine markierte Partition P, mit
A(P,) < 0,. Dann gilt fiir m,n > N, dass
1
< —.
- N
Also ist {S(f, P,)} eine Cauchyfolge. Sei L = lim S(f, P,). Wir zeigen,
n—oo
dass f; f(x)dr = L.

Sei € > 0. Es gibt ein N € N mit 1/N < ¢/2 und |S(f, Pn) — L| < ¢/2.
Dann gilt fiir alle markierten Partitionen P mit A(P) < dy

1

|S(faP)_L|S|S(faP)_S(fva)|+|S(faPN)_L|SN

+ - <e

NN e

O
Satz 4.8. Sei f: [a,b] = R und ¢ € (a,b).

(a) Ist f R-integrierbar, dann ist f R-integrierbar auf jedem Teilintervall von
[a, b].

(b) Ist f R-integrierbar auf den beiden Intervallen [a,c] und [c,b], so ist f
R-integrierbar und

/abf(x)dx - /acf(x)dx—i—/cbf(x) da.

Beweis. Benutze das Cauchy-Kriterium. |

4.3 Klassen Riemann-integrierbarer Funktionen

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass Stufenfunktionen, stetige Funktionen und
monotone Funktionen sdmtlich R-integrierbar sind.

Definition 4.9. Eine Funktion ¢: [a,b] — R heilt einfache oder Stufenfunk-
tion, falls es endlich viele, paarweise disjunkte Intervalle Iy,...,I; gibt mit
[a,b] = I; U---U I, auf denen ¢ konstant ist, d. h.

o(x) =cj, Vrelj,

fiir j = 1,...,q und gewisse Konstanten c,...,c; € R.
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cs + ————o
Co 4+ .
¢l —=¢ 4+ e——o *———— 0
c3 + o—0
' !
a b

Abbildung 4.2: Eine Stufenfunktion

Insbesondere nimmt eine Stufenfunktion nur endlich viele verschiedene Werte
an.

Satz 4.10. Sei ¢: [a,b] — R eine Stufenfunktion wie oben. Dann ist ¢ R-

integrierbar und
b q
/ f)yde =" ¢|1,
a jzl

wobei |I;| die Linge der Intervalls I; bezeichnet.

Beweis. Wir betrachten zuerst einen Spezialfall.
Sei [/, V'] C [a,b] und
0, a<z<d,
pldy=qc, d<z<V,
0, vV <ax<b,
wobei ¢ > 0.
Wir zeigen, dass ¢ R-integrierbar ist und

/abcp(x)dxc(b’a’).

Sei € > 0. Wir setzen § = ¢/(2c). Ist P eine markierte Partition mit A(P) <4,
so folgt
c(V —a —20) < S(p,P) <c(d —a +25),
also
‘S(@,P) —c(t - a’)‘ <2¢) =e.
Damit

b
/ plx)de =c(' —d).
Analog erhélt man dieses Ergebnis auch fiir ¢ < 0 und fiir Teilintervalle der
Form (a’,b'), [a',b") und (a’,b].

j=
nigung paarweise disjunkter Intervalle wie oben und sei c¢; der Wert von ¢ auf

I;. Fiir j =1,...,q definieren wir

_ ey, x € I,
#i(®) {0, x € la, b\ I,.

q
Sei nun ¢: [a,b] — R eine beliebige Stufenfunktion. Sei [a, b] = I, die Verei-
=1
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q
Dann ¢ = ) ¢;, also ist ¢ R-integrierbar und
j=1

/absﬁ(z) i/abcp]—(x)dxicj 11,

O

Wir bereiten nun den Beweis der R-Integrierbarkeit fiir die anderen beiden Funk-
tionenklassen vor.

Satz 4.11. Sei f: [a,b] — R. Dann ist f genau dann R-integierbar, wenn
fiir jedes € > 0 R-integrierbare Funktionen g und h auf [a,b] existieren mit
g(z) < f(z) < h(zx) fir alle x € [a,b] und

b
/ (h(xz) — g(x))dx <e.

Beweis. (=) Ist f R-integrierbar, so wihle g = h = f.

(<) Wir benutzen das Cauchy-Kriterium um zu zeigen, dass f R-integrierbar
ist.
Sei € > 0. Wir wihlen g, h: [a,b] = R R-integrierbar mit g(z) < f(x) <
h(z) fiir alle x € [a, b] und ff(h(x) —g(2))dx < e. Es gibt dann ein § > 0
mit

S(g,P) —/ g() dx

<e

<e

S(h, P) — /b h(z) dzx

fiir jede markierte Partition P mit A(P) < 4. Fiir ein solches P gilt

b b
/g(x)dx—egS(g,P)gS(f,P)gS(h,P)S/ h(z)dz + ¢,

also falls Py, P; zwei derartige Partitionen sind, so

IS(f, Py) — S(f, P)| < </ h(ac)dx-i—e) - (/ g(m)dm—e)

= / (h(z) — g(z)) dz + 2¢ < 3e.

Das beendet den Bewelis.
O

Bemerkung. In diesem Satz kann sogar gefordert werden, dass g, h Stufenfunk-
tionen sind.

Satz 4.12. Sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist [ R-integrierbar.
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Beweis. Sei e > 0. Da f gleichméRig stetig auf [a, b] ist, existiert ein § > 0 mit
|f(x) — f(y)] < e firalle z, y € [a,b] mit |z —y| < . Wir wihlen ¢ € N mit
8 = I’_T“ < 6 und setzen z; = a + jf fir j = 0,1,...,¢. Sei I; = [z;_1,z;)
fir j =1,2,...,¢ — 1 und I; = [z4-1,b]. Da f auf dem Intervall [z;_1,z;]
seinen kleinsten und grofiten Wert annimmt, existieren s;, t; € [zj-1, ;] mit
f(s5) < fx) < f(t;) fir alle x € [z;_1, 2;].

Wir definieren Stufenfunktionen g und h durch g(x) = f(s;) und h(z) = f(¢;)
fir z € I;. Dann gilt g(z) < f(z) < h(z) fir alle z € [a,b] und

b q
/ (h(z) = g(a)) dz =Y (f(t;) = f(s;)) 1I5] < 6Z|1j| =e(b—a).

Folglich ist f R-integrierbar. (|
Satz 4.13. Sei f: [a,b] — R monoton. Dann ist f R-integrierbar.

Beweis. O.B.d. A. sei f monoton wachsend. Sei ¢ > 0. Wir wihlen ¢ € N mit

O - 1@ _ e
q “b—a

8=
Wir setzen y; = f(a) +jB fir j =0,1,...,¢ und weiterhin
I = {:L' € [a, b] ’ yi—1 < f(z) < yj}
firj=1,2,...,g—1 und
Io={r € b | vr < () < F(B)).

Da f monoton wachsend ist, ist jede der Mengen I; entweder ein Intervall oder
leer. Wir definieren Stufenfunktionen g und A durch

g(xz) =y;—1, h(x)=vy;, Vrel.
Dann gilt g(z) < f(z) < h(z) fir alle z € [a,b] und
b q q
[ @) = @) de =3 5~ wy-0) 161 = 5 Y I = 50— a) <.
a j=1 j=1
Folglich ist f R-integrierbar. |

Bemerkung. Es gibt andere R-integrierbare Funktionen. Sei beispielsweise x =
Pa/Ge Mit Py, g € Z teilerfremd, g, > 0 fiir z € Q. Dann ist die Funktion

1 T x ?
6(x>={0/q i

eingeschrankt auf jedes kompakte Intervall R-integrierbar. Es gilt f: Blx)dx =0
fiir alle a, b € R, a < b.
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4.4 Der Fundamentalsatz der Differential- und
Integralrechnung

Der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung ist der wichtigste
Satz der Analysis iiberhaupt. Er sagt grob gesprochen, dass das Integrieren die
Umkehroperation zum Differenzieren ist.

Definition 4.14. Sei I C R ein Intervall, |[I| > 0 und f: I — R. Dann heifst
F: I — R eine Stammfunktion von f, falls F' differenzierbar ist und F’ = f.

Bemerkung. Zwei Stammfunktionen F', G zu f (falls existent) unterscheiden
sich um eine additive Konstante, d.h. F(z) = G(z) + k fiir alle z € I und ein
ke R.

Satz 4.15 (Fundamentalsatz). Sei f: [a,b] = R Riemann-integrierbar. Dann:

(a) Die Funktion F: [a,b] — R definiert durch F(z) = [ f(t)dt ist stetig auf
[a,b] und differenzierbar an allen Stellen x € [a,b], an denen f stetig ist.
An diesen Stellen gilt F'(x) = f(z).

(b) Ist G eine Stammfunktion von f auf[a,b], so gilt f: f(z)dz = G(b)—G(a).

Beweis. Wir beweisen Teil (a).

Wir zeigen zuerst, dass F gleichméfig stetig auf [a, b] ist.

Sei € > 0. Wir wihlen M > 0 mit M > sup, ¢, [f(2)| und setzen § = ¢/M > 0.
Seia<z<y<bund y—x <J. Dann

/ayf(t) dt — /;f(t) dt‘

/jf(t)dt}SM@x)sme.

|F(y) — F(z)| =

Sei nun ¢ € [a,b) und f stetig an c¢. Wir zeigen, dass F'(c + 0) = f(c). Der
Beweis, dass F'(c — 0) = f(c) fiir ¢ € (a,b] und f stetig an c ist dhnlich.

Sei € > 0. Da f stetig an c ist, existiert eine Konstante § > 0 mit |f(z) — f(c¢)| <
e fiir x € [a,b], |x — ¢| < 4. Sei nun x € (¢, ¢ + J]. Dann

F(:C) - F(C) 1 z 1 x
?f@\ ol / f(ydt — — / f(c)dt‘
1 x
- | [ o s < -0 =
Das beendet den Beweis. 0

Anmerkung. Fir eine differenzierbare Funktion F': [a,b] — R mit R-integrier-
barer Ableitung F’ gilt

/b F/(#)dt = F(b) — F(a).

Dies ist die Formel, die sich effektiv zur Berechnung von Integralen einsetzen
1akt.
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4.5 Weitere Eigenschaften des Riemann-Integrals

4.5.1 Integration zusammengesetzter Funktionen

Wir betrachten jetzt Produkte, Quotienten und die Komposition von R-inte-
grierbaren Funktionen.

Satz 4.16. Sei f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann ist f R-integrier-
bar genau dann, wenn fir jedes € > 0 eine Partition P des Intervalls [a,b] so
existiert, dass

1S(f, Po) = S(f, 1)l < e
fiir alle markierten Partitionen Py, P mit unterliegender Partition P.
Beweis. (=) Dies folgt aus dem Cauchy-Kriterium.

(<) Sei € > 0. Wir konstruieren Stufenfunktionen g, h: [a,b] = R mit g(z) <
f(z) < h(z) fur alle 2 und fab(h(x) —g(@))dr <e Sei P:a=1xp <11 <
-+ < xg—1 < g = b eine Partition mit der im Satz genannten Eigenschaft.

Wir definieren fiir j =1,...,q

mj = inf{f(ac) ’ Tji—1 <z < acj},
M; =sup{f(z) | zj_1 <z < z;}.

Wir definieren weiterhin g, h wie folgt:

g(x) =my, h(z)=M; firz e (zj_1,xj),

g(z;) = h(z;) = f(z;) firj=0,1,...,q.
Indem wir die markierten Partitionen Py, P; mit unterliegender Partition
P geeignet wéhlen, erhalten wir

b

S(ﬁPo)Z/ h(z)dx — e,

"
S(f,P1) < / g(x) dz + e,

also

b
/ (h(x) — g(a)) dx < S(f. Po) — S(f, P1) + 2 < 3e.

Um beispielsweise S(f, Py) > f; h(z) dx — € fiir ein geeignetes Py einzuse-

hen, setzen wir § = ;= und wihlen die Markierungen ¢; € (z;_1,2;), so

dass f(c¢;) > M; — 4. Dann

S(f,Po) = > fle;)(xj —xj-1)

B

<.
Il
—

b
M;(zj —xj—1) —0(b—a) :/ h(z)dx — e.

M=

<.
Il
—

Damit ist f R-integrierbar.
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Die Kompositioen stetiger Funktionen ist stetig, die Komposition differenzier-
barer Funktionen ist differenzierbar. Fiir R-integrierbare Funktionen ist dies im
Allgemeinen falsch.

Beispiel 4.17. Seien f: [0,1] = R, 8: [0,1] — [0, 1],

_Jo, z=0o, o= JVae @ e(0,1]NQ,
f(w)—{ - {07 e 01\O.

f, B sind beide R-integrierbar, jedoch ist die Funktion f o 3,

1, z€][0,1]NnQ,

(foB)(x) = {0, 2 e0,1]\Q,

auf [0, 1] nicht R-integrierbar.
Es gilt jedoch:

Satz 4.18. Sei f: [a,b] — [c,d] R-integrierbar, g: [c,d] — R stetig. Dann ist

go f:a,b] = R R-integrierbar.

Beweis. Sei M = m[a)é] lg(x)]. Sei ¢ > 0 und € = €¢/(b —a + 2M). Da g
xre|c,

gleichméfig stetig auf [c,d] ist, existiert eine Konstante §, 0 < § < €1, mit

l9(z) — g(y)| < e fiir alle 2,y € [¢,d], |z —y| < 6.

Gemél dem vorigen Satz existiert eine Partition P, so dass

S(f, Po) = S(f, P1)| < 82

flir alle markierten Partitionen Py, P; mit unterliegender Partition P. Seien

J={il sw |f(s)- fwl <0},

s,t€zj—1,7;]

L={il sw [f(s)- O] >0}.

s,te[xj_1,x ]
Dann

o s5,t € [xj_1,x;] fiir ein j € J; impliziert |g(f(s)) —g(f(t))| < €.

o st € [xj_1, 2] fiir ein j € Jp impliziert |g(f(s)) — g(f(t))| < 2M.

Behauptung: > (z; —xj-1) <.

JEJ2
Wir wihlen dazu fiir jedes j € J5 Stellen s;, t; € [z;—1,2;] mit f(s;)—f(t;) > 0.
Wir setzen weiterhin s; = t; = z; fiir j € J;. Seien Qu, Q1 die markierten
Partitionen mit unterliegender Partition P und Markierungen s; € [z,_1,z;]
bzw. tj S [.Tj_l,l'j]. Dann

g Z(fcg —xj-1) < Z (F(sj) = f(t))) (2 — xj-1)

JEJ2 JE€J2
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also > (z; —xj-1) <6.

JEJ2
Seien nun Py, P; irgendwelche markierten Partitionen mit unterliegender Parti-
tion P (und Markierungen u; € [z;_1, ;] bzw. v; € [x;j_1, z;]). Dann

1S(go f,Po) = S(go £, P < Y |a(f(uy) — g(f(v)))] (z; — z5-1)

JEJ1
+ Z l9(f(uz)) — g(f(v)))| (&5 — 1)
JjeJ2
<Y ealwj—wa)+ Y 2M (¢ —x5)
JEJ1 JEJ2
<eb—a)+2Mé<e(b—a+2M) =ce.
Das beendet den Beweis. O

Satz 4.19. Seien f,g: [a,b] = R R-integrierbar. Dann:

(a) Die Funktion |f| ist R-integrierbar, und fab f(t)dt’ < f; |f(t)]dt.

(b) Die Funktion fg ist R-integrierbar.
(c¢) Die Funktion f/g ist R-integrierbar, falls g > ¢ fir ein ¢ > 0.

Beweis. Die Funktion z — ||, z und L fiir > ¢ sind stetig. Beispielsweise
folgt dass die Funktionen f2, g2, (f + g) und damit auch die Funktion fg =
L((f+ P g°) R-integrierbar sind. O

4.5.2 Der Mittelwertsatz der Integralrechnung

Satz 4.20. Sei f: [a,b] — R stetig und g: [a,b] — R nichtnegativ und R-
integrierbar. Dann existiert ein ¢ € [a,b] mit

f(>/ dr/f

Beweis. Sei m = minge(qp) f(x) und M = max,e[q5) f(7). Da g(z) > 0 fiir alle
x € [a, b], gilt dann

/ dm</f deM/abg(x)dx

Folglich existiert ein d € [m, M] mit

/ f(x)g(x)de =d /abg(ac)dx.

Der Zwischenwertsatz liefert ein ¢ € [a, b] mit f(c) = d, also
10 [ o= [ 1

Bemerkung. Ein Spezialfall ergibt sich, wenn g(x) =1 fiir alle :

b
= bia/ f(z) dx




78 KAPITEL 4. INTEGRATION

a c b

Abbildung 4.3: Geometrische Interpretation: Die Fliche unter der Kurve und
die Flache des Rechtecks sind gleich.

4.5.3 Partielle Integration

Satz 4.21. f, g: [a,b] — R seien differenzierbar mit ', ¢’ R-integrierbar. Dann
qgilt:

b b
| F@gte) s = 16190 - f@gla) - [ 1) (@) do.

b

r=a’

Bemerkung. Fir f(b)g(b) — f(a)g(a) schreibt man auch fg‘z = f(z)g(z)|

Beweis. Das Produkt fg ist differenzierbar mit R-integrierbarer Ableitung f’g-+
fg'. Also
b
a

b b
/fwMMM+/fmﬂm:/qwmm:mu

Beispiel 4.22.

w/3 w/3 d
/ J:sinxdac:—/ x —(cosx) dx
0 0 dx

/3 d
= —xcosx‘g/qu/O %(x)coszdz

/3 1 . 1
:—gcosg—i—/o cosxdx:—g-§+sinxo/3:—%—1—5\/5.
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4.5.4 Substitution

Satz 4.23. Sei g: [a,b] — [c,d] differenzierbar mit R-integrierbarer Ableitung
g'. Sei f:[c,d] = R stetig. Dann ist (f o g) g’ R-integrierbar und

b g(b)
/ f(g(t))g’(t)dtz/ f(z)d.
a g(a)

Beweis. Sei F(z) = [ f(s)ds fiir « € [¢,d] und G(z) = F(g(t)). Dann ist G
differenzierbar mit G’(t) = F’(g(t))g'(t) = f(g(t))g' (). Folglich

Bemerkung. (a) Die Substitutionsregel merkt man sich am einfachsten in der
Form f(z) = f(g(t)) sowie dxz = ¢'(t) dt nach Differentiation von x = g(¢).

(b) Sei f: [a,b] = R R-integrierbar. Dann setzen wir

/baf(x)dx - —/abf(ac) da.

Dies ist beispielsweise in der Substitutionsformel
b , 9(b)
[ seerga= [ swa
a g(a

von Bedeutung, da unter unseren allgemeinen Annahmen durchaus g(a) > g(b)
gelten kann.

Beispiel 4.24.

Substituiere x = ¢? mit ¢ € [0, /3]. Dann dz = 2t dt und

/3 dx _/“3 2t dt _2/\/3 dt
o ve(l4+z) Jo ta+t2) T fy 142

2
= 2arctant’8/§ = %,

da tan% = \/3, tan0 = 0.

4.6 Unbestimmte Integrale

Definition 4.25. Sei I C R ein Intervall, |I| > 0, f: I — R R-integrierbar auf
jedem beschrankten, abgeschlossenen Teilintervall von I. Dann bezeichnet der

Ausdruck
/ flx)dzx

eine beliebige Funktion F': I — R der Form F(z) = [ f(t)dt + k mit ¢ € I,
k € R. [ f(z)dz heift das unbestimmte Integral von f.
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Beispiel 4.26. (a) [2?dx = % + k.
(b) [ =logl|a|+k, z #0.

Bemerkung. Die Integrationskonstante k ldsst man h&aufig fort.

4.6.1 Integrationsregeln

L [Af(x)dx = X[ f(z)dz, X € R.

2. [(f(a) +g(x)) dz = [ f(x)dz + [ g(z) dr.

3. Lineare Transformation im Argument. Ist [ f(z)dx = F(z) + k be-
kannt, so

/f(ax—i—b)dx: %F(ax—i—b)—i—k,
fir a,b € R, a # 0.
Beispiel 4.27. (a) [sin(az)dz = —1 cos(az) + k.
() [ H(iiib)z = arctan(z + b) + k.

4. Logarithmische Integration.

S'@) )
/f(x) dr =log|f ()| + k, f(z) #0.

5. Substitution. Gilt z = g(¢) und bezeichnet ¢t = h(z) die Umkehrfunktion
zux =g(t),s

[ t@ar= [ ra@)g |

t=h(z)

Beispiel 4.28. Das Integral [ ::H dz ist zu berechnen. Wir substituieren z =

logt mit ¢t > 0, also dx = %, und erhalten

e — 1 t—1dt 2 1
do= [ —Z= [ (== —-2)dt
e” 41 t+1¢ t+1 ¢

=2log(t+1) —logt+ k =2log(e® +1) —z + k.

6. Partielle Integration.
[ F@gte) iz = f@yg(@) - [ f@)g'(z) da.

Beispiel 4.29.

/xsinxdac:— /x(cosac)/dx

= —xcosx—i—/l -cosxdr = —xcosx +sinz + k.
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Potenzen

Ja™dr = %, n#—1
[ % = log]al

Exponentialfunktionen

[e"dr = e”

Ja®dz = %, a>0

Trigonometrische Funktionen

[sinzdr = —cosz
[coszdr =sinz
[ tanz dz = —log |cos z|

[ cot xdz = log |sin x|
dx

cos2z tanx
silriliga: = —cotz
Hyperbelfunktionen

[ sinhz dz = coshz

[ cosha dz = sinhx

[ tanh 2 dz = log cosh
[ cothz dz = log |sinh z|
[ =% = tanhx

cosh?z

[ 23— = —cothz

sinh?x

Gebrochen-rationale Funktionen

de _ _ 1 z

fm—aarctana, GJ>0

[ %5 = Larctanh £ = L log |42 lz| < a
a2 —x?2 a a 2a g a—=x |’

[ =% = Larccoth 2 = & log |22 0<a< |z
xr2—qa? a a 2a xz+a |’

Irrationale Funktionen

[ 2= = arcsin £ lz| < a
Va2 —x2 a’

f\/agl—xﬁzarcsinhi:log’x—i—\/xQ—i—az‘, a>0
i df”a2:arccoshf:log‘er\/foaQ’, 0<ac< |z

I27

Tabelle 4.1: Tabelle der Grundintegrale

81
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4.6.2 Grundintegrale

Man wertet unbestimmte Integrale aus, indem man diese mittels obiger Inte-
grationsregeln auf gewisse bekannte Grundintegrale zuriickfiihrt. Diese Grund-
integrale finden Sie in Tabelle 4.6.2.

Weitere Integrale finden Sie in Tabellen und Nachschlagewerken.

4.7 Integration einiger Funktionenklassen

Die meisten Funktionen lassen sich nicht in geschlossener Form integrieren.
Bekannte Beispiele sind
dz
Vaor™ + arx™ 1l + -t a1z + ay

/e—dx.
T

Wir lernen jetzt einige Beispiele kennen, wo dies doch geht.

fiir n > 3 oder

4.7.1 Rationale Funktionen
Ganzrationale Funktionen (Polynome)

Polynome werden gliedweise integriert:

/(aox” +ax" a2t a,)de

_ _% $n+1+ﬂxn+...+@x2+anx+k-
n+1 n -

Gebrochen-rationale Funktionen

Integrale der Form [ ggi; dx mit P(z), Q(z) Polynome werden ausgewertet,

indem man die Partialbruchzerleqgung des Bruches % herstellt und anschlie-

Rend gliedweise integriert. O.B.d. A. sei deg P < deg @, ansonsten Abspalten
des ganzrationalen Anteils. Der hochste Koeffizient von () sei 1.

Satz 4.30. Sei
Q)= (z—a)(@—pB) (2 +pr+q)" (2 +ra+5)" -

die Zerlegung von Q(z) in lineare und quadratische Faktoren, wobei p? < 4q,
r? < 4s, ...Dann gibt es reelle Zahlen Ay, As,..., Ay, B1,Bs,..., B, ...,
Cy,Dy,...,Cp, Dy, ..., so dass

P A A A
@ _ A A A
Qz) z—a (z—a) (x — )
Bl BQ Bl
+ + s+t —+..
) (x—B)
Cixz + Dy Cox + Do Cmx + Dy,

2 +pr+q (22 +pr+q)* (22 +pr +q)™
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Beweis. Dieser Satz wird elegant in der Vorlesung ,,Funktionentheorie* bewie-
sen. O

Beispiel 4.31. (a)

23 +3r—7 7 8 5 11

—_— ==+ + + )
z(z+1)>° r 14z (1+2)2 (1+z)3

422 + 1 1 3r—1

B2+ r oz + 24+z+1
Wie findet man nun diese Partialbruchzerlegung?
Im Spezialfall, dass alle Nullstellen von Q(z) einfach und reell sind, gilt:

Satz 4.32. Sei Q(z) = (x—a)(z—p) -+ (x—N), wobei die Nullstellen o, 8, ..., A
paarweise verschieden sind. Dann gilt

P@)_ A, B L
Q) z—a z-p T — \
mit
_ P(o) _P®) _ P
A—Ql(a), B—QI(B)7 cee L—QI(A).

Bemerkung. Die Tatsache, dass « eine einfache Nullstelle von @ ist, garantiert,
dass Q'(«) # 0. Analog fiir §,..., A

Beweis. Sei Q(z) = (x — ) R(z) mit R(x) ein Polynom, R(a) # 0. Wegen
Q'(z) = R(z) + (z — ) R/(z) gilt Q'(a) = R(a) # 0, also

P(x) B L
R(x) =A+@—a) x— +”.+x—)\
und fiir x = «
L P
Q' (a)

O

Im Allgemeinen bestimmt man die Partialbruchzerlegung mit der Methode der
unbestimmten Koeffizienten.

. .. . . . . . 22342
Beispiel 4.33. er 1nteres§1eren uns fiir die rationale Funktion PRy g I
Als erstes faktorisieren wir das Nennerpolynom:

ot =203 4227 — 224 1= (z — 1)*(1 + 2?).
Gemél des allgemeinen Satzes gibt es eine Partialbruchzerlegung der Form

21‘3+2 . A1 + AQ +CSC+D
v —223 4222 - 2x+1 -1 (z—-1)2 22+1




84 KAPITEL 4. INTEGRATION

mit unbestimmten Koeffizienten Ay, As, C, D. Um As zu finden, multiplizieren
wir letztere Gleichung mit (z — 1)? und erhalten

2;23;2 — Ay(z—1)+ As + C;fif (@ —1)?
bzw. fir x =1 51249 4
As = =—-=2
1241 2
Damit
Aq Cx+D 2x3 42 2 222

—1 241 7,7:4—2,7:34—2302—2304-17(30—1)2:x3—x2+$—1'

Um nun A; zu finden, multiplizieren wir diese Gleichung mit x — 1 und erhalten

Cx+D 272
A —(z—-1)= ——
Lt 2 +1 (@ ) 2 +1
bzw. fir x =1 )
2.1 2
Al=——==-=1.
T2 rr 2

Somit ist schlieflich
Cx+D _ 22 1 Tz +1

2+1 B —2+rx—-1 z-1 22+1°

also C = D = 1. Die gesuchte Partialbruchzerlegung ist

2a° 4 2 B S S
pt 2234222 22 +1 -1 (z—1)2 2241

Eine weitere Methode werden Sie in der Vorlesung ,Funktionentheorie* kennen-
lernen.
Wie integriert man das Ergebnis einer Partialbruchzerlegung?
Wir wissen bereits, dass
dr = A 1

(x — a)k I W P v fir k > 2.

/ A Alog |z — al, fir k=1,

Cx+ D
(22 + pr +q)™
1. Schreiben den Zé&hler als

Beim Integral / dx, wobei p? < 4q, verfahren wir wie folgt:

Cx+D:%(2x+p)+<D—%).

2. Zerlegen den Integranden in zwei Summanden, wobei der erste Summand
(ohne den konstanten Faktor) direkt integriert werden kann:

2?2 +pr+qm |- fiir m > 2.

/ % +p log’xf —l—px—i—q’ ,1 fiir m =1,
( m—1 (22 4+ px + ¢)m1’
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3. Der zweite Summand (ohne den konstanten Faktor) wird rekursiv behan-
delt: Fir m > 2

2 +pr+q)™  2(m—1)(q—p>/4) (22 + px+q)" !

/( dx r+p/2 1

" 2m — 3 / dx
2(m—1)(¢—p*/4) J (@*+px+q™!

sowie fur m =1

2arctan( 2z4p )

/ dx _ Vig—p?
22 +pr+gq [4q — p>

+ k.

Beweis fiir m > 2. Die rechte Seite ist von der Form

2 +p dx
2 - +B 2 )
(% +pr+q™ (2% +pr+q™

mit zwei Konstanten A, B. Differentation dieses Ausdrucks nach x ergibt

24 A1 (2z + p)? 24
(1.2 + m—1 (m ) 2 m 2 m—1
pr +q) (22 + px +q) (22 + px +q)
1

= m ((2A+B)(Jc2 +px+q) — A(m —1) (422 + 4pa +p2)).

Letzterer Ausdruck ist gleich (22 + px + ¢)~™, falls
244 B=A(m—1), A(m—1)(1g—p") =1,

1 1
d(m—1)(q—p*/4)

d.h., B=2A(2m-3), A=
Beispiel 4.34. Hier fiihren wir die partielle Integration direkt aus:
/ dx 1 / 1 2z 412\’

e dx
(242412 3) 2z+1\224+z+1
2z 41 n 2 / dx
2?+zx+1 3) 22+x+1

2z + 1 N 4 " (23@—1—1)
arctan )
?2+z+1 33 V3

W= Wl

4.7.2 Irrationale Funktionen

Wir diskutieren einige weitere Beispiele.

IDer Weg iiber eine direkte partielle Integration ist etwas komplizierter. Die Formel
J @) (x)dz = f(z)g(z) — [ f'(z)g(x)dz liefert mit f(z) =

(2z4p)*™ 2
(2 +pz+q)m—1

A
G g 10 7

aber auch das gewiinschte Resultat.
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(i) Integrale der Form [ R(sinx,cosx)dz, R eine rationale Funktion.

Die universelle Substitution ist ¢ = tan 3, d.h. doz = 12+—dtt2, sinx = —1?&2
_ 1=
und cosx = e

Beispiel 4.35.

2t 2
/ Lisine /(1+1+—t2)mdt

- ar = 3
sinz(1 4 cosz) 2 <1+1;€2)
1 1 t2 1
= - t+24+ - |dt=—+t+ -logl|t|+ &k
2/(+ +t) 4-i-—|—2og||—|—
tan?Z 1
= 42+tan§+510g‘tang‘+k.

In einigen Féllen kommt man schneller zum Ziel, z. B. Integrale der
Form [ R(sinz) cosz dz und [ R(cos z) sin  dx behandelt man mit-
tels der Substitutionen ¢t = sinz, cosxdr = dt bzw. t = cosz, dt =
—sinz dx.

(ii) Integrale der Form [ R(e™®,e™?,...,eP*)dx, R cine rationale Funk-
tion, m,n,...,p € Q.

Wir behandeln diese Integrale mittels zweier Substitutionen:

(a) t =e” ergibt das Integral [ R(t™,t",... tP) 4L,

(b) z = V/t, wobei r das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner der
Briiche m,n, ..., p bezeichnet.

Das ergibt schliefslich das Integral einer rationalen Funktion in z.

Beispiel 4.36. (a)

* t dit
/JW dx = /m - = arctant 4+ k = arctan(e”) + k.

1/2 t dt 2
/ ¢ dr = —\/_ —:2/72 dz
1+e* 14+t ¢t 22 4 24

d
=2 [ - —oarctanz + k = 2 arctan(e”/?) + k,
1422

wobei z =/t = €*/?, 2zdz = dt und dt/t = dx.

(iii) Integrale der Form [ R(x,vax?+ bx + c)dx, R eine rationale

Funktion.

Hier fiihrt eine der drei Fulerschen Substitutionen zum Ziel. Fir a > 0

substituiert man
Var? +bx+c=t—+ax,
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fire>0

Var? +bx +c =zt + /¢,

und falls das Polynom ax? + bx + ¢ zwei verschiedene reelle Nullstellen
besitzt,
ar® +br+c=a(r —a)(z —p), a#p,

Vazr?+bx+c=t(x — a).

Beispiel 4.37. Fir 0 < z < 2,

SO

dt 20 — x2
—2arctant + k = —2arctan yer— v +k,

dz
—_— —2 —_— =
/\/2:07502 /1+t2 x
mit der Substitution 2z — 22 = tz, also
dx 2dt

Vor—a2 | 1te

Weiter Beispiele finden Sie wiederum in Tabellen und Nachschlagewerken.

4.8 Uneigentliche Integrale

Wir wollen nun Integrale der Form
1 00 00 i
dz sinx
/ —, e *dx, / >—dz, usw.
o V' Jo 1T

Definition 4.37. Sei f: [a,b) — R (b = oo ist mdglich) R-integrierbar auf
jedem Intervall der Form [a, ¢] mit a < ¢ < b. Dann setzen wir

b c
[ rarie = v [ s

sofern dieser Limes existiert. Wie im Fall von Folgen spricht man von konver-
genten, bestimmt divergenten und unbestimmt divergenten uneigentlichen Inte-
gralen.

behandeln.

Eine analoge Definition gilt im Fall f: (a,b] — R. Fiir f: (a,b) — R wihlen wir
ein ¢ € (a,b) und setzen

/abf(z)dz/acf(z)dﬁ/cbf(z)dz

= lim /f(z)der lim / f(z)dz,

c¢’—a+0 —~b—0

sofern diese Grenzwerte existieren und nicht der eine —oo, wiahrend der andere
400 ist.
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Beispiel 4.38. (a)

1 1
/d—x:hm Ty ovE
0

1
=2
Voooes+o o Jro est0 e

(b)
oo R R
/ e ¥dr = lim e ¥dr= lim (76_1)‘ =1.
0

R—o0 0 R—oo 0

Satz 4.39 (Cauchy-Kriterium). Sei f: [a,b) — R wie oben?. Dann konvergiert

das uneigentliche Integral fabf(ac) dx genau dann, wenn fir ¢, d € [a,b) mit
c<d

d
/ f(z)dx —0
fiir c = b—0 gilt.

Beweis. Der Beweis ist ganz dhnlich dem des Cauchy-Kriteriums fiir R-Inte-
grierbarkeit. [l

Satz 4.40. Seien f,g: [a,b) — R (der Fall b = oo ist mdglich) R-integrierbar
auf jedem Intervall der Form [a,c] mit a < ¢ < b. Dann gilt:
(a) Konvergiert das Integral f; |f(z)| dz, so konvergiert auch das Integral
f: f(z)dx, und es gilt
b
[ f@ds

(b) Es gelte 0 < f(z) < g(z) fiir a < x < b. Dann impliziert die Konvergenz
von f;g(x) dz die Konvergenz des Integrals f; f(z) dx und die Divergenz
von f; f(z)dx die Divergenz des Integrals f:g(z) dx.

< / @) de.

Beweis. (a) Fiir ¢, d € [a,b) mit ¢ < d gilt

/Cd f(z)dz

d
s/ F(@)] dz —0

fire—>0—-0.
(b) Es gilt
b b
0< [t < [ g

und daraus folgt die Behauptung.
O

Definition 4.41. Ist Bedingung (a) des vorigen Satzes erfiillt, so heit das
Integral f: f(x)dx absolut konvergent.

2Das heifit lokal R-integrierbar auf dem Intervall [a, b).
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Also absolute Konvergenz impliziert Konvergenz. Die Umkehrung gilt im Allge-
meinen nicht.

Beispiel 4.42. Wir untersuchen das Dirichlet-Integral
/ sin x e
0 X

(i) Das Dirichlet-Integral konvergiert: Fiir 0 < a < b < oo gilt

b o b
1 d
/Smxdac:/ — — (1 —cosx) dx
o T o T dx

1—cosb 1-—cosa b1 —cosz
= + d
a

auf Konvergenz.

— 5 T,

b a

und dieser Ausdruck konvergiert fiir a — +0, b — oco. Tatséchlich ist der
Wert des Integrals m/2 (eventuell spéter).

T

(ii) Das Dirichlet-Integral ist nicht absolut konvergent: Wir benutzen die Ab-
schitzung |sin x| > sin® z = (1 — cos(2z))/2 und erhalten
> | si 1 71— cos(2
/ | sin x| cos(2x) dx
1

dr > — lim
T 2 R—oo Jy T

1 in(2z) |8 [ sin(2
== lim <IOgRM‘ f/ sin(2z) d:c) — oo fiir R — oo.
2 R—oo 1

2¢ 11 212

Die Konvergenz des Dirichlet-Integrals resultiert aus den Oszillationen des In-
tegranden:

Abbildung 4.4: Die Funktion f(x) = stz

x

Integrale mit unbeschrinkten Integranden

Satz 4.43. Sei f: [a,b) — R wie oben, b endlich. Gibt es Konstanten a < 1
und M >0 mit

M

fiir alle x € [a,b), so konvergiert das Integral f: f(x)dx absolut. Gilt hingegen

fa) >

T b—=x
fir alle © € [a,b) mit einem gewissen M > 0, so divergiert das Integral

fabf(z) dx.
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Beweis. Dies folgt aus

b ode (b))
/a b-—2)"  1-a

fiir « < 1 bzw. aus

b (b _ a)l—oz

a_ 1 —«

b b
/ dz = —log(b—2x)| = oo.

b—ux a

Beispiel 4.44. Das Integral
1 k
1
/ (logz)”
o ¢

fir £ € Ng, a € R konvergiert absolut fiir & < 1 und divergiert fiir o > 1.

Integrale iiber unendliche Intervalle
Satz 4.45. Sei f: [a,00) — R wie oben. Gibt es Konstanten o > 1 und M > 0

mat

f@) < 2

xa
fiir ¢ > max{1, a}, so konvergiert das Integral faoo f(z) dx absolut. Gilt hingegen

fay> Y

T

fir x > max{1l,a} mit einem gewissen M > 0, so divergiert das Integral
oo

fa f(z)dz.
Beweis. Dies folgt aus

o 1

1 a—1

< dr xl—a
1 xe a—1

fir alle o > 1 bzw.

Beispiel 4.46. Das Integral
% (] k
/ (logz)” .
1 e

fiir k£ € Ny, a € R konvergiert absolut fiir @ > 1 und divergiert fiir o < 1.
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4.9 Parameter-Integrale

Wir betrachten jetzt den fiir Anwendungen wichtigen Fall, dass der Integrand
von einem Parameter p abhiingt.3

Sei also J C R ein Parameterintervall und f: [a,b] x J — R. Wir nehmen an,
dass fiir jedes feste p € J die Funktion f(-,p): [a,b] — R R-integrierbar ist und
setzen dann

b
F) = [ fap)de
Wir interessieren uns fiir die Eigenschaften der Funktion F': J — R.
Satz 4.47. Ist f: [a,b] x J — R stetig®, so ist auch F: J — R stetig.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass J = [¢,d]. Dann ist f gleichméRig stetig.
Wir withlen ein ¢ > 0 und finden dann ein § > 0, so dass |f(z,p) — f(y,q)] <€
fiir alle (x,p), (y,q) € [a,b] X [¢,d] mit |z — y| + |p—¢| < 4.

Dann gilt
b b
FG) - F@)l = | [ fap)de = [ flog)ds
b
< [ 1f@p) - fa.0)] do < b~ a)
fiir alle p, ¢ € [¢,d] mit |p — g| < §. Das beendet den Beweis. O

Satz 4.48. Seien f, ?: [a,b] x J — R stetig®. Dann ist die Funktion F diffe-

b
P - [ Z—ﬁ(:c,m dr.

renzierbar und es gilt

Beweis. Firp, p+h € J, h#0 gilt

h o Op
[ (ferehoten o),

B /ab (g_i(x’q) - %x,p)) dz,

wobei ¢ = q(x, p, h) zwischen p und p + h liegt. Daraus folgt wie im Beweis des
vorigen Satzes, dass
F(p+h) — F(p) /baf

Y a—p(z,p)d:c%()

3Tatséichlich miissen wir dafiir reelle Funktionen betrachten, die von mehr als einer Versin-
derlichen abhéngen. Wir werden an den entsprechenden Stellen die Definitionen von Stetigkeit
und (partieller) Differenzierbarkeit in diesem Fall aussprechen.

4f heift stetig an der Stelle (zo,po) € [a,b] x J, falls Ve > 0 3§ > 0 V(z,p) € [a,b] x J:
|z — 20| + |p — pol < ¢ impliziert |f(z,p) — f(zo,po)| <e.
5 —f(fl',p) — lim f(xvp"’ h) — f(xvp)

Bp h—0 h

beziiglich p an der Stelle (z,p).

(falls existent) ist die partielle Ableitung von f
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flir A — 0 bei festem p € J. O

Beispiel 4.49. (a)

1
dx 1 1
= log(z + =log(l+ -), > 0.
/owﬂ? g(x +p)|, = log( p) p

(b)

1 p+1 1 1
/xpdx:x =——, p>-1L
0 p+1llo p+1

Der vorige Satz ist ein Spezialfall des folgenden Satzes:

Satz 4.50. Seien f, g—}f): [a,b] x J — R stetig, a, B: J — [a,b] differenzierbar.
Dann ist die Funktion

B(p)
F(p) =/ f(x,p)dx

differenzierbar und

B(p) of

Fo) = 30)f (30)7) o/ @) p) + [ G

Bewets. Es gilt

F(p+h)—F(p) /B@ of
h a
1 [Ble+h) 1 role+h)

—i [ sepemde- g [ fepthyde
B(p) a(p)

Al) flz,p+h)— f(z,p) Of
+/a(p) ( . ap(ﬂﬂ,p)) dx
:—ﬂ(ijh})Liﬂ(p)f(s,erh)f—a(p+h]zia(p)f(r,p+h)

B(p) of of
+/a(p) (a_p(waq)_ a_p('rap)) dZE,

wobei ¢, r, s von x, p, h abhéngen, r € [a(p), a(p+ h)] (bzw. r € [a(p+ h), a(p)],

falls a(p + h) < a(p)), 5 € [B(p), Bp + B)] (baw. s € [B(p+ h), B(p)], falls
B+ h) < B(p)) und q € [p,p+ h] (bzw. g € [p + h,p|, falls p+ h < p). Im
Grenziibergang h — 0 erhalten wir als Limes

B'(p)f (B(p),p) — ' (p) f (alp),p) + 0.

Beispiel 4.51.

2

P
F(p) :/ log(z +p)dz, p>0.
1
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F ist differenzierbar mit

dzx
T+p

2

P
F'(p) = 2plog(p® + p) + /
1

= 2plog(p® + p) + log(z + p)|*
= (2p+1)(log(p + 1) + logp) — log(p + 1)
=2plog(p+ 1)+ (2p + 1) logp.

Bemerkung. Fiir Parameterintegrale, die von mehr als einem Parameter abhan-
gen, gelten analoge Sétze.

Uneigentliche Integrale, die einen Parameter enthalten

Im Fall uneigentlicher Integrale benotigen wir eine weitere Bedingung, um die
stetige Abhangigkeit vom Parameter sicherzustellen.

Definition 4.52. Sei f: [a,b) x J — R, f(-,p) sei R-integrierbar auf jedem

kompakten Teilintervall von [a,b) und fab f(z,p) dx konvergiere fiir alle p € J.
Dann sagt man, dass das Integral

/abf(w,p)dw

gleichmdfig in p € J konvergiert, falls Ve > 0 3¢ € (a,b) Vd € [c,b) mit

<e

/dbf(w,p)dw

fiir alle p € J.

Satz 4.53. Sei f: [a,b)xJ — R stetig und fab f(z,p) dx konvergiere gleichmdfig
i p € J. Dann ist die Funktion F': J — R,

b
F(p)=/ f(x,p)dx

stetig.

Beweis. O.B.d. A. sei J kompakt. Sei p € J und ¢ > 0. Wir wihlen ein ¢ €
(a,b) wie in obiger Definition. Die Funktion f: [a,¢] x J — R ist gleichméfig
stetig, also existiert ein & > 0, so dass |f(z,p) — f(x,q)| < €/(c — a) fiir alle
(x,q) € [a,c] x J mit |p— q| <9 gilt. Wir erhalten

|F'(p) —

+ < 3e,

/C ' fap)de

Fg)
c b
< / F(@.p) — f(,q) do + / f(zp)da

und die Funktion F' ist an der Stelle p stetig. |
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Satz 4.54. Seien f, g—i: [a,b) x J — R stetig und fab f(x,po) dx konvergiere
fiir ein py € J. Weiterhin konvergiere f:g—g(x,p) dz gleichmafig in p € J.
Dann konvergiert das Integral f: f(x,p)dx gleichmdfig in p € J, die Funktion
F(p) = fab f(xz,p) dx ist differenzierbar und es gilt

b
15)
P = [ G e
Beweis. Wie in den Beweisen von Satz 4.48 und Satz 4.53. O

Die Gamma-Funktion

Die Gamma-Funktion ist ein wichtiges Beispiel einer durch ein uneigentliches
Parameterintegral definierten Funktion.

Definition 4.55. Fiir p > 0 setzen wir

F(p):/ P e " dx.
0

o0
/ s
0

konvergiert gleichmdflig in p € [po, p1], wobei 0 < py < p1 < 0.

Satz 4.56. Das Integral

Beweis. Sei p € [po,p1], R > 1. Dann

[e.°] [e.o] d
/ P e dr = / Pl —(—e7 ") dx
R R dx

=—aP e 4+ (p-— 1)/ aP~2e" da
R
=R 1le B4 (p— 1)/ 2P —(—e ") dx
R i

q—1 [oe]
=e R E Vi P Jr'ypj/ P~ e % dx,
j=1 R
wobei

p—=Dp—-2)-(p—j+1), firj=2
Fiir ¢ > p1 + 2 erhalten wir

oo
OS/ 2P le % dx
R

1, fiir § = 1,
Tpj =

< Ce Rl 4 C/ 2% % dy < Ce BRV-1 4+ OR!
R

mit einer gewissen Konstanten C' > 0, die nicht von p € [po,p1] abhingt. Die
rechte Seite konvergiert gleichméfig in p € [po, p1] gegen Null fiir R — oo.
Analog behandelt man den Grenziibergang x — 0. |
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Satz 4.57. Firp >0 gilt
I(p+1)=pl(p).
Insbesondere gilt T'(n + 1) = n! fiir alle n € Ny.

Beweis. Fiir p > 0 gilt

R

F'p+1) = aPe”" dr = lim aPe ™ dx
e——+0
0 R—o0 " €

R R
+p/ P re " dx | = pT(p).
€ €
Weiterhin erhalten wir induktiv zusammen mit
oo
ra) = / e fdr=—e"
0

dass T'(1) =0lund I'(n+1) =nl'(n) =n-(n—1)! = n! fir alle n € Ny gilt. O

= lim [ —aPe™®
e—+0

R—o0

oo
=1
0

)

4.10 Ungleichungen mit Integralen

Viele Ungleichungen, die wir fiir endliche Folgen reeller Zahlen hatten, verall-
gemeinern sich auf den Fall von Integralen.

4.10.1 Die Holder-Ungleichung
Satz 4.58. Seien f,g: [a,b] — R R-integrierbar, p > 1 und ¢ = 2= (d. h.

1—17 + % =1). Dann gilt
b - :
< ( / If(w)lpdw> ( / |g<z>|qdz> -

Beweis. Wie im Fall endlicher Folgen reeller Zahlen diirfen wir annehmen, dass

/ab|f<x>|pdx/ab l9(@)|" do =1

gilt. Wir erhalten dann mittels der Youngschen Ungleichung

@I lg@)*
p q

/a ' fa)g(a) do

[f(@)g(x)] <

fiir alle x € [a, ], also

/: f(@)g(z)dx| < /ab|f(x)g(x)| de

1 /0 » 1 1t .
S; |f ()] dw+5 lg(@)|9de ==+ = =1.

1 1
p g
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Bemerkung. Die Holder-Ungleichung gilt auch fiir p = 1, ¢ = oo (bzw. p = o0
g =1) in der Form

x)dx

</ @) de sup |g(z)].

z€a,b]

4.10.2 Die Minkowski-Ungleichung
Satz 4.59. Seien f, g: [a,b] = R R-integrierbar, p > 1. Dann gilt

b 1/17 b 1/17 b
( / If(z)+g(z)lpdz> §< / If(w)lpdw> +< / |g<x>|pdz>

Beweis. Der Fall p =1 ist offensichtlich, sei also p > 1. Dann

1/p

b b
/ (@) + @) da < / (17(@)] + 9@ | f (@) + ()’ do

(/ab |f (@) dx) " + </ab lg()[” dx) " </ab |f(z) 4+ g(z)[” dx) 171/1}.

O

Bemerkung. Die Minkowski-Ungleichung gilt fiir p = oo in der Form

sup |f(z) +g(z)| < sup [f(x)|+ sup |g(x)|.

z€[a,b] z€Ja,b] z€a,b]

4.10.3 Die Jensensche Ungleichung

Sei I C R ein offenes Intervall, ¢: I — R konvex. Die Jensensche Ungleichung

fiir endliche Folgen, ndmlich Vz; € I, VA; > 0 mit > A\, = 1 gilt
i=1

® (Z )\il'i) < Z)\isﬁ(zi);

i=1 i=1
wird jetzt zu folgender Ungleichung:

Satz 4.60. Seien f, g: [a,b] — R R-integrierbar, f nehme Werte in I an, g

habe Werte in den nichtnegativen reellen Zahlen, f:g(z) dx = 1. Dann gilt:
Falls p o f R-integrierbar, so

b b
@( / f(:c)g(:c)d:c> < / o (f(2)) g(z) da.

Beweis. Fir 0 <h < h/, z, x+h' €I gilt

h —h h
—= () + 1 ol + )

ol +h) < ¥
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wegen der Konvexitat von ¢ und hl,;,h T+ % (x + ') = z + h. Damit folgt

plz+h) — o) _ plz+ 1) — o)
h = % ‘

Analog erhélt man fiir K <0< h, z+h, z+h' €1,

pl+ 1) - o) _ plath) - o)
h = h '

Folglich existiert
. p(z+h) —p(z)
=1 RSV o e s
o(x +0) . uno 5

(rechtsseitiger Grenzwert).
Wir setzen

b
c= [ tagdnet
A=¢'(c+0), B=g¢(c)—cy(ct+0).

Dann gilt fiir alle 2 € [a,b], dass Az + B < ¢(z). In der Tat, fiir > ¢ setzen
wir h = & — ¢ > 0 und erhalten

p(c+h) —p(c)

/ 0<
¢'(c+0) < Y

und damit ¢'(¢ + 0)(z — ¢) + ¢(c) < ¢(z). Der Fall z < ¢ ist analog, und fiir
x = c gilt Gleichheit.
SchlieRlich gilt wegen fab g(z)dz =1

b
@ (/ f(@)g(x) d:c) = p(c) = Ac+ B

=A /[ f(z)g(x) dx—l—B/ g(x) dx

~ [ @)+ B gla) s

ab
< / o (f(x)) g(z) da.

O

Bemerkung. Entsprechende Ungleichungen (Holder, Minkowski, Jensen) gelten
auch fiir uneigentliche Integrale, wobei man jeweils die Konvergenz der Integrale
vorauszusetzen hat.
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Kapitel 5

Unendliche Reihen

5.1 Grundlegende Begriffe und Eigenschaften
Definition 5.1. Sei {aj}72, eine Folge reeller Zahlen. Dann heifit

n
Sn = E ap =ap+az+---+an
k=1

die n-te Partialsumme dieser Folge. Die Reihe Y ay, ist die Folge {sy,} , der
k=1
Partialsummen der Folge {ay}.

Beispiel 5.2. 1. Die harmonische Reihe

ilfur P
k 3 4

2. Die geometrische Reihe (mit Quotient 1)

3 f1+1+1+1+
48

Definition 5.3. Die Reihe Y ay, heifst konvergent, falls die Folge {s,,} der Par-

k=
tialsummen konvergiert. In diesem Fall heifst der Grenzwert s die Reihensumme,
und man schreibt -
S = Z ag.
k=1

Wie im Fall von Folgen spricht man auch von bestimmter und unbestimmter
Divergenz.

o0

Bemerkung. Das Symbol > aj hat eine zweifache Bedeutung. Zum einen be-
k=1

zeichnet es die Reihe selbst, zum anderen meint es deren Summe im Fall der

Konvergenz (bzw. im Fall bestimmter Divergenz).

99
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Beispiel 5.4.

1 1 1 . 1 - Y
45t gtgt= Y = m 21Dy oy

Wir koénnen die Konvergenzkriterien fiir Folgen benutzen, um die Konvergenz
von Reihen zu entscheiden.

o0

Satz 5.5. Die Reihe > ai konvergiert genau dann, wenn Ve > 0 IN € N
k=1
Yn>m>N:

<e.

n
> o
k=m

o0

Beweis. Die Reihe Y aj konvergiert genau dann, wenn die Folge {s,} mit
k=1

Sp, = a1 + as + - -+ + a, eine Cauchyfolge ist. Es gilt jedoch fiir n > m, dass

n
Sn—8m—1=(a1+as+-+a,)— (a1 +as+--+am_1)= Zak’
k=m

was die Aquivalenz der beiden Bedingungen zeigt. (|

Folgerung 5.6. Falls die Reihe Y ax konvergiert, so gilt klim ar = 0.
k=1 —00

o0
Beweis. Sei die Reihe Y aj konvergent. Sei € > 0. Dann existiert ein N € N

k=1
n
mit | Y ag| < € fiir alle n > m > N. Insbesondere erhalten wir fiir m = n,
k=m
dass |a,| < € fir n > N. O

Achtung: Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. So gilt klim 1/k = 0, jedoch
— 00

o0
ist die harmonische Reihe > 1/k divergent (spéter).
k=1
Es ist oft einfacher die Konvergenz von Reihen mit nichtnegativen Gliedern zu
entscheiden.
o0
Satz 5.7. Fine Rethe Y ap mit nichtnegativen Gliedern ist genau dann kon-
k=1
vergent, wenn die Folge {s,} der Partialsummen beschrinkt ist.

Beweis. Wegen s,, — sn—1 = a, > 0 fiir n > 2 ist die Folge {s,} monoton
wachsend. n

Skalare Multiplikation sowie (gliedweise) Addition sind zuléssige Operationen
flir Reihen.

o0 (o]
Satz 5.8. Seien > ax, Y. by konvergente Reihen, ¢ € R. Dann gilt:
k=1 k=1
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(a) Die Reihe Y cay konvergiert und

k=1
Z cap = C Z ag.
k=1 k=1
(b) Die Rethe Y (ay + by) konvergiert und
k=1

Z(ak + bi) = Zak + Zbk-
- =1 k=1

k=1

5.2 Zwei Beispielklassen

5.2.1 Die geometrische Reihe

Definition 5.9. Seien a, ¢ € R. Die geometrische Reihe mit konstantem Term
a und Quotienten ¢ ist die Reihe

Zaqk:a+aq+aq2+aq3+...
k=0

Beispiel 5.10. Im Beispiel 5.2 hatten wir a = 1, ¢ = 1/2.
o0
Satz 5.11. Sei a # 0. Dann konvergiert die Reihe Y. aq® genau dann, wenn

k=0
lg| < 1. In diesem Fall gilt

> a

Zaqk - 1—q

k=0 q
Beweis. Fur

o0
sn=_a¢" =a+ag+- - +ag""!
k=0

gilt
(I—@)sn=(a+ag+--+aq"™") —(ag +ag* + - +aqg") = a(l — "),

also

Snp = a 14

fiir ¢ # 1. Damit konvergiert fiir ¢ # 1 die Folge {s,} genau fiir |¢| < 1 (es gilt
a # 0) und der Grenzwert ist 2. Fiir ¢ = 1 ist die Reihe

o0
Zaqk:a+a+a+...
k=0

offenbar divergent. [l
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5.2.2 Die a-harmonische Reihe
Definition 5.12. Sei o € R. Die a-harmonische Reihe ist die Reihe

1
ke

k=1
Beispiel 5.13. Im Beispiel 5.2 hatten wir o = 1.

Diesmal gibt es keine expliziten Formeln fiir die Partialsummen. Wir benotigen

o0
ein Kriterium, um die Konvergenz der Reihe k—a zu entscheiden.
k=1

Satz 5.14 (Cauchy). Sei{ay} eine fallende Folge nichtnegativer reeller Zahlen,
die gegen Null konvergiert. Dann konvergiert die Reihe > ap genau dann, wenn

k=1
die Reihe -
Z 2la21
1=0

konvergiert.

[e.o] n
Beweis. (<) Sei Y. 2lay = t. Sei 5, = Y aj die n-te Partialsumme. Dann
=0 k=1
gilt
n—12t1-1

Son _ 1fZaku Z ak<z2a21<t

=0 k=2!

Damit ist die monoton wachsende Folge {s, } nach oben beschrankt und
o]

die Reihe > ay ist konvergent.
k=1

o0 n
(=) Seinun 3" ai = s. Sei t, = Y 2'ay. Dann gilt

k=1 =1
n n

=> 2lay =) Z 2a21<z Z Qak—22ak<23
=1 =1 k=2l-141 I1=1 k=2l-141

Damit ist die monoton wachsende Folge {t,} nach oben beschrinkt und

die Reihe Y 2'ay konvergent.
=1
([l

o0
Satz 5.15. Die Reihe > k% konvergiert genau fir a > 1.
k=1

Beweis. Fir a <0 gilt klim k% =0, also ist die Reihe in diesem Fall divergent.
— 00

Sei also a > 0. Dann klim k% = 0 und wir kénnen obiges Kriterium anwenden.
— 00

Es gilt, dass die Reihe

(o9} 1 o0
> G = )
=0 =0

genau dann konvergiert, wenn 2! < 1, d. h. genau dann, wenn o > 1ist. [



5.3. EIN KONVERGENZKRITERIUM 103

Bemerkung. Die Funktion

o 1
=) — 1
((a) k§:1 e a> 1L

ist die Riemannsche Zetafunktion. Sie (bzw. ihre meromorphe Fortsetzung in
die komplexe Ebene) spielt u.a. in der Zahlentheorie eine wichtige Rolle.
Es 1aft sich beispielsweise zeigen, dass

@)= wd (@)=

gilt.

5.3 Ein Konvergenzkriterium

o0 o0

Satz 5.16. Seien > ag, >, by zwei Reihen mit nichinegativen Gliedern und
k=1 k=1

sei ap, < b fiir alle k > K mit einem gewissen K. Dann gilt

o0 o0
(a) Konvergiert die Reihe 3 by, so konvergiert die Reihe 3 ag.
k=1 k=1

(b) Divergiert die Reihe Y ay, so divergiert die Reihe Y by.
k=1 k=1

Beweis. Es gilt > 7o - ar <> pe e bi. O

Beispiel 5.17. (a) Die Reihe
D5
k=1

konvergiert, da

fiir alle £ > 16 und die Reihe ) (%)k konvergiert.
k=1

(b) Die Reihe
Z i
3
= k3 +5k+2

divergiert, da
k2 k2 1

Biokt2 BBk 3k
fir £ > 3 und die Reihe

divergiert.
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5.4 Absolute Konvergenz

(o] o]
Satz 5.18. Sei > ay eine unendliche Reihe. Konvergiert die Reihe Y |ag|, so
k=1 k=1

o0
konvergiert auch die Reihe Y ay.
k=1

Beweis. Es gilt
0 < ag + |ag| < 2|ak]

fiir alle k. Somit folgt aus der Konvergenz der Reihe 3 2|ax| =2 Y |ag| die
k=1 k=1

Konvergenz der Reihe ) (ax + |ax|) (benutzte den Vergleichstest) und damit
k=1

der Reihe > ar = > (ar + |ak]) — > |ax| O

k=1 k=1 k=1

Definition 5.19. Sei Y aj konvergent.
k=1

(a) > ay heilt absolut oder unbedingt konvergent, falls > |ax| konvergiert.

k=1 k=1

(b) Z ay heilit nicht absolut oder bedingt konvergent, falls Z |ak| nicht kon-
k=1
vergiert.

Bevor wir die Begriffe ,,unbedingt” und ,bedingt konvergent* rechtfertigen, kon-
struieren wir ein Beispiel einer bedingt konvergenten Reihe.

Satz 5.20 (Leibniz-Kriterium). Sei {ay} eine fallende Folge (nichtnegativer)
reeller Zahlen, die gegen Null konvergiert. Dann konvergiert die Reihe

(71)k+1ak

k=1
Beweis. Sei s, = 3 (=1)"a;, die n-te Partialsumme.
k=1
Wir zeigen zuerst, dass die Folge {sa,} konvergiert. Wegen
0 S ay — az

(a1 —az) + (a3 — as)
(a1 — az) + (a3 — as) + (a5 — ag)

IAIN TN

ist die Folge {s2,} monoton wachsend. Weiterhin ist diese Folge wegen
Son = a1+ (—az +a3z) + (—aqg + as) + -+ (—agn—2 + a2n—1) — azn < aq

nach oben beschrinkt. Damit existiert s = lim so,.
n— o0

Wegen so,—1 = S92, — ae, existiert auch hm Sop—1 = hm Son — hm Aoy =

s — 0 = s. Da beide Folgen {s2,} und {SQn 1} gegen denselben Grenzwert

(o]

konvergieren, konvergiert auch {s,}, d.h. die Reihe 3 (—=1)""a;, ist konver-
k=1

gent. O
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Bemerkung. Eine Reihe der Form Y. (—1)""a; wie im obigen Satz heift al-
k=1

ternierend.

Obiger Beweis gibt auch die Fehlerabschdtzung

|s — sn| < ng1

fiir alle n € N.
Beispiel 5.21. Geméf obigem Satz konvergiert die Reihe

= ()t
>
k=1

o0

. . . 1, . s I
die harmonische Reihe k¥1 % ist jedoch divergent. Damit ist die Reihe kzl —
bedingt konvergent.

Eine Permutation der natiirlichen Zahlen ist eine Bijektion ¢: N — N.
o0

Definition 5.22. Eine Umordnung der Reihe Y ayj ist eine Reihe der Form
k=1

oo
> Go(k), Wobei o eine Permutation der natiirlichen Zahlen ist.
k=1

Satz 5.23. Jede Umordnung einer absolut konvergenten Reihe konvergiert, und
zwar gegen dieselbe Reihensumme.

o] o0

Beweis. Sei ) ay eine absolut konvergente Reihe und sei }_ aq (i) eine Um-
k=1 k=1

ordnung. Weiter seien

n n
Sp = Z ak, ln = Zaa(k)
k=1 k=1

die n-ten Partialgoummen. -
Sei € > 0. Da Y |ax| konvergiert, existiert ein M mit >, J|ax| < e. Wir
k=1 k=M+1
wéhlen nun ein N € N mit
(1,20, M} C {o(1),0(2), ... 0 (N)}.

(Wiihle beispielsweise N = max{c~'(k) | 1 <k < M}.) Fiir jedes n > N fallen

die Terme a1, as, ..., a, in der Differenz s,, — t,, fort. Folglich gilt
[e ]
sn —tal < > ak| <
k=M+1

und die Folge {s, — t,,} konvergiert gegen Null. Wegen t, = s, — (s, — tp)
konvergiert auch die Folge {t,}, und es gilt

lim s, = lim ¢,.
n— oo n— o0
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Fiir bedingt konvergente Reihen gilt ein entgegengesetztes Resultat:

o0

Satz 5.24. Sei > ay bedingt konvergent, L € R. Dann existiert eine Permu-
k=1

tation o, so dass

Z aa(k) = L.
k=1

Beweis. O.B.d. A. sei a # 0 fiir alle k. Sei {py} die Folge aller positiven Glie-
der von {ax} und {gx} die Folge aller negativen Glieder von {a;}. Dann gilt

lim pr = lim gx = 0 sowie Y. pr = 00, Y. g = — oo. (Insbesondere sind
k—o0 k— o0 k=1 k=1
beide Folgen {pi}, {qr} unendlich.)

Nun sei 0.B.d. A. L > 0. (Der Beweis im Fall L < 0 ist &hnlich.) Wir wéhlen

den Index [; derart, dass
prt+-+py-1 <L<pi+---+py.
Dann wéhlen wir den Index m; derart, dass
P+ tp) @+t am) <L<(pr+-+py)+ @+ + gm-1)
Sodann wéhlen wir den Index Il > [y derart, dass
(P14 +p)+ @+ @) F P+ 1) <L
<Pt Hpn)H (@t +am) F (P o+ )

Wir fahren so fort und erhalten auf diese Weise die Umordnung > aq ) der
k=1

Reihe Y ag.
k=1
Geméf Konstruktion erhalten wir fiir j > 1 (mit mo = 0) die Abschétzungen

LStn<L+pl]. fiirmj,1+lj§n<lj+mj,
L+Qmj <t, <L fur mj+lj§n<lj+1+mj,
o0
wobei wiederum ¢, = > o (k). Das zeigt dann, dass lim ¢, = L. ([l
k=1 n—oo
Beispiel 5.25. Es laRt sich zeigen, dass >, (_1]):+1 = log 2 gilt. Andererseits

betrachten wir die Umordnung

1 1+1 1 1+1 1 1+
2 4 3 6 8 5 10 12 7

dieser Reihe. Die umgeordnete Reihe hat wegen

1 2 1 1 1/ 1 1 Son
t3"22k—1z<4k—2+ﬂ)5(2%—1;%)7

k=1 k=1 k=1 =1

(mit den obigen Bezeichnungen) die Reihensumme log2/2.
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5.5 Weitere Konvergenztests

Zur Erinnerung: Fiir eine Folge {ax},- , ist
liminfay = lim inf { ak ‘ k> m},
k—o0 m—00

limsupag = lim sup { ag ‘ k> m}.
k—o0 m—00
o0
Satz 5.26 (Quotientenkriterium). Sei > ay eine Reihe mit von Null verschie-
k=1
denen Gliedern.

Ak+41
(23

o0
< 1, so ist die Reihe Y ap absolut konvergent.
k=1

(a) Gilt limsup

k—o0

o0
> 1, so ist die Reihe Y aj divergent.

(b) Gilt lim inf
k—o0 k=1

Ak+1
A

a(’;—:l < r < 1. Dann existiert ein K mit

Beweis. (a) Sei r € R mit limsup
k—o0

< r fiir alle ¥ > K. Induktiv erhalten wir |ax | < ! |ax] fiir alle

Ak41
a

(o]
l € Ny. Da die Reihe Y7 . |ax| < 3 rljax| wegen r < 1 konvergiert,
1=0

[e.o]
konvergiert die Reihe > aj absolut.
k=1

(b) Es existiert ein K mit > 1 fiir alle k > K. Damit gilt |ag+1| > |ag]| fiir

Ak+1
ak

k > K und die Folge {aj} konvergiert nicht gegen Null. Folglich ist > ag
k=1
divergent.

O

o0
Beispiel 5.27. Die Reihe Y “;’C—)T konvergiert wegen
k=1

. 5k+1 5k . 5
klggo (k+ 1) H:klggok—i—l =0

Satz 5.28 (Wurzelkriterium). Sei Y aj eine beliebige Reihe.
k=1

(a) Gilt limsup {/|ar| < 1, so konvergiert die Reihe Y aj absolut.

k— o0 k=1

(b) Gilt hkm inf {/]ar| > 1, so divergiert die Reihe ay.

Beweis. Analog zum Beweis des Quotientenkriteriums. O

Beispiel 5.29. Die Reihe > (_3—],2)3 konvergiert absolut, da
k=1
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Bemerkung. In dem Fall, dass der jeweilige Limes in (a) bzw. (b) in den Sét-
zen 5.26 und 5.28 gleich FEins ist, ist keine Entscheidung beziiglich Konvergenz
. IR . R — 1
oder Divergenz moglich, wie das Beispiel der Reihen Z i oo und Z 2 < 00

k=1 k=1
mit
1/(k+1
lim [(E+1) = lim

1/(k+1)*
k—oo  1/k k—oo  1/k2

=1
zeigt.

Satz 5.30 (Integralkriterium). Sei > ai eine Reihe mit nichtnegativen Glie-
k=1
dern, f:[1,00) = R eine stetige Funktion mit f(k) = ax fir alle k. Weiterhin

sei f monoton fallend und lim f(z) = 0. Dann konvergiert die Reihe > ay
genau dann, wenn das uneigentliche Integral floo f(z) dx konvergiert.
Dariiber hinaus haben wir tm Fall der Konvergenz die Fehlerabschdtzung

OSS—sng/ f(z)dx,

wobei s die Reihensumme bezeichnet.

Beweis. (<) Sei [;° f(z)dx < co. Dann ist die Folge {s,} monoton wachsend
und nach oben beschrénkt, also konvergent. Tatséchlich gilt fiir m > n

OSSm—snzan+1+"'+am§/ f(z)dx

n n+ln+2n+3 m—1 m

Abbildung 5.1: Zur Abschitzung a,41 + -+ + am < f;n f(z)dx:
Die Flache unter der Kurve von x = n bis x = m ist mindestens gleich der
Summe der Flachen der schraffierten Boxen.

und fiir m — oo erhalten wir

Ogs—sng/oof(ac)dx.
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(=) Sei [ f(z)dx = co. Dann gilt lim s, = co wegen
n—oo

n+1
sn:a1+a2+~~~+an2/ f(x)de.
1

1 2 3 4 n n+1

Abbildung 5.2: Zur Abschitzung a; + as + -+ - + a, > 1n+1 f(x) da:
Die Flache unter der Kurve von x = 1 bis x = n + 1 ist hochstens gleich der
Summe der Flachen der schraffierten Boxen.

O

Beispiel 5.31. Sei a > 0. Dann konvergiert die Reihe ) k% fiir « > 1, da
k=1

Oodx_l, "dx_l, 1 i 1 1
1 ;L'O‘_nl—{go 1 ;L'O‘_nl—{goa—l ne=1l ) a—1’

und divergiert fir o < 1, da

* dx  dx . " dx )
— > — = lim — = lim logn = oc.
1 1

r €T n—oo Jq €T n—o00

5.6 Das Cauchyprodukt

o0 o0

Wir wollen zwei konvergente Reihen Y ag, > b (der Zdhlindex startet jeweils
k=0  1=0

bei Null) miteinander multiplizieren. Formal erhalten wir

(ao+a1+ag+...)(bo+b1 +b2+...)
:a0b0+(a0b1+a1b0)+(a0b2+a1b1 +a2b0)+...

Tatséchlich gilt diese Beziehung unter bestimmten Voraussetzungen.

o0 o0
Satz 5.32 (Mertens). Seien die Reihen Y ax, Y, by konvergent, wobei wenigs-
k=0 =0

o0
tens eine dieser Reihen absolut konvergiert. Dann konvergiert die Rethe > ¢,
m=0



110 KAPITEL 5. UNENDLICHE REIHEN

wobet ¢y = > agby fiir m € Ny, und es gilt
k+l=m

S (B ()

o0

> ¢ heift das Cauchyprodukt der Reihen > ax, > b;.
m=0 k=0

Beweis. O.B.d. A. seia= Z ay, absolut konvergent. Sei b = Z b;. Wir setzen

k=0 =0
Tp = i ak, Sp = Z by und t,, = Z Cm. Dann ist
k=0 =0 m=0
n
ab= (a—1ry) b+ ryb, Z AkSn—k,
k=0

also .
ab—t, = (a—rn)b—l—Zak(b—sn_k).
k=0
Es gilt (a —ry,) b — 0 fiir n — oo sowie mit N = [§] ([5] bezeichnet den ganzen

Teil von %)

Z Ak (b — Snfk)
k=0

n

N
< Zlakl b—snil+ > larllb—sn

k=N+1

max |b—sl|Z|ak|+C Z lag] — 0

N<l<n
k=N+1

fiir n — oo, wobei C' > 0 mit |b — s;| < C fiir alle [ gewéhlt wurde. Folglich
t, — ab fir n — oo.
O

Beispiel 5.33. Man kann die Ezxpoentialfunktion mittels der absolut konvergen-
ten Reihe
=> 5 7ER,
k=0

einfithren. Die charakteristische Eigenschaft e®e? = e**¥ der Expoentialfunk-
tion ergibt sich dann wie folgt:

o (55)(£9)-£(2.59)

0

R B O W R N

> (3 ()t ) - 3
m=0 k=0 m=0

— %ty

fir alle z, y € R.



Kapitel 6

Funktionenfolgen und
Funktionenreihen

6.1 Einige Beispiele

Wir betrachten nun Folgen und Reihen von auf einem Intervall I C R definierten
Funktionen.

Definition 6.1. Sei f,: I — R fiir n € N. Die Folge {f.} heifft punktweise
konvergent, wenn die Folge {f,(z)} fiir jedes x € I konvergiert. Wir erhalten
dann eine Grenzfunktion f: I — R durch f(z) = lim f,(z) fir x € I.

n—oo

Beispiel 6.2. 1. Sei f,: [0,1] = R, fu(x) = a™ fiir n € N. Die Folge {f,} ist
punktweise konvergent gegen f mit

0, 0<z<1,
f@){l, =1

Obwohl jede der Funktionen f, stetig ist, ist die Grenzfunktion f nicht
stetig.

0
0 1

Abbildung 6.1: Die Funktionen f,(z) = 2™ fir n =1,2,4,8,16

111
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2. Sei gn: (—1,00) = R, gn(x) = % Die Folge {g,} ist punktweise
konvergent gegen g mit
0, —-1l<z<l,
gl@) =43 w=1,
1, z>1.

Die Grenzfunktion g: (—1,00) — R ist beschriankt, obwohl jede der Funk-
tionen g, unbeschrankt ist.

1.0 +

0.5 T

p2nt1

Abbildung 6.2: Die Funktionen g, (z) = Tigzor firn=0,1,3,7

3. Sei hy,: [0,1] — R definiert durch

Dann ist
h(z) = lim hy(z) =0

n—roo

fiir alle z € [0, 1]. Die h,, und h sind R-integrierbar, jedoch gilt

1 1
/ h(z)de =0#1= lim ho(z) da.
0

n—00 0

Sei {r,} die Folge aller rationalen Zahlen im Intervall [0, 1], wobei jede
rationale Zahl genau einmal vorkommt. Wir definieren k,: [0,1] — R
durch
on () = 1, fallsx € {ri,re,..., 0},

0, fallszel0,1]\ {r1,re,...,rn}
Dann ist
1, fallsz€]0,1]NnQ,
0, fallsze0,1]\Q.

Jede der Funktionen k,, ist R-integrierbar, die Grenzfunktion k ist es nicht.

n—o0

k(z) = lim k,(z) = {
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Abbildung 6.3: Die Funktion hs

5. Seil,: [-2,2] = R,

fall -2
ln(x){m’ alls z € |

"7352(3 —n?z?), fallsze[-L

]

2\ (=7

Dann ist
l(z) = lim I,(z) = |z|

n—

fiir alle x € [—2,2]. Jede der Funktionen [, ist differenzierbar (Ubungsauf-
gabe), die Grenzfunktion [ ist es nicht (in = = 0).

Abbildung 6.4: Die Funktionen Iy (durchgezogen) und Iy (gestrichelt)

6.2 Gleichméallige Konvergenz

Die Beispiele zeigen, dass wir im Allgemeinen einen stirkeren Konvergenzbegriff
als die ,,punktweise Konvergenz* benétigen.

Definition 6.3. Seien f,: I — R fir n € N und f: I — R. Man sagt, dass
die Folge {f,} gleichméRig auf I gegen die Grenzfunktion f konvergiert, falls
Ve >0dN Vn> N Vx e I:

|f(z) = fu(@)] < e
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0 I I I I
0 1 2 3 4

Abbildung 6.5: Zum Begriff der gleichméfigen Konvergenz: Der Graph von f,
fiir n > N verlduft innerhalb der angezeigten Region

Bemerkung. Offenbar impliziert gleichméfige Konvergenz die punktweise Kon-
vergenz.

Beispiel 6.4. Sei fn: R = R, fo(z) = % fiir n € N. Die Folge {f,} konver-

giert gleichméfig auf R gegen die Funktion f: R — R, f(x) = 0 wegen
sin(nz)] 1
_ S L S I
und ﬁ%()fiirn%oo.

Satz 6.5. Sei {f,} auf I punktweise konvergent gegen die Funktion f: I — R.
Dann konvergiert {f,} gleichmafSig gegen f genau dann, wenn

sup [ f(z) — fu(z)] — 0
zel

fiir n — oo.

Beispiel 6.6. In keinem der Beispiele 1) bis 4) in Abschnitt 6.1 gilt gleichméfige
Konvergenz. In Beispiel 5) ist die Folge {I/,} nicht gleichméafig konvergent.

Satz 6.7. Sei die Folge {f.} auf I gleichmafig konvergent gegen f, ¢ € I. Ist
jede der Funktionen f, stetig an c, so ist f stetig an c.

Beweis. Sei € > 0. Dann existiert ein Index p mit |f(z) — fp(z)| < € fir alle
x € I. Da f,, an c stetig ist, existiert ein ¢ > 0 mit |fy(z) — fp(c)| < e fiir x € I,
| — ¢| < 6. Dann jedoch gilt

[f (@) = f()l < [f(@) = fol@)| + [ fo(@) = fo(o)| + [folc) = flo)] < 3e
firzel, |z —cl <0. O

Satz 6.8. Sei die Folge {f,} auf [a,b] gleichmdfig konvergent gegen f. Ist jede
der Funktionen f, R-integrierbar, so ist f R-integrierbar und

b b
/ f(z)dx = lim fn(x)da.

n— oo
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die Folge { f fn(x)dx} konvergiert.
Sei € > 0. Dann existiert ein N mit

[ (@) = fu(z)] <€
fir € [a,b], m,n > N. Daher gilt

/fm dx—/fn ) dx

fir m,n > N, und die Folge {[ b fulx d:z:} ist eine Cauchyfolge. Sei
hm f fn(x)dx = L. Wir werden zeigen, dass f f(x)de =1L

Se1 € > 0 und N wie oben. Dann ist |f(z) — fn(x)| < € fiir « € [a,b], n > N.
Weiterhin existiert ein p mit
b
[ larde -1

Da f, R-integrierbar ist, existiert ein § > 0 mit

S(fp, P / fp(x) dx

fiir jede markierte Partition P des Intervalls [a, b] der Feinheit hochstens d. Also
gilt fiir alle derartigen Partitionen P, dass
fpa / fp

</ fon@) = fule)] dz < e (b— )

<e.

<e€

|S(f, P) = LI < [S(f, P) = S(fp, P)| + |S

+ / fp(x)de — L] <e(b—a)+ 2e.
Folglich ist f R-integrierbar auf [a,b] und
b b
/ f(@)dz = lim ful(z) d.
a n—oo a
O

Satz 6.9. Sei {f,} eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen auf dem Inter-
vall I. {fn} konvergiere punktweise gegen f und {f)} konvergiere gleichmdfig
gegen g auf I. Dann ist f stetig differenzierbar auf I und f' = g.

Beweis. Sei c € I. Dann gilt

Fal@) = fule) + / fydt, zel

Fir n — oo erhalten wir

f(x):f(c)—i—/zg(t)dt, zel.

Also ist f differenzierbar auf I und f' = g. O
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6.3 Funktionenreihen

Anstelle von Funktionenfolgen {fi} betrachten wir jetzt Funktionenreihen
Z fr, wobei fr: I — R fiir k € N.
chhtlge Beispiele sind Potenzreihen

g ak:ck :a0+a1z+a2z2+...
k=0

und Fourierreihen

ap + Z (ay cos(kx) + by sin(kx))
k=1
mit gewissen reellen Koeffizienten ag, a1, as,... und by, bo, b3, ...

Definition 6.10. Sei {fx} eine Folge von auf I definierten Funktionen und

f: I — R. Dann konvergiert die Reihe Y fi punktweise (bzw. gleichméfig)
k=1

gegen f, wenn die Folge {s,} = { > fk} der Partialsummen punktweise (bzw.
k=1

gleichmifig) gegen f konvergiert.

Beispiel 6.11. Fir |z| < 1 gilt

= 1
1—2x
k=0
(geometrische Reihe).
Fiir |z| < § gilt
)
sin“x 9
Zsm zfsmersmersmer ﬁftanx.
1 —sin“x

k=1

In beiden Féllen ist die Konvergenz erst einmal punktweise. Das néchste Kriteri-
um wird zeigen, dass diese Konvergenz sogar gleichméfig auf jedem kompakten
T T

Teilintervall von (—1,1) bzw. von (=7, §) ist.

Satz 6.12 (Weierstrass-Kriterium). Die Reihe k§1 fr konvergiert gleichmdfig
auf I, falls | fr(x)| <cg firalexel, keN undki%1 crp < 0.

Beweis. Fiir jedes x € I konvergiert die Reihe k§1 fr(z) absolut. Sei f(z) =
;%1 fr(x). Sei weiterhin s, (z) = kf:l fr(x) fiir x € ;, n € N.

(o]

Sei € > 0. Dann existiert ein N, so dass > ¢ < € fiir alle n > N gilt. Wir
k=n-+1
erhalten fiir x € I, n > N, dass

o0

f@) —su@)| < > |fal@) < > e <e

k=n+1 k=n-+1

Damit konvergiert {s,} gleichméfig auf I gegen f. O
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Direkt von den entsprechenden Ergebnissen fiir Funktionenfolgen in den
Sétzen 6.7, 6.8 und 6.9 erhalten wir:

Satz 6.13. Sei {fi} eine Funktionenfolge auf I und sei die Reihe Y fi gleich-
k=1

mafig konvergent.
(a) Ist jede Funktion fy stetig auf I, so ist f stetig auf I.
(b) Ist jede Funktion fy R-integrierbar auf I = [a,b], so ist f R-integrierbar

auf I und
b o b
/ fla)de = Z fi(z) de.

k=149
(c) Ist jede Funktion fi stetig differenzierbar auf I und konvergiert Y fi.
k=1
gleichmdjig auf I, so ist die Funktion f stetig differenzierbar auf I und
flla)y =) fil)
k=1

fiir alle x € 1.

6.4 Beispiele

6.4.1 Definition der Exponentialfunktion

In der Mathematik gibt es verschiedene Moglichkeiten, den Ausdruck e® fiir
z € R zu definieren. Man nutzt eine dieser Moglichkeiten und zeigt dann, dass
die anderen dazu dquivalent sind.

Satz 6.14. Firx € R gilt

(a)

(b)

= gk z2 28
T - = - -
e’ =3 T lte g
k=0
(c) e ist die eindeutig bestimmte positive Zahly > 0 mit
Y dt
— ==z
1 t

Bemerkung. (a) Die linke Seite ist wohldefiniert, da der Beweis zeigen wird,
dass die Folge {(1+ %)n}zozl fiir > 0 monoton wachsend und nach oben
beschrankt ist. Die Sache ist dann fiir allgemeines € R in Ordnung, da

n n 2
im (1+2)" lim (1-2)" = lim <1 - ””—2>
n—o0 n n—00 n n—r00 n

. x? 0
:expnll_{rgo n log 1—§ =e =1,
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wegen
2

im —log (1 _ $2/a2) = lim 7% ﬁ = lim { — 2—:62 71 =0

a— 00 1/a ey —1/a2 ey a 1—x2/a2 e

(b) Die linke Seite ist wohldefiniert, da die Reihe auf der rechten Seite nach
dem Quotientenkriterium absolut konvergent ist:

2"t/ (n+1)!
am/n!

= lim 2]

lim =

n—o0

(¢) Das Integral definiert den natiirlichen Logarithmus von y > 0, d. h. logy =
1y %, und fiihrt e” als dessen Umkehrfunktion ein. Die Definition zeigt,
dass die Funktion y — logy strikt monoton wachsend ist und das Intervall

(0, 00) bijektiv auf das Intervall (—oo, c0) abbildet.

Beweis. Es geniigt den Beweis der Aquivalenz von a), b) und ¢) im Fall 2 > 0
zu fiihren, da wir unabhéngig davon, wie wir e® definieren, stets e*e™® = 1
erhalten.

1. Aquivalenz von a) und b): Sei x > 0. Wir setzen

n — PR tn, = (1 _)
=D (1+
k=0
Dann ist
" (n) z* “nn—1)---(n—k+1) ,
fn = kz_o (k:) A kZ_Q KTk v

Dies zeigt, dass die Folge {ty},>1 monoton wachsend und nach oben be-
schrankt ist. Insbesondere gilt

. . "
lim ¢, < lim s, = €%,
n—oo n—oo

wobei €® in b) definiert wurde. Weiterhin gilt fiir 1 <m <n
2 1 m 1 2 -1
1+:c+$—(1——)+---+$—(1——)(1——)---(1—m )Stn.
2! n m! n n n

Wir fixieren m, lassen n gegen Unendlich gehen und erhalten

2 m
x x .
sm=l4+z+=+---+="—< lim t,.
2! m! T n—oo
Es folgt, dass
lim ¢, <e” < lim t,,

n—oo n—oo

also lim ¢, = €*.
n— o0



6.4. BEISPIELE 119

2. Aquivalenz von a) und c): Es gilt %(logm) = 1 gemiéf der Definition
in ¢). Sei nun y = lim (1 + %)n fiir ein fixiertes x > 0. Wir werden
n—oo
logy =z, d. h. y = €”, zeigen.
Es gilt

logy = lim log (1+f) _ pipy $los(l +2/n)
n o0 n

n—00 x/n ’

wobel wir die Stetigkeit der Logarithmusfunktion und log(ab) = loga +
log b fiir @ > 0, b > 0 benutzt haben:

ab a ab
dt dt dt
1ogab)=/ —=/ —+/ —
( 1 3 1 3 a 3

@ dt ba
:/ —+/ —SzlogaJrlogb
11 1 S

mittels der Substitution s = t/a. Folglich

. log(l1+h) d 1
logy = o lim 8- — 2 Z(logt)| _ —w-5| =
o8y = h xdt(Og ) t=1 o tle=1
O
Folgerung 6.15. Es gilt
Ly =er
— (") =e
dx
Beweis. Gliedweise Differentiation der Reihe 2—? ergibt
k=0
S R o k-1 k-1 ok
“(=)=N"% = =N
Y () -2
= k=0 k=1 k=0
Es bleibt zu bemerken, dass die Reihe > z—): auf jedem Intervall [—M, M] fir
k=0
M > 0 gleichméRig konvergiert (nach dem Weierstrass-Kriterium, da %k <
k=0
00). O

6.4.2 Der Weierstrasssche Approximationssatz

Satz 6.16 (Weierstrass). Ist f stetig auf [a,b], so existiert eine Folge {P,} von
Polynomen derart, dass Py, auf [a,b] gleichmdfig gegen f konvergiert.

Beweis. Indem wir statt f die Funktion « — f (a + (b — a)x) betrachten, diirfen
wir annehmen, dass f auf [0, 1] definiert ist. Indem wir eine lineare Funktion zu
f hinzunehmen, diirfen wir weiterhin annehmen, dass f(0) = f(1) = 0 gilt.
Wir setzen f auf ganz R stetig fort, indem wir f(z) = 0 fiir « ¢ [0, 1] setzen. Fir
jedes n € N sei Q(x) = c,(1 —22)", wobei die Konstante ¢, > 0 so gew#hlt
ist, dass

/_11 Qn(x)dr =1.
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-1.0

Abbildung 6.6: Die Funktionen @Q,, fir n =1,4,10

Eine Rechnung zeigt, dass’

1 1
/ (17x2)ndz:2/ (1—a22)" da
~1 0
1/v/n " 1/vn

22/ (1—2?%) dz22/ (1 —na?) dx
0 0
4 1

= — > —,

3vn = n
also ¢, < /n fiir alle n € N. Wir definieren die Funktion P,: [0,1] — R durch

P(x) = / S+ 0Qu0dr

und erhalten (da f gleich Null auferhalb [0, 1])

11—z 1

P = [ fat0Qutrde= [ F0Qu(t - o)t

o 0

Das zeigt, dass P, ein Polynom in x vom Grad 2n ist.

Wir zeigen nun, dass {P,} auf [0, 1] gleichméRig gegen f konvergiert. Sei M =
sup |f(z)] und sei € > 0. Wir wihlen 0 < 6 < 1 mit |f(z) — f(y)| < €/2 fiir

z€[0,1]

|z —y| <94.

Fiir z € [0, 1] gilt

Qu(z) =cyp (1 —2?)" < vn(1-6%*)" =0 fiir n — .

IDie Abschitzung (1 — 22)® > 1 — nz? fir |z| < 1 ist mit nz? > 1 — (1 — 22)" =
x? (1 4242t 4+ J:Q("_l)) dquivalent, wobei letztere Abschitzung offenbar richtig ist.
Die Einschrinkung 0 < z < 1/4/n resultiert aus dem Fakt, dass 1 — na? < 0 fiir z > 1/y/n
gilt.
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Abbildung 6.7: Die Funktion g aus Satz 6.17

Damit konvergiert {Q,} gleichméfig auf [4, 1] gegen Null und lim |, 51 Qn(z) dx
n—oo

= (0. Somit existiert ein N derart, dass f; Qn(z)dr < €/(8M) fiir alle n > N.
Wir erhalten dann fiir z € [0,1] und n > N

|f(z) = Pu(2)] = ‘/_11 f(@)Qn(t)dt — /_11 Fla+)Qn(t) dt’
- |/ ) - e+ ) @utey
S/lllf(w>f(fv+t)|@n(t)dt

-6 § 1
g/ QMQn(t)dt—i—/é%Qn(t)dt—i—/é 2M Q,,(t) dt

-1
1 1 € 1
< [2Quas [ foumas [ 2vou0a

<

Das beweist, dass {P,} gleichméfig auf [0, 1] gegen f konvergiert. O

6.4.3 Eine iiberall stetige, nirgends differenzierbare Funk-
tion

Ein erstes Beispiel einer solchen Funktion wurde von Karl Weierstrass 1872
publiziert.

Satz 6.17. Sei g durch g(z) = |z| fir =1 < z < 1 und g(z + 2) = g(x) fir
x € R definiert. Dann ist die Funktion

f@) =3 @kng)

k=0
iberall stetig, aber nirgends differenzierbar.

Beweis. Nach dem Weierstrass-Kriterium konvergiert die f definierende Reihe
gleichméfig gegen f. f ist damit eine stetige Funktion.

Wir zeigen nun, dass fiir jedes z € R eine Folge {x,,} C R\ {x} existiert mit
T, — x flir m — oo, jedoch die Folge {%ﬁ:m)} nicht konvergiert.
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Abbildung 6.8: Die Funktion ) ;_, (%)kg(élkz) fiir n =12

Fiir m € N wéhlen wir 6, = :l:ﬁ,

4™(x + 0y, ) liegt. Dann gilt

so dass keine ganze Zahl zwischen 4™z und

=0, k>m,
’g(4kx + 4F6,,) — g(4kx)’ =1/2, k=m,
< ‘4k5m‘ , k<m.

Begriindung: Fiir k > m ist 4*§,, ein Vielfaches von 2 und ¢ hat Periode 2. Fiir
k = m ist das Ergebnis 1/2, da [4™d,,| = 1/2 und die Funktion ¢ linear ist mit
Anstieg 1 oder —1 auf dem Intervall von 4™« bis 4™ (x + 0,,). Fiir & < m folgt
das Ergebnis aus |g(y) — g(v')| < |y — ¢/| fiir alle y, ¥’ € R.

Wir erhalten dann

f(@+6m) — fo)

i (3) g4k + 4%5,,) — g(4hx)

Om 4 Om
k=0

m m—1 k k k _ a(4k

> 3 o3 3\ |9 z +4%6,,) — g(4¥x)

4 4 Om
k=0

— gm—1 _ 3m

> qm _ kE_ qm _ .

>3m - 3F=3 T >3
k=0

Folglich kénnen wir x,, = x + J,, setzen. ([l

6.5 Potenzreihen

Definition 6.18. Eine Potenzreihe mit Entwickungspunkt c ist eine Reihe der
Form

o0
Zak(zfc)k =ag+a1(z—c)+ax(x—c) +...,
k=0

wobei ag, a1, asz,... und c gegebene reelle Zahlen sind.
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o0
Lemma 6.19. Konvergiert die Reihe " aj(x — ¢)* an einer Stelle 1, so kon-

k=0
vergiert diese Reihe an allen Stellen xo mit |xo — ¢| < |x1 — ¢| absolut. Divergiert
diese Reihe an einer Stelle x1, so divergiert diese Reihe an allen Stellen xo mit
|z —¢| > |z1 — .

Beweis. Es geniigt, den ersten Teil der Behauptung zu beweisen. Sei x1 # c,
|xo| < |x1 — ¢|. Dann gilt fiir alle k € Ny

k
T —c
|ak| |£CQ — C|k = |ak| |$1 — c|k% < Mrk,
x1 — ¢
wobei
M:sup|ak||$1_c|k’ = |$O_C| <1.
k |1 — ¢
o0
Da die geometrische Reihe Y Mr* konvergiert, folgt die Behauptung. O

k=0

Das Lemma zeigt, dass es ein p € [0,00] gibt mit der Eigenschaft, dass
o0

S ag(x — )" absolut konvergiert fiir |z — ¢| < p und divergiert fiir [ — ¢| > p.
k=0

o0

Definition 6.20. p heikt der Konvergenzradius der Potenzreihe Y. ay(z — c¢)*.
k=0

Der Beweis des obigen Lemmas zeigt gleichfalls, dass die Reihe > ax(z — c)k
k=0

gleichméRig auf jedem Intervall der Form [c—r, ¢+ 7] mit 0 < r < p konvergiert.

Bemerkung. Jede Potenzreihe konvergiert an ihrem Entwicklungspunkt.

o0

Satz 6.21. Sei S ap(z — )" eine Potenzreihe,

k=0
s = limsup V/|ak|.

k—o0

Dann ist
0, falls s = oo,

p=<1/s, falls0 < s < oo,
oo, falls s =0.

Bemerkung. Man schreibt allgemein
1

P= lim sup ¥/|a]|
k—o0
und versteht, dass p eine erweiterte reelle Zahl im Intervall [0, oo] ist.

Beweis. Sei 0 < p < oo und p = 1/s. Nach dem Wurzelkriterium konvergiert
oo

die Reihe Y ax(z — o) fiir |z — ¢| < p wegen

k=0
limsup \/|ax| |z — c|k = |z — c|limsup {/|ax]
k—o0 k—ro0

:u<1
P



124  KAPITEL 6. FUNKTIONENFOLGEN UND FUNKTIONENREIHEN

absolut. Fiir |z — ¢| > p hingegen benutzen wir, dass es eine Teilfolge {ag, } der
Folge der Koeffizienten {ay} gibt mit %/|ax,| — % fiir | — co. Insbesondere ist

kg >
|akz| =z — ¢

fiir hinreichend grofies | (wegen % > |I£C|). Damit ist |ag, ||z — ¢/ > 1 fiir

hinreichend grofes [ und {ay, (z — c)k’} ist keine Nullfolge.
Die Félle s = 0 und s = oo sind ahnlich. |

Lemma 6.22. Gilt ar, # 0 ab einer gewissen Stelle K (d. h. fir k > K) und

Ak+1
ag

existiert lim

’, s0 st
k—o0

— 1
p=lm,

Ak+1

Beweis. Es lasst sich zeigen, dass

lim inf | 2541 <liminf {/|ax| < limsup ¥/|ax| < limsup Gkl
k—oco | ag k—oo k—o00 k—oo
gilt. (|
Beispiel 6.23. 1. Fiir a € R hat die Reihe
S z?2 23
Zk—a:1+x+2—a+3—a+...
k=0
den Konvergenzradius 1, da
ke E\°
lim ——— = lim —— | =1=1.
hooo (k+ 1) <kinio k+ 1>
Fiir a > 1 konvergiert diese Reihe an z =1 und x = -1, fir 0 < o < 1
divergiert die Reihe an = 1 und konvergiert an x = —1 und fir a <0
divergiert die Reihe sowohl an x =1 als auch an z = —1.
o0
2. Die Reihe e* = ) CZ—T hat den Konvergenzradius oo, da
k=0
1/k!

Iim ——— = 1i kE+1) =o0.
dm T Am (k) =

o0

3. Die Reihe Y k!2* hat den Konvergenzradius 0, da
k=0

. k! . 1

im ——— = lim —— =

k—oo (k+ 1) k—ook+1

Bemerkung. Beispiel 1) zeigt, dass im Allgemeinen keine Aussage iiber das Kon-
vergenzverhalten an den Endpunkten z = ¢ + p des Konvergenzintervalls (im
Fall 0 < p < 00) moglich ist.
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o0

Satz 6.24. Sei > ap(z —c)* eine Potenzreihe mit p > 0 und sei f(z) =
k=0

ap(z — ¢)F fiir x € (c— p,c+ p). Dann:

zrmg

g

i) Die Funktion f ist stetig auf I.

(ii) Die Funktion f ist R-integrierbar auf jedem kompakten Teilintervall von
(c—p,c+p) und

fyae=Y" k“’“ (z -, Jz—c <p.
(iii) Die Funktion f ist differenzierbar auf dem Intervall (c — p,c+ p) und
"(z) = Zkzak(x —o)" = <o

Beweis. Es geniigt zu bemerken, dass die Reihen

E akx—c k+1 g kakx—c

alle den Konvergenzradius p haben. O

oo

k=0

Das vorangehende Resultat sagt, dass Potenzreihen im Inneren ihres Konver-
genzintervalls gliedweise integriert bzw. differenziert werden diirfen. Insbeson-
dere sind durch konvergente Potenzreihen dargestellte Funktionen im Inneren
des Konvergenzintervall der Potenzreihe beliebig oft (man sagt unendlich oft)
differenzierbar.

Satz 6.25. Die Koeffizienten ay, berechnen sich aus den Ableitungen der Funk-
tion f an der Stelle c,
F®(e)

k'
Insbesondere sind bei positivem Konvergenzradius die Koeffizienten ay der Reihe

flx)= > ap(z — c)lc durch f eindeutig bestimmit.
k=0

k € Np.

ap =

Beweis. Man zeigt induktiv, dass

[eS)
k—1

f(l)

ag(x —¢)

k=l

Tatséchlich ist dies fiir [ = 0 richtig, und aus der Giiltigkeit der Behauptung fiir
ein [ folgt

k—1-1

P =3 e

oo
k=l
oo

k! 1
= Z mak(x—c)k =1

k=141

E—=Dag(x—c)
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Auswertung der obigen Beziehung an der Stelle x = ¢ ergibt dann

f(l)(c) =1lq

fiir alle [ € Np. ([

Das folgende Resultat besagt im Wesentlichen, dass man mit Potenzreihen wie
mit Polynomen rechnen kann. Zudem ist der Quotient zweier Potenzreihen wie-
der eine Potenzreihe, sofern die Potenzreihe im Nenner ein von Null verschiede-
nes Absolutglied hat.

(o] o0

Satz 6.26. Scien f(z) = 3. ar(z —)¥, g(x) = 3 bi(z — ¢)* Potenzreihen
k=0 k=0

mit Konvergenzradius wenigstens p > 0. Dann gilt

Z (ar £ bi) x—c)k,
k=0

00
E em(x—c)™
m=0

wobei ¢, = > agby fiir m € N,

k+l=m
(iii)
-5
— A (x — c
sofern by # 0. Die Koeffizienten dy,dy,ds, ... bestimmen sich aus den
Beziehungen

ag = bodo,
a1 = bod1 + bidp,
ag = bodz + b1d1 + bgdo,

also
a1 aoby

ag
dy=—, di=——— .

0 by 1 bo b(g) ; USW
In allen drei Fillen ist der Konvergenzradius der resultierenden Potenzreihe
wenigstens p, wobei in (ili) die Funktion g auf dem Intervall (¢ — p,c+ p) nicht
verschwinden darf. (Letzteres an der Stelle ¢ ist gerade die Bedingung by # 0.)

Beweis. In (ii) benutzt man das Cauchyprodukt, (iii) wird auf (ii) zuriickge-
fiihrt. O
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6.6 Taylorreihen

Definition 6.27. Sei f: I — R unendlich oft differenzierbar, ¢ € I. Dann heifst

% (k) (¢
kz_of k|( )(.’L'—C)k

die Taylorreihe von f an der Stelle c.

In Abhéingigkeit davon, wie schnell die Folge {f®)(c )}ZO o fiir & — oo wiichst,

kann der Konvergenzradius p der Reihe Z i )(C)( —¢)" gleich Null oder po-
k=0

(k)
sitiv sein. Selbst im Fall p > 0 muss die Taylorreihe g(x) = Z ! (C)( —o)F

fir [t —¢| < p und x # ¢ nicht die Funktion f darstellen (d h. f # g auf
(¢ — p,c+ p) ist moglich).
Wir wollen diese Fragen ndher untersuchen.

Beispiel 6.28. (i) Die Funktion (—1,00) — R,  — log(1 4+ z) ist unendlich
oft differenzierbar. Fiir |z| < 1 erhalten wir

log(1+z) = / )k dt
0 1+t +t 0

= (71)’“/0 thdt = Z(ki)f AR

k=0 k=0

Die so erhaltene Reihe muss die Taylorreihe von log(1+2) an der Stelle x =
0 sein (nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Potenzreihen). Gleichzeitig haben
wir gezeigt, dass in diesem Fall die Taylorreihe die Funktion log(1+ z) auf
dem Intervall (—1,1) darstellt.

Als Nebenprodukt erhalten wir fiir £ > 1

k

s (log(1 + x))

x=0 k

(i) Ist P(x) = apx™ + a1 '+ -+ an_12 + a, ein Polynom vom Grad n, so

" ),
P = T o

k=0

fiir jedes ¢ € R. In diesem Fall ist die Taylorreihe endlich.
(iii) Sei h: R — R,

—1/x 0
h(z): e , >0,
0, x < 0.

Dann ist h unendlich oft differenzierbar auf R. Tatséchlich gilt fiir £ > 1

11 .
h(k)(x)zﬁQk(;)e Ve 2 >0,
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-1 0 1 2 3 4 )

Abbildung 6.9: Die Funktion z + e~ /% 2 >0

wobei @, ein Polynom vom Grad 2k — 2 ist: Q1(s) = 1,

Qr1(s) = =25 Qu(s) — 5° Qi(s) + > Qi(s), k> 1.

Letztere Formel beweist man mittels Induktion iiber k.
Fiir k = 1 haben wir #'(z) = % e~ /% fiir 2 > 0, also Q1(s) = 1, und wenn
das Ergebnis fiir ein k& > 1 bereits bewiesen wurde, so

W) = L (L)

1 2 1 1 1 1
=— (_E Qk(;) - FQ;“(E) +3 Qk(x)) e VT e >0,

22
und daher das Ergebnis fiir k£ + 1.

Insbesondere folgt h(*)(0) = 0 fiir alle k¥ € Ny. Die Taylorreihe von h
ist somit identisch Null und stellt fiir « > 0 nicht die Funktion h dar
(s. Abbildung 6.9).

Bricht man die Entwicklung der Taylorreihe nach endlich vielen Schritten ab,
so erhilt man immer ein positives Ergebnis (in dem Sinne, dass man den Rest
kontrolliert).

Theorem 6.29 (Taylorformel mit Restglied). Sei f: I — R (n + 1)-mal stetig
differenzierbar, c € I. Dann gilt

@=L [ a
firxzel.

Definition 6.30. P,(z) = > % (2 — ¢)" heift das n-te Taylorpolynom von
k=0
f an der Stelle ¢, R,, = f — P, ist das n-te Restglied.

Beweis. Wir beweisen die Formel durch Induktion nach n. Fir n = 0 ist dies
der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung;:

f@) = 10+ | "y,
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Sei die Formel fiir ein n bereits gezeigt. Dann

(n+1) (. )
Ryy1(z) = Ry(x) — f0(e) (@ — )"

(n+1)!
- % ' (@ —t)" F D (1) dt — %/I (@ — )" f T (c) dt
x d . n+1
[ G o) @
1 (z — )" (n+1) (n+1) :
Sl Gl CARRIUESAARIC)
x n+1
+ % | %f(””)(t) dt
1

RECESI] / (& — 1) 7 (1) di.

O

Folgerung 6.31. Sei f: I — R unendlich oft differenzierbar, ¢, € I. Gibt es ein
M > 0 mit ‘ fm (t)’ < M fiir alle n und alle ¢t aus dem abgeschlossenen Intervall
J mit Endpunkten ¢, x, so gilt lim R, (z) = 0.

n—oo

Beweis. 0.B.d.A. sei > c. Wegen | f(")(t)| < M fiir alle ¢ € [c, z] folgt

@)l =[5 [ @0 a
* n M n+1
s, (x —t) dt:m(x—c)Jr.

Es bleibt zu bemerken, dass nh—>rgo % = 0 gilt. (|



