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Kapitel 7

Topologische Raume

7.1 Grundlegende Begriffe

Bei topologischen Betrachtungen geht es um die Lage von Punkten im Raum zu-
einander, ohne dass dabei Grofenverhéltnisse (Lidngen, Winkel, etc.) eine Rolle
spielen. Das heifst insbesondere, dass topologische Eigenschaften sich bei ,steti-
gen Deformationen® nicht dndern (Gummibandgeometrie).

Definition 7.1. Ein topologischer Raum (X, %) ist eine Menge X und eine
Menge % von Teilmengen von X mit folgenden Eigenschaften:

i) 0, Xew,
(ii) % ist abgeschlossen unter endlichen Durchschnitten,
(iii) % ist abgeschlossen unter beliebigen Vereinigungen.

Im Allgemeinen schreiben wir X statt (X, %), wenn aus dem Kontext klar ist,
was die Menge % ist. Die Elemente von % heifsen die offenen Mengen von X.
Die Komplemente in X der Elemente von % heifsen die abgeschlossenen Mengen
von X. 7% heifit auch eine Topologie auf X.

Lemma 7.2. Die Mengen (), X sind abgeschlossen. Endliche Vereinigungen und
beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen von X sind abgeschlossen.

Beispiel 7.3. 1. Diskrete Topologie: % besteht aus allen Teilmengen von X.
Triviale Topologie: % = {0, X }.

2. X ={a,b}, % = {0,{a},{a,b}}.

3. X = R, % besteht aus allen offenen Teilmengen von R (wie im ver-
gangenen Semester eingefiihrt). (Vergleiche Satz 2.56.)

4. Teilmengen von R™ beziiglich der induzierten Topologie (siehe unten).

5. Metrische Rédume (siehe das néchste Kapitel).
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Lemma 7.4. Sei (X,%) ein topologischer Raum, A C X. Dann gibt es eine
grafite offene Menge A°, die in A enthalten ist, und eine kleinste abgeschlossene
Menge A, die A enthdlt.

Beweis. Es gilt A° = U U, A= ﬂ F. 0
U offen, F abgeschlossen,
UCA FDA

Definition 7.5. A° heifst das Innere, A der Abschluss von A. Dariiber hinaus
heifit 0A = A\ A° der Rand von A.

Lemma 7.6. (i) Fine Menge A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn die
Menge A alle ihre Randpunkte enthdlt.

(ii) Sei x € X. Dann ist x genau dann ein Randpunkt von A, wenn fir alle
Ue mitxeU
UNA#0, UNn(X\A) #0

gilt.
Beweis. (i) A abgeschlossen heifit gerade A = A (= AUJA).

(ii) Wir haben eine disjunkte Vereinigung

X =A°U(X\A4)° UoA. O

7.2 Stetigkeit und Homo6omorphie

Seien (X, %), (Y, ) topologische Raume, f: X — Y eine Abbildung.

Definition 7.7. f heifit stetig von X nach Y, falls fiir alle V€ ¥ die Menge
V) ={zeX | fl@) eV}

zu % gehort (d. h. falls die Urbilder offener Mengen offen sind).

Beispiel 7.8. Sei I C R ein Intervall, f: I — R. Dann ist f genau dann im Sinne
obiger Definition stetig, wenn f im bisherigen Sinne stetig ist.

Wie in Satz 2.57 beweist man:
Satz 7.9. Sei f: X — Y. Dann sind dquivalent:
(i) f ist stetig.
(i) f~1(GQ) C X ist abgeschlossen fiir alle abgeschlossenen Mengen G CY .
(iii) Fir alle A C X gilt: f(A) C f(A).
Satz 7.10. Die Komposition stetiger Abbildungen ist stetig.

Beweis. Seien f: X — Y und ¢g: Y — Z stetig. Dann ist go f: X — Z stetig,
da fiir alle offenen Mengen W C Z die Menge

(go /)"'(W) = f g7 (W)
offen in X ist. O
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Die folgende Definition fiihrt den Begriff der topologischen Aquivalenz ein:
Definition 7.11. Zwei topologische Rdume X, Y heifien homdomorph (topolo-
gisch dquivalent, topologisch nicht unterscheidbar), falls es eine stetige Bijektion
f: X =Y gibt, so dass f~!1: Y — X ebenfalls stetig ist. Ein derartiges f heifit
eine Homdomorphie.
Bemerkung. Hombomorphie ist eine Aquivalenzrelation in folgendem Sinne:

(i) id: X — X ist eine Homdomorphie fiir alle X (Reflexivitét).

(i) Ist f: X — Y eine Homdomorphie, so auch f=!: Y — X (Symmetrie).

(iii) Sind f: X — Y, g: Y — Z Homdomorphien, so auch go f: X — Z
(Transitivitét).

Beispiel 7.12. Sind die folgenden topologischen Rdume homéomorph?

Zu (a): Nein, ... ist kompakt, ... ist es nicht.

Zu (b): Nein. Wenn wir einen Punkt entfernen, dann zerfallt ... in zwei zusam-
menhdngende Mengen (...), ... jedoch nicht (...).

Zu (c): Ja. ... habe die Lénge [y, der verschlungene Knoten die Lénge lo. Wir
wéhlen auf beiden Kurven einen beliebigen Punkt P bzw. Q und einen
Umlaufsinn. Der Homéomorphismus f ordnet dann dem Punkt auf ...,

der sich in Entfernung si; fiir s € [0,1) von P befindet, den Punkt auf
.. zu, der sich in Entfernung sly von @ befindet.

7.3 Konstruktion topologischer Raume

7.3.1 Die Unterraumtopologie

Sei (X, %) ein topologischer Raum, A C X. Wir setzen
%A:{UQA‘UE%}.
Lemma 7.13. %4 ist eine Topologie auf A.

Beweis. Eine direkte Verifikation. O

Definition 7.14. %4 heifit die von % auf A induzierte Unterraumtopologie.
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7.3.2 Die koinduzierte Topologie

Sei X eine Menge, %, ¥ seien zwei Topologien auf X . Dann heifst % feiner oder
stirker als ¥ (bzw. ¥ heift grober oder schwicher als %), falls jede Menge in
¥ auch zu % gehort (d. h. wenn % mehr offene Mengen als ¥ hat). Die diskrete
Topologie ist die feinste Topologie auf X, die triviale Topologie die grébste.

Bemerkung. Fiir jede Teilmenge o7 der Potenzmenge von X gibt es eine schwéch-
ste Topologie auf X, die &7 enthélt (ndmlich der Durchschnitt aller Topologien,
die o7 enthalten). Diese heifst die von &7 erzeugte Topologie auf X.

Definition 7.15. Sei (X,%) ein topologischer Raum, Y eine Menge und sei
f: X =Y eine Abbildung. Dann heifst die stérkste Topologie #; auf Y, beziig-
lich der f stetig ist, die von f auf Y koinduzierte Topologie.

Lemma 7.16. Es gilt
Yy ={V CY | f7H(V) ist offen in X }.
Beweis. Es geniigt zu verifizieren, dass 7} in der Tat eine Topologie ist. o

Satz 7.17. X, Y, Z seien topologische Rdume, wobei Y die durch f: X —
Y koinduzierte Topologie trigt. Dann ist g: Y — Z genau dann stetig, wenn
go f: X — Z stetig ist.

Beweis. (=) Offensichtlich.

(<) Seigo f: X — Z stetig. Fiir eine offene Menge W C Z ist f~(g~1(W))
offen in X, d.h. g=}(W) ist offen in Y. Somit ist g: Y — Z stetig. O

7.3.3 Produktraume

Sei X;, i € I, eine Familie topologischer Rdume.

Definition 7.18. Die Produkttopologie auf X = H X ist die von allen Mengen
der Form H U; erzeugte Topologie, wobei U; ngi fiir alle ¢ offen ist und
U= X; derejI‘ast alle (d.h. mit Ausnahme von hochstens endlich vielen) i gilt.
Die Produkttopologie auf X = H X; ist offenbar die schwéchste Topologie auf

i€l
X, beziiglich der alle kanonischen Projektionen 7;: X — X stetig sind.

Satz 7.19. Sei Z ein topologischer Raum und f: Z — [ X; eine Abbildung.

icl
Dann ist f genau dann stetig, wenn alle Abbildungen w; o f: Z — X; stetig
sind.

Beweis. (=) Klar.

(<) Sei U; C X fiir i € I offen, U; = X; fur fast alle 4. Dann ist

! <HUi> = (o f)~" (Uh)

el iel

offen in Z. O
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Beispiel 7.20. (i) R™ tragt die Topologie des Produktes R x R x -+ x R.
—_——

n-mal

(ii) Der Zylinder triigt die Topologie des Produkts I x S!, wobei I = [0, 1] und
St ist die Kreislinie.

7.4 Zusammenhangende topologische Raume

7.4.1 Definition und erste Eigenschaften

Definition 7.21. Ein topologischer Raum X heifit zusammenhdingend, falls er
nicht in der Form X = U UV mit U,V C X offen, nichtleer und disjunkt
geschrieben werden kann.

Fiir die disjunkte Vereinigung schreiben wir auch X =U U V.

Beispiel 7.22. (a) Das Intervall I = ..., die Kreislinie S' = ... und der Zylinder
...sind zusammenhéingend.

(b) Die disjunkte Vereinigung ... zweier Intervalle ist es nicht.

Allgemeiner gilt, dass die zusammenhéngenden Teilmengen von R gerade die
leere Menge sowie die Intervalle sind.

Lemma 7.23. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:
(i) X ist zusammenhdngend.

(ii) Die einzigen Teilmengen von X, die sowohl offen als auch abgeschlossen
sind, sind O und X.

(iii) Jede stetige Abbildung f: X — Y, wobei Y die diskrete Topologie trdgt,
ist konstant.

Beweis. (i) = (ii). Sei U C X offen und abgeschlossen. Dann ist X \ U ebenfalls
offen und abgeschlossen. Wegen X = U U (X \U), UN(X\U)=0¢gilt U =10
oder X\U=0,dh.U=X.

(i) = (iii). Sei f: X — (Y, Uaiskret) stetig. Sei y* = f(z*) fiir ein 2* € X. Dann
ist f~1(y*) offen, abgeschlossen und nichtleer. Also f~!(y*) = X und f(x) = y*
fiir alle z € X, d.h. f ist konstant.

(i) = (i). Sei X = UUV mit U NV = (. Dann ist die Funktion f: X —

({0, 1}, U giskret) mit
0, zeU,
flz) = {1, vev

stetig, also konstant. Damit ist U = @) oder V = 0. O

Bemerkung. Der Beweis zeigt, dass wir in (iii) ein allgemeines Y durch die
zweielementige Menge {0, 1} ersetzen konnen.
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Satz 7.24. Stetige Bilder zusammenhdngender Mengen sind zusammenhdn-
gend. (Vergleiche auch mit Satz 2.49.)

Beweis. Sei f: X — Y stetig. Weiterhin seien Vy, Vi € Y zwei offene Mengen
mit f(X) S VoUW, f(X)NVon Vi =0.

Sei Uy = fﬁl(VO), U, = f*1(1/1) Dann ist X = Uy U Uy, Uy NU; = (Z), Uy, Uy
sind offen. Es folgt Uy = () oder Uy = 0, also f(X)NVy =0 oder f(X)NV; =0.

Damit ist f(X) zusammenhéngend. O
Satz 7.25. Sei X; zusammenhdngend fiir alle i. Dann ist H X; zusammenhdn-
gend. !

Beweis. Diesen Beweis iiberlegen Sie sich selbst. o

7.4.2 Zusammenhangskomponenten
Satz 7.26. Sei X ein topologischer Raum. Dann ist X = | | X; disjunkte Ver-

K3
einigung seiner (eindeutig bestimmten) Zusammenhangskomponenten X; (d. h.
jedes X; ist zusammenhingend und zudem mazimal mit dieser Eigenschaft).

Beweis. Wir fithren eine Aquivalenzrelation ~ auf X ein: z ~ y, falls es eine
zusammenhangende Teilmenge von X gibt, die z und y enthéalt. Um zu sehen,
dass diese Relation transitiv ist, zeigen wir:

Lemma 7.27. Seien U, V C X zusammenhdingend mit U NV # (. Dann ist
U UV zusammenhdingend.

Beweis. Sei f: UUV — {0, 1} stetig, wobei {0, 1} die diskrete Topologie tragt.
Dann ist f}U: U — {0, 1} stetig, also konstant, und auch f}v: V — {0,1} ist
stetig, also ebenfalls konstant. Wegen U NV # () ist die Konstante dieselbe, also
ist f: UUV — {0,1} konstant. O

Die Aquivalenzklassen von X beziiglich ~ sind gerade die Zusammenhangs-
komponenten X; von X. Offenbar gilt X = | | X; und die X; sind paarweise
disjunkt. Weiterhin ist jedes X; zusammenhéngend (Beweis?), wihrend aus Y
zusammenhingend und X; C Y folgt, dass X; =Y gilt (Beweis?). O

Bemerkung. Die Anzahl der Zusammenhangskomponenten eines topologischen
Raumes X ist offenbar eine topologische Invariante (d.h. diese Anzahl ist gleich
fiir alle topologischen Riume, die homéomorph zu X sind).

Insbesondere ist ein nichtleerer topologischer Raum genau dann zusammenhén-
gend, wenn diese Anzahl gleich 1 ist. (Aber nicht alle nichtleeren zusammen-
hingenden topologischen Ridume sind homéomorph, z. B. ...!)

7.4.3 Wegzusammenhingende Riume

Definition 7.28. Eine (stetige) Kurve in X ist eine stetige Abbildung v: [0, 1] —
X. 7(0) heifst der Anfangspunkt, v(1) der Endpunkt der Kurve ~.

Definition 7.29. Ein topologischer Raum heifst wegzusammenhdngend, wenn
es flir je zwei Punkte z, y € X eine Kurve v gibt, die diese beiden Punkte
verbindet (d.h. v(0) =z, v(1) = y).
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Beispiel 7.30. Die wegzusammenhéngenden Teilmengen von R sind die leere
Menge und die Intervalle.

Satz 7.31. Das stetige Bild eines wegzusammenhdngenden Raumes ist weg-
zusammenhdngend.

Beweis. Sei f: X — Y stetig, yo, y1 € f(X). Wir wahlen zg, 1 € X mit
f(zo) = yo, f(x1) = y1. Dann gibt es eine Kurve v: [0,1] — X mit (0) = x,
¥(1) = x1. fox:[0,1] = f(X) ist dann eine Kurve in f(X), die yo und
verbindet. O

Wie im Fall des Zusammenhangs lassen sich jetzt die Wegzusammenhangskom-
ponenten eines topologischen Raumes X definieren. Obiger Satz zeigt uns, dass
deren Anzahl wiederum eine topologische Invariante ist.

Satz 7.32. Jeder wegzusammenhdingende topologische Raum ist zusammen-
hédngend.

Beweis. Sei X wegzusammenhéngend und f: X — {0, 1} stetig, wobei {0,1}
mit der diskreten Topologie versehen ist. Sei 0. B.d. A. f(z*) = 0 fiir ein 2* € X.
Fiir einen beliebigen Punkt 2 € X wihlen wir einen Weg ~: [0,1] — X von z*
nach z, d.h. v(0) = z*, y(1) = 2. Dann ist f o~y: [0,1] — {0,1} stetig. Da
das Intervall [0,1] zusammenhéngend ist, ist f o« konstant Null, also f(z) =
f(~(1)) = 0. Damit ist f konstant. O

Nicht zu iiberraschend ist sicherlich, dass die Umkehrung nicht gilt:
Beispiel 7.33. Sei X C R?,
T > 0},

X ={0,y) |yl <1}U {<$’Smé>

versehen mit der induzierten Topologie. Dann ist X zusammenhingend, aber
nicht wegzusammenhangend.

7.5 Kompakte topologische Raume

Sei X ein topologischer Raum. Eine offene Uberdeckung von X ist eine Familie
{U;}ier offener Teilmengen von X, so dass X = |J U,.

i€l
Definition 7.34. Ein topologischer Raum X heifst kompakt, falls jede offene
Uberdeckung von X eine endliche Teilliberdeckung besitzt.

Bemerkung. Insbesondere in der algebraischen Geometrie heiften derartige Réu-
me auch quasikompakt. Kompaktheit ist dann Quasikompaktheit plus die Haus-
dorff-Eigenschaft (siehe den néchsten Abschnitt).

Beispiel 7.35. Die kompakten Teilmengen der reellen Geraden R sind gerade die
abgeschlossenen und beschriinkten Teilmengen (Uberdeckungssatz von Heine—
Borel). Selbiges gilt im R™, n > 2, ist jedoch in allgemeinen metrischen Rdumen
im Allgemeinen falsch.
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Satz 7.36. Fine abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes ist kom-
pakt.

Beweis. Sei X kompakt, A C X abgeschlossen. Seien Uj;, ¢ € I, offene Mengen
in X mit A C (JU,;. Dann ist X \ A offen in X und X = (X \ A)u | U..

icl i€l

Folglich existiert eine endliche Teilmenge J C I mit X = (X\A) U J Uj.
JjeJ

Dann A C |J U;. O

jeJ
Satz 7.37. Das stetige Bild eines kompakten Raumes ist kompakt.

Beweis. Sei f: X — Y stetig, X kompakt. Weiterhin sei {V;} eine Familie
offener Mengen in Y mit f(X) C |J; V;. Dann sind die Mengen f~!(V;) offen
in X und es gilt X = J; f~'(V;). Daher gibt es endlich viele Indizes i1,...,i,
mit X = {J;_, f~1(Vi,). Es folgt, dass f(X) C U;_, Vi, und wir haben eine
endliche Teiliiberdeckung gefunden. o

Dieses Resultat zeigt, dass Kompaktheit eine topologische Eigenschaft ist.

Das folgende Ergebnis ist einer der wichtigsten Sétze der allgemeinen Topologie.

Satz 7.38 (Tychonoff). Das topologische Produkt einer beliebigen Anzahl kom-
pakter topologischer Rdume ist kompakt.

Beweis (fiir den Fall endlich vieler Faktoren). Es geniigt, den Beweis fiir zwei
Faktoren zu fiihren; die Behauptung fiir eine beliebige Zahl endlich vieler Fak-
toren folgt dann per Induktion.

Seien also X, Y kompakte topologische Riume, sei X x Y = |J(U; x V;) fiir

offene Mengen U; C X, V; C Y. (Wieso geniigt es, sich auf offene Mengen der
Form U; x V; zu beschrénken?)

Fiir y € YV ist die Menge X x {y} C X x Y kompakt als homdomorphes Bild
des Raumes X. (Wieso das?) Wir finden also fiir jedes y € Y eine endliche
Uberdeckung

Xx{yyc|Jurxvy,

r=1
wobei die UY x V¥ aus den U; x V; gewéhlt sind. Wir betrachten nun die Menge
My
V¥ = [ VY. Diese Menge ist offen in Y, y € V¥. Es gibt also endlich viele

r=1

Yly---yYn € Y, so dass die V¥, ... V¥ den Raum Y iiberdecken, d. h. ¥ =
J V¥. Dann gilt

s=1
n My,

xXxy = vy xvpy.

s=1r=1

Um letztere Beziehung einzusehen, wéihlen wir einen Punkt (z*,y*) € X x Y.
Dann gibt es ein s € {1,...,n} mit y* € V¥=. Wegen (z*,y°) € X x {y*®} gibt es
ein r € {1,...,mys} mit (z*,y°) € UY> x V¥s. Dann jedoch gilt z* € UYs und
y* € V¥ C V¥ also (z*,y*) € UYs x VY=, O
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Anhang zu Abschnitt 7.5: Die Einpunkt-Kompaktifizierung

Sei (X,J) ein nichtkompakter topologischer Raum. Wir konstruieren einen
kompakten topologischen Raum (X , T ), in den der Raum X dicht (und ho-
moomorph) einbettet.

Sei X = X LI {}, wobei  eine Stelle mit * ¢ X bezeichnet. Weiterhin sei

ﬁsz{VU{*} | Ve 7, X\V ist kompakt}.
Satz 7.39. Der so definierte Raum (X, 5;) hat die folgenden FEigenschaften:
a) (X, ﬁ) ist ein kompakter topologischer Raum.

b) Die kanonische Einbettung X < X st stetig, offen' und dicht.

Beweis. Ist {U;} C 7 eine beliebige Familie und {V;} C .7 eine nichtleere
Familie mit Vj- ein Mitglied dieser Familie, wobei X \ V; kompakt fiir alle j ist,

so ist
(U, v u (U, v uth) = (U viul, vi) it e 2,

da X\ (Ul UiulY, Vj) C X \ Vj- abgeschlossen und daher kompakt ist.
Ist {V;} C .7 eine nichleere endliche Familie, so ist

(N, 0301:h) = (N, Vi) visk e 7.

da X\ (ﬂj Vj) = U;(X \ V) kompakt ist. Damit ist 7 eine Topologie auf X.

Nun sei
= (U v (U v en)

fiir zwei Familien {U; }ier C 7, {V;}jes C 7, wobei X \ V; kompakt fiir alle j
und J nichtleer mit j* € J ist. Dann

X:UiUiUUjX/j,

wobei die Menge X \ V}+ kompakt ist. Es gibt also eine endliche Teilmenge Iy C I
und eine endliche Teilmenge Jy C J \ {j*} mit

XAV < (Uielo Ui) - (UjeJo Vj) '

Es folgt, dass

2= (U, 0) v (U, 05U 1h) U v U D),

was die Kompaktheit des Raumes X demonstriert.

Identifizieren wir nun X mit seinem kanonischen Bild in X , so tragt X die
Relativtopologie, was die Stetigkeit und Offenheit der kanonischen Einbettung
aufzeigt. Die Dichtheit dieser Einbettung folgt aus dem Umstand, dass {*} ¢ T
gilt, dass * also ein Randpunkt von X in X und somit der Abschluss von X in
X der Raum X ist. O

IDas heift, die Bilder offener Mengen sind offen.
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X heift die Einpunkt-K. ompaktifizierung von X.

Bemerkung. Die Einpunkt-Kompaktifizierung von X ist in dem Sinne eindeutig,
dass wenn Y ein kompakter topologischer Raum und i: X — Y eine injektive,
stetige und offene Abbildung mit der Eigenschaft ist, dass i(X) C Y dicht und
Y \ i(X) eine einelementige Menge ist, so ist Y hom6omorph zu X.

Beispiel 7.40. (a) Die Einpunkt-Kompaktifizierung der Menge N der natiir-

lichen Zahlen (mit der diskreten Topologie) ist homéomorph zur Menge
{O}U{l/n’neN} CcR.

(b) Die Einpunkt-Kompaktifizierung des R™ ist die n-Sphére S™.

7.6 Hausdorffraume

Nach Zusammenhangs— und Kompaktheitsbegriffen diskutieren wir jetzt eine
sogenannte Trennungseigenschaft, ndmlich die Hausdorff-Eigenschaft oder T5.

Definition 7.41. Ein topologischer Raum X heift Hausdorffsch, falls es fiir
alle z,y € X mit 2 # y offene Mengen U, V mit r € U,y € Vund UNV =
gibt.

Beispiel 7.42. (i) Metrische Rdume sind Hausdorffsch, insbesondere sind R,
R™ fiir n > 2 Hausdorffsch.

(ii) Unterrdume von Hausdorffriumen sind Hausdorffsch.

(iii) Der Raum X = {a,b} mit der Topologie {0, {a},{a,b}} aus Beispiel 7.3
ist nicht Hausdorffsch. Die einzige offene Menge, die b enthélt, ist {a, b},
und diese Menge enthélt auch a.

Satz 7.43. Einelementige (und damit endliche) Mengen in Hausdorff-Riumen
sind abgeschlossen.

Beweis. Geméf Definition ist X \ {«} fiir z € X offen. O

Satz 7.44. Sei X ein Hausdorff-Raum, A C X kompakt. Dann ist A abge-
schlossen.

Beweis. Wir zeigen, dass X \ A offen ist. Sei also € X \ A. Fiir jedes y € A
wéhlen wir offene Mengen U, V, mit z € Uy, y € V,, und U, NV, = {). Dann
ist {Vy}y cy €ine offene Uberdeckung von A. Da A kompakt ist, existiert eine
endliche Teiliiberdeckung, d. h. es existieren y1,...,ym € Amit AC V,, U---U
Vy,.- Wir setzen U = Uy, N---NU,, . Dann ist U offen, x € U und UN A =0,
d.h. U C X \ A. Da z € X \ A beliebig gewahlt war, ist X \ A offen. O

Folgerung 7.45. Sei f: X — Y bijektiv, stetig, X kompakt, Y Hausdorffsch.
Dann ist f eine Homéomorphie.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass f~!: Y — X stetig ist. Sei also A C X ab-
geschlossen. Dann ist (f~')7'(A) = f(A) abgeschlossen in Y, da A als ab-
geschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes nach Satz 7.36 kompakt und
somit nach dem vorigen Resultat in Y abgeschlossen ist. O



7.6. HAUSDORFFRAUME 15

Satz 7.46. Sei X Hausdorfsch, A, B C X kompakte Teilmengen mit ANB = ().
Dann gibt es offene Mengen U, V mit ACU, BCV undUNV = 0.

Beweis. (i) Wir behandeln zuerst den Fall, dass A eine einelementige Menge
ist, d.h. A = {z}. Fiir jedes y € B wahlen wir offene Mengen U, V,, mit
x € Uy, y € V,, und U,NV, = 0. Dann ist {V, },cp eine offene Uberdeckung
von B. Wir wéhlen eine endliche Teiliiberdeckung, also B C V,,, U---UV,, .
Dannsind U =Uy, N---NU,, , V=V, U---UV,, offen,zcU, BCV
und UNV = 0.

(ii) Sei nun A beliebig. Fiir jedes z € A wéhlen wir geméf (i) offene Mengen
Ug, Vo mit x € U, B C V, und U, NV, = 0. Dann ist {U,}.ca eine
offene Uberdeckung von A. Wir wihlen eine endliche Teiliiberdeckung,
also A C Uy, U---UU,,. Dann sind die Mengen U = U,, U---UU,

Tm

V=V,N--NV,, offtn, ACU, BCV und UNV = 0. O

Neben dem Satz von Tychonoff ist der Satz von Urysohn einer der wichtigsten
Sétze der allgemeinen Topologie.

Satz 7.47 (Urysohn). Sei X ein kompakter Hausdorffraum, A, B C X abge-
schlossen, AN B = (. Dann emistiert eine stetige Funktion F: X — [0,1] mit
F(x) =0 fir alle x € A und F(x) =1 fir alle x € B.

Beweis. Sei I die Menge aller rationalen Zahlen der Form k/27, wobei j, k € N,
1 < k < 27, Fiir r € I konstruieren wir induktiv offene Mengen U, C X mit

e ACU, U, CX\B,
o U, CU, firr<s.

Fiir j = 1 wéahlen wir unter Benutzung des vorigen Satzes eine offene Menge
Upjpmit AC Uy CU € X\ B.

Fiir j = 2 wéihlen wir wiederum unter Benutzung des vorigen Satzes offene
Mengen U1/4, U3/4 mit

ACU s CU1ys CUyyo CU1ya CUspu CU3. C B,

und so weiter.
Wir definieren dann

Flz) = inf{r eI | veU,}, fallszel,.c U,
1 andernfalls.

)

Dann ist offenbar F(x) =0 fiir x € A und F(x) =1 fiir x € B.
Es bleibt zu zeigen, dass F’ stetig ist. Dazu bemerken wir, dass fiir 0 <r < s < 1

Fl)>r < W' >rio¢lU, < z2¢ ﬂUT/,
r'>r

Flr)<s < 3s'<s:xeclUy < =x¢€ UUS/.

s'>s

Also sind die Mengen
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(a) F_l((ras)) = (U Us’) \ <ﬂ UT’>7

s'>s r'>r

(b) F7([0,5)) = | Us,

s'>s

(@F%mm=X\07a>

r’>r

samtlich offen in X. O



Kapitel 8

Metrische Raume

8.1 Definition

Definition 8.1. Ein metrischer Raum (X, d) ist eine Menge X zusammen mit
einer Funktion d: X x X — [0,00) mit den folgenden Eigenschaften: Fiir alle
x,y, z € X gilt

(i) dz,y) =0 <= z=y,
(i) d(z,y) = d(y,z),
(iii) (Dreiecksungleichung) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).
Die Funktion d heilt Metrik (oder Abstandsfunktion).

Beispiel 8.2. 1. Die durch

0, ==y,
d(ﬂc,y){1 vty

auf einer beliebigen Menge X gegebene diskrete Metrik.

2. X =R" 1<p< oo,

< n 1/p
Z|$z‘%|p) , 1<p<oo,
dp(w,y) = \i=1

~max |$i_yi|7 b =00,
i=1,...,n

fir z = (z1,...,2,),y = (Y1,---,Yn) €ER"

3. Fiir einen topologischen Raum Y sei X = Cy(Y;R) die Menge aller be-
schrankten und stetigen Funktionen f:Y — R mit der Metrik

d(f,9) = IIf — gllec = Sup |f(y) — g9(y)l-

17
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8.2 Die metrische Topologie

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Definition 8.3. Wir nennen eine Teilmenge U C X offen, falls es fiir jedes
x € U ein r > 0 gibt, so dass die offene Kugel

B(z,r) ={y € X | d(z,y) <r}
mit Mittelpunkt x und Radius r vollstdndig in U enthalten ist.

Satz 8.4. Mit diesem Begriff einer offenen Menge erhalten wir eine Topologie
auf X.

Beweis. Wir haben zu iiberpriifen, dass der Durchschnitt zweier offener Mengen
U, V wieder offen ist. (Alle anderen Axiome einer Topologie sind offensichtlich
erfiillt.)

Sei also x € UNV und B(z,r) C U, B(x,r') CV mit gewissen r > 0, 7’ > 0.
Dann B(z,r") CU NV mit v = min{r, r'}. O

Die so definierte Topologie heift die durch d auf X induzierte Topologie (oder
die metrische Topologie).

Lemma 8.5. Jede offene Kugel B(x,r) ist offen im Sinne der obigen Definition.

Beweis. Sei y € B(z,r), d.h. d(z,y) < r. Dann gilt B(y,r’) C B(z,r) mit
r' =r —d(xz,y) >0, denn d(y, z) < ' impliziert

d(z,2) < d(z,y) +d(y, ) < d(z,y) +1" =1 0

Bemerkung. Die offenen Kugeln B(x, ), wobei z eine dichte Teilmenge in X und
r alle positiven rationalen Zahlen durchlauft, bilden eine Basis der durch d auf
X induzierten Topologie. Insbesondere besitzt diese Topologie eine abzdhlbare
Basis, falls es eine abzahlbare dichte Teilmenge von X gibt.

Die metrische Topologie kann mit Hilfe der Konvergenz von Folgen charakteri-
siert werden.

Definition 8.6. (i) Eine Folge {z,}nen in X ist eine Abbildung N — X
n— Tn.

(ii) Eine Folge {xy}neny € X heifit konvergent gegen eine Stelle 2* € X, falls
es fiir jedes r > 0 ein ng = no(a*,r) € N gibt, so dass z, € B(a*,r) fiir alle
n > ng gilt. Wir schreiben dann x,, — x* fiir n — oc.

Lemma 8.7. Fine Folge {xy}nen hat hiochstens einen Grenzwert.

Beweis. Angenommen, wir hétten x, — z* und z, — y* fir n — oo mit
x* # y*. Dann gilt fiir 0 < r < d(x*,y*)/2 , dass B(z*,r) N B(y*,7) = 0, was
der Definition der Folgenkonvergenz widerspricht. O

Satz 8.8. FEine Menge A in einem metrischen Raum (X,d) ist dann und nur
dann abgeschlossen, wenn die Grenzwerte aller Folgen in A, die konvergieren,
in A liegen.
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Beweis. Wir zeigen tatséchlich, dass fiir eine beliebige Menge B C X gilt:
r* € B <= 3 Folge {z,}neny C B mit z,, — z* fiir n — oo.

(<) Fiir jedes n € N wihlen wir ein z, € B(z*,1/n) N B. Dann gilt offenbar
T, — x* fir n — oo.

(=) Gibt es eine Folge {2, }neny C B mit z, — z* fiir n — oo, so hat jede
offene Kugel B(x*,r) mit r > 0 einen nichtleeren Durchschnitt mit B, d.h. es
gilt z* € B. O

Satz 8.9. Fine Menge A in (X, d) ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlos-
sen ist und jede Folge in A eine konvergente Teilfolge besitzt. (Aquivalent dazu
ist, dass wir aus jeder Folge in A eine in A konvergente Teilfolge auswdhlen
konnen.)

Beweis. (=) Sei A C X kompakt. Dann ist A abgeschlossen, da X Haus-
dorffsch ist. Sei weiterhin {x,} C A eine beliebige Folge. Angenommen, {z,}
enthélt keine konvergente Teilfolge. Insbesondere kann dann kein Folgenglied
unendlich oft vorkommen, so dass wir z,, # x, fiir m # n annehmen diirfen.
Jeder Punkt x,, ist ein isolierter Punkt (d.h. kein Haufungspunkt) der Menge
{xn ‘ n e N}. Dann gibt es eine offene Kugel U,,, = B(Zp,, ) mit 2, ¢ Up,
fiir alle n #% m. Man sieht leicht, dass die Menge {:cn | n e N} abgeschlossen
und somit die Menge Uy = X \ {xn ’ n e N} offen in X ist. Die Mengen U,
fir n € N zusammen mit Uy bilden eine offene Uberdeckung von A, die keine
endliche Teiliiberdeckung enthélt.

(«<=) Nun habe jede Folge in A eine in A konvergente Teilfolge. Wir zeigen
zuerst:

Lemma 8.10. Sei {Ui ’ 1€ I} eine offene Uberdeckung von A. Dann gibt es
einr >0, so dass es fir allea € A eini € I mit

B(a,r) CU;
gibt.

Beweis. Angenommen, dies wére nicht der Fall. Wir wéihlen dann eine Folge
{zn} C A mit B(z,,1/n) € U, fir alle i. Sodann wéhlen wir eine Teilfolge
{zp,} von {x,} mit z,, — z* fiir Kk = oo und einem z* € A. Es gilt a* € U;-
fiir ein ¢* und B(z*,r*) C U;» fiir ein 7* > 0, da U;« offen ist. Wir wihlen nun
ein k so grof, dass d(z*,z,, ) < r*/2 und 1/k < r*/2 gilt. Dann haben wir fiir
y € B(zp,,1/nk), dass

¥ r*
d(SC*,y) S d(SC*,ZL'nk) +d(znk,y) S ? + 3 = T*a

also y € B(a*,r*) C U;~. Somit ist B(zp,,1/n;) C U im Widerspruch zu
B(zy,,,1/n;) € U; fir alle i. O

Hat nun jede Folge in A eine in A konvergente Teilfolge, so gibt es fiir jedes
r > 0 endlich viele z1, ..., 2, € A mit

A C B(z1,r)U---UB(zpm,r).
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Andernfalls konnten wir ein 1 € A beliebig wihlen, dann ein 2 € A\ B(z1,r),
dann ein 23 € A\ (B(z1,7) U B(z2,7)), usw., und wiirden auf diese Weise eine
Folge {zn,} C A mit d(xm,x,) > r fiir alle m # n erhalten, also eine Fol-
ge, aus der wir keine konvergente Teilfolge auswéhlen kénnten. Sei nun also
{Ui}i g eine offene Uberdeckung von A. Wir wihlen r > 0 wie in Lemma 8.10
und z1,...,%, € A mit A C B(z1,7)U--- U B(zy,r). Dann existiert fiir je-
des k = 1,...,m ein i, € I mit B(zy,r) C U;,. {Uik};ﬂ:l ist eine endliche

Teiliiberdeckung von A. O

Satz 8.11. Seien X, Y metrische Raume, f: X — Y eine Abbildung. Dann ist
f genau dann stetig, wenn fir alle Folgen {x,} C X aus x, — x fir n — oo

flxn) = f(x) firn — oo folgt.

Beweis. (=) Sei zuerst f stetig und {z,} eine Folge in X mit z,, — z fiir
n — oo. Fiir jedes € > 0 gibt es wegen der Stetigkeit von f ein § > 0 mit

f(B(x,0)) € B(f(x),€).

Wir wéhlen ein ng, so dass z, € B(x,d) fiir alle n > ng. Dann ist f(z,) €
B(f(x),¢) fir alle n > ng. Es folgt, dass f(z,) — f(z) fiir n — oc.

(<) Nun habe f umgekehrt die in der Formulierung des Satzes genannte
Eigenschaft. Sei B C Y abgeschlossen. Wir wollen zeigen, dass A = f~1(B)
ebenfalls abgeschlossen ist. Sei also {x,,} C A eine konvergente Folge mit x,, — x
flir n — oco. Zu zeigen ist, dass © € A gilt.

Aus x,, — z fiir n — oo folgt, dass f(z,) — f(z) fiir n — co. Wegen {f(z,)} C
B und da B abgeschlossen ist, gilt f(z) € B. Damit ist jedoch # € f~1(B) =
A. O

8.3 Vollstandige metrische Raume

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Definition 8.12. (i) {x,} C X heiflt Cauchyfolge, falls

Ve >0 E'TLO = no(E) Vman >ng: d(zm;zn) <e

(ii) X heifit vollstindig, falls jede Cauchyfolge konvergiert.
Beispiel 8.13. (a) R, [a,b] sind vollstidndig.

(b) Vollstédndigkeit ist keine topologische Eigenschaft. Beispielsweise ist offene
Intervall (0,1) zwar homéomorph zu R, aber nicht vollstindig. ({1/n}nen
ist eine Cauchyfolge in (0, 1), die jedoch in (0, 1) nicht konvergiert.)

Definition 8.14. Ein metrischer Raum (X,d) heift Vervollstindigung von
(X, d), falls es eine isometrische (d.h. eine metrik-erhaltende) Abbildung

i (X,d) = (X,d)
gibt, so dass i(X) in X dicht ist (d.h. der Abschluss von i(X) ist X).

Theorem 8.15. Fiir jeden metrischen Raum gibt es bis auf Isometrie genau
eine Vervollstindigung.
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Beispiel 8.16. (i) Q ist nicht vollstdndig, seine Vervollstdndigung ist R.
(ii) Die Vervollstindigung von (0,1) ist [0, 1].

Beweis von Theorem 8.15. (a) (Eindeutigkeit) Seien X, X’ zwei Vervollstin-
digungen. Wir kénnen X sowohl als Unterraum von X als auch als Unter-
raum von X’ betrachten. Dann setzt sich die identische Abbildung X — X,
x — , in eindeutiger Weise zu einer Isometrie f: X — X' fort.

(b) (Existenz) Sei £ der Raum aller Cauchyfolgen in X. Auf 2" betrachten
wir die folgende Relation:

{za} ~ {yn} = {d(xn,yn)} ist Nullfolge in R.

~ ist eine Aquivalenzrelation auf 2": ~ ist offenbar reflexiv und symme-
trisch. Die Transitivitéit ergibt sich wie folgt:

Sei {zn} ~ {yn} und {yn} ~ {zn}, d.h. {d(@n,yn)} und {d(yn,z,)} sind
Nullfolgen. Dann ist wegen

0 < d(xn,zn) < d(@n,yn) + d(Yn, zn) — 0 fiir n = o0

auch {d(zn, 2,)} eine Nullfolge.

Sei X der Raum der Aquivalenzklassen von 2~ beziiglich ~. Auf X definie-
ren wir die Metrik

A, o)) = lim d(an, yn).

(i) Zu zeigen: d ist wohldefiniert.
(a) Seien {x,}, {yn} Cauchyfolgen in X. Dann ist {d(xn,yn)} wegen

|d(xm7ym) - d(xnvyn”
< d(@m,xn) + d(Ym,yn) — 0

fiir m, n — oo eine Cauchyfolge in R. Also existiert lim d(2y, yn).
n—o0

(b) (Représentantenunabhéngigkeit) Sei {z],} ein weiterer Représen-
tant der Klasse [{z,}], d.h. {z,} ~ {z]}. Dann gilt

|d(Zn,yn) — d(2' v, yn)| < d(xp,2') — 0
fiir n — oo, d.h. die Folgen {d(zn,yn)} und {d(z’n,yn)} haben
denselben Grenzwert.

(ii) Wir zeigen als Niichstes, dass der Raum X vollstéindig ist. Dazu wihlen
wir eine Cauchyfolge {¢*}en in X. Wir repriisentieren jedes Glied &*
dieser Folge durch eine Cauchyfolge {z*},en in X, d. h. ¢F = [{zﬁ}}
Dann withlen wir eine Folge {¢*} in X, von der wir zeigen werden:
(a) {y*} ist eine Cauchyfolge,

(b) {y*} reprisentiert den Grenzwert der Folge {¢*}.
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wobei ny so gewihlt ist, dass d(z% 2¥) < 1/k

m? n

Wir setzen y* = xﬁk,
fir m, n > ny, gilt.
Zu (a): Sei e > 0. Wir finden dann ein kg > 1/¢, so dass

lim d(zF, z!) < e fiir k, | > ko.

n—oo

Dann gilt fiir &, [ > ko
d(y*, ') < d(ay,,xh) +d(z),2l) + d(,, d),)

n»n ni 'ng
<1+2 +1<4
- € - €
<7 7S

fiir ein hinreichend grofes n. Also ist {y*} eine Cauchyfolge
in X.

Zu (b): Sei € > 0. Indem wir ko wie in (a) wéhlen, erhalten wir fiir
k > ko, dass

dy™, ay,) < d(xp, @) + d(@)), @) + day, )

Nk nr»¥m

1
< +26+E§46

1
m
fiir m > ko und n hinreichend grof. Insbesondere

lim d(y™,zF) < 4e fiir k > k.

m—00
Folglich gilt limy,_, o &% = [{y™}] in X.
(iii) Die isometrische Abbildung von X nach X ergibt sich, indem jedes
r € X auf die Klasse abgebildet wird, die durch die Folge konstant
x représentiert wird. Indem wir X mit seinem Bild in X unter dieser
Abbildung identifizieren, sehen wir, dass X in X dicht ist: Es gilt

in X fiir jede Cauchyfolge {z,,} in X. O
Beispiel 8.17 (Beispiel eines vollstandigen metrischen Raumes).
X =C([0,1,R) = {f: [0,1] = R | f ist stetig}

mit der Metrik
d(f,9) = max [f(z) — g(z)|.

z€[0,1]
Behauptung. X ist vollstandig.
Beweis. Sei dazu {f"} eine Cauchyfolge. Dann ist fiir jedes = € [0, 1] die Folge
{f™(z)} eine Cauchyfolge in R. Somit konvergiert die Folge {f"} punktweise
gegen eine Grenzfunktion f, d.h. lim f"(x) = f(x) fir alle € [0,1]. Diese
n—oo
Konvergenz ist tatsédchlich gleichméfig, da aus
max |f"(z) — f"(z)| <e
mx |7 (0) — (0)] <
flir ein gegebenes € > 0 und m, n > ng bei geeeignetem ny durch Grenziibergang
m — oo folgt, dass

sup [f(x) — f"(@)] < e

z€[0,1]

flir n > ng gilt. Damit ist die Funktion f gemé&f Satz 6.7 stetig, gehort als zum
Raum X.
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8.4 Der Banachsche Fixpunktsatz

Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum?!. Sei ferner 7: X — X eine Ab-
bildung mit
d(Tz,Ty) < ad(z,y), vV, yeX,

fiir ein 0 < a < 1. Eine solche Abbildung heiflt strikt kontraktiv.

Satz 8.18 (Banach). Die strikt kontraktive Abbildung T: X — X in einem
vollstindigen metrischen Raum X besitzt genau einen Fizpunkt.

Beweis. (a) (Eindeutigkeit) Seien z, y € X Fixpunkte von T. Dann gilt
d(z,y) = d(Tz,Ty) < ad(z,y),

also (1 —a)d(z,y) <0, d(z,y) =0 und z = y.

(b) (Existenz) Zuerst erhalten wir induktiv, dass
d(T"z, T"y) < a™d(z,y), Vz,yeX.
Sei nun zg € X beliebig und x,, = T"x( fiir n € N. Dann gilt
d(xpy1,2n) =d (T 21, T o) < a™d(z1, 20),
also fiir n, k € N

ATk Tn) < A(Totks Tnrk—1) + -+ d(Tnt2, Tnt1) + d(Tn1, Tn)

< (anJrkfl St 4 a") d(z1,20)
1—a* "
= a" T d(a1,20) < 7 d(w1,20).

Wegen % — 0 fiir n — oo ist {z,} eine Cauchyfolge in X. Wegen der
Vollstandigkeit von X konvergiert {z,} gegen ein z* € X. Indem wir in

d(Txni1,n+1) < ad(Tan, xy)
zum Grenzwert fiir n — oo iibergehen, erhalten wir
d(Tz*, z*) < ad(Tz*, z"),
also d(Tx*, z*) = 0 und T'z* = a*. Folglich ist 2* der gesuchte Fixpunkt. O

Bemerkung. In Anwendungen ist es oft wichtig, dass dieser Beweis ein konstruk-
tives Verfahren zur Approximation des gesuchten Fixpunktes x* liefert: Fiir ein

beliebiges xg in X gilt lim T"xy = x*, wobei wir die Fehlerabschétzung
n—oo

n

d(x*, T"xp) < 1a d(Tzo, )

haben.

IDas ist beispielsweise der Fall, wenn X (als topologischer Raum) kompakt ist.
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Beispiel 8.19. Sei X = C([0,1],R) und k: [0,1] x [0,1] x R — R stetig. Wir
betrachten den Integraloperator K: X — X,

1
(KD @) = @)+ [ K f) v, ae 1]
Unter der Voraussetzung
|k(x,y,u) - k(z,y,v)| S OA|U7’U|

fir z,y € [0,1], u,v € R und ein o < 1 wollen wir zeigen, dass der Opera-
tor K: X — X bijektiv ist. Dazu wéhlen wir ein o € X und formulieren die
Gleichung K f = h fiir das gesuchte f als Fixpunktgleichung f =T f,

Tf(z) = hiz) - / k(e f@) dy, =€ [0,1).

Wegen
ITf(z) — Tg()| < / ke (., () — k (2,9, 9()) dy

<a / F(y) — g(y)] dy < @ max |f(z) - g(a)|
0

z€[0,1]
gilt
d(Tf,Tg) < ad(z,y)

fir alle f, g € X. Damit hat der Operator 1" genau einen Fixpunkt, d.h. bei
gegebenem h € X hat die Gleichung K f = h genau eine Losung f € X.

Es gilt folgende Verallgemeinerung des Banachschen Fixpunktsatzes:

Satz 8.20. Sei T: X — X eine Abbildung in einem vollstandiger metrischer
Raum X, so dass T™ fiir ein m € N strikt kontraktiv ist. Dann besitzt T genau
etnen Fixpunkt.

Beweis. Sei d(T™xz, T™y) < ad(x,y) fir alle z, y € X und ein 0 < o < 1.

T™ besitzt gemaft dem Banachschen Fixpunktsatz genau einen Fixpunkt z*.
Weiterhin besitzt T héchstens z* als Fixpunkt, da jeder Fixpunkt von T auch
Fixpunkt von 7™ ist. Andererseits ist wegen

d(Tz*,x*) = d(T™2z*, T™2*) < ad(Tx*, %),

also d(Ta*,z*) = 0, «* tatsichlich ein Fixpunkt von 7. O



Kapitel 9

Differenziation von
Funktionen mehrerer
Veranderlicher

Im Folgenden bezeichnet R™ den n-dimenstonalen Euklidischen Raum mit seiner
Standardtopologie. Stellen im R™ bezeichnen wir mit x = (21, 22,...,2,)7,

Z1
Z2

d.h. z ist der Spaltenvektor . |. Benétigen wir einen Abstandsbegriff im

Tn
R"™, so arbeiten wir mit der Fuklidischen Metrik

n 1/2
z =yl = (Z |2k — yk|2>

k=1
fir + = (z1,...,22)T, y = (y1,--.,yn)T € R". Insbesondere bezeichnet
n 1/2
|x| = (Z x%) den Betrag von z.
k=1

Mit den beiden vorangegangenen Kapiteln sind die Begriffe Stetigkeit einer
Funktion f: U — R™ fir U C R", Folgenstetigkeit, Kompaktheit, usw. klar.
Insbesondere gilt im R™ der Satz von Heine-Borel, wonach eine Teilmenge von
R"™ genau dann kompakt ist, wenn sie abgeschlossen und beschréankt ist.

9.1 Partielle Ableitungen
Sei U C R" offen, f: U — R.

Definition 9.1. (i) Die partielle Ableitung der Funktion f nach der Ver-
dnderlichen zj an der Stelle 20 = (29,...,2%) € U (falls existent) ist
die Ableitung der Funktion

gt) = f(2f,..., 20 1, t,a0 ... 20)
an der Stelle 2. Man schreibt aa—gi(zo) oder auch f,, (z°).

25
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(ii) Die Funktion f heifit in U partiell nach der Verdnderlichen xy, differenzier-
bar, falls aé‘_sz an jeder Stelle in U existiert.

Die Differenziationsregeln fiir Summen, Differenzen, Produkte, Quotienten und
zusammengesetzte Funktionen iibertragen sich direkt vom eindimensionalen auf
den mehrdimensionalen Fall.

Beispiel 9.2. Tm R? schreiben wir auch (z,y) = (21, r2). Die Funktion f(z,y) =
tan(z? +y) ist in allen Stellen (x,y) mit 2% +y ¢ 5 4 Z sowohl nach x als auch
nach y partiell differenzierbar mit

af 2x of 1

(1Y) = — 5, —(@y) =

Ox cos?(z? + y) Oy cos? (22 + y)
Aus der Tatsache, dass alle partiellen Ableitungen an der Stelle 20 existieren,
folgt nicht, dass f an ¥ stetig ist.
Beispiel 9.3. Die Funktion

ry
(z,y) # (0,0),

f(xvy): x2+y2’
0, (may) = (0,0),

besitzt partielle Ableitungen auf ganz R?, ist an (0,0) aber nicht stetig: Es
gilt f(z,0) = f(0,y) = 0, also 5£(0,0) = %£(0,0) = 0, jedoch f(z,x) = }

2
flz,—x) = —%.

9.2 Die totale Ableitung

Sei U C R”™ offen, f: U — R™. In Komponenten schreiben wir dann auch
F=0 1, fa)", wobei f;: U s Rfiir j=1,...,m

Definition 9.4. (i) f heiRt an der Stelle 2° differenzierbar, falls es eine Ma-
trix A € My, xn(R) gibt, so dass

f(@® +h) = f(z°) + Ah + p(h)

fiir alle h € R™ mit 2° + h € U, wobei lim 2 elh) _
h—o Bl
(i1) f heift in U differenzierbar, falls f an jeder Stelle von U differenzierbar

ist.

Lemma 9.5. Die Matriz A in (i) ist eindeutig bestimmdt.

Beweis. Sei f(2° + h) = f(2°) + Bh + p'(h) fiir alle h € R™ mit 2° + h € U,
wobei hmO p‘( ) — 0. Dann gilt (A — B)h = —p(h) + p'(h), also
h—
h
lim (A— B) — =0.
Jimm ( V7 =0
Daraus folgt A — B =0 bzw. A = B. O

Definition 9.6. Die Matrix A in (i) (falls ex1stent) heifst die (totale) Ableitung
von f an der Stelle V. Man schreibt A = D f(z?).
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Satz 9.7. Ist f an der Stelle 20 differenzierbar, so ist f an der Stelle x° stetig.
Beweis. Folgt direkt aus der Gleichung

f@® +h) = f(2°) + Df(a")h + p(h),
siehe auch Satz 3.3. O

Satz 9.8. Ist f an der Stelle 20 differenzierbar, so existieren die partiellen
Ableitungen %(zo) firg=1,....m, k=1,...,n und

Oz
9fh ... O
af af 69‘61 Bz'n
Df = a—a ety a— = : T . : )
e n Ofm .. Ofm
Oz Oxy,
o ] o) T
jeweils an der Stelle z°, wobei an der Spaltenvektor (ai’ cee af—"‘) ist.
k Tk T

Beweis. Ist A= Df(2°) und e;, = (0,...,0,1,0,..., O)T mit der 1 an der k-ten
Stelle, so ist Aey die k-te Spalte von A. Wir erhalten

P 0 _ 0
OF 40y = gy SO F e = FET) g, (Aek + M) = Aep. O
oxy, s—0 s s—0 s
of1 .. 0f1
Oxq dxp
Definition 9.9. Die Matrix T an der Stelle 20 heift auch die
ofm ... 2im
CEE CETS

Jacobi-Matriz oder Jacobische von f an der Stelle 2.

Umgekehrt zum vorigen Satz gilt:

Satz 9.10. Die partiellen Ableitungen ga):i firj=1...,m,k=1,...,n mogen
0

in einer kleinen Umgebung von ¥ existieren und an z° stetig sein. Dann ist f

an der Stelle 20 differenzierbar.

Beweis. O.B.d. A. sei m =1, f; = f. Wir definieren
0 0 —~ If o
p(h) = f(a® +h) = f(a°) =D = (")l

fiir h = (h1,...,hy)" € R mit 2°4h € U. Wir setzen weiterhin ! = 20+hye;,

22 =2 4+ hgea, ..., 2" = 2" + hpe, = 2 + h. Dann gilt
n) — kY _ peok—1y _ N
o) = 32 (#6) ~ 164 = 5
/0 0
= / (.Tkil + ﬂkhkek) — _f(xo) hy
Oxp Oy,
k=1
fiir gewisse ¥ € (0,1) nach dem Mittelwertsatz. Also gilt %ir%% = 0, da
—

2P 9 hper, — 20 fiir h — 0. O
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Bemerkung. Im Fall m = 1 nennt man V f(2°) = Df(2°) auch den Gradienten
von f an der Stelle 2°. Geometrisch zeigt der Gradient in die Richtung des
steilsten Anstiegs von f an der Stelle z°.

Unter der Benutzung der Matrizenschreibweise formuliert sich die Kettenregel
sehr iibersichtlich.

Satz 9.11. Seien U CR™, V C R™ offen, f: U =V an 2° € U differenzierbar
und g: V — RP an y° = f(2°) € V differenzierbar. Dann ist go f: U — RP an
20 differenzierbar und

D(go f)(2°) = Dg(y°)Df(°).
Beweis. Wir schreiben

f(@” 4+ h) = f(2°) + Df ()b + p(h),
9@° + k) =g°) + Dg(y°)k + o (k)

mit h_>0 % =0, %1_}11% % = 0. Dann gilt

(go f)(z° +h) =g (f(=°) + Df(z°)h+ p(h))
=(go f) (@) + Dg(y°) (Df(a")h + p(h)) + o (Df(a")h + p(h))
g

)
= (go f) (2°) + Dg(y°)Df(z°)h + (Dg(y°)p(h) + o (Df(x°)h + p(h)))

Berticksichtigen wir, dass es fiir jedes A € M (m, n;R) eine Konstante C' > 0 mit

|Ah| < C'|h| fir alle h € R™ gibt (die kleinstmogliche Wahl fiir C' ist sup |Ah|),
|h|=1

so erhalten wir mit einer geeigneten Konstanten C', dass

[Da*)pM)] _ e e 0 o,

|h =74
Weiterhin gilt mit
a(Df(z°)h+ p(h))
W@ 1) = TDF @y Df @ ph) #0,
0, Df(a®)h + p(h) =0,

dass o(Df(x°)h+ p(h)) = x(2°, h)(Df(z°)h + p(h)) sowie mit einer geeigneten
Konstanten C'

‘O’ (Df(xo)h + p(h)) |
Al

|Df(2°)h + p(h)|
|h|

= ’X(‘TO’ h)’

< ’)((xo,h)’~<0%+%) —0fiirh—0

wegen (2%, h) — 0 fiir h — 0. O
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9.3 Hohere Ableitungen

Sei U C R"” offen, f: U — R.

Definition 9.12. Sei f in U nach der Verdnderlichen xj partiell differenzierbar,
g_sz: U — R. Ist dann 2L an der Stelle 2° € U nach x; differenzierbar, d.h.

sz
2
wgii?z’“)(xo) existiert, so schreiben wir dafiir 651_ aka (2°) oder auch fy 4, (2°).

Im Fall 5 = k schreiben wir giz%

o f

0 bei
in 0wy &), wobel

Induktiv definieren wir hohere Ableitungen

kre{1,2...,n}firr=1,...,m.

Satz 9.13 (Schwarz). Es mogen die Ableitungen %Lafzk und 633; in einer
J J

O existieren und an x° stetig sein. Dann gilt

%f o ’f o
V) = x”).
O0x;0xy, O0x0z;

Beweis. Indem wir die Verdnderlichen x; mit i # j, k als Parameter betrachten,
geniigt es den Fall n = 2 zu behandeln, (z,y) = (x;, zx). Wir behaupten, dass

Umgebung von x

a2f 0,0
axay(w Y
— lim f(1'0+h,y0+h)*f(1'0+h,y0)7f(1'07y0+h)+f($0,y0)
h—0 h?
82f ( 0 0)
Oyox Y

In der Tat ergibt eine Anwendung des Mittelwertsatzes auf die Funktion y —
F(@® + h,y) — f(20,y) fiir b # 0, |h| klein, dass

f(@® 4+ h,y® +h) — f(2° 4+ h,y°) — f(2%y° + h) + f(2°,4°)
h

= fy (2% + h,y° + 0,h) — fy(z°,y° + O},h)

fiir ein ¥}, € (0,1). Nochmalige Anwendung des Mittelwertsatzes, diesmal auf
x> fy(z,9° + Iph), liefert

f(1'0+h,y0+h)*f(1'0+h,y0)7f(1'07y0+h)+f($0,y0)
h2

= fuy(2° + Oph, y° + 9)h)

fiir ein ¥, € (0,1). Im Grenziibergang h — 0 folgt, dass der Grenzwert der

linken Seite gleich ;:gy (20, 90) ist.

Genauso berechnet sich dieser Grenzwert zu a‘fgz (2°,9°), indem man zuerst den
Mittelwertsatz auf x — f(x,y°+h)— f(x,y") fiir b # 0, |h| klein anwendet. O

Bemerkung. Ganz analoge Resultate gelten fiir héhere partielle Ableitungen,
vorausgesetzt, dass diese stetig sind, z. B.
o? o3
I a0y = 2L wo)
OxOydx 0x20y
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Analog definiert man héhere Ableitungen im Fall der totalen Ableitung. Sei
dazu U C R” offen, f: U — R™. Ist f in U differenzierbar, so ist Df: U —
L(R™,R™), wobei wir mit L(R™,R™) den Raum der linearen Abbildungen von
R™ nach R™ bezeichnen, den wir mit M, x,(R) identifizieren.

Definition 9.14. Ist Df in 2° € U differenzierbar, so bezeichnen wir die Ab-
leitung mit D?f(2°). Analog definieren wir hohere Ableitungen D’f(z°) fiir
b>3.

Bemerkung. Gemi#$ Definition ist DPf(z°) eine b-lineare Abbildung!
R" x --- xR" — R™, wobei wir beispielsweise im Fall b = 2 den Raum
—_———

b-mal

L(R™, L(R™,R™)) mit dem Raum der bilinearen Abbildungen R" x R™ — R™
identifizieren?. Genauer gilt
Dbf(zo + k)(hlv SRR hb)
= DVf(a®)(hy, ..., he) + DT f(20) (R, ... ho, k) + o(|k])
fiir K — 0, wobei o(|k|) eine (nicht weiter spezifizierte) Funktion o(k) mit der

Eigenschaft lim olk) —
k—

L Ta] 0 bezeichnet.

Lemma 9.15. Die b-lineare Abbildung

Dbf(x%): R" x --- x R® — R™
N———
b-mal

ist total-symmetrisch, d. h.
Dbf(:CO)(hU(l)v ceey ho’(b)) = Dbf('ro)(hla e hb)
fiir alle Permutationen o von {1,...,b}.

Beweis. Wie im Beweis des Satzes von Schwarz zeigt man, dass

D2 )1, ) = iy L5t ) = Jal o) = S+ o) + )

= D% f(2°)(k, h).

Analog fiir hohere Ableitungen. O

Satz 9.16. Ist f: U — R™ an der Stelle 2° € U b-mal differenzierbar, so ist f
an der Stelle 20 b-mal partiell differenzierbar, und es gilt

b f

B o, @) = (D) @) en- e,

wobei ey, den k-ten Einheitsvektor bezeichnet.

IEine Abbildung B: R™ x --- x R — R™ heifit multilinear, wenn B linear in jedem
Argument ist.
2We identifizieren die Abbildung D € L(R",L(R™,R™)) mit der bilinearen Abbildung
B: R™ x R™ — R™ vermoge
B(h,k) = D(h)k, Vh, ke R",

wobei wir den Umstand D(h) € L(R™,R™) ausnutzen.
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Beweis. Der Fall b = 1 wurde in Satz 9.8 erledigt. Fiir b = 2 gilt

% (f(2" + sej +tey) — (2" + sej) — f(2° + tey) + f(29))
0 0
a—g{k( Dt seg) a—g{k(xo)

fiir ¢t — 0 und

! <ﬁ(z0 + sej) — of (z0)> — o7 (z9)

s \ Oz Oz Oz 0z,

fiir s — 0. Damit folgt das Ergebnis mittels der Formel im Beweis des vorange-
gangenen Satzes.
Hohere Ableitungen behandelt man analog. O

Bemerkung. Im Fall m = 1 heifit die symmetrische Matrix>

2°f ’°f . 2 f
dx2 Ox10x2 O0x10x,
D*fa) = : @)
oy ey ... 22f
O0x10x, Ox20xy, 0x2

die Hesse-Matriz von f an der Stelle 2°.

Umgekehrt gilt:

Satz 9.17. Ist f b-mal partiell differenzierbar in einer Umgebung von z° €

U und sind die b-ten partiellen Ableitungen von f an z° stetig, so existiert
Db f(20).
Beweis. Mittels Induktion nach b unter Benutzung des Satzes 9.10. O

9.4 Die Taylorformel

Sei U C R" offen f: U — R.

Satz 9.18. Sei f (b+1)-mal differenzierbar. Liegt dann die Strecke von z° nach
20 + h vollstindig in U, so gilt

b
Daf(xo) Db+1f(x0 4 19h)
0 — - 7
f(.’L' +h)_(;) al (haah)+ (b+1)' (havh)

N a-mal (b+1)-mal

fir ein ¥ € (0,1).

3Eine Matrix A € My (R) heifit symmetrisch, falls A = AT gilt.
Wir identifizieren den Raum der symmetrischen Bilinearformen a: R™ x R™ — R mit dem
Raum symmetrischen Matrizen A vermoge der Abbildung a — A = (Ajk)?kzl’ wobei Ajj =

a(ej, ex), und wir die Bilinearform a aus A durch

n
a(h, k) = > Ajrhjhi
j,k=1

fiir h = (h1,...,hn)T, k= (k1,...,kn)T € R™ zuriickgewinnen.
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Beweis. Die Funktion g: [0,1] — R, t — f(2°+th) ist (b+1)-mal differenzierbar,
wobei
g\ (t) = DUf(a° + th) (h,...,h)
——
a-mal
flir a < b+ 1. Die Behauptung ergibt sich aus der Taylorformel mit Lagrange-
schem Restglied geméaft Satz 6.31:

b g@ (0 (b+1) (9
g =3* a!( L g(b+1()!)

a=0
fiir ein ¥ € (0, 1). O

Bemerkung. Mochte man vektorwertig arbeiten, also f: U — R™ mit mogli-
chem m > 1, so kann man unter der Voraussetzung, dass f (b + 1)-mal stetig
differenzierbar ist, den Satz 6.28 benutzen:

b

Fa+h) =3

a=0

D f(a°)

L5 (b h)

17
+ = U (1= 8)’DEHD f(20 4 th)dt| (h,....h).
b. 0 N——
(b+1)-mal
Dabei ist [fol e dt} eine (b + 1)-lineare Abbildung.

Bendtigt man das Restglied nicht explizit, so kann man letzteres auch als

b

f(xo—l—h)zz

a=0

D f(2?)
al

(hy...,h) +o(|h"T)

fiir h — 0 schreiben.

Die Formel im vorigen Satz wird typischerweise anders notiert. Dazu einige
Bezeichnungen: Statt E?Tfk bzw. fy, schreiben wir auch 0, f (bzw. Jx f). Ist dann
a = (ag,...,an) € N§ ein sogenannter Multiindex, so bezeichnet 0% f (bzw.

Hlel
0% f) die partielle Ableitung 5 ! wobei |a| = ag +- - -+, die Lange
Ty

Lo 0xo

des Multiindex « ist. An weiteren Bezeichnungen bendtigen wir A% = A" - -+ hon
fiir h = (hy, .. .,hn)T € R™ sowie a! = aq!- - ay!.

Satz 9.19. Sei f: U — R (b + 1)-mal stetig (partiell) differenzierbar®. Die
Strecke von z° nach z° 4+ h mége ganz in U liegen. Dann gilt

o 0 o 0
= Y 0 J;(':c Jpa 4 > 0 f(xa'+19h)ha
o <b ' la|=b+1 '

fir ein ¥ € (0,1).

4Aus den Sitzen 9.16 und 9.17 folgt, dass fiir f die b-malige stetige Differenzierbarkeit in
U und die b-malige stetige partielle Differenzierbarkeit in U &quivalent sind.



9.5. EXTREMWERTBESTIMMUNG 33

Beweis. Es bleibt lediglich festzustellen, dass fiir z € U und a < b+ 1

Df(x) (hy....,h) = > Z—!!aaf(z)ha

a-mal lal=a

gilt. Dies ergibt sich fiir h = (hq,...,hy)" € R™ wie folgt:

D f(z)(h,...,h) = D f(x) (Z RikyChyseos Y hkaeka>
k1=1 kq=1

= >l he, DOf(@)(ek, - ex,)

_ 5 o'f
- Z hkl hka 8:ckl N 8:cka (w)

Eiyeoka=1

> Z—!!aaf(:c)ha,

loe|=a

wobei die numerische Konstante g—', sich kombinatorisch® ergibt. O

9.5 Extremwertbestimmung

Im Weiteren sei U C R"™ offen, f: U — R. Wir méchten lokale Extrema von f
bestimmen.

Definition 9.20. f nimmt an der Stelle 2° € U ein lokales Mazimum (Mini-
mum) an, falls es ein § > 0 gibt, so dass f(z°) > f(z) (f(z°) < f(x)) fiir alle
z €U mit |z — %] <6 gilt.

Im Folgenden beweisen wir die Resultate fiir lokale Maxima, die Resultate fiir
lokale Minima erhilt man entsprechend (indem man z. B. f durch —f ersetzt).

9.5.1 Erste Ableitungen

Satz 9.21. Ist f an der Stelle z° € U differenzierbar und hat f an x2° ein
lokales Mazimum (Minimum), so gilt V f(z°) = 0.

Beweis. Es gilt
F@@®+h) = f(2%) + Vf(2")h + o(h)

fiir [h] Klein mit lim i) — 0. Tst Vf(2°) # 0, so gibt es ein hy € R™, [ho| = 1
—

mit Vf(2%)ho > 0. Wir finden dann ein \g > 0 mit
0 < X< Ag. Es folgt

(o)
)

< Vf(l'o)ho fiir

F@@® 4+ Xho) = f(2°) + AV F(2")ho — [o(Aho)| > f(2°)

fiir 0 < A < Ao. Somit hat f an 2° kein lokales Maximum. O

1 . . . . .
5( @ ) = —%— ist die Anzahl der Permutationen von a Elementen, die in n
QL yeey an aql..ap!

Gruppen zu jeweils aq, ..., an gleichen Elementen eingeteilt sind.
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Beispiel 9.22. Sein =2 und
fla,y) =a® +y* + 2y’
Dann ist
Folglich liegen lokale Extrema hochstens an den Stellen x =y =0 und z = —1,

y = £+/2 vor. Ob an einer dieser Stellen tatsichlich ein lokales Extremum
vorliegt, werden wir im néchsten Abschnitt entscheiden.

9.5.2 Zweite Ableitungen

Sei jetzt f in U zweimal differenzierbar und V f(z°) = 0. Zuerst behandeln wir
eine weitere notwendige Bedingung fiir das Vorliegen einer Extremstelle.

Fiir reelle symmetrische Matrizen A, B € M, (R) (= Mpxn(R)) schreiben wir
A >0, falls A nur nichtnegative Eigenwerte hat, und A > B, falls A — B > 0.6

Definition 9.23. Sei A eine reelle symmetrische Matrix. Dann:
o A heift positiv (negativ) semidefinit, falls A >0 (A <0).

o A heifst positiv (negativ) definit, falls A > ¢I (A < —cI) fiir ein ¢ > 0.
Man schreibt A > 0 (A < 0).

o A heiRt indefinit, falls A weder positiv noch negativ semidefinit ist.”

Satz 9.24. Ist f an der Stelle z° zweimal differenzierbar und hat f an 29 ein lo-
kales Mazimum (Minimum), so ist die Hesse-Matriz D? f(2°) negativ (positiv)
semidefinit.

Beweis. Dieser Beweis ist dhnlich dem Beweis des vorigen Satzes.
Es gilt

Fa®+ k) = F(a®) + 3 D*F()(h, ) + olh)
= 0. Ist D2f(2°) £ 0, so gibt es ein hy € R™,

o(Aho)
AZ

o(h)
[

fiir |h| klein, wobei lim 2-7
h—0 |

|ho| = 1 mit D2f(2°)(ho,ho) > 0. Es gibt dann ein \g > 0 mit <

2 D2 f(2°)(ho, ho) fiir 0 < A < Ag. Wir erhalten

£+ Aho) 2 £(a%) + 5 D2 () o, o) — lo(Vho)| > F(2°)

6Eine reelle symmetrische Matrix A € M, (R) hat halbeinfache reelle Eigenwerte und ist
mittels einer orthogonalen Matrix U € O(n;R) diagonalisierbar. Das heiflt, es gibt eine Matrix
A1 0
A2
U mit UUT = T und UAUT = . , wobei die \; € R die Eigenwerte von A sind.
0 "An
7 Aquivalente Bedingungen sind:
e A ist positiv (negativ) semidefinit, falls (Ah, h) > 0 ((Ah, h) < 0) fir alle h € R™.
e A ist positiv (negativ) definit, falls (Ah, h) > c|h|? ((Ah, h) < —c|h|?) fiir alle h € R™
und ein ¢ > 0.
e A ist indefinit, falls es h1, ho € R™ mit (Ah1,h1) > 0 und (Ahs, h2) < 0 gibt.

Hierbei ist (, ): R® x R® — R das durch (z,y) = 2Ty definierte Euklidische Skalarprodukt in
R”™. Insbesondere gilt (z,x) = |z|? fiir alle z € R™.
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fiir 0 < A < \o. Folglich hat f kein lokales Maximum an z°. O

Folgerung 9.25. Ist Df(2°) = 0, jedoch D?f(x°) indefinit, so nimmt f an
20 keinen lokalen Extremwert an. Man sagt, dass an einer solchen Stelle ein
Sattelpunkt vorliegt.

Beispiel 9.26. In unserem obigen Beispiel gilt

sz(x,y)2<; 1—|y—$>

Die Eigenwerte sind
A =2+ + /a2 + 4y2.
Folglich ist die Hesse-Matrix an 2 = —1, y = ++/2 indefinit (die Eigenwerte

sind —2, 4). Somit liegt an diesen Stellen jeweils ein Sattelpunkt vor.

Ein hinreichendes Kriterium fiir das Vorliegen einer Extremstelle ist die Definit-
heit der Hesse-Matrix.

Satz 9.27. Ist f an der Stelle z° zweimal differenzierbar, ist V f(2°) = 0 und
ist D2 f(2°) negativ definit (positiv definit), so hat f an der Stelle x° ein lokales
Mazimum (Minimum).

Beweis. Sei D2f(x°)(h, k) < —c|h|* fiir ein ¢ > 0. Wir wihlen ein § > 0, so dass
lo(h)| < 5 |h|* fiir |h| < &, wobei o(h) den Rest in der Taylorformel bezeichnet,
d. h.

P4 B) = F) + 5 D2FGO) () + ol).

fiir || hinreichend klein. Fiir |h| < § erhalten wir dann
c
F@®+h) < £(@) = 5 B + le(h)] < f(2°).

Folglich ist f(x°) lokales Maximum an der Stelle 2°. O

Beispiel 9.28. In unserem Beispiel ist die Hesse-Matrix an z = y = 0 positiv
definit (beide Eigenwerte sind 2), also haben wir an dieser Stelle ein lokales
Minimum.

9.5.3 Extremwertbestimmung unter Nebenbedingungen

Sei jetzt zusétzlich eine stetig differenzierbare Abbildung ¢g: U — R" fiir ein
r < n gegeben. Wir wollen Extrema der Funktion f unter der Nebenbedingung
g(x) = 0 bestimmen.

Definition 9.29. Sei 2° € U mit g(2°) = 0% Dann hat f an der Stelle 2°
ein lokales Mazimum (Minimum) unter der Nebenbedingung g = 0, falls es ein
§ > 0 gibt, so dass f(z°) > f(x) (f(2°) < f(x)) fiir alle z € U mit g(z) =0
und |:L' — xo} < 6 gilt.

Wir schreiben g = (g1, - . - ,gr)T-

8Das heifit, 20 erfiillt die Nebenbedingung.
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Satz 9.30. Sei f an ' € U differenzierbar, g(x°) = 0. Weiter habe f an 2° € U
ein lokales Mazimum (Minimum) unter der Nebenbedingung g = 0. Die lineare
Abbildung Dg(2°) € L(R™,R") habe vollen Rang®. Dann gibt es A\i,..., A\, € R
mit

V@) = MVgi(a?),
k=1

d. h. der Gradient von f an der Stelle 2° ist Linearkombination der Gradienten
der gi an der Stelle 0.

Die A1, ..., A\, heiken Lagrange-Multiplikatoren.

Beispiel 9.31. Wir betrachten die durch die Gleichung

g(@) = o —1=ai+ - +ap +an,, —1=0
gegebene n-Sphire S* C R**! und die Héhenfunktion

f(x) = 2nt1.
Es gilt

Vix)=(0,...,0,1), Vg(z) = (221,2x9,...,22,11) = 2z.

n—mal
Die Bedingung V f(z) = AVg(z) fiir ein A € R, d. h.
(0,...,0,1) = 2\z,

impliziert ;1 = --- = 2, = 0 und damit z,4; = +1 wegen |z| = 1 (dann
A = £1/2). Somit liegen mogliche Extrema der Hohenfunktion an den Stellen
(0,...,0,1) (Nordpol) und (0,...,0,—1) (Siidpol) vor.

Tatséchlich nimmt f auf S™ an (0,...,0,1) ein Maximum und an (0,...,0,—1)
ein Minimum an.

Wir beginnen den Beweis des Satzes mit folgendem Lemma:

Lemma 9.32. Es gibt einen Koordinatenwechsel x — y = y(z) nahe 2°, so
dass y(z°) = 0 und g (z) = yn—rik(x) firk=1,...,7.

Wir werden dieses Ergebnis im iibernéchsten Abschnitt 9.7 beweisen. Dort wer-
den wir auch sehen, dass die im Satz genannten Bedingungen invariant unter
Koordinatenwechseln sind.

Beweis des Satzes. Wir schreiben z = (z/,2")T mit o/ = (z1,...,2,_,)", 2’ =
(Tr—rg1y - ,xn)T. Obiges Lemma bedeutet, dass wir 0.B.d.A. 2% = 0 und
g(z) = 2" annehmen diirfen.

9Wegen r < n heift das, dass die lineare Abbildung Dg(z°): R® — R" surjektiv ist bzw.
. - . 99k 0
die zugehorige (r x n)-Matrix (ﬁ (z ))I;fl """
wiederum heift, dass die r Zeilen Vg, (z0) fiir k = 1,...,r dieser Matrix linear unabhiingig
sind.

. den maximal moglichen Rang r hat. Das

1,..., n
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f(2',0) an 2’ = 0 ein lokales Extremum

Wir fragen uns, ob die Funktion h(z’) =
=V (0) =0, also

hat. Notwendig dafiir ist V. f(0,0

" 0
Va£(0.0) = (0.Var £0.0) = 30 57— 0,000
k=1 """

= MVagx(0,0),

k=1

wobei Ay = —2L—(0,0).10 m

amn—T+k

Beispiel 9.33. Extremstellen der Funktion f(z,y) = 2% + y; auf der Ellipse

z—i—i—g—j =1,a > 0,b > 0. Die Nebenbedingung ist g = 0 mit g(z,y) = ﬁ—i—l—g—j—l,
also wegen

2z 2y
Vf(x,y) = (217,2y3), Vg(x,y) = (;;b_Q)
ist z
3\
(5:6") =2 (3 35)
fiir ein A € R eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen einer Extremstelle.
Wir unterscheiden die Félle z = 0, dann y = 0 und schlieflich « # 0, y # 0:

Fall 1: # = 0. Dann ist A = b%, y = +b und f(0,+b) = %
Fall 2: y = 0. Dann ist A = a?, z = +a und f(+a,0) = a?.

Fall 3: 2 # 0, y # 0. Dann ist A = a?, x = +ay/1 — b4, y = £¢ (mit voneinan-
der unabhéngig gewéhlten Vorzelchen) und

[, a? | a 5 a?
f(ia 1-— b4,ib>—a (1_ﬁ)

Dieser Fall ist nur fiir * > a? méglich.

Es gilt
o (1-55)
b4 a2
]

wobei im zweiten Fall Gleichheit genau fiir a® = b* eintritt. Damit ergibt sich
folgende Tabelle:

| | Minimalstellen | Maximalstellen |
bt < a? (0, £d) (£a,0)
Y o< a® < bt (ia.u b4,i%> (+a,0)
a2 =2 (i\%,i%) (+a,0), (0, £b)
a® < ¥ (ia.u b4,i%) (0,+£b)

10Die Werte der A\, sind nicht invariant unter Koordinatentransformationen.
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9.6 Der Satz iiber die implizite Funktion

Wir beginnen mit dem Satz {iber die lokale Umkehrfunktion.

Satz 9.34 (iiber die inverse Funktion). Sei U C R™ offen, f: U — R" stetig
differenzierbar. Sei weiterhin 2° € U, Df(2°) € L(R™,R™) invertierbar. Dann
gibt es offene Umgebungen U’ C U von 2° und V' = f(U’) von f(z°), so dass
[ eingeschrinkt auf U’ invertierbar ist, d. h. f|,,: U — V' = f(U’) ist bijektiv.

Die Umkehrabbildung g = (f U,)_l: V' — U’ ist stetig differenzierbar und

Dg(y)=Df(x)™", yeV"
wobei x = g(y).

Beweis. Indem wir f durch D f(2°)~* (f(2 + ) — f(2°)) ersetzen, diirfen wir
2 =0, f(2°) =0 und Df(2°) = I annehmen.

1. Wir zeigen zuerst, dass f lokal invertierbar ist. Dazu wihlen wir ein r > 0
mit B(0,2r) = {x € R" | |z| < 2r} C U und [(I — Df(x)) k| < |h| /2 fiir
|z] <2r und h € R™.

Sei nun y € R™, |y| < r. Wir zeigen, dass die Gleichung f(z) = y eine
eindeutige Losung z € R™ mit |z| < 2r besitzt. Dazu benutzen wir den
Banachschen Fixpunktsatz und betrachten

Tye=x— f(z)+y.
Es gilt T,: B(0,2r) — B(0,2r) wegen

]

1
o= f@)| < [ 10~ Df(sa))alds < 5,
0
also
Tyz| <z = f(2)[ + |y| < 2r.
Weiterhin ist T}, eine Kontraktion auf B(0,2r) wegen

|z — |

Ty =Ty < [ 1= DS+ s(o =) o = /) ds <

Wegen der Vollstindigkeit von B(0,2r) folgt die Behauptung.

2. Wir setzen nun V' = B(0,7) und U’ = f~1(B(0,r)) C B(0,2r). U’ ist
eine offene Umgebung der 0 wegen der Stetigkeit von f und f|,: U" — V'
ist bijektiv nach Konstruktion.

3. Schlieflich zeigen wir, dass g = (f U,)fl: V' — U’ stetig differenzierbar
ist und Dg(y) = Df(z)”" fiir = g(y) gilt.

Angenommen, wir wissen bereits, dass ¢ differenzierbar ist. Dann folgt aus
g(f(z)) = x fir x € U’ und der Kettenregel, dass Dg (f(z)) Df(x) =1
gilt, also Dg(f(x)) = Df(z)~'. Da Df: U — L(R",R") stetig und,
wie wir gerade gezeigt haben, auch iiberall invertierbar ist, folgt, dass
Dg: V' — L(R™ R") ebenfalls stetig ist.
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Somit bleibt zu zeigen, dass ¢ differenzierbar ist. Da die Stelle z° = 0 in
keiner Weise ausgezeichnet ist, geniigt es zu zeigen, dass g an 0 differen-
zierbar ist. Dazu schreiben wir mit f(0) =0 und (D f)(0) = I

f(x) = +o(|z])

fiir x — 0, folglich mit = = g(y)

y=g(y) +o(lg(y)])

beziehungsweise
9() =y +o(lyl)

fiir y — 0. Es folgt, dass ¢g an 0 differenzierbar ist und Dg(0) = I gilt.
O
Wir schreiben jetzt (z,y)" mit 2 € R", y € R¥ fiir Stellen in R™T*,

Satz 9.35 (iiber die implizite Funktion). Sei U C R"* offen, f: U — R* stetig
differenzierbar, (z°,y°)T € U mit f(2°,4°) = 0 und D, f(2°,y°) € L(R",R")
invertierbar. Dann gibt es offene Umgebungen V. C R™ von 2% und W C R* von
y? mit V. x W C U und eine stetig differenzierbare Funktion g: V. — W mit
g(z%) = 4°, so dass

f(z,y) =0 fiir (z,9)7 eV xW = y=g().
Insbesondere gilt f (z,g(x)) =0 fir allex € V.

Beweis. Wir betrachten die Funktion F': U — R"t* F(z,y) = (x,f(x,y))T.
Dann ist

DF(z,y) = (Dz f{z,y) Dyf(()w,y))

an der Stelle (2°,y°)7 als lineare Abbildung von R™ x R* nach R™ x R* in-
vertierbar. Folglich existieren nach dem Satz iiber die inverse Funktion offene
Umgebungen U C U von (2%, %) und V' C R"** von (2°,0)7 sowie die Um-
kehrabbildung G V = U zu F|[7: U—V.
G hat notwendigerweise die Gestalt G(z,y) = (z, h(z,y))” fiir eine Funktion
h: V — R* und es gilt

f(z,h(z,y) =y

fiir (z,y)7 € V.

Nach Konstruktion gilt f(z,y) = 0 fiir (z,y)7 € U genau dann, wenn (z,0)7 €
V und y = h(z,0). Damit kénnen wir jetzt V C {z e R" | (z,0)" € \7},
W = {h(z,0) | € V} und g(x) = h(z,0) fiir © € V setzen, wobei wir die
Umgebung V von z° so klein wihlen, dass V x W C U gilt. o

Bemerkung. Mit
Dy F(x,y) + DyF(x,y)Dg(x) = 0,

wobei y = g(x), berechnet sich die Ableitung von g zu

Dg(x) = =D, F(z, y)_leF(x,y).
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9.7 Differenziation in krummlinigen Koordinaten

Sei U C R™ offen. Eine Funktion f: U — R heift von der Klasse C!, wobei
I € NgU{oo}, falls f in U I-mal stetig differenzierbar ist'!. Eine Vektorfunktion
heift von der Klasse C, falls jede ihrer Komponenten von der Klasse C! ist.

Definition 9.36. Ein C'-Koordinatensystem in U, wobei [ > 1, sind n skalare
Funktionen y;: U — R fiir k = 1,...,n der Klasse C!, so dass die Abbildung

y: (yl"",yn)T: U%Rn
injektiv und Dy(x) € L(R™,R"™) fiir alle x € U invertierbar ist.

Dann ist die Abbildung y: U — R™ bijektiv auf ihr Bild V = y(U), V C R"™ ist
offen und die Umkehrabbildung V — U, y ~ z, ist ebenfalls von der Klasse C'.
Man nimmt die Werte der Funktionen yi,...,y, an einer Stelle x € U als
Koordinaten von x, d.h. um die Stelle  zu adressieren.

Beispiel 9.37. 1. Euklidische Koordinaten: Die Koordinatenfunktionen sind
LlyeeoyTp.

2. Polarkoordinaten im R?: Euklidische Koordinaten sind x, y, als U nehmen
wir den R? ohne einen vom Ursprung ausgehenden Strahl, z. B.

U=R*\{(z,0) e R* | z < 0}.
Wir fiihren neue Koordinaten (r, ¢) € Ry X (—m,7) vermoge
T =7rcosp, Y=rsing

ein.

Abbildung 9.1: Polarkoordinaten

Die Abbildung

Ry x (=m,7) = R*\ {(2,0) | « < 0},
(r, ) = (2,9),

ist bijektiv. Zudem gilt

9z Oz cos —7rsin
det g; ‘gg det(. v (‘0)7’>0.
ot oo sinp  rcose

HFiir ] =0 ist f: U — R stetig.
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Tatséchlich ist 2 = 22 4+ y? und cotp = % = 7 fiir y # 0, also

r=+/x2+y2, (p:arccotg fiir y >0

bzw. ¢ = —7 + arccot r fiir y <0
Y

sowie ¢ = 0 flir z > 0, y = 0.

3. Zylinderkoordinaten im R3: Euklidische Koordinaten sind x, y, z, wir neh-
men U = R3\ {(2,0,2) | 2 < 0}. Wir fiihren neue Koordinaten (r, ¢, z) €
Ry x (—m,m) x R vermoge

r=rcosp, y=rsing, z=2=2
ein.

4. Kugelkoordinaten im R3: Wir nehmen U wie unter 3), die Koordinaten
sind (g, p,0) € Ry x (—m,m) x (0,7) mit

T =pcospsing, y=psinpsinf, z= pcosé.

Den Ubergang von einem Koordinatensystem zu einem anderen bezeichnet man
als Koordinatenwechsel (oder auch als Koordinatentransformation).

Beispiel 9.38. Koordinatenwechsel im R?, (x,y) — (u,v)

Abbildung 9.2: Ubergang zu krummlinige Koordinaten

Lemma 9.39. Sei y: U — R"™ won der Klasse C', 2° € U und Dy(z°) €
L(R™,R™) invertierbar. Dann kann man die yi,...,y, nahe 2° als C'-Ko-
ordinaten nehmen.

Beweis. Man benutze den Satz iiber die inverse Funktion. o
Lemma 9.40. Seien y1,...,y,: U — R fir r < n C'-Funktionen, | > 1, so
dass Dy(2°) € L(R™,R") mazimalen Rang hat (d. h. die Vektoren Vy;(2°), ...,
Vy,(2°) sind linear unabhingig). Dann gibt es Funktionen

Yr41y---5Yn: UHR;

s0 dass (y1,...,yn) ein C'-Koordinatensystem nahe x° ist.
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Beweis. Es gibt n — r Indizes i mit 1 <41 <i9 < -++ < tp—pr < N, so dass
T
det (Vy(x ) =T einfr) # 0.

Wir kénnen dann (y1,. .., ¥, T4, -, 2i,_,) als C'-Koordinatensystem nahe x°
wihlen. 0

Lemma 9.41. Seien x und y zwei Koordinatensysteme nahe x° mit Koordina-
tenwechseln x — y = y(x) bzw. y — x = x(y). Weiter sei f eine Funktion, die
in 20 differenzierbar ist. Dann gilt

ox

5 (@)

Vyf(2?) = Vaf(a?)

wobei g—z die Jacobi-Matrixz des Koordinatenwechsels y — x bezeichnet.

Beweis. Wir schreiben f als Funktion von z, d. h. f = f(x), und « als Funktion
von y, d.h. & = ¢(y). Dann schreibt sich f als Funktion von y als g(y) =
I (¢(y)). Wir erhalten mit 2° = (y°)

Va(y°) = V(@) De(y°).
Das ist die Behauptung. O

Lemma 9.42. Unter den Voraussetzungen des vorigen Lemmas sei f nahe z°
stetig differenzierbar, ¥V f(x°) = 0 (diese Bedingung ist unabhdingig vom gewdihl-

ten Koordinatensystem) und f sei an x° zweimal differenzierbar. Dann gilt
D2(e) = 2% (29) D2 (a) 92 (a0
Y Ay dy

Insbesondere sind Definitheitsbedingungen an die Hesse-Matrixz koordinatenin-
variant (unter der Bedingung, dass der Gradient verschwindet).

Beweis. Unter den Bezeichnungen des Beweises des vorigen Lemmas gilt

9%g ) 021 (10) 025
Fynom Y Z aziaz] Vau V) o),

und daraus folgt die Behauptung. o

Wir studieren schliellich das Verhalten von Differenzialausdriicken unter Koor-
dinatentransformation.

Definition 9.43. Sei 2 ein C!-Koordinatensystem in U. Ein Differenzialaus-

druck der Ordnung m in den Koordinaten 1, ..., x, ist ein Ausdruck der Form
Z Ao (ac)@;‘,
le|<m
Hled
wobei 0% = 56T gon wie zuvor und die aq(z) fiir || < m Funktionen auf U
010

sind.
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Es sei jetzt ein weiteres C'-Koordinatensystem y1,. .., 9, in U gegeben. Unter

der Voraussetzung m < [ konnen wir dann einen gegebenen Differenzialausdruck
> aq(x)0S auch als

le|<m

> bs(y)d)

|B]<m.

mit gewissen resultierenden Funktionen bg(y) auf U schreiben. Die Frage ist,
wie sich die bg aus den a, berechnen.
Wir betrachten dazu einige Beispiele.

Beispiel 9.44. 1. Wie sich Ableitungen erster Ordnung transformieren, ha-
ben wir bereits gesehen:
0 oy 0 oYyn O

dx;  Oxz; oy1 | Ox; Oyn
2. Einer der wichtigsten Differenzialoperatoren der mathematischen Physik
2 92 2

8—1'% + a—x% +-- 4+ @
n = 2 diesen Operator in Polarkoordinaten schreiben.

ist der Laplace-Operator A = Wir wollen im Fall

Aus x = rcosyp, y = rsinp folgt

9 w0 wo 00
or  Or 0x  Or Oy ¥ ox lway
9 Oz 0 Oy 0

: 0 0
9 = 9 6m+ 9y Oy —frsmgo% +Tcos<pa—y

bzw.
(Q i)_(i i) COs @ frsingp
or Op) T \9x 9y ) \sinp rcosyp
8 8 cos @ sin (8 a8
(Br Bap) _% sin ¢ % cos ¢ - (Bz By)
oder
2 = cos 2 — 1 sin i
oxr Yor 7 908(,0
0 1 0
oy = singoa + ~ cosy 8_@
Es folgt
6—2— cos 2—lsim i cos 2—lsin 3
ox? Yor ¥ ('0890 Yor 7 ‘pa@

2 0? 1. 02 n 1 . 0
= Cos’p —— — — SINYcospY —— + — SinYcosp —
Porz ~ p SMPSY ordp  r? L Op

2

1 . . 1.5 0
— — sin g cos —sin®p —

r peosy orde r Y or
82

n . 5 n 1 . 0
— sin“p —= + — sinpcosyp —
r2 14 Op? 12 pose Ay
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2 (ino2 + L s Y (sino 2 £ L cosn 2
oy? Yor T ‘pa@ Yor T ('0890
= sin?p —2 + 1 sin  cos ¢ o - —

or? " r ordp 12

sin  cos  —
dg
1 . 0? 1 5, 0
+;sm<pcos<pm+;cos<pa
1, 02 1. d
—i—r—QCOS ('08—<p2_r_25m('0(308(p8_gp’
also ist
2 10 1 02
o2 Tror o2

der Ausdruck des Laplace-Operators in Polarkoordinaten.
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Kapitel 10

Mafs- und Integrationstheorie

Wir beschéftigen uns zuerst mit abstrakter Mafs- und Integrationstheorie und
dann im néchsten Kapitel mit dem Lebesgue-Integral.

10.1 Mafraume

Sei 2 eine Menge. Wir mochten gewissen Teilmengen von 2 ein Maf zuordnen.

Definition 10.1. Eine o-Algebra <7 auf ) ist Menge von Teilmengen von 2
mit folgenden Eigenschaften:

(i) Qe .
(i) Ist A € &, so ist auch A° =0\ A € &.
(ili) Ist {A;} C o eine abzdihibare Familie, so ist | J, A; € 7.

(Q, o) heifst ein messbarer Raum und die Mengen in & die messbaren Teil-
mengen von {2.

Offenbar gilt § € o/, o ist abgeschlossen unter abzahlbaren Durchschnitten
(wegen (), 4; = (U; 4A5)°) und mit A, B € o/ gehort auch A\ B = AN B¢ zu
o .

Lemma 10.2. Ist Z C P(Q), so gibt es eine kleinste o-Algebra o(B), die B
enthdlt.

Beweis. Der Durchschnitt einer beliebigen Familie von o-Algebren ist wiederum
eine o-Algebra. O

o (%) heifst auch die von B erzeugte o-Algebra.
Beispiel 10.3. a) {,Q} und 2(Q) = 2% sind o-Algebren.

b) Ist A C Q, soist o(A) = {0, A, A¢,Q} die von {A} erzeugte o-Algebra.

¢) Sei X = (X,.7) ein topologischer Raum. Dann ist die Borelsche o-Algebra
B(X) = 0(7) auf X die von allen offenen Mengen von X erzeugte o-
Algebra. Die Elemente von #(X) heifien die Borelmengen von X . Insbeson-
dere gehdren simtliche abgeschlossenen Mengen dazu, aber auch
F,-Mengen (= abzihlbare Vereinigungen abgeschlossener Mengen), Gs-Men-
gen (= abzéhlbare Durchschnitte offener Mengen), usw.

45
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Definition 10.4. Ein Maf§ auf einem messbaren Raum (€, o) ist eine Abbil-
dung p: & — [0, 00] mit folgenden Eigenschaften:

(i) Es gilt u(@) = 0.

(i) (o-Additivitét) Ist {A;} C o eine abzéhlbare Familie paarweise disjunkter

Mengen, so gilt
Iz (U Ai) = ZM(Ai)-

Das Tripel (Q, &7, u) heillt ein Maffraum.

Bemerkung. Die Forderung (i) kann durch die schwéchere Forderung, dass es
ein A € o mit pu(A) < oo gibt, ersetzt werden.!

Folgerung 10.5. Ein Maf$ u besitzt die folgenden Figenschaften:

(i) (Endliche Additivitat) Fiir paarweise disjunkte Mengen Ay, Aa, ..., Ay €
o gilt
f(A1U - UAp) = p(Ar) + - + p(Anp).

(ii) (Monotonie) Fir A, B € o/ mit A C B gilt
w(A) < u(B).

(iii) Ist {Ai}iEN Cc mit Aj C A; C ... , SO

1 (UZ Ai) = lim p(4;).

71— 00
(iv) Ist {A;}ien C o mit Ay D Ay D ... und p(Ay) < o0, so

1 (ﬂz Ai) = lim p(4;).

1—00
Beweis. (i) Die Menge {1,2,...,m} ist abzahlbar.

(i) Es gilt u(B) = p(AU (B\ 4)) = p(4) + (B \ 4) > p(A).

(iii) Sei By = A; und B; = A; \ A;—1 fiir i« > 2. Dann sind die B; paarweise
disjunkt und (J, A; = |J B;. Daher gilt

(U ) = S0 = i 3u05) =t i)

(iv) Sei C; = A1\ A; fiir ¢ > 1. Dann C; C C3 C ... und daher

- (P 4) = (401 () = (U,0) = p

= lim (A1 — pu(4)) = p(Ar) = lim p(Aq),

TAus p(A) = p(AU0) = p(A) + (@) und p(A) < oo folgt u(P) = 0.
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Bemerkung. a) Im Fall Ay C Ay C ... schreibt man A; 1 |J; 4;, im Fall A; D
Ay D ... schreibt man A; | [, A;.

b) Allgemeiner definiert man fiir eine Folge {A;};eny C &
liminf A; = U ﬂ Aj, limsup4; = ﬂ U Aj.
' i i ‘ i j>i
Dann liminf; A; € &7, limsup, A; € & und
e p(liminf; A;) < liminf; p(A4;),
o p(limsup; A;) > limsup; u(A;), falls p(lU;>; A;) < oo fiir ein 4.

Man schreibt 4; — A, falls A = liminf; A; = limsup; A;. Dann gilt u(A4;) —
1(A), falls zusdtzlich p(U;s; Aj) < oo fiir ein i.

Beispiel 10.6. a) Fir B C  wihlen wir & = () und setzen fiir eine belie-
bige Menge A C Q)
p(A) =£(ANB),

d.h. up(A) ist die Anzahl der Elemente der Menge A N B. Spezielle Fille
dieses Mafes sind

e das Zahlmaﬂ Hecount = HUQ,

e das in w” konzentrierte Punktmaf p,o = oy fiir ein Wl e,
b) Sei f: Q — [0,00]. Fiir A C Q setzen wir

pp(A) = {ZweA f(w), falls AN {f >0} abzihlbar,

00, andernfalls.?

Das vorige Beispiel ergibt sich im Spezialfall der Indikatorfunktion f = xp,
wobei yp(w) =1, falls w € B, und xp(w) =0, falls w ¢ B.

¢) (Spéater) Ist (2,7, v) ein Mafraum und f: (2, %) — [0, 0] eine messbare

Funktion, so kénnen wir

g (A) = /A f)dvw), Acd,

setzen. Das Beispiel b) ergibt sich fiir & = 2(Q) und v = ficount-

d) Ein Borelmaf ist ein Maf auf der Borelschen o-Algebra %(X) eines topo-
logischen Raumes (X, 7).

Noch einige weitere Begriffe:
Definition 10.7. Sei (2, %7, ) ein Mafiraum.

(i) Das MaR p heiflt o-endlich, falls es eine abzéhlbare Familie {A4;} C &/ mit
Q =, A und p(A;) < oo fiir alle i gibt.

(ii) Das Mak p heift endlich, falls u(2) < co.

2Im Allgemeinen setzt man Y~ 4 f(w) = supg ¢ A, B endlich 2_wep | (w). Ist die Menge
AN {f > 0} iiberabzéhlbar, so ergibt sich Unendlich als Wert der Summe.
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(iii) Das Mak p heifit ein Wahrscheinlichkeitsmaff (und (Q, o7, 1) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum), falls p(Q2) = 1.

Beispiel 10.8. Das in Beispiel 10.6 b) konstruierte Mafl p; ist genau dann
o-endlich, wenn f den Wert Unendlich nicht annimmt und die Menge {f > 0}
abzéhlbar ist.>** Das Maf py ist endlich, wenn (zusitzlich) > . f(w) < oo
gilt, und ein Wahrscheinlichkeitsmafs, wenn letztere Summe gleich Eins ist.

10.2 Konstruktion von Mafien

Fiir spitere Anwendungen wird es enorm wichtig sein, in geeigneter Weise Mafe
konstruieren zu kénnen.

10.2.1 AuRere Mafe

Sei wiederum €2 eine Menge.

Definition 10.9. Ein duferes Mafi auf Q ist eine Abbildung p.: £(Q) —
[0, 0] mit folgenden Eigenschaften:

(i) pe(0) =0.
(ii) (Monotonie) A C B impliziert pu,(A) < p.(B).

(iii) (o-Subadditivitdt) Fiir abzéhlbare Familien {A;} von Teilmengen von

gilt
s (U Ai) < ZM*(Ai)-
Zu jedem #Huferen Mafs gehoren in natiirlicher Weise eine o-Algebra und ein

Mals auf dieser.

Definition 10.10. Sei u. ein dufseres Mafs. Eine Menge A C Q heifst messbar
(oder Carathéodory-messbar) beziiglich p., falls fiir alle B C Q

pix(B) = p (AN B) + p(A° N B)
gilt.

Satz 10.11 (Carathéodory). Die Mengen der u.-messbaren Mengen bildet eine
o-Algebra Ao und po = ist ein Maf$ auf ¢ .

dc
Beweis. (i) Offenbar gilt Q € @/ und mit A gehdrt auch A° zu oc.

(ii) Als Néchstes zeigen wir, dass @/ abgeschlossen unter endlichen Vereini-
gungen und g, endlich additiv auf @7 ist.

3Ist die Menge {f > 0} tiberabzihlbar und {A;} eine abzihlbare Uberdeckung von Q, Q =
U; Ai, so gibt es ein i* derart, dass die Menge A;+« N{f > 0} iiberabzéhlbar ist. Insbesondere
ist dann pg(As+) = oo.

4Im Spezialfall f = x g bedeutet das gerade, dass die Menge B abzihlbar ist.
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Seien dazu A, B € @/, C C €. Dann gilt
1 (C) = p(ANBNC)+ p(A°NBNC) + p (AN BN C)
+ (AN BN Q)
> ((AUB)NC) + u((AUB)°NC)
wegen AUB = (ANB)U(A°NB)U(ANDB° und (AU B)® = A°N B°, was

AU B € @/c demonstriert.
Sei nun zusétzlich A N B = (). Dann

1(AUB) = (AN (AUB)) + 1(A° N (AU B)) = u(A) + pa(B).

(iii) Schlieflich zeigen wir, dass </~ abgeschlossen unter abzéhlbaren Vereini-
gungen und pu. o-additiv auf o/¢ ist.

Sei dazu {A;}ien C o, AiNA; = 0 fir # j. Wir setzen A = |J; 4; und
B, = Ule A; € g fir k € N. Fiir C C Q erhalten wir induktiv

k
fix(Be N C) = pu(Ag N C) + piu(Br_1 N C) = Z (A;NC)
und damit wegen A¢ C (Bg)®©
k
p(C) = e (B, N C) + (B Z (4iNC) + p(A°N C).
Im Grenzwert fiir k& — oo ergibt sich
p(C) =) " (AN C) + (AN C) 2 pa (AN C) + p(A° N C) > 1 (C).

=1

Es folgt
1 (C) = (AN C) + pi (AN C),

also A =J,; A; € @, sowie im Fall C = A

o0

pe(A) = 3 pa(Ay). O

i=1

Beispiel 10.12 (Das dufiere Lebesgue-Maf). Fiir A C R™ setzen wir

{Qi} ist abzdhlbare Familie von achsenparallelen,

Ani(A) = inf {Z Qi
abgeschlossenen Wiirfeln mit 4 C U Qz} ;

wobei |@| das Volumen eines n-dimensionalen Wiirfel @ C R™ bezeichnet (siehe
Abbildung 10.1).

Wir werden spéter sehen, dass A, ein dufleres Maf auf R™ ist, was uns dann
zum Begriff einer Lebesgue-messbaren Menge umd zum Lebesgue-Maf fiihrt.
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|4 %ﬁxs

Abbildung 10.1: Uberdeckung einer Volumens durch achsenparallele Wiirfel

10.2.2 Pramafie

Es gibt einen natiirlichen Prozess, um von einem Prédmaf auf einer Algebra
iiber ein dufferes Maf schlieflich zu einem Maf auf einer o-Algebra zu gelan-
gen. Zudem werden wir sehen, dass Pramafe aufs Engste mit der anschaulichen
Vorstellung des Mafibegriffs verbunden sind.

Eine Algebra ist eine Menge von Teilmengen von 2, die 2 enthélt und abge-
schlossen unter Komplementen und endlichen Vereinigungen ist.

Definition 10.13. Sei % eine Algebra auf Q. Dann heifst eine Abbildung
to: y — [0,00] ein Pramaf, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) po(®) = 0.
(ii) Ist {A;} C % eine abzdhlbare Familie mit A, N A; = ( fiir ¢ # j und

U; Ai € 4, so
1o (LJZ Ai) = ZMO(Ai)-

Insbesondere ist ein Pramaf pp endlich additiv auf <.

Satz 10.14. Sei g ein Pramaf$ auf o/ und sei
fix(A) = inf {Z po(A;) ‘ {A;} C o ist abzihlbare Familie mit A C U Ai}

fiir A C Q. Dann gilt:
(1) pa ist ein duferes Maf auf Q.
(i1) px(A) = po(A) fir alle A € .
(iii) Jede Menge in o7 ist Carathéodory-messbar beziiglich pi..

Beweis. (i) Wir zeigen zuerst, dass u. ein dufleres Ma® ist. Dazu miissen wir
die o-Subadditivitdt von u. beweisen.
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Sei also {A;};en eine Familie von Teilmengen von 2 und sei € > 0. Wir jedes i
wihlen wir eine abzdhlbare Familie {A;;} C % mit A; C |J ; A und p(4;) >
> Ho(Aij) — €/2%. Summation iiber i liefert wegen A C Ui; Aij, dass

Z“*(Ai) +e= ZNO(Aij) > 1. (A).

Da dies fiir alle € > 0 richtig ist, folgt p.(A) <>, s (A;).

(ii) Nun zeigen wir, dass p, das Pramak pg fortsetzt.
Sei also A € . Da A sich selbst tiberdeckt, folgt p.(A) < uo(A). Sei weiterhin

{Ai}ieN C @y mit A C Ui A;. Wir setzen B, = AN (Ak\ﬂf;ll Az) € .
Dann sind die B; paarweise disjunkt, B; C A; und A = |J; B; € <. Es folgt

po(A) = ZMO(Bz') < Zﬂo(Ai),

also pio(A) < i (A).

(iii) SchlieRlich zeigen wir, dass alle Mengen in o messbar beziiglich p. sind.
Seien dazu A € @, B C Q und ¢ > 0. Wir wihlen eine abzihlbare Familie
{Ai} C o mit >, po(Ai) < p(B) + €. Es folgt

pe(B)+ €= po(ANA) + 3 po(A°NA;) > (AN B) + p.(A° N B),

also, da € > 0 beliebig ist,
p«(B) = p« (AN B) + p«(A° N B).
Folglich ist A messbar. O

Satz 10.15 (Fortsetzungssatz). Sei o eine Algebra, po ein Pramaf auf o
und o = o() die von & erzeugte o-Algebra. Dann gilt:

(i) Es gibt ein Maf p auf o mit u|% = po.

(i) Ist das aus dem duferen MafS p. des vorigen Satzes konstruierte Mafl p
auf o/ o-endlich, so ist es das einzige Maf$ auf o/ mit ,u‘% = lg-

Bemerkung. Die Bedingung in (ii) ist Aquivalent dazu, dass bereits das Pramaf
o auf o7 o-endlich ist.®

Beweis. (i) Folgt direkt aus dem vorigen Satz und den Ausfiihrungen {iber
dufsere Mafe.

(i) (Eindeutigkeit) Sei v ein weiteres MaR auf & mit v| oy = Mo Wir zeigen
zuerst, dass p(A) = v(A) fir alle A € & mit u(A) < oo gilt.

5Ist {A;}; C o eine abzéhlbare Familie mit Q = (J; A; und p(A4;) < oo fiir alle 7, so gibt es
fiir jedes i eine abzéhlbare Familie {A;;} C @% mit A; C U; Aij und p(A;) > 37, po(Aqi;) — 1.
Dann jedoch ist {A;;};,; C % eine abzdhlbare Familie mit Q = |, ; Ai; und po(Ai;) < oo
fir alle 3, j.



52 KAPITEL 10. MASS- UND INTEGRATIONSTHEORIE

Fiir {Ai}iEN C oy mit A C Uz A; gilt
v(A) < ZV(Ai) = Z,UO(Ai)a

also v(A) < pu(A). Weiterhin gilt fiir eine solche Familie {A;} und B = |, 4;,

dass i i
v(B) = kl;rrgoy (H Ai> = klin;ou (H Ai> = p(B).

Sei nun € > 0 und die Familie {A;} so gewahlt, dass u(B) < u(A) + €. Dann
folgt wegen p(A) < oo, dass u(B\ A) < € und

u(A) < w(B) = v(B) = v(A) + v(B\ A) <v(A) + p(B\ A) <v(4) +e
also p(A4) <v(A).

Jetzt benutzen wir, dass das Mak pu auf & o-endlich ist, und wéhlen eine paar-
weise disjunkte, abzahlbare Familie {A;} C & mit Q = (J, A; und p(4;) < oo
fiir alle 7. Dann gilt fiir eine beliebige Menge A € &

w(A) = ZM(A NA) =Y v(ANA;) =v(A),

K2

was schliefilich p = v zeigt. O
Fiir spétere Referenz halten wir auch fest:

Satz 10.16 (Approximationssatz). Sei ug ein Pramaf$ auf einer Algebra o
und pc das oben aus dem durch pg induzierten dufSeren Maf$ konstruierte Mafs
auf der o-Algebra <o der Carathéodory-messbaren Mengen. Gilt pc(A) < 0o
fiir ein A € @/, so gibt es zu jedem € > 0 ein B € oy mit®

po(AAB) <e.

Beweis. Zu einem gegebenem € > 0 wihlen wir eine Familie { B; };en C 9 paar-
weise disjunkter Mengen mit A C |J, B; und pc(A) > >, po(B;) — . Weiterhin
sei k so grok gewdhlt, dass )., puo(B;) < §. Wir setzen B = Ule B; € 9.
Dann gilt

o uc(A\B) <> o mo(Bi) < g,

e puc(B\ A) = pc(B) = pe(A N B) < pc(A) — pc(A N B) + 3

= po(A\B) +5 < %,

also ic(AAB) = pc(A\ B) + pc(B\ A) <e. O

10.2.3 Vervollstiandigung von Mafien

Ein Maf p auf & kann in trivialer Weise auf eine grofsere o-Algebra, die alle
Teilmengen von Nullmengen umfasst, fortgesetzt werden. Dabei heifit N € o
eine Nullmenge, falls u(N) = 0 gilt. Eine Idee hinter dieser Konstruktion ist,
dass Nullmengen in der Integrationstheorie in dem Sinne eine untergeordnete
Rolle spielen, dass ein Integral iiber eine Nullmenge immer Null ergibt.

SAAB = (A\ B) U (B\ A) bezeichnet die symmetrische Differenz von A, B.
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Definition 10.17. Ein Maf y auf <7 heifst vollstindig, falls fiir alle Nullmengen
N € & und alle B C N die Beziehung B € & gilt.

Beispiel 10.18. Das im Abschnitt 10.2.1 aus einem duferen Maf$ p, konstruierte
Maf p ist vollstandig.

Satz 10.19. Sei (Q, o7, u) ein Mafiraum. Dann gilt:
() & = {A U B | A€ o/, BC N fir eine Nullmenge N € 42%} ist eine
o-Algebra.
(ii) Sei fi: & — [0,00] vermdge
A(AUB) = u(4)
fir A € o, B C N fir eine Nullmenge N € < erklirt. Dann ist fi
wohldefiniert und ein Maf$ auf o .
(i) 7], = o
Beweis. Eine einfache Ubungsaufgabe. O

Das Maf fi auf & ist vollstandig und heifit die Vervollstindigung p.

Satz 10.20. Sei ug ein Primaf auf einer Algebra <%y, uc das oben aus dem
durch pg induzierten dufleren Maf konstruierte Maf auf der o-Algebra <o der
Carathéodory-messbaren Mengen, of = o(%y) die durch o erzeugte o-Algebra
und = MC’%' Dann gilt: Ist p o-endlich, so ist (Q, Ao, pc) die Vervollstin-
digung von (Q, 9, ).

Beweis. Sei (£, Q%:, i) die Vervollstandigung von (€, &7, ). Da das Ma® pc voll-
standig ist, gilt & C & und i = ;LC| 7 Wir zeigen die umgekehrte Inklusion:

a) Sei zuerst A € ¢, po(A) < co. Fiir jedes m € N gibt es eine Folge {Agm)} -
A, AZ(-m) paarweise disjunkt, mit A C |J, Agm) und

ZMO(AZ(-’”)) - % < pc(4) < ZMO(AE’m))-

Wir setzen A,, = |J; AZ(-m) € &. Dann A C A, und pc(A) < pu(A,) <
pe(A) + % fiir alle m, also liminf A,, € &/, A C liminf A,,, und

po(A) < pliminf Ay, ) < lim p(Am) = pe(A),

folglich po(A) = p(liminf A,,).

Wenn uc(A) = 0, so existiert insbesondere eine p-Nullmenge N mit A C N.
Nun ist pe(liminf 4,, \ A) = p(liminf A,,) — pc(A) = 0, also existiert eine
p-Nullmenge N mit liminf A4,, \ A C N. Damit

A = liminf A, \ (liminf 4,, \ A) € &.

b) Im allgemeinen Fall schreiben wir = J,, By mit By, € &/ und p(By) < oo
fiir alle k. Sei nun A € /. Geméal a) existieren Ay € o, N € & mit
Ay, € AN By € A U N, und pu(Ny) = 0 fiir alle k. Dann |J, Ar € &,
N = Uka € & sowie UkAk C A= Uk(AﬁBk> - UkAkUN und
w(N) = 0. Es ergibt sich, dass A € «. O
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10.3 Lebesgue-Stieltjes-Malie auf R"

Die fiir diesen Kurs wichtigsten Mafe sind Lebesgue-Stieltjes-Mafte und als ein
Spezialfall das Lebesgue-Maf auf gewissen Teilmengen des R™. Mit diesen Ma-
fen beschéiftigen wir uns jetzt.

10.3.1 Der eindimensionale Fall

Wir untersuchen den eindimensionalen Fall detailliert und tragen dann im mehr-
dimensionalen Fall nur noch die Ergebnisse zusammen.

Definition 10.21. Ein eindimensionales Lebesgue-Stieltjes-Maf$ ist ein Borel-
mak g auf R mit p(I) < oo fiir jedes beschrinkte Intervall I C R.

Beispiel 10.22. a) Die Punktmafe auf R von Beispiel 10.6 sind Lebesgue-
Stieltjes-Mafe, das Zaéhlmafl auf R ist keines.

b) Das Lebesgue-Maf A1 auf R wird sich als das eindeutige Lebesgue-Stieltjes-
Mak auf R herausstellen, fir das A1(I) ist gleich der Lénge von [ fiir jedes
Intervall I C R ist.

Wichtige Beispiele ergeben sich wie folgt:

Lemma 10.23. Sei By(R) die Menge aller endlichen, disjunkten Vereinigungen
von halboffenen, nach rechts abgeschlossenen Intervallen, d. h. die Menge aller
Mengen der Form

(ai, bi]

—:

Il
—

K2

mit —o0o < a; <by <as <bs <...<ay <by, <oo. Dann gilt:
(i) Bo(R) ist eine Algebra.
(ii) Die von %Bo(R) erzeugte o-Algebra ist die Borelsche o-Algebra B(R).
Beweis. (i) Dies ist offensichtlich.
(if) Sei —oo < a < b < oo und {by,} C R eine Folge mit b,, 1 b. Dann folgt
(@, bm] 1 (a,b),
und daher die Behauptung. O

Sei nun F: R — R eine monoton wachsende, rechtsseitig stetige ” Funktion. Wir
setzen fiir Elemente in %,(R)

o (U (a1 bz-]) =" (F(b) ~ Fla).

i=1 =1

Lemma 10.24. pg ist wohldefiniert und endlich additiv auf Bo(R).

"Das heifit, es gilt F(x + 0) = F(z) fiir alle z € R.
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Beweis. Die Wohldefiniertheit von pg folgt aus
F(b) = F(a) = (F(b) = F(¢) + (F(¢) — F(a))

d.h. p((a,b]) = u((a,c]) + u((e, b)) fir —oo < a < ¢ < b < oco. Die endliche
Additivitat ergibt sich direkt aus der Definition. O

Tatséchlich wird sich herausstellen, dass pg ein Pramaf ist, also ein Lebesgue-
Stieltjes-Maf auf R geméfs der Konstruktion in Abschnitt 10.2 induziert, und
dass weiterhin jedes Lebesgue-Stieltjes-Maf auf R auf diese Weise entsteht.

Satz 10.25. Die vorangegangene Konstruktion vermittelt eine Bijektion zwi-
schen Lebesgue-Stieltjes-MafSen 1 auf R und monoton wachsenden, rechtsseitig
stetigen Funktionen F': R — R, wenn man zusdtzlich (beispielsweise) F(0) =0
fordert.

Beweis. (=) Sei p ein Lebesgue-Stieltjes-Maf auf R. Wir setzen

Fla) = {u(((),:c]), falls 2 > 0,
—1 ((z,0]), fallsz <0.

Dann ist F' monoton wachsend, rechtsseitig stetig und es gilt F(0) = 0 sowie

p((a,0]) = F(b) — Fa)

fir alle —co < a < b < co. Um letztere Formel einzusehen, unterscheiden wir
drei Falle:

e 0<a<b<oo pul(ab])=pu((0.b) - u((0,a]) = F(5) — Fla).
e —0<a<0<b<oo pul(ab) = u((0,8]) +p((a,0) = F(b) - Fla).

e —0<a<b<0: pu((a,b]) =—p((b,0])+p((a,0]) = Fb) - F(a).

Aus der Formel ergibt sich sofort die Monotonie von F: Fiir —co <z <y < o0
gilt
Fly) = F(z) + p((z,y]) 2 F(2).

Um die rechtsseitige Stetigkeit einzusehen, sei {z,,} C R eine Folge mit z,, | z.
Wir unterscheiden zwei Fille:

e 1 >0: Dann (0,z,] | (0,z], folglich
F(an) = p((0,2n]) = 1 ((0,2]) = F().
e x < 0: Dann (z,,0] 1 (x,0], folglich
Fen) = p (0, 0]) = p((2,0]) = F(z). O
Um die umgekehrte Richtung zu beweisen, miissen wir zeigen, dass die oben

aus F' konstruierte Mengenfunktion p auf %y(R) ein Pramafs ist. Wir bereiten
diesen Beweis mit zwei Hilfsaussagen vor.
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Lemma 10.26. Sei o eine Algebra, uo: o — [0,00] endlich additiv und
1o(2) < 0o. Dann ist pg genau dann ein Pramaf, wenn fir jede Folge { A;}ien C

Beweis. (=) Sei {A;} C o, A; L 0. Dann {A¢} C o, AS 1 Q und damit

to (€2) — po (Ai) = po (A7) — po (),

(<) Sei {A;} C 4, A; paarweise disjunkt, A = |J, A; € <. Wir setzen
k= A\UleAi € 2. Dann glh} By D By D... ﬂsz = A\UzlAl = @,
also B; | 0 und po (B;) — 0. Es folgt

k

k %S
po (A4) = lim po (U Ai) = lim D o (Ai) = o (Ai). O
1=1 1=1

Lemma 10.27. Sei o eine Algebra, po: <% — [0, 00] endlich additiv, {A;} C
oy, Ai paarweise disjunkt und | J; A; € @y. Dann gilt

(UA) > Y4

Beweis. Fiir jedes k € N gilt U, 4; 2 UL, 4Ai, also uo (U2, 4;) >
140 (Uf:1 Ai) = Zle o (A;). Die Behauptung ergibt sich fiir k — oo. O

Abschluss des Beweises von Satz 10.25. (<) Sei F: R — R monoton wach-
send, rechtsseitig stetig und po: %o(R) — [0, 00] wie zuvor konstruiert. Um zu
zeigen, dass po ein Pramaf ist, unterscheiden wir zwei Falle:

a) F(oo) — F(—o00) < oo. Sei {4;} C Bo(R), A; | 0. Wir wihlen eine Familie
{B;} C By(R) mit B; C A;® und po (A; \ B;) < €/2 fiir alle 7 und ein gegebenes
€ > 0. Es gilt (", B; = 0, also existiert ein k mit ﬂle B; C ﬂle B; = 0.° Damit
gilt fir m > k

fo (Am) = po <Am \ ﬁ Bi) + fo <ﬁ Bi) = Mo (Am \ ﬁ Bi)

i=1 =1

< 1o <QA\B> Z (A; \ B)

3

woraus g (4;) — 0 folgt.
b) F(c0) — F(—o0) = co. In diesem Fall definieren wir fiir n € N

F(n), falls n < z,
Fo(x) =< F(x), falls —n <z <mn,
F(—n—0), fallsz < —n.

8 Abschluss von B; in R.
9Der Raum R = R U {—00,c0} mit der Topologie der Punktkompaktifizierung von R an
seinen beiden Enden ist kompakt und {B } ist eine offene Uberdeckung von R.
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Dann ist F,,: R — R monoton wachsend, rechtsseitig stetig und F,(o0) —
F,(—00) < o0. Sei p, das zugehorige Lebesgue-Stieltjes-Maf auf R, das ge-
mék a) existiert. Nach Konstruktion gilt un| Bo(R) < o fiir alle n sowie
tn (A) = po (A) fiir n — 0o, VA€ %y(R).

Sei nun {4;} C %y(R), A; paarweise disjunkt, A = J; 4; € Bo(R). Wir wol-
len po (A) < 7, o (A;) zeigen. Gilt >, o (Ai) = oo, so bleibt nichts zu tun.
Andernfalls benutzen wir

po (A) = lim g, (A) = lim Zl im (A
und erhalten
po (A) =m0 (Ai) = lim Y ( pn (Ai) — o (Ai) ) <0,
i=1 -
<0
woraus die Behauptung folgt. O

Definition 10.28. Ist i ein Lebesgue-Stieltjes-Maf auf R, so heifit ein zugeho-
riges F' eine Verteilungsfunktion von p. Man schreibt auch p = dF'.

Bemerkung. a) Eine Verteilungsfunktion ist bis auf eine additive Konstante ein-
deutig bestimmt.

b) Im Fall eines Wahrscheinlichkeitsmafies 1 normiert man F hiufig so, dass
lim, oo F(z) =0, lim, o F(x) =1 gilt.
Bemerkung. Sei F' eine Verteilungsfunktion eines Lebesgue-Stieltjes-Mafies .

a) Fir —oo <a < b < oo gilt pu((a,b)) = F(b—0)— Fl(a), p£([a,b]) = F(b) —
F(a —0), usw.

b) F ist genau dann an einer Stelle a € R stetig (d.h. F(a — 0) = F(a)), wenn
n({a}) =0 gilt.

Beispiel 10.29. a) Selen —oo < a1 < ag < ... < am < 00, f1 > 0,..., fm > 0.
Dann ist p mit

p(A)= > fi, VAcBR),

i: a;€EA

ein Lebesgue-Stieltjes-Mafs auf R mit der Verteilungsfunktion

0, falls x < aq,
F(z) = Zle fi, fallsar <z <agyr, 1 <k<m,
o fi, falls ay, < .

b) Sei f: R — R auf jedem kompakten Intervall R-integrierbar, f > 0. Dann
ist

Flz) = /Oxf(t) dt, Vz€eR,
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eine stetige Verteilungsfunktion fiir ein Lebesgue-Stieltjes-Maf p auf R mit

b
pa.th =n((ab) = [ 1ty
fiir alle a, b € R, a < b. Formal haben wir hier, dass
dF(z) = f(z)dx

gilt, wobei dz fiir das Lebesgue-Mafs steht. Wir werden diese Beziehung im
Abschnitt tiber die Differenziation von Mafen ndher studieren.

Definition 10.30. Das Lebesque-Mafl A1 auf R ist das Lebesgue-Stieltjes-
Mafs dzx.

Bemerkung. Im Weiteren bezeichnen wir mit %(R) die o-Algebra der Lebesgue-
messbaren Teilmengen von R, die sich als die o-Algebra aller messbaren Mengen
beziiglich des dufseren Lebesgue-Mafes A1, ergibt. Aus Satz 10.20 folgt

BR)={ACR|IB € BR): \.(AAB) =0}.

Anhang zu Abschnitt 10.3.1: Eine nicht Lebesgue-messbare Teil-
menge von R

Die folgende Konstruktion benétigt das Auswahlaziom. Auf dem Intervall [0, 1]
fithren wir die Aquivalenzrelation

r~y = z—yeQ

ein. Sei [z] die Aquivalenzklasse, die = enthilt. Das Auswahlaxiom gestattet uns
die Wahl einer Menge A C [0, 1] mit

g(AN[z]) =1, Vaxe€]0,1].
Lemma 10.31. Die Menge A ist nicht Lebesgue-messbar.

Beweis. Sei {qx}ren ein Aufzdhlung aller rationalen Zahlen in [—1,1]. Wir set-
zen A = q, + A.

Nun angenommen, die Menge A ist Lebesgue-messbar. Dann ist jede der Mengen
Ay Lebesgue-messbar und es gilt A\ (Ag) = A\1(A) fiir alle k£.1° Weiterhin gilt
AN A; =0 fiir k # 1. Wir erhalten

[Oa 1] g |_|Ak g [*172]7
k

wobei man die erste Enthaltenseinsbeziehung wie folgt einsieht: Sei z € [0, 1]
und y € ANz]. Dann 2 —y € Q und |z — y| < 1, also  — y = ¢ flir (genau)
ein k. Es folgt, dass x € Ag.

Wir folgern, dass

1<) M(4g) <3,
k

woraus sich sowohl A\;(A4) = 0 als auch A;(A) > 0 ergibt; ein Widerspruch.
Somit muss die Annahme, dass die Menge A Lebesgue-messbar ist, fallengelassen
werden. O

10Es ist leicht zu sehen, dass das Lebesgue-Maf translationsinvariant ist, d. h. es gilt A1 (b+
B) = A\i(B) fiir alle b € R, B € #(R). Tatséchlich kann man zeigen, dass alle o-endlichen,
translationsinvarianten Borelmafte auf R von der Form cA; fiir ein ¢ € R, ¢ > 0 sind.
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10.3.2 Der mehrdimensionale Fall

Seia=(ai,...,an) €R", b= (by,...,by) €R" und a < b, d.h. es gilt a; < b;
fir alle 1 <7 < n. Wir setzen

3

(a,b] = (ai,b] = {z = (z1,...,2) €R" | a; < ; < b; Vi}.

=1

Definition 10.32. Ein Lebesgue-Stieltjes-Majf§ auf R™ ist ein Borelmafs o auf
R™ mit p ((a,b]) < oo fiir alle a, b € R, a < b.

Auch hier gibt es eine Bijektion zwischen Lebesgue-Stieltjes-Mafsen auf R™
und Verteilungsfunktionen. Um zu sehen, welche Eigenschaften Verteilungsfunk-
tionen charakterisieren, nehmen wir der Einfachheit halber an, dass p ein end-
liches Maf ist, d. h. dass p (R™) < oo gilt. Wir setzen

F(z)=p <>”< (—oo,xi]>, x € R"™.

Dann gilt im Fall n = 2

1 ((a,b]) = p((a1, b1] x (az,ba])
= pu((=00,b1] X (=00, b2]) — p ((—00, a1] x (=00, b2])
= p((=00, b1] x (=00, a2]) + p ((—00, a1] x (=00, az)
= F(by,b2) — F(a1,b2) — F(aa,b1) + F(a,as).

Ein analoges Resultat gilt auch im Fall n > 3, wobei auf der rechten Seite 2"
Summanden erscheinen.

Wir fithren fiir F(x) = F(z1,...,z,) die Differenzenoperatoren AY

a;,bi?

(Afz?,biF) (X1ye ooy TiyenoyTn)

=F(x1,...,2i—1,bi, Tig1, o, Tn) — F(T1,. 0 01, G4y Tig1, .-, T,
ein.'' Weiterhin setzen wir fiir a, b € R®, a < b,

Agp=AW Al

ay,by Qnsbn
Lemma 10.33. Fir p(R") < oo und F wie oben definiert gilt
f((a,b]) = AgpF.
Beweis. Dies ist eine Umformulierung des oben Gezeigten. O
Eine Funktion F': R” — R heifit
e monoton wachsend, falls A, ,F' > 0 fiir alle a, b € R", a < b,

e rechtsseitig stetig, falls F(z¥) — F(x) fiir k — oo, wenn z* | z fiir k — oo,
d. h. zf $x; firalle 1 <14 < n.

'Die Begeichnung (x1,...,%,...,2n) bedeutet, dass der i-te Eintrag fehlt, also
(@1, .0, Ty ooy Tn) = (T1, 0 B 1, Big 1, o, Tn)-
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Satz 10.34. FEs gibt eine Bijektion zwischen Lebesgue-Stieltjes-Maflen auf R™
und monoton wachsenden, rechtsseitig stetigen Funktionen F: R™ — R, wenn
man F (beispielsweise) durch F(0,...,0) = 0 normiert. Diese Beziehung ist
durch

(b)) = Bas P

fiir alle a, b € R™, a < b, gegeben.

Definition 10.35. F heiftt eine Verteilungsfunktion von u, man schreibt u =

dF.
Beispiel 10.36. Seien Fi,..., F, eindimensionale Verteilungsfunktionen. Dann
ist Fa1,...,2n) = Fi(z1)Fa(z2) ... Fu(2,) eine n-dimensionale Verteilungs-

funktion. Das zugehdrige Lebesgue-Stieltjes-Mafs wird mit dF; . ..dF,, bezeich-
net.

Definition 10.37. Das n-dimensionale Lebesgue-Stieltjes-Mafi A, auf R™ ist
dry...dx,.

10.4 Der abstrakte Integralbegriff

10.4.1 Messbare Funktionen
Seien (2, &), (€', &) messbare Raume.

Definition 10.38. Eine Abbildung f: Q@ — Q' heifit messbar (genauer
(o, B)-messbar, falls f~1(B) € & fiir alle B € B. Ist (V, %) = (R, A(R)), so
heifst f Borel-messbar.

Wir schreiben . (€2, Q') fiir den Raum der messbaren Abbildungen f: Q — .
Wichtige Spezialfille sind . (Q2,R) und #4(Q,R) = (£, [0, x]).
Offenbar gilt:

Lemma 10.39. f: Q — R ist genau dann Borel-messbar genau, wenn
{f<a}={weQ| flw)<a} e

fir alle a € R.

Beweis. Eine einfache Ubungsaufgabe. O

Wir studieren zuerst elementare Eigenschaften messbarer Funktionen.

Satz 10.40. (i) Aus f € A4 (Q,8Y), g€ #(Y,Q") folgt go f € A4 (2,Q").
(ii) Sind X, Y topologische Riume, so ist €(X,Y) C .#(X,Y).12

(i) A (2, R) ist eine R-Algebra unter den punktweisen Operationen.

(iv) A (S, R) ist ein konvever Kegel, d. h. aus f, g € M (Q,R) und ¢ > 0,
d >0 folgt cf +dg € M1 (Q,R).

12Wenn nicht anders vermerkt, versehen wir einen topologischen Raum immer mit seiner
Borelschen o-Algebra.
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(v) {fn} C #(Q,R) impliziert
sup fy, inf f,, limsup f,, liminf f,, € .Z(Q,R).
Insbesondere folgt aus fn(w) — f(w) fiir alle w, dass f € 4 (S, R).

(vi) Ist (Q, o, ) ein vollstandiger Mafiraum, f € #(Q,Q') und g: Q —
habe die Eigenschaft, dass p ({f #* g}) =0, so ist g messbar.

Beweis. (i), (ii) sind offensichtlich.

(iii) Seien f, g € #(2,R). Dann ist

{fro<ap=J{r<a-datn{g<d})

q€Q
fiir alle a € R messbar, also f + g € .#(Q,R). AuRerdem gilt f? € .#(Q,R) fiir
f e #(Q,R) wegen (i), (ii), also
1
fo=5((f+9)°— f*—g*) € A (QLR).

(iv) Dies ist dhnlich wie (iii).

(v) Esgilt fira e R

{inf f <a} = J{fo <a} € #,

also ist inf f,, messbar. Das Ergebnis in den anderen drei Féllen folgt aus
sup fn = - inf(_fn)a
liminf f, = inf f,,
iminf f st;p 7111% E f

limsup f,, = inf sup f,.
k n>k

(vi) Sei B € #. Dann ist
g (B)= (1B N{f =g U (g7 (B)N{f #9})

messbar, da f~1(B)N{f =g} = f"1(B)N{f #g}° € & und g~ (B) N {f #
9} C{f # g} sogar eine Nullmenge ist. O

Um die Einfiihrung des Integralbegriffs vorzubereiten, zeigen wir nun, dass je-
de messbare Funktion punktweise durch Stufenfunktionen approximiert werden
kann.

Definition 10.41. Eine Stufenfunktion f: Q — R ist eine Borel-messbare
Funktion, die nur endlich viele Werte annimmt, also von der Form

m
f = Z Ci XA;
=1

fir ein m € N, ¢; € R, A; € & ist.
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Mo (2, R) bezeichne den Raum der Stufenfunktionen f: Q — R.

Lemma 10.42. (i) Sei f € #,(,R). Dann existiert eine Folge {f,} C
Mo(Q,R) mit 0 < f 1 f.

(ii) Sei f € 4 (Q,R). Dann existiert eine Folge {f,} C Mo(Q,R) mit f,, — f
und |fn| < |f] fir alle n.

Beweis. (1) Wir setzen

k=l falls E=L < f
falwy = 7 e <
n, falls f(w) > n.

Dann ist f,, € #(QR), 0< f, 1 f.

(i) Wir wéhlen Folgen {g,}, {hyn} C #,(Q,R) mit 0 < g,, T f* = max{f,0},
0<h,tf~ =max{—f, 0} und setzen f, = g, — hn. O

10.4.2 Definition des Integrals

Sei (€2, 7, 1) ein MaRraum. Wir mochten ein Integral [, f(w) du(w) fiir gewisse
messbare Funktionen f € . (9, R) einfiihren .

Bemerkung (die Notation betreffend). Eigentlich miisste man

/Q F() ()

schreiben, aber die (an sich unsinnige) Bezeichnung [, f(w)du(w) hat sich
durchgesetzt So wird beispielsweise im Fall Q@ = R", u = dF das Integral
Jo f( ) dann zu [, f(x)ddF(z).

Definition 10.43. a) Fiir f =" ¢; xa, € #(Q,R), f > 0, setzen wir'®
/ f(w) dp(w Zcz
b) Fiir f € #,(Q,R) setzen wir
[ s =suwf [ grdne) [o<g< g e o m |

c) Fiir allgemeines f € . (), R) setzen wir

/f ) dja(w /f+ ) dja(w /f

falls die rechte Seite nicht von der Form oo — oo ist.1* In letzterem Fall bleibt
das Integral undefiniert.

13Offenbar ist diese Definition unabhingig von der konkreten Darstellung von f. Man kann
beispielsweise immer die A; paarweise disjunkt und die ¢; als paarweise verschieden annehmen.
14Das bedeutet, dass [, f dp < oo oder [, f~ dp < oo gilt.
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Weiterhin setzen wir fiir f € .Z(Q,R) und A € o/

/Afdu:/QXAfdu,

falls die rechte Seite existiert. Existiert [ 4 J dp und ist endlich, so heifst f iber
A integrierbar, im Fall A = ) einfach nur integrierbar.

Fiir diesen Integralbegriff haben wir die folgenden elementaren Eigenschaften:

Satz 10.44. a) Euristiert [, f dp und ist ¢ € R, so existiert auch [, cf du und

hat den Wert ¢ [, f dp.
/ fdp > / gdu,
Q Q

falls beide Integrale existieren. Insbesondere impliziert ngdu > —oo die
Ezistenz von [, fdu, wihrend [, fdp < oo die Eristenz von [, gdp nach
sich zieht.

b) Gilt f > g, so ist

c) Euwistiert [, f dp, so gilt

’/Qfdu‘ S/Qlfldu-

d) Ist f >0, A€ o, soist
/fduzsup{/gdu\oggg,ge///om,m}.
A A

e) Euwistiert [, fdu, so existiert auch [, fdu fir jedes A € <. Ist [, fdu
endlich, so ist auch fA fdu endlich fir jedes A € o .

Beweis. a) e Ist f > 0 eine Stufenfunktion, so folgt die Behauptung aus der
Definition.

o Fiir fe #, f>0,c>0gilt

/Cfdu=sup{/gdu‘Ogggcf,ge///o}
Q Q
ZCSHP{/gdu’oégﬁf,ge///o}ZC/fdu
QC C C Q

eFirfed,f=f"—f",c>0¢gilt (cf)T =cfT, (cf)” =cf, also

/chdu:c/Qerdu—c/Qf_du:c/Qfdu.

e Fir fed, f=f"—f",c<0gilt (cf)t =—cf, (cf)” = —cfT, also

/chdu:—c/Qf_d,u—i-c/Qerd,u:c/Qfdu.
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b) e Fir f >0,9>0,h e #),0<h<ggiltd<h<f also [,gdu <
fﬂfdu.

e Fiir allgemeines f, g € .4 mit f > g gilt f* > g™, f~ < g~. Demnach
impliziert [, g dp > —oo, dass

f’dué/g*du<oo,
Q Q

also existiert [, f dp und

Qfdu:/ﬂﬁdu*/gf’du

2/g+duf/g*du:/gdu-
Q Q Q

e Der Fall [, fdu < oo ist analog.

¢)  Existiert [, fdu, so folgt aus —|f| < f <|[f], dass

_/Q|f|du§/9fdu§/ﬂlf|du,

und damit die Behauptung.

d) Istge #y, 0<g<f,soist [,gdu< [, fdu, also

/fdquup{/gdu‘oﬁgﬁfage///o}-
A A

Sei umgekehrt h € #y, 0 < h < xaf. Dann ist h = y4h < f und damit

/hd,ugsup{/x/;gd,u}Oﬁgﬁfa!]E///o}-
Q Q

Nimmt man hier das Supremum iiber alle derartigen h, so ergibt sich

/fduésup{/gdu‘oggéf,ge///o}-
A A
e) Dies folgt aus b) und (xaf)" =xaf™ < fF, (xaf) " =xaf" < f~. O

10.4.3 Grundlegende Sitze
Im Folgenden sei (2, 27, 1) ein Mafraum.
Satz 10.45. Sei f € #(Q,R), [, fdu mége existieren. Sei

u(A):/Afdu, Aed.

Dann gilt:
(i) v ist o-additiv auf <7 .
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(i) Ist f >0, so ist v ein Maf.
Beweis. a) Sei f =3 " cixa, € Mo(QR), f>0. Dann ist

v(A) = /Afdu: Zcz-,u(AﬁAi),

also ist v ein Mafs auf .

b) Sei f € .#.(9,R). Wir zeigen, dass v auch in diesem Fall o-additiv, also
ein Maf auf & ist.
Sei A =2, Ai, A; € & paarweise disjunkt. Dann gilt fiir g € #,, 0< g < f,

dass - -
gdp = /‘QWLS /‘fdw
/A ; A; ; A

Indem wir das Supremum iiber alle derartigen g nehmen, erhalten wir

v(A) <) ().

=1

Um die umgekehrte Abschitzung einzusehen, stellen wir fest, dass 4; C A,
xa; < xa und v(4;) < v(A) gilt, also im Fall v(A;) = oo fiir ein 4 nichts zu
zeigen ist.

Sei daher v(A;) < oo fiir alle s. Wir fixieren ein ¢ und wihlen ¢ > 0. Dann
existiert ein g € Ay, 0 < g < f, mit

/ngZ/ fdp—=S, j=1,2,...i.
Aj A ¢

J

Es folgt dann, dass

V(A) > v QAJ- /U

j=1

fdu> /gduz /fdufe,

also fiir 1 — oo

v(A) > w(A;) —e

i=1
Da e > 0 beliebig war, folgt die Behauptung auch in diesem Fall.

¢ Ist f € #(QR), so dass [, fdu existiert, dann ist f = fT — f~ mit
fQ frdu < oo oder fQ fTdu < oco. Es geniigt dann festzustellen, dass v =
vt — v~ mit Maflen vT, v~

Jrl/’
A = [ frdu, v (A = [ fodu, VAe o,
V()/Aqu()/Afu e

von denen wenigstens eines endlich ist. O

Satz 10.46 (iiber die monotone Konvergenz). Sei {f,} C .#(Q,R),0< f. 1 f.

Dann gilt
/h@ﬁ/fw
Q Q
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/fldﬂg/de,US---v
Q Q

so dass k = limp oo [, fn dp existiert. Auferdem k < [, f dp.
Sei0<b< 1, g€ #),0<g<f. Wir setzen

k:z/fnduz/ fnduzb/ gdp.
Q Ay An

Wegen A,, 1 Q ergibt sich fiir n — oo, dass

/{:Zb/gd,u
Q

kZ/gd,u.
Q

Nimmt man nun das Supremum iiber alle derartigen g, so erh&lt man schliefslich

Beweis. Es gilt

Dann

oder, da 0 < b < 1 beliebig,

k> | fdpu. O
Q

Satz 10.47 (Additivitiit des Integrals). Seien f, g € .#(Q,R), f+g sei wohlde-
finiert, [, fdp, [o gdu mogen existieren und [, f du+ [, g dp sei ebenfalls defi-
niert (d. h. dieser Ausdruck ist nicht von der Form oo+ (—o0) oder (—o0) 4 00).
Dann ezistiert [o,(f + g) dp und

/Q(f+g)du=/ﬂfdu+/ggdu-

Beweis. Sei h = f+g.

a) Im Fall, dass f, g nichtnegative Stufenfunktionen sind, ist die Behauptung
klar.

b) Seien fa g e %Jr(ﬂa@)v {fn}a {gn} - %O(Qv]R); 0 < fn T fa 0 < 9n T g.
Dann f,, + g, T h, also
[ rdn= i [ (ot g)dn= lim [ fodut tim [ godn

:/Qfd,u—i—/ggd,u.

c) Seien nun f, g € .#(Q,R), f >0, g <0 und h > 0 (insbesondere ist g
endlich). Es ergibt sich f = h + (—g), also

/Qfdu=/9hdu—/ﬂgdu

und da fQ gdu > —oo gelten muss'®

/hdu:/fdqu/gdﬂ.
Q Q Q

15 [, g dp = —oo impliziert den Widerspruch [, fdp > — [, gdp = oco.
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d) Der Fall f, g € .#(Q,R), f>0,9<0und h <0 ist analog zu c).
e) Im allgemeinen Fall f, g € .#(Q,R) fithren wir die sechs Mengen
Alz{fzoagzo}a
A2:{f2059<07h20}7
A3 ={f>0,9<0, h <0},
Ay ={f<0,9>0,h>0},
A5:{f<059207h<0}7
Aﬁz{f<oag<0}

ein. Obige Argumente liefern

/hdu:/ fdu+/ gdu, Vi=1,2,...,6.
A, A, A,

i i

Folglich gilt

6 6
fdu+/gdu: </ fdu+/ gdu> / hdp,
Q Q ; A; A; ; A;

so dass zu zeigen bleibt, dass das Integral fQ h du existiert.
Angenommen, es gilt [, h"dp = [, h™ dp = co. Dann gibt es'® 4, j, i # j
mit fAi htdu = fAj h™ dp = oo, und damit fAi hdp = oo, fAj hdu = —oco. Es

folgt fAifdu = oo oder fAigd,u = 0o baw. [, fdu = co oder [,gdu = oco.
Analog folgt [, fdu = —oco oder [, gdu = —oo, also [, fdu = —oo oder
fQ g dp = —oo. Somit erhalten wir den Widerspruch

{/Qfdu,/ggdu}{oovoo}- O

Folgerung 10.48. a) Ist {f,} C A, soist [ (O, fn) du =2, [o [fndp.
b) Fiir f € .4 (Q,R) ist f genau dann integrierbar, wenn |f| integrierbar ist.
c) Sei f € # (L R), g integrierbar, |f| < g, so ist auch f integrierbar.
Beweis. a) Benutze Y p_; fe T pey fo-

b) Benutze |f|= f* + f~.

¢) Folgt unmittelbar aus b). O

Definition 10.49. Eine Eigenschaft, die fiir Stellen w € Q gelten kann oder
nicht, gilt p-fast dberall (in Formeln schreibt man u-f. i), falls eine u-Nullmenge
N existiert, so dass die Eigenschaft in Q\ N gilt.

16 Tatséchlich ist ¢ € {1,2,4}, j € {3,5,6}.
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Satz 10.50. Seien f, g € .4 (S, R).
a) Ist f =0 p-f. ., soist [, fdu=0.

b) Ist f = g p-f d. und existiert das Integral fodu, so existiert auch das
Integral fQ gdu und beide sind gleich.

Beweis. a) Ist f = Z:il ¢; XA, eine nichtnegative Stufenfunktion mit paarweise

disjunkten A;, so folgt aus ¢; > 0 fiir ein ¢, dass u(A4;) = 0 fir dieses i gilt.

Insgesamt ergibt sich fQ fdu=0.

Sei nun f € A M (UR), g € Mol (U,R), 0 < g < f. Dann ist Jogdu =0,

also auch [, fdu = 0.

Schlieflich schreiben wir im allgemeinen Fall f € .#(Q,R) f = f* — f~ und
erhalten aus f* < |f|, f~ < |fl], dass fT =0 p-f.{i., f~ = 0 p-f. . und daher

Jo fdu=0.
b) Sei A = {f = g}. Dann hat A° = {f # g} die Eigenschaft pu(A°) = 0. Es
folgt
f=Fxa+fxa, g=fxat+gxa
Weiterhin gilt x acf = 0 p-f. 1., xacg = 0 p-f. 1., also mit a)

/Qfdu:/Afdu:/diu- u

Satz 10.51. Sei f € .# (), R).
a) Ist f integrierbar, so ist f endlich u-f. .
b) Ist f >0 und [, fdu=0, so ist f =0 p-f. i.

Beweis. a) Sei A = {|f| = oo}. Falls u(A) > 0,soist [, [fldu > [, |f|dp = oo;
ein Widerspruch.

b) Sei A = {f >0}, A, = {f > %} fir n € N. Dann A,, T A. Weiterhin
0<xa,f<xaf=faso0=[, fdu> w. Damit ist u (Ay) = 0 fiir alle
n und folglich p (A) = 0. O

Satz 10.52 (iiber die monotone Konvergenz; erweiterte Version). Seien {f,} C

M(LR), g € M (LR).
a) Gilt f,, > g Vn und ngdu > —00, so impliziert f, T f, dass

fodu - / fdp.
Q Q

b) Gilt f,, < g Vn und fﬂgdu < o0, so impliziert f, | f, dass

Beweis. Es genligt, a) zu beweisen.
Gilt [, gdu = o0, soist [, fndp = oo Vn und es ist nichts zu zeigen.

Seialso [, gdp < oo. Dann ist g endlich p-f. {i. An Stellen, an denen |g| unendlich
ist, setzen wir g zu Null. Dann 0 < f,, —g 1 f — g p-f. 1., also fQ (fn—9g) dp—
fQ (f — g) du. Es verbleibt, fQ g dp auf beiden Seiten zu addieren. O
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Eine wichtige Verallgemeinerung des vorigen Satzes ergibt sich wie folgt:
Satz 10.53 (Lemma von Fatou). Seien {f,} C .# (L, R), f € .4 (S, R).
a) Gilt f, > f Vn und fQ fdu > —o0, so ist

liminf [ f,du > / liminf f, du.
Q Q
b) Gilt fr, < [ Vn und [, fdp < oo, so ist
lim sup/ fndu < / limsup f, dp.
Q Q

Beweis. Es genligt wiederum, a) zu zeigen.

Sei g, = infy>, fr, g = liminf f,. Dann ist f, > g, > f Vn und g, 1 g, also

/ gdp = lim gndp < liminf [ f, dp. O
Q Q Q

n—oo n—oo

Der néchste Satz ist eines der wichtigsten Resultate der Analysis:

Satz 10.54 (Lebesguescher Satz iiber die majorisierte Konvergenz). Sei { f,.} C
A (LR), f e #(QR), g u-integrierbar, |f,| < g p-f.4. fir alle n. Falls f, —

f p-fi., so
/andu—>/9fd,u.

Beweis. Wegen |f,| < g, f < g p-f.1. sind f,, f p-integrierbar. Weiter gilt mit
dem Lemma von Fatou, dass

/fdu:/limfnd,ugliminf/fnduglimsup/fnd,u
Q Q Q Q

S/Qlimfndu:/gfdu

und daher lim [, fndp = [, fdp. O

Wir wissen bereits: Wenn [, f du, [, gdp existieren, so impliziert f < g p-f. ii.
die Beziehung [, fdu < [, gdpu fiir alle A € o/. Im o-endlichen Fall gilt auch
die Umkehrung:

Satz 10.55. Sei i o-endlich, f, g € # (L R), [, fdu, [, 9dp migen existie-
ren. Gilt dann fAfdu < ngdu fiir alle A € o7, so ist f < g p-f.ii.

Beweis. Es geniigt den Fall i endlich zu betrachten.
a) Fir k € N sei

1
a={rz g+ 1ol <}

Dann ist

A
/gduz fduZ/ gdu+u(kk),
A A A
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also wegen

/gdulﬁ/ lg| dp < k p(Ax) < 00
Ag Ag

w(Ag)/k <0 und p(Ag) = 0 fiir alle k. Damit ist
n({f > g.lal < ooh) = (U, Ar) < 34 =0
k

und f < g p-f. . auf {|g| < oo}.
b) f < g tberall auf {g = co} ist trivialerweise erfiillt.

¢) Fiir k € N sei
By ={g9=—o0, [ = —k}.

Dann ist

foou(Bk):/B gduZ/B Fdu> —kp(By),

also p (By) = 0 fiir alle k£ und

u({f>g,g:*oo}):u<UkBk) =0.

Folglich ist f < g u-f.1i. auch auf {g = —o0}. O

Die Transformationsformel

Sei (Q,4,u) ein Makraum, (',%) ein messbarer Raum, F: Q —
(7, B)-messbar. Wir definieren das Bildmaf§ F.p von p unter F durch

(Fup) (B) = p(F~Y(B)), VBe .
Offenbar ist Fiu ein Maf auf 4.

Satz 10.56. Fir alle g € #(Q',R), B €Y gilt

/Bgd(F*u)/Fl(B) (F*g) dp,

wobei diese Behauptung so zu lesen ist, dass wenn eines der beiden Integrale
eristiert, so auch das andere und beide Integrale gleich.

Beweis. Wegen I*xp = xp-1(p) diirfen wir B = ' annehmen.

a) Sei zuerst g = Zzl ¢i xB, eine Stufenfunktion, ¢ > 0, d.h. ¢; > 0, B; € 4.
Dann ist

/ngu chFu Zcz (B;))
:/ZcixF—wBi)du:/(F*g)du-
Qi Q
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b) Sei nun g € .#, (€, R). Wir wihlen eine Folge {g;} C .#,(,R) mit
0 < g; 1 g. Dann sind die F*g; Stufenfunktionen mit 0 < F*g; 1 F*g. Gemék a)
gilt

[ odtb) = lim [ gidthop) =t [ (Fg)dn= [ (P00 dn
Q n—oo o n—oo Jo Q

c¢) Der verbleibende Fall g € . (Q',R) mit g = gt —¢~, g+, g~ € A4 (Y, R)
folgt nun ebenfalls. O

10.4.4 Vergleich zwischen dem Lebesgue- und dem Rie-
mann-Integral

Der Beweis des folgenden Satzes befindet sich in einem Anhang zu diesem Ab-
schnitt.

Satz 10.57. Sei f: [a,b] > R, —00 < a < b < co. Dann gilt

(i) f ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn f beschrinkt und A;-f. 1.
stetig 1ist.

(i) Ist f Riemann-integrierbar, so ist f auch Lebesgue-integrierbar und beide
Integrale ergeben den gleichen Wert.

Beispiel 10.58. Seien f, g: [0,1] — R wie folgt gegeben:

0, falls z € [0,1] \ Q,
o(o) = {1, falls z € [0,1] N Q,

1/q, falls x =p/q, p, ¢ € Z prim, q > 0,
f(:c)={/ /

0, falls z €[0,1]\ Q.

Dann ist f Riemann-integrierbar!?, g jedoch nicht'®. Andererseits gilt f =g =0
A1-f. 1., also sind beide Funktionen integrierbar im Lebesgueschen Sinne und

/Olf(x)d:c/olg(:c)dxo.

Bemerkung. Das Ergebnis dieses Satzes gilt auch in h6heren Raumdimensionen,
nur dass wir dort den Begriff des Riemann-Integrals nicht eingefiihrt haben.

Beispiel 10.59. Eine Folge {g¢;} Riemann-integrierbarer Funktionen auf [0, 1] mit
0<g; <1lund g; Ty, fiir die g nicht Riemann-integrierbar ist.

Sei {qi} eine Aufzdhlung von [0,1] N Q. Wir setzen

1, fallsxz € {q,...,q},
gi(z) = ta J
0, andernfalls.

Dann leistet die Folge {g;} das Verlangte.

Im Fall des Riemann-Integrals hat man also, um beispielsweise die Grenzwert-
satze der Integrationstheorie anwenden zu kénnen, stets die Riemann-Integrier-
barkeit der Grenzfunktion voraussetzen.

17f ist an allen Stellen 2 € [0, 1] \ Q stetig.
184 ist iiberall unstetig.
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Anhang zu Abschnitt 10.4.4: Beweisskizze von Satz 10.57

10.5 Weitere Resultate der Maf- und Integra-
tionstheorie

Wir sammeln hier weitere wichtige Sétze der allgemeinen Mafs- und Integra-
tionstheorie.

10.5.1 Der Zerlegungssatz von Hahn und Jordan

Erinnerung: Sei (Q,4/) ein messbarer Raum. Eine Mengenfunktion
v: o — [—00,00] mit v (@) = 0 heift o-additiv, falls sie einen der beiden Werte
00, —00 nicht annimmt und aufserdem

v <LiJAZ-> = Zy(Ai)

3

fiir {As},cy C &7, A; paarweise disjunkt gilt.
Bemerkung. Ist v (|J,; A;) endlich, so ist die Reihe ) . v (A;) absolut konver-

gent!?,

Definition 10.60. Eine derartige Mengenfunktion v: &7/ — R heifit auch ein
signierte Maf.

Satz 10.61. Fir v wie oben existieren DY, D™ € &/ mit

v(D1) = sup {v(A) ‘ Aed},
v(D™) = inf {v(A) ‘ Aecd}.

Beispiel 10.62. Sei (2, o7, 1) ein Mafiraum und das Integral fQ f dup moge exis-
tieren. Dann ist v mit

WA) = [ fdu, Acd,
Q

ein signiertes Mak. Fiir DT, D~ kénnen wir DT = {f >0}, D~ = {f <0}
wahlen.

Beweis des Satzes. Wir fithren den Beweis fiir das Supremum.

Wir diirfen v < co annehmen, denn andernfalls withlen wir ein Dt € &/ mit
v (DT) = co und sind fertig.
Wir wéhlen eine Folge {A4;} C ./ mit v(A;) — supv und setzen A = |J, 4; €
/. Fiir ein gegebenes i € N zerlegen wir A in 2° disjunkte Teilmengen Aj,,,
1 <m < 2¢ der Form

ATNASN...NA,

9Da diese Reihe dann unbedingt konvergent ist.
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wobei entweder AT = A; oder A7 = A\ A;. Wir setzen weiterhin
Bi=  |J A
m: v(Aim)>0

insbesondere B; = ), falls v(A;y,) < 0 fiir alle m. Da A; endliche Vereinigung
einiger der A;,, ist, gilt

Zudem ist fiir i’ > i jedes Ay, entweder eine Teilmenge von Ay, oder disjunkt
davon. Damit haben wir fiir jedes r > i, dass |J,_, By die Vereinigung von B;
und einer Menge E disjunkt von B; mit v(FE) > 0 ist. Somit gilt

v(A;) <v(B;) <v (U;:l Bk) — v (U:; Bk) fur r — oo.

Sei DT = limsup; B; = (jo; Ure; Be.
Dann gilt Uy, Br | DT, 0 < v ({Upe; Br) < oo fiir alle 4, also

v (U Bk> — v(D) fiir i — oo.
k=i

Es folgt

supv = lim v(4;) < lim v (U:i Bk) =v(D") <supv,

i—00 i—o0
also v(DT) = supv. O
Satz 10.63 (Hahn-Jordan-Zerlegung). Sei v wie oben. Wir definieren

vT(A) =sup{v(B) |Be o/, BC A},

v (A)=inf{v(B)| Be o, BC A}

fiir jedes A € . Dann sind v, v~ Mafle auf o7, wenigstens eines ist endlich
und es gilt

Beweis. O.B.d. A. nehme v den Wert —oo nicht an. Die Menge D~ € & sei
wie oben konstruiert.

a) Wir behaupten, dass v(AND~) <0, v(AN(D7)%) >0 fiir alle A € .

(i) Angenommen, es wire v(AN D~) > 0 fiir ein A € /. Dann ist (D7) =
v(AND™)+v(A°N D7), also

v(AND7)=v(D")—-v(AND™)<v(D7);
ein Widerspruch.

(ii) Angenommen, es wire V(AN (D7)¢) < 0. Dann ist »(D~ U (AN (D)%) =
v(D7)4+v(AN (D7) < v(D7); ein Widerspruch.
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b) Wir behaupten weiterhin, dass
v (A4) =v(AN (D)),
v (A)=—-v(AND7)
fir A € o.
(i) Sei B € o/, B C A. Dann ist
v(B)=v(BND )4+v(BN (D)%) <v(BN (D)%
<v(BND7))+v((A\B)N(D7)) =v(AN (D)),

also vT(A) <v(AN(D7)¢). Wegen AN (D) C Agilt v(AN(D7)¢) < vt (A4)
geméfs Definition.

(ii) Sei B € &/, B C A. Dann ist
v(B)=v(BND™)+v(BN(D7)°) >v(BND7)
>v(BND7)+v((A\B)ND™)=v(AND7),

also —v~(A) > v(AN D). Die umgekehrte Richtung ergibt sich wieder aus der
Definition. 0

Folgerung 10.64. Sei v wie oben. Dann gilt:
a) v ist Differenz zweier Mafle, von denen wenigstens eines endlich ist.
b) Ist v endlich, so ist v beschrinkt.

c) Es existiert eine Menge D € of mit v(AN D) < 0 und v(AN D) >0 fir
alle A e of.

d) Ist E eine andere Menge in o/ mit dieser Figenschaft, so ist vT(A) =
V(ANE®), v (A) = —v(ANE) fir alle A € o sowie

(vt +v ) (D A E)=0.
Definition 10.65. v™ heifit der nichtnegative Teil von v, v~ heilt der nicht-
positive Teil von v und |v| = vt + v~ ist die Totalvariation.

Bemerkung. Aus v = vt — v~ folgt

(A < l(4), VA€,

10.5.2 Differenziation von Mafien. Der Satz von Radon-
Nikodym

Wir bendtigen im Weiteren das Zornsche Lemma. Hier ist eine Erinnerung an
die Grundtatsachen:

Sei (X, <) eine halbgeordnete Menge, d.h. eine Menge X versehen mit einer
Relation <, die reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist. Dann:

o (X, <) heift total-geordnet (und < eine Totalordnung auf X), falls x < y
oder y < z fiir alle z, y € X.
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e Ein Element z € X heiftt eine obere Schranke einer Teilmenge Y C X,
falls y < z fiir alley € Y. 20

e Ein Element z € X heiflt ein mazimales Element von X, falls z < z fiir
x € X die Beziehung z = x impliziert.?!

Satz 10.66 (Zornsches Lemma). Ist (X, <) eine nichtleere, halbgeordnete Men-
ge, in der jede nichtleere, total-geordnete Teilmenge eine obere Schranke besitzt,
so enthdlt X mazximale Elemente.

Bemerkung. Unter den tiblichen Axiomen der Mengenlehre (Zermelo-Fraenkel-
Axiome) ist das Zornsche Lemma mit dem Auswahlaxiom dquivalent.

Sei nun (2,.27, 1) ein Makraum, f: Q — R messbar, fQ f dup moge existieren
(d.h. [y, fTdp < oo oder [, f~du < oo). Dann ist v: & — R mit

u(A):/Afdu, Ac o,

ein signiertes Maf mit der zusétzlichen Eigenschaft, dass pu(A4) = 0 die Beziehung
v(A) = 0 zur Folge hat.

Definition 10.67. Sei (Q,.%7, ;1) ein Mafraum, v: &/ — R ein signiertes Maf.
Wir sagen, dass v absolut-stetig beziiglich p ist (man schreibt v < u), falls
u(A) =0 fir A € & die Beziehung v(A) = 0 impliziert.

Wie wir gerade sahen, ist die Absolut-Stetigkeit eine notwendige Bedingung
dafiir, dass ein signiertes Mafs v eine Dichte f beziiglich eines Mafses u wie
oben angegeben besitzt. Der Satz von Radon-Nikodym stellt unter einer zu-
sétzlichen Bedingung sicher, dass die Absolut-Stetigkeit fiir die Existenz einer
solchen Dichte f auch hinreichend ist.

Satz 10.68 (Radon-Nikodym). Sei (2, o7, u) ein o-endlicher Mafiraum, v: o/ —
R ein signiertes Maf3, v < u. Dann existiert ein f € A4 (Q,R) mit

I/(A):/Afdu, Aed.

Ist g eine weitere derartige Funktion, so ist f = g p-f. 1.

Definition 10.69. f = Z—Z heiftt die Radon-Nikodym-Ableitung von v beziig-
lich p.

Beweis des Satzes. Die Eindeutigkeit von f pu-f.d. ist klar, wir kiimmern uns
um die Existenz.

a) Seien u, v endliche Mafle. Sei
Y = {ge///Jr(Q,@) | / gdu <v(A), VAG,Q%}/N,
A

wobei ~ die Aquivalenzrelation g ~ h : <= g = h p-f.ii. ist. Auf & definieren
wir (vertreterweise) eine Halbordnung durch ¢ < h : <= g < h p-f.i. Sei

20Dje Stelle z muss nicht zu Y gehoren.
21Eine halbgeordnete Menge kann mehr als ein maximales Element besitzen.
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A C ¢ eine nichtleere Kette (d. h. eine nichtleere, total-geordnete Teilmenge).

Wir setzen
h*zsup{/hdu‘hé%ﬁ}.
Q

Dann existiert eine Folge {h;} C S mit fQ hidp T h*. Da S total-geordnet
ist, gilt h; < h;q1 fiir alle . Folglich existiert ein g € 4 mit h; 1 g, fQ gdu = h*.
Wir behaupten, dass g eine obere Schranke von 7 ist. Ist ndmlich h € J2, so
sind zwei Falle moglich:

1. Fall. h < h;« fiir wenigstens ein ¢*. In diesem Fall gilt h < g wegen h; 1 g.

2. Fall. h > h; fiir alle i. Dann folgt h > g, wegen h* > [, hdp also [, hdp =
fQ gdp = h* und damit h = g p-f. .

Somit ist g tatséchlich eine obere Schranke von JZ. Eine Anwendung des Zorn-
schen Lemmas liefert ein maximales Element f € 4. Wir werden zeigen, dass

V(A):/Afdu, Ae o,

gilt. Sei v1: & — [0, 00) durch

ul(A>:u(A)f/Afdﬂ, Acd,

erklart. v; ist ein Maf auf &7, 11 < pund v (Q) < co. Wir wollen zeigen, dass v1
identisch Null ist. Angenommen, es wére v1(2) > 0. Wir wéhlen dann ein k£ > 0
mit p() — kv1(2) < 0 und betrachten das signierte MafS 1 — kvq. Beziiglich
dieses signierten Mafses existiert ein D € &/ mit

pw(AND)—kvy (AND)<0, Aed,
p(AND®) —kvy (AND®) >0, Aec .
Wir behaupten, dass p (D) > 0 gilt. Ist u (D) = 0, so ist wegen der Absolut-

Stetigkeit auch v; (D) = 0. Wahlt man speziell A = Q in der zweiten Unglei-
chung, so ergibt sich mit

0 < (D) — kv (D) =pu() — k() <0

ein Widerspruch.
Wir setzen jetzt h = (1/k) xp. Ist A € &7, so ist

[ hdu= g u(AnD) <n(AND) < () =w(a) - [ fd
A A

also [,(f 4+ h)dp < v(A). Es folgt, dass f 4+ h € 4. Jedoch ist f+ h > f und
f+h> fauf D mit u(D) > 0 im Widerspruch dazu, dass f € ¢4 ein maximales
Element von ¢ ist. Also gilt tatséichlich v; = 0 wie gefordert.

b) Sei u ein endliches Mafs, v ein o-endliches Maf. Wir schreiben Q = | |, 4;
mit A; € &, v(A;) < oco. Sei 1;(A) = v(ANA;) fir A € o, i € N. Mit a)
existiert eine messbare Funktion f; > 0 mit 1;(A) = fA fidu, A € of. Setzen
wir f =3 fi, so folgt

V(A) = /Afdu.
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c) u eine endliches Maf, v ein beliebiges Maf. In diesem Fall betrachten wir
€ = {C € ’ v ist o-endlich auf &/ N C} .

% ist nichtleer wegen () € %. Sei ¢* = sup {u(C) ‘ C € ¢}. Wir wiihlen eine
Folge {C;} C € mit u(C;) 1 ¢*. Sei C =J;2, C;. Dann ist C € € und p(C) =
c*. Wegen b) existiert eine Funktion f > 0, die beziiglich & N C messbar ist,
mit

V(ANC) = fdu, Acd.
ANC

Wir wollen diese Darstellung auf das Komplement C¢ fortsetzen. Sei A € &
beliebig. Dann gibt es zwei Félle:

1. Fall. Ist p(ANC®) > 0, so ist v(ANC°) = oo, da andernfalls v(ANC®) < 0o
nédmlich CU (AN C*) € € und den Widerspruch

> p(CUANC)) =p(C)+p(ANCY) > pu(C)=c"
nach sich zieht.

2. Fall. Ist p(ANC®) =0, so ist v(ANC) =0 wegen der Absolut-Stetigkeit.

In beiden Féllen erhalten wir
v(ANCe) = / oo dp
ANCe

und wir kénnen f durch f xyo + 0o x¢e auf ganz ) fortsetzen.

d) p ist o-endlich, v ein beliebiges Maf. Wir schreiben 2 = | |, A; mit A; € o7,
1(A;) < oo. Geméf c) existieren messbare Funktionen f; > 0 mit v(AN A;) =
fAﬂAi fidw = [, fidp, wobei wir 0.B.d. A. f; = 0 auf AS angenommen haben.
Dann gilt

o) = [ fan
mit f =37, fi.

e) u ist ein o-endliches MafS, v ein beliebiges signiertes Mafl. Wir benutzen
den Satz von Hahn-Jordan und schreiben v = v — v~ mit Mafien v*, v~ und
0.B. d. A. v~ endlich. Nach d) existieren messbare Funktionen f* >0, f~ >0
mit f~ endlich, so dass

A = + 128 = - .
W= [ rraw v = [ i Aew

Es bleibt, f = fT — f~ zu setzen. O
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Folgerung 10.70. Unter den obigen Voraussetzungen gilt:
a) v ist endlich < f ist integrierbar.

b) Ist |v| o-endlich, so ist [ endlich p-f.i.

c) v ist ein Maff < f >0 pf.ii.

Definition 10.71. a) Seien pq, ps Mafke auf o/. Wir sagen, dass py, ua ge-
genseitig singuldr sind (man schreibt p; L po), falls es ein D € & mit
p1 (D) =0, pa(D) = 0 gibt.

b) Seien 14, o signierte Mafe. Dann sind vy, vy gegenseitig singuldir, falls
1| L |-

Bemerkung. Ist v ein signiertes Maf, so gilt v+ L v~

Lemma 10.72 (Borel-Cantelli). Sei {A;} C & eine Folge, Y . jn(A;) < oo.
Dann gilt p(limsup A;) = 0.

Beweis. Es gilt Ukzi Ay | limsup A; und damit

p(limsup A;) < p (Uk% Ak) < Zu(Ak) — 0 fir7i— oo.

= k>i

Daraus folgt die Behauptung. o
Lemma 10.73. Seien p ein Mafs, v, vy, vo signierte MafSe. Dann gilt:
a) v L, va Lu= 11+ Ly, falls die Summe vy + vo definiert ist.
b) v« pu = |v| < p.
) L, vg L= 11 Lus.
vy vlpy=v=0(dh v(A) =0 firadle A € o).
e) Firv endlich gilt v < p <= lim,a)—ov (A) = 0.
Beweis. Wir zeigen e), der Rest ist offensichtlich.

(<) Ist u(A) = 0, so folgt mit A; = A fiir alle ¢, dass v(4;) — 0, also
v(A) =0.

(=) Sei v < p. Wir nehmen an, es gilt limsup,, 4)_¢ [V|(4) > 0. Dann exis-
tiert ein € > 0 und eine Folge {A;} C & mit u(A4;) <2 % und |v|(A;) > € fiir alle
i. Sei A = limsup A;. Mit dem Lemma von Borel-Cantelli folgt (A) = 0. Jedoch
steht |v|(A) > e im Widerspruch zur Absolut-Stetigkeit von |v| beziiglich . O

Satz 10.74 (Lebesguescher Zerlegungssatz). Sei (Q, o7, 1) o-endlich, v ein si-
gniertes Maf auf <7, |v| o-endlich. Dann gibt es eine eindeutige Zerlegung

V=1 +1

von v als Summe zweier signierter Mafle v1, vo mit v1 < p, vo L p.
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Beweis. a) Seiv ein o-endliches Mafl. Wir bilden p = p+ v. Dann gilt 4 < p,
v & p. Seien f = du/dp, g = dv/dp, d.h. p(A) = [, fdp, v(A) = [, gdp fiir
alle A € o/ Sei

D={f>0}, D°={f=0}
und
vi(A)=v(AND), vrn(A)=v(AND°), Acd.
Dann gilt v = v + vs.
Wir behaupten, dass 1y < p, v L p gilt.

Zu vy < pi. Sei p(A) = 0. Dannist [, fdp=0,d.h. f =0 p-f.ii. auf A. Jedoch
f>0auf AN D, also p(AN D) =0. Daher v(AND) =0, d.h. v1(A) =0.

Zuve L p. Es gilt (D) =0 und
u(D°) = / fdp=0.
{f=0}

b) Seiv ein o-endliches signiertes Mafl. Wende obiges Argument getrennt auf
Jr —
vt v an.

¢) FEindeutigkeit der Zerlegung. Sei zuerst v endlich und v = vy +vo = v + 1
mit 1 < p, V] < @, vo L p, v L p. Dann ist vy — 1] = v — v sowohl absolut-
stetig als auch singuldr beziiglich u, d.h. vy — v} = v§ — vo = 0 bzw. v; = v,
vy = Uh.

Ist ¥ nun o-endlich, so schreiben wir Q = | |, A; mit |v|(4;) < oo fiir alle i.
Wir erhalten die Eindeutigkeit der Zerlegung auf jedem A; und damit auch
auf Q. 0

10.5.3 Produktmalie

Anschaulich ist es klar, dass A, = A1 X ... X A1 oder allgemeiner pr = pp, x
—_——

n—mal
.. X pup, gilt, wobei up; das Lebesgue-Stieltjes-Mak auf R! mit der Verteilungs-
funktion F; und F(z) = Fi(z1)... Fa(z,) ist.
Wir wollen diese Anschauung prézisieren.

Definition 10.75. Seien 7; o-Algebren auf Q;, j =1,2,...,n.

a) Eine messbare Box in Q = Q1 X...XxQ,, ist eine Menge der Form A; x...x A4,
mit A; € &7 fiir alle j.

b) Die Produkt-o-Algebra of = o) X ... X 4, ist die von allen messbaren Boxen
erzeugte o-Algebra auf Q.

Im Fall 4; =... = A, schreibt man auch & = (&)".

Bemerkung. Die endlichen disjunkten Vereinigungen messbarer Boxen bilden
eine Algebra auf (.
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Satz 10.76 (Produktmafte). Sei (21, 94, p1) ein o-endlicher Mafraum, (a2, o)

ein messbarer Raum. Weiterhin seien die folgenden Daten gegeben:
(1) Fiir jedes wy € Qy ist us* ein MafS auf <s.
(ii) Fiir jedes B € g5 ist die Abbildung wy — p3* (B) @4 -messbar.

(iil) pg* ist beziglich wy gleichmafig o-endlich, d.h. es gibt eine abzdihlbare
Zerlegung Qo = |, Br mit By, € @ fiir alle k und es existieren Konstanten
Cr mit p(wy, By) < Cy fiir alle wy € Q.

Dann gibt es genau ein Maff p auf o7 = o x oy mit
w(Ax B) = /Aug’l (B)dui(w), VA€, Be .
Tatsdchlich gilt fir alle C € o
M(CU.[;lugl(CTan))dul(wl)

wobei C(wy) = {wg € Qs ‘ (wi,ws) € C’} der Schnitt von C auf Hohe wy ist.??
Aupferdem ist das Maf p o-endlich. Sind 1 und alle py* Wahrscheinlichkeits-
mafe, so ist auch p ein Wahrscheinlichkeitsmapfs.

Beweis. a) Sei zuerst ps' gleichmissig endlich beziiglich wq, d.h. es gébe eine
Konstante C' > 0 mit 5" (22) < C fiir alle wy € ;.

a) Wir zeigen C(wq) € o fir C € &7, wy € Q.

Sei dazu € = {C cod ‘ C(wy) € 42%2}, wobei wy € Q; fixiert wurde. ¥ ist eine
o-Algebra, da

(U, 0:) ) =, Gaten), - 0wn) = (o))"

Falls A € ), B € 4, so ist (A x B)(w1) = B fiir w; € A und (A x B)(wy) =0
fiir wy ¢ A. Somit enthélt € alle messbaren Boxen und folglich 4 = .

B) Wir zeigen, dass die Abbildung wy — p5' (C(wq)) fir C € o o/ -messbar
ist.

Sei ¥ die Menge aller Mengen C' € &, fiir die das richtig ist. Falls C = A x B
mit A € &, B € o, so ist C € € wegen

w, _Jm(w, B), fallsw; € A,
M(MXBWM»—{Q )
und wy = ps ((A x B)(w1)) = xa(wr) ps* (B) ist 27 -messbar.
Ist {C;} C % eine abzihlbare, paarweise disjunkte Familie, so ist w; —
w5t ((U; Ci)(wr)) = ps* (U; Ci(wr)) = >, 15 (Ci(wr)) als Reihensumme nicht-
negativer «7-messbarer Funktionen selbst .7 -messbar.
Ist schlieklich C' € €, so ist auch w; — ps*((C°)(w1)) = ps'(C(w1)°) =
st (Q2) — s (Cwr)) “fi-messbar. Insgesamt ergibt sich ¢ = 7.

22Vgl. mit dem Prinzip von Cavalieri.
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~v) Wir setzen jetzt

WO = [ 1 Ca)dmlen), Cea.

Dann ist p ein MaR auf 7. Es gilt namlich (@) = 0 und ist {C;} C < eine
abzahlbare, paarweise disjunkte Familie, so ist

(o) =/ 5t (U, € i) = 3 / () din o)
= Z 1(Cs).
Weiterhin gilt fiir A € o), B € o, dass

u(AxB)=/

B (A % B)(w1) dpn (wn) = / xa(@n) 15" (B) dpa (w1)
Q1

931

- /A 45 (B) dys (w2),

wie behauptet.

b) Ist pus' gleichmékig o-endlich, Q2 = | |, By eine entsprechende Zerlegung
von g mit py* (By) < Cy fiir alle wy € ©; und fiir alle &, so setzen wir

Hs(B) = ps* (BN By), VB € .

Dann ist /'[/;)lk gleichméRig endlich, also gibt es nach a) ein Maf uy auf &7 mit

,uk(AxB):/Au‘;l(BﬂBk)d,ul(wl)

fir alle A € @, B € af. Das Maf = >, pui, auf o/ leistet das Verlangte.

¢) o-Endlichkeit und Eindeutigkeit. Wir behaupten zuerst, dass das in a), b)
konstruierte Mak p o-endlich auf &7 ist. Ist ndmlich Q3 = | |, By eine Zerlegung
wie in b) und Q; = ||, A; mit 1 (A4;) < oo fiir alle i, so gilt Q = Q; x Qy =
L; x(Ai x Bg) sowie

j(A; % By) = / 15 (By) dpn(w1) < Cropn(Ar) < ox.

Ist nun o ein weiteres Maf auf &/ mit
(A x B) = / 1S (B) dp (w1) VA € oA, B € o,
A

so stimmt o mit g auf der Algebra der endlichen, disjunkten Vereinigungen von
messbaren Boxen iiberein. Nach der Eindeutigkeitsaussage im Fortsetzungssatz
von Carathéodory folgt damit o = p auch auf <. O
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Folgerung 10.77 (Produktmafe, klassische Version). Seien (9,97, u;)
o-endliche Mafrdume, j = 1,2. Dann gibt es genau ein Mafl v auf o X oy mit

(A x B) = p1(A) p2(B) VA€ o, B € dhb.

Dieses Mafs ist o-endlich. Sind p1, pe Wahrscheinlichkeitsmafe, so ist auch u
ein Wahrscheinlichkeitsmayf.

Beweis. Im vorigen Satz wihle man ps' = po fiir alle wy € Q. O

Man schreibt in dieser Situation auch p = p; X pa.
Beispiel 10.78. oy = oty = B(R). Dann ist @ x o = B(R?). Fiir uy = dFy
und po = dF, mit Fy, Fy Verteilungsfunktionen auf R gilt py x pg = dFydF;.

Wir moéchten jetzt Integrale tiber (beispielsweise) Bereichen des R™ als iterierte
Integrale berechnen.

Satz 10.79 (Fubini). Die obigen Annahmen seien erfillt, f € #(Q1 x Qa,R).

a) Gilt f >0, so existiert sz fwi,w2) dus™ (we) und ist eine messbare Funktion
von wy. Weiterhin gilt

[ sau- [( 5 Flen,wa) i (w2) ) o),

b) Euistiert das Integral [, f dp, so existiert sz fwi,wa) dus* (we) pp-f. 1. und
definiert eine messbare Funktion, sobald letztere auf der Ausnahmemenge,
auf der dieses Integral nicht existiert, zu (beispielsweise) Null gesetzt wird.
Weiterhin gilt die Formel aus a).

Beweis. a) Wir zeigen f(wy,) € #(Q2,R) fir alle w; € ;. Sei dazu B €
%(R). Dann ist {f(w1,-) € B} = f~YB)(w1) € .

Folglich existiert [, f(wi,w2) dus* (we) fiir alle wy € Q.

Seinun C € &/, f = x¢. Dann ist die Funktion wy +— f92 Xo(wr,ws) dps™ (we) =
Ja, X () (Ww2) dps™ (w2) = p3" (C(wr)) messbar und

/ xe dji = u(C) = / W (Clwn)) dpas ()
Q

Q1

= /Ql (/92 xo(wi,wa) s’ (w2)> dpy (w1).

Der Rest des Beweises ist jetzt wie iiblich durch Approximation mit Stufenfunk-
tionen.

b) O.B.d.A.sei [, f~ dp < oo. Dann gilt geméh a)

[rau= [ ( f(wl,m)u?(wz)) dpn (1) < 0,
Q 951 Q2

so dass [, [~ (w1, wa) iy (w2) < oo py-f. i Insbesondere erhalten wir fiir w; €
Ql ,U,l-f. u.

flwr,wa) ps (we) = [ fH{wi,we) pg? (w2) — [ F7 (w1, w2) 3™ (wo)
Qo Qo Qo

und die Behauptung folgt mit a). O
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Folgerung 10.80. Ist f € .4 (9 x Q9,R) und

/ (/ |f(w1,w2)|,u(w1,dw2)) dwi < o0,
o \Ja,

so ist fQ fdu endlich und Fubinis Theorem ist anwendbar.

Beweis. Aus dem vorigen Satz folgt [, |f|du < oc. O

Satz 10.81 (Fubini, klassische Version). Seien (€, %7, u;) o-endliche Mafiriu-
me, j =1,2. Ist f € M (Q1 x Q2,R) und existiert [, fdp mit p = py X pa, so

foom [ (f o) = [ (] o)

Beweis. Benutze den vorigen Satz mit ps' = po fiir alle wy € Q. O

Wir betrachten jetzt den Fall, dass mehr als zwei messbare Raume gegeben sind.
Seien also 7 o-Algebren auf Q;, j =1,2,...,n. Weiter sei gegeben:

® 117 ist ein o-endliches Mafk auf 27,
o ud' ist ein Mafs auf o fiir jedes wy € Qy, die Abbildung w1 — 3 (As)

ist o7 -messbar fiir jedes As € o und ps? ist beziiglich w; gleichméRig
o-endlich,

o 137 ist ein MaR auf o fiir jedes (w1,ws2) € 1 X 9, die Abbildung
N x Qo = [0,00], (wi,ws2) > pus'“?(As) ist &4 X oh-messbar fiir jedes
Az € afs und p3t** ist beziiglich (w1, w2) gleichmiRig o-endlich,

Wi,.eWn—1

° iy ist ein Mak auf <7, fiir jedes (w1,...,wn-1) € Q1 X ... X Qy_1,
die Abbildung Q5 x...x Q1 — [0,00], (Wi, ..., Wn_1) > pn T (AL)
ist o/ X ... x o,_i-messbar fiir jedes A,, € 4, und " ~! ist beziig-
lich (w1,...,wn—1) gleichméRig o-endlich,

Satz 10.82. a) Unter diesen Bedingungen gibt es genau ein Mafi nu auf
X ... X o, mit

= [ ([ (] aeeen)
dﬂﬁl_’i"’wnz(wnl)> ) dps? (w2)) dpry(w1)-

b) Ist f € M (Q1 % ... x Qy,R) derart, dass das Integral [, f dp existiert, so
lasst sich dieses Integral iterativ vermaoge der Formel

duﬁi"’“”(%—ﬂ) ) dué“(tdz)) dp (w1)
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berechnen, wobei gegebenenfalls im (n — j)-ten fir j = n —1,...,1 Schritt
die resultierende Funktion von ws, . ..,w; auf einer [i;-Nullmenge abzudndern

ist, wenn [i; das durch py, p3*, ..., u;f)l""’wjfl gemdp a) bestimmte Maf auf

G X ... x al; bezeichnet.
Bewets. Induktion iiber n unter Benutzung des Falls n = 2. O

Bemerkung. Die Formel in a) ist ein Spezialfall von b) mit f(wq,...,wn) =
XA (@1) -+ xa, (Wn).

Folgerung 10.83. Sind (2;, o7, u;) o-endliche Mafrdume, j = 1,...,n, so
gibt es genau ein Maf$ p mait

I <>_"< A]-) =[] ni(4;)

fir alle Ay € A, ..., A, € szn._Die Formel zur iterativen Berechnung von
Jo fdu fir fe #( x ... xQy,R) gilt wie im vorigen Satz angegeben.

In diesem Fall schreiben wir g = g X ... X piy,.

Beispiel 10.84. Sein € N,n =%k + ...+ k,, mit k; € N. Dann gilt

BR") = BR") x ... x B(RF")

und A, = A, X...X A, . Eine analoge Aussage gilt fiir Lebesgue-Stieltjes-Mafe,
deren Verteilungsfunktionen F' Produkte von Funktionen wenigerer Variablen
sind, d. h. wenn

F(x1,...,2,)

=Fi(x1, oy Ty ) Fo(Thy 41y - ooy Thin )+ o s Fon @y ovodbey 15 -+ 5 T )

Berechnung einiger Integrale

Fiir die folgenden Rechnungen benétigen wir einige Formeln. Wir erinnern dar-
an, dass die Gammafunktion T'(x) durch durch

I'(z) = / e~'t*"tdt, x>0,
0
gegeben ist.
Satz 10.85. Es gilt:
(i) T'(n+1) =n! firn € Ny.
(i) T(z+1) =2(x) firz > 0.

(iii) (Reflektionsformel) I'(z)T'(1 —x) = firo<a<1.

sin(mx)

1
(iv) (Verdopplungsformel) T'(z)T (ac + 5) =272 /7T (22) fiir x > 0.
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Beweis. (i), (ii) wurden in der Vorlesung “Differenzial- und Integralrechnung I”
gezeigt, einen kurzen Beweis fiir (iii), (iv) wird es in der Vorlesung “Funktionen-
theorie” geben. O

Insbesondere erhalten wir:

1
Folgerung 10.86. I (5) =r, T (g) = ?7 r (g) M

Weiterhin benétigen wir die Betafunktion B(x,y), die durch das Integral
1
B(z,y) = / Y1 -ty tat, x>0,y>0,
0

eingefiihrt wird.

Lemma 10.87. Firx >0, y >0 gilt

() I'(y)

Ble.y) = D(z+y)

Beweis. Mit der Substitution ¢ = uv, s = u(1 — v) erhalten wir

L(z)(y) = /2 e ) r—1w=1 gpds
R+

= / e Uy TV — )Y dudv
R+X(O,1)

=T'(z+y) B(z,y).

Lemma 10.88. Fiira > —1 gilt

' 2\@ g, _ Fla+1)
/_1(1—15) dt—\/EF(CH_%).

Beweis. Mit der Substitution s = (1 +¢)/2 und unter Benutzung der Verdopp-
lungsformel fiir die Gammafunktion ergibt sich

1 1
/ (l—tQ)adt:22a+1/ s*(1—s)*ds
-1 0
r 1)2 r 1
_ 92a+1 (a+1) =T (a+1)

T2a+2) Y T(at2)

Das n-dimensionale Kugelvolumen

Sei B" = {z € R" | |x| < 1} die n-dimensionalen Kugel um 0 mit dem Radius
1 und sei w,, deren Volumen. Aus den Saklierungseigenschaften des Lebesgue-
Mafes folgt, dass w, R™ das Volumen der n-dimensionalen Kugel RB" um 0 mit
dem Radius R > 0 ist.
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Satz 10.89. FEs gilt

o = 7.‘.n/2
"Tr(2+1)
Beispiel 10.90. Wir erhalten?3
™ T w3/2 4
w1 = \/; = 27 W2 = =75 3 w3 5 = )
L (3) I'(2) rg) 3

was mit den aus der Schule bekannten Ergebnissen iibereinstimmt.

Beweis. Fiir das n-dimensionale Kugelvolumen ergibt sich wegen A, = A\ X\, _1
mit dem Satz {iber Produktmafie und dem vorigen Lemma

1
Wn = M\ (IB%”):/ An—1 (\/1—,@%18"_1) dz,
-1
1 ntl
:wn—l/(l—xQn vl (%5)

. B B m

Die Behauptung folgt durch Induktion nach n. O

Anhang zu Abschnitt 10.5.2: Absolut-stetige Mafie beziiglich des
Lebesgue-Malfies

23Formal konnen wir auch n = 0 zulassen; wo = 1.



Kapitel 11

Das Lebesgue-Integral

Wir studieren jetzt genauer Eigenschaften des Lebesgue-Mafes und des Lebes-
gue-Integrals. Insbesondere verallgemeinern wir mit dem Satz von Gauft die
Formeln fiir die partielle Integration vom ein- auf den mehrdimensionalen Fall.

11.1 Regularitiatseigenschaften des Lebesgue-
Malies

Sei A\, das duflere Lebesgue-Maf auf R”, d. h.

{Q;} abzihlbare Familie abgeschlossener,

Ao (4) = inf{ 3 1Q4
achsenparalleler Wiirfel, A C U Ql}, A CR".

Wir wissen bereits, dass A, ein dufieres Maft auf R™ ist.! Insbesondere hat A,
die folgenden Eigenschaften:

(1) () = 0.
(ii) (Monotonie) Ist A C B, so ist Aps(A) < Aps(B).

(iii) (o-Subadditivitdt) Ist {A;} eine abzihlbare Familie von Teilmengen
von R", so gilt Aps (U; Ai) < D7, Ans(Ai).

Weiterhin gilt:
(iv) Ist A CR™, so ist

Ans(A) = inf{\,(U) | U C R" offen, A C U}.

Beweis. (<) Api(A) <inf A, (U) folgt aus der Monotonie des dufseren Mafes.

ITatséchlich haben wir dies im Fall n = 1 bewiesen, doch der Beweis im allgemeinen Fall
ist ahnlich.

87



88 KAPITEL 11. DAS LEBESGUE-INTEGRAL

(>) Seie > 0. Wir withlen Wiirfel* @Q; mit A C |J; Q; und Y, |Qi| < A« (4) +
€/2. Seien Q;o offene Wiirfel mit Q;0 D Q; und |Qso| < |Q:] 4+ €/2°!. Dann ist
die Menge U = |J, Qio offen sowie

A (U) < Z |Qio| < Z (|Qz| + 21—;) < Z|Qz| Jr% < Ai(A) + e

Da e > 0 beliebig wahlbar ist, erhalten wir
inf Ap (U) < Apu(A). O
(v) Sei A, B C R" mit inf {|z —y| | x € A,y € B} > 0. Dann gilt

Ans (AU B) = Ans(A) + A (B).

Bemerkung. Diese Eigenschaft charakterisiert A, als ein sogenanntes metri-
sches dufleres Maj$. Es kann gezeigt werden, dass beziiglich eines metrischen
duferen Mafes auf einem beliebigen metrischen Raum (X, d) die Borelmengen
Carathéodory-messbar sind, dieses dufiere Maf also ein Borelmafs induziert.

Beweis. (<) Aus der o-Subadditivitdt folgt Ap« (AU B) < Api(A) U M\pi(B).

(>) Seid =inf{|lz—y| |2 € Aye B} > 0. Sei weiterhin AU B C (J,.; Qi,
Y ier |Qil < Ak (AUB) + e fiir ein gegebenes € > 0. Falls notwendig, zerlegen wir
jedes @; in achsenparallele kleinere Wiirfel, so dass wir annehmen diirfen, dass
jeder Wiirfel @; einen Durchmesser kleiner als § hat. Damit hat jeder Wiirfel
@; einen nichtleeren Durchschnitt mit héchstens einer der Mengen A oder B.
Seil =1 Uly, [ NIy :(Z), mit QiﬂB:@fﬁrie I und leA:@fur’LGIQ
Dann ist A C U7, Qi B € Ujep, Qi sowie

Ansc(A) + Ans (B) < Y [Qil + D 1Qil =D Qi € Mu(AUB) + e,

i€l i€ly el

woraus die Behauptung folgt. O

(vi) Sei A =(J,; Q; abzéhlbare Vereinigung von Wiirfeln @Q;, wobei Q; N Q; C
0Q); fiir alle i # j gilt.> Dann ist A Lebesgue-messbar und

An(A) = Z|Qi|'

Bemerkung. Jede offene Menge U C R" ist eine derartige Menge A.

Beweis. Dies folgt aus der Tatsache, dass A, (Q; N Q;) = 0 fiir ¢ # j gilt.

Wir geben zusétzlich einen Beweis an, in dem A, (A) durch A,.(A) ersetzt wird
und der die Tatsache, dass A Lebesgue-messbar ist, nicht ausnutzt.

(<) Geméf Definition ist Aps(A) < >, |Qil.

2Im Weiteren bezeichnet Q; stets einen abgeschlossenen, achsenparallelen Wiirfel.
3Das heifit, es gilt Q; N Q; = 0Q; N0Q; fiir alle i # j.
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(>) Wir zeigen die umgekehrte Abschitzung.

Seien dazu Q1 Wiirfel mit Qi1 C (Q4)°, |Qs| < |Qi1] + ¢/2°. Fiir jedes ig sind
die Wiirfel Qi1,...,Qii, kompakt und disjunkt, haben insbesondere positiven
Abstand voneinander. Damit gilt mit (v), dass

10

Ans <Uzo_1 Qil) = ; |Qi1| > Z (|Qz| - ;) > ; |Qi| — e.

1

Fiir ig — oo erhalten wir
M) 2 A (U7 Qi) 2 D210 =€
i=1

und damit die Behauptung. O

Im Fall der Carathéodory-Messbarkeit fiir das dufsere Lebesgue-Maf gibt es eine
einfache Charakterisierung dieser Eigenschaft:

Satz 11.1. FEine Menge A C R"™ ist genau dann Lebesque-messbar, wenn es fir
jedes € > 0 eine offene Menge U O A mit Ao (U \ A) < € gibt.

Beweis. (=) Sei A € B(R"), d.h. es gilt \pu(B) = M\u (AN B) 4+ Apu(A° N
B) fir jede Menge B C R™. O.B.d.A. sei \,(A) < oo, andernfalls zerlegen
wir A disjunkt in messbare Mengen endlichen Mafes und approximieren diese
getrennt. Zu € > 0 wihlen wir eine offene Menge U D A mit A, (U) < A\, (A) +e.

Dann ist
A (U) = An(4) + A (U \ A),

daher
Anx(UN\ A) =2 (U N\ A) =2 (U) — M(A) <e.

(<) Zujedem m € N wihlen wir eine offene Menge U,;, 2 A mit Ay (U \ A) <
1/m. Wir setzen B = (1, Up, € Z(R"). Dann ist B 2 A und A, (B \ A) = 0,
also wegen der Vollstandigkeit des Lebesgue-Mafes B\ A € Z(R™) und

A= B\ (B\A) € ZR"). O

Das Lebesgue-Maf besitzt die folgenden sogenannten Regularititseigenschaften.
Satz 11.2. Sei A € B(R"™), € > 0. Dann:

a) Es gibt eine offene Menge U D A mit \, (U \ A) <e.

b) Es gibt eine abgeschlossene Menge FF C A mit A, (A\ F) <.

¢) Ist My(A) < o0, so gibt es eine kompakte Menge K C A mit A (A\ K) <e.
Beweis. a) Dies wurde bereits gezeigt.

b) Zu A¢ € $(R") wihlen wir eine offene Menge U D A€ mit \, (U \ A°) < e.
Es bleibt FF'=U C A zu setzen und U \ A° = A\ F zu beobachten.

¢) Sei FF C A abgeschlossen mit A\, (F \ A) < ¢/2. Wir setzen K, = F'N
{Jz| < m} fiir m € N. Die Mengen K, sind kompakt und A\ K,,, | A\ F, also
gilt \p(A\ Kin) = An(A\ F) wegen Ay (A4) < oco. Somit existiert ein m* mit
An(AN\ Ky ) < e O



90 KAPITEL 11. DAS LEBESGUE-INTEGRAL

Folgerung 11.3. Fir A ¢ A(R"™) gilt

An(A) = inf {A\,(0) | U ist offen, U D A}
= sup {\,,(K) ’ K ist kompakt, K C A}.

11.2 Eigenschaften Lebesgue-messbarer Funk-
tionen

In diesem Abschnitt beweisen wir zwei wichtige Sétze.

Satz 11.4 (Egorov). Sei A € B(R"™), \(A) < oco. Seien {fi} C #(AR)
eine Folge, f € .M (A,R) und f; — f f.ii.* Dann existiert fiir alle ¢ > 0 eine
abgeschlossene Menge FF C A mit A\, (A\ F) < € und f; — f gleichmdfig auf F.

Beweis. Es geniigt, eine Menge B € #(R"), B C A mit \,(A\ B) < ¢ und
fi — f gleichméfig auf B zu finden.
O.B.d. A. gelte fi(z) — f(z) fur alle z € A. Fiir ¢, m € N setzen wir

Ay = {z cA \ Ifi(@) — f(@)] < % fiir alle j > z}

Dann A;;, C A1, und A;yy, T A fiir ¢ — oco. Insbesondere existiert fiir alle m
ein i,, mit

(AN Ay ) < QLW

Wir wéhlen mg mit Y 5= < e und setzen B =)

m>mg 2m

A;, .m. Dann gilt

m>mo

M(A\B) < D A(A\ A, m) <€

m>mg

sowie f; — f gleichméfig auf B:
Sei dazu § > 0 und m > max {mo, %} Dann gilt fir € B C A;, 1, dass

<)

S|=

() = f(@)] <
fiir alle j > 4,,, was die gleichméfige Konvergenz beweist. o

Um den néchsten Satz vorzubereiten, zeigen wir:

Lemma 11.5. Sei f € .#(R"™,R). Dann gibt es eine Folge {f;} C #o(R™,R)
von Stufenfunktionen mit f; — f f.4. der speziellen Form

fi= Z Cik XQix»
k

wobei jeweils die Summe endlich ist, c;;, € R und die Q1 abgeschlossene, ach-
senparallele Wiirfel sind.

4Eigenschaften fast {iberall sind in diesem Abschnitt stets beziiglich des Lebesgue-Mafes
zu verstehen.
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Beweis. Es geniigt, das Lemma fiir eine charakteristische Funktion x4 mit
A€ BR™), \p(A) < 0o zu zeigen.

Zu jedem i € N gibt es eine endliche Familie {Q;;} disjunkter, abgeschlosse-
ner und achsenparalleler Wiirfel mit A, (AAJ, Qix) < QL Wir setzen f; =
Dk XQu- Dann ist A\, ({xa # fi}) = A (AA U, Qix) < %, also

An(limsup {xa # fi}) =0
11— 00
gemif dem Lemma von Borel-Cantelli. Jedoch f; — x4 auf dem Komplement
von limsup,_, . {xa # fi}, was das Lemma beweist. O

Satz 11.6 (Lusin). Sei A € B(R"), \,(A) < oo, f € #(A,R). Dann existiert
fiir jedes € > 0 eine abgeschlossene Menge F C A mit A\,(A\ F) < € und f‘F
st stetig.

Bemerkung. Es wird nicht behauptet, dass f an allen Stellen von F' stetig ist.
Im Allgemeinen ist dies falsch.
Sei beispielsweise A = [0, 1],

1, fallsee0,1nQ,
fz) = {0, falls = € [0,1] \ Q.

Dann ist f an allen Stellen unstetig. Jedoch mit B = [0,1] \ Q gilt f‘B = 0.

Insbesondere ist f‘B stetig, und A, ([0,1] \ B) = 0. Es verbleibt, B von “innen”
durch eine abgeschlossene Menge F' zu approximieren.

Beweis des Satzes. Es geniigt, eine Menge B € Z(R") mit A\,(A\ B) < ¢ und
f ’ st stetig zu konstruieren.

Sei {f;} eine Folge von Stufenfunktionen mit f; — f f.{i., wie diese im vorigen
Lemma konstruiert wurde. Sei A; die Menge der Unstetigkeitsstellen von f;,
An(A;) = 0. Nach dem Satz von Egorov gibt es eine abgeschlossene Menge
FCR®mit F C A, AM(A\F) <eund f; — f gleichméfig auf F. Wir setzen
B = F\ |, A;. Dann ist A\,(B) = A\,(F), insbesondere \,(A \ B) < € wegen
B CF, fl’ p st stetig fiir alle 7 und f ’ 5 st stetig als gleichméRiger Grenzwert
stetiger Funktionen. O

11.3 Variablenwechsel unter dem Integral

Sei ¢: [a,b] — [c,d] eine bijektive C'-Abbildung mit ¢'(x) # 0 fiir alle x €
[a,b]. Wie wir aus der Vorlesung “Differenzial- und Integralrechnung I” wissen,
ist dann fir jede Riemann-integrierbare Funktion f: [¢,d] — R die Funktion
x— f(e(x)) ¢ (x)|] Riemann-integrierbar auf [a, b] und es gilt

[ twdy= [ £e@) 1 @) do

Diese Formel verallgemeinert sich auf den Fall des Lebesgue-Integrals und mehr
als einer Raumdimension.
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Als technisches Hilfsmittel bendtigen wir Zerlegungen der Eins.

Definition 11.7. Sei K C R™ kompakt und % = {U;} eine offene Uberdeckung
von K, d.h. K C |J, U;. Eine zu dieser Uberdeckung % gehorige, stetige Zerle-
gung der Fins iiber K ist eine Familie {t;} stetiger Funktionen 1;: R™ — [0, 1]
mit kompaktem Trager® mit +; = 0 fiir fast alle s und den folgenden Eigenschaf-
ten:

(i) suppy; C U fir alle 4,

(i) >, ¢(z)=1firz e K.
Satz 11.8. Fir jede kompakte Menge K C R™ und jeder offenen Uberdeckung
% von K existiert eine zu % gehorige Zerleqgung der Eins tiber K.

Beweis. 0.B.d. A.sei die Uberdeckung = {U;}_, endlich.
Fiir je zwei abgeschlossene achsenparallele Wiirfel Q, @’ mit Q C (Q')° existiert
eine stiickweise lineare® Funktion xgg : R — [0, 1] mit supp xgoqr = @' und

XQar|, = 1 (siehe Abbildung 11.4).

XQe'

Abbildung 11.1: Eine spezielle Abschneidefunktion

Wir wihlen nun fiir jedes € K achsenparallele Quadrate Q,, Q) mit z € Q;,
und Q, C (Q.)° C Q) C U; fiir wenigstens ein i € {1,...,I}. Die offenen

x

Mengen Q fiir x € K {iberdecken K. Folglich gibt es endlich viele Stellen
r1,To, ..., v, € K mit K C Ulel Q5,- Wir setzen dann x; = XQ., QL fiir
l=1,...,Lund

r=x1, g1 =1 —x1)1—x2) - (1= x)¥is1
firl =1,...,L — 1. Induktiv erhalten wir

fir L' = 1,..., L. Insbesondere” folgt fiir L' = L, dass Elel 1;1 =1 auf K.
Wihlen wir nun eine Abbildung {1,..., L} — {1,..., I}, I = i(l), mit Q}, C

Uiy, so verbleibt nur
b= Y

l:i(l)=1

5Ist X ein topologischer Raum und ist die Funktion f: X — R stetig, so ist der Trager
supp f = {z € X | f(z) # 0} von f die kleinste abgeschlossene Menge F' C X mit f!X\F =0.

6Tatséchlich ist es fiir die folgenden Konstruktionen nur wichtig zu wissen, dass XQqQ’
stetig, nicht unbedingt stiickweise linear ist. Wir héatten an dieser Stelle also auch den Satz
von Urysohn aus der allgemeinen Topologie benutzen kénnen.

"Fiir jedes x € K gibt es ein | mit x;(z) = 1.
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zu setzen. O

Das Transformationsverhalten des Lebesgue-Makes unter C'-Diffeomorphismen
wird durch das folgende Resultat beschrieben:

Satz 11.9. Seien U,V C R" offene Mengen und p: U — V eine bijektive
C-Abbildung mit det Do(x) # 0 fiir alle x € U. Dann gilt

s (| det Dop(z)| dz) = dy,
wobei y die Variable in V' bezeichnet.

Dieses Satz besagt, dass

/f )) [det Dip(z |dx—/f

fiir jede Lebesgue-messbare Funktion f: V' — R, vorausgesetzt dass eines der
beiden Integrale existiert.

Folgerung 11.10. Die Abbildung ¢: U — V aus dem vorigen Satz ist genau
dann volumenerhaltend, falls |det Dp(z)| =1 fir alle x € U gilt.

Beweis. Man wihle f von der Form yp fiir B € B(V). O

Bemerkung. Im Folgenden wird es wichtig sein, dass wir das Integral auf der

linken Seite iterativ berechnen kénnen. Indem wir den Integranden mit yy ()

multiplizieren, diirfen wir dabei annehmen, dass iiber ganz R™ = R x --- x R
—_———

n-mal

integriert wird. An dieser Stelle ldsst sich dann der Satz von Fubini anwenden,

beispielsweise im Fall n = 3 mit den parameterabhéngigen Mafen p; = dxq,

st = drs und

Mgl = XU('rlv T2, 1'3) |det Dw(zlv T2, 1'3)| d.ng.
Beweis des Satzes. Wir beweisen den Satz iiber den Variablenwechsel unter dem
Integral in fiinf Schritten.

Schritt 1. Zurickfihren auf stetige Integranden. Die Behauptung des Satzes

ist
/ |det Dy(x)| dx = / dy.
¢~ 1(B) B

fiir alle B € %(V). Unter Benutzung der o-Endlichkeit des Lebesgue-MafRes diir-
fen wir A\,(B) < oo annchmen. Wir approximieren dann B vermdoge
K; 1 B durch eine Folge {K;} kompakter Teilmengen von V' und unter Benut-
zung des Satzes von Urysohn sowie des Satzes von Lebesgue iiber die majori-
sierte Konvergenz jede der charakteristischen Funktionen x g, durch eine stetige
Funktion f; mit kompaktem Tréger in V, so dass | [}, fi(y) dy — A (K;)| < 1/i
gilt.

Damit geniigt es zum Beweis des Satzes,

/f ) |[det Dp(x |dxf/f



94 KAPITEL 11. DAS LEBESGUE-INTEGRAL

fiir jede stetige Funktion f: V — R mit kompaktem Triger zu zeigen.®

Schritt 2.  Reduktion auf den eindimensionalen Fall. Wir benutzen hier den
Satz iiber die implizite Funktion. Sei 2° € U fixiert. O.B.d.A. diirfen wir
%‘%(zo) # 0 annehmen. Wir schreiben x = (2/,zy,) mit 2’ = (z1,...,2n_1).
Wir kénnen die Gleichung

Pn (1'/; zn) = Yn

0

in einer Umgebung von z" nach z,, auflosen,

Ty = hn(wla yn)

Wir betrachten o,, definiert durch

Un(m = (xlv ‘Pn(zla zn))

o, ist eine bijektive C''-Abbildung einer hinreichend kleinen Umgebung von z°

auf eine Umgebung von ((z°), ¢(2?)). Es gilt
(90 © Ugl(xla yn))n = ¥n (.T/, hn(‘rla yn)) = Yn,

wohingegen fiir 1 <j<n-—1

(poon (@' yn)); = @i (@' (2, yn)).

Folglich liisst ¢ oo, ! die n-te Koordinate invariant und wirkt als von y,, abhiin-
gige bijektive C'-Abbildung in den restlichen Variablen %1,. .., Yn—1.

Da wir ¢ = ((p oo, 1) o g, schreiben konnen, wird ¢ schlieflich in einer kleinen
Umgebung von 2° die Komposition endlich vieler derartiger o; fiir j = 2,...,n.

Schritt 3. Lokalisierung. Wir zeigen jetzt, dass der Satz gilt, falls wir fiir jedes
x € supp f eine Umgebung finden, so dass der Satz fiir stetige Funktionen mit
kompaktem Trager in dieser Umgebung gilt.

Tatséchlich sei {U;} eine offene Uberdeckung von supp f, so dass der Satz wie
angenommen in jeder der offenen Mengen U; gilt, und sei {¢;} eine zugehorige
Zerlegung der Eins. Es folgt dann

/ (6:1) (p(x)) |det Dip(z)| dx = / (i) (y) dy
U 1%

fir alle . Indem wir iiber die ¢ summieren und ), v;(z) = 1 fiir € supp f
ausnutzen, erhalten wir die Behauptung fiir f.

Schritt 4. Kompositionen. Wir nehmen an, wir haben zwei Koordinatenwechsel
@w: U — Vund ¥: V — W und das Ergebnis sei fiir ¢, richtig. Dann gilt es
auch fiir die Komposition ¢ o ¢: U — W.

Tatséachlich gilt nach der Kettenregel

D (¢ o¢) (x) = (DY) (p(x)) De(x)

8Insbesondere reudziert sich fiir derartige f das Lebesgue-Integral auf das Riemann-
Integral, fiir das wir im eindimensionalen Fall die Transformationsformel bereits kennen!
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also

/W f(z)dz = /V £ ((y)) |det Dy(y)| dy
- /U £ (%0 @) (2)) |det D (p(x))| [det Dp(x)| d
- /U £ (0 9) (2)|det D (0 ) ()| da

Schritt 5. Der eindimensionale Fall. Wegen der bisherigen Vorbereitungen
diirfen wir jetzt

o) = (z1,.. ., Tn-1,h(x))
mit einer C'-Funktion A und f: V — R stetig mit kompaktem Triger anneh-
men. Wegen

1 0 0 0
0 1 0 0
Dy(z) = :
0 0 1 0
Oh  Oh .. _oh 0k
ox1 Oxa Oxm—1 Oxp

gilt ;Th # 0. Folglich ist die Abbildung z, — h(z1,...,2Zn—1,%,) bei festem
(1,...,2p—1) strikt monoton (wachsend oder fallend).
In jedem Fall gilt

/U £ (p(x)) |det Dg(x)| dx

Oh

= —(@)

d
oxy, v

- /Uf(;cl,...,znl,h(x))

= /fo (/OO xv(x) f(z1, ..., 201, h(x)) ‘aaTh(ac) d$n> cooday
=/ (/ XV(y)f(yl,---,yn)dyn)---dy1=/ f(y)dy.
—00 —00 \4
Das beendet den Beweis. O

Bemerkung. Hier ist eine heuristische Erklarung fiir die Giiltigkeit der Transfor-
mationsformel: Jedes Dp(x) € L(R™,R™) ldsst sich in der Form Dy(z) = RU
schreiben, wobei R € £(R",R") mit RRT = I eine Rotation (eigentlich im Fall
det Dp(z) > 0, orientierungsumkehrend im det Dp(z) < 0) und U € L(R™,R™)
mit U = UT symmetrisch ist. Die infinitesimale Rotation an der Stelle 2 &ndert
das n-dimensionale Volumen nicht®, withrend U fiir eine infinitesimale Volumen-
anderung an der Stelle z durch Streckung (bzw. Stauchung) in Richtung der
Hauptachsen von U um die Betrége der zugehdrigen Eigenwerte verantwortlich
ist.

Beispiel 11.11. Als Beispiel denken wir uns die obere offene Halbsphére

St ={(a,x,) ER" | [Z/)? + 2} =1, 2, > 0}

9Das Lebesgue-MaR ist invariant unter Verschiebungen und Rotationen.
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vermoge der Gleichung z,, = /1 — |2/|? durch y = 2’ mit |y| < 1 parametrisiert.
Benutzen wir zusétzlich die radiale Koordinate r = |z|, so erhalten wir neue
Koordinaten (r,y) in R” vermédge®”

¢: Ry xintB" ' 5 R™,  (r,y) — (ry,r\/l - |y|2) :

Wir berechnen!!

Yy TInfl
Do = (W a \/1T—yy2>

und durch Entwicklung nach der letzten Zeile

2
det Do(y) = (—1)" 1yt < 1—lyl2+ L) )

1—yl?

Folglich

7,71

V1=ly]?
rn—l1 drdy
(@)do = [ (" ) y) ==L
R R, xint Bn—1 Vv1—ly?

fiir jede integrierbare Funktion f. Spéter werden wir (r,y) als (verallgemeinerte)
Polarkoordinaten interpretieren.

|det D (y)| =

und

11.4 Untermannigfaltigkeiten des R"

Wir beginnen die Definition der Integration iiber Untermannigfaltigkeiten des
R™ mit einer Diskussion letzteren Begriffs.

Definition 11.12. Sei M C R” eine nichtleere Teilmenge, d € {0,...,n} und
k € NU {oo}. Dann heiit M eine C*-Untermannigfaltigkeit des R™ der Di-
mension d, falls fiir jedes 2° € M eine Umgebung U C R"™ von z° und eine
C*-Abbildung f einer offenen Teilmenge V C R? nach R"~? existieren, so dass

MNU={(y,fy)]|yeV}

Hierbei ist moglicherweise die Reihenfolge der Koordinaten (x1, z2,...,2,) im
R™ zu dndern.

Beispiel 11.13. (i) d = 1: C*-Kurven.
(ii) d = 2: C*-Flichen.

(iii) d = n — 1: C*-Hyperflichen. So ist S"~! = {z € R" ’ |z| = 1} eine C°-
Hyperfliche des R™. Um dies zu sehen, wahlen wir eine beliebige Stelle

0int B”~1 bezeichnet das Innere von B?~1.
HWir betrachten y als einen Spaltenvektor.
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M CR"

R7—d

Abbildung 11.2: Zur Definition einer C*-Untermannigfaltigkeit

20 € S"1, beispielsweise 2° = (0,...,0,1). Mit U = {z € R” | Ty > 0}
gilt dann

S*'nU={zeR"||z|=1, 2, >0}
={(a/,V1—|2/]2) | 2/ e R*}, |2'| < 1},

wobei die Abbildung f: V — R mit V = {2’ e R"™! | [2/| < 1}, f(2/) =

\/1 = |z/|* von der Klasse C* ist.

(iv) d = n: Offene Teilmengen im R” sind C°°-Untermannigfaltigkeiten des
R™.

Lemma 11.14. Ist die Abbildung f: V — R"~% wie in obiger Definition, so ist
die Abbildung h:V — R",

h(y) = (v, [(y))
injektiv, die Umkehrabbildung h=': h(V) — V ist stetig und Dh(y) € L(R?, R™)
ist injektiv fiir alle y € V.

Beweis. h ist offenbar injektiv und die Umkehrabbildung h=t: h(V) — V,
(y, f(y)) — v, ist stetig als Projektion auf den ersten Eintrag. Weiter erhal-

ten wir Dh(y) = <D]I”léy)) ’

wobei I die d x d-Einheitsmatrix ist, so dass Dh(y) firr y € V injektiv ist. O

Definition 11.15. (i) Sei D C R? offen, nichtleer, d < n. Eine C*-Abbildung
@: D — R™ mit k € NU {oo} heikt eine C*-Immersion, falls Dy(y) €
L(R? R") fiir alle y € D injektiv ist.

(ii) Eine C*-Immersion ¢: D — R™ heifit eine C*-Einbettung, falls ¢ injektiv
und die Umkehrabbildung ¢~1: (D) — D stetig ist.

Beispiel 11.16. (i) Fiir jedes r > 0 ist die Abbildung
¢: R —R?%  ¢(0) = (rcosh,rsinb)

cine C°°-Immersion. Das Bild ist die Kreislinie {z € R? | |z| = r} mit
Mittelpunkt 0 und Radius 7. Die Abbildung go‘ ( (0,27) — R ist eine
C*°-Einbettung.

0,2m) :
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(ii) Die Abbildung ¢: R — R2,
U(t) =~ 1,8 — 1)

ist eine C°°-Immersion. Es gilt ¢(t) = ¢(s) genau dann, wenn t = s
oder t, s € {+1,—1}. Die Abbildung 1 ist injektiv auf (—oo, 1), jedoch ist
die Umkehrabbildung ¢ ~1: ¢ ((—00,1)) — (—o0, 1) nicht stetig an (0,0).
Andernfalls gébe es ein § > 0 mit

1
t+1]=[t—¢7'(0,0)] < 3
fir t <1, |¥(t) — (0,0)] < J, was wegen . 1i{n01p(t) = (0,0) nicht der Fall
rg el

ist.
Lokal in der Néhe eines jeden Punktes ist eine Immersion jedoch eine Einbet-
tung:

Satz 11.17. Sei V C R? offen, d < n, k € NU {oc} und sei ¢: V — R" eine
Ck-Abbildung mit Dp(y°): R? — R™ injektiv fiir ein y° € V. Dann gibt es eine
Umgebung D C V von y° mit:

(i) @(D) ist eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™.

(ii) Es gibt eine offene Umgebung U C R™ von 2° = p(y°) und eine bijektive
Ck-Abbildung ®: U — ®(U) C R", so dass fiir alle y € D

Pop(y) = (y,0) e RT x R" ™%
Insbesondere ist @‘D: D — R" injektiv.

Beweis. (1) Dp(y°): R — R™ hat den Rang d, insbesondere gibt es in der

Matrix
o1 ., 9¢1
oY1 0ya
. . 0
: oY)
O¢n .. O¢n
dy1 OyYa

d Zeilen, die linear unabhingig sind. O.B.d. A. seien dies die ersten d
Zeilen. Wir definieren

9="(p1,---,9a): V=R,

h = (@d—i—l; .. ,(pn); vV = R4
Dann ist Dg(y°) € L(RY,RY) invertierbar. Folglich gibt es eine offene
Umgebung D C V von y° und eine offene Umgebung W C R? von ¢(3°), so

dass 9’1) : D — W bijektiv ist. Wir nehmen w = g(y) als neue unabhéngige
Variable. Dann

p(D) = {(w, f(w)) |we W}
mit W C R? offen und f = hog™': W — R" % eine C*-Abbildung.
(ii) Wir definieren
P: D xR 5 W x R4,
P(y;2) = ¢(y) +(0,2) = (9(y), hy) + 2)
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Aus (i) folgt, dass ¢ eine C*-Inverse ® besitzt, nimlich (¢, w) = (¢~ (w),
t — f(w)). Wir setzen dann U = W x R"~? und erhalten

Pop(y) =2(9(y),hy) = (97" (9v)), h(y) — f (9())) = (y,0)

fiiry € D. O

Folgerung 11.18. Sei D C R offen, d < n, k € NU{oc}. Sei p: D — R™ eine
Ck-Einbettung. Dann ist (D) eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit
von R™.

Wir werden auch folgendes Resultat bendtigen:

Lemma 11.19. Sei M eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R™.
Seien D, E C R? offen und ¢: D — R"™ und ¢: E — R"™ C*-Einbettungen mit
w(D) C M, Y(E) € M und o(D) N(E) # 0. Dann sind die Mengen ¢(D),
Y(E) offen in M und die Abbildung

v op: o7 (D) NY(E)) = ¥ (p(D) NY(E))
ist eine C*-Bijektion.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass ¢(D) (und analog ¢(E)) offen in M ist. Sei
dazu 2° € p(D) C M. Gemift (des Beweises von) (ii) des vorigen Satzes exis-
tieren eine offene Umgebung U C R™ von z° und ein C*-Diffeomorphismus
®: U — &(U) C R™ mit insbesondere M NU C (D) und der weiteren in (ii)
genannten Eigenschaft. Jedoch ist M N U eine offene Umgebung von z° in M,
was die Offenheit der Menge (D) in M zeigt. O

Satz 11.20. Sei M CR"™, M # (. M ist genau dann eine d-dimensionale C*-
Untermannigfaltigkeit von M, wenn es C*-Einbettungen @;: D; — R™ mit D; C
R¢ offen, ¢i(D;) € M gibt, so dass die U; = p;(D;) eine offene Uberdeckung
von M bilden.

Beweis. (=) Dies folgt direkt aus der Definition einer C*-Untermannigfaltig-
keit und Lemma 11.14.

(<=) Jede der Mengen Uj ist eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des
R". Da diese Mengen M iiberdecken und da der Begriff einer C*-Untermannig-
faltigkeit durch eine lokale Eigenschaft definiert ist, folgt die Behauptung. [

Definition 11.21. Die (Ui, gp{l) wie im vorigen Satz heiffen Koordinatenum-
gebungen auf M. Die vermoge gpi_l von D; C R? nach M transportierten Eukli-
dischen Koordinaten nennt man lokale Koordinaten auf M (in U;). Die Abbil-
dungen

p; o o N (UNT;) = @; H(U:NUy)

zwischen offenen Teilmengen des R (fiir U; N U; # 0) heifen lokale Koordina-
tenwechsel auf M.
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Um eine Integrationstheorie auf Untermannigfaltigkeiten aufzubauen, benttigen
wir auch:

Satz 11.22. Sei {U;} eine offene Uberdeckung von M. Dann gibt es eine zuge-
horige Zerlegung der Eins, d. h. stetige Funktionen v;: M — [0, 1], von denen
nur abzdhlbar viele verschieden Null sind, so dass supp; C U, fir alle ¢, die
Familie {supp;} lokal endlich ist und?:13

Zwi(z) =1

fiir alle x € M gilt.

11.5 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

Sei M eine d-dimensionale C''-Untermannigfaltigkeit des R”. Wir méchten jetzt
Funktionen iiber M integrieren. Wir betrachten dazu zuerst das Problem lokal
und denken uns M nahe 2° € M vermége einer C'-Einbettung ¢: D — R” mit
D C R? offen, ¢(y°) = 20 fiir ein y° € D und (D) C M parametrisiert. Sei
weiterhin f: M — R mit supp f C ¢(D). Ist dann f o ¢ integrierbar iiber D, so
kéonnen wir das Integral

L(f) = /D (f o 0) (v) dy

betrachten. Ist jedoch ¢: E — R™ eine weitere C'-Einbettung wie oben mit
supp f C (D) NY(E), so erhalten wir

Iw(f):/E(fow) (z)dz:/qu) () |det D (= 0 ) ()] dy,

und letzteres ist im Allgemeinen verschieden von I,(f) (auber im Spezialfall
eines Koordinatenwechsels, fiir den ‘detD (1/1*1 ) go) (y)’ =1 fir alley € D
gilt). Auf diese Weise erhalten wir also keinen invarianten Integralbegriff.

Wir erhalten jedoch einen invarianten Integralbegriff, falls wir definieren:
Definition 11.23. Sei {U;} eine offene Uberdeckung von M mit Koordinaten-

umgebungen (Ui, w; 1) und {t;} eine zugehorige Zerlegung der Eins. Weiter sei
AC M.

(i) Wir nennen A Lebesgue-messbar, falls ¢; (AN U;) C D; fiir alle i Lebes-
gue-messbar ist.

(i) Ist A Lebesgue-messbar, so setzen wirl

W= [ | e ae (a0 Dp )

12 ,0kal endlich bedeutet, dass jede Stelle x € M eine Umgebung V C M besitzt, so dass
supp ¥; NV fiir nur endlich viele ¢ nichtleer ist.

13Fiir jedes z € M ist die Summe >, v;(z) endlich.

Die Bezeichnung volys (A) ist auch gebriuchlich.
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Bezeichne %(M) die Menge der Lebesgue-messbaren Teilmengen von M.

Lemma 11.24. #(M) ist eine o-Algebra, die die Borelsche o-Algebra %B(M)
enthdlt.

Beweis. Dies ist offensichtlich. O

Beispiel 11.25. Wir betrachten wiederum das Beispiel der oberen offenen Halb-
sphire S '. Es gilt 77! = ¢(int B" 1), wobei

o: intB" 5 R,y (y, V1-— |y|2) .

Wir berechnen unmittelbar, dass

Infl
(D(P)(y) = ( yT ) )
Vi=lyl?

also

- (s YiYk
(De)(y)” (De)(y) = (‘W 1o Iyl2)1<j,k<n1

yT

)
=11+ .
VIR VIl

und damit!®

Vdet (DR)W)T (De)(w)) = 4/1+ 1 |—y||2|2 - wiw

Das ergibt genau das Hyperflichenmaf auf S"~!, das wir bereits am Ende von
Abschnitt 11.3 hergeleitet hatten.

Wir werden im Allgemeinen zeigen, dass A}’ ein wohldefiniertes Maf auf B(M)
ist.

Fiir eine lineare Abbildung 4 € £(RY, R") ist AT A € £(R?) und det (ATA4) >0
wegen (AT Av,v) = | Av||* > 0 fiir v € RY

Definition 11.26. Wir definieren w: £(R? R") — R durch

w(A) = y/det (AT A).
Lemma 11.27. Die Funktion w hat folgende Eigenschaften:
(a) Es gilt w(A) > 0 genau dann, wenn A injektiv ist.
(b) w(AB) = |det B|w(A) fiir B € L(R?),

(¢) w(CA) =w(A) fir C € O(R™).

15]st die Abbildung A von der Form I + v - vT fiir ein v € R*~1, so ist Av = (1+ |v|?)v
und Aw = 0 fiir jedes w mit v - w = 0. Folglich det A = 1 + |v|2.
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Beweis. a) Obiges Argument zeigt (AT Av,v) = | Av||® > 0 fiir alle v € R\ {0}
genau dann, wenn A injektiv ist.

b) Es gilt
w(AB)® = det((AB)" (AB)) = det (BT (AT A)B)
= det BT det(AT A) det B = (det B)*w(A)>.
¢) Esgilt CTC =1 und
w(CA)? = det((CA)TCA) = det (AT(CTC)A)
= det(ATA) = w(A)>.
O

Fiir eine C'-Einbettung : D — R™, D C R? offen, p(D) C M setzen wir jetzt
firy e D

we(y) = w (De(y \/det Dga (y))

Lemma 11.28. Seien p: D — R", ¢¥: E — R" zwei Cl -FEinbettungen wie oben
mit (D) N(E) # 0. Dann gilt fir y € ¢~ (p(D) NY(E))

wy(y) = |det D (™" 0 p) (y)| wy(2)

wobei z = ™1 o p(y).
Beweis. Mit der Kettenregel gilt

Dy(y) = D(2)D (v~ o p) (y),

und es bleibt, obiges Resultat mit A = D(z), B = D (1/)*1 o <p) (y) anzuwen-
den. O

Satz 11.29. Das oben definierte Mafi A auf B(M) ist wohldefiniert.

Beweis. Sei {(U],(¢])~'} eine weitere offene Uberdeckung von M durch Koor-
dinatenumgebungen, wobei ¢}: E; — R™ mit E; C R? offen, und {¢]} eine
zugehorige Zerlegung der Eins. Dann gilt fiir jede stetige Funktion f: M — R

S [ et wn ) dy
= Z/D Zwl/(@j(y))wi(%(y))f(%(y))w%(y) dy

Z wl P ()i (21 () F(21(2) we, (97 0 9))(2))
x |det D(¢p; " o)) (2)|dz

=3 [ S AN ey )
1 B

=3 | @i wy(2) dz,
1 Y E

was die Unabhiingigkeit der Definition von A} von den getroffenen Wahlen
zeigt. O
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Bemerkung. Statt [,, f d\}" werden wir auch [, f dM schreiben.

Beispiel 11.30 ( Verallgemeinerte Polarkoordinaten auf R™). (i) Die Rechnun-
gen oben zeigen, dass dS" ! = —2_ auf S*~! MR’ parametrisiert durch

Vi-lyP?
(@', 2n) = (y, /1 = |y[?) gilt.

Weiterhin ist fiir jede integrierbare Funktion f auf R" die Funktion Snt
R, w + f(rw) integrierbar beziiglich dS™~! fiir » > 0 f.{i. und es gilt

- (z)dx = /OOO rl < - flrw) dSnl(w)) dr.

(ii) Fiir A C B(S" ') setzen wir A = {rw |0 <r <1, w € A} € B(R™) und
erhalten

n)\n(/l):n/ X 4(x) dx

n

=n /01 -l (/S xa(w) dw) dr = 25" (A).

Insbesondere ist nw,, = % das Volumen der Sphere S*~1.
2

Es gilt folgender oft niitzlicher Satz:

Satz 11.31. Sei M eine d-dimensionale C' - Untermannigfaltigkeit des R™. Wei-
ter seien ;: D; — R™ abzihlbar viele C1-Einbettungen mit p;(D;) € M und

(i) @i(Di) Ng;(Dy) =0 fiir i # j,
(i) AF" (M\U;wi(Di)) = 0.
Dann gilt

J =3 [ stet)en

fir jede beziiglich \'-integrierbare Funktion f auf M.

Bemerkung. Spéter werden wir ein Beispiel kennenleren, in dem die Forderung
aufgegeben wird, dass M auch entlang M \ |, p;(D;) eine C'-Mannigfaltigkeit
ist, man aber immer noch intergrieren kann. Diese Bemerkung ist niitzlich in
Situationen, in denen M Singularitdten wie Ecken und Kanten enthélt, die Men-
ge dieser Singularitéten jedoch in einem geeigneten Sinn klein ist.

11.6 Integration einer totalen Ableitung

11.6.1 Integration eines Gradienten

Sei jetzt 2 C R™ eine offene beschrinkte Menge. Wir nehmen an, dass 9€) eine
C'-Hyperfliche im R"™ ist und dass €2 einseitig beziiglich des Randes liegt. In
mathematischen Termen bedeutet dies, dass es fiir jede Stelle 2° € 9 eine
offene Umgebung U C R” von 2° und eine C'-Funktion h: U — R mit Vh # 0
auf U gibt, so dass

QNU={zeU ] h(z) < 0}.
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Bemerkung. Dann gilt weiter
NU ={zecU|hx)=0}, U\Q={zecU]|h(z)>0}

Definition 11.32. Unter diesen Bedingungen definieren wir die duflere Ein-
heitsnormale n = n(z°) an 9Q in 2° € 9N als

Vh(z®)"

[Vh(x0)]"

Abbildung 11.3: Die dufsere Normale

Lemma 11.33. Die duflere Finheitsnormale n ist durch folgende Bedingungen
eindeutig festgelegt:

(i) |n| =1.
(ii) 20 4 sn ¢ Q fir kleine s > 0.
(iii) Fiir jede Ct-Kurve v: (=1,1) — R™ mit v(0) = 2° und v ((—1,1)) C 9Q

gilt
(n,7'(0)) = 0.

Beweis von (iii). O.B.d. A. sei v((—1,1)) C 92N U. Dann gilt h(y(t)) = 0,
also Vh (v(t)) +/(t) = 0 fiir alle t. An der Stelle ¢ = 0 folgt (n,+'(0)) = 0. O

Satz 11.34. Sei Q C R” eine offen, beschrinkte Menge mit C*-Rand 09, so
dass ) einseitig beziiglich 0N liegt. Sei f: O — R eine C'-Funktion, so dass
sich f und Vf: Q — R"™ zu stetigen Funktionen auf Q fortsetzen lassen'®. Dann
qgilt
/ (VTf) (x)dx = (x)n(x) d(09Q),
Q a0
wobei n: 0N — R die dufSere Einheitsnormale bezeichnet. In Komponenten

of

o 0z

(x)dx = ” f(x)n;(xz) d(0Q)

firi=1,...,n.

16Das ist gleichbedeutend damit, dass f und V f gleichméRig stetig auf € sind.
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Bemerkung. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, wonach

b
[ r@is= o) @
fiir eine stetig differenzierbare Funktion f: [a,b] — R gilt, ist ein Spezialfall.

Beweis. 1. Schritt. Wir zeigen, dass es fiir jede Stelle 2 € Q eine Umgebung
U C R™ von zx gibt, so dass aus supp f C U, die Giiltigkeit der Ausssage des
Satzes fiir f folgt.

Fall 1. 2° € Q. Wir wihlen ein achsenparalleles Rechteck U = []}"_, (a;,b;) in
Q, das 20 enthilt. Dann gilt mit U’ = H;:ll (ai, b;) fiir supp f C U

/Qg—i(x)dx// (/b aann( ’,zn)dzn> da’

n

= /, (f(x',b,) — f(2',ap)) dx’ = 0.

Analog erhalt man fQ g—g{i(ac) dr=0fir:=1,...,n—1 und damit die Behaup-
tung.

Fall 2. z° € 99Q. Wir zeigen, dass
Vi(zvde = ()u(x) - vd(0N)
Q o9

fiir jeden Vektor v € R™ gilt. Da beide Seiten linear in v sind und sich jeder
Vektor im R™ aus Vektoren mit u(z") - v > 0 linear kombinieren lisst, geniigt
es, dies fiir alle Vektoren v mit u(z°) - v > 0 zu zeigen.

Sei v € R™ ein derartiger Vektor. Wir koordinatisieren 02 in der N#he von
20 vermoge einer C'-Einbettung ¢: D — R™ mit D C R"~! offen, 0 € D,
©(0) = 2% und (D) C 9Q. Wir betrachten dann

b: D x(—c,¢) >R, (', yn) = o) + ynv.

Wegen det D®(0,0) = det (Dp(0),v) # 0 ist ® fiir D und € > 0 hinreichend
klein ein C'-Koordinatenwechsel. Es gilt

(VH) (@) v= (V) (e() +ynv)v (fe(y') + ynv)) -

Oy
Wir benotigen folgendes Resultat aus der linearen Algebra:

Lemma 11.35. A € L(R" ! R") habe den Rang n — 1 und sei'” ker AT =
{)\n ‘ A€ R} firn € R™, |n| = 1. Dann gilt fir ein beliebiges v € R™

|det (A )| = |n-v] w(A),

wobei w(A) in Definition 11.26 eingefiihrt wurde.

17Beachte, dass dimker AT =1 gilt.
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Beweis. Wir diirfen n = (0,...,0, 1)T annehmen. Dann ist A = (’g), wobei
B € L(R"!) invertierbar ist und die 0 in der letzten Zeile fiir den Vektor

(0,...,0) steht, sowie w(A) = |det B|. Mit v = (;’;) erhalten wir

|det (A v)| =

!
det <lg v >' — |det B| |on] = |n - v] w(A). 0

Indem wir dieses Lemma mit A = Dp(y’) und n = n (¢(y’)) anwenden, erhalten
wir

|det ®(y',0)| = |det (Dp(y') v)| =n(p(y")) v ws(y)
Fiir supp f CU = & (D X (—¢,¢)) ergibt sich

0 a / /
[ Wtawde= [ [ (70 + ) don et (Deta') o) dy

Z/Df(w(y’))n(w(y'))-vw¢(y’)dy’

= (x)n(z) - vd(09).
a0

2. Schritt. Seinun f: 2 — R wie in der Formulierung des Satzes, aber ansonsten
beliebig.

Sei {U;} ist eine endliche offene Uberdeckung von © mit offenen Mengen wie im
1. Schritt konstruiert. Sei {x;} eine zugehorige C'-Zerlegung der Eins ¥, d.h.
die 1;: R™ — [0, 1] sind C*-Funktionen mit supp¢; C U; und Y, ¢;(z) = 1 fiir
alle z € Q. Dann gilt

| s@ar =3 [ 9T ) ) e
= Z/m (i f) (x)u(z) d(O)

= (x)u(x) d(09).
o0

11.6.2 Eine Verallgemeinerung

In Anwendungen muss man héufig iber Gebiete integrieren, deren Rénder nicht
C1, aber fast so gut* sind (z.B. wenn © ein polygonales Gebiet ist). Um der-
artige Situationen behandeln zu kénnen, schwichen wir die Voraussetzungen im
vorigen Satz ab.

Definition 11.36. Eine Menge S C R™ heiflt vernachldssigbar im (n — 1)-
dimensionalen Sinne, falls

Ans(Se) = o(e) fur e — +0,

18Der Beweis von Satz 11.8 14t sich leicht dahingehend absndern, dass er eine C1-Zerlegung
der Eins produziert.
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d. h. falls
lim 7)\"* (5c)

e—+0 €

gilt. Hierbei ist Sc = {z € R" ’ inf{|z —y| | y € S} < e}.

=0

Beispiel 11.37. Ist S abzéhlbare Vereinigung von hochstens (n — 2)-dimensio-
nalen Untermannigfaltigkeiten des R” mit endlichem Volumen, so ist .S vernach-
lassigbar im (n — 1)-dimensionalen Sinne.

Wir machen jetzt folgende Voraussetzungen an §2:
(i) © C R™ ist offen, beschrankt.

(ii) Es gibt abzéhlbar viele (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten My,
des R™ mit M C 09 fiir alle ¥ und M, N M; = ( fiir & # I, so dass
0\ U, My, vernachléssigbar im (n — 1)-dimensionalen Sinne ist.

(i) € liegt lokal einseitig beziiglich jedes M.

Theorem 11.38. Unter diesen Voraussetzungen sei f: Q — R eine gleichmdfig
stetige C'-Funktion, so dass Vf: Q — R™ integrierbar ist. Dann gilt

/VT )da = f(z)n(x)d(09),
o)
wobei die rechte Seite als ), ka f(z)u(z) dMy, interpretiert wird.

11.6.3 Der Satz von Gauft und Anwendungen

In den folgenden Sétzen sind €2 und alle auftretenden Funktionen hinreichend
gut, damit die vorigen beiden Sétze anwendbar sind.

Satz 11.39 (Partielle Integration). Fir f, g: Q@ — R gilt

| 105t @de= | sg@mni@aen) - [ L@t d

firi=1,...,n

Beweis. Es gilt

59 af
/ oz, dx 8 ) dx /Q z gdz
of
= fgn;d(0Q2) — / gdz.
o0 o) o 9z

Satz 11.40 (Satz von Gaufs). Sei F': Q — R™ ein Vektorfeld. Dann gilt

/ divF(z)de = | F(x)-n(z)d09).
Q o0
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n
Beweis. Wegen divF = > gf gilt
i=1

divFdz = / Ldr = / Fin; d(0Q
/Q ; o O; ; 0 (0%)

:/ F -nd(09Q).
[219]

Satz 11.41 (1. Greensche Formel). Fir f, g: Q — R gilt
dg
[ @) a9 @de= [ 73t @den)
Q 0 on

- /Q (VTF) () - (V7g) () da.

Hierbei ist g—fl(x) = Vyg(z)n die sogenannte Normalenableitung.

Beweis. Wegen A = div-V7 gilt

/Qngdz:/Qdiv (rv79) d:cf/Q(va).(ng) dx

= fVTg~nd(aQ)—/ (VTf) - (VTg) dz.

[o19) Q

Satz 11.42 (2. Greensche Formel). Fir f, g: Q — R gilt
[ 1@ (20) @) = (A7) (0)g(2) do

~ [ (103w - Faa) don)

Beweis. Man vertausche die Rollen von f, g im vorigen Satz und subtrahiere
die so erhaltenen Gleichungen. O



Kapitel 12

Gewohnliche
Differenzialgleichungen

In diesem Kapitel lernen wir die grundlegenden Existenzsétze und Losungs-
methoden fiir gewdhnliche Differenzialgleichungen kennen.

12.1 Grundlegende Begriffe

Definition 12.1. (i) Ein System von M gewdhnlichen Differenzialgleichungen
in N unbestimmten Funktionen ist eine Gleichung der Form

F(z,u(z),u (x),u" (2),...,u"™(z)) = f(x), z€l (12.1)
Hierbei ist I C R ein Intervall, u = (ul, . ,uN)T ist die gesuchte Funktion,
du d?u d™u
r_ 2% n_ == (m) _
U I U FCRRREEE U e

und die stetigen Funktionen

F:UCIxRY x--- xRN - RM
N———

m + 1 Faktoren

und f: I — RM sind gegeben; m heift die Ordnung des Systems.

(ii) Das System (12.1) heiftt linear, falls F' eine lineare Funktion in u(z), u/(z),
..., ul™) ist, also

F(x,u, ... ,u(m))
= ao(z)u™ + a; (2)u™ Y + - @ (@)U + a ().

Hierbei sind die a;(z) fiir j = 0,...,m M x N-Matrizen.
(iii) Hat F die Form

F(x,u, ... ,u(m)) = a(:r, u, .. u(mfl)) u(™ 4 b(x,u, ... ,u(mfl)),

109
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so heift das System (12.1) quasilinear (d. h. das System ist linear in der hochsten
Ableitung).

(iv) Das allgemeine System (12.1) heiltt voll nichtlinear.

(v) Eine klassische Lisung des Systems (12.1) ist eine Funktion u: I — RN
der Klasse C™ mit (z,u(x),u'(z),...,u™ (2))T € U fiir alle € I, so dass die
Gleichung (12.1) punktweise erfiillt ist.

Bemerkung. In dieser Vorlesung werden wir uns nur fiir klassische Losungen
interessieren. Fiir gewohnliche Differenzialgleichungen ist dies ein durchaus an-
gemessenes Vorgehen, fiir partielle Differenzialgleichungen® wird der Losungs-
begriff zu schwachen Lésungen oder gar Distributionenlésungen zu verallgemei-
nern sein.

Beispiele fiir gew6hnliche Differenzialgleichungen

x

1. Besselsche Differenzialgleichung: v’ + 2 o/ + (1 - ”—z) u=0,rv € R ist ein

Parameter.
2. Airysche Differenzialgleichung: v” = zu.
3. Bernoullische Differenzialgleichung: v’ = a(x)u + b(x)uP, p € N.
4. Riccattische Differenzialgleichung: v’ = a(x)u? + b(x)u + c(z).

12.2 Ein lokaler Existenzsatz

12.2.1 Funktionalanalytische Vorbereitungen

Definition 12.2. Sei V ein R-(oder C-)Vektorraum. Eine Funktion ||| : V —
[0,00) heifit eine Norm auf V, falls Folgendes fiir alle u, v € V, @ € R (oder
a € C) gilt:

(i) |Jul| = 0 impliziert v = 0,
(ii) flaul| = |af [u]
(i) [Ju +vf} < flll + [Jv]l-
Ein mit einer Norm versehener Vektorraum (V/ ||-||) heift ein normierter Raum.

Beispiel 12.3. (R”, |-|p) ist ein normierter Raum fiir 1 < p < oo, wobei

" 1/p
<Z|$j|p> , 1<p<oo,
=1

‘max |z;|, p = o0.
j=1,...n

|z, =
Lemma 12.4. (i) Ist (V,||-||) ein normierter Raum, so istd: VxV — [0,00),
d(u,v) = [u =,

eine Metrik auf V.

IDas sind Differenzialgleichungen in mehr als einer unabhiingigen Verinderlichen.
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(ii) Die Vervollstindigung eines normierten Raumes als metrischer Raum ist
in kanonischer Weise ein normierter Raum.

Beweis. (i) Eine einfache Ubungsaufgabe.

(i) Ist {um,} eine Cauchyfolge in V, so existiert lm |[uy,|. Ist {u's,} ei-
— o0
ne weitere Cauchyfolge mit lim ||u,, — v/ || = 0, so gilt lim ||lu.,| =
m—0o0 m—0o0
lim ||/ ||. Auf diese Weise ldsst sich eine Norm auf der Vervollstan-
m—0o0

digung von V als

1wl =
einfithren, wobei [{u,,}] die Aquivalenzklasse von {u,,} bezeichnet. O

Definition 12.5. Ein normierter Raum (V, ||-||), der als metrischer Raum voll-
standig ist, heiltt ein Banachraum.

Definition 12.6. Sei I C R ein kompaktes Intervall, m € Ny, n € N. Wir
definieren dann C™(I;RY) als den Raum aller C™-Funktionen u: I — RY.
Anstelle von C°(I;RY) schreiben wir auch C(I;RY).

Offenbar ist C™(I; RY) ein R-Vektorraum und ein C™(I;R)-Modul.

Lemma 12.7. Der Raum C™(I;RYN) versehen mit der Norm

m

Iullon ey =3 g )

ist ein Banachraum.

Beweis. Die Abbildung u — |[u| ¢ (f,p) ist offenbar eine Norm auf C™ (I; RM).

Es bleibt zu zeigen, dass der so definierte normierte Raum vollstandig ist.

Wir fithren den Vollstédndigkeitsbeweis zuerst fiir m = 0. Sei also {ux} C
C(I;RY) eine Cauchyfolge. Dann ist {ux(x)} fiir jedes x € I eine Cauchyfolge
in RV also existiert der (punktweise) Grenzwert

u(x) = klingo ug(z), ze€l.

Als gleichméfiger Limes stetiger Funktionen ist die Grenzfunktion u stetig, ge-
hért also zu C(I; RY). Damit ux — u fiir k — oo in C(I;RY).

Fiir beliebiges m haben wir zuerst u,(cj) — wj fiir k — oo in C(I;RY) und jedes
0<j<m. Aus

ul(cj)(x) = ug)(zo) +/ ugﬂ)(x’) d’, zel,
0

fiir ein fixiertes 2° € I und 0 < j < m folgt durch Grenziibergang k — oo
’Uj(:L') = ’Uj(ZL'O> +/ ’U]'Jrl(:C/) d:C/, WS I,

also vj41 = vé-. Es ergibt sich v; = 1), wobei wir u = vy gesetzt haben, und
u — u fiir k — oo in C™(;RY). O
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12.2.2 Formulierung des Satzes und Beweis

Wir betrachten zuerst ein Anfangswertproblem fir ein System erster Ordnung

der Form
v =F(z,u), xel,
u(x

) = 0, (12.2)

Hierbei ist u: I — RY die gesuchte Funktion. Die Funktion F' (aus einer Teil-
menge) von I x RY nach RY, 2% € I und u° € RY sind gegeben.

Annahme 1. Es existieren a > 0, b > 0, so dass F eine stetige Funktion auf
R={(z,u) ||z —2°| <a, |[u—u’| <b}
ist. Zudem sei
max |F(z,u)] < M.
(z,u)ER
Lemma 12.8. Fiir jede C'-Lésung u = u(x) obigen Anfangswertproblems auf
|z — 2| < min{a,b/M} gilt
|u(z) —u’| < b.

Beweis. Sei F die Menge aller X mit 0 < X < min{a,b/M}, so dass die Ab-
schétzung ‘u(ac) — uo‘ < b fir ’:1: — xo‘ < X gilt. Offenbar ist F nichtleer? und
abgeschlossen. Diese Menge ist aber auch offen in [0, min{a,b/M}], denn ist
X € F und gilt 0 < X < min{a,b/M}, so gilt

’u(m) — uo, =

/ F (2 u(2)) da'| < M |z —a°| <b
0
fiir |z — 2°| < X und damit® X < sup F. Folglich gilt 7 = [0, min{a,b/M}]. O

Annahme 2. Fir (z,u), (z,v) € R gilt
|F(z,u) — F(z,0)| < Llu—1]
fiir eine Konstante L > 0.

Satz 12.9. Unter diesen Voraussetzungen besitzt das Anfangswertproblem
(12.2) eine eindeutige C*-Losung u = u(z) fir |z — 2°| < min{a,b/M}.
Beweis. Ezistenz. Wir konstruieren die Losung u durch sukzessive Approxi-

mation®. Dazu setzen wir ug(x) = u fiir € I, wobei I = [2° — X, 2" + X],
X = min{a,b/M}, und dann

{ U () = F (2, um-1(x)),

U (2°) = u°

fir m=1,2,3,... Wir erhalten

x

U () = u° —|—/ F (2 up-1(2")) da’, =z €l

20

2Denn es gilt 0 € F.
3Die Funktion u ist stetig.
4Diese Konstruktion heift Picard-Iteration oder auch Picard-Lindel6f-Iteration.
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Behauptung. Fiir alle m € N gilt
ML Yo — 0™ - ML™?

m! - m! (LX)

[um (2) — um—1(z)] <
Beweis (durch Induktion iber m). Fir m = 1 gilt die Abschitzung wegen
lut(x) — uo(2)] < |ur(z) — u®] < M |z — 29|

Der Induktionsschritt m — m + 1 ergibt sich aus

/m (F(2',um(2')) — F(2' um_1(2"))) da’

0

um1(2) = um (2)] =

X

SL [ fum(2') = -1 ()] |da|

m0
SW/EO |.’L'/—.’L'O‘ |d$1|:m‘$—.’1]0‘ .

O

)WL

Aus > (L% < oo folgt jetzt, dass die Folge {u,,} gleichméRig auf I gegen
m=0

eine Grenzfunktion u konvergiert. Weiterhin ergibt sich |u(z) — u®| < bfiirz € I
sowie

u(ac):uo—i—/ F(a' u(2'))da', z €l

0

Damit gehort u zu C*(1; RY) und 16st das Anfangswertproblem.

FEindeutigkeit. Ist v = v(z) eine weitere Losung von (12.2), so gilt
u(@) —v(z) = / (F(2',u(z") = F(2',v(2"))) da,
20
also wegen |u(z) — v(z)| < 2M |z — 2°| wie im Existenzbeweis
2ML?

ju(e) = o) < =

(LX)
fiir alle m. Fir m — oo folgt |u(x) — v(z)| = 0 fiir alle z € I, also u = v. O

Bemerkung. Tatséchlich wiederholte der vorangegangene Beweis den Beweis des
Banachschen Fixpunktsatzes. (12.2) ist némlich fiir Funktionen u € C(I;RY)
mit der Integralgleichung

u(z) = u® —|—/ F(2' u(a"))da', z€l,
(EU

Aquivalent. Setzen wir also X = C(I;RY) und betrachten wir den Operator

T: X > X,

x

Tu(z) = u’ +/ F(2' u(z")ds’, zel,
fL‘U

so zeigt der vorangegangene Beweis, dass

oML~1

[T = T™|[o(rryy < o

(LX)"|lu = vllc@ry)

fiir u, v € C(I; RY) und alle m € N gilt. Fiir m hinreichend grof ist Qwa;I (LX)™ <
1, wonach lediglich Satz 8.20 anzuwenden bleibt.
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Ist

ul™ = Fla,u,. . ul™ ), wel,
(12.3)

uD (@) =wl, 0<j<m-—1,

ein System héherer Ordnung, so lasst sich dieses System wie folgt auf ein System
erster Ordnung reduzieren:

Wir setzen U = (u, v/, ... ,u(m’l))T, U° = (u®ut,...,u™ 1T, Dann

U =G(z,U)

T (12.4)

U(z”)=U",
wobei
u1
G(z,U) =
Um—1

Flauo, i)

mit U = (ug, ..., tm_1)" .

Lemma 12.10. Die Systeme (12.3), (12.4) sind dquivalent in dem Sinne, dass
jede C™-Lésung u = u(z) von (12.3) eine C'-Lésung U = U(x) von (12.4)
mittels der angegebenen Transformation ergibt. Ist umgekehrt U = U(x) eine

Cl-Lésung von (12.4), so ist die erste Komponente von U eine C™-Lésung von
(12.3).

Beweis. Eine direkte Anwendung der Definitionen. O

12.2.3 Stetige Abhangigkeit vom Anfangswert

Unter den Voraussetzungen wie oben betrachten wir jetzt zusétzlich das An-
fangswertproblem

{ v =F(z,v), wel,

wobei v¥ hinreichend nahe an u° ist. Die (lokal eindeutige) Losung dieses Pro-
blems sei v = v(x).

Satz 12.11. Fir ‘z - xo‘ + ’uo - voy /M < min{a,b/M} gilt
lu(z) —v(x)] < eLlz==’| |u® —2°|.

Beweis. Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz folgt, dass v = v(z) auf dem
angegebenen Intervall existiert.
Sei h(x) = |u(x) — v(x)|. Dann ist h eine C'-Funktion®, und wir erhalten

2 12@) = 3o (jute) o))
= (W (z) = '(2),u(z) — v(z))
= (F (z,u(z) F( v()), u(z) — v(z))
< Llu(z) — v(z)]* = Lh2(x).

5Es gilt h(z) > 0 fiir alle z, falls u® # 0.
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Es folgt 1/(z)h(z) < Lh*(z), h'(x) < L h(z) und schlieflich

h(z) < h(z) ell===’.

Letzteres ist die Behauptung. o

12.3 Lineare Differenzialgleichungen

Bei der Behandlung linearer Gleichungen ist es bequem, aller auftretenen Funk-
tionen als komplexwertig anzunehmen, was wir ab sofort tun. Die Ergebnisse
des vorigen Abschnittes iibertragen sich wegen C = R? unmittelbar.

12.3.1 Allgemeines

Wir behandeln lineare Differenzialgleichungen der Form

{ ™ 4+ ay (2)u™ D 4y (@)U + am(R)u = f(z), xel, (12.5)

u(@®) =u, W'(2%) =wt, ..., w0 =um
Hierbei ist I C R ein Intervall, 2° € I und die rechte Seite f € C(I;C) bzw.

die Anfangsdaten u®,u',...,u™™1 € C sind gegeben. Die a;(x) sind stetige
komplexwertige Funktionen auf I.

Lemma 12.12. (i) Unter den genannten Bedingungen existiert eine eindeu-
tige C™-Losung u global auf I.

(ii) Der Raum der Lésungen u zur homogenen Gleichung (d. h. wenn f = 0) ist
ein m-dimensionaler C-Vektorraum. Die Anfangsdaten u®,ul,... ,um~!
sind lineare Koordinaten in diesem Ldsungsraum.

(iii) Der Raum der Losungen u zur inhomogenen Gleichung (d.h. mit einer
beliebigen rechter Seite f) ist ein affiner Raum iber C mit zugehdrigem
C-Vektorraum wie unter (ii) beschrieben.

Beweis. Dies folgt aus dem analogen Resultat fiir lineare Systeme erster Ord-
nung (siehe unten). O

Anstelle (12.5) betrachten wir auch N x N-Systeme erster Ordnung der Form

{ U'=A@)U+ F(z), zel, (12.6)

U2°) =U"°,
wobei A € C(I; M(N,C)), F € C(I;CY) und U° € C¥. Die Funktion U €
CY(I;CN) ist gesucht.

Die Gleichung (12.5) kann in ein System der Form (12.6) (mit N = m) trans-
formiert werden, wobei

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
A= : , F=

0 0 0 0 1 0
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und U° = . gilt.

um—l

Lemma 12.13. (i) Unter den genannten Bedingungen besitzt das System
(12.6) eine eindeutige Losung U € C1(I;CN).

(ii) Der Raum der Lisungen U zur homogenen Gleichung (d.h. wenn F =
0) ist ein N-dimensionaler C-Vektorraum. Das Anfangsdatum U° € CV
parametrisiert diesen Losungsraum linear.

(iii) Der Raum der Losungen U zur inhomogenen Gleichung (d. h. mit einem
beliebigen F') ist ein affiner Raum iber C mit zugehorigem C-Vektorraum
wie unter (ii) beschrieben.

Beweis. Lediglich (i) bedarf eines Arguments. Wir haben zu zeigen, dass fiir

jedes kompakte Intervall J C I mit 2° € J die Losung U = U(x) auf J existiert.

Dazu geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes ' € J die Losung auf dem Intervall
11

1, 1 46 isti
(8 — 55,0 4+ 55]NJ mit® o = I;lea}(|A(SC)| existiert.

Der Platz der Funktion F(x,u) aus Abschnitt 12.2. wird von der Funktion

A(x)U 4+ F(x) eingenommen. Damit kann b > 0 beliebig gewéhlt werden.

Eine mdogliche Wahl” fiir M ist M = ab + § mit 8 = ma3<’A(x)U0 + F(x)].
zE

Die Behauptung folgt dann aus §; = iF " = fiir b — oo. O
Wir betrachten jetzt simultan N Losungen Ui, ...,Uyx der homogenen Glei-

chung, d.h. es gilt
Uj = A(x)U;, z¢€l,

fir 1 < j < N, und fassen diese N Losungen zu einer N x N-Matrix
X(x) = (Ul(:c) _ UN(:E))
zusammen. Dann 16st X = X (z) die Matrixgleichung
X' = A(z)X.
Die Losungen Uy, . .., Uy sind genau dann linear unabhéngig, wenn det X (z) #
0 fiir ein « € I (und dann fiir alle € I) gilt. In diesem Fall heift X = X (x)

eine Fundamentalmatriz.

Satz 12.14 (Liouville). FEs gilt

det X (z) = det X (2°) exp (/; trA(x’)dx’) :

6Die Matrixnorm ist |A| = ‘m‘a&xl |Au| fir A € M(N,C). Wir bemerken gleich hier fiir
ul<

spatere Verwendung, dass |AB| < |A||B]| fiir A, B € M(N,C) gilt.
"Wegen |A(z)U + F(z)| < |A(z)| |U - U0| + !A(x)UO + F(m)!
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Beweis. Es gilt

d N
adet){(x):;det(m o Ujey UG Uppr - Un)
N
:Zdet(Ul Uj_l A(x)U] Uj+1 UN)
j=1

Bezeichnen wir fiir festes x € 1

F,: CVx...xCN > C,
~——_—————

N-mal

N
Fm(Ul,...,UN):Zdet (Ul Ujfl A(SC)U] Uj+1 UN),
j=1

so ist F, eine alternierende Multilinearform. Der Raum dieser alternierenden
Multilinearformen ist eindimensional, also

Fz(Ul,...,UN):Cmdet(Ul UN)
mit einer noch zu bestimmenden Konstanten ¢, € C.
1 0 0
0 1 0
FirU, =\ .|, Us=1.],...,Uxv = | .| ergibt sich jedoch leicht, dass
0 0 1
¢, = tr A(x) gilt. Daher die Behauptung in der dquivalenten Form
d
. det X (z) = tr A(x) - det X (z). O
x
Fiir eine skalare Gleichung (12.5) wihlt man m Losungen u; = uq(z), ..., Uy =

um (). Diese Losungen sind linear unabhéngig, falls die Wronski—Determinante

w1 U9 PN U,
ui u/2 DR u;n
W (z) = det
w{mD yfmD L me)

verschieden von Null ist. In diesem Fall gilt

W (z) = W(2) exp < /I ay (') d:c’) .

0

Definition 12.15. X (z,2°) bezeichnet die Fundamentalmatrix mit X (z°, 2%) =
In, wobei Iy die N x N-Einheitsmatrix ist.

Kennt man die Fundamentalmatrizen X (x,z"), so kann man das inhomogene
Anfangswertproblem l6sen.

Satz 12.16. Die Losung des AWP (12.6) ist durch
Uz) = X (z,2°)U° +/ X (z, 2" )F(x') d’
0

gegeben.
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Beweis. Durch die angegebene Formel wird offenbar eine C!-Funktion U(z)
definiert. Weiterhin ist U(2?) = X (2, 2°)U° = U® und

U'(z) = a—f(x,xo)UO + /0 %—f(z, 2 )F(2')ds' + X (z,2)F(x)

() [X(x,xO)UO + / jX(x,x’)F(m’)dm’ +F(2)
= A(2)U(x) + F(x).

Somit 16st U = U(x) das AWP (12.6). Der Eindeutigkeitssatz vervollstindigt
den Beweis. O

Bemerkung. Fiir spiter bemerken wir, daf die Funktion X (z,2°) auch nach
dem zweiten Parameter stetig differenzierbar ist und dass

0X

W(m, 29) = =X (z,2°)A(z%)
x
gilt.

Beweis. Dies folgt durch Differentation der Beziehung X (z,2°)X (2°,2) = 1.2
also

%(x, 22X (2°, 2) + X (z,2°)A(z°) X (2°,2) = 0
und damit %(m,xo) + X (2,2°)A(z°) = 0. =

12.3.2 Lineare Differenzialgleichungen mit konstanten Ko-
effizienten

Wir betrachten jetzt das AWP (12.6) mit A(z) = A € M(N,C), also

{ U =AU+ F(z), zel (12.7)

In diesem Fall lassen sich die Fundamentalmatrizen X (z,2°) explizit angeben.
Dazu fithren wir das Exponential e” einer Matrix A € M (N, C) ein.

Definition 12.17. Wir definieren

A_amAE A A A
€ —k ﬂ_N—i_ﬂ—i_i—'—ﬁ—i_""
=0

o0
Die Reihe >’ Ak—f konvergiert wegen
k=0
ARl A
kil = lAl
S > B¢ s
k=0

3

k=0

absolut.

8 Allgemein gilt X (z,2') X (2’,2°) = X(x, 2Y) fiir alle z, 2/, z° € I.
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Satz 12.18. Es gilt
0
X(x,20) = ele==)4,

Beweis. Wir haben X (29, 20) = %~ =1 und
0X 0 0 [ (= —xo)k &
el = = FTr) 4
5z ") = g (Z K]
k=0
O)k—l

(k—1)!

00 .0 k
= 714’“:142 %Ak:AX(z,zo).
k=0 ’

119

O

Bemerkung. Gilt [A(z), A(2")] = 0 fiir alle z, 2/ € I in (12.6), wobei [A, B] =
AB — BA den Kommutator zweier Matrizen A, B € M (N, C) bezeichnet, so ist

X(ZL', 1,0) —_ ef:g A(z") dm/'

Es bleibt e*4 fiir A € M (N, C) zu berechnen. Wir beginnen mit einem Jordan-

block der Form

w1 0
K , pecC.
1
0 Iz
Satz 12.19. Es gilt
2 N-—-1
Lqoa (GEsy
1z :
o 1!
e el® . N 2
1! 2!
0 1 4
1

d. h. auf der j-ten Nebendiagonalen fir j =0,...,N —1 (oberhalb der Haupt-

diagonalen) haben wir den konstanten Eintrag ”;—f

Beweis. Bezeichnen wir die rechte Seite mit Y'(z), so rechnet man leicht Y(0) =

I und Y'(z) = JY (z) nach.
Alternative kénnen wir auch J~ = 0 beobachten, dann

2 N-1
zJ x X 2 X
=7 = - e
e N+1!J+2!J+ +(N—1)!
5 0
Satz 12.20. Ist A = P P~ fir J; € M(Ny,C),...
0 Ty

7Jb €

M(Ny,C) mit Ny +---+ Ny, = N und P € GI(N,C) (dies kann beispielsweise

die Jordanzerlegung von A sein), so gilt
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Beweis. Direktes Nachrechnen. O

Wir wollen nun ein entsprechendes Resultat fiir skalare Differenzialgleichungen
m-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten formulieren. Wir betrachten also
die Gleichung

u™ +au™ Y 4o g u Famu = f(z), zel,

wobei a; € C fiir 1 < j < m. Transformation auf ein System erster Ordnung
flihrt auf die Matrix

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= :
0 0 0 0 1
—O0m —0m-1 am—2 —G2 —a1

Satz 12.21. Es gilt
det(uly — A) = ™ +arp™ 4+ 4 a1t + A

Beweis. Durch Induktion nach m.
Der Induktionsanfang m = 1. Dann ist det(px + a1) = g+ a1, d. h. die Behaup-
tung gilt.

Der Induktionsschritt m — m + 1. Wir entwickeln die Determinante nach der
letzten Spalte und erhalten

I 1 0 - 0 0
0 I 1 - 0 0
det . . . .
0 0 0 I 1
Am+1 Am  Am—1 az W+ ay
w1 0 0
0 wu 0 0
=(p+ay)det | - Lo
0 0 J
0 0 0 u
I 1 0 0 0
0 I 1 0 0
+ det : :
0 0 0 I 1
Am+1  Am  Am—1 a3 1+ az
7 1 0 0 0
0 1 1 0 0
— det :
0 0 0 w0
am+1 Gm Am-1 - a3 U

= (p+a)p™ + (" +aop™ "+ agp™ P 4 A amp+ ) — "
:uerl+a1,um+a2um71+-~~+amu+am+1.
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Folgerung 12.22. FEs sei

T

P a ™ e A g = H (b= py)"™
j=1

mit w; # g fiir 5 # 3, mi+ - +m, = m. Dann schreibt sich die allgemeine
Losung des homogenen Problems als

roMmj_1

k
u(z) = Z Z i eM” %

j=1 k=0
mit beliebigen Koeffizienten cj, € C.

Beweis. Man fiihre die skalare Gleichung auf ein System erster Ordnung zuriick.
Dimensionsiiberlegungen vervollstdndigen den Beweis. O

Beispiel 12.23. Die gewohnliche Differenzialgleichung
u® —4u” 450 —2=f(z), zel,

hat das charakteristische Polynom p3 — 4% + 5u — 2 = (u— 1)*(u — 2). Ein
Fundamentalsystem ist daher durch

T T 2x

e’, xe’, e

gegeben.

12.3.3 Die Methode der Variation der Konstanten

Wir wollen jetzt eine spezielle Losung des N x N-Systems
U =Ax)U+F(z), z€el, (12.8)

finden. (Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist dann diese spezielle Losung
plus die allgemeine Losung des homogenen Problems.)

Wir beginnen mit folgender Uberlegung: Ist X (z) eine Fundamentalmatrix, so
ist X (z)C fur jedes C € GI(N,C) eine weitere Fundamentalmatrix. Umgekehrt
lasst sich jede Fundamentalmatrix in dieser Form schreiben.

Beweis. Um letzteren Punkt einzusehen, nehmen wir eine weitere Fundamental-
matrix Y (z) her und betrachten X ~1(2)Y (x). Es gilt dann

d
- (XY)=-X"'X'X"Y+x Y

=X'[AXX"'Y — AY] =0.

Folglich ist X ~!(z)Y (x) konstant.
Um eine spezielle Losung zu (12.8) zu finden, machen wir jetzt den Ansatz
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mit C € CY(I;CY). Dann gilt
U=XC+XC'=AXC+ XC'.

Letzteres soll gleich AU + F = AXC + F sein. Also bendétigen wir XC’' = F,
C'= X1F bzw. N
C(x) = / X Y2V F(2') da'
10

fir ein 2° € I. (Eine andere Wahl der Integrationskonstanten fiihrt zu einer
anderen speziellen Losung.) O

Bemerkung. In den Bezeichnungen von Abschnitt 12.3.1. gilt
X(z,2') = X ()X (2.

Folglich ist die gerade konstruierte Losung U = U(z) zu (12.8) genau diejenige
mit U(z%) = 0.

Wir wollen nun obiges Schema auf skalare lineare Gleichungen spezifizieren. Sei
also die Gleichung
u™ +ay ()™ £ a1 (U + am(z) = f(z), el  (12.9)

vorgelegt. Wir nehmen an, dass wir ein Fundamentalsystem dieser Gleichung,
d.h. m linear unabhéngige Lésungen uq,...,u,, des homogenen Problems zu
(12.9) kennen. Wir suchen dann eine Losung v = u(z) des inhomogenen Pro-
blems in der Form

u() = e1(@)ur (@) + - + e (@) ()

mit zu bestimmenden Funktionen cq, ..., ¢p,.
Geméfs unseres Schemas haben wir diese Funktionen ¢y, ..., ¢, so zu wihlen,
dass

ch(x)ugj)(z) =0, 0<j<m—2,

k=1
m
-1
> k" V(@) = f()
k=1
gilt. Dies ist ein lineares System in cj(x),...,c,,(z) mit Koeffizientendeter-

minante W (x) # 0, wobei die Wronski-Determinante W (z) beziiglich uq, . . ., um,
gebildet wurde.
Bezeichnet Wi (z) die Determinante, die man erhélt, indem man in W(z) die

Ul 0
uj, 0
k-te Spalte : durch | | ersetzt, so gilt (sieche die AGLA-Vorlesung)
m-1 0
WY 0
_ Wi(=)
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also beispielsweise

fiir ein 2¥ € I.
Beispiel 12.24. Wir betrachten die Gleichung

uw' = 3u + 2u = e,

Wegen p? — 3+ 2 = (u— 1)(u — 2) ist ein Fundamentalsystem gegeben durch
e, e2*. Weiterhin gilt

W2 (ZL') = det ew egm) - 65$

1 Wi (z T Wo(z -

Wir erhalten ¢} (z) = W((I)) = —e3 dhy(z) = W((I)) — 2%,
1 1

clr) =—5e, o) =5e*
Eine spezielle Losung ist
1 1 1
U(,CE) = CI(ZC)Gm + CQ(.Z‘)@Qw = _g €4Z + 5 e4z _ 6 e4z

Die allgemeine Losung ergibt sich zu
aje® + aze®® + = e

mit beliebigen Konstanten aq,as € C.

12.4 Spezielle Losungsmethoden

12.4.1 Die Methode der Separation der Variablen
Die Methode der Separation der Variablen arbeitet fiir skalare Gleichungen der

Form
{ o = f(2)g(u), zel,

() = 0 (12.10)

mit f, g stetig.
Unter der Annahme g(u®) # 0 ist

u d !/

= [

u0 g(u )

fiir v nahe u® eine monotone, stetig differenzierbare Funktion. Folglich existiert
die Umkehrfunktion H ! nahe 0.
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Satz 12.25. Fiir g(u®) # 0 ist die (lokal eindeutige) Losung u = u(z) zu (12.10)

durch "
-1 (/ f(xl) dac')
20
Beweis. Sei u = u(z) eine C'-Losung zu (12.10). Dann gilt

/10 dm /f

also nach Variablenwechsel v = u(ac) fiir z nahe z°

H (ula)) = [ j(z) ol s

= ( ) durch diese Formel gegeben, so ist u offenbar eine
9) = u sowie
o () — f(z) __f@ e e

O (@) Gy

Folglich ist v Losung von (12.10). O

gegeben.

Ist umgekehrt «
C*-Funktion, u(x

Bemerkung. Formal schreibt man % =

[ 5= o

Beispiel 12.26. (i) Wir betrachten die Gleichung

f(z) dz und integriert, also

u/ — pxp71u2

fiir p € N. Fiir Losungen u # 0 fiihrt Separation der Variabalen auf f du _
p [xP~dz, alsof—*zp—kmlthRund

1
k—axp’

u(z) =

Die Integrationskonstante k& bestimmt sich (beispielsweise) aus einer An-
fangsbedingung u(0) = u® mit u° # 0 zu k = 1/u°.

(ii) Wir betrachten die Gleichung

u = u(l—u).
Fir Losungen v # 0 und v # 1 fiihrt Separation der Variablen auf
J u(ffu) = [ dx, also wegen u(llfu) =141
u
log —‘ =loglu| —log|l —u|=z+k
1—u

mit k € R. Eine einfache algebraische Manipulation fithrt zur Losung

1

u(x) - 1+ae*®

mit a € R. (a = 0 ergibt die Losung u = 1.)
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12.4.2 Exakte Differenzialgleichungen und integrierende
Faktoren

Definitionen und Beispiele

Definition 12.27. (i) Eine Differenzialgleichung, die in der Form
iF(ac u, u’ uwmV)y =0
d:L' ) ) AR

geschrieben werden kann ¥, heift ezakt.

(ii) Wird eine Differenzialgleichung durch Multiplikation mit einem Faktor
G(z,u,u/,...,u™) exakt, so heift G(z,u,...,ul™) ein integrierender
Faktor.

Die Losungen einer exakten Differenzialgleichung sind implizit durch die Glei-
chungen
F(z,u,u,...,u™ V) =k
gegeben, wobei k eine beliebige Konstante ist.
Beispiel 12.28. (i) Die Gleichung u” + 2u’ + u = 0 kann als £ (v’ + 2u) =0
geschrieben werden und ist somit exakt. Die Losungen sind

u(zx) = <k1/ e 2at + kg) e T /2,
0

(i) Die Gleichung u” + £ o/ 4 2514 = 0 wird durch Multiplikation mit e*

exakt:
d x 1 -1
— e””u’—i—e—u :ezu"—i—eziu’—l—ezx u = 0.
dx T T 2
Somit gilt u' + % = —k; e™* mit der Losung
1 k
u(:v):k:lzjL et 4 22
x x

Der Fall m =1
Besonders interessant ist der Fall m = 1.

Satz 12.29. Die Differenzialgleichung Fo(x,u)u' + Fi(z,u) = 0 ist genau dann
exakt, wenn 10

8F0 - 8F1

dr  Ou’
Beweis. (=) Ist die Differenzialgleichung exakt, so gibt es ein F = F(z,u)
mit Fy = %—5, = %—I; und die Behauptung folgt.

(<) Gilt umgekehrt % = %, so finden wir ein derartiges F, indem wir

(z,u)
F(x,u) = / Fo(2' u')du' + Fy (2, u) da’
(

20,u0)

setzen. ! O

9F ist wenigstens von der Klasse C'!.
10Vorausgesetzt, diese partiellen Ableitungen existieren und sind stetig.
HDies ist das Kurvenintegral zweiter Art entlang eines beliebigen stiickweise C'!-Weges
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Beispiel 12.30. (i) Die Gleichung (u? 4+ x)u’ + (u—2?) = 0 ist exakt. Tatsich-
lich gilt

2(u—:EQ) =1.

E(UQJHE) ~ ou

ox
Die Losungen v sind implizit durch
u? 4+ 3zu — 23 =k
fiir beliebiges k € R gegeben.

(ii) Separable Gleichungen der Form Fy(u)u’ 4+ Fi(x) = 0 sind wegen 6—]‘;" =

%i L — () exakt.

(iii) Die Gleichung (1 + zu + u?) + (1 + zu + 2?)u’ = 0 ist nicht exakt. Ein
integrierender Faktor ist e®™. Man erhalt

%(em(z + u)) =" (1 + zu + z2) u 4 e*¥ (1 + zu + u2) =0.

Folglich gilt
(x +u)e™ =k.

Ein weiteres wichtiges Beispiel ist:

Lemma 12.31. FEin integrierender Foktor fir die skalare Gleichung
u +a(z)u =0

erster Ordnung ist exp ([, a(z’) dz').

Beweis. Es gilt

d x ! !’ T 7 ’
— L0 a(z’) dz’) — ofioa(z")dx /
= (e u@)) = (/@) + al@)u(a)).
was gerade die Behauptung ist. 0

Folgerung 12.32. Die Lésung u der inhomogenen Gleichung
v+ a(z)u = f(),
u(a®) = u°
u(;p) — e~ I a(z/)dm’uo + / e S5 a(t) dtf(:L'l) da’
10

v: [a,b] — R2, der im (2,u’)-Raum die Stellen (z°,u°) und (x,u) verbindet. Man erhilt
dieses Integral als

b
[ ) oy @) ae.
a
Eine mogliche Wahl des Weges ~ ist

- (:1: u +tu7u0)), 0<t<1,
,Y(t){(:v O+ t—1)(z—2%,u), 1<t<2

(dann a =0, b= 2).

Mit orientierter Integration werden wir uns im néchsten Semester in der Vorlesung
,Differential- und Integralrechnung III“ beschéftigen. Dann werden wir insbesondere sehen,
dass obige Definition von F' ein Ergebnis liefert, das von der Wahl des verbindenden Weges
unabhéngig ist (lokal fiir (x,u) nahe (z°,u°) immer und global unter einer dann zu bespre-
chenden topologischen Voraussetzung).
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Bewets. Mit der Rechnung aus dem vorigen Beweis gilt
d @ ’ ’ x ’ ’
% (6 oo a(z’) da ’U,(:L')) _ efa:“ a(z’) dx f(:C)

Die Behauptung folgt durch Integration. O

Diese Folgerung besagt aber nichts anderes, als dass das Fundamentalsystem'?
v(z,2%) mit v(2°,2°) = 1 durch

’U(ZE, ZCO) — e S5 a(a) da’

gegeben ist.

Bemerkung. Dieses Beispiel zeigt, dass das Finden eines integrierenden Fak-
tors im Fall m = 1 zum Ld&sen der Differenzialgleichung dquivalent und damit
genauso schwierig ist.

12.4.3 Autonome Differenzialgleichungen

Definition 12.33. Eine Differenzialgleichung auf R, die invariant unter den
Transformationen z — = — k fiir k € R ist, heiflt autonom.

Autonome Differenzialgleichungen sind solche, die nicht explizit von der Varia-
blen x abhéngen. Sie lassen sich in der Ordnung um Eins reduzieren, indem man
v(z) = v/(z) als Funktion von u schreibt.!® Man erhilt

W (#) = v(u),
W) = 9 = B (),
u @) = L (o (w)ow) = o)) () + 7 ) (w),

Beispiel 12.34. 1. Die Substitution v(u) = u'(x) vereinfacht die Gleichung
u®) 4+ uu/ = 0 nach Division'* durch v zu

(') + " +u=0.

Die Losung dieser Differenzialgleichung ist

u3
v(u) = £4/ k1 + kau — ey

mit k1, k2 € R. Es ergibt sich die Gleichung erster Ordnung

u3
’U,/::l: k1+k211,7§,

in der die Variablen separiert sind.'®

12Im Fall einer skalaren linearen Gleichung erster Ordnung besteht ein Fundamentalsystem
aus genau einer skalaren Funktion.

13Unter der Annahme u/(20) # 0 lisst sich die Abbildung « + u(x) nahe x° lokal umkeh-
ren, d.h. u kann als neue unabhéngige Variable eingefiihrt werden.

14Die Funktionen u = ko fiir eine Konstante kg € R, d.h. v = 0, sind Losungen der
urspriinglichen Gleichung.

15Die Losung erfolgt in Termen der Weierstrafschen p-Funktion, die eventuell im Abschnitt
iiber elliptische Funktionen in der Vorlesung ,Funktionentheorie behandelt wird.
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2. Die Gleichung
e = u'u®

kann durch die Gleichung zweiter Ordnung
,U(v/)B 4 1)21)/’0” =u

ersetzt werden.

12.4.4 FEulergleichungen

Definition 12.35. Eine Differenzialgleichung auf (0,00), die invariant unter
den Transformationen z — £ mit k > 0 ist, heikt eine Eulergleichung'®.

Der Variablenwechsel R — (0,00), t — z = e’ mit

d d
r— = —
dr dt’
5 d d? d
= — — —,
dx?  dt?  dt
usw. iiberfiihrt eine solche Gleichung in eine autonome Gleichung.

Beispiel 12.36. Die Gleichung u” = UTU/ ist eine Eulergleichung. Indem wir

2?u” = u(zu’) schreiben, erhalten wir nach dem Variablenwechsel x = e

' (t) — ' (t) = u(t)u'(t).
Die Substitution v(u) = u/(t) reduziert diese Gleichung zu
v’ — v =uw.

Es folgt v = 0, also u(x) = ko, oder v'(u) = u + 1, also v(u) = “22 +u+ k.
Aus den Beziehungen v(u) = u(t) und x = e’ sehen wir schlieflich, dass wir die
separable Gleichung

u(t)

u'(t) = 5 +u(t) + k1

beziiglich u(z) 16sen miissen. Die Losung (beispielsweise) im Fall k1 > 1/2 ist

t
u(t) = a1 tan (% + ag) -1

2
mit ay, as € R, wobei k; = alTH In den urspriinglichen z-Koordinaten lautet

die Losung
I
u(x) = a1 tan (a1 ;)gm +a2) —1.

Eine lineare Fulergleichung ist von der Form

N (o) LYt =0
ap zdac U+ aq zdac u A1 zdwu amu = 0,

wobei ag, a1, ..., an € C, ag # 0.
Aus der Theorie linearer Gleichungen mit konstanten Koeffizienten erhalten wir:

16Im Englischen: equidimensional.
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Satz 12.37. Es sei

aop™ + a1 ™ A G G = H (1= pg)™

mit p; # py fir j # 3. Dann ist

my1—1 my—1

kM logx, ..., x" (logx) yee o xtr o atrloga, ... at (log @)

ein Fundamentalsystem fir obige lineare Differenzialgleichung.

Beispiel 12.38. Die Gleichung u" 4 1% = 0 fiihrt auf die Gleichung (1 — %)2 =0.

Die allgemeine Losung ist deshalb

uw(x) = k1vx + kav/xlog x

mit kq, ky € C.

12.5 Randwert- und Eigenwertprobleme

12.5.1 Grundlegende Eigenschaften

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einem Beispiel.

Beispiel 12.39. Das Randwertproblem

" + pu =0,
a (12.11)
u(0) = u(mw) =0,
wobei p € C ein Parameter ist, kann eine von Null verschiedene Losung besitzen.
Tatsachlich ist die allgemeine Losung der linearen Gleichung u” + pu = 0 durch

u(z) = ki sin(y/px) + ko cos(y/px)

gegeben.!” Die Randbedingung u(0) = 0 erzwingt ko = 0, die Randbedingung
u(m) = 0 zusammen mit k; # 0 impliziert g = k? fiir ein k& € N.!® Die Werte k2
fiir k£ € N heifen die Figenwerte des Randwertproblems (12.11), die Funktionen
ug(z) = sin(kx) heifen die zugehorigen Figenfunktionen.

Bemerkung. In Kapitel 6 hatten wir 2m-periodische, ungerade Funktionen nach
diesen Eigenfunktionen sin(kz) fiir k& € N in Fourierreihen entwickelt. Diese
Bemerkung zeigt, dass die Eigenfunktionen zumindestens fiir spezielle Rand-
wertprobleme in Anwendungen enorm wichtig sein kénnen.

Wir wollen im Weiteren die Frage nach Existenz von FEigenwerten allgemein
aufgreifen. Dazu betrachten wir ein IV x N-System erster Ordnung der Form

U =A@x)U +uB(x)U, 2°<z<az!,
{ (@)U +uB@)U, 2®<z<uz (12.12)

MoU (2°) + MU (') = 0,

"Hier ist /It eine der beiden komplexen Zahlen mit (\/ﬁ)2 = U.
18k = 0 ergibt die Nulllssung, —k ergibt dasselbe u wie k.
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wobei A4, B € C([2°, 2']; M(N;C)), Moy, My € M(N,C), 2° < 2! und u € C ein
sogenannter Spektralparameter ist.
Wir machen weiterhin die Annahme, dass die lineare Abbildung

cN eV, (U, UY) = MU + My U! (12.13)
vollen Rang N hat, d. h. surjektiv ist.

Beispiel 12.40. a) Obiges Beispiel (12.11) konnen wir mit U = (“,) als

u

U/:(g é)U—}—M(Ol 8)U, O<z<m,

<(1) 8) U(0) + (g’ 8) U(r) =0

schreiben.

b) Im Weiteren betrachten wir folgende (in Anwendungen vorkommende) Rand-
bedingungen fiir die Gleichung in (12.11) detailliert (die Tabelle zeigt aufer-
dem mogliche Wahlen fiir My, M;):

| Kiirzel | Bezeichung | Randbedingung | Mo | My

. 1 0 0 0

(D) Dirichletsche RB u(0) = u(mw) =0 (0 0) (1 0

e - 0 1 0 0
(N) Neumannsche RB u'(0) =u'(m) =0 (0 0) (0 1)
. , ; 1 0 1 0

(Per) Periodische RB u(0) = u(m), v’ (0) = u/(m) 0 -1 0 1
(APer) | Antiperiodische RB | «(0) + u(n) =0, v/ (0) + v/(7) =0 (é (1)> (é (1])

Definition 12.41. u° € C heit ein Eigenwert von (12.12), falls es eine Losung
U = U(x) zu (12.12) mit g = u° gibt, die nicht identisch Null ist. Ein solches
U heikt dann eine Figenfunktion zum Eigenwert p°. 19

Um Eigenwerte und Eigenfunktionen zu studieren, zeigen wir als erstes, dass
die Fundamentalmatrix Y (x, 2% u) von (12.12) holomorph vom Parameter p
abhéngt.2°

Satz 12.42. Die Fundamentalmatriz Y (z,2°; 1) hat die Form
oo
Z :u’kYk(:Ea :CO))
k=0

wobei X (x,2%) = Yy(z,2°;0) die Fundamentalmatriz des Systems U’ = A(x)U
ist und die Reihe fiir alle u € C gleichmdipig beziiglich x € [2°, 2] und absolut
konvergiert.

9Wie in der linearen Algebra kénnen Eigenwerte geometrische und algebraische Multipli-
zitdten grofer 1 haben.

20Fiir uns bedeutet Holomorphie, dass wir die Fundamentalmatrix in einer konvergenten
Potenzreihe beziiglich p mit Konvergenzradius oo entwickeln kénnen. In der Vorlesung ,,Funk-
tionentheorie werden Sie lernen, dass dies gerade die auf ganz C komplex-differenzierbaren
Funktionen, sogenannte ganze Funktionen charakterisiert.
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Beweis. Eine formale Manipulation der Gleichungen Y = Y y*Y}; und Y/ =
k=0

AY + uBY ergibt wegen Y/ = > u*Y] die Beziehungen
k=0

{ e (12.14)

Y, =AYy + BYy_1, Yi(2)=0

fiir k > 1. Das System (12.14) ist eindeutig losbar, und zwar erhalten wir suk-
zessiv, dass Yy = X und

Yi(z) = /j X(z,2")B(z")Yg—1(2") da’

fiir £ > 1 gilt.

Sei nun I = [2°, !]. Sei ferner a = max |A(z)| und b= max |B(z)|. Dann gilt
TE fas
b¥(z — x0)"
Vi ()] < Plo o) =) yr e, (12.15)

k!
fiir alle k € Ny.

Beweis von (12.15) mittels Induktion nach k.

Der Induktionsanfang k = 0. Es gilt | X (z)| = |[IJI(1’.‘E|1§1 | X (2)U°], also miissen wir

U(z)] < eal#=2") |U°| fiir € I und jede Losung U = U(z) zu
U = A(z)U, U@ =U"°

zeigen. Fiir eine solche Losung gilt

L ) = 2Re (U'(0), T)

=2Re(A(z)U(x),U(x)) < 2a U ()|,

also |U(z)|? < |u° e20(@=2") ynd |U(z)| < e*@==") |U°|.
Der Induktionsschritt k — k4 1. Es gilt

‘ 2

Vi1 ()] < / | X (@, 2")] | B(«)] |Yr(2")| da’
bi-i'l

<
- K
bk+1 x

— 5 ea(mfmo)/ (:L'/f:CO)kd:L'/
! 20

0)k+1 b+ (3 — xO)kJrl

0

/ ea(z—z/) (.’L'/ _ xO)kea(m/—mO) dz’

bk+1

ea(z—zo) ((E -

k! E+1 (k+1)!

a(z—z°) )

Aus (12.15) folgt die absolute Konvergenz der Reihe > u*Yj(x, 2°) gleichmiifig
k=0
beziiglich x € I, ndmlich

=, > bz — 2 ale—a®) _ _(at|ulb)(@z—z°)
Dol Yi@)| < Il e et = el <o D
k=0 k=0 '
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Beispiel 12.43. Fiir das Beispiel (12.11) ergibt sich (mit 2° = 0)%!

cos(vz) L sin(va) fitr 1 0
Ur )
—vsin(vz)  cos(vzx) :
Ve = 1 =z
0 1 fiir p = 0.

wobei wir hier und im Folgenden p = v? setzen.??

Die Kenntnis der Fundamentalmatrix gestattet ein einfaches Kriterium fiir das
Vorliegen von Eigenwerten:

Satz 12.44. p° € C ist dann und nur dann ein Eigenwert von (12.12), wenn
A(p) = det (Mo + MY (2!, 2% p))
an der Stelle u° verschwindet.

Beweis. (=) Sei U eine Losung zu (12.12) mit g = u°, die nicht identisch
verschwindet. Sei U® = U(2°), U! = U(2'). Dann ist U! = Y (2!,2% pu°)U°,
also

(Mo + MY (2',2°1%)) U® = 0. (12.16)
Somit ist U° # 0 Eigenvektor zum Eigenwert 0, folglich ist A(u%) = 0.
(<) Gilt umgekehrt A(u®) = 0, so finden wir ein U? # 0 mit (12.16). Die
gesuchte Losung U von (12.12) ist dann U(x) = Y (z, 2%; u°)U°. O

Dies hat die folgende einfache Konsequenz:

Satz 12.45. Sei A(u) # 0. Dann sind die Figenwerte von (12.12) isoliert.
Insbesondere kinnen sich die Eigenwerte von (12.12) nicht im Endlichen haufen.

Beweis. A(p) ist eine ganze holomorphe Funktion, d.h. A(u) ist als eine in
ganz C konvergente Potenzreihe darstellbar. Dann folgt das Ergebnis aus dem
Eindeutigkeitssatz 6.2.4 fiir Potenzreihen, der sinngemif auch im Komplexen
gilt. O

21Benutzt man die Taylorreihe fiir den Cosinus und den Sinus, so findet man

1
( * fiir k = 0,
0 1
Vi (z) = (—-1)* 22" 22kl
GEh CREDY) fir k> 1
(2k—1)! (2k)!

22Der Ausdruck auf der rechten Seite ist eine gerade Funktion in v und damit unabhéngig
von der Wahl der Wurzel von p.
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23

Beispiel 12.46. a) Die Eigenwerte und Eigenfunktionen®® in unseren vier Bei-

spielen sind jetzt leicht zu berechnen:

| Randbed. | det(Mg + M1Y (m,0; 1)) | Eigenwerte | Eigenfunktionen
e i
(D) y sin(rv) - fiir p 70, k2, k€N sin(kz)
T fir p =0
(N) vsin(mwv) k2, k € No cos(kx)
4k2, k € No, 1, k=0,
(Per) —2(1 = cos(mv)) (EW sind doppelt fiir & > 1) cos(2kx), sin(2kx), k>1
2k +1)?, ke Ny .
(APer) 2 (1 + cos(mv)) (EW sind doppelt) cos((2k + 1)z), sin((2k + 1)x)

b) Wihlen wir hingegen die Randbedingung u(0) + u(7) = 0, v/(0) = u/(7),
also etwa My = <(1) (1)>, M; = <(1) _01), so gilt A(u) = 0, wie man leicht
verifiziert. Tatséchlich ist dann

(2) sin(yx—%) fiir p # 0,
u(zx) =
T— 3 fir u=0

fiir jedes p € C eine Eigenfunktion.

Bemerkung. Fir das allgemeine Cauchyproblem zu (12.12) (mit My = Iy,
M; = On) gilt offenbar A(u) = 1. Wir finden bestétigt, dass es hier keine
Eigenwerte und Eigenfunktionen gibt, was wir auch aus der allgemeinen Theo-
rie des Abschnitts 12.2 bereits wissen.

12.5.2 Das adjungierte Randwertproblem

Wir betrachten weiterhin das Problem (12.12). Gleichzeitig werden wir das dazu
adjungierte Randwertproblem betrachten.
Wir arbeiten mit der Sesquilinearform

(U,V)=(U,V), U VecC.
Die adjungierte Matrix D* zu einer Matrix D € M (N;C) ist dann vermoge
(DU, V) = (U,D*V), U, VecCV,
erklart.

Definition 12.47. Das zu (12.12) adjungierte Randwertproblem ist von der
Form

{ V= —(A*(x)+ /B (z))V, a°<az<al, (12.17)

NoV (z%) 4+ N,V (z}) =0

mit weiter unten zu spezifizierenden Matrizen Ny, N1 € M(N;C). Hierbei ist
1/ € C der Spektralparameter.

23In der vierten Spalte stehen die Eigenfunktionen des urspriinglichen skalaren Problems
zweiter Ordnung.
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Um die Form der adjungierten Randbedingungen zu bestimmen, machen wir eine
Reihe von Beoachtungen:

Lemma 12.48. Die Fundamentalmatriz Y*(x,2% ') des adjungierten Pro-
blems (12.17) ist Y (a0, x; u/)*.

Beweis. Dies folgt aus Y (2%, 2%, 1/)* = I* = I und

2 0 .7 7\* 2 0 ,..77 "
a:CY(:C 7$,M> - <6$Y(£L' ,ZL',,LL)

= (-Y(@° 25 1) (A(2) + W' B(x)))
= — (A"(2) + W' B*(2)) Y (%, 25 1),

wobei wir Bemerkung 12.3.1 verwendeten. o

Beispiel 12.49. Fiir die Gleichung in (12.11) ergibt sich als adjungierte Gleichung

V’:(O1 g)V—i—,u’(g (1))\/, 0<z<m,

mit einer noch jeweils geeignet zu bestimmenden Randbedingung. Die Funda-
mentalmatrix (mit 20 = 0) ergibt sich zu

/ /o3 /
cos(V'x V' sin(v'z
cos(v/'z) G e 0,
. , —= sin(v'x)  cos(v'x)
Y (z, 1) = Do
fiir p =0,
—z 1

wobei p/ = v'2.

Lemma 12.50. Ist U eine Losung des Problems (12.12) und V eine Lésung des
Problems (12.17) mit ¢/ =7 (beides ohne Randbedingungen), so ist die Grifie

(U(m),V(ac)), 2 <z <zl
unabhdngig von .
Beweis. 1. Methode. Mit U° = U(z2), V0 = V(20) gilt fiir 2° < 2 < 2!
(U(2),V(2)) = (Y(z, 2" p)U°, Y* (2%, 25 0)V°)
= (Y(zo, z; )Y (2, 2% ) U°, VO) = (UO, VO).
2. Methode. Es gilt

LUV = (U V) + (U, V') = (A+ uB)U, V) — (U, (A* + iB*)V)

dx
= ((AU, V) — (U, A*V)) + n((BU,V) — (U, B*V)) = 0.
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Die adjungierte Randbedingung ist durch die Bedingung charakterisiert, dass
die GréRe (U(z), V(z)) identisch verschwindet. Dazu sei

U° Vo
B: C*N x C*N = C, ((Ul), (v1)) = (U°, V) — (U, V1)
eine nichtentartete Sesquilinearform auf C2V =~ CN x CV und
= {(U°U") eC®™ | MU + M U" = 0}.
ein linearer Unterraum von C2V. Laut der Annahme in (12.13) ist
dimIT = N.
Definition 12.51. Die adjungierte Randbedingung in (12.17) ist durch
It = {(Vo, v eC®™ | NoV? + N,V =0}
gegeben, wobei II+ der zu II orthogonale Unterraum beziiglich 3 ist.

Wir bemerken, dass dimII+ = N gilt.

Beispiel 12.52. a) In unseren Beispielen ergeben sich die adjungierten Rand-
bedingungen und die Funktion A*(u’) = det (N1 + NoY™* (7, 0; ') wie folgt:

| Randbed. | No | Ny | A*(uh) |
(D) (0 1) (0 0) —Lsin(mv')  fiir ' #0,
0 0 0 1 -7 fiir p/' =0
(N) <(1) 8) <(; 8) —v sin(mv)
)

0 1 0
(Per) 0 -1 0 1

(APer) (é ‘;)

b) Im Fall der Randbedingung (D) ist die Eigenfunktion fiir das urspriingliche
% sin(kx)

cos(kx) )’

wohingegen die Eigenfunktion fiir das adjungierte Problem zum gleichen

k
Eigenwert gleich V(z) = ( clos( z) > ist. Tatséchlich gilt

— 1z sin(kx)

—2(1 — cos(mv’))

<(1) ?) 2 (1 + cos(mv))

Randwertproblem zum Eigenwert k2, k € N, gleich U(z) = (

1 1
(U(z),V(z)) = Z sin(kz) cos(kx) — cos(k:z)E sin(kz) =0
fiir alle 0 < x < 7, wie in Lemma 12.50 behauptet.

Tatséchlich sind die Matrizen Ny, N7 im Wesentlichen eindeutig bestimmt:

Lemma 12.53. Die in der vorigen Definition angegebene Bedingung bestimmt
die Matrizen No, Ny € M(N;C) bis auf Linksmultiplikation mit einem Faktor
D € GI(N;C).
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Beweis. TIt ist der Kern der linearen Abbildung C?Y — CN, (VO V1)
NoV° + N1Vt die wir mit (Ng, N1) bezeichnen wollen. Diese Abbildung in-
duziert eine lineare Isomorphie (Ng, Np): C2V / m+ = CV. Fir jedes weite-
re Paar von Matrizen N}, Ni € M(N;C) mit derselben Eigenschaft erhal-

—_—~
o

ten wir analog eine lineare Isomorphie (N}, Nj): ((:2]\[/1_[L — CV. Wir setzen
D = (N}, N{)(Nog, Ny)~1: CV =, CV und identifizieren D mit einer Matrix in
GI(N;C). Dann

(Ng, N1) = D o (No, N1) = (DNo, DN1)
als lineare Abbildungen C*V — CN bzw. Nj = DN; fiir j =0, 1. O

Wir bemerken, dass die Multiplikation von Ny, Ny mit D € GI(N;C) die Funk-
tion A*(u'), nun fiir das Randwertproblem (12.17) definiert, nur um den kon-
stanten Faktor det D # 0 abdndert. Insbesondere &ndern sich die Nullstellen der
Funktion A*(u’) dabei nicht.

Beispiel 12.54. Um die adjungierte Randbedingung in einer Klasse von Beispie-
len zu bestimmen, nehmen wir an, dass fiir ein k € {0,1,..., N} (moglicherweise
nach Multiplikation mit einer Matrix D € GI(N;C))

(MF 0 (I, M
MO_(MO— INk)’ Ml_(o M

mit My € M(k;C), My € M(N — k,k;C), M{" € M(k,Ny;C) und M; €
0

U
M (Ny; C) gilt. Entsprechend zerlegen wir U? = <Ug) mit U) € C*, U €

Ul
CN=F und U' = < +) mit U} € C*, Ul € CN~*. Die Bedingung MoU° +

Ul
MU' = 0 schreibt sich dann als
{ U = -MyU9 - MUY,
Ui = -MJU? — MUL
Wir sehen insbesondere, dass U, UL frei wihlbar sind, wihrend U?, U} sich
wie angegeben ergeben.
Lemma 12.55. Unter diesen Voraussetzungen ist
Iy (M)*) ( (M) 0 )
Ny = o7 ), N= 0/,
’ (0 (M) ' —(M{)* In—
eine mogliche Wahl fiir Ny, N.

Beweis. Die Bedingung, dass (U°, V°) = (U, V1) fiir (U°,UY) €11, (VO, V1) €
I+ ist, schreibt sich als

(U9, V) — (My U + My UL, V) = —(MJUY + M{UL, V) + (UL, V).
Da Ufi € C*, UL € CN~F beliebig sind, folgt daraus, dass
VO = (Mg VO — (MY,
V= — (M) VO + (M) VL

Das ist gerade die Behauptung. O
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Bemerkung. Die Randbedingungen (Per) und (APer) sind vom gerade behan-
delten Typ, die Randbedingungen (D) und (N) hingegen nicht.?*

Die Bedeutung des adjungierten Problems wird mit folgendem Resultat klar:

Satz 12.56. p € C ist genau dann Eigenwert von (12.12), wenn i Figenwert
von (12.17) ist.

Beweis. Sei
Y= {(Uo, Ut e c®N ‘ Ul = Y(xl,xo;u)UO}
der Raum der méglichen Randdaten fiir das Problem (12.12) und
sr={Wovh e |V =y (2", 2" p)VO}

der entsprechende Raum fiir das Problem (12.17) (mit p/ = ). Wir bemerken,
dass dim ¥ = dim X* = N gilt. Lemma 12.50 besagt gerade, dass ¥* = X+,

Nun ist g genau dann ein Eigenwert von (12.12), wenn ¥ N 1T # {0}, und das
gilt genau dann, wenn X* N II+ # {0}, d. h. wenn 7 ein Eigenwert von (12.17)
ist. (]

Bemerkung. a) Tatséchlich ldsst sich zeigen, dass

A*(7) = CA(w)

mit einer Konstanten C' € C, C # 0 gilt, was nochmals den vorigen Satz zur
Folge hat.

b) Gleichzeitig zeigt der Beweis des vorigen Satzes auch, dass die geometrische
Vielfachheit dim (X N1II) = dim (£* NII*) beider Eigenwerte 1 und f iiber-
einstimmt.

12.5.3 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Wir betrachten jetzt das inhomogene Randwertproblem

! 0 !
{ V=A@t pBUE), amsese g, g

MoU(z°) + MU (2") =0,

wobei die Annahmen an A, B, My, M7, p wie im vorigen Abschnitt sind und
F € O([z° x];CN) gilt.

Satz 12.57. a) Das inhomogene Randwertproblem (12.18) besitzt genau dann

eine Losung, wenn fir jede Losung V' des (homogenen) adjungierten Rand-
wertproblems (12.17) mit ' =

/ (F(x), V() dz =0

gilt.

24 Auch nicht nach Ersetzung von Mg, My durch DMq, DM; mit D € GI(N;C).
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b) Insbesondere ist das inhomogene Randwertproblem (12.18) genau dann ein-
deutig losbar, wenn das adjungierte Randwertproblem (12.17) nur die Null-
losung zuldft.

Beweis. Sei U eine Losung zu (12.18), V eine Losung zu (12.17) mit ¢/ = &.
Dann gilt

/IZI(F,V)dx:/Zl(U’— (At puB).V) da

0 20

1
x

= V), f/ (U.V'+ (A" +@B*)V) dz = 0.

20

Die umgekehrte Richtung folgt aus Dimensionsgriinden. O

Bemerkung. a) Ein analoges Result gilt im Fall des Problems (12.18) mit einer
inhomogenen Randbedingungen der Form

MoU (2°) + M U (z") = U?,
wobei U? € CV, nur dass sich jetzt die Losbarkeitsbedingung in a) etwa im

Fall des Beispiels 12.54 als

1
x

(U2, V(@) ) on s +/ (F(2),V(2))en dz = (U, V() 4) o (12.19)

20

fiir alle V' wie zuvor schreibt. Hierbei bezeichnet V, fiir V € CV den Vektor
aus den ersten k& Komponenten und V_ den Vektor aus den letzen N — k
Komponenten von V.

b) Ist p kein Eigenwert, so hat das Problem (12.18) mit der inhomogenen Rand-
bedingungen (12.19) die Losung

Ue) =Y (a0 + [ Yoo F(a!) o

20

wobei sich UV eindeutig aus der Gleichung
11
(Mo + MY (z',2°% p)) U° = U? — Ml/ Y (2!, 2's p)F(a')da’ (12.20)
10

bestimmt. Ist x4 ein Eigenwert und ist die in Satz 12.57 bzw. in a) genannte
Kompatibilitdtsbedingung erfiillt, so gehort der Vektor auf der rechten Seite
von (12.20) immer noch zum Bild des Operators My + MY (z!,2% ) €
Z(CN), so dass U? € CV immer noch geeignet gefunden werden kann, aber
nicht mehr eindeutig bestimmt ist.

Beispiel 12.58. Wir betrachten das inhomogene Randwertproblem

W tu=f(x), 0<z<m,
u(0)=1, u(m)=0

fiir ein f € C([0, 7]; C). Die Losbarkeitsbedingung ist

/0 siny f(y) dy = 1.
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Ist diese Bedingung erfiillt, so ergibt sich die allgemeine Losung zu

u(x) = ksinz + cosx + / sin(z — y) f(y) dy,
0

wobei der Parameter k£ € C frei gewdhlt werden kann.

12.6 Asymptotische Eigenschaften von Funda-
mentalsystemen und Asymptotik der Eigen-
werte

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit Situationen, in denen man die
betrachteten Gleichungen nicht mehr in geschlossener Form losen kann, aber
immer noch fiir viele Anwendungen hinreichend gute Informationen iiber die
Losungen erhélt.

12.6.1 Die Liouville-Greensche Approximation
Heuristik

Wir betrachten eine skalare homogene Gleichung zweiter Ordnung

2

% = f(x)u, ze€l, (12.21)
wobei f eine zweimal stetig differenzierbare, reellwertige Funktion bezeichnet,
die auf auf dem Intervall I nirgends veschwindet. Wir mochten diese Gleichung
approximativ 16sen. In Regionen, in denen f in etwa konstant ist, ist eine erste
Néherung

u(z) ~ k1e*Vv F@) 4 poe— 2V I@)

mit beliebigen Konstanten ki, ko. Diese Naherung gibt einen Hinweis auf den
Charakter der Losungen (diese sind vom exponentiellen Typ im Fall f(z) > 0
und vom trigonometrischen bzw. oszillierenden Typ im Fall f(z) < 0), doch oft
ist diese Approximation nicht gut fiir globale Betrachtungen auf I geeignet.

Eine bessere Moglichkeit verfahrt wie folgt: Wir fithren eine neue Koordinate

y = y(x) ein und setzen
dy
v=4/—u.
dx

Lemma 12.59. Die Funktion v = v(y) geniigt der Differenzialgleichung

() () E (@) )

Beweis. Dies ist nachzurechnen. O
Bemerkung. Der Term (dz/dy)"/* j—; ((dw/dy)_1/2) kann auch als
1 d3x/dy3 3 d*x ) dy? ?
2\ dz/dy 2\ dz/dy

geschrieben werden. Letzteres ohne den Faktor —1/2 ist die sogenannte Schwarz-
sche Ableitung.
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Der Fall f > 0
Wir behandeln zuerst den Fall
f(x) >0, Vrxel.

Unter der Annahme, dass der zweite Summand in der Klammer (...) in (12.22)
klein ist, méchten wir, dass

de _1 7
(@>f@>, vel,

gilt. Eine ndherungsweise Losung der Gleichung (12.22) ist dann
v(y) ~ kie¥ + kie V.
Wir setzen also
a) = [ £ o
Dann schreibt sich (12.22) in der Form
% = (14 ¢ (12.23)

mit

4f (@) f" () = 5" (x) 1 d (1
. 16/%(x) fW4E5<ﬂ“>'
Definition 12.60. Die Ndherungslosung

w(z) ~ k1f71/4€ff1/2 dx k2f71/467ff1/2dz
zu (12.23) heifit die Liouville-Greensche Approximation.
Betrachtet man stattdessen eine Gleichung der Form

T (1) + s@) .

so fithrt obige Transformation auf

d?v g
21 LA
dy? ( +(p+f)v

mit ¢ wie oben.

Abschitzung der Fehlerterme

Seien die Annahmen wie oben erfiillt, insbesondere nehme f(x) positive Werte
an. Ferner sei I = (2%, 2') ein endliches oder unendliches Intervall. Die Funktion
g sei stetig auf I (nicht notwendigerweise reellwertig). Wir setzen

1 d? 1 g
F(z) = / (f”‘*ﬁ <f1/4) - f1/2> da.
Fiir eine C'-Funktion h auf I ist die Variation von h durch
Vo o(h) = B (2] da’, 2 <z <zl

|
20
erklart, analog fiir V1 ,(h) =V, ;1 (h).
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Theorem 12.61. Unter obigen Voraussetzungen und der weiteren Bedingung
Vii (F) < oo fiir j =0,1 und alle x € I besitzt die Gleichung
d*u
= (@) + ga))u (12.24)

wwei C2-Lisungen ug, wy mit
wli) = £ @) exp ([ 120 d0) 1+ oo,
wle) = e (- [ 1@ ) @+ a).

wobei

lej(z)] < exp (1/2VI]‘11(F)) -1,
1

5 f*1/2($) }63(1')| < exp (% me,z(F>> -1

fiirj = 0,1 gilt. Ist die Funktion g reellwertig, so sind diese Losungen reellwertig.
Beweis. Wir schreiben Gleichung (12.24) in der Form

d*v
i (L+9(y)v (12.25)

mit u = f~/*(z)v und

g 1 d? 1
VW =% - Frge (m |
Sei y = 90 fiir x = 2° und y = y! fiir x = z'. Dann ist v eine stetige Funktion
im Intervall (y°,y'). Wir setzen v(y) = e¥ (1 + h(y)) und erhalten

R (y) + 20" (y) — ¥ (y)h(y) = Y (y).

Betrachten wir in dieser Gleichung den Term —1h als Korrekturterm, so erhalten
wir
1 Yy
h) = 5 / (1-6) (s) (1 4 h(s)) ds. (12.26)
y

Wir losen diese Integralgleichung iterativ. Dazu nehmen wir y® > —oo und
1) rechtsseitig stetig an y° an. (Der allgemeine Fall ergibt sich analog unter
Benutzung von Vo ,(F) < 00.)
Wir definieren ho(y) = 0 und setzen

1 v
) =5 [, (1= ) 06) (14 hua(s) ds
yO
fir k> 1.
Behauptung. Fir alle k£ > 1 gilt
T*(y)
P (y) = hi— (W) < <7 (12.27)

wobei ¥(y) = yyo [(s)| ds ist.
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Beweis. Wir filhren den Beweis mittels Induktion tiber k.

Der Induktionsanfang k = 1. Es gilt

) = 3 /y "1 Y sy ds,

also |k (y)| < 2U(y) wegen 0 < 1 — 27 <1 fiir s € [y, y].

Der Induktionsschritt k — k + 1. Wir haben
L 2(s—y)
ha) = o) =5 [ (1= ) 0l (has) ~ hua(9) ds, (1229
y()

also mit der Induktionsvoraussetzung

v k+1
i)~ el < iy [ WG P40 = e

Aus (12.27) folgt, dass die Reihe

O

Z hit1(y) — hi(y))
k=0

gleichmiiRig auf kompakten Teilintervallen von [2°, x!) konvergiert. Durch Sum-

mation von (12.28) finden wir, dass

h(y) = hi(y) + Y (hrsa(y) — b))

gilt, also geniigt die Funktion A der Integralgleichung (12.26).
Wir zeigen als néchstes, dass h zweimal stetig differenzierbar ist. Dazu miissen
wir zeigen, dass die Reihe

oo

> (Wi ly) = hi(y))

k=0

lokal gleichméfRig konvergiert. Wir haben

M) = [ ) ds
r ) = 10) = [ EOIUs) () — s s) s
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Zusammen mit ’eQ(S’y)’ < 1 und der Abschétzung (12.27) ergibt sich

|h ‘ \Pk-’_l(y)
k(Y = 2k(k +1)!

fiir & > 0. Folglich ist Z (Rjy1(y) — hi(y)) lokal gleichmiRig konvergent.

Um die Existenz und Stetlgkelt der zweiten Abbildung zu bekommen, benutzen
wir die Beziehungen

hi(y) = —2h1(y) +¥(y),
i1 (w) = hi(y) = =2 (hiys () — i (v) + () (he(y) — hie—1(y)) -

Summation ergibt, dass h der Differenzialgleichung

R (y) + 20 (y) = (1 + 9 (y)) h(y)
geniigt. Zudem erhalten wir die Abschiatzungen
h(y)| < @2 =1, 1/20 (y)| < V@2 -1

Kehren wir nun zu der urspriinglichen z-Variablen zuriick, so ist
= — [¥(y)dy (wegen dy = f1/2(z)dz), also ¥(y) = V,o ,(F). Die Be-

hauptungen beziiglich ug folgen.

Die Herleitungen fiir u; sind analog. O

Bemerkung. Insbesondere erhalten wir
co(z) = 0, f7Y%(x)el(x) — 0 fiir z — 2° + 0.

Analog fiir €; und  — z! — 0.

Theorem 12.61 besagt, dass wir eine Losung ug mit
up(z) ~ Y4 exp (/ f12 dm) fiir x — 2 +0

finden. Eine interessante Frage im Fall, dass [ f 12 g fiir © — 2! — 0 divergiert,
ist, ob es eine Losung us mit

ug(x) ~ f~Yexp </ f12 d:c) fir £ — ' — 0

gibt. Eine teilweise Antwort darauf gibt der folgende Satz:

Satz 12.62. Sei zusdtzlich Vo 41 (F) < 0o und | fY2dx — oo fir @ — z* — 0.
Dann

co(z) =k, f7V2(2)e)(z) — 0 fir & — 2> -0,

wobei k eine Konstante ist.

Beweis. Der Beweis benutzt y' = oo und die Konstruktionen des vorigen Be-
weises. O
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Gilt jetzt also

ozt —0) # —1,
so ist ug eine Funktion mit den gewiinschten Eigenschaften. Im Allgemeinen
findet man eine solche Losung 1y, indem man die Stelle 2° hinreichend dicht an

x! wihlt.
Allerdings ist eine Losung ug mit der Eigenschaft

ug(x) ~ f Y% exp (/f1/2 dz> fir z — 2! — 0

nicht eindeutig bestimmt. Man kann stets ein beliebiges Vielfaches von u; ad-
dieren und erhélt eine weitere Losung mit derselben Eigenschaft.

Definition 12.63. Nahe x! heit das asymptotische Verhalten von us domi-
nant, das von u; subdominant. Eine analoge Klassifizierung gilt nahe z°.

Beispiel 12.64. Wir betrachten die Gleichung

v’ = (z+logz)u (12.29)
fiir + — oco. Da das Integral f 1;{‘5/;” dx fir x — oo divergiert, konnen wir nicht
f(z) =z, g(x) =logx wihlen.

Jedoch ist f(z) = x +logz, g(x) = 0 eine mogliche Wahl. Man sieht dann, dass

f71/4(f71/4)// = O(z75/2) fiir x — oo,

also konvergiert V(F) fiir x — oo. (12.29) hat folglich asymptotische Losungen
der Form

(x+logx)_1/4exp (:I:/(z+logz)1/2dx).

Dieses Ergebnis lasst sich verbessern. Dazu beobachten wir, dass
(x + log )P =% 4 1/2z7 2 logz + O(z~ /2 (log 2)?),
folglich
/(x + logx)l/2 dx = §z3/2 + 22 logz — 222 + k + o(1)
fir £ — oo. Damit besitzt (12.29) eine eindeutige (subdominante) Losung uq
mit

up(x) ~ $71/47ﬁexp (23@1/2 — §x3/2)

fiir £ — oo und nicht eindeutige (dominante) Losungen uy mit
ug () ~ =V exp <2:c1/2 — §x3/2>

fiir x — oo.



12.6. ASYMPTOTISCHE EIGENSCHAFTEN 145

Der Fall f <0
Wir schreiben jetzt f als —f und nehmen an, dass das neue f iiberall auf I

positiv ist.

Theorem 12.65. Unter obigen Voraussetzungen und der zusdtzlichen Bedin-
gung Vux o(F) < oo fiir ein fiziertes x* mit 20 < x* < z' betrachten wir die
Gleichung

d*u

i (—f(x) + g(x)) u. (12.30)

Diese besitzt zwei C?-Lisungen ug, u, mit

wobei
lej(2)] < exp Vi o (F) — 1,
f7Y2(x) ’eé(m)’ <exp Ve 2 (F) —1
fiirj = 0,1 gilt. Ist g reellwertig, so sind die Losungen ug, uy komplez-konjugiert.

Beweis. Der Beweis ist analog dem vorigen Beweis. Die Integralgleichung fiir A
lautet diesmal

) = 57 [ (1= ) wl) () s,

:2_iy

wobei y = y* fiir x = z* ist. Der fehlende Faktor von % in den Fehlerabschat-
zungen erklart sich aus der Abschéitzung

‘ 1— eQi(s—y)

<2. O
Die Wahl der Stelle z* fixiert wegen
€;(x) =0, fﬁl/Qe;(z) — 0 fiir . — a”

und j = 0,1 die Wahl der Anfangsbedingungen.

Bemerkung. Im Fall, dass g reellwertig ist, lassen sich reellwertige Losungen
zu (12.30) in der Form

u(z) = Af~Y4x) <sin </ Y2 () da + 5) + 6(z)>
mit gewissen Konstanten A, § und
le@)], f72(@) €' (2)] < exp Ve o (F) — 1

schreiben.



