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Kapitel 13

Differenzierbare
Mannigfaltigkeiten

In diesem Semester werden wir uns mit der Analysis auf Mannigfaltigkeiten
beschéftigen. Unter anderem werden wir Invarianten (wie die Dimension, die
Euler-Charakteristik, usw.) kennenlernen, die differenzierbare Mannigfaltigkei-
ten unterscheiden.

13.1 Der Begriff einer differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit

13.1.1 Parakompakte topologische Ridume

Wir benétigen einige topologische Begriffe:

(i) Eine Uberdeckung {Ui},c; eines topologischen Raumes X heiflt lokal-
endlich, falls es zu jedem x € X eine Umgebung V gibt mit

#{i|UinV #0} < .

(ii) Eine Uberdeckung {V;}
deckung {U;}

jeg von X heifit eine Verfeinerung einer Uber-
icr> falls es zu jedem j € J ein ¢ € I mit V; C U; gibt.
Definition 13.1. Ein topologischer Raum X heiit parakompakt, falls jede of-
fene Uberdeckung von X eine lokal-endliche offene Verfeinerung besitzt.
Beispiel 13.2 (Stone). Metrische Rdume sind parakompakt.

Wir benétigen weitere topologische Begriffe:

(iii) Ein topologischer Raum X heifit lokal-kompakt, falls jeder Punkt z € X
eine kompakte Umgebung besitzt.
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Beispiel 13.3. R ist lokal-kompakt.

(iv) Ein System B offener Teilmengen eines topologischen Raumes X heift
Basis der Topologie von X (bzw. Basis der offenen Mengen von X), falls
jede offene Menge in X Vereinigung gewisser Elemente von B ist. (Man
sagt, dass X dem zweiten Abzdhlbarkeitsaxiom gentigt, falls X eine abzdhl-
bare Basis besitzt.)

Beispiel 13.4. R™ hat eine abzéhlbare Basis.

Beweis. Wir wihlen als Basis alle offenen Kugeln {z € R" | |z — a| < r} mit
a€Q", reQundr>0.

Satz 13.5. Fin lokal-kompakter Hausdorffraum mit abzihlbarer Basis ist para-
kompakt.

Beweis. Sei X ein topologischer Raum mit den angegebenen Eigenschaften. Fiir
jedes x € X wihlen wir eine offene Umgebung V, mit kompaktem Abschluss.
Wir fithren den Beweis in drei Schritten.

1. Schritt. Es gibt eine abzihlbare Basis {B,,}
dass samtliche Mengen B,, kompakt sind.

men der Topologie von X, so

Beweis. Aus einer vorgegebenen abzéhlbaren Basis B wihlen wir fiir jedes x € X
ein B, mit x € B, C V,. Das Mengensystem {Bw ’ T € X} hat dann die
verlangten Figenschaften. O

2. Schritt. Es gibt offene Mengen Wi C Wo C W5 C ... mit X = |J Wi,
meN

W ist kompakt und W,,, C W1 fiir alle m.

Beweis. Wir konstruieren die Mengen W,,, induktiv. Wir setzen Wy = (. Falls
Wi, ..., Wy, mit W, kompakt und W,_1 U B; C W, fiir j = 1,...,m bereits
gewahlt wurden, so konstruieren wir W, 1 wie folgt:

Wir wéhlen endlich viele x1,...,2; € X mit Wj,l U Ej C Vg U---UV,, und
setzen dann W41 =V, U---UV,,. Die Mengen Wi, Wy, W3, ... besitzen die
verlangten Eigenschaften. O

8. Schritt. Sei nun {U;},.; eine offene Uberdeckung von X.
Wir setzen K,,, = W, \ W,,_1. Die K, sind kompakt. Fiir jedes 2 € K, diirfen
wir annehmen (indem wir gegebenenfalls V, kleiner wiihlen), dass V, C U; fiir
ein ¢ € I sowie V C W41, Vo N Wineo =0 gilt. Jedes K, kann durch endlich
viele der V, iiberdeckt werden. Die Gesamtheit V aller dieser so gewéhlten V,
bildet eine offene Uberdeckung von X, die nach Konstruktion die Uberdeckung
{U;} verfeinert.
Ist nun y € X ein beliebiger Punkt, so gibt es ein m mit y € W,,, aber y ¢
Wn_1. Es gibt dann eine offene Menge V' € V, die y enthilt. Dieses V kann
hochstens mit den endlich vielen Elementen von V, die K,,—2, Kp—1, Ky K1
iiberdecken, einen nichtleeren Durchschnitt haben. Damit ist die Uberdeckung
V lokal-endlich.

O
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13.1.2 C*-Strukturen

Definition 13.6. Sei X ein topologischer Raum.

(i) Eine Karte von X ist ein Paar (U, ¢), wobei U C X eine offene Menge und
w: U — ¢(U) C R"™ ein Homéomorphismus auf eine offene Teilmenge des
R™ ist. U selbst heifit dann auch eine Kartenumgebung.

(ii) Sind (U, @), (V,%) zwei Karten mit U N’V # @, so heifit die Abbildung

b0 |yt #UNV) = w(UNV)

ein Kartenwechsel.

Kartenwechsel sind insbesondere HomGomorphismen zwischen offenen Teilmen-
gen des R”™.

Bemerkung. Die Idee ist es, mittels der Karten Koordinaten in allgemeineren
topologischen Rdumen (ndmlich den Mannigfaltigkeiten) einzufithren. Die Kar-
teniibergénge entsprechen dann gerade den Koordinatenwechseln.

Definition 13.7. Sei k € NU {oo}. Eine Mannigfaltigkeit M der Klasse C* ist
ein nichtleerer parakompakter Hausdorffraum zusammen mit einer Uberdeckung
durch Kartenumgebungen, so dass sdmtliche Karteniibergidnge von der Klasse
C* sind.

Die Zahl n € Ny heif3t die Dimension dim M von M.

Bemerkung. Man hat den Begriff einer Mannigfaltigkeit auch im Fall £ = 0
(topologische Mannigfaltigkeiten) bzw. im Fall k = w (reell-analytische Mannig-
faltigkeiten). Im letzteren Fall sind alle Karteniibergéinge lokal in konvergente
Potenzreihen entwickelbar.

Bemerkung. (i) Eine Uberdeckung {U;} von M mit Kartenumgebungen wie
in der Definition heifit auch ein C*-Atlas.

(ii) Eine weitere Karte (U, ¢) heifit mit diesem Atlas vertrdglich, wenn sdmt-
liche Karteniibergiinge von (U, ) zu den (U;, ;) von der Klasse C* sind.

(iii) Ein C*-Atlas heiit mazimal, wenn er nicht durch Hinzunahme weiterer
vertraglicher Karten erweitert werden kann.

(iv) Unter einer C*-Struktur auf einer topologischen Mannigfaltigkeit M ver-
steht man einen maximalen Atlas auf M.

Es gilt offenbar:
Lemma 13.8. Jeder C*-Atlas bestimmt eine C*-Struktur in eindeutiger Weise.

Beweis. Man erweitere den Atlas um alle vertriglichen Karten. O
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13.1.3 Einige Beispiele differenzierbarer Mannigfaltigkei-
ten

1. Untermannigfaltigkeiten des R™. Hier ist noch zu verifizieren, dass
Untermannigfaltigkeiten des R™ entsprechend unserer fritheren Definition
parakompakt sind. Tatsiichlich besitzen sie eine abzihlbare Basis. (Wes-
halb?)

2. Der reell-projektive Raum RP™. Der reell-projektive Raum RP™ ist
der Raum aller Geraden im R™*! durch den Ursprung. Man hat eine sur-
jektive Abbildung S™ — RP", die diametral gegeniiberliegende Punkte
identifiziert. Mit der Quotiententopologie unter dieser Abbildung verse-
hen wird RP"™ zu einer topologischen Mannigfaltigkeit.

Wir fiithren eine C*°-Struktur (tatséchlich eine C¥-Struktur) auf RP™
wie folgt ein: Wir beschreiben Geraden durch den Ursprung im R7+!
durch projektive Koordinaten (xo: x1: ...: xy), wobel (zo: x1: ...: xy,)
die Bahn des Punktes (zo,...,z,) € R"*1\ 0 unter der radialen Wirkung
der Gruppe R\ 0 bezeichnet, d. h.

(o: @1t oot xy) = {()\xo,)\xl,...,)\xn) | Ae R\O}.
Fiir jedes i € {0,1,...,n} hat man die offene Menge
U; = {(xos R | | T ;é()}
in RP"™ sowie die Kartenabbildung

. . . Zo Ti—1 Tit1 Tn
(xo.xl.....xn)n—> — e, e, — |

Es ist jetzt leicht zu sehen, dass die Karteniibergéinge von der Klasse C*°
(tatséichlich C*) sind. In der Tat rechnet man nach, dass fiir ¢ < j der
Karteniibergang durch

eiU;NU;) ={y=(y1,...,yn) ER™ | y; #0}
— @;(UiNU;) ={z=(21,...,2n) €R" | zi41 # 0},
L2 yi 1 yin yj)

yeeey

(yla-“ayn)’_)( PR ) b b
Yj Yi Y;i Yy Yj

gegeben ist.

3. Die GraBmann-Mannigfaltigkeiten Gr(n, k). Die Graffmann-Man-
nigfaltigkeit Gr(n, k) ist der Raum aller k-dimensionalen linearen Unter-
rdume des R™. Ein Beispiel ist RP"™ = Gg(n + 1,1).

Gr(n, k) ist eine k(n — k)-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit (tatsdchlich
eine C¥-Mannigfaltigkeit).

Um Karten einzufiihren, verfahren wir wie folgt:
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Lemma 13.9. Sei V C R" ein (n—k)-dimensionaler linearer Unterraum.
Dann ist U(V) = {U € Ggr(n,k) ’ R" = U &V} ein affiner Raum mit
assoziiertem R-linearem Raum L(R"™/V,V).

Bemerkung. Die Bedingung R™ = U @ V fiir einen k-dimensionalen Un-
terraum U von R™ ist mit U NV = {0} dquivalent.

Beweis. Wir definieren eine freie und transitive Wirkung L(R"/V, V) x
UV) — U(V) wie folgt: jedem T € L(R™/V,V) und jedem U € U(V)
wird der Raum

{u+T(u+V)|ueU}

zugeordnet. Dieser Raum ist der Graph der linearen Abbildung 7T o 7y,
wobei 7y : U — R™/V durch die kanonische Projektion R” — R™/V in-
duziert ist. Offenbar gilt graph(T o ) € U(V).

Die Abbildung 7y: U — R™/V ist ein linearer Isomorphismus. Folglich
ist die Abbildung L(R"/V,V) — U(V), T — graph(T o 7yy) bei festem U
bijektiv.

Dass es sich bei der angegebenen Abbildung um eine Gruppenwirkung
handelt, iiberpriifen Sie bitte selbst. O

Die Wahl eines U € U(V') entspricht der Festsetzung der Null im affinen
Raum U(V). In diesem Fall identifizieren wir (V) mit L(U, V') vermoge
der Abbildung L(U,V) — U(V), T + graph(T).!

Seien nun V, V' (n — k)-dimensionale Unterrdume von R™ und U € U(V),

U’ € U(V') gewihlt.

Lemma 13.10. Der Kartenibergang von U(V') nach U(V') schreibt sich
als

{T € L(U,V) | graph(T) NV’ = 0}

— {S e LU, V') | graph(S) NV =0}
T Iy +T)AL(Iy +T)) " = Iy
Hierbei sind Iy € L(U,U), Iy € L(U',U’) die identischen Abbildungen

und II ist die Projektion im R™ auf U’ entlang V'. Die Inversion ist im
Raum L(U,U").

Beweis. Wird beim Karteniibergang der linearen Abbildung T' € L(U, V)
die lineare Abbildung S € L(U’, V') zugeordnet, so besteht die Gleichung

w+Tu=u + Su

IWir benutzen in diesem Zusammenhang weiterhin den Buchstaben T.
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mit u € U, v’ € U’. Der Zusammenhang zwischen u,u’ ergibt nach An-
wendung der Projektion II zu

Oy +T)u=1u
bzw. zu u = (II (Iy + T))'«. Es folgt, dass
Ip+T) I (Iy +T)) ' =Iy + 8

gilt. Die behauptete Beziehung ergibt sich unmittelbar. O

Wir topologisieren nun den Raum Gg(n, k), indem wir sagen, dass eine
Menge V C Ggr(n, k) genau dann offen ist, wenn ¥V NU(V) offen in U(V)
ist fiir alle V. Hierbei erhilt U4(V') die Topologie von L(U, V) wie angege-
ben.

Da es fiir U, U’ € Ggr(n, k) immer ein V gibt mit U, U’ € U(V), ist der
so erhaltene topologische Raum Gg(n, k) Hausdorffsch. Gleichzeitig haben
wir Gr(n, k) mit Kartenumgebungen iiberdeckt, so dass die Karteniiber-
ginge von der Klasse C*° (tatséchlich von der Klasse C*) sind. Folglich ist
Gr(n, k) eine C>°-Mannigfaltigkeit (tatséchlich eine C*“-Mannigfaltigkeit).

4. Weitere Beispiele sind CP"™, G¢(n, k), Matrixgruppen wie Gl(n;R),
Sl(n;R), U(n) usw.

5. Produktmannigfaltigkeiten. Sind M, N C*-Mannigfaltigkeiten, so ist
auch M x N eine C*-Mannigfaltigkeit. Ist dabei (U, ¢) eine Karte von M
und (V; 1) eine Karte von N, so ist (U x V, ¢ x 1) eine Karte von M x N.

Ein Beispiel ist der n-Torus T" = S' x --- x S!.
—_———

n Faktoren

13.2 Abbildungen zwischen differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten

Seien M, N C*-Mannigfaltigkeiten (nicht notwendigerweise derselben Dimensi-
on), f: M — N.

Definition 13.11. f heifit eine C*-Abbildung zwischen M und N, falls fiir
jede Karte (U, ) von M und jede Karte (V,%) von N mit f(U)NV # @ die
Abbildung

Yo fop™! e(UNfHV)) = (V)

UNF1(V)) |
von der Klasse CF ist.

Bemerkung. C*-Abbildungen sind automatisch von der Klasse C?, also stetig.
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Lemma 13.12. Um zu tiberprifen, ob eine gegebene Abbildung f: M — N wvon
der Klasse C* ist, geniigt es, die in der Definition angegebene Bedingung fiir
jeweils einen Atlas von M bzw. N zu verifizieren.

Beweis. Kartenwechsel sind selbst von der Klasse CF. O

Lemma 13.13. Die Komposition zweier C*-Abbildungen f: M — N und g: N
— N’ ist eine C*-Abbildung go f: M — N'.

Beweis. Offensichtlich. O

Definition 13.14. (i) Eine C*-Abbildung f: M — N heit ein C*-Diffeo-
morphismus, falls f bijektiv und die Umkehrabbildung f~': N — M von
der Klasse C* ist.

(ii) Zwei Mannigfaltigkeiten M und N heifien C*-diffeomorph, falls es einen
C*-Diffeomorphismus zwischen ihnen gibt.

Eine wichtige Aufgabe der Differentialgeometrie ist es, differenzierbare Man-
nigfaltigkeiten entsprechend der C*-Diffeomorphie zu klassifizieren. Eine erste
Invariante hier ist offenbar die Dimension dim M einer differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit M .2

Beispiel 13.15. In Dimension 1 gibt es bis auf Diffeomorphie genau eine kom-
pakte Mannigfaltigkeit, namlich S', und genau eine nichtkompakte Mannigfal-
tigkeit, nimlich R!. (Beweis vielleicht spiter).

Beispiel 13.16. CP" ist diffeomorph zu S2.

13.3 Das Tangentialbiindel

Wir mochten jetzt den Begriff eines Tangentialvektors an eine Kurve in einer
Mannigfaltigkeit einfiihren.

Sei dazu M eine C**'-Mannigfaltigkeit, p € M. Wir betrachten C'-Kurven
~v: I — M, I CR ein offenes Intervall mit 0 € I und v(0) = p.

Definition 13.17. Zwei derartige Kurven v;: I; — M fiir j = 1,2 berthren
sich erster Ordnung in p, falls in einer Karte (U, ) mit p € U

(pom) (0) = (por2) (0)

gilt. Wir schreiben i~ v2.

2Das ist auch fiir topologische Mannigfaltigkeiten richtig, nur wesentlich schwieriger zu
beweisen.
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Lemma 13.18. Die angegebene Bedingung ist unabhdngig von der gewdhliten
Karte.

Beweis. Sei (V,1)) eine weitere Karte mit p € V. Dann gilt fiir j = 1,2

(o) (0) = ((ou™) o) (0) =D (vop™) (p(p) (vonr;) (0),
woraus die Bedingung folgt. O

Definition 13.19. (i) Fiir eine C'-Kurve v: I — M mit 0 € I, v(0) = p
bezeichnet 7/(0) € T, M die Aquivalenzklasse von v unter ~,,.% 7/(0) heifit
der Geschwindigkeitsvektor an «y in p.

(ii) Die Menge aller Aquivalenzklassen 7/(0) unter ~,, ist der Tangentialraum
T,M an M im Punkt p.

Lemma 13.20. T, M ist in kanonischer Weise ein n-dimensionaler R-linearer
Raum.

Beweis. Sei (U, ¢) eine Karte mit p € U. Dann gilt
oM = {[t — @71 (¢(p) thv)]NP | v E R"},

wobei verschiedene v € R" verschiedene Aquivalenzklassen ergeben. Das folgt
daraus, wenn man v(t) = ¢! (¢(p) + tv) schreibt, dass dann

(poy) (0)=v

gilt. Die lineare Struktur des R™ iibertragt sich unmittelbar auf 7, M. Der Be-
weis des vorigen Lemmas zeigt, dass die so erhaltene lineare Struktur auf 7, M
unabhiingig von der gewihlten Karte (U, ¢) ist. O

Definition 13.21. TM = |J T,M heifit das Tangentialbindel von M.
peEM

Bezeichne m: TM — M die kanonische Projektion. Sei (U, ) eine Karte von
M. Wir betrachten die vermoge der Karte (U, ) in U eingefiihrten lokalen
Koordinaten x', ..., z™. Beziiglich dieses Koordinatensystems sei

) _
57 P) = [t 7 (p(p) +te))] € T,M
fir pe U, j =1,...,n.* Dann ist 521 (p), ..., 52 (p) eine Basis in T),M.

Satz 13.22. TM ist in kanonischer Weise eine 2n-dimensionale C*-Mannig-
faltigkeit, wobei n = dim M.

3Die Bezeichnung +4(0) ist ebenfalls gebriuchlich.
de1,...,en bezeichnet die Standardbasis des R™.
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Beweis. Wir identifizieren 7—1(U) fiir eine Karte (U, ) in M als Kartenum-
gebung in T'M. Dazu stellen wir fest, dafl sich beziiglich der Basis %(p), ceey
9_(p) jeder Vektor t € T, M als

oz™
n
.0
— i 2
=2 5 )
Jj=1
fir eindeutig bestimmte o!,...,a”™ € R schreibt. Wir nehmen z!,...,z",
al,...,a™ als Koordinaten in 771(U) ~ U x R™ und erhalten auf diese Weise

Karten in T'M.

Dazu miissen wir iiberpriifen, dass die Karteniibergéinge von der Klasse C*
sind. Sei also (V,1) eine weitere Karte mit U NV # () und induzierten lokalen
Koordinaten y!,...,y". Fir p€ UNV und j = 1,...,n rechnen wir

i) = 2= 255 ) e

k=1
nach, wobei (¢ o gp‘l)k die k-te Komponente von v o ¢! bezeichnet. Dies folgt

aus
n 0wl
Lo o™ (o) + 1)y = 3 2228 (o),

k=1

wobei Letzeres gemifl der Kettenregel gilt.
Ist nun t € T), M mit

"9 "9
tzgaﬂﬁ(pbgﬂkafyk(p)

und AY,..., /" €R,sogilt fir k=1,...,n

k

n ow-! .
gr=3 % ((p)) o’

bzw. mit o = (a!,...,a™)", 8= (G,...,8")"
Aot
5=20220 (p)a.

Letztere Bezichung vermittelt den Ubergang von den linearen Koordinaten o
zu den linearen Koordinaten 3, der von der Klasse C* ist.?

Wie im Beispiel der GraBmann-Mannigfaltigkeiten Gg(n, k) liefert die Uber-
deckung von TM mit Kartenumgebungen eine Hausdorff-Topologie (wieso ist
diese Topologie Hausdorffsch?) und damit eine C*~1-Struktur auf 7M. O

5Informell schreibt sich diese Beziehung als 3 = %a.
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Seinun f: M — N eine C**1-Abbildung. Fiir p € M definieren wir (df)p: T,M —
Ty (pyN vermoge +'(0) — (f o) (0).

Satz 13.23. Die so eingefiihrte Abbildung df : TM — TN ist korrekt definiert,
von der Klasse C* und besitzt die Figenschaft, dass (df = df|T vt LM —

Ty N fiir jedes p € M linear ist.

Beweis. Die Korrektheit der Definition sowie die Linearitéit der Abbildungen
(df),: TyM — Ty, N iiberlasse ich Ihnen.

Um einzusehen, dass df von der Klasse C* ist, nehmen wir fiir ein p* € M eine
Karte (U, ) in M um p* mit lokalen Koordinaten x!,..., 2™ und eine Karte
(V,%) in N um f(p*) mit U N f~1(V) # 0 und lokalen Koordinaten y!,. .., y".
Dann rechnet man nach, dass fir p e UN f~1 (V) und j =1,...m

@, () = 3 2L o P

k=1

gilt. Tatséchlich ist
d o
ﬁ((wOfw’l)(cp(p)Hea ) =o Z%@(p))%

geméifl der Kettenregel.

m .
Ist nun t € T, M mit t = ‘21 oﬂ%(p), so erhalten wir fiir
§=

:ZW%UW
k=1

dass

bzw. mit a = (al,...,ozm) , 8= (ﬁl,...,ﬂ")T, dass

_d@ofop™)
B= 5 (o(p)) o
gilt.8 Folglich ist die Abbildung df : TM — TN von der Klasse C*. O

SInformell schreibt sich dies als 8 = f o und verallgemeinert das totale Differential.
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13.4 Untermannigfaltigkeiten

Als néchstes verallgemeinern wir Satz 11.48.

Satz 13.24 (Satz vom konstanten Rang). Sei f: M — N eine C*-Abbildung, so
dass (df)p: TyM — Ty N in der Umgebung eines Punktes p* € M konstanten

Rang r hat.” Dann gibt es eine Karte (U, ) um p* und eine Karte (V,1)) um
f(p*), so dass

(Yofop H(at,...,a™) = (z...,2",0,...,0)

in o(UN f=1(V)) gilt.

Beweis. Die behauptete Eigenschaft ist lokal, also arbeiten wir in lokalen Ko-

ordinaten x',... 2™ um p* = 0 und y',...,y" um f(p*) = 0. Wir schreiben
r = (2/,2") mit 2’ = (2%,...,2"), 2" = (2", ... 2™) bzw. y = (y,y”) mit
v = ..., y"), ¥ = @t y"). Wir diirfen det (gi;) # (0 nahe 0 anneh-
men.

Dann kénnen wir die Gleichung y' = f/(z,2”) lokal nach 2’ auflésen, also

2 =2'(y,x"). Wir betrachten dann ', 2" als neue Koordinaten nahe 0.
Bezeichnet man nun 3’ wiederum als 2/, so nimmt die Abbildung f die Gestalt

[l 2") = (2, f"(2',2"))
an. Es gilt
I 0
Df(z' ") = <8f” af”> (', 2"),

oz’ ox’!

wobei in der linken oberen Ecke die r x r-Einheitsmatrix steht. Folglich hat

"

Df(z',2") genau dann Rang r, wenn gi,, (', 2") =0, also [ = f"(2') gilt.
Die Abbildung f schreibt sich demnach als

f(w/,x//) — (x/7fl/(x/>) .

Fiihrt man nun in R™ statt (3/,y”) neue Koordinaten (2/,z"”) vermoge 2z’ = ¢/,
"=y — f"(y') ein, so schreibt sich die Abbildung f schliefflich als

f@' 2" = (2',0).
Das ist gerade die Behauptung. O

Die beiden wichtigsten Spezialfille treten ein, wenn (df)p: TyM — TN vol-
len Rang hat.

7y < min{m, n}.



16 KAPITEL 13. DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN

Definition 13.25. Sei f: M — N eine C*-Abbildung.

(i) f heifit eine Immersion, falls (df)p: TyM — Ty N fiir alle p € M injektiv
ist. (Insbesondere ist dann r = dim M < dim N.)

(ii) f heiBt eine Submersion, falls (df),: T,M — Ty, N fiir alle p € M sur-
jektiv ist. (Insbesondere ist dann dim M > dim N = r.)

Besonders wichtig sind Einbettungen und eingebettete Untermannigfaltigkeiten.

Definition 13.26. (i) Eine C*-Abbildung f: M — N heiBt eine Einbettung,
falls f injektiv, eine Immersion und eine Homéomorphie auf das Bild f(M)
ist, wobei f(M) C N die induzierte Topologie trigt.

(ii) M selbst bzw. auch f(M) heiit dann eine eingebettete Untermannigfaltig-
keit von N.

Bemerkung. Ist f: M — N lediglich eine Immersion, so heifit M eine immer-
sierte Untermannigfaltigkeit von N.

Beispielsweise ist eine Kurve v: I — M mit 4/(¢) # 0 fiir alle ¢t € I eine ein-
dimensionale immersierte Untermannigfaltigkeit von M, aber nicht notwendi-
gerweise eine eingebettete Untermannigfaltigkeit. So kann ~ Selbstiiberschnei-
dung haben oder aber Situationen wie die folgende sind moglich (die beiden
Endpunkte gehéren nicht zur Kurve):

Satz 13.27. Ist f: M — N eine C*-Einbettung, so ist f(M) in der durch N
induzierten Topologie in kanonischer Weise eine C*-Mannigfaltigkeit, die zu M
diffeomorph ist.

Beuweis. Ist (U, @) eine Karte in M, so wihlen wir (f(U), o f(U)™") als Karte
in f(M). O

Meistens identifiziert man M und f(M) vermége der Einbettung f.

Lemma 13.28. Ist M C N eine Untermannigfaltigkeit, so hat T,M fiir p € M
eine konkrete Realisierung als Teilraum von T,N, d. h. wir haben T,M C T,N
in kanonischer Weise.

Beweis. Jede C'-Kurve v: I — M ist gleichzeitig auch eine Kurve in N. O

Wir kommen nun zum wichtigen Satz vom reguldren Wert.
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Definition 13.29. Sei f: M — N eine C*-Abbildung, ¢ € N. Dann heifit ¢
requlirer Wert von f, falls (df),: T,M — TyN fiir alle p € f~1(q) surjektiv ist.

Bemerkung. Ist f~1(q) # 0, so folgt dim M > dim N.

Satz 13.30 (Satz vom reguliren Wert). Seien f: M — N eine C*-Abbildung
und q* € N ein requldrer Wert von f. Dann ist entweder f~1(q*) = () oder
M' = f~1(q*) ist eine (dim M — dim N)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von M .8

Weiterhin gilt T,M' = ker (df),, fir p € M', das heift, die kurze Sequenz

0—T,M —T,M P 1.N 0
ist exakt.
Beweis. (i) Sei f~1(¢*) # 0. Da M’ C M nichtleer und abgeschlossen ist,
geniigt es zu zeigen, dass sich M’ lokal ,, geradebiegen® l48t.

Sei dazu p* € f~1(¢*). Es gibt dann lokale Koordinaten x!,... 2™ in
M um p*? und lokale Koordinaten in N um ¢*, so dass sich mit 2’ =
(xt,...,2™), 2" = (2", ... 2™) die Abbildung f als

f(x/7x//) — x/
schreibt. In diesen Koordinaten gilt, dass M’ = {2’ = 0} (lokal), und die
erste Behauptung folgt.

(ii) Erste Méglichkeit. Obige Koordinaten induzieren Koordinaten in T'M,
also TM = {(2/,2",a/,a”)} und dann T~ M’ = {(0,0,0,a")}. Anderer-

seits ist df ,. = (0 Tnxn ), woraus ker df . = {(0,0,0,a")} folgt. Daher
(m—n)xn

Ty M’ = ker (df),,..

Zweite Mdglichkeit. Aus Dimensionsgriinden geniigt es, die Inklusion
T,-M" C ker (df),. zu zeigen. Sei v: I — M’ eine Cl-Kurve in M,
~v(0) = p*. Dann ist f o die Kurve konstant ¢* und daher

(df),- (7'(0)) = (f o) (0) =0,

8Man sagt auch, dass M’ eine dim N-kodimensionale Untermannigfaltigkeit von M ist.
9Zur Erinnerung:

e Ist U C M offen, so sind lokale Koordinaten in U n reellwertige C*-Funktionen

zl, ..., z": U — R, so dass mit = = (z',...,2")7T die Abbildung
z:U—z(U) CR"
bijektiv auf ihr Bild und zudem
(dx)p: TpM — Ty, R™ = R"™
fiir alle p € U ein linearer Isomorphismus ist.
Aquivalent ist, dass (U, z) eine mit der C*-Struktur auf M vertrigliche Karte darstellt.

e Ist p* € M, so sind lokale Koordinaten um p* lokale Koordinaten z: U — R"™ in einer
Umgebung U von p* mit der zusitzlichen Eigenschaft, dass z(p) = (0,...,0)T gilt.
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also 7'(0) € ker (df),,.

13.5 Vektorfelder

13.5.1 Definition und erste Eigenschaften

Sei M eine C**'-Mannigfaltigkeit.

Definition 13.31. Ein C*-Vektorfeld X auf M ist eine C*-Abbildung X : M —
TM mit 7o X =idys, wobei m: TM — M die kanonische Projektion ist. (Dies
bedeutet X (p) € T, M fiir alle p € M.) Den Raum aller C*-Vektorfelder auf M
bezeichnen wir mit C*(M;TM).

In lokalen Koordinaten z!,..., 2" in M schreibt sich ein Vektorfeld X als

P 1 — “ e n R
X = al(e) o+ +a (@)

wobei o/ € CF(U;R) fiir j = 1,...,n; U bezeichnet die Koordinatenumgebung.
Man kann Funktionen in Richtung von Vektorfeldern ableiten:

Definition 13.32. Fiir X € C*(M;TM), f € C*(M;R) ist X(f) € C°(M;R)
die durch

X(f)(p) = (df),(X(p), peM,
definierte Funktion. Dabei gilt (df),,: T,M — Ty, R = R.
Satz 13.33. Fir 1 <r <k ist X: C"(M;R) — C""1(M;R) R-linear. Zudem
gilt
X(fg) = X(f)g+fX(9)
fiir f,g € C*(M;R).

Beweis. In lokalen Koordinaten z',...,z™ wie oben haben wir (df)p (%) =

é,IJ( x) fir j =1,...,n und damit

X Zaj 8:167

:jz:aj(x)( () = E_Z s

Die Behauptungen folgen. O
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13.5.2 Der Fluss eines Vektorfeldes

Sei M eine C**1-Mannigfaltigkeit und X € C*(M;TM) ein Vektorfeld.
Wir interessieren als nichstes uns fiir den Fluss von X.

Definition 13.34. Eine C'-Kurve v: I — M heifit Integralkurve von X, falls
Y () =X (y(t) fiiralletel.

Ist ¢ — x(t) eine Kurve in lokalen Koordinaten, so schreibt sich die Bedingung,
Integralkurve zu sein, als

dzd .
%(t) = (X(t), j=1,....,n.
Dies ist ein System gewohnlicher Differenzialgleichungen.

Satz 13.35. Sei X ein C*-Vektorfeld auf M, p € M. Dann gilt:

(1) Es gibt eine eindeutig bestimmte mazimale Integralkurve ~v: I, — M durch
p, d.h. es gilt v(0) = p und ist ¥: I — M eine weitere Integralkurve von
X mit5(0) =p, so gilt I C I, und y(t) =7(t) fir allet € I.

(ii) Das Existenzintervall I, ist offen.

(iii) Ist I, nach oben beschrinkt, so verldfit v(t) jedes Kompaktum in M bei
Anndherung von t an die obere Intervallgrenze. Analog im Fall, dass I,
nach unten beschrdinkt ist.

Beweis. Siehe Kapitel 12 tiber gewthnliche Differenzialgleichungen. O
Folgerung 13.36. Ist M kompakt, so gilt I, = (—o0, 00) fiir alle p € M.
Integralkurven héingen unter anderem C* von den Anfangsbedingungen ab:

Lemma 13.37. Fiir jedes Kompaktum K C M gibt es ein a > 0 und eine C*-
Abbildung v: [—a,a]x K — M, so dasst — ~(t,p) fiir jedes p € M Integralkurve
von X mit v(0,p) = p ist.
Fir p € M bezeichne v(-,p): I, — M die mazimale Integralkurve zu X mit
7(0,p) =p.
Lemma 13.38. Sei s € I),. Dann gilt t € L,(,,) genau dann, wenn t + s € I,,.
In diesem Fall

v (t7(s,p)) = 7(t + 5, p).

Beweis. t — ~(t + s,p) ist Integralkurve zu X mit (¢ + s,p)|t=O =~(s,p). O
Satz 13.39. Die Menge

U= |J Lx{p)CRxM
peM

ist offen in R x M. Die Abbildung v: U — M, (t,p) — ~(t,p) ist C* und besitzt
die folgenden FEigenschaften:
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(i) v(0,p) = p fir alle p € M,

(ii) v (t,v(s,p)) = y(t + s,p) fiir alle (s,p) € U und fiir alle t, fir die wenig-
stens eine der beiden Seiten definiert ist. (Dann ist automatisch die andere
Seite definiert und beide Seiten sind gleich.)

Beweis. Wir haben lediglich zu zeigen, dass U C R x M offen ist. Sei dazu
(t*,p*) € U, d.h. t* € I,«. Sei weiterhin K eine kompakte Umgebung von p*
in M. Dann existiert ein ¢ > 0 mit [t* — a,t* 4+ a] C I, fiir alle p € K. Dann
jedoch ist [t* — a,t* + a] x K eine kompakte Umgebung von (t*,p*) in R x M,
die vollstéindig in U enthalten ist. Also ist U offen. O

Folgerung 13.40. X habe die Eigenschaft, dass I, = (—o0, 00) fiir alle p € M
gilt (M sei beispielsweise kompakt). Fiir ¢ € R definieren wir

Ye: M — M, p—~(tp).

Dann ist {’yt eine Gruppe von C*-Diffeomorphismen von M, d.h. v, ist fiir

Vrew
jedes t € R ein C*-Diffeomorphismus und es gilt

(i) vo =idas,
(i) 7 o7vs = Yitss VEsER.
Definition 13.41. Die Abbildung v: |J I, x {p} — M heiBt der Fluss des

peEM
Vektorfeldes X.

13.5.3 Normalformen

Regulire Stellen

Sei X € C¥(M;TM), p* € M und X(p*) # 0. Dann liisst sich das Vektorfeld
X um p* lokal ,, geradebiegen*:

Satz 13.42. Es gibt lokale Koordinaten ', ..., 2" um p*, so dass X = 6‘21 m
diesen Koordinaten.

Beweis. Wir wahlen in einer hinreichend kleinen Umgebung U von p* eine
1-kodimensionale Untermannigfaltigkeit N C M mit p* € N, so dass der Fluss
von X transversal zu N ist. Letzteres bedeutet, dass

T,N +span{y'(0,p)} = T,M
fiir alle p € N gilt. Als lokale Koordinaten um p* wihlen wir dann z2,..., 2"
in N um p* und zusétzliche Koordinate die Zeit ' = t entlang des Flusses von

X (so normalisiert, dass x!(p) = t(p) = 0 fiir p € N). Dann gilt!°

X(f)p) = %f(ml —&—t,aﬁQ,...,x”)‘t:O

= %(3{:1,3@2, conx”),

10Wir erinnern daran, dass X (f)(p) = %f ('y(t,p))|t:0.
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also X = % in diesen Koordinaten. O

Hyperbolische kritische Stellen

Definition 13.43. p* € M heifit kritische oder stationdre Stelle (oder auch
Fixpunkt) fiir das Vektorfeld X € C*(M;TM), falls

X(p") =0.

Wir wollen jetzt den Fluss von X lokal in der Nihe einer stationdren Stelle
untersuchen, unter der zusétzlichen Annahme, dass diese Stelle hyperbolisch
ist. Um diese Bedingung formulieren zu kénnen, benotigen wir den Begriff der
Linearisierung des Vektorfeldes X an der stationéren Stelle p*. Dazu schreiben
wir

X = Z xka{c(x)@

J k=1
mit ai € C*1(M;R) fiir eine Kartenumgebung von p*.

Satz 13.44. Vermdge der Matriz (ai(O))j_k:1 ,, wird in korrekter Weise eine
lineare Abbildung /
(6X),: TpeM — T)e M

definiert.!!

Beweis. Beziiglich der fixierten Koordinaten z', ..., 2" schreiben wir einen Vek-

tor in T~ X als (tk)kzl,...,n (=53 tk%(p*)). Fithren wir andere lokale Koor-
k=1

dinaten y',...,4y" um p* ein, so schreibt sich derselbe Vektor als (t~s)s:1
wobei

gilt.
Die Abbildung (6X),,.: T« M — T,-M in den Koordinaten byt st

n

(), = (3 al0)t*) .

k=1 J

Um zu schen, dass dies eine korrekt definierte lineare Abbildung von T« M in
sich ist, miissen wir zeigen, dass wir in den Koordinaten y',...,y" dieselbe

Abbildung erhalten.

n . )
HSchreiben wir wie iiblich X = > of (z)% in lokalen Koordinaten, so gilt o (0) = 0 fiir
j=1

j=1,...,n und a](0) = 22 (0) fiir j,k = 1,...,n.
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Von hier ab benutzen wir die Einsteinsche Summenkonvention, d.h. wir sum-
mieren jeweils iiber gleichzeitig hoch— und tiefgestellte Indizes. Sei also

X =y°b, .
y°bi(y) G
Aus 62,, = gZJ % folgt '
ox? 0
X =% T —
w W57
und damit
0 0z’ oy° 0z’
J _ s T — r
A0 = 5o (75 02| _, = 50 G 0)500)
Wegen
oxk oy° 1, k=Fk
= 5k/ = ’
ays (0) al'kl (0) k {07 k' 7& k/

erhalten wir

ozk oy oy*

KO = 550) 550 a0 50 = L0 a0

Die so erhaltene Bezichung zeigt, dass sich die (ai (O)tk) _tatséchlich in korrek-
J
ter Weise als Tangentialvektoren transformieren. O

Definition 13.45. Die Abbildung (6X),.: T« M — T),- M heifit die Lineari-
sterung von X an der kritischen Stelle p*.

Bemerkung. Ist X : U — R™ ein Vektorfeld in U C R offen mit 0 € U, X(0) =
0, so ist
(6X), = (DX)(0) € L(R").

Um den Fluss von X nahe p* zu verstehen, diskutieren zuerst den Fluss der
Linearisierung. Wir machen dazu eine Annahme:

Definition 13.46. Die kritische Stelle p* € M heifit hyperbolisch, falls Re u # 0

fiir alle Eigenwerte p des linearen Operators (6X)p* T M — Tp- M.

Da die Untersuchung des Flusses von X nahe p* eine lokale Frage ist, betrachten
wir X: U — R als auf einer offenen Menge U C R™ mit 0 € U, X(0) = 0
gegeben. Sei also A = DX (0) € L(R™) und

Xo = (Az,0,) = Z xkai@
jik=1

die Linearisierung von X.'? Zudem sei die kritische Stelle 0 hyperbolisch, d. h.
a(A)NiR = (.
Aus der linearen Algebra wissen wir:

12Man schreibt 8y = (81,...,0,) = (21, ..., 2%%).

ozl )’ Hxm
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Lemma 13.47. FEs existieren zwei komplementdre, A-invariante Unterrdume
E*, E- vonR" (d.h. R" = Et @ E~, AE* C E%), s0 dass

o (A|lg:) € {z€C|£Rez>0}.

Definition 13.48. Die Zahl 0 = dimE~ € {0,1,...,n} heifit der Index der
hyperbolischen kritischen Stelle 0.

Sei nun IT~ die Projektion im R™ auf E~ entlang ET und IIT = 1 — 11~ die
komplementire Projektion. Indem wir (z,27) = (IITz, 11" z) als Koordinaten
in R™ einfiihren, erhalten wir

AT 0
(5 2)

Satz 13.49. Der Fluss des Vektorfeldes

wobei AT = A|Ei ist.

Xo = (Az,0,) = <A+x+,3+> + <A_x_,8_>
st gegeben durch

+ -
A ot ATt otA

Y(t, zo) = etag = ( g.et xg) .
Insbesondere gilt
(i) ~(t,z0) — O fiirt — +oo <= xp € ET (d. h. zf =0),
(ii) y(t,w0) — ET fiir t — +00 in dem Sinne, dass
dist(y(t, zo), ET) — 0 fiir t — +o0.
Beweis. Einfache Rechnung und Beachtung der Tatsache, dass £ Rep > 0 fiir
alle Eigenwerte p € o(A¥). O

Dieses Resultat beschreibt bereits den allgemeinen Fall auch fiir nichtlineare
Vektorfelder X : U — R"™. Dazu definieren wir
MS:{x€U|’y(t,x)HOﬁ1rtﬂoo},
M, ={z € U|~(t,x) — 0 fir t —» —oco}

und nennen sie die (lokale) stabile bzw. instabile Mannigfaltigkeit an M in p*
(,,s“ steht fiir ,stable, ju“ steht fiir ,,unstable).

Satz 13.50. Fiir U hinreichend klein sind Mg und M,, (eingebettete) C*-Unter-
mannigfaltigkeiten von M der Dimension o bzw. n—o, die sich in p* transversal
schneiden (d.h. es gilt Ty« Ms + Ty My, = Ty« M).

Beweis. Ohne Beweis. Taséchlich gilt in obigen Bezeichnungen, dass T}« M =
E~, T,»M, = E" ist. O
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Bemerkung. Ersetzt man in der Definition von M, M, die Forderung x € U
durch € M, so erhilt man immer noch immersierte C*-Untermannigfaltig-
keiten von M. Das globale Bild kann jedoch sehr kompliziert sein. In diesem
Zusammenhang heiflen M und M, dann die stabile bzw. instabile Untermannig-
faltigkeit an M in der kritischen Stelle p*.

Tatséchlich ist wesentlich mehr richtig:

Satz 13.51 (Satz von Hartman-Grobman). Sei p* € M eine hyperbolische
kritische Stelle des Vektorfeldes X € C*(M;TM) und Xo = (0X)p: Tpe M —
T« M sei die Linearisierung von X an p*. Dann gibt es eine Umgebung U von
p* in M und eine topologische oder C°-Einbettung p: U — T,- M, die die Fliisse
von X und Xg in U bzw. ¢(U) orientierungserhaltend aufeinander abbildet.'3
Ist o tatsdchlich von der Klasse C*, so gilt

(dp), (X(p)) = Xo (¢(p))
fir alle p e M.

Beweis. Ohne Beweis. O

Bemerkung. Im Allgemeinen lisst sich ¢ nicht von der Klasse C! wiihlen.

13.6 Weitere Kapitel

13.6.1 Uberlagerungen
Die Fundamentalgruppe

Sei X ein topologischer Raum.

Definition 13.52. (i) Wir sagen, dass zwei Kurven v,7': [0,1] — X homo-
top sind, falls es eine stetige Abbildung H: [0,1] x [0,1] — X gibt mit
Y= H("O)v v = H('a 1)'
(i) Gilty(0) =+/(0) = 2°,v(1) = 4'(1) = x!, so werden wir dariiber hinaus im
Allgemeinen fordern, dass die Homotopie H die Anfangs- und Endpunkte
festhélt, d.h. dass H(0,-) = 2°, H(1,-) = ! gilt.

Definition 13.53. Die Fundamentalgruppe 71 (X, x°) fiir 2 € X ist die Menge
aller Homotopieklassen von geschlossenen Kurven v: [0,1] — X mit Anfangs-
und Endpunkt 20 (d.h. v(0) = (1) = 29).
Satz 13.54. Mit der Verkniipfung
MelT=1[vev],
wobei
v(28), 0<t<1/2,
N2t —1), 1/2<t<1,

(Yo )t) = {

ist m1 (X, 2°) eine Gruppe.

13Man sagt dann, dass die Fliisse von X, Xo topologisch dquivalent sind.
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Beweis. Ist H eine Homotopie zwischen 7,4 und H’ eine Homotopie zwischen
~', 8, so ist

H(2t 0<t<1/2

(H o H')(t,5) = { L2L5): <t<1/2,

H'(2t —1,s), 1/2<t<1,

eine Homotopie zwischen yoy’, §od’. Folglich ist die Abbildung [v], [y'] — [y]o[Y’]
korrekt definiert. Die Identitét unter dieser Operation ist die Homotopieklasse
[t — 0], wihrend das Inverse zu [y] durch [t — (1 — t)] gegeben ist. O

Bemerkung. Man kann die Fundamentalgruppe 71 (X, 2°) auch als Menge aller
Homotopieklassen stetiger Abbildungen (S!, *) — (X, z") betrachten. Hierbei ist
* ein beliebiger Punkt in S', der auf z° abgebildet und unter den Homotopien
festgehalten wird.

Beispiel 13.55. (i) mi(S') = m(RP') = Z.
(i) m (S") = 0 fiir n > 2.

Eigenschaften

(i) Ist f: (X, 2°) — (Y,9°) stetig', so induziert f einen Gruppenhomomor-
phismus
f*:ﬂ-l(X7xO)*>ﬂ-1(Yvy0)v [’Y]'—)[fO’Y]

Beweis. Sind die geschlossenen Kurven v, v’ vermége H homotop, so sind

for, fo~ vermége f o H homotop. Also ist f. wohldefiniert (d.h.
reprisentantenunabhingig).

Genauso leicht sieht man, dass f. ein Gruppenhomomorphismus ist. O
(ii) Sind f: (X,2%) — (Y,4Y), g: (Y,4°) — (Z, 2°) stetige Abbildungen, so gilt

(9f), = g« fs

als Abbildungen zwischen den Fundamentalgruppen.

Beweis. Fiir [y] € m1(X, 2°) gilt
(91). (b)) = l9f7] = g([f4]) = g (f(12])) -

O

(iii) Als (abstrakte) Gruppe hiingt 71 (X, z°) nur von der Wegzusammenhangs-
komponente von z° ab.

14Diese Notation bedeutet, dass f(z0) = 30.
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Beweis. Sei 6: [0,1] — X eine Kurve, die 2°, ! verbindet, d.h. es gilt
5(0) = 20, 6(1) = 2'. Dann ist

m(X,2%) = m(X,2'), [ —[6oyed™l],

wobei 67! die in umgekehrter Richtung durchlaufende Kurve & bezeichnet,
ein Gruppenisomorphismus. O

Bemerkung. Ist X wegzusammenhéngend, so schreibt man oft auch 7 (X)
anstelle von 71 (X, 20).

Ist M eine C*-Mannigfaltigkeit, so ist 1 (M, p) abzihlbar. (Das bedeutet
insbesondere, dass Gruppen wie R, S' unter den Fundamentalgruppen von
Ck-Mannigfaltigkeiten nicht vorkommen.)

Beispiel 13.56 (Berechnung der Fundamentalgruppe m(S') & Z). Wir

realisieren die S! als Einheitskreis in der komplexen Ebene, d.h.
S'={zeC||z| =1} = {&*™" |t €[0,1]}.

Jede stetige Abbildung ~: (S',1) — (S!,1) schreibt sich (in eindeutiger
Weise) als
7(6271'2’15) _ e27ricp(t)’

wobei ¢: [0,1] — R stetig ist und ¢(0) =0, ¢(1) € Z.

Behauptung. Die Abbildung [y] — ¢(1) realisiert einen Gruppeniso-
morphismus zwischen 71 (S*, 1) und Z.

Beweis. Sei v': (S',1) — (S!,1) eine weitere stetige Abbildung mit
v (e2Ti) = 2™ (1) wobei ¢/(0) = 0, ¢/(1) € Z. Wir haben zu zeigen,
dass 7,7’ genau dann homotop sind (unter Festhaltung des Punktes 1),
wenn (1) = ¢'(1) gilt.

(=) Seien 7,~ homotop. Dann gibt es eine Homotopie K : [0,1]x[0,1] —
R zwischen ¢, ¢, d.h. ¢ = K(-,0), ¢’ = K(-,1), mit der zusitzlichen
Eigenschaft K(1,s) € Z fiir alle s € [0,1]. Die Stetigkeit von K impliziert
dann, dass

e(1) = K(1,0) = K(1,1) = ¢'(1).
(<) Gilt umgekehrt p(1) = ¢'(1), so ist

H(t,s) = o2mi((1=s)p(t)+s¢' (1))

eine Homotopie zwischen v,v’. (Man beachte, dass (1 — s)¢(1) 4+ s¢’(1)
(1) € Z fiir alle s € [0,1].)

o
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Definition und erste Eigenschaften von Uberlagerungen

Seien X, Y topologische Raume, 7: X — Y stetig.

Definition 13.57. (X,7,Y) (auch als X I, Y geschrieben) heiBt eine Uber-
lagerung, falls es eine offene Uberdeckung {V}} von Y und offene Mengen U;; C
X mit 7= 1(V;) =[] U;; (disjunkte Vereinigung!) gibt, so dass

fiir alle 7, j eine Homdomorphie ist.
Beispiel 13.58. (i) R — S, ¢+ e?mit

(ii) S™ — RP" vermdge der Identifikation diametral gegeniiberliegender Punk-
te ist zweifache Uberlagerung 1°.

(iii) Dies ist keine Uberlagerung:

¢ {X

Eigenschaften

i) Ist X 5 Y eine Uberlagerung, so ist die Faser X, = 7 *(q) iiber ¢ fiir
q
alle ¢ € Y diskret.

(ii) Ist M 5 N eine Uberlagerung und N eine C*-Mannigfaltigkeit, so trigt
M in natiirlicher Weise die Struktur einer C*-Mannigfaltigkeit, so dass 7
ein lokaler C*-Diffeomorphismus ist.

Beweis. Indem wir die Vj; aus der Definition einer Uberlagerung gegeben-
falls kleiner wahlen, diirfen wir annehmen, dass die V; Kartenumgebungen
sind, dass wir also Karten (V;,;) mit C*-Karteniibergiingen haben. Als
Karten in M wéhlen wir dann (U5, 95 (7T|Uij )). Diese Konstruktion &ndert

die Karteniiberginge nicht, gibt uns also eine C*-Struktur auf M.

Offenbar ist M mit N auch Hausdorffsch, und die Parakompaktheit von
M folgt aus der Abzihlbarkeit von 1 (N). (Dazu spiiter mehr.) O

Satz 13.59. Sei X = Y eine Uberlagerung, ¢° € Y, p° € 771(¢°).

15Dje Vielfachheit einer Uberlagerung kliren wir spiiter.
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(i) Isty: I —Y eine Kurve in' Y mit v(0) = ¢°, so gibt es genau eine Kurve

: T — X mit¥(0) = p° und mo7 = 1.
(ii) Sind die Kurven v, o' mit Anfangspunkt ¢° homotop in Y, so sind auch
die Kurven 7, ¥/ mit Anfangspunkt p° homotop in X. Insbesondere gilt

dann 5(1) =7'(1).
(1) Indem man, falls nétig, die Mengen V; aus der Definition einer

Beweis.
Uberlagerung kleiner wihlt, darf man Folgendes annehmen: (1) € |J Vi,
1=1

Y(I) NV =~([0,61)),
YI)NVi=~(ar,8)), 2<1<m—1,

Y(I) NV =7 (s 1))

und
O<ap<fi<az<fBa<- < Pmo<am<Pm_ <l

[_

Unter den Mengen U;; aus der angegebenen Definition gibt es eindeutig
bestimmte Mengen U; mit folgenden Eigenschaften:

d pO € Ula
o T(UiiNU)NA(I) #0,2 <1 <m.1°

Wir setzen dann

(7)) (v(1), 0<t<py,
)= |,) " (), a<t<f, 2<i<m—1,
(), am<t<L

(ii) Sei H: I? — Y eine Homotopie zwischen v, 4/, d.h. H(-,0) =, H(-,1) =
v, H(0,) = ¢°, H(1,-) = v(1). Dann liefert die Hochhebung H(-,s) der

Kurven H(-,s) fiir 0 < s < 1 eine Homotopie zwischen 7 und 7'.
O

16Y/,, = V4 ist moglich. Doch auch in diesem Fall wird im Allgemeinen U,, # Uj sein.
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Die Kurve 5 aus (i) bezeichnen wir mit 3, = 3,X.
Bezeichne nun [N; ¢°, ¢'] die Menge aller Homotopieklassen von Kurven von ¢"
nach ¢! in N. Insbesondere ist 71 (N, ¢") = [N; ¢", ¢']. Obiger Satz gibt uns eine
wohldefinierte Abbildung
Xgo X [N;qo,ql] — X

(p, 7)) = Pl = 7p(1).

Ist [6] € [N;q', ¢?], so gilt

(p[v]) [6] = pld].
‘ Q) a (3 I

Insbesondere ist Rechtsmultiplikation mit [y] eine Bijektion Xpo — X, mit
Umkehrabbildung [y~1].

Folgerung 13.60. Alle Fasern X, einer Uberlagerung X = Y mit wegzusam-
menhéngendem Y sind gleichméchtig. Die Méchtigkeit | X, | ist die Vielfachheit
der Uberlagerung (gleich der Anzahl der Blétter).

Folgerung 13.61. Die Fundamentalgruppe (NN, ¢°) operiert von rechts auf
Xyo.

Satz 13.62. Fiir eine Uberlagerung X = Y ist der induzierte Gruppenho-
momorphismus m.: m (X, 2°) — m(Y,y?), wobei z° € w~1(y°), injektiv. Dar-
iiber hinaus gehort ein [y] € m1(Y,4°) genau dann zum Bild von 71 (X, 2°) in
71 (Y, y°), falls Yz, ein geschlossener Weg ist.

Beweis. (i) Sei [§] € m1(X,20), 7.[8] = [7] = 0 in 71(Y,y"), d. h. der Weg 74
ist null-homotop. Dann liftet 7§ zum null-homotopen Weg 6 = 74, also ist
[0] = 0.

(i) [y] gehort zu m,m(X,2%) genau dann, wenn [y] = [rd] fiir ein [§] €
71(X,20), d. h. genau dann, wenn der Lift 5 von v zu einem geschlossenen
Weg w6 = § homotop ist.

O
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Klassifikation von Uberlagerungen

Ab sofort sei Y = N eine zusammenhingende C*-Mannigfaltigkeit. Wir wollen
uns eine Ubersicht iiber die moglichen Uberlagerungen M = N verschaffen.
Wenn bequem, diirfen wir dabei M als zusammenhéngend annehmen.

Satz 13.63. Sei f: (L,7°) — (N,q°) eine C*-Abbildung, p° € M,. Dann
existiert genau dann eine C*-Abbildung F: (L,7°) — (M,p°) mit T o F = f,
wenn

femi(L,r°) © momi (M, p%)

gilt.
Beweis. (=) Wegen f, = m, F,, also
fori(L,7°) = mo Fomry (L, r°) C momy (M, p°)
ist die angegebene Bedingung notwendig.

(<) Sei nun diese Bedingung erfiillt. Sei weiterhin € L. Um F(r) zu defi-

nieren, withlen wir eine Kurve v in L mit v(0) = 7%, v(1) = r. Dann ist

—_~—

foyKurvein N, (f o ’y)po Kurve in M mit Anfangspunkt p®. Wir setzen

F(r)=(fom),()=p"[fon].
Zu zeigen: F' ist korrekt definiert.
Sei dazu v’ eine weitere Kurve in L mit 7/(0) = 7%, /(1) = r. Dann liegt

[(foy)(fov) "] = fu[yoy' "] nach Voraussetzung in m.m (M, p°), liftet
also zu einer geschlossenen Kurve in M (mit Anfangs— und Endpunkt p°).

Folglich gilt (m)po(l) = (737),,0(1)

Dass F tatsichlich von der Klasse C* ist, ist nun leicht einzusehen.
O

s

Wir betrachten jetzt die Situation, dass zwei Uberlagerungen M 5 N, M’ 5
N iiber N gegeben sind. Sei weiterhin ®: M — M’ eine C*-Abbildung mit
7'® = 7, d. h. das Diagramm

M 2
idy
N —— N

kommutiert.!” Das ist gleichbedeutend mit ®(M,) C M’, fiir alle ¢ € N, d.h.
® induziert fiir jedes ¢ € N eine Abbildung

O, My — Mé.

17® ist ein Homomorphismus von Uberlagerungen von N.
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Lemma 13.64. @0 ist m1(N, ¢°)-invariant, d. h. es gilt

Dgo(p]) = Pgo (p) ]
fiir alle p € My, [] € m1(N, ¢°).

Beweis. Es gilt

Umgekehrt gilt:

Satz 13.65. Seien M = N, M’ =, N zwei Uberlagerungen, ¢° € N und
Y Mg — M, eine mi(N, q°)-invariante Abbildung. Dann gibt es genau ein
&: M — M’ von der Klasse C* wie oben, so dass

b= Dy

Beweis. Sei p € M. Wir withlen eine Kurve v in N mit v(0) = ¢°, (1) = n(p)
und setzen dann

®(p) = F)(p0y (1) = (") ],

wobei p® € M, der Anfangspunkt der Kurve 5 in M mit J(1) = p ist. Wir

haben wiederum zu zeigen, dass ®: M — M’ korrekt definiert ist.

Sei dazu 4’ eine weitere Kurve in N mit 7'(0) = ¢°, v/(1) = n(p). Sei p' der
-1

Anfangspunkt der Kurve 7" mit 4/(1) = p. Dann gilt p* = p°[yy'~ "] und somit
wegen der 7 (N, ¢°)-Invarianz von
D(p') = D"
Es folgt, dass
@(p) = (") = "]
korrekt definiert ist.
Die Tatsache, dass ® von der Klasse C¥ ist, ist jetzt wiederum einsichtig. [

Folgerung 13.66. Wir haben die folgende Bijektion:

{®: M — M| ®ist C*, 7'® =7}
— {w: My — M,;o | ¥ ist w1 (N, qO)—invariant}, D — <I>| My

Wir stellen uns jetzt die Frage, wie allgemein die Faser Mo einer Uberlagerung
M L N sein kann.
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Theorem 13.67. Sei Xy eine beliebige nichtleere Menge, auf der 771(]\{, q°)
von rechts operiert.'® Dann gibt es eine (bis auf Isomorphie eindeutige) Uber-

lagerung M 5 N mit der Faser Mg =2 Xo und der gegebenen Monodromie
Xo x m1(N,¢°) — Xo.

Beweis. (i) (Eindeutigkeit) Eindeutigkeit bis auf Isomorphie folgt aus den
vorangegangenen Resultaten.

(ii) (Existenz) Wir konstruieren die Uberlagerung M = N. Dazu betrachten
wir fiir ¢ € N die Menge aller Paare (p,[7]) mit p € Xo, [7] € [N; ¢, q]
und folgende Aquivalenzrelation:

(.1 ~ @, 1Y]) = o =phy ")

Sei M, die Menge aller Aquivalenzklassen beziiglich dieser Relation. Wir
setzen dann

M=||M,
qEN

(disjunkte Vereinigung). M ist die gesuchte Uberlagerung.

Wir miissen zeigen bzw. korrekt definieren:

(a) My = Xo. Die Abbildung Xo — My, p — [p,[0]] ist eine Bijektion.
Tatséchlich ist diese Abbildung injektiv, denn aus [p,[0]] = [p/,[0]]
folgt p’ = p[0] = p. Sie ist wegen [p, [v]] = [p[7], [0]] auch surjektiv.

(b) Projektion w. Die Projektion 7 ist die natiirliche, also 7 ([p,[]]) = ¢
fiir [p, [y]] € M,.

(¢) Topologie von M. Sei U eine einfach zusammenhingende Umgebung
von ¢ € N.' Dann sei die Menge

{[p.[v0]] | 6 ist ein Weg in U mit Anfangswert ¢}

eine offene Umgebung von [p, [v]] € M,. Alle Mengen dieser Form
bilden eine Basis fiir die gesuchte Topologie von M. Beziiglich dieser
Topologie wird 7 zu einer Uberlagerungsabbildung.

(d) Monodromie. Ist v ein Weg in N von ¢° nach ¢, so ist fiir p € X,

Ist ¢ = ¢°, so ist demnach 7,(1) = [p, [7]] = [p[y], [0]]. Folglich stimmt
die Monodromie mit der urspiinglich gegebenen iiberein.

O

18Das heifit, wir haben eine Abbildung X x 71 (N,q°) — Xo mit (p[y]) [v'] = pyy'] und
pl0] = p fiir alle p € Xo, [}, [v'] € m1(N, ¢°).
19U ist einfach zusammenhdngend, falls U zusammenhingend ist und 71 (U) = {e} gilt.
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Da wir uns nun eine Ubersicht iiber alle Uberlagerungen einer gegebenen zusam-
menhingenden C*-Mannigfaltigkeit N verschafft haben, verbleibt noch, zusam-
menhingende Uberlagerungen M = N (d. h. solche mit zusammenhingendem
M) zu Kklassifizieren.

Dazu bemerken wir zuerst:

Lemma 13.68. Die im vorigen Satz konstruierte Uberlagerung ist genau dann
zusammenhdngend, wenn die Rechtsoperation von 71 (N, ¢") auf Xo transitiv ist.

Ist nun M = N eine zusammenhiingende Uberlagerung, so ordnen wir ihr den
Stabilisator (auch die Isotropiegruppe genannt) .71 (M,p°) von p® € Mo der
Gruppenoperation von 7 (N, ¢°) zu. Wihlen wir einen anderen Punkt p! € Mo,
so erhalten wir eine dazu konjugierte Untergruppe von 71 (N, ¢°). Ist niimlich
§ ein Weg in N mit p* = p°[§] (man beachte, dass 7 (N, ¢") transitiv auf Xg
operiert), so gilt

memi (M, p') = 8] mem (M, p°)[0].
Insgesamt haben wir damit bereits eine Hélfte des folgenden Satzes:

Theorem 13.69. Die Isomorphieklassen von zusammenhingenden Uberlage-
rungen von N werden durch die Konjugationsklassen von Untergruppen wvon
71(N, q°) klassifiziert.

Beweis. Wir miissen noch zeigen, wie wir aus einer Untergruppe H von
71(N,¢%) eine zusammenhingende Uberlagerung von N gewinnen. Dazu be-
merken wir, dass H transitiv auf der Menge der Rechtsnebenklassen

{H | [ € m(N,¢°)}

von H in 71 (N, ¢°) operiert. Die gemifl dem vorigen Theorem assoziierte Uber-
lagerung von N ist die gesuchte. O

Tatsédchlich hdtten wir noch zeigen miissen, dass die beiden oben konstruierten
Abbildungen

Isomorphieklassen — Konjugationsklassen

von Uberlagerungen von Untergruppen
— 0

von N von (N, q°)

zueinander invers sind. Das mochte ich IThnen iiberlassen.

Folgerung 13.70. Eine einer Untergruppe H C 71(N, q°) entsprechende zu-
sammenhéngende Uberlagerung von N hat die Blatterzahl

_ |7T1(N7q0)|.

m(N.g"): H) =
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Die universelle Uberlagerung

Sei N wiederum eine zusammenhingende C*-Mannigfaltigkeit. Unter allen Un-
tergruppen H von (NN, q°) gibt es eine kleinste, namlich {[0]}, der die ,, groBte”
Uberlagerung entspricht.

Definition 13.71. Eine zusammenhéngende Uberlagerung NI N heifit_uni-
verselle Uberlagerung, falls N einfach zusammenhiingend ist (d. h. falls 71 (N) =

{e} ist).

Satz 13.72. Die universelle Uberlagerung N T N existiert und ist bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmd.

Beweis. Dies folgt aus unseren bisherigen Ergebnissen. 0
Beispiel 13.73. (i) R — S, t s 27t
(ii) S" = RP", n > 2.

Bemerkung. Die Faser von N kénnen wir mit m1(N,¢°) identifizieren. Die
Rechtsoperation von 71(N,¢°) auf der Faser wird dann einfach die Gruppen-
multiplikation

71—1(N7 qO) X 71'1(N, qO) - ﬂ-l(Na qU)'

Die universelle Uberl@gerung N ist universell in dem Sinne, dass sie jede andere
zusammenhiingende Uberlagerung M = N von N iiberlagert:

Theorem 13.74. Sei M L N eine zusammenhingende Uberlagerung, ¢° € N,
p° € Mo, gl e Ngo. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus
®: N — M von Uberlagerungen von N mit ®(q°) = p°. Dieses ® ist selbst
Uberlagerung von M.

Beweis. Der erste Teil des Theorems folgt aus
{e} = 7m(N,q°) € mmi (M, p°).

Da sich die lokalen Hom&omorphien (kleiner) offener Teilmengen von M und N
bzw. N und N auf die Abbildung ®: N — M ,hochziehen®, iiberlagert N die
Mannigfaltigkeit M vermoge ®. O

Definition 13.75. Eine zusammenhingende Uberlagerung M = N heifit re-
guldr, falls die ihr vermoége des Theorems 13.69 zugeordnete Untergruppe ein
Normalteiler in (N, ¢°) ist.

Es gibt wiederum ein einfaches geometrisches Kriterium dafiir, wann eine zu-
sammenhingende Uberlagerung regulér ist.

Satz 13.76. Eine zusammenhingende Uberlagerung M = N ist requlir ge-
nau dann, wenn es keinen geschlossenen Weg v in N (mit Anfangs— und End-
punkt ¢°) gibt, der gleichzeitig zu einem geschlossenen Weg Apo und einem nicht-
geschlossenen Weg 4,1 liftet (hierbei ist natirlich p°,p' € Myo).
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Beweis. Selbst. O

Folgerung 13.77. Die universelle Uberlagerung ist regulir und besitzt somit
die erwdhnte Eigenschaft.

13.6.2 Zerlegung der Eins

Zerlegungen der Eins werden es uns ermoglichen, lokal in Karten durchgefiihrte
Konstruktionen zu globalisieren.

Lemma 13.78. Seien 0 < a < b. Dann gibt es ein k € C*°(R™;R) mit k(z) =1
fir x| <a, 0 < k(z) <1 fira<|z| <bundk(x) =0 fir|z| >b.

Beweis. O.E.d. A. sei a =1, b = 3. Wir setzen

e /A=) ] <g<1,
o(s) =
0, sonst.

Dann ist ¢ € C*°(R;R). Sei weiterhin kg = f_ll (s)ds > 0. Wir setzen schlief3-
lich

1 2—|z|
k(z) = k—o/ o(s)ds, xeR™

-1

Die Funktion k hat die verlangten Eigenschaften. O
Sei jetzt M eine C*-Mannigfaltigkeit.

Definition 13.79. Sei f € C*(M;R). Dann heifit

supp f = {p e M | f(p) # 0}
(Abschluss in M) der Tréiger von f.

Bemerkung. supp f ist das Komplement der gréfiten offenen Menge in M, in
der f identisch verschwindet.

Definition 13.80. Sei {U;},.; eine offene Uberdeckung von M. Dann heift
eine Familie {¢;};c; C C*(M;R) eine der Uberdeckung {U;} untergeordnete
Zerlegqung der Fins, falls

(i) supp ¢; C U; fiir alle 1,

(ii) die Familie {supp;};.; lokal endlich? ist,
(iii) > @i(p) = 1 fiir jedes p € M.?!
i€l

20Das heift, fiir jedes p € M gibt es eine Umgebung U C M mit #{z | UnNsupp p; # (Z)} < 00.
21Wegen (ii) ist diese Summe tatsichlich endlich.
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Satz 13.81. Sei {U;},.; eine offene Uberdeckung von M. Dann gibt es eine
lokal endliche, offene Uberdeckung {Vj}jeJ von M, die aus Kartenumgebungen
mit zugehorigen Karten (Vj, ;) besteht und die die Uberdeckung {U;},; verfei-
nert??, so dass ;j(V;) = B3(0)?? fiir jedes j gilt und {w;l (B (O))}jeJ ebenfalls
M dberdeckt.

Beweis. Ohne Beweis. Die Parakompaktheit von M ist hier entscheidend. [

Satz 13.82. Sei {U;},.; eine offene Uberdeckung von M. Dann gibt es eine
dieser Uberdeckung untergeordnete Zerlequng der Eins.

Beweis. 1. Schritt. Sei {Vj}j ¢ eine offene Uberdeckung aus dem vorigen Satz.
Wir definieren dann h; = k o ¢;, wobei k eine geméifl Lemma 13.78 gewihlte
Funktion (mit a = 1, b = 2) ist. Weiterhin setzen wir

oy J i) /hp), pEV,
9;(p) = {O, peM\V,

wobei h(p) = > h;(p). Dann ist {g;} eine {V;} untergeordnete Zerlegung der
J

FEins.

2. Schritt. Wir fixieren nun eine Abbildung x: J — I mit V; C Uk fir alle

7 € J. Weiterhin sei

fip)= > gip).

Jir(g)=i

Dann ist {f;} die gesuchte, {U;} untergeordnete Zerlegung der Eins. Insbeson-
dere folgt die lokale Endlichkeit von {supp f;},.; aus

suppf; C | J suppy;
jt RG)=i

und der lokalen Endlichkeit von {suppg,} O

jeJ:

Folgerung 13.83. Seien FF C U C M, F abgeschlossen, U offen. Dann gibt es
ein f € C*(M;R) mit f’F =1 und supp f CU.

Beweis. {U, M \ F} ist eine offene Uberdeckung von M. Wir wihlen eine
untergeordnete Zerlegung {f,g} der Eins. Die Funktion f hat die gesuchten
Eigenschaften. O

22Das heiBt, fiir jedes j € J gibt es ein i € I mit V; C U;.
23B,.(0) ist die offene Kugel in R® um 0 mit Radius 7.
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13.6.3 Mannigfaltigkeiten mit Rand

Wir wollen jetzt Mannigfaltigkeiten mit Rand (auch berandete Mannigfaltig-
keiten genannt) einfiithren. Prototyp ist die Vollkugel

Bi(0) = {z e R" | |z| < 1}.

Hier ist der (topologische) Rand S™~! selbst eine Mannigfaltigkeit (ohne Rand),
die sich insbesondere lokal ,, geradebiegen® liasst. Die Vollkugel liegt dann lokal
einseitig beziiglich ihres Randes. In dhnlicher Weise modellieren wir Mannigfal-
tigkeiten mit Rand {iber offenen Teilmengen des abgeschlossenen Halbraumes

m:{xeR"‘x”ZO}.

Wir schreiben im Weiteren z = (2/,2") mit 2/ = (z',...,2" ') e R*" L. R} =
{x e R” | z" > 0} ist das Innere von m, 8@ = {m e R” } " = 0} ist sein
Rand.

Wir benétigen nun Funktionen bzw. Abbildungen, die C* bis zum Rand sind.

Definition 13.84. Sei U C R” offen. Dann besteht der Raum C*(U;R) aus
allen Funktionen f € C*(U \ 0R;R), so dass 0° f fiir alle |o| < k lokal gleich-
méBig stetig auf U ist (das heifit einschlieBlich des Randes U N R™).

Bemerkung. Die Forderung in der Definition ist gleichbedeutend mit der Exis-
tenz von

le" / _ : le% /on
8 f(ma—i_o)_mnlﬂoa f(JU,l‘ )

fiir alle (2/,0) € U.

Die C*-Vertriglichkeit von Karten (U, ), (V,) mit U,V C M, ¢: U — @,
¢: V. — R7 bezieht sich im Weiteren auf diesen Begriff der C*-Glattheit bis
zum Rand.

Definition 13.85. Eine Mannigfaltigkeit M mit Rand ist ein parakompakter
Hausdorffraum zusammen mit einem Atlas Ck-vertriiglicher Karten (U, ), wo-
bei p: U — R7.

Wir wollen als Erstes sehen, dass die Begriffe Inneres M° und Rand OM fiir
eine Mannigfaltigkeit M mit Rand wohldefiniert sind.

Lemma 13.86. Sei U C R} (relative) offen, 2° € U, f: U — R} eine Ck-
Abbildung mit f*(z°) = 0. Dann gilt

or T *
Df(a) = (830’(() ) or (x0)> ,

wobei %(mo) > 0.
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Beweis. Fiir 1 < j <n gilt wegen f"(z°) = 0, dass

af", o (2% + hey)
—_— = 22 > 0.
oxJ (=7) hiI{ls-o h =0
Analog erhalten wir fiir 1 < j <n — 1, dass
af" ., o . ™2 + hey)
; = 1 2 0.
o’ (@7 o h =0
Daraus folgt die Behauptung. O

Folgerung 13.87. Ist tatséichlich 20 € U \ OR?%, so ist auch gﬁ: (%) = 0.
Insbesondere ist dann D f(z°) nicht invertierbar.

Beweis. Das Argument im vorigen Beweis liefert nun auch g£ . (2%) <. O

Folgerung 13.88. Sind (U, ¢), (V,¢) Karten fiir eine Mannigfaltigkeit M mit
Rand, so gilt fiir den Karteniibergang
(o) (pUNV)NRE) =(UNV)NRE,
(Wop™) (p(UNV)NORY) =y(UNV)NIRY.
Definition 13.89. Die Menge der Punkte p € M mit ¢(p) € 9 R7 fiir (wenig-

stens) eine Karte (U, ¢) von M heifit der Rand OM von M. Die Menge M \ OM
heifit das Innere M° von M.

Bemerkung. Die vorangegangene Folgerung zeigt, dass es geniigt, die Bedingung
fiir die Zugehorigkeit von p € M zu OM fiir eine beliebige Karte (U, ¢) von M
mit p € U zu iiberpriifen.

Satz 13.90. M° ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand und OM
ist eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand.

Beweis. Einschriankung der Karten eines Atlasses von M auf M° bzw. M
liefert Atlanten fiir M° und OM. O

Beispiel 13.91. Sei N eine Mannigfaltigkeit ohne Rand, f € C*(N;R), c € R
ein regulérer Wert von f. Dann ist

M={peN|f(p)zc} =" (le;00))

eine berandete Untermannigfaltigkeit von M mit
OM = f(c).

(Ubungsblatt 6, Aufgabe 1.)

Bemerkung. (a) Fiir berandete Mannigfaltigkeiten M hat man Begriffe wie
im unberandeten Fall: Tangentialbiindel T'M , differenzierbare Abbildungen
f: M — N zwischen berandeten Mannigfaltigkeiten, deren Differenzial df,
Vektorfelder X € C*~1(M;TM), Fluss eines Vektorfeldes, Zerlegung der
Eins.
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(b) Das Produkt zweier berandeter Mannigfaltigkeiten ist (beziiglich der na-
tiirlichen Struktur) im Allgemeinen keine Mannigfaltigkeit. Ein einfaches
Beispiel ist

2 =1[0,1)°.
mit dem Intervall I = [0, 1].

Die obige Bemerkung, Teil (a) wird noch einsichtiger, wenn wir festhalten, dass
das Beispiel mit M = f~! ([e,0)) bereits der allgemeine Fall einer berandeten
Mannigfaltigkeit ist.

Satz 13.92. Identifiziert man zwei Kopien M™, M~ von M entlang des ge-
meinsamen Randes, so erhdlt man eine Mannigfaltigkeit 2M ohne Rand, die M
(= M™) als Untermannigfaltigkeit enthdlt.

M~ M+

Beweis. Wir schreiben (p,+) mit p € M fiir Punkte in M ™, analog (p, —) mit
p € M fiir Punkte in M ~. Dann gilt

2M = (MTuUM™)/ ~,
wobei
(p,+) ~ (', =) < p=p €0M.
Wir versehen 2M zuerst mit der Struktur einer topologischen Mannigfaltigkeit.
Sei m: MT UM~ — 2M die kanonische Projektion. Dann
OM =w(MT\OMT)Un(M~\ oM~ )Ur(dM™).

Fiir Punkte in 7(M*\ M ™) und 7(M~ \ OM ™) sind die Kartenumgebungen
klar. Fiir p* € M wihlen wir eine Karte (U, ) mit p* € U und ¢: U — RT.
Dann ist B

U=pU)U{(a,—a") eR" | (2/,a") € p(U)}

eine offene Menge in R™ und (7 ((U,+) U (U, —)), ®) mit

g: (U, +)u (U,~)) — U C R,
G, +) =), &(p-)=((p),—¢"(p)
ist die gesuchte Karte fiir p*.

Die topologische Vertraglichkeit all dieser so konstruierten Karten ist klar,
gleichfalls die Hausdorff-Eigenschaft und Parakompaktheit. O
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Um tatsichlich eine C*-Struktur auf 2M zu erhalten, miissen wir ein wenig
hérter arbeiten.

Definition 13.93. Eine Kragenumgebung von OM in M ist ein C*-Diffeomor-
phismus ¢: OM x [0,1) — W, wobei W eine Umgebung von M in M ist, mit
»(p,0) = p fiir alle p € OM.

Satz 13.94. OM besitzt eine Kragenumgebung.

Beweis. Zu dem Fall, dass 0M kompakt ist, kommen wir spiter. (Nachdem Sie
die aktuellen Hausaufgaben abgegeben haben.) O

Ende des Beweises von Satz 15.92. Wir fixieren eine Kragenumgebung ¢: 0M
x [0,1) — W von OM, d.h. wir identifizieren W mit OM x [0, 1). Als Karten-
umgebungen eines Punktes p* € OM wihlen wir dann Mengen der Form
7 ((U,+)U (U,—)) wie im ersten Teil des Beweises mit U = V x [0,1) und
©: V x[0,1) — R% ist von der Form ¢(p,+) = (¢(p),t), wobei (V,¢) eine
Karte fiir p* in OM ist.
Man priift jetzt leicht nach, dass die Karteniiberginge von der Klasse C* sind.
O

Folgerung 13.95. Die im Beispiel 13.91 beschriebene Situation ist tatséchlich
die allgemeine.

Beweis. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Als N wihlen wir N = 2M.
So dann sei p: OM x (—=1,1) = W C 2M eine ,beidseitige” Kragenumgebung
von OM, d.h. <p|8MX[0’1): OM x [0,1) — W Nna(M™") ist Kragenumgebung
von dr(M™) in 7(M™T) und w‘aMX(_LO]: OM x (—1,0] — Wnm(M™) ist
Kragenumgebung von (M ™) (= On(M™)) in n(M~), so dass die globale
Koordinaten ¢ € [0,1) bzw. ¢t € (—1,0] ,,C*-glatt an ¢ = 0 zusammenpassen®.24
Es ist dann {W, W, W~} mit W = a(M )\ p(0M x [0,3]), W~ =a(M~)\
©(OM x [—1,0]) eine offene Uberdeckung von 2M. Sei {¢)*, 4,1~} eine unter-
geordnete Zerlegung der Eins. Dann leistet die Funktion

f=v"+tp—y~

mit ¢ = 0 das Verlangte. O

24Eine derartige ,,beidseitige Kragenumgebung W wird auch Tubenumgebung genannt. All-
gemein ist eine Tubenumgebung einer eingebetteten Mannigfaltigkeit N in N’ eine Umgebung

von N, die zu N" x B{Ll_”(O)7 n = dim N, n’ = dim N/, diffeomorph ist.



Kapitel 14

Differenzialformen

14.1 Differenzialformen vom Rang 1

14.1.1 Das Kotangentialbiindel

Sei M eine n-dimensionale C*+!-Mannigfaltigkeit.

Mit TyM = L(T,M,R) fir p € M bezeichnen wir den Dualraum zu T,M,
d.h. den Raum der Linearformen auf 7}, M. Dann ist T;; M ein n-dimensionaler
linearer Raum iiber R und heiflt der Kotangentialraum an M in p. Elemente in
Ty M heilen auch Kovektoren.

Definition 14.1. Das Kotangentialbiindel T* M iiber M ist definiert als

T°M = | | T,-M.
peEM

Lemma 14.2. T*M st in kanonischer Weise eine 2n-dimensionale C*-
Mannigfaltigkeit. Die kanonische Projektion w: T*M — M ist von der Klas-
se C*.

Beweis. Seien z',. .., 2" lokale Koordinaten in U C M. Dann ist %, ey 62"
eine lineare Basis in jedem Tangentialraum in T'M| ;. Bezeichne dxt, ... dz"™
die dazu duale Basis, d. h. wir haben

<dmj i>:5j): 1 firj =k,
" dak Yo, fiir j # k.

Jeder Kovektor w € Ty M fiir p € U schreibt sich dann als

w = al(p)dzl + -+ an(p)dz”

1Im Weiteren werden wir die Konzepte im unberandeten Fall entwickeln. Sie gelten dann
analog fiir berandete Mannigfaltigkeiten.

41
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mit ay(p),...,an(p) € R. Wir nehmen 2',...,2" ay,...,a, als lokale Koordi-
naten in 7 1(U) = T*M|U.

Wir miissen zeigen, dass Kartenwechsel von der Klasse C* sind. Sei also y =
y(z) ein Kartenwechsel in M der Klasse C**1. Wir schreiben w in den neuen
Koordinaten 3!, ..., y™ als

w=bidy' + - + bpdy™.

Dann gilt b, = < W, 57 > Wir erhalten also
oz? ox7 (‘33:]
br:< >:< Zay 8xi> ;8y< > Z
und folglich mit a = (ay,...,an)", b= (b1,...,bn)"

()"

Somit sind die Karteniibergéinge von der Klasse C*. O

14.1.2 Definition und erste Eigenschaften
Sei M eine C**1-Mannigfaltigkeit, 7*M das Kotangentialbiindel iiber M.

Definition 14.3. Eine Differentialform vom Rang 1 oder 1-Form ist eine Ab-
bildung w € C*(M;T*M) mit 7w = idy (d.h. w(p) € Ty M fiir alle p € M).

In lokalen Koordinaten z',...,2" in U C M schreibt sich eine 1-Form als
w=ai(z)dr' + -+ a,(x)dz",

wobei ay,...,a, € C*(U;R).
Beispiel 14.4. Fiir f € CKTY(M;R) ist df € C*(M;T*M).
Beweis. Es ist (df),: T,M — TR = R, also kdnnen wir (df)(p) = (df), €
Ty M setzen. In lokalen Koordinaten 2,
of 1 of
df = =Ld e 2
4 art " ot oxn
df ist damit von der Klasse C*. O

dz”

Lemma 14.5. (i)  Die kanonische Paarung zwischen Vektorfeldern und
1-Formen definiert eine Abbildung
C*(M;TM) x C*(M;T*M) — C*(M;R)
(X,w) — (X,w) = w(X).

of

2 (W) (55) = (@) (G4 el o) = @ 1)y = ).
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(i) Fir f € CFTY(M;R), X € CF(M;TM) ist (X,df) = df (X) = X(f) die
Ableitung der Funktion f in Richtung des Vektorfeldes X .

Beweis. (i) In lokalen Koordinaten x!,... 2" haben wir X = ozl(x)a%l +
4o (z )agn, w = ay(z)dz! + - + ap(r)dr™ und dann

n
= Z a;(x)o (z
j=1

(ii) GemiB (i) gilt

n

(X, df) = Z M z) = X(f).

O

Definition 14.6. Ist f: M — N von der Klasse C*¥*! und w € C¥(N;T*N),
so heiit die durch

((fro)p),t) = (w(f(p), (df),(1), Vp€ M, teT,M,
definierte Abbildung f*w das Pullback der 1-Form w unter f.

Lemma 14.7. (i) f*w ist von der Klasse C*, d. h. wir erhalten eine Abbil-
dung

f*: C*(N;T*N) — C*(M;T*M).
(ii) Ist g: N — N’ eine weitere C*T1-Abbildung, so gilt
(gof) =f"og"
(iii) Ist h € CFTY(N;R), so gilt

fr(dh) = d(f*h).

Beweis. (i) In lokalen Koordinaten z',..., 2™ in M und y',...,y™ in N gilt
* r 0 _ r 0
(a0 ) - o ()
B aft o afr o \ _ Of
= (" dogp T +axa‘a71>_axa"
also f*(dy") = Z f d:c] und dann mit w = Z b-(y) dy”
=1 r=1
* - * 'a - = 6](‘7" 7
fro=2 b ) (dy") = (D br(y) 55 () ) da?,
r=1 j=1 ‘r=1

wobei in dieser Darstellung y = f(x) zu setzen ist.
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(ii) Selbst.
(iil) GemaB (i) gilt
Oh oh , Of" -
e = 1 (5 g s’ ) = 3 g 3o do?
J,r

T

=Y L @) =3 A @y aw = agsn)

oI - oxJ
J

14.1.3 Kurvenintegrale zweiter Art

Wir definieren jetzt das Kurvenintegral f,y w zweiter Art einer 1-Form w entlang

einer Kurve . Sei dazu v: [a,b] — M eine stiickweise C*-Kurve, d. h. v ist eine
stetige Kurve und es gibt eine Partition

a=ty<t1 < - <typ1<tm=">,

so dass 'y| fir 1 < j < m eine C'-Kurve ist. Ferner sei w € CO(M;T*M).
[t5—1:t5]

Wir benutzen nun den Umstand, dass 1-Formen auf R von der Form a(t) dt sind
und somit fiir stetiges a(t) integriert werden konnen.

Definition 14.8. Das Kurvenintegral f7 w zweiter Art (orientierte Integration)

ist definiert als
>/
*
w = Y w.
I j=17%i-1

Bemerkung. Gilt in lokalen Koordinaten x!,..., 2", dass w = Y a;j(x)dz?, und
ist v gegeben durch z = z(¢) fiir a < ¢ < b, so ist

/w=2/ (@) 2 0.

Lemma 14.9. Der Wert des Integrals fww ist unabhdngig von der Wahl der
Parametrisierung der Kurve .

Y j=1 ’Y\[t,j,l,f,j

Beweis. O.E.d. A. sei v eine C'-Kurve, die vollstindig in einer Kartenum-
gebung mit Koordinaten z!,...,z" enthalten ist. Eine Umparametrisierung

[a,b] — [c,d] mit s = s(t) liefert dann

- b dzxd ds

= da?
jz_:l/c a; (z(s)) %(8) ds = Z/a a; (z (s(t))) Is (s(t)) %(t) dt

Folglich dndert sich der Wert von f,y w unter einer Umparametrisierung von y
nicht. O



14.2. VEKTORBUNDEL 45

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung schreibt sich jetzt in fol-
gender Form:

Satz 14.10. Fir f € C**1(M;R) gilt
/ df = f(1(b)) — f(+(a)).

Beweis. O.E.d. A. diirfen wir die Situation des vorigen Beweises annehmen.
Dann

/ﬂf:é/ﬂ O o) ity

b
:/ %(f(a:(t)))dth(ﬂf(b))—f(l“(a))-

Der Satz iiber Variablenwechsel unter dem Integral schreibt sich wie folgt:

Satz 14.11. Sei f: M — N eine C1-Abbildung, w € C°(N;T*N). Dann gilt

e

Beweis. Mit v: [a,b] — M gilt

/Mw - /ab (for)'w= /abv*(f*w) - Af*w-

14.2 Vektorbiindel

14.2.1 Definition, Schnitte

Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit. Beispiele von Vektorbiindeln iiber M sind das
Tangentialbiindel TM und das Kotangentialbiindel T M.

Definition 14.12. Ein Vektorbiindel (auch Vektorraumbiindel) der Klasse C*
und vom Rang N iiber M ist eine C*-Mannigfaltigkeit £ zusammen mit einer

Abbildung 7: E — M, so dass Folgendes gilt:

(i) Jede Faser E,: 7—!(p) ist ein N-dimensionaler linearer Raum iiber R.



46 KAPITEL 14. DIFFERENZIALFORMEN

(ii) Zu jedem Punkt p € M gibt es eine Umgebung U von p in M und einen C*-
Diffeomorphismus ¢y : E|U =7 Y(U) — U x RY, so dass das Diagramm

Yu
7& 1
U

Ly L U xRN — U — Projektion auf
erste Komponente) und die Abbildung @U’E : B, — {p} x RN =RV fiir
jedes p € M R-linear ist.

E|, U xRN

kommutiert (hierbei my = 7r|7T

Man sagt auch, dass das Vektorbiindel F iiber U trivial ist, und ¢y heifit eine
Trivialisierung.

Bemerkung. Manchmal betrachtet man auch (E, m, M, RY) als Vektorbiindel. E
heifit dann der Totalraum, = die Projektion, M die Basis und RN die allgemeine
(oder typische) Faser.

Seien nun E, F zwei Vektorbiindel iiber M mit Projektionen 7, 7.

Definition 14.13. (i) Ein Homomorphismus der C*-Vektorbiindel E, F iiber
M ist eine C*-Abbildung ¢: E — F, die fasererhaltend (d.h. m = 7’ o ¢
bzw. ¢(E,) C F, fur alle p € M) und linear in den Fasern (d.h. die
induzierten Abbildungen ¢,: E, — F, sind R-linear) ist.

(ii) Ein Homomorphismus ¢ zwischen E, F heifit ein C*-Isomorphismus, falls
¢ bijektiv und ¢~ ': F — E ebenfalls ein Biindelhomomorphismus ist.
(Letzteres ist gerade die Bedingung, dass ¢ ~! von der Klasse C* ist.)

(iii) Das Vektorbiindel E iiber M heifit trivial, falls es C*-isomorph zum tri-
vialen Biindel M x R¥ iiber M ist.

Seien nun @y : E’U — UxRY, oy E|V — V xRY zwei Trivialisierungen eines
C*-Vektorbiindels E, wobei UNV # (). Dann hat die Abbildung ¢y opy': (UN
V) xRN — (UNV) xRY die Form

(evouy') (n,e) = (p,gvu(p)e), peUNV, e €RY,
fiir eine C*-Abbildung
gyr:UNV — GI(N;R).

Die Abbildungen g[‘j heiBen Ubergangsabbildungen und beschreiben, wie die tri-
vialen Biindel U x RN und V x R¥ iiber U NV verklebt werden, um E
erhalten.

vuy 24

Beispiel 14.14. Seien U, V Kartenumgebungen in M mit Koordinaten x bzw.
y.
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(a) Das Tangentialbiindel TM. Die Ubergangsabbildungen sind
dy
gvu(z) = a*x(l‘)-

(b) Das Kotangentialbiindel T*M. Die Ubergangsabbildungen sind

gvue) = ((§g<x>)1)T.

Lemma 14.15. Fir U V,W mit UNV NW # 0 gilt
gwu =gwv - gvu mUNVNW.
Beweis. Fiir pc UNV NW, e € RY haben wir
(0, gwu(pe) = (pw o @51) (p,e)
(ew ooy ooy opy') (pe)
(

= (ew o py') (0, gvu(p)e)
= (p,gwvgvu(p)e).

Daraus folgt die Behauptung. O
Beispiel 14.16. Seien z weitere lokale Koordinaten in W C M.
(a) Das Tangentialbiindel TM. Es gilt
0: 020y
Oxr Oy Oz
Beweis. Es ist z = z (y(z)). Die Behauptung folgt mit der Kettenregel. O

(b) Das Kotangentialbiindel T*M. Es gilt

CEA g 02\ g dy T
() ) =(@) ) () )
Beweis. Dies folgt direkt aus (a). O

Lemma 14.17. Aus gwy = gwv - gvu fir alle U, V., W folgt
(a) guu = 1N fir alle U,

(b) guv = gy fir alle U, V.

Beweis. (a) Man setze U =V =W.

(b) Man setze U = W und benutze (a).
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Das Vektorbiindel F lisst sich aus seinen Ubergangsabbildungen gyy bis auf
Isomorphie eindeutig zuriickgewinnen.

Satz 14.18. Sei U eine offene Uberdeckung von M und sei fir alle U,V € U
mit UNV # 0 eine Ck-Abbildung gyy: UNV — GI(N;R) gegeben, so dass

gwu =gwv -gvu mUNVNW

fiir alle UyV,W € U mit UNV NW # 0 gilt. Dann gibt es ein (bis auf
Ifomorphie) eindeutiges C*-Vektorbiindel E diber M, das genau die gyy als
Ubergangsabbildungen besitzt.

Beweis. Wir setzen

E=||UxRrY)/~,

veu
wobei fiir (p,e) € U x RN, (p',e') € V x RN
(pe) ~@,e) <= p=p, ¢ =gvupe.
Wir behaupten, dass E das gesuchte Vektorbiindel ist.
(i) ~ ist eine Aquivalenzrelation.

(ii) Karten in E sind von der Form [UxRN] C F fir U € U mit den
kanonischen Kartenabbildungen [U x RN ] _—Ux RV,

(iii) Karteniibergéinge sind von der Form
UNV)xRY = (UNV)xRY,  (p,e) = (p.gvu(pe),
und somit von der Klasse C*.
O

Die Kenntnis der Ubergangsabbildungen gy ist ausreichend, um Operationen
mit Vektorbiindeln eindeutig zu beschreiben. Zum Beispiel:

Satz 14.19. Seien E,F zwei C*-Vektorbiindel iber M, die beide iber den Ele-
menten einer offenen UberdeckungU von M trivial sind. Seien gyy bzw. hyy die
entsprechenden Ubergangsabbildungen. Dann ist ein C*-Vektorbiindelhomomor-
phismus f: E — F gegeben durch eine Familie {fyYuey von C*-Abbildungen
fu:U— M(N'x N;R) (N — Rang von E, N’ — Rang von F), so dass

fv-gvv=hvy-fv mUNV
fiir alle U, V.eU mit UNV # 0 gilt.

Beweis. Selbst als Ubungsaufgabe auf dem Blatt fiir niichste Woche. O

3Zudem ist E iiber jeder der Mengen U € U trivial.
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Folgerung 14.20. Der Homomorphismus aus vorigem Satz ist genau dann ein
Isomorphismus, wenn M = N und ¢y : U — GI(V;R) fiir alle U € U gilt.

Wir ben6tigen noch den wichtigen Begriff eines Schnittes in einem Vektorbiindel.

Definition 14.21. Ein C*-Schnitt s in einem C*-Vektorbiindel E iiber M ist
eine C*-Abbildung s: M — E mit 7o s = idy (d.h. s(p) € E, fiir alle p € M).

Den Raum aller C*-Schnitte in E bezeichnen wir mit C*(M; E). Im Fall des tri-
vialen Biindels M x RY schreiben wir auch C*(M;RY) anstelle von C*(M; M x
RM).

Bemerkung. C*(M; E) ist ein linearer Raum iiber R und tatsiichlich ein Modul
iiber CF(M;R).

Beispiel 14.22. Vektorfelder sind Schnitte im Tangentialbiindel, 1-Formen sind
Schnitte im Kotangentialbiindel.

Satz 14.23. In lokalen Trivialisierungen von E wie im vorigen Satz wird ein
Ck-Schnitt s durch eine Familie {sy}uecy von C*-Abbildungen sy: U — RN
(N — Rang von E) gegeben, so dass

Sy = gvu Su nUnNv
fiiralle U, VeU mit UNV # 0 gilt.

Beweis. Dies folgt direkt aus vorigem Satz, indem man M mit dem trivialen
Biindel M x R identifiziert. O

14.2.2 Operationen mit Vektorbiindeln

Das Prinzip ist einfach: ,Jeder* natiirlichen Operation mit linearen Rdumen
entspricht eine Operation mit Vektorbiindeln.

Seien V, W lineare Rdume iiber R. Dann haben wir:

Dualraum 4
Direkte Summe VoWw
Tensorprodukt VeWw
Lineare Abbildungen von V nach W | L(V, W)
AuBeres Produkt NV

Eri . i) In der T lgeb YR mit VI =V ®-.--QV ha-
rinnerung. (i) In der Tensoralgebra €, mi ®-® a

g-mal
ben wir das graduierte Ideal I = @;io I9, das durch alle Elemente der

Form v ® w+ w @ v fiir v,w € V erzeugt wird. Dann A’V = V®4 /]9,

Bezeichnet v! A v A --- Av9 die Klasse des Elements v' @ v2 ® - -- ® v9 in
A?V, so gilt nach Konstruktion

V"M AT@ A AT @D = (1B A2 A AT

fiir alle Permutationen o € &,,.
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(i) A7V’ ist (kanonisch isomorph zum) Raum aller g-linearen alternierenden
Formenauf V®@---@V.
—_———

g-mal

Seien nun E, F Vektorbiindel iiber M vom Rang N bzw. N’ mit Ubergangs-
abbildungen gy y bzw. hyy. Dann haben wir:

’ \ \ Faser \ Ubergangsabbildungen ‘
Duales Biindel E’ 2 (9v1)T
Direkte Summe EQF E,® F, gvu ® hvy?
Tensorprodukt EQF E,® F, gvu ® hyy

Biindelhomomorphis- | Hom(E, F) | L(E,, F,) | L(gvu, hvu)®
men von F nach F
Aufleres Produkt N E N E, A gvu

Insbesondere gilt:
Lemma 14.24. T* M ist das Dualbiindel zu T'M .

Die Analogie zwischen linearen Rdumen und Vektorbiindeln geht noch weiter:
Jeder natiirlichen Isomorphie auf Seiten der linearen Rdume entspricht eine
Isomorphie auf Seiten der Vektorbiindel.

Beispiel 14.25. Einige Beispiele sind:
1. FO6F2FoEF,
2. (E®F)QG=ZEQ®(F®G),
3. Hom(E,F) 2 E' QF,

4. F®QR = FE, wobei R das triviale Biindel iiber M vom Rang 1 bezeichnet.

14.3 Differenzialformen vom Rang g

Sei M eine CF+l-Mannigfaltigkeit. Dann haben wir das C*-Vektorbiindel
A T*M iiber M. Die Faser (A" T*M),, fiir p € M ist der Raum der g-linearen
alternierenden Formen auf TM ® --- ® T M.

| S —

g-mal

Definition 14.26. Eine Differenzialform vom Rang ¢ (oder ¢-Form) der Klasse
C* ist ein Schnitt w des Biindels \?T*M.

Der Raum all dieser Schnitte ist C*(M; A? T*M). Im Fall k = oo schreiben wir
dafiir auch Q?(M).

4 _(9vu 0
gvu @ hvu = ( 0 hVU>'

5Ubergangsabbildungen sind M (N’ x N;R) — M(N’ x N;R), f— hyy - f - gy
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Erinnerung. Ist V ein linearer Raum iiber R und ist e!,...,e" eine Basis in V,
so ist {e“ Ae2 N Aea ’ 1< <ip <o <y §n} eine Basis in /\qV.

In lokalen Koordinaten z!,..., 2™ in U C M schreibt sich eine ¢-Form als

w = Z i, ..i, () dz® Adz® A--- Adxla

1<i1<ia < <ig<n
mit iy ..ig € Ck(U,R)
Beispiel 14.27. Im Fall ¢ = 1 kennen wir dies bereits:
w = ai(z)dz' + as(x) dz® + - - + a,(z) dz™.

Wie im Fall ¢ = 1 haben wir auch fiir ¢ > 1 ein Pullback von ¢-Formen un-
ter C*T1-Abbildungen. Dazu sei f: M — N eine C**1-Abbildung und w €
CH(N; \NT*N).

Definition 14.28. Wir definieren f*w durch
(frw)y(te, s tg) = wre ((df), (1), (df),, (t))
firpe M, 4,...,t, € T,M.
Lemma 14.29. Wir haben f*w € C*(M; \!T*M) und damit eine Abbildung
£ o N T M) — OF (N N TN,

Beweis. Nach Konstruktion gilt (f*w), € (A'T*M), fir alle p € M. Wir

miissen lediglich priifen, ob die Konstruktion in C*-glatter Weise vom Fuipunkt
p € M abhéngt.

Dies geschieht am besten in lokalen Koordinaten: Seien also z!,...,z™ lokale
Koordinaten in M und y',...,y" lokale Koordinaten in N. Weiter sei in diesen
Koordinaten 3/ = f7(z!,...,2™) fiir j = 1,...,n und

w= S b, dy A Ay

1<j1<<jq<n
Lemma 14.30. FEs gilt:

Fro= " 3 (fbyug) @y ) A A S (dy')

1<j1<<jg<n
= > by, (F@) df A Adfs

1<1<-<gg<n

wobei dfit = 2L dat 4. 4 OLL gxm fir 1 =1,... q.

ox™
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Beweis. Der Einfachheit halber behandeln wir den Fall ¢ = 2. Der allgemeine
Fall ist analog.
Sei also w = b(y) dy' A dy?. Dann haben wir fiir 1 < j <k <m

79 (5 ) = (@) (5 ) @) (5 ))

= (b(y) dy" A dy?) (afl o of* 9 oft o  0f* a)

1 2 1 2
_b(y)<8f af2  of' of )

927 Oyl | 0wl 02 0xF Dy | 0aF Oy?

007 0%~ 0% 0%
1 9 g 0
b () (@ ndr?) (550 )

Die Behauptung folgt.
Somit gilt tatsichlich f*w € C*(M; A*T*M).

13.3.1 Das duflere Differenzial

Sei M eine C**1-Mannigfaltigkeit. Eine g-Form w auf M der Klasse C* ist eine
Familie {wp}pe  von g-linearen alternierenden Formen auf T, M X --- x T, M,

g—mal

die C*-glatt mit dem FuBpunkt p € M variieren. Formal:
we QM) = Cr \' T M).
In lokalen Koordinaten z',...,2" in U C M:

w = Z ai,..i, (:r)dxil Ao A date

1<ig<-<ig<n
mit iy ..iq € Ck(U,R)
Bemerkung. Rang des Vektorbiindels A? T*M ist (Z), 0<qg<n.
Wir kennen bereits zwei Operationen auf den Differenzialformen:
1. Auperes Produkt. N\: QI(M) x QI (M) — QI (M).
Hier gilt fiir w € QF (M), ' € Qz/ (M), dass
wAW = (—l)qq,w’ Aw
(siehe AGLA II).
2. Pullback. FEine C**'-Abbildung f: M — N induziert eine Abbildung
[ QLN) — QL(M) vermoge
(F*w), (b1, ) = Wi ((df)p(tl), o (df)p(tq))

fiir tl,...,tq ETPM.
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Wir haben bereits gesehen:
Lemma 13.31. Auferes Produkt und Pullback sind vertrdglich, d. h.

frwAw)=(f'w) A (ffw)
fiir w € QL(M), ' € QY (M).

Beispiel 13.32. Sei ®: (0,00) x R — R?\ {(0,0)} gegeben durch (;) — (f}) =
(15259, Dann gilt

7sin @

dxr = cospdr — rsinpdp,
dy = sin @ dr 4 7 cos p dy,

also beispielsweise

dy —yd 1
% =3 [rcos e (singdr 4 rcos p dy)
—rsing (cos @ dr — rsinp dy)| = dep,
xdr+ydy =rcosy (cosdr —rsinpdyp)

+ rsine (sinpdr 4+ rcospdy) = rdr.

Letzteres folgt auch durch Differentiation von r? = 22 +y?2, also 2rdr = 2z dz +
2y dy, wihrend man im ersten Fall fir x # 0, d. h. fir ¢ € (=5 + k7, § + k7)
mit einem eindeutigen k € Z, die Formel ¢ = arctan £ + k7 benutzen kann.
Differentiation ergibt

_xdy—ydzx
1+ 4 2 +y?

Statt dessen hitte man auch die Beziehung tan ¢ = £ verwenden kénnen. Im Fall
y # 0 argumentiert man dhnlich, indem man statt des Tangens den Kotangens
benutzt.

Bemerkung. Koordinatenwechsel in Differenzialformen sind tatséchlich ein Spe-
zialfall der Pullback-Operation.

Das #ufere Differenzial d verallgemeinert die Operation d: C**'(M;R) —
CH(M;T*M), f — df.

Definition 13.33. Sei w € CF(M; \"T*M),

w = Z ai,..i, (ac)daci1 Ao A dxte
1<ii < <ig<n
in lokalen Koordinaten !, ..., z". Dann definieren wir
dw = Z dail_“iq Adz™ A -+ Adte.

1<i1<--<ig<n
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Lemma 13.34. (i) d ist wohldefiniert als Abbildung

a: o N ey — s A ),

(i) Istw € CR(M; N T*M), o' € CF(M; \? T*M), so gilt
dwAW) = (dw) A’ + (=1)w A (dw').
(iii) Ist f: M — N eine C*+1-Abbildung, so gilt
d(f*w) = f*(dw)
fiir w € CE(N; NTT*N).

Beweis. Es geniigt, (ii), (iii) im Spezialfall M = U C R™ offen, N =V C R"
offen zu zeigen. Koordinateninvarianz in (i) folgt dann aus (iii), wenn f ein
Kartenwechsel ist.

(i) Sei w = a(x)dz!, W' = b(x)dz’ mit |I| = ¢, |J| = ¢’. Dann

d(wAw') =d(a(z)b(z)dz’ Adz”)
= d(ab) Adz" A dx? = (bda + adb) A da’ A da?
= (da A dax") A (bdx”) + (—1)%(adx’) A (db A dz”)
= (dw) AW + (=1)%w A (dw').

Hierbei haben wir db A do! = (—1)%dz! A db benutzt.

(iii) Wir halten zuerst fest, dass d>h = 0 fiir eine beliebige Funktion h = h(x)
gilt. In der Tat,

oh " 9%h ,
2p = " A k
d“h d( 9k d ) j EIE dz? N dx

0?h 0%h ,
= — — ) da? A dax* = 0.
Z <ax38xk 890’“8:1:7) v ndet =0

1<j<k<n

Somit haben wir fiir w = b(y)dy’* A --- Adye, dass f*w = (f*b)(z) df* A
-+ Adf’a und daher mit (ii)

d(fw) = (f*b)Adfjl e A dfs
()Y (D) A A A () A A dfe
N—_——

k=1 ~
= [7(db) A frdy A Ay

= f*(dbAdy’ A--- NdyPe) = f*(dw).
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O
Satz 14.35. Firw € QL (M), k> 2 gilt
d*w = 0.
Beweis. In lokalen Koordinaten x!,... 2" sei w = a(x)dz™ A --- A dz'e. Dann
ist dw = da A da™ A--- Adais. Da d(wAw') = (dw) Aw' + (=1)"F“w A (dw')
und d2h = 0 fiir Funktionen h, so folgt d?w = 0. O

14.3.2 Differenzialformen im R3

Wir setzen jetzt die neue Sprache der Differenzialformen zu klassischen Begriffs-
bildungen im R3 in Beziehung.

0-Formen und 3-Formen entsprechen Funktionen, 1-Formen und 2-Formen ent-
sprechen Vektorfeldern. Sei wq fiir ¢ = 0, 1,2, 3 die generische g-Form, d. h.

wo = f,

wi = fidz + fady + f3dz,

wo =g1dy Ndz + godz N\ dx + g3 dz A dy,
w3z =gdr ANdy N dz.

Dann schreiben sich die Differenziale d: Q9(R3) — Q4F1(R?) fiir ¢ = 0,1,2 als

dw():%dx—k%dyﬁ-%dz,
dwi = <88J;3—88J;2> dy/\dz+<aajz—8af’> dz N\ dx
dwy = (889:51—1-%9;4-%9;) dr A dy Adz.

In klassischen Termen haben wir folglich:
d: Q°(R3) — QY(R®) entspricht f— VF,
d: QYR?) — Q*(R3) entspricht X + rot X,
d: Q*(R?) — Q3(R3) entspricht X + div X,

14.4 Orientierte Mannigfaltigkeiten

Erinnerung. Sei V' ein n-dimensionaler linearer Raum iiber R. Dann zerfillt

die Menge der Basen ej,...,e, von V in zwei Klassen, wobei eq,...,e, und

€l,...,el zur selben Klasse gehoren, falls die Basiswechselmatrix positive De-

ren

terminante hat. V zu orientieren bedeutet die Wahl einer dieser beiden Klassen.
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e3 el

Abbildung 14.1: Rechts- und linkshéindiges Koordinatensystem

Die Basen in der gewé#hlten Klasse heiflen positiv orientiert, die Basen in der
anderen Klasse negativ orientiert.

In R™ wihlen wir immer die durch e; = (1,0,... ,O)T, cooyen = (0,...,0, 1)T
gegebene Orientierung als Standardorientierung.

Sei jetzt M eine C*-Mannigfaltigkeit.

Definition 14.36. (i) Man sagt, dass M orientiert ist, falls fiir jedes p € M
in T, M in konsistenter Weise eine Orientierung gew#hlt wurde. Konsistent
bedeutet, dass fiir jedes p € M Koordinaten z',..., 2" um p existieren, so
dass 6%1, e 8% positiv orientiert ist.

(ii) Man sagt, dass M orientierbar ist, falls M orientiert werden kann. An-
dernfalls heifit M nicht orientierbar.

Definition 14.37. Wir definieren die Orientierungsiberlagerung Or(M) von
M wie folgt: Die Faser Or(M )p fiir p € M besteht aus den beiden moglichen
Orientierungen von 1), M, die Monodromie

Or(M),, x m1(M,p) — Or(M),

transportiert eine gegebene Orientierung von 7, M entlang eines geschlossenen
Weges v mit Anfangs- und Endpunkt p, indem ~ mit einfach zusammenhén-
genden Kartenumgebungen iiberdeckt wird, in denen jeweils die Orientierung in
konsistenter Weise gewahlt werden kann.

Satz 14.38. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) M ist orientierbar.

(ii) FEs existiert ein Atlas von M, so dass simtliche Karteniberginge eine
Jacobische mit positiver Determinante haben.

(iil) Or(M) 2 M X Zs ist trivial.

(iv) Es existiert eine n-Form w € C°(M; \" T*M), die auf M nirgends ver-
schwindet.
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Beweis. (i), (ii) und (iii) sind offenbar dquivalent.

(i)=-(iv) Wir wihlen eine Orientierung von M und iiberdecken M durch Kar-

tenumgebungen U;, i € I, so dass es in jedem U; Koordinaten z!, ..., z"
gibt, so dass 8%1’ ceey 3% eine positiv orientierte Basis ist. Wir setzen dann

wi = dz* A---Adz™ in U;. Sei {x;},c; eine der offenen Uberdeckungen {U;}

untergeordnete Zerlegung der Eins. Dann hat die n-Form w = Y x,w; die
i
verlangte Eigenschaft.

(iv)=-(i) Sei umgekehrt w eine nirgends verschwindende n-Form auf M. Wir
erklaren dann eine Basis ej,...,e, von T,M fiir positiv orientiert, falls
wp(et,...,e,) > 0 gilt. Da w, in stetiger Weise vom FuBpunkt p € M
abhéngt, stellt dies eine konsistente Wahl der Orientierungen der Rdume
T,M dar.

O

Ein Atlas wie in (ii) heifit auch orientiert.

Weiterhin sagt man, dass die Wahl einer nirgends verschwindenden n-Form
w € Qf (M) die Mannigfaltigkeit M orientiert (in der im Beweisschritt (iv)=-(i)
angegebenen Weise). Jede andere n-Form, die M gleichartig orientiert, ist von
der Form aw mit a € C°(M;R) und a > 0 iiberall in M.

Folgerung 14.39. (i) M ist genau dann orientierbar, wenn jede Zusammen-
hangskomponente von M orientierbar ist.

(ii) Ist M orientierbar und hat M ! Zusammenhangskomponenten, so kann M
auf 2! verschiedene Weisen orientiert werden.

Beweis. (i) Offensichtlich.

(ii) Jede Zusammenhangskomponente von M kann auf zwei verschiedene Wei-
sen orientiert werden.

O
Beispiel 14.40. (i) R™ ist orientierbar.
(ii) S™ ist orientierbar.
(iii) RP? ist nicht orientierbar.
Beweis. (i) Man wéhlt die Standardorientierung.

(ii) Unten werden wir sehen, dass jede Mannigfaltigkeit, die eine offene Menge
in R™ berandet, orientierbar ist.

(iii) Behauptung. Or(RP?) ~ S?.

S? ist zusammenhingend und iiberlagert damit RP? nicht trivial. Folglich
ist RP? nicht orientierbar.
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Beweis der Behauptung. Ein halber Grofkreis auf S? wird unter der ka-
nonischen Projektion m: S2 — RP? auf eine geschlossene Kurve im RP?
abgebildet. Der Transport einer gegebenen Orientierung von Ty ;) (RP?)
entlang dieser Kurve kehrt die Orientierung von Ty, (RP?) gerade um.

O

€2

er
ey

Abbildung 14.2: Transport der Orientierung entlang eines Grofikreises

O

Bemerkung. Die Orientierungsiiberlagerung Or(M) einer jeden Mannigfaltigkeit
M ist kanonisch orientiert: Die kanonische Projektion 7: Or(M) — M ist ein
lokaler Diffeomorphismus, deshalb entsprechen die Basen in T,M fir p € M
und 7, (Or(M)) fiir ¢ € 7~ !(p) einander. Wir nennen dann eine Basis e1, ..., e,
von T, (Or(M)) positiv orientiert, falls (e1,...,e,) € g.

Fiir die Formulierung des Stokesschen Satzes benttigen wir noch, dass der Rand
OM jeder orientierten Mannigfaltigkeit M mit Rand in kanonischer Weise ori-
entiert ist:

Dazu erinnern wir an T,(0M) C T,M fir p € OM und daran, dass T,M \
T,(0M) in zwei Zusammenhangskomponenten zerfillt, wobei die eine Kompo-
nente aus nach auflen gerichteten Tnagentialvektoren und die andere aus nach
innen gerichteten Tangentialvektoren besteht.

Definition 14.41. Sei M orientiert. Dann heifit eine Basis eq,...,e,_1 von
T,(0M) fiir p € OM positiv orientiert, falls v, e1,. .., €,—1 eine positiv orientierte
Basis von T, M fiir einen nach auflen gerichteten Vektor v ¢ T,,(0M) ist.

Bemerkung. Diese Bedingung ist von der Wahl des Vektors v unabhéngig. Jede
andere Wahl eines derartigen Vektor v’ schreibt sich als v/ = av + B1eq + -+ +
Bn—1€n—1 mit a >0, B1,...,0,-1 € R. Folglich

det(v',eq,...,en—1) = adet(v,e1,...,e5-1) > 0.

Beispiel 14.42. Betrachtet man eine einfache (keine Doppelpunkte enthaltende)
geschlossene Kurve v in R? als Rand ihres Inneren, so wird v auf diese Weise
mathematisch positiv (d.h. entgegen dem Uhrzeigersinn) orientiert.
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Abbildung 14.3: Eine mathematisch positiv orientierte ebene Kurve

14.5 Integration von n-Formen

14.5.1 Definition des Integrals

Sei M eine orientierte C'-Mannigfaltigkeit, dim M = n, und sei w € QF (M)
eine stetige n-Form auf M mit kompaktem Triger suppw = {p € M | w, # 0}.

Wir méchten das Integral [,, w definieren.

Bemerkung. Man kann eine Integrationstheorie fiir n-Formen in wesentlich gro-
Berer Allgemeinheit (fiir Riemann-integrierbare, absolut Riemann-integrierbare,
Lebesgue-integrierbare, usw. Formen) entwickeln. Das soll uns hier nicht be-
schéftigen.

Wir wéhlen einen orientierten Atlas {U;},.; von M, der aus Kartenumgebun-

gen mit zugehorigen Karten (U;, h;) besteht, und eine untergeordnete Zerlegung
{Xi};e; der Eins.

Definition 14.43. Wir setzen

/Mw B zi:/hi(m) ()" i)

Da y;w = 0 fiir fast alle 4 ist (d. h. mit Ausnahme endlich vieler ¢), steht auf der
rechten Seite tatsdchlich eine endliche Summe. Wir miissen zeigen, dass diese
Definition unabhiingig von der Wahl der (U;, h;), x; ist.

Lemma 14.44. Das Integral wa ist wohldefiniert.

Beweis. 1. Schritt. Sei zuerst U C M eine offene Menge mit Koordinaten
x=(z%...,2") und y = (y},...,y"), so dass det g—;’ > 0 in U gilt. Weiterhin

sei suppw C U sowie

w=f(x)de* A+ Ndz" = g(y)dy* A--- N dy™.
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Es gilt dann

dyt A A dy™

- oy' i - dy? is . oy" in
< Een dx ) A (Z Dpin dx ARERWA Dpin dx

i1=1 i2=1 in=1

n
o 1 o™ ) . .
= y_. Y_ dat Ada® A - A dain

e Oxit " Oxin
U yeenyin=1
oy* oy" "
= Z sgnaaxﬂ1 S de* N--- Ndx
TEYn
1 n
:deta(y7 ’y)dxl/\ A dx™
o(xt,... a")
Folglich gilt
dy
T) = det == .
f@) =g@)det 50| o

Die obige Definition gibt uns nun zwei verschiedene Moglichkeiten [ A w in die-
sem Fall zu berechnen, néimlich als [, f(x)dz und als [, g(y) dy. Es gilt jedoch

/" 9(y)dy = / g (y(z)) ‘det %(m)‘ dx = f(z)dx

R”
wegen det % > 0, so dass beide Moglichkeiten dasselbe Ergebnis liefern.

2.Schritt. Unabhingigkeit von der Wahl der (U;, h;), x; unter Benutzung von
Schritt 1 zeigt man jetzt wie im Beweis von Lemma 11.56 im Skript zur Diff II.
O

14.5.2 Der Satz von Stokes

Wir haben nun sémtliche Ingredienzen zusammen, um den wichtigen Satz von
Stokes zu formulieren und zu beweisen. Der Satz von Stokes verallgemeinert den
Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung und die partielle Integration
auf den Fall der Integration auf Mannigfaltigkeiten. Den Beweis des Satzes von
Stokes werden wir auf den Satz von Gauf} zuriickfithren.

Sei also M eine berandete und orientierte C2-Mannigfaltigkeit, dim M =n > 1,
der Rand OM trage seine kanonische Orientierung und es sei w € Q7' (M) mit
suppw C M kompakt.

Theorem 14.45 (Satz von Stokes). Unter diesen Voraussetzungen gilt

/ dw:/ w.
M oM

Bemerkung. Hierbeiist [, wals [;,,
kanonische Einbettung i: 0M — M

zu lesen, wobei w = ¢*w fiir die

‘*"aM oM
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Beweis. 1.Schritt. Sei U C M offen mit Koordinaten z = (z!,...,2") und
suppw C U. Weiterhin sei

w—Za] Ydz' Ao Adxd Ao A da™,

wobei dxJ bedeutet, dass der entsprechende Faktor auszulassen ist, also
de' Ao ANdad Ao Nda =dat A AdadTE A dZI TN - A de™

Dann gilt

n
dw:Zdaj/\dxl/\~--/\dxj/\---/\da:”
j=1

_Z Jla%d LA Adan

Der Faktor vor dz! A---Adx™ ist dabei gerade die Divergenz eines Vektorfeldes.

Folglich
/ dw:/dw:/i _11'—1% dx
M v To\s=1 v
0
- / (ar,—az, -, (-1 Man) | T |
OR™ 0
-1
= (—1)"/ an(2’,0) dz’
Rn—1
Hier haben wir R” mit R"~! identifiziert und 2’ = (z',...,2"~!) geschrieben.

Andererseits gilt

w|ypy = an(x’,0)dz’ A+ Ada™ !

und wegen der gewihlten Orientierung von 0M

/ w= (—1)"/ an(z',0) dz’
oM R -1

Das beweist den Satz von Stokes in diesem Spezialfall.

2.Schritt. Seinunw € (26171 (M) eine allgemeine Form mit kompaktem Triger.
Die (U;, h;) und x; seien wie in der Definition des Integrals einer Form gewihlt.
Dann gilt mit Schritt 1

N A
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wobei wir benutzen, dass mit Iy = {z el ! U, NOM # @} die Familie
{Ul- NnoM }i cl, eine offene Uberdeckung von &M mit Kartenumgebungen und

zugehorigen orientierten Karten (UiﬁaM, hi|UA maM) fir i« € Iy und

{xi }U-ﬂ(?M}‘e[ eine zugehorige Zerlegung der Eins ist. O
; iclo

Folgerung 14.46. Gilt suppw NOM = ) (insbesondere im Fall M = ), so

ist
/ dw = 0.
M



Kapitel 15

De Rham-Kohomologie

15.1 Das Poincaré-Lemma

Ab sofort sind Mannigfaltigkeiten, Formen, usw. stets von der Klasse C*°.

Definition 15.1. (i) Eine Form w € Q%(M) heifit geschlossen, falls dw = 0
gilt.

(ii) Eine Form w € Q9(M) mit ¢ > 0 heifit ezakt, falls w = dn fiir ein 7 €
Q4=1(M) gilt. n heiBit dann eine Stammform von w.

(iii) Eine Form w € Q9(M) mit ¢ > 0 heifit lokal exakt, falls jeder Punkt p € M
eine Umgebung U besitzt, in der w exakt ist (d. h. es gibt ein n € QI71(U)
mit w‘ p = dn.

Offenbar gilt (ii) = (iii) = (i) (im Fall ¢ > 0). Eine Folgerung des Poincaré-
Lemmas wird sein, dass (i), (iii) tatsichlich dquivalent sind.

Satz 15.2 (Poincaré). Sei die Mannigfaltigkeit M auf einen Punkt zusammen-
ziehbar, d.h. es gibt eine Abbildung H: [0,1] x M — M mit H(0,-) = konst.
und H(1,) = idps. Dann ist jede geschlossene Form w € Q4(M) mit ¢ > 0
exakt.

Beispiel 15.3. Sternformige Gebiete 2 C R” sind auf einen Punkt zusammen-
ziehbar. Dabei heifit Q sternférmig, falls es ein 20 € Q mit folgender Eigen-
schaft gibt: Fiir alle w € S"~! gibt es ein ¢, > 0 (f, = oo ist moglich) mit
(=2 + Q) NRyw = [0,t,)w. Insbesondere ist R™ beziiglich eines jeden seiner
Punkte sternférmig.

Ist Q sternférmig beziiglich 29, so konnen wir H(s,z) = 20 + s(x — 2) als
Abbildung H: [0,1] x © — Q wihlen.

Beweis des Poincaré-Lemmas. Wir schreiben g-Formen Q auf [0,1] x M als

Q= +dsNE,

63
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wobei Q' € C*([0,1];Q4(M)], E € C>([0,1]; 2971(M)). Ist in lokalen Koordi-
naten z!,..., 2" in M

0= Z ar(s,z)dz’ + Z by(s,z)ds Ada”,

=g [J|=q—1
so ist
= Z ar(s,z)dz!, FE= Z by(s,x)ds Adx”’.
=g |J|=q—1
Dann gilt

!

alQ:alMQers/\aQ7
0s

wobei dy; Differenziation in Richtung der z-Variablen ist! und in lokalen Koor-
dinaten z',...,2" in M

ek da; ;
55 Z E(s,x) dz.
=g
Sei nun w € Q4(M). Wir schreiben H*w (= Y. a; (H(s,x))dH" A--- ANdH's,
I1l=q
falls w = > as(z)dz’ in lokalen Koordinaten) als
I7l=q

Hw=Q +dsNE

1
Hw = / E(s
0
Dann gilt I%w € Q971 (M).
Behauptung. Es gilt 197'd + dI? = idga(ar)-

wie oben und definieren

*> Qq+1 )

%

0a- 1 *)Qq

Beweis der Behauptung. Wir berechnen

H*dw=dH*w=d(Q +ds\E)

/

:dQ/—ds/\dE:dMQ/—I—ds/\88Q
s

1 Q/ 1
Iq+1dw:/ o ds—/ dy F ds.
0 ds 0

1 Beziiglich des gegebenen ,,Splitting® [0, 1] x M.

—dsNdpy E,

also
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Andererseits

1 1 1
dlqw:d/ EdSZdM/ Eds:/ dy Eds
0 0 0

und folglich

1 89/
I dw + dIw = ds = Q'(1,-) — (0,-)
0 Os
=i{H'w—ifH w = (Hi1)'w — (Hip)"w = w,
wobei is: M — [0,1] x M, p — (s,p) fiir s € [0,1]. O

Sei schlielich w € Q(M), dw = 0. Dann
w=I""dw +dlw = d (1),
und w ist exakt. 0

Folgerung 15.4. Jede geschlossene Form w € Q(M) mit ¢ > 0 ist lokal exakt.

Beweis. Jedes p € U besitzt eine Umgebung, die diffeomorph zur Einheitskugel
ist. O

15.2 Die graduierte Algebra Hj, (M)

Erinnerung. Eine Algebra A iiber R heifit graduiert, falls A in der Form A =
©g2pA? mit R-linearen Teilrdumen A7 von A gegeben ist und die Multiplikation

in A diese Graduierung respektiert, d. h. ab € Aatd folgt aus a € A, b € A7
Sei M eine C'°°-Mannigfaltigkeit. Wir betrachten den de Rham-Komplex

d

O—)QO(M)—> d

o'M) -L - L Qn(M) — 0,

wobei das Wort ,,Komplex® sich auf die Eigenschaft d> = 0 des Differentials d
bezieht.
Seien

Z9(M) = {w € QI(M) | dw =0} = kerd?
der Raum der geschlossenen g-Formen und
BI(M) = {dn|ne Qi (M)} =imd’"

der Raum der exakten g-Formen, wobei wir d = d?: Q4(M) — QIT1(M) ge-
schrieben haben.
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Definition 15.5. Wir setzen

Hip (M) = Z%(M)/B*(M), q=0,
Hig(M) = @HgR(M) = @HgR(M)~
q=0 q=0

Hip (M) heiBt die g-te de Rham-Kohomologiegruppe von M. Tatsichlich ist
Hp (M) ein linearer Raum iiber R.

Bemerkung. Seien M; fiir ¢ € I die Zusammenhangskomponenten von M. Dann
gilt
HgR(M) = @ HgR(Mi)'
il
Deswegen diirfen wir im Weiteren o.B.d. A. annehmen, dass M zusammenhén-
gend ist.

Beispiel 15.6. Ist M zusammenhéngend, so ist
Z°(M) = {f: M —R| f ist konstant}, B°(M) =0,
wobei 0 den trivialen R-linearen Raum bezeichnet, also
HS (M) = 2°(0M)/B(M) = E.

Lemma 15.7. FEs gilt
R, ¢=0
Hi (R") = ’ ’
na) - {5 1o

Beweis. Dies ist eine dquivalente Formulierung des Poincaré-Lemmas fiir den

R™. O
Lemma 15.8. FEs gilt

R, ¢=0,1,
HiR(8") = {0 q>2

Beweis. Lediglich HJy (S) miissen wir noch berechnen. Dazu stellen wir fest,
dass eine 1-Form w € Q'(S!) genau dann exakt ist, wenn fsl w = 0 gilt. Gem&B
Satz 14.10 ist diese Bedingung notwendig; sie ist auch hinreichend, da dann
offenbar die Funktion F': S! — R mit F(p) = f;%w fiir ein beliebiges p' € S*

eine Stammfunktion von w ist, wobei p°p das orientierte Kurvenstiick auf S!
von p° nach p bezeichnet.

Andererseits ist 1

— | (zdy—ydx)=1

2 st
(hier ist S! in der iiblichen Weise in R? eingebettet, x,y sind Euklidische Koor-
dinaten in R?).
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Folglich ist die kurze Sequenz

0 — BY(S') — Z'(sh) N R—0

exakt und wir erhalten

Hip(s") = 2'(8")/B'(S") = R.

Satz 15.9. Das dufSere Produkt induziert eine wohldefinierte Operation
Hip (M) x Hip (M) — Hgliq (M),
W], W] = wWU]=wAu],
beziglich der Hig (M) zu einer graduierten Algebra wird.

Beweis. Wir miissen A: Z9(M) x Z9 (M) — Z979 (M) und A: ZP(M) x
BY (M) — B9+4' (M) (bzw. A: BI(M) x Z9 (M) — B9+ (M)) zeigen.

(i) Seien w € QI(M), ' € Q7 (M) und dw = 0, dw’ = 0. Dann
dwAw) = (dw) AN’ + (=1)%w A (dw")
=0AW +(-1)'wA0=0,
also w A W' € Z9H4 (M).
(i) Seien w € Q4(M), ' € Q4 (M) und dw = 0. Dann
w Ay = d((=1)% A,
also w A dn € BT (M).
0
Definition 15.10. U: H} (M) x Hijz (M) — Hjr (M) heiBt das cup-Produkt.
Beispiel 15.11. Das cup-Produkt auf Hjz(S!) 2 R & R ist gegeben durch
(a,b) U (¢,d) = (ac, ad + be)

fir a, b, ¢, d € R.

Bemerkung. (i) H}g (M) ist eine Algebra mit Einheit. Die Einheit ist die Klas-
se [1] € HIz (M) der Funktion konstant 1.

(ii) Hip(M) ist graduiert-kommautativ in dem Sinne, dass
WU ] = (-1)% WU W]

fiir [w] € HI, (M), [w] € HI (M),



68 KAPITEL 15. DE RHAM-KOHOMOLOGIE
Satz 15.12. Sei f: M — N eine C*°-Abbildung. Dann induziert f*: Q*(N) —
Q" (M) einen Homomorphismus f*: Hjp (N) — Hig (M) graduierter Algebren.

Beweis. Da wir bereits f*(wAw') = (f*w) A (f*') fiir w € Q4(N), ' € Q7 (N)
wissen, bleibt f* (Z4(N)) C Z9(M) und f* (B?(N)) C BY(M) zu zeigen.

(i) Sei w € Q4(N), dw = 0. Dann
df*w = f*dw =0,
also f*w € Z9(M).

(i) Sein € QI71(N). Dann
f*(dn) = df*n,
also f*(dn) € BY(M).

O

Wir verallgemeinern jetzt das Argument, das zum Beweis des Poincaré-Lemmas
fithrte.

Satz 15.13. Seien f, g: M — N C*-Abbildungen und sei H: [0,1] x M — N
eine C°-Homotopie zwischen f, g, d.h. es gilt H(1,-) = f, H(0,-) = g. Dann
gilt

fr=g" Hig(N) — Hip (M)

fir alle g =10,1,....

Beweis. Wie im Beweis des Poincaré-Lemmas konstruieren wir die Abbildung
I7: Q4(N) — QI=Y(M), indem wir fiir w € Q9(N)

Hw=Q +dsNE

mit Q' € C*([0,1];Q4(M)), E € C*([0,1]; Q¢ 1(M)) schreiben und dann

1
Hw = / E(s,-)ds
0

setzen. Wie im Beweis des Poincaré-Lemmas erhalten wir

1 aQ/

197 dw + dlw =
o Os

(s,)ds = Q' (1,-) — (0, ).

Jetzt gilt Q/(s,-) = i*H*w = (His) 'w mit is: M — [0,1] x M, p — (s,p).
Insbesondere V' (1,-) = f*w, (0, ) = g*w und damit

I dw + dlw = f*w — g*w.

Gilt schliefllich dw = 0, so ist f*w — g*w = d(l%w) € BI(M), also f*[w]
g*w].

o
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Folgerung 15.14. Sind M, N C°-homotopie-dquivalent, d.h. gibt es C*°-
Abbildungen f: M — N und g: N — M mit go f ~ idp;, f o g =~ idy,
wobei ~ die C'"*°-Homotopie von Abbildungen meint, so haben M, N die gleiche
de Rham-Kohomologie, d. h. es gilt Hig (M) = Hji (N) als graduierte Algebren.
Tatséchlich

g =idus oy, 97 f =idm (V)

Beweis. Es gilt
idps () = (ida)" = (g0 f)" = fg",

analog fiir die zweite Beziehung. O
Beispiel 15.15. Es gilt Hixz (M x RY) = Hip (M) fiir alle [ =0,1,2,....

Beweis. Wir behaupten, dass f: M x R! — M, (p,t) — pund g: M — M x
R!, p + (p,0) Homotopie-Aquivalenzen wie in der Folgerung sind. Tatsiichlich
fog=1idys, wiahrend g o f zu id; (g vermoge der Abbildung

H:[0,1] x M xR = M xR, (s,p,t) — (p, st)

homotop ist. Die Folgerung liefert das Ergebnis. O

15.3 Die Mayer-Vietoris-Sequenz

Wir werden jetzt ein starkes technisches Hilfsmittel zur Berechnung der
de Rham-Kohomologie kennen lernen. Insbesondere werden wir Hj(S™) be-
rechnen.

15.3.1 Die Kohomologie eines Komplexes

Wir erinnern daran, dass ein Kompler A eine Folge von linearen Rdumen A9
(in unserem Fall iiber R) und linearen Abbildungen d = d¥: A7 — AT

0— A" 4 gt 4 424

)

mit d? = d?jl o d% = 0 ist. Man kann dann in {iblicher Weise die Kohomologie
H*(A) = @quo H4(A) dieser Komplexe vermoge

HY(A) = 79(4)BY(4)
mit
Z9A)={a€ A?|da=0}, BYA)={dd |d €A}

definieren. Wie zuvor misst der lineare Raum H9(A), inwieweit die Ezaktheit
des Komplezes A an der Stelle A? verletzt ist. (H4(A) = 0 bedeutet gerade,
dass der Komplex A an der Stelle A? exakt ist.)
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Definition 15.16. Seien A, B zwei Komplexe. Dann ist eine Abbildung f: A —
B zwischen diesen Komplexen eine Folge f?: A? — BY linearer Abbildungen,
so dass folgendes Diagramm kommutiert:

da da

0 A0 Al A?
el e
0 B® ——> B'——> B?

Lemma 15.17. f: A — B induziert eine Abbildung f: H*(A) — H*(B) gra-
duterter Vektorrdaume.

Beweis. Wir miissen f (Z%(A)) C Z9(B) und f (B(A)) C B(B) zeigen.

(i) Sei a € A%, da = 0. Aus dem kommutativen Diagramm
A4 —<5 A9t a
fl lf l
Bt —%> ga-1 ) fla) —df(a) =0
erhalten wir df (a) = 0.
(ii) Sei a =da’, a’ € A%71. Aus dem kommutativen Diagramm
a

) —=df(a’) = f(a)

Ad—1 LN A4

]

d
BY—1 —— B4 )

_

erhalten wir f(a) = df(a’).

Definition 15.18. Seien f: A — B und g: B — C Abbildungen zwischen
Komplexen. Dann heifit die kurze Sequenz

0—-4-B % c_0
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exakt, falls in folgendem Diagramm die Vertikalen exakt sind:

0 0 0

0 ——= 40— g1 " g2
f f f

0 BO s Bl s B2
g g g

0 CO de Cl de 02

0 0 0

Satz 15.19. FEine kurze exakte Sequenz 0 — A J.p2 C — 0 von Komple-
zen induziert eine lange exakte Sequenz in der Kohomologie:

0o — H'4) L mUB) % HO(C)j

1 f g

H'(4) — HY(B) — Hl(C)j
(

o) L omrB) % H?(C)j
A.

Beweis.  Wir definieren den Verbindungshomomorphismus ¢: H1(C) —
HIT(A) wie folgt: Wir wihlen ¢ € C? mit dc = 0 und schauen auf folgen-
des Diagramm:

0 0
AQ+1 4>Aq+2 a——>(
| o
B1 —— Bat+l —— pag+2 ) b——db——=0
| |
1 —— (9tl c—— ()
0 0

Wegen der Surjektivitit von ¢g? existiert ein b € B? mit g(b) = ¢. Wir haben
g(db) = dg(b) = dc = 0, also db € ker g?t! = im f4+1. Folglich existiert ein
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a € AT mit f(a) = db. Wegen f(da) = df (a) = d*b = 0 und der Injektivitit
von f ist da = 0, also a € Z971(A). Wir definieren dann

Wir miissen zeigen, dass § wohldefiniert und die entstehende lange Kohomologie-
sequenz exakt ist. Wir erledigen nur ersteres und verweisen fiir die Exaktheit
auf die Literatur.? Sei also b € B? und g(b) = ¢. Dann ist g(b — b) = 0, also
b— l~)~E kerg = im f und es existiert ein o’ € A9 mit f(a’) = b — b. Damit
d(b—b) = df (o) = f(da').Ist also f(a) = db, so haben wir wegen der Injektivitét
von f, dass a — a = dd/, also [a] = [@] und 0[c] = [a] ist korrekt definiert. O

15.3.2 Die lange exakte Kohomologiesequenz
Seien jetzt U,V C M offen mit M = U U V. Unter dieser Bedingung definieren
wir eine kurze exakte Sequenz von Komplexen:
Satz 15.20 (Mayer-Vietoris-Sequenz). Die kurze Sequenz

0— (M) 5 or () @ 07 (v) L 0 V) -0
ist exakt. Hierbei sind iy: U — M, iyv:V — M, juy: UNV = U und jy: UN
V — V die jeweiligen Einbettungen.

Beweis. Die Exaktheit der Sequenz in Q*(M) und in Q*(U) @ Q*(V) ist offen-
sichtlich. Wir iiberpriifen die Surjektivitit der Abbildung Q*(U) @ Q*(V) —
QUNYVY), (w,w) — —jfw+ jyw'. Sei dazu n € Q*(UNV) und sei {h,h'}
eine der Uberdeckung {U,V} von M untergeordnete Zerlegung der Eins. Wir
definieren dann

" —h'n mUNV, o - hn inUNV,
o inU\V, 10 inV\U.
Dann ist w € Q*(U), ' € Q*(V) sowie

—jpw+gyw = (W +h)n=n.

Die Ergebnisse des vorigen Unterabschnitts fithren zu:

Satz 15.21. Wir haben die lange exakte Sequenz

0 — HRM) — HgU)®HRV) — HgR(UmV)j
{
Hig (
s
Hig(M) — Hig(U)® Hix(V) — HER(UQV)U
Az

2Zum Beispiel auf S. MacLane “Homology”, Springer, New York, 1967 oder (fast) jedes
andere Lehrbuch der Algebraischen Topologie.

M) — (U)o HR(V) — HRUnV)o
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15.3.3 Die Kohomologie der Sphire
Als Beispiel berechnen wir Hjy (S™).
Satz 15.22. Firn > 1 gilt

n ~ R? q = 07 n?
HgR(S )= {0 sonst

Beweis. Wir benutzen die Mayer-Vietoris-Sequenz mit U = S" \ {N}, V =
S*"\ {S}. Dann U =~ R*, V ~ R", UNV a~ S"! x R. Weiterhin diirfen wir
1 < ¢ < n annehmen.

(i) Wir berechnen zuerst H}g (S™).
(a) HJg(S') 2R wissen wir bereits, erhalten wir aber nochmals wie folgt:
0 — Hip(S") — Hip(U) ® Hip (V) — Hip(UNV) —
— Hip(S') — Hip(U) ® Hig(V) — ...
ergibt die exakte Sequenz
0—R-—ROPR—ROR — Hiz(S") — 0.

Die beiden Glieder mit R ¢ R haben jeweils eindimensionalen Kern
und eindimensionales Bild, also H}(S') = R.

(b) Sei n > 2. Mit demselben Abschnitt der Mayer-Vietoris-Sequenz er-
halten wir (da S*~! fiir n > 2 zusammenhingend ist)

0—R-—ROR — R — Hiz(S") — 0.
Diese Sequenz ist im dritten Glied surjektiv, also Hlg (S™) = 0.
(ii) Sei nun ¢ > 2. Dann schauen wir auf die exakte Sequenz
HiZ (U)o H R (V) — Hig (UNV) — Hi(S") — Hig (V)@ HR (V).

Also ist
0 — HIZ'(S"Y) — HIL(S™) — 0

exakt und somit Hlp (S™) = HIZ'(S* ).

Wir erhalten

g = [ S 10
H&R(Sl)’ qg=n,
~ )0, 1<q<n,
IR, g=n.

Das beendet den Beweis. O
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15.4 Endlich-Dimensionalitit der de Rham-Ko-
homologie

Wir werden jetzt zeigen, dass insbesondere kompakte Mannigfaltigkeiten eine
endlich-dimensionale de Rham-Kohomologie haben.

Definition 15.23. (i) Eine offene Uberdeckung {Ui},c; einer Mannigfaltig-
keit heifit gut, falls alle endlichen Durchschnitte U;, N U;, N --- N U;, ent-
weder leer oder diffeomorph zum R"™ sind.

(ii) Eine Mannigfaltigkeit M heifit vom endlichen Typ, falls M eine endliche
gute Uberdeckung besitzt.

Satz 15.24. (i) Jede Mannigfaltigkeit besitzt eine gute Uberdeckunyg.

(ii) Kompakte Mannigfaltigkeiten sind vom endlichen Typ.
Beweis. Im Abschnitt iiber Riemannsche Metriken. O
Wir benétigen das folgende Resultat:

Lemma 15.25. Haben U, V, U NV endlich-dimensionale de Rham-Kohomo-
logie, so auch U U V.

Beweis. Wir betrachten den Abschnitt der langen exakten Kohomologiesequenz
S SN UNV) S B (UUV) S B (U) © HI (V) — ..
Aus der Exaktheit folgt
Hi(UUV) Zkeri* @imi* =imd* @ imi*.
Damit ist H{; (U U V) endlich-dimensional. O

Satz 15.26. Jede Mannigfaltigkeit vom endlichen Typ hat endlich-dimensionale
de Rham-Kohomologie.

Beweis. Mittels Induktion iiber die Lénge [ einer guten Uberdeckung.
Induktionsanfang I = 1. Klar.

Induktionsschritt I — I + 1. Sei {Up,Uy,...,U;} fiir I > 1 eine gute Uber-
deckung von M. Wir setzen U = Uy, V = U; U --- U U;. Nach Induktions-

!
annahme haben U, V und UNV = |J (UyNU,) endlich-dimensionale de Rham-
j=1
Kohomologie und dann mittels des Lemmas auch M = U U V. O

Folgerung 15.27. Kompakte Mannigfaltigkeiten haben endlich-dimensionale
de Rham-Kohomologie.

Definition 15.28. Hat M endlich-dimensionale de Rham-Kohomologie, so hei-
Ben
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(i)
by(M) = dim Hig, (M)

die g-te Bettizahl von M,

(i)

n n

X(M) =3 (=1)"(M) = (~1) dim Hip (M)

q=0 q=0
die Eulercharakteristik von M.

Beispiel 15.29. Es gilt

0, n ungerade,

X(§") =1+ (_1)” - {2 n gerade.
15.5 De Rham-Kohomologie mit kompaktem Tri-
ger

15.5.1 Definition und erste Berechnungen

Es existiert eine Variante der de Rham-Kohomologie, in der alle beteiligten
Formen kompakten Tréger haben. Wir betrachten dazu den Komplex

d

0— QM) -% QL (M) -2

L oM — o,

wobei
QM) = {w € QM) | suppw ist kompakt }

(c steht fir ,,compactly supported) und suppw = {p eM ’ wp # 0}. Wir setzen
wie zuvor

Z{(M) = {w € QM) | dw :0},

BY(M) = {dn|neQi (M)}

und dann
H! jg(M)=Z(M)/B{(M), ¢=0,1,2,...

Definition 15.30. H} ;p = @;io HY 4z (M) heiBt die de Rham-Kohomologie
von M mit kompaktem Triger.

Bemerkung. (a) Fir kompaktes M gilt natiirlich
HSR(M) = :,dR(M)-
(b) Sind M; fiir ¢ € I die Zusammenhangskomponenten von M, so gilt

;dR(M) = @ Hz,dR(Mi)-
iel
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Lemma 15.31. FEs gilt
HY gg (M) = R!,

wobei l die Anzahl der kompakten Zusammenhangskomponenten von M bezeich-
net.

Beweis. O.B.d. A. sei M zusammenhingend. Dann

20(M) = {{f M —R | f ist konstant}, falls M kompakt,
’ 0, sonst,
BY(M) =0,

also
R, falls M kompakt,

HO (g(M) =
c’dR( ) {0, sonst.

O

Beispiel 15.32. Im Gegensatz zu Hig (M) ist H jz(M) keine Invariante bis

auf C*°-Homotopie-Aquivalenz. Beispielsweise sind R? \ {(0,0)} und S! sind
C*°-homotopie-dquivalent, jedoch gilt

He gr (R*\{(0,0)}) =0,  HZgr(S") =R.

Satz 15.33. FEs gilt

o~ )0, g FEm,

Beweis. O.B.d.A.sein>1,q>1.

(i) Wir betrachten zuerst den Fall 0 < ¢ < n. Sei w € Q4(R"), dw = 0. Wir
identifizieren R™ ~ S™ \ {N}. Insbesondere ist dann w € Q%(S™), dw = 0
und w = 0 in einer Umgebung U C §™ von N. O.B.d. A. sei U diffeomorph
zum R"™.

Aus HI, (S™) = 0 folgt, dass es eine Form 5 € Q471 (S™) mit w = dn gibt.
Insbesondere dn = 0 in U. Wir wollen 1 so wéhlen, dass auch n = 0 in
einer kleinen Umgebung von N gilt.

(a) Sei g = 1. Aus dn = 0 in U folgt n = ¢ in U mit einer Konstanten
ceR. Dann d(n—c¢) =wund n —c=01in U, also w € BI(R").

(b) Sei2<g<n-—1. Ausdyp=0in U und U diffeomorph zum R™ folgt,
dass es eine Form 7' € Q42(U) mit dn’ = n in U gibt. Wir wihlen
h € C*(U;R) mit h = 1 in einer Umgebung V' C U von N und
betrachten hn’ als Form auf S, indem wir diese Form durch Null von
U nach S"\ U fortsetzen. Dann d(n—d(hn')) = w sowie n—d(hn') =0
in V, also auch hier w € BI(R").
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(ii) Sei nun g = n. Wir stellen fest, dass eine Form w € Q7(R") (= Z7(R"))

genau dann zu BI(R") gehort, wenn [, w = 0 gilt. Aus dem Satz von
Stokes folgt, dass diese Bedingung notwendig ist.
Sei umgekehrt [p, w = 0. Wie in Teil (i) schlieBen wir auf die Existenz
einer Form 1 € Q"~1(S™) mit dn = w (da fiir w € Z™(S") genau denn w €
B1(S") gilt, wenn [, w = 0ist). Indem wir weiter wie in (i) argumentieren,
zeigen wir, dass wir tatséchlich 7 mit n = 0 in einer Umgebung von N
wihlen kénnen. Also n € Q7~}(R") und w € B?(R").

Wir erhalten die kurze exakte Sequenz 3

0 — BMR"Y) — QP (R™) 4R - 0

und damit
car(R") = R.

O

15.5.2 Die Mayer-Vietoris-Sequenz mit kompaktem Tri-
ger

Wir haben wiederum eine Mayer-Vietoris-Sequenz und eine sich ergebende lange
exakte Sequenz in der Kohomologie. Dazu stellen wir fest, dass wenn U eine
offene Teilmenge von M ist und i: U — M die entsprechende Einbettung, so
haben wir eine induzierte Injektion 4, : QI(U) — QI(M).

Sei M eine C'°°-Mannigfaltigkeit, U,V C M offen und M =U U V.

Satz 15.34 (Mayer-Vietoris-Sequenz mit kompaktem Triiger). Die folgende
kurze Sequenz ist exakt:

iU )« +(0v )«
"

0— QiU N V) SYD=0) qarr) g gy < QI(M) — 0.

Hierbei sindiy: U — M, iyv:V - M, jy: UNV = U und 5,: UNV — V die
entsprechenden FEinbettungen.

Beweis. Eine direkte Verifikation. Um beispielsweise zu sehen, dass
(iv), + (iv),: QUU) & V) — QM)

surjektiv ist, wihlen wir eine Form w € Q7(M) und Funktionen h,h’ €
C>(M;R) mit supph C U, supph’ C V und h + h' = 1 und beobachten,
dass

(iv), (hw) + (iv), (W'w) = (h+ h)w = w

gilt. O

3Die Surjektivitét von [p, : Q7 (R™) — R ist offensichtlich. Weshalb?
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Satz 15.35. Fir M, U, V wie oben haben wir die folgende lange exakte Sequenz:

0 — Hng(UﬂV) — Hg,dR(U)@Hng(V) — Hg,dR(M)j

(
Hg,dR(UmV) — Hi,dR(U)@Hi,dR(V) — Hg,dR(M)j

r
HidR(UﬂV) — Hg,dR(U)@HCQ,dR(V) — Hz,dR(M)j
Az,

Folgerung 15.36. Mannigfaltigkeiten M vom endlichen Typ haben endlich-
dimensionale de Rham-Kohomologie H i (M) mit kompaktem Tréger.

Satz 15.37. Sei M zusammenhdngend, n = dim M. Dann

c,dR =

(R R, M orientierbar,
0, andernfalls.

Beweis. Wir behandeln hier den orientierbaren Fall. Der nichtorientierbare Fall
wird im néchsten Abschnitt behandelt.

Sei also M orientiert. Dann Q2 (M) = Z!'(M) und die Abbildung [,,: Q2 (M) —
R, w — [,, w ist surjektiv. Wir behaupten, dass ker [, = BI'(M).
e BI(M) C ker [,, folgt aus dem Satz von Stokes.

o Zuker [, C B'(M): Seiw € Q}(M), [,,w =0.Seien Uy,...,U, C M
offen mit U; =~ R™ fiir alle 4, U; N U;3q # O fir ¢ = 1,...,7 — 1 und
suppw C U3 UU3 U - - - U U,. Wir zeigen mittels Induktion iiber r, dass es
ein n € QP~1(M) mit dn = w gibt.

Induktionsanfang r = 1. Dies folgt aus ker [, = BZ~!(R"), siche den
Beweis von H ;g (R") = R.

Induktionsschritt r —1 — r. Seir > 2. Wir setzen U = Uy U---UU,_1,
V = U,. Seien h,h’ € C*°(U U V;R) mit supph C U, supph’ C V und
h+h'=1auf UUV. Dann hw € Q2 (U), h'w € Q2(V). Sei

a:/hw:—/h’w
U v

und sei @ € Q2(UNV) mit [, & = . Dann

[to-ar=0. [wora=o

Nach Induktionsannahme existieren n € Q2=1(U), n’ € Q*~1(V) mit dn =
hw — @, dn = h'w+@. Dann n+ 71 € QP HU UV) sowie

dn+n7)=hw-0+hNw+o=w.
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O

Definition 15.38. Ist M zusammenhingend und orientiert, so heifit [wys] €
H? jq (M) mit [ wy =1 die Fundamentalklasse von M.

Bemerkung. Andert man die Orientierung von M (M +— —M), so #ndert die
Fundamentalklasse ihr Vorzeichen,

[w-nm] = —[wn].

15.5.3 Der Abbildungsgrad

Sei jetzt f: M — N eine C*°-Abbildung. Im Allgemeinen induziert f*: Q4(N)
— QI(M) keine Abbildung f*: QI(N) — Q4(M), d.h. im Allgemeinen gilt
nicht

fHQEUN)) € QUM).

Dies ist jedoch unter einer Zusatzannahme an f richtig.

Definition 15.39. Die Abbildung f: M — N heiBt eigentlich, falls f~1(K) C
M kompakt fiir alle kompakten K C N ist.

Lemma 15.40. Ist f eigentlich, so gilt f*(QL(N)) C QI(M) fir alle q. Wir
erhalten einen induzierten Homomorphismus

1 H:,dR(N) - :,dR(M)
graduierter Algebren.
Beweis. Fiir jede Form w € Q*(N) gilt
supp f*w C f~" (suppw).
Ist f eigentlich und supp w kompakt, so ist also auch supp f*w kompakt. O

Diese Beobachtung fiihrt uns zu einer weiteren Invarianten:
Seien M, N orientierte, zusammenhingende Mannigfaltigkeiten, dim M =
dim N =nund f: M — N eigentlich. Dann ist

I ?,dR(N) - ZdR(M)

Multiplikation mit einer reellen Zahl deg f,

5

n ! n
Hc, dR(N) I Hc,dR(M)

u& ml
R— 9 _p

R

Nach Definition gilt also

| ro=tep [ o
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fiir jede Form w € Q7(N) und insbesondere

deg | = /M fron.

Definition 15.41. deg f heift der Abbildungsgrad von f.

Satz 15.42. Es gilt deg f € Z, genauer

degf= Y deg,f

pef~1(q)

fiir jeden reguliren Wert ¢ € N von f, wobei deg,, f € {£1} fiir alle p € o).
(deg, f wird im Beweis definiert.)

Beweis. Sei ¢ € N ein regulirer Wert von f, d.h. fiir jedes p € f~!(q) ist
dfp: T,M — T,N ein Isomorphismus (man beachte dim M = dim N). Nach
dem Satz iiber die inverse Abbildung ist die Menge f~!(q) diskret und, da f
eigentlich ist, sogar endlich. Sei also f~1(q) = {p1,...,pn}. Nochmals mittels
des Satzes iiber die inverse Abbildung existieren Umgebungen U; von p; in M
und V von ¢ in N, so dass f |Uv : U; — V jeweils ein Diffeomorphismus ist.
J

Wir sehen jetzt degpj f=++1, falls f ‘U‘ die Orientierung erhélt, und degpj f=
—1 andernfalls. Sei wy = wy € QZ(V) mit [, wy = 1. Dann

deng/Mf*wN:zj:/Ujf*wv
= d = d
ZJ:/U]( egpj f)wU] Xj: egpj f7

wobei wy, € QI (U;), ij wy, = L.

Letzteres ist gerade die Behauptung.

Um den Beweis abzuschlieffen, miissen wir noch anmerken, dass es regulire
Werte ¢ gibt. Dies jedoch folgt aus dem Satz von Sard. O

Satz 15.43 (Sard). Sind M, N Mannigfaltigkeiten und ist f: M — N eine
C*>°-Abbildung, so ist die Menge der kritischen Werte von f eine Nullmenge.

Dabei heifit eine Menge A C N Nullmenge, falls in jeder Karte (V1) von N
PY(ANV) CR" eine Nullmenge ist.

Beweis. Ohne Beweis. O

Wir sehen, dass die Menge der reguldren Werte von f: M — N dicht in N und
insbesondere nichtleer ist.

Folgerung 15.44. Gilt unter den Voraussetzungen des obigen Satzes f(M) #
N (d.h. ist f nicht surjektiv), so ist deg f = 0.
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Beweis. Wir wihlen ¢ € N\ f(M). Dann ist ¢ ein reguldrer Wert von f und
f(q) =0, also
deg f = Z deg, f = 0.
pEf~1(a)

O

Bemerkung. deg f ist gleich der orientiert gezéihlten Anzahl der Urbilder eines
reguldren Wertes von f,

15.6 Ein Beispiel: Die Kohomologie einer endli-
chen Uberlagerung

15.6.1 Der allgemeine Fall

Ein Spezialfall einer eigentlichen Abbildung ist die Projektion 7 einer Uberla-
gerung M —— N mit endlicher Blitterzahl.
Ist M =5 N eine derartige Uberlagerung, so haben wir zum einen die Abbildung

T Q) (N) — Q7 (M), wobei € ) sowohl fiir Q" als auch fiir 7 steht. Wir
haben aber noch eine weitere Abbildung 7.

Lemma 15.45. (i) Die Abbildung . : Q7 (M) — Qf ) (N) ist vermdge
1k N
(Tw), = Z ((W!Up) ) wp, Yw e QH(M),
pem~1(q)

korrekt definiert. Dabei ist U, C M fir p € M eine offene Umgebung von
p, die vermdge 7 diffeomorph auf eine offene Umgebung von q abgebildet
wird.

(ii) m.m* = b-idg«(n), wobei b die Anzahl der Bldtter von M ~5 N st

(iii) dm. = m.d. Insbesondere erhalten wir eine Abbildung . : H, qr(M) —
H{, qr(N) mit

1 .
g ’IT*’/T»< = ldH(*c),dR(N) .
7y ist surjektiv, ™ ist injektiv.
Beweis. (i) Ist V eine offene Umgebung von ¢ € N mit 7=1(V) = || U,

pen—1(q)
und 7T|U : U, — V diffeomorph fiir alle p € 7~1(q), so ist nach Konstruk-

tion mw‘v € O*(V) fir w € Q*(M). Folglich m.w € Q*(N).

Dabei gilt supp(mw) C 7(suppw), insbesondere respektiert . kompakte
Tréger.

4% m* 74 ist eine Projektion in HE*C)’ ar (M) auf das Bild von 7*.
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(ii) Fir g € N gilt

(rrw), = > () 7) (rw),

peT1(q)

- Z ((W’Up)_l)*(ﬂUp)*wq

peT~1(q)
*

- Z ((W|Up)(7T|Up)_1) Wq

peT—1(q)

= Z wq = buwy.

peET1(q)

(iii) m, ist lokal durch Pullbacks von Formen definiert. Dies vertauscht mit dem

dufleren Differential d.
O

Folgerung 15.46. Wir erhalten
HEkc),dR(N) Simn* C H(*c),dR(M)a

wobei der Isomorphismus durch die gegenseitig inversen Abbildungen 7* und

%ﬂ'* vermittelt wird.

15.6.2 Normale Uberlagerungen

Ist die Uberlagerung normal, so lisst sich das Bild von 7* in Q’(*C)(M ) genau
charakterisieren. Sei G also eine endliche Gruppe, die C*°-glatt und frei auf
M operiert, d.h. wir haben eine C*°-Abbildung x: G x M — M, die einen
Gruppenhomomorphismus

G — Diff(M), g~ Xg»

induziert, so dass aus x4(p) = p fiir ein p € M bereits g = e folgt. Sei N =
M\ G der Bahnenraum dieser Gruppenoperation und 7: M — N die kanonische
Projektion. Dann ist M —— N eine |G|-blittrige Uberlagerung.

Satz 15.47. In diesem Fall gilt:

(i)
im7* ={we Qe (M) | Xpw = w fiir alle g € G}.

Dieser Raum wird auch mit QF (M) bezeichnet.

()
(i)
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(ili) Das Bild von 7*: H{,) g (N) — H{, g5 (M) ist
H(*C)ydR(M)G = {[w] ’ Xylw] = [w] fiir alle g € G}.
Beweis. (i) Fiir ¢ € N haben wir 77 *(¢q) = {gp | g € G} mit einem (belie-

bigen) p € 77 1(g), wobei wir gp = x4(p) schreiben. Dann U, = gU (Be-
zeichnungen wie im vorigen Beweis), wobei U = U,, und fiir w € Q*(M)

(m*mw) |U =" ((mw) ‘V)

Il
3
*
—~
—
3
a
<
S~—
|
~
&
e
<

Z ((W’gU)717T|U)*(w |U)

geG
- Z Xg|
geG
(i) Folgt aus (ii).
(iii) (ii) ergibt auf dem Niveau von Kohomologieklassen, dass

1, 1 .
@7‘( Tw|w] = @ZX!J [w],
geG

und daraus folgt die Behauptung.
O

Bemerkung. (a) Die Gruppe G operiert von rechts auf Q’(*c)(M ) bzw. auf
H{,) qr(M). Dies folgt aus

XgXh = (XuXg)" = Xig
fiir alle g, h € G.

(b) Hi, qr(M )¢ ergibt sich auch als Kohomologie des Komplexes

d d d n
0 — Oy (M)% =5 QU (M)F = - == Qp, (M)% — 0.

Beispiel 15.48. (a) S™ 22, RP" ist zweifache Uberlagerung vermoge der Iden-
tifikation diametral gegeniiberliegender Punkte. Hier ergibt sich eine weitere
Mbéglichkeit, die Kohomologie von RP™ zu berechnen. (Dies ist eine aktuelle
Ubungsaufgabe!)

(b) St xR 22, Mgb ist zweifache Uberlagerung wiederum vermége der Identifi-
kation diametral gegeniiberliegender Punkte. (Dies war ein Beispiel in einer
Saaliibung.) Wir benutzen dies, um nochmals Hj (M6b) zu berechnen.
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Wir schreiben S' = R\ Z und fiihren p als 1-periodische Variable auf S! ein
(d.h. wir identifizieren Funktionen auf S' mit 1-periodischen Funktionen
auf R). Zy = {1, —1} operiert auf S* x R vermoge x; = idgi xg und

1
x—1:S' xR — S! xR, (p,t) — (p+§,—t).
Wir erhalten
Hin (Mob) = Hiy (' x R,
insbesondere Hfp(Mob) = 0 fiir ¢ > 2. Weiterhin ist HJz(S* x R) =

Hjp (S' xR) = R mit den Erzeugern [1] € H{; (S* xR), [dp] € Hiz(S' xR).
Beide Erzeuger sind Zs-invariant, z. B.

X1 [dp] = [d(p— 3)] = [dp].

Folglich
H{p (Mob) & Hip (S' x R)** = H{z (S' x R)

auch im Fall ¢ =0, 1.
Ende des Beweises von Satz 15.37. Sei jetzt M zusammenhéngend und nicht
orientierbar. Sei weiterhin Or(M) —— M die Orientierungsiiberlagerung von M.
Dies ist eine zweifache Uberlagerung und Or(M) ist eine zusammenhéngende,
(kanonisch) orientierte C°°-Mannigfaltigkeit.
AuBerdem gilt M = Or(M)/Zsy, wobei x_1 = o der Diffeomorphismus von
Or(M) ist, der die beiden Bliitter von Or(M) vertauscht. Da o die Orientierung
von Or(M) umkehrt, ist o eine eigentliche Abbildung mit dego = —1.
Folglich erhalten wir einen linearen Isomorphismus

[ g0 =z
Or(M)

sowie fiir jedes [w] € H qr(Or(M))22

% </Or<M) @ des) /0r<M> w) v

ZdR(M) = ZdR(OI"(]W))Z2 =0.

[w]

N | =

Somit ist
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15.7 Poincaré-Dualitat

Sei M orientiert. Dann haben wir eine Paarung
QUM)x QI U(M) =R, (w,w)— [ wAW.
M

Lemma 15.49. Diese Paarung induziert eine Paarung
Hin(M) x HI0) =R, (W) [ whw.
M

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die angegebene Paarung korrekt definiert ist.
Dazu geniigt es zu zeigen, dass wenn n € Q4= (M), w’ € Q"~4(M), dw’ = 0 und
wenigstens eine der beiden Formen mit kompaktem Tréger hat, so folgt, dass
dn Ao’ = 0.
M

Es gilt jedoch dn A ' = d(n A w'). Dann ist das angestrebte Ergebnis eine
Konsequenz des Stokesschen Satzes. O

Bemerkung. Sind E, F lineare Rdume iiber R, so wissen wir aus der linearen
Algebra, dass
B(E, FiR) = L(E, F"),

wobei B(E, F;R) den Raum der Bilinearformen a: F x F — R bezeichnet.
Gegenseitig inverse Abbildungen sind

(a: EXF - R)——>(e+— ale,-)),

((e, ) = (Ble), [)) =——(B: E — F).

Aus dem Lemma folgt also, dass wir fiir jedes ¢ = 0,1,...,n eine lineare Abbil-
dung

g Hip (M) — H (M)’
erhalten.
Theorem 15.50 (Poincaré-Dualitét). ®, ist fir ¢ = 0,1,...,n ein linearer
Isomorphismus.

Zum Beweis benotigen wir zwei Lemmata:

Lemma 15.51 (Fiinferlemma). Sei

Ay Ag As Ay As
f1l/ f2l fsi f4l/ fsl
Bl B2 Bg Bd BS

ein kommutatives Diagramm von R-linearen Riumen und R-linearen Abbildun-
gen, wobei die beiden Zeilen exakt sind. Weiterhin sei fi surjektiv, fs injektiv
und fo, fi seien Isomorphismen. Dann ist auch f3 ein Isomorphismus.
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Beweis. (Fast) jedes Lehrbuch iiber Homologische Algebra. O

Lemma 15.52. Sind U,V C M offen und gilt die Poincaré-Dualitit fir U, V,
UNV, so gilt sie auch fir UUV.

Beweis. Wir benutzen die Mayer-Vietoris-Sequenz fiir U, V sowie das Duale
der Mayer-Vietoris-Sequenz mit kompaktem Tréger, ebenfalls fiir U, V, und
erhalten:

0

HUUV)— = H'U) e H(V) ———H°(UNV) ——

l %lm %lm

0—— H)XUUV) — H}U)Y ®H}(V) ——H}({UNV) ——

— = H'(UUV)———> H' U)o H (V) ————> -+~
—— H ' UUVY —HY U o HN(V) —> -

Die Zeilen in diesem Diagramm sind exakt und das Diagramm ist bis auf Vor-
zeichen kommutativ. Fiir die Quadrate

HYUUYV) HY(U)® H' (V)

i i

HIY(UUV) ———— HI Y(U)Y @ H} (V)

[w]t (wlo]; [wv])

] |

]’_}_IM“)/\U/»[WN} ’_}waAn”)

und
HY(U) @ HY(V) HY(UNV)
H}I(U) @ HX™Y(V) HI=1(Uunvy
([w'], WDt (W uav] = W luav]

| I

([T)/] = = [M W' A 77/7 [TIH} = f]u W A 77”) S ([77] = f]v[(wu - wl) A Tl)
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ist dies offensichtlich, fiir das Quadrat

HI(UNV)— HTY (U UV)

| |

HIY(UNV) —=H Y UnV)

ist das eine aktuelle Ubungsaufgabe.
Das Fiinferlemma zusammen mit unseren Annahmen liefert dann, dass

$,: H(UUV)— H"{(UuUV)
ebenfalls ein Isomorphismus ist. O

Beweis des Theorems. Wir beweisen das Theorem im Fall, dass M von end-
lichen Typ ist, d.h. dass M eine endliche gute Uberdeckung besitzt. Wir fithren
dann den Beweis durch Induktion iiber die Anzahl r der Elemente einer guten
Uberdeckung von M.

Induktionsanfang r = 1. Hier haben wir M ~ R" und
R = R =
H ()= 4 0, H ()= 4=
0, ¢#0, ’ 0, g#n

sowie, dass die Paarung Hg (M) x H] gg (M) = R, ([w], [w]) = [}, wAw nicht
entartet ist. Folglich gilt die Behauptung in diesem Fall.

Induktionsschritt » — r 4 1. Sei Uy, Uy, ..., U, eine gute Uberdeckung von
M. Wir setzen U =Uy, V=U,U---UU,. Dannist UNV = (UyNU;)U--- U
(UpNU,). Nach Induktionsannahme gilt die Poincaré-Dualitét fiir U, V, UNV.
Gemifl Lemma gilt die Poincaré-Dualitét dann auch fir M = U U V. O

Folgerung 15.53. Sei M orientierbar, kompakt. Dann:
(i) bg(M) =by—g(M) fiir ¢ =0,1,...,n.
(il) x(M) =0, falls dim M ungerade ist.
Beweis. (i) Wir haben Hjp (M) = Hi (M) geméB Poincaré-Dualitét, also

by(M) = dim Hi, (M) = dim H /(M) = by _o(M).

(ii) Die alternierende Summe

X(M) =bo(M) — by (M) +bo(M)F -+ — bp_o(M) + bp_1 (M) — bp (M)
=bo(M) = b1 (M) + bo(M) F -+ = bo(M) + ba (M) — by (M)

verschwindet im Fall, dass n ungerade ist.
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Beispiel 15.54. Wir berechnen H7 ar (M&b) mittels der zweifachen Uberlagerung
S' x R — Mgab. Wir benstigen dazu die Kohomologie H 4 (S' x R), die wir
dual zu H}(S' x R) = H}(S") finden. Folglich

R, ¢=1,2,

H? o (S' x R)
el ) {0, sonst.

Sei nun f € C2°(R) mit f(¢) = f(—t) fiir alle t und [~ f(¢)dt = 1. Dann ist
[f(t) dt] Erzeuger von Hcl’dR(S1 x R) und [f(¢) dp A dt] Erzeuger von HCQ)dR(S1 X
R) (Beziehungen wie in Beispiel 15.48 (b)). Auflerdem gilt

X2y [f (@) di] = [f(=t) d(=t)] = — [F(t) di],
X2y [f (@) dp Adt] = | f(=t)d(p — %) ANd(=t)| = —[f(t)dp Adi],
so dass insgesamt
H} qg(Mob) = HY jz(S' x R)* = 0.

Dieses Beispiel zeigt, dass Poincaré-Dualitdt ohne die Annahme der Orientier-
barkeit im Allgemeinen nicht gilt.®

5Tatsichlich gilt Poincaré-Dualitit niemals im nichtorientierbaren Fall. Wieso?



Kapitel 16

Hodge-Theorie

16.1 Riemannsche Mannigfaltigkeiten

16.1.1 Riemannsche Metriken

Sei M eine C'°°-Mannigfaltigkeit.

Definition 16.1. Eine Riemannsche Metrik g auf M ist eine Familie g, fiir
p € M von Skalarprodukten auf T),M, die C°°-glatt mit dem Fulpunkt p € M
variiert. Letztere Bedingung kann man beispielsweise als g € C°(M;T*M ®
T*M) formulieren. (Auflerdem ist der Schnitt g symmetrisch und punktweise
positiv definit.)

Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist eine mit einer Riemannschen Me-
trik g versehene Mannigfaltigkeit M.

In lokalen Koordinaten z!,...,2" in U € M haben wir

n
9= ginla)ded  da*,
J,k=1

wobei g;x € C*°(U;R) fiir alle j, k und die Matrix (g;(2))},_, fir alle z € U
symmetrisch und posititv definit ist.
Definition 16.2. (a) Fiir t € T, M heifit die Zahl

1/2

n
|t‘g :gp(tat)1/2 = Z gjk(l') ajak )
J k=1
n .
die Linge des Vektors t, wobei t = Y a’ % ist.
j=1
(b) Der Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren t,t' € T, M ist durch

»

g(t,t') = [t], |t'| ,cos
gegeben.

89
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Lemma 16.3. Jede Mannigfaltigkeit M besitzt eine Riemannsche Metrik.

Beweis. Sei U eine offene Uberdeckung von M durch Kartenumgebungen und
{hv} ey eine untergeordnete Zerlegung der Eins. Fiir jedes U € U wihlen wir
die Fuklidische Metrik

gu =dz' @ dxt +dz? @ da? + - 4 da" @ da"

als Metrik in U. Dann ist g = > hy gu eine Metrik auf M. O
veu

16.1.2 Geodéaten und Normalkoordinaten
Sei v: [a,b] — M eine C'-Kurve.
Definition 16.4. Die Linge I(vy) der Kurve « ist definiert als

b
1) = [ 1), at

Lemma 16.5. Die Linge einer Kurve ist invariant unter Umparametrisierun-
gen der Kurve.

Beweis. Sei ¢: [¢,d] — [a,b] ein C'-Diffeomorphismus und §(s) = 7 (¢(s)).

Dann
/ab Iﬁ(t)gdt:/cdw(@(s))g ds:/cd](i(s)‘gds.

Definition 16.6. Eine Geoddte oder geoddtische Linie ist eine Kurve v in M,
die lokal kiirzester Léange ist.

dy
E(S)

O

Beispiel 16.7. (a) Geodéten im R™ mit der Euklidischen Metrik sind die Gera-
den.

(b) Geoditen auf S* = {x € R? | |z| = 1} mit der von der Euklidischen Metrik
induzierten Metrik sind die Grofikreise.

Um die geodétischen Linien fiir eine allgemeine Riemannsche Mannigfaltigkeit
(M™, g) zu bestimmen, betrachten wir das Energiefunktional

b
o) =7 / 5[ dt

fiir eine C*-Kurve 7: [a,b] — M und die zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichun-
gen.

Satz 16.8. Sei U C R™ offen und sei F: [a,b] x U x R™ — R eine C?-Funktion,
wobei wir F' = F(t,z,v) schreiben. Eine notwendige Bedingung dafiir, dass das
Funktional

b
I(z) :/ F(ha(t), i) di
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fiir eine C?-Kurve x: [a,b] — U mit fixierten Endpunkten z(a) = 2°, z(b) = x!
ein Maximum annimmit, ist das Erfilltsein der Euler-Lagrange—Gleichungen

d . .
o b (6,2(t),2(2) = Fo (¢, 2(2), 2(1)) -

Beweis. Das Funktional I nehme an der Stelle z: [a,b] — U ein Minimum an.
Sei y: [a,b] — R™ eine C?-Kurve mit y(a) = y(b) = 0. Dann ist fiir |¢| klein
x4+ ey: [a,b] — U eine Kurve in U. Folglich erhalten wir die Bedingung

d d b . .
0=l +ey)| _,= @/ﬂ F(t,x+ey,@+ep) dt|

b
:/ [Fu(t,z,d)y + Fo(t, z, ) 7] dt
b b . d .
:Fv(t,x,x)y|t:a+ Fr(t,z,x)—%Fv(t,x,x) ydt

b
:/ [Fw(t,x,gb)—jth(t,m,j:)]ydt.

Da letztere Beziehung fiir alle C?>-Kurven y: [a,b] — R"™ mit y(a) = y(b) = 0
gilt, erhalten wir, dass

d
F.(t,z, &) — o Fy(t,z,&) =0.
Dies sind gerade die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir das Funktional F'. O

Auflerdem stellen wir fest:

Lemma 16.9. Es gilt stets
1(7)" < 2(b - a)e(),
wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn |(t)|, = konst ist.

Beweis. Die Holder-Ungleichung liefert

1/2

b b b 1/2
)= [ 1o, di < ( / 12dt> ( / wt)lidt)

= (b—a)"/*(2e(v))"*.

Daraus folgt die zu beweisende Ungleichung einschliellich der Aussage iiber die
Gleichheit beider Seiten. O

Da wir Kurven beliebig umparametrisieren kénnen, ohne deren Léange zu éndern,
diirfen wir immer annehmen, dass eine Geodite proportional zur Bogenlinge
parametrisiert ist, d. h. so dass |[¥(¢)] , = konst gilt. Dann zeigt obiges Lemma,
dass es geniigt, die Minima des Energiefunktionals zu finden, um die Geodéten
zu bestimmen.
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Satz 16.10. Die C?-Kurve v: I — M wverlaufe vollstindig in einer Karten-

umgebung U C M mit Koordinaten x*, ..., z™. Dann lauten die Euler-Lagrange-
Gleichungen fiir das Funktional e und v = (z1,...,2™)
B4 T (x)ili* =0, i=1,...,n.

Dabei sind die Fék die sogenannten Christoffel-Symbole, die durch

i %g“ <5gjl n Ogr 5gjk)

k= ork T 9z ol

mit (g7%) = (gj;c)_1 gegeben sind.

Bemerkung. Die Christoffel-Symbole sind ein Ausdruck der (intrinsischen) Krim-
mung der Riemannschen Mannigfaltigkeit (M™, g).

Beweis des Satzes. Wir haben
F(z,v) = gjk(x)vjvk

und damit

Gk .
Fo(z,v) = ag:;lk (z)vivk,
Fyi(z,v) = 2g1(z)v7.
Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten somit
d L 09k LG
i Qon(@) @) = Tk (@) 73",

8gjl ik agjk ik
2g,1(z)@ + QW(I) Iz = W(x) 'z

beziehungsweise

gji(z) i + L (ag”(x) + %(x) _ 95n (x)) ik =0

2 \ OzF OxI Ox!
fiir [ = 1,...,n. Multiplikation dieser Gleichungen mit ¢*(z) und Summation
von !l =1,...,n liefert das gewiinschte Ergebnis

i+ Ty (2) i/ 8% = 0.

Bemerkung. Jede C%-Kurve, die den Bedingungen
i+ T (x)d?dh =0, i=1,...,n,
geniigt, ist so parametrisiert, dass
|(t)], = konst

gilt.
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Beweis. Wir berechnen

1d, .o 1d

3P0 = 35 ()i
, 109,k . ;
= gin(@)di + STk
Lo 1 agjl Ogri 8gjk ik ) -l
= (o + 3 (G + G - G ) 954 o
=0.
O
Wir arbeiten jetzt in lokalen Koordinaten z*, ..., 2™ um einen Punkt p € M, so

dass dieser Punkt die Koordinaten z = 0 bekommt.

Satz 16.11. Die Gleichungen
BTl () @2 =0, i=1,...,n,

besitzen unter den Anfangsvorgaben x(0) = 0, 2(0) = v eine lokal eindeutige
Lésung.

Beweis. Siehe das Kapitel iiber gewohnliche Differenzialgleichungen in Diff II.
O

Fir v € T, M bezeichnen wir diese eindeutige Losung mit v(¢; p, v) und denken
uns diese Kurve auf ein maximales Existenzintervall fortgesetzt (gegebenenfalls
durch Losung dieser Gleichungen in anderen Koordinaten und in einer anderen
Kartenumgebung). Hierbei hingt die Kurve t — ~(¢;p,v) tatséichlich nur von
der Richtung von v ab. |v| gibt lediglich die Geschwindigkeit an, mit der die
Kurve durchlaufen wird, also

Y(At; p,v) = y(t; p, Av)

firpe M,veT,M, A> 0.
Wir setzen jetzt

ﬁp ={veT,M |t — y(\;p,v) existiert auf dem Intervall [0,1]}
und
exp,: ﬁp CT,M — M,
v = (1 p,v).

Wir stellen fest, dass Up eine sternférmige, offene Umgebung der Null in 7}, M
ist.

Definition 16.12. exp, heifit die Ezponentialabbildung.
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Satz 16.13. Es gibt eine offene Umgebung U, C Up der Null in T,M, so dass
expy, |, + Up — M ein Diffeomorphismus aufs Bild ist.

Beweis. Nach dem Satz iiber die inverse Abbildung geniigt es zu zeigen, dass
d(exp,),: To(T,M) = T,M — T,M

ein Isomorphismus ist. Hierbei identifizieren wir Ty(7,M) und T, M in kanoni-
scher Weise. Es gilt jedoch

d d .
d(expp)o(u) = &W(laZL tv)’tzo = %7(t;p7v){t:0 = 7(0’1)7“) =,

also ist d(exp,,), die Identitdt auf 7),M. O

Bezeichne V, = exp,(U,) € M das Bild von U, unter exp,. Wir identifizieren

p: Tp,M =, R™ nach Auswahl einer Orthonormalbasis e1,..., e, beziiglich g,

(d.h. es gilt gy(e;, e;) = &;; fir alle 1, 7).

Definition 16.14. Die Kartenabbildung (V,, poexp,, 1) fithrt Normalkoordina-

ten in V,, um p ein.

Lemma 16.15. In Normalkoordinaten x',. .., x™ ump gilt g;;(0) = d;, F;k(O) =
0 (und sogar gii,f (0) = 0) fiir alle i, j, k.

Beweis. g;;(0) = d;; ist bereit durch die Auswahl einer Orthonormalbasis
€1,...,en € T M beziiglich g, realisiert.
Um F;k(O) = 0 zu zeigen, bemerken wir, dass in Normalkoordinaten (t; p,v) =
v(1;p,tv) = tv fiir |¢| hinreichend klein gilt. Es folgt #%(¢t) = 0 fiir alle i und
somit

F;k(tv)vjvk =0.

Insbesondere fiir ¢ = 0 ergibt sich
F;k(O)vjvk =0.

Da hier v € R™ beliebig ist, folgt Fék(O) =0 fiir alle ¢, j, k.
Aus letzterer Beziehung ergibt sich weiterhin, dass

0 (g B dg;
5'(0) (G40 + F4 0 - L) o

bzw. wegen g (0) = d;;, dass

993t gy 4 99kt 3y _ ik 1y
Ok ©0) O’ 0) oz (0) =0

Zyklisches Vertauschen der Indizes j, k, [ liefert

Ogi; Ok o OGik o\ _
W(()) Ot ©0) Oxd 0)=0
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bzw. wegen g;; = gji

0g,i

aor (V) =0
fur alle j, &, 1. O
Seien nun 2!, ..., 2" Normalkoordinaten um p € M. Wir fithren jetzt eine ra-

diale Koordinate r vermoge

r= (@) 4+ @)
ein.
Lemma 16.16. In diesen Koordinaten gilt
g=dr?+h,

wobei h eine r-abhdngige Riemannsche Metrik aus S"~ C R™ ist, d. h. in lokalen
Koordinaten @', ..., " 1 auf S*~1

n—1

h=">" hij(r,p)dp'dg’
ij=1
Beweis. Zusitzlich zu r wihlen wir lokale Koordinaten ¢!, ..., "1 auf S~1.
Beziiglich dieser Koordinaten miissen wir gi; = d1; fiir alle j = 1,...,n zeigen.

Wir wissen bereits
g11(0) =1, ¢1;(00=0, 2<j<n,

da dies richtig ist, wenn man die FEuklidische Metrik in Polarkoordinaten
schreibt. Wir zeigen jetzt noch, dass % = 0 fir alle j ist.
Die Losungen zu i + T (2)#72% = 0 mit 2(0) = 0 (¢! = r, 27 = @I~ fiir

J > 2) sind gerade durch ¢ = konst. gegeben. Damit erhalten wir
ri, =0, i=1,...,n.

Es folgt g% (2% — %> =0 bzw.

or ozl
dgu  9Ogn
P =0, I=1,...,
or ox! "
Fiir [ = 1 ergibt sich
0911
=0
or ’
also mit g11(0) = 1, dass g11 = 1, und dann fiir beliebige !
dgu
—— =0
or ’

also mit ¢1;(0) = d1;, dass g1; = 0y;. O
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Wir kénnen jetzt zeigen, dass die durch die Gleichungen
i 4 T (x)ddi* =0
gegebenen Kurven tatsédchlich Kurven lokal kiirzester Lange, also Geodéten sind.

Satz 16.17. Seip € M. Dann existiert ein o > 0, so dass in Riemannschen
Polarkoordinaten in B(p,0) = {q e M | d(p,q) < Q} fiir jeden Punkt q €

0B(p, 0) (also d(p,q) = o) genau eine Geodite kiirzester Linge existiert, die p
und q verbindet. Diese Kurve ist durch (r,@) mit ¢ = konst. gegeben.

Beweis. Sei (r(t),o(t)) fiir 0 < t < t9 eine Kurve v, die p, ¢ verbindet. (O. E. d.
A. diirfen wir annehmen, dass diese Kurve vollstiindig in B(p, g) verlduft.) Dann

Iy) = / 500, dt

0 o
2/ F(t)dt =r(t) |,_,= o.
0

Gleichheit tritt dabei genau dann ein, wenn 7(¢) > 0 fiir alle ¢ und ¢(¢) = konst.
ist. O

Insbesondere erhalten wir, dass

exp,, (Beuk.(0,0")) = B(p, ¢')

tir alle 0 < ¢’ < g gilt, wobei By (0, o) die Euklidische Kugel in T, M um 0
mit Radius ¢’ (beziiglich der gew#hlten Normalkoordinaten) ist.

16.1.3 Der Hodge-*-Operator
Lineare Algebra

Sei nun V ein endlich-dimensionaler linearer Raum iiber R, wobei dimV = n,
mit einem Skalarprodukt (-,-)* und einer ausgezeichneten Orientierung.

Wir arbeiten in der &ueren Algebra A*V = @ _, A?V. Zum einen stellen wir
fest, dass

(v,w) = det ((Uj,wk);]'ykzl)

firv=v1 A ANvg, w =w; A--- ANwg € A?V ein Skalarprodukt auf AV
definiert, wobei eine Orthonormalbasis durch

61‘1/\61'2/\"'/\6%, 1§i1<i2<~-~<iq§n,

fiir eine beliebige Orthonormalbasis ey, ..., e, von V gegeben ist. Sodann defi-
nieren wir den Operator

x: ATV — A"V, ¢=0,1,...,n.

IDas heift, (-,-) ist eine symmetrische und positiv-definite Bilinearform auf V x V.
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Definition 16.18. Sei ey, ..., e, eine fixierte positive Orthonormalbasis von V.
Dann definieren wir

k(e Noo-Ney,) =ej A= Nej, .,
falls e;,,...,€e;,,€5,...,¢j,_, eine positive Orthonormalbasis in V' ist.
Insbesondere gilt
x(1)=e1 A+ Ney,
x(eg A Aey) =1

Lemma 16.19. Der Hodge-x-Operator x: A4V — A"~V hdngt vom Skalarpro-
dukt (-,-) und der Orientierung in V ab, ist jedoch unabhdingig von der gewdihlten
positiven Orthonormalbasis eq,...,e, in V.

Beweis. Folgt spiéter. O

Lemma 16.20. FEs gilt
ok — (_1)11(71—4)

auf A1V,
Beweis. Wir haben

sk (1 A Neg) = *(eg1 A+ Aey)
= (1)1 Dey A A €qs

daeq+1/\~-~/\en/\el/\-~-/\eq:(—I)Q("_q)el/\-~-/\en. O

Lemma 16.21. Das Skalarprodukt (v, w) = det ((v;, wk))‘; ey Jlrv=viA---A
Vg, W=wi A--- Awg € AV schreibt sich als

(v,w) = * (v A xw).

Beweis. Es ist ausreichend, diese Beziehung fiir v = e;, A-+- Ae;, w = ej, A
---Aej, und eine gegebene positiv orientierte Orthonormalbasis ey, ..., e, in V
zu zeigen. Dabei diirfen wir 1 <47 < -+ <ig <n, 1 <ji <jo <~ <jg<n
annehmen.

1. Fall. Gilt {i1,...,4q} # {j1,-..,Jq}, s0 sind beide Seiten in der zu zeigenden
Gleichheit gleich Null, also gilt diese Gleichheit in diesem Fall.

2. Fall. Gilt {i1,...,i4} = {Jj1,---,Jq}, s0 haben wir v = w und

(v,w) = [of* =1

sowie
x(VAxw)=x(vA*v)=x(e; Aea A---Aey) = 1.

Auch in diesem Fall sind beide Seiten gleich. O
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Lemma 16.22. Ist vy,...,v, eine beliebige positive Basis in V, so gilt

(1) = = n
\/det (v, V)5 o1

Beweis. Es gilt v1 A--- Av, =ae; A--- A e, mit a > 0. Weiterhin ist

v ANva A Aoy,

a? = [vg A A vn|2 = det ((vj, vg))
und damit

x(D=er A ANep=a "oy A= Ay,
1

- \/det ((vj,vk))?,kﬂ

VLA AUy

Der Hodge-*-Operator auf Mannigfaltigkeiten

Sei nun (M™, g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Die Metrik g
gestattet es uns, Tangential- und Kotangentialriume zu identifizieren; die Ab-
bildung

Ty,M — Ty M, t—g(t-)

fiir p € M ist ndmlich ein Isomorphismus. Dies gestattet uns weiterhin, das
auf T, M gegebene Skalarprodukt und die auf 7, M gegebene Orientierung nach
T;M heriiberzuziehen. In lokalen Koordinaten 2',...,2" in U C M erhalten

wir, dass der Tangentialvektor % dem Kotangentialvektor g, dz* entspricht,

da
o 0

0
i — . k[ _Z_
9(@7 @) = gj1 = gjr dx <6ml) :
Dementsprechend ist das Skalarprodukt auf T*M durch
g(da? , dzk) = g7*

mit (¢7¥) = (gjr) " gegeben. Zudem ist die Basis dz!, ..., dz" positiv orientiert
in Ty M, falls %, RN % positiv orientiert in 7, M ist. Schliefllich erhalten wir
den *-Operator

*: ATy M — AT M.

Definition 16.23.
x: QUM) — Q" IY(M)

bezeichnet den durch *: ATy M — A""9T M fiir p € M induzierten Operator.
Lemma 16.24. Fiir 1 € Q°(M) gilt

(1) = \fAtlgye) di - ™

Insbesondere ist die durch den Ausdruck auf der rechten Seite in lokalen Koor-
dinaten gegebene n-Form global auf M definiert.
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Beuweis. Dies folgt aus obigem Lemma und der Feststellung, dass det(¢’%) =
det (gjk)fl gilt. O

Definition 16.25. Die in diesem Lemma definierte n-Form heifit auch die Vo-
lumenform von (M™, g).

Von nun an sei M zusétzlich kompakt. Dann kénnen wir als erstes ein Skalar-
produkt auf Q?(M) definieren.

Definition 16.26. Fiir w, w’ € Q4(M) setzen wir

(waw/) = gp(wp’w;z) * (1)
M

(w,w') = /Mw A xw'.

Beweis. Fir V wie oben und v € A™V gilt offenbar * (v) * (1) = v. Folglich gilt

@) = [ g s = [ swrst) s = [ was

Lemma 16.27. FEs gilt

O

Bemerkung. Q%4(M) mit dem angegebenen Skalarprodukt ist ein Prdhilbertraum.
Die Vervollstindigung dieses Préhilbertraumes (siehe die Vorlesungen ,,Funktio-
nalanalysis* und ,Maftheorie*) wird mit

L2(M; A9T* M)
bezeichnet. Die induzierte Norm auf L?(M; AYT*M) (und auf Q9(M)) bezeich-

nen wir mit || ||.

Definition 16.28. Der Operator §: Q9(M) — Q4=1(M) wird durch
§ = (—1)"aTIT gy

erklért.

Satz 16.29. Firw € Q71 (M), n € QI(M) gilt

(dw, ) = (w, bm) -
Beweis. Wir berechnen
d(wA*n) = (dw) A (xn) + (1) w A (d*n)
= (dw) A () = (=)™ T A (e x dx )
= (dw) A (*n) — w A (%d7).

Nach dem Satz von Stokes ist [, d (w A *n) = 0, also gilt

(dw,n) = /M(dw) A kn = /Mw A (x6m) = (w, n) .

A
A

)
)
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Damit kénnen wir jetzt den Laplace-Operator auf g-Formen einfithren.

Definition 16.30. (i) Der Laplace-Operator A ist auf g-Formen durch
A =dé+dd

gegeben.

(ii) Eine ¢-Form w im Kern von A (d.h. es gilt Aw = 0) heifit harmonisch.
Der Raum aller harmonischen ¢-Formen wird mit H?(M) bezeichnet.

Lemma 16.31. Fiir eine ¢-Form w € Q4(M) gilt Aw = 0 genau dann, wenn
dw =0, dw =0 ist.

Beweis. (<) Klar.

(=) Sei Aw = 0. Dann gilt
= (Aw,w) = (ddw, w) + (déw,w)
= [|dw||* + [|d]|?,

also dw =0, dw = 0.

Satz 16.32. Auf Funktionen schreibt sich der Laplace-Operator A als

— _d - _ Jk
A = —divograd = k\f 3563

\f Ox
mit g = det(g;x), wobei

grad = V,: C°(M;R) — C*(M;TM),
div=V": C®(M;TM) — C*(M;R)

und
. Of 0
—_ gk 7
Vol =9 dzn O’
9 ,
= v J
leX_faﬂ(\[X)
in lokalen Koordinaten xt,... x™ in M.

Beweis. Auf Q°(M) gilt § = 0, also A = § o d. Bezeichnet g die Identifikation
C®(M;TM) = QY(M) = C=(M;T*M), so A = — div o grad mit grad = g~d
und div = —6g = *d * g.

Wir erhalten

of

. a 9] 9! jkaf 9
grad: f+— D da! ¥ g

0xJ dak
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sowie
div~X-ji.i> e X da®
’ OxJ Gyt

.L>Z(—l)j‘lﬁxfdxl/\---/\d/ﬁ/\---Adx"
Jj=1
T X7 da! A dz™
Hz;@(\/g )dat Ao Ada
J:
. 1 &0 .
_ - J
Mﬂéaxj(\/gx).

Hierbei ist die Abbildung 3" g; dz* (—1)j71\/§d331 Ao Adwi A Ada”
k

eine Aufgabe in der aktuellen Ubungsgruppe. O

Beispiel 16.33. Tm R™ mit der Euklidischen Metrik g = (clxl)2 + oo+ (dzm)?
n R
haben wir gj; = 6;, und damit V f = ( or .., 2 ) und divX = > 9X. wie
j=1

FaTo ) Ban D27
zuvor. Hier ist der Laplace-Operator tatséchlich der geometrische (negative)

n
Laplace-Operator A = — Y 38—;2.
=0

16.2 Die Hodge-Zerlegung

16.2.1 Einige Fakten aus der Theorie der Hilbertraume

Details hierzu finden sich in vielen Lehrbiichern, z. B. W. Rudin “Functional
Analysis”, K. Yosida “Functional Analysis”, etc.

Sei H ein reeller separabler? Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, -). Insbesondere

ist H ein vollstindiger normierter Raum mit der Norm u — |jul| = (u,u)"/?.

Weiterhin gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
[, )] < Jlull o], w,v € A.
Ist M C H ein linearer Unterraum, so bezeichnet
Ml:{v6H| (u,v) =0 fiir alle u € M}
das orthogonale Komplement von M in H.

Satz 16.34. (i) M* ist ein abgeschlossener Unterraum von H und es gilt
M+t =M.

2Separabel bedeutet, dass H eine abzihlbare Orthonormalbasis besitzt.
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(ii) Ist M abgeschlossen, so gilt
H=Me&M™".

Man sagt, dass eine Folge {u™} C H schwach gegen u € H konvergiert, im
Zeichen u™ — u fiir m — oo, falls

m

(u™,v) = (u,v) fiir m — oo

und alle v € H.

Eigenschaften

(a) Jede (stark) konvergente Folge ist schwach konvergent, und zwar gegen den-
selben Grenzwert.

(b) Gilt u™ — u fiir m — oo, so

le]| < liminf ||u™] .
m—00

Beispiel 16.35. Ist {e™} eine Orthonormalbasis in H, so schreibt sich jedes

u e H als
u= Z(u,em) em.

m

lal® =D I, e™)I.

Insbesondere gilt (u,e™) — 0 fiir m — oo, also ™ — 0 fir m — oo. Es ist
jedoch e™ 4 0 fiir m — oo.

Dabei gilt

Satz 16.36 (Schwache Kompaktheit der Einheitskugel in H). Aus jeder be-
schrinkten Folge {u™} in H lisst sich eine schwach konvergente Teilfolge aus-
wdhlen.

Mit H’ bezeichnen wir den topologischen Dualraum zu H, d.h. den Raum aller
beschrinkten Linearformen ®: H — R. Beschrinktheit bedeutet, dass

(@) < Clull, weH,

fiir eine geeignete Konstante C' > 0. Das kleinste derartige C' ist die Norm || ®||
von ® in H’, d. h.
@] = sup [®(u)].
lull<1
Satz 16.37 (Rieszscher Darstellungssatz). Die Abbildung H — H', u — (u,-)
ist ein normerhaltender linearer Isomorphismus.

Wenn bequem, so kénnen wir also H und H’ identifizieren.



16.2. DIE HODGE-ZERLEGUNG 103

16.2.2 Die Riume H*Q9(M) fiir s =1,0,—1
Ab sofort sei M wieder kompakt.

Bemerkung. Ist E ein Vektorbiindel iiber M, so haben wir die Sobolevrdume
H?(M; E) fiir s € R von (verallgemeinerten) Schnitten des Biindels E der Sobo-
levglattheit s. Wir interessieren uns hier fiir den Fall E = A9T* M und schreiben

dann
H*Q4(M) = H*(M; N"T*M).

Definition 16.38. (i) Der Raum L2Q%(M) ist die Vervollstindigung von
Q9(M) beziiglich der Norm

1/2
w lw]| = </ w/\*w) .
M

(ii) Der Raum H'Q4(M) ist die Vervollstindigung von Q9(M) beziiglich der

Norm 12
2 2 2
w e il = (ol + ldwll® + 1wl ®) "

Offenbar bettet der Raum H'Q4(M) stetig und dicht in den Raum L2Q9(M)
ein. Im Weiteren identifizieren wir

L*QY(M) = L2Q4(M)
vermoge des Rieszschen Darstellungssatzes und definieren dann:

Definition 16.39. Der Raum H~'Q%(M) ist der Dualraum zu H'Q4(M) be-
ziiglich des Skalarproduktes in L2Q4(M).

Dies bedeutet, dass wir H~'Q4(M) = H*Q4(M)’ setzen und diese Riume ver-
moge

H'QI(M) < L2QI(M) = L2QI(M) 5 H'QI(M)
zueinander in Beziehung bringen. Insbesondere wird jedes o’ € L?Q4(M) ver-

moge
H'QI(M) 35w (w,w)

zu einem beschriinkten linearen Funktional auf HQ4(M).
Als Norm auf H~1Q%(M) definieren wir

n=nll-r = sup [(n,w)],
lwolla <

wobei (-, -) die Dualpaarung zwischen H~1Q4(M) und H'Q4(M) bezeichnet.
Wir sehen nun, dass

de L(H'QIM),L*Q (M),

§ € L(H'QIM),L*QI" (M) .
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Dual dazu erhalten wir
d € £ (L*Q1Y (M), H'QY(M)),
§ e L(L*Q (M), H 'QY(M)) .

Wegen
(dw,w’) = (w,00"), we QI (M), v € QI(M)

kénnen wir d’ = 6 und ¢’ = d identifizieren und erhalten
de L (HTQIM),H Q" (M)), o=0,-1,
§eL(HTTQYM),H Q" (M)), o=0,-1
Somit haben wir:

Lemma 16.40. Der Laplace-Operator A = dé + dd bildet H'Q4(M) nach
H=1Q4(M) (beschrdnkt und) stetig ab.

16.2.3 Schwache Formulierung
Wir interessieren uns jetzt fiir die Losbarkeit der Gleichung
Aw =17

mit einem gegebenen n € H~1Q7(M).
Satz 16.41. Seiw € H'Q(M). Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(a) w lost die Gleichung Aw = 1.

(b) Es gilt

(dw, dw’) + (dw,0w) = (n,u'), V' € H'QIYM).
Hier steht auf der rechten Seite die Paarung eines Elements aus
H~1Q4(M) mit einem Element aus H'Q4(M).
(¢) Es gilt
(dw,dw’) + (dw,dw’) = (n,u"), VW' € QUM).
Beweis. Um die Aquivalenz von (a), (b) einzusehen, folge man den Identifika-
tionen, die zu
H'QI(M) <5 L2Q9(M) = L2Q4(M) 5> H-1Q9(M)

gefiihrt haben. (b), (c) sind dquivalent, da Q9(M) dicht in H*Q%(M) ist. O
Folgerung 16.42. Eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit der Gleichung
Aw = 7 fiir ein gegebenes n € H-1Q4(M) ist, dass n € (ker A)* gilt, wobei
hier (ker A)* beziiglich der Dualpaarung zwischen HQ¢(M) und H Q4 (M)
genommen wurde.

Beweis. Fiir ' € ker A wird die linke Seite in (b) des vorigen Satzes zu
(dw,dw") + (dw, 6w') = (w,ddw’) + (w, déw’) = (w, Aw’) = 0.
Also muss (n,w') = 0 gelten. O
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16.2.4 Das Dirichlet-Prinzip

Spéter werden wir sehen, dass obige Bedingung fiir die Losbarkeit der Gleichung
Aw = 7 auch hinreichend ist. Wir betrachten dazu fiir w € (ker A)* N HQ(M)

das Funktional 1 1
J(w) = 3lldwl? + S50 ~ (7,0),

wobei 1 € (ker A)" gegeben ist.

Satz 16.43. w € (ker A)" N H'QI(M) Ist genau dann die Gleichung Aw = 1,
wenn

J(w) = inf{J(W) | v € (ker A)" N H'QI(M)}
qgilt.
Beweis. Sei zuerst J(w) = inf J(w’), wobei das Infimum iiber die w’ wie ange-

geben erstreckt wird. Dann gilt fiir ein beliebiges w’ € (ker A)X N H'Q4(M),
dass

0= di J(w+ew)| _, = (dw,dw’) 4+ (dw, 6w') — (n,w').
€ =

Weiterhin gilt fiir w” € ker A, dass
(dw,dw"”) + (dw, 6w") = (w, Aw") = 0 = (n,w")

wegen der Voraussetzung n € (ker A)l an 7). Insgesamt ist also (b) des vorigen
Satzes erfiillt, d. h. w 16st Aw = 7.
Ist umgekehrt w € (ker A)™ N HQ(M) eine Losung von Aw = 1, so gilt fiir

beliebiges w’ € (ker A)™ N H'Q4(M)
/ 1 1112 1 112 ’
J(w+w):§||dw+dw I +§||(5w—|—(5w II” = (n,w+w)

1 1
= J(@) + (dw, dw’) + (0w, 0) = (1,6) + 1o’ |* + 5 6]
> J(w).

16.2.5 Konstruktion eines minimierenden Elements

Es verbleibt, das Funktional J (w) auf (ker A)™NHQ9(M) zu minimieren. Dazu
benotigen wir ein weiteres Resultat:

Satz 16.44 (Rellich-Kondrachov). Die Einbettung H*Q4(M) — L*Q4(M) ist
kompakt. Das bedeutet im vorliegenden Fall, dass man aus jeder in H'Q9I(M)
beschrinkten Folge {w™} eine in L?Q4(M) (stark) konvergente Teilfolge {w™ }
auswdhlen kann.

Bemerkung. Die Kompaktheit von M ist fiir die Giiltigkeit dieses Resultats
entscheidend.
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Lemma 16.45. Es gibt eine Konstante ¢ > 0, so dass fir alle w € (ker A)J‘ N
HQI(M) die Abschitzung

lwll* < e (el + l1dw]?)

gilt.

Beweis. Angenommen, dies wére nicht der Fall.
Dann gibt es eine Folge {w™} in (ker A)" N H1Q(M) mit [|w™| = 1 und

1
lde™ * + [|™|* < —
m

fiir alle m. Es folgt dann dw™ — 0 in L2Q+1 (M) und dw™ — 0 in L2Q4~ (M)
fiir m — oo. Insbesondere ist die Folge {w™} in H'Q9(M) beschrinkt. Nach
dem Satz von Rellich-Kondrachov diirfen wir demnach w™ — w in H'QI(M)
und w™ — w in L?2Q4(M) fiir m — oo und ein w € H'Q4(M) annehmen. Es
gilt dann w € (ker A)* sowie dw™ — dw in L2Q4t1(M) und dw™ — dw in
L2Qa=Y(M) fiir m — oo. Wir erhalten |[w|| = 1, dw = 0 und dw = 0, also
Aw = 0 und
w € ker AN (ker A)" = {0}

im Widerspruch zu [jw| = 1.
Dieser Widerspruch zeigt, dass es eine Konstante ¢ > 0 mit der angegebenen
Eigenschaft gibt. 0

Folgerung 16.46. Das Funktional J ist auf (ker A)* N H'Q4(M) nach unten
beschrankt.

Beweis. Aus dem vorigen Lemma folgt, dass es eine Konstante ¢/ > 0 mit
2 2 2
¢ wliingr < (lldw]® + 16w])

fiir alle w € (ker A)" N H'Q4(M) gibt. Wir schiitzen J(w) dann wie folgt ab:

1 2, 1 2 d 2 1 2 d 2
Tw) = Sl + 2 10l = ) = S ol = Sl = & ol
d 2 1 2 1 2
> Sl = Sl =~ 2 i,



