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Kapitel 13

Differenzierbare
Mannigfaltigkeiten

In diesem Semester werden wir uns mit der Analysis auf Mannigfaltigkeiten
beschäftigen. Unter anderem werden wir Invarianten (wie die Dimension, die
Euler-Charakteristik, usw.) kennenlernen, die differenzierbare Mannigfaltigkei-
ten unterscheiden.

13.1 Der Begriff einer differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit

13.1.1 Parakompakte topologische Räume

Wir benötigen einige topologische Begriffe:

(i) Eine Überdeckung {Ui}i∈I eines topologischen Raumes X heißt lokal-
endlich, falls es zu jedem x ∈ X eine Umgebung V gibt mit

#
{
i
∣∣ Ui ∩ V 6= ∅

}
<∞.

(ii) Eine Überdeckung {Vj}j∈J von X heißt eine Verfeinerung einer Über-

deckung {Ui}i∈I , falls es zu jedem j ∈ J ein i ∈ I mit Vj ⊆ Ui gibt.

Definition 13.1. Ein topologischer Raum X heißt parakompakt , falls jede of-
fene Überdeckung von X eine lokal-endliche offene Verfeinerung besitzt.

Beispiel 13.2 (Stone). Metrische Räume sind parakompakt.

Wir benötigen weitere topologische Begriffe:

(iii) Ein topologischer Raum X heißt lokal-kompakt , falls jeder Punkt x ∈ X
eine kompakte Umgebung besitzt.
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6 KAPITEL 13. DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN

Beispiel 13.3. Rn ist lokal-kompakt.

(iv) Ein System B offener Teilmengen eines topologischen Raumes X heißt
Basis der Topologie von X (bzw. Basis der offenen Mengen von X), falls
jede offene Menge in X Vereinigung gewisser Elemente von B ist. (Man
sagt, dass X dem zweiten Abzählbarkeitsaxiom genügt, falls X eine abzähl-
bare Basis besitzt.)

Beispiel 13.4. Rn hat eine abzählbare Basis.

Beweis. Wir wählen als Basis alle offenen Kugeln
{
x ∈ Rn

∣∣ |x− a| < r
}

mit
a ∈ Qn, r ∈ Q und r > 0.

Satz 13.5. Ein lokal-kompakter Hausdorffraum mit abzählbarer Basis ist para-
kompakt.

Beweis. Sei X ein topologischer Raum mit den angegebenen Eigenschaften. Für
jedes x ∈ X wählen wir eine offene Umgebung Vx mit kompaktem Abschluss.
Wir führen den Beweis in drei Schritten.

1. Schritt. Es gibt eine abzählbare Basis {Bm}m∈N
der Topologie von X, so

dass sämtliche Mengen Bm kompakt sind.

Beweis. Aus einer vorgegebenen abzählbaren Basis B wählen wir für jedes x ∈ X
ein Bx mit x ∈ Bx ⊆ Vx. Das Mengensystem

{
Bx

∣∣ x ∈ X
}

hat dann die
verlangten Eigenschaften.

2. Schritt. Es gibt offene Mengen W1 ⊆ W2 ⊆ W3 ⊆ . . . mit X =
⋃
m∈N

Wm,

Wm ist kompakt und Wm ⊆Wm+1 für alle m.

Beweis. Wir konstruieren die Mengen Wm induktiv. Wir setzen W0 = ∅. Falls
W1, . . . ,Wm mit W j kompakt und W j−1 ∪ Bj ⊆ Wj für j = 1, . . . ,m bereits
gewählt wurden, so konstruieren wir Wm+1 wie folgt:
Wir wählen endlich viele x1, . . . , xl ∈ X mit W j−1 ∪ Bj ⊆ Vx1

∪ · · · ∪ Vxl
und

setzen dann Wm+1 = Vx1
∪ · · · ∪ Vxl

. Die Mengen W1,W2,W3, . . . besitzen die
verlangten Eigenschaften.

3. Schritt. Sei nun {Ui}i∈I eine offene Überdeckung von X.

Wir setzen Km = Wm \Wm−1. Die Km sind kompakt. Für jedes x ∈ Km dürfen
wir annehmen (indem wir gegebenenfalls Vx kleiner wählen), dass Vx ⊆ Ui für
ein i ∈ I sowie Vx ⊆Wm+1, Vx ∩Wm−2 = ∅ gilt. Jedes Km kann durch endlich
viele der Vx überdeckt werden. Die Gesamtheit V aller dieser so gewählten Vx
bildet eine offene Überdeckung von X, die nach Konstruktion die Überdeckung
{Ui} verfeinert.
Ist nun y ∈ X ein beliebiger Punkt, so gibt es ein m mit y ∈ Wm, aber y /∈
Wm−1. Es gibt dann eine offene Menge V ∈ V, die y enthält. Dieses V kann
höchstens mit den endlich vielen Elementen von V, dieKm−2,Km−1,Km,Km+1

überdecken, einen nichtleeren Durchschnitt haben. Damit ist die Überdeckung
V lokal-endlich.
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13.1.2 Ck-Strukturen

Definition 13.6. Sei X ein topologischer Raum.

(i) Eine Karte von X ist ein Paar (U,ϕ), wobei U ⊆ X eine offene Menge und
ϕ : U → ϕ(U) ⊆ Rn ein Homöomorphismus auf eine offene Teilmenge des
Rn ist. U selbst heißt dann auch eine Kartenumgebung .

(ii) Sind (U,ϕ), (V, ψ) zwei Karten mit U ∩ V 6= ∅, so heißt die Abbildung

ψ ◦ ϕ−1
∣∣
ϕ(U∩V )

: ϕ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V )

ein Kartenwechsel .

Kartenwechsel sind insbesondere Homöomorphismen zwischen offenen Teilmen-
gen des Rn.

Bemerkung. Die Idee ist es, mittels der Karten Koordinaten in allgemeineren
topologischen Räumen (nämlich den Mannigfaltigkeiten) einzuführen. Die Kar-
tenübergänge entsprechen dann gerade den Koordinatenwechseln.

Definition 13.7. Sei k ∈ N∪ {∞}. Eine Mannigfaltigkeit M der Klasse Ck ist
ein nichtleerer parakompakter Hausdorffraum zusammen mit einer Überdeckung
durch Kartenumgebungen, so dass sämtliche Kartenübergänge von der Klasse
Ck sind.

Die Zahl n ∈ N0 heißt die Dimension dimM von M .

Bemerkung. Man hat den Begriff einer Mannigfaltigkeit auch im Fall k = 0
(topologische Mannigfaltigkeiten) bzw. im Fall k = ω (reell-analytische Mannig-
faltigkeiten). Im letzteren Fall sind alle Kartenübergänge lokal in konvergente
Potenzreihen entwickelbar.

Bemerkung. (i) Eine Überdeckung {Ui} von M mit Kartenumgebungen wie
in der Definition heißt auch ein Ck-Atlas.

(ii) Eine weitere Karte (U,ϕ) heißt mit diesem Atlas verträglich, wenn sämt-
liche Kartenübergänge von (U,ϕ) zu den (Ui, ϕi) von der Klasse Ck sind.

(iii) Ein Ck-Atlas heißt maximal , wenn er nicht durch Hinzunahme weiterer
verträglicher Karten erweitert werden kann.

(iv) Unter einer Ck-Struktur auf einer topologischen Mannigfaltigkeit M ver-
steht man einen maximalen Atlas auf M .

Es gilt offenbar:

Lemma 13.8. Jeder Ck-Atlas bestimmt eine Ck-Struktur in eindeutiger Weise.

Beweis. Man erweitere den Atlas um alle verträglichen Karten.
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13.1.3 Einige Beispiele differenzierbarer Mannigfaltigkei-
ten

1. Untermannigfaltigkeiten des Rn. Hier ist noch zu verifizieren, dass
Untermannigfaltigkeiten des Rn entsprechend unserer früheren Definition
parakompakt sind. Tatsächlich besitzen sie eine abzählbare Basis. (Wes-
halb?)

2. Der reell-projektive Raum RP n. Der reell-projektive Raum RPn ist
der Raum aller Geraden im Rn+1 durch den Ursprung. Man hat eine sur-
jektive Abbildung Sn → RPn, die diametral gegenüberliegende Punkte
identifiziert. Mit der Quotiententopologie unter dieser Abbildung verse-
hen wird RPn zu einer topologischen Mannigfaltigkeit.

Wir führen eine C∞-Struktur (tatsächlich eine Cω-Struktur) auf RPn

wie folgt ein: Wir beschreiben Geraden durch den Ursprung im Rn+1

durch projektive Koordinaten (x0 : x1 : . . . : xn), wobei (x0 : x1 : . . . : xn)
die Bahn des Punktes (x0, . . . , xn) ∈ Rn+1 \ 0 unter der radialen Wirkung
der Gruppe R \ 0 bezeichnet, d. h.

(x0 : x1 : . . . : xn) =
{
(λx0, λx1, . . . , λxn)

∣∣ λ ∈ R \ 0
}
.

Für jedes i ∈ {0, 1, . . . , n} hat man die offene Menge

Ui =
{
(x0 : x1 : . . . : xn)

∣∣ xi 6= 0
}

in RPn sowie die Kartenabbildung

ϕi : Ui → Rn

(x0 : x1 : . . . : xn) 7→
(
x0

xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xn
xi

)
.

Es ist jetzt leicht zu sehen, dass die Kartenübergänge von der Klasse C∞

(tatsächlich Cω) sind. In der Tat rechnet man nach, dass für i < j der
Kartenübergang durch

ϕi(Ui ∩ Uj) =
{
y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn

∣∣ yj 6= 0
}

→ ϕj(Ui ∩ Uj) =
{
z = (z1, . . . , zn) ∈ Rn

∣∣ zi+1 6= 0
}
,

(y1, . . . , yn) 7→ (
y1
yj
, . . . ,

yi
yj
,

1

yj
,
yi+1

yj
, . . . ,

yn
yj

)

gegeben ist.

3. Die Graßmann-Mannigfaltigkeiten GR(n, k). Die Graßmann-Man-
nigfaltigkeit GR(n, k) ist der Raum aller k-dimensionalen linearen Unter-
räume des Rn. Ein Beispiel ist RPn = GR(n+ 1, 1).

GR(n, k) ist eine k(n− k)-dimensionale C∞-Mannigfaltigkeit (tatsächlich
eine Cω-Mannigfaltigkeit).

Um Karten einzuführen, verfahren wir wie folgt:
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Lemma 13.9. Sei V ⊆ Rn ein (n−k)-dimensionaler linearer Unterraum.
Dann ist U(V ) =

{
U ∈ GR(n, k)

∣∣ Rn = U ⊕ V
}

ein affiner Raum mit
assoziiertem R-linearem Raum L(Rn/V, V ).

Bemerkung. Die Bedingung Rn = U ⊕ V für einen k-dimensionalen Un-
terraum U von Rn ist mit U ∩ V = {0} äquivalent.

Beweis. Wir definieren eine freie und transitive Wirkung L(Rn/V, V ) ×
U(V ) → U(V ) wie folgt: jedem T ∈ L(Rn/V, V ) und jedem U ∈ U(V )
wird der Raum {

u+ T (u+ V )
∣∣ u ∈ U

}

zugeordnet. Dieser Raum ist der Graph der linearen Abbildung T ◦ πU ,
wobei πU : U → Rn/V durch die kanonische Projektion Rn → Rn/V in-
duziert ist. Offenbar gilt graph(T ◦ πU ) ∈ U(V ).

Die Abbildung πU : U → Rn/V ist ein linearer Isomorphismus. Folglich
ist die Abbildung L(Rn/V, V ) → U(V ), T 7→ graph(T ◦ πU ) bei festem U
bijektiv.

Dass es sich bei der angegebenen Abbildung um eine Gruppenwirkung
handelt, überprüfen Sie bitte selbst.

Die Wahl eines U ∈ U(V ) entspricht der Festsetzung der Null im affinen
Raum U(V ). In diesem Fall identifizieren wir U(V ) mit L(U, V ) vermöge
der Abbildung L(U, V ) → U(V ), T 7→ graph(T ).1

Seien nun V , V ′ (n−k)-dimensionale Unterräume von Rn und U ∈ U(V ),
U ′ ∈ U(V ′) gewählt.

Lemma 13.10. Der Kartenübergang von U(V ) nach U(V ′) schreibt sich
als

{
T ∈ L(U, V )

∣∣ graph(T ) ∩ V ′ = 0
}

→
{
S ∈ L(U ′, V ′)

∣∣ graph(S) ∩ V = 0
}

T 7→ (IU + T )(Π (IU + T ))
−1 − IU ′ .

Hierbei sind IU ∈ L(U,U), IU ′ ∈ L(U ′, U ′) die identischen Abbildungen
und Π ist die Projektion im Rn auf U ′ entlang V ′. Die Inversion ist im
Raum L(U,U ′).

Beweis. Wird beim Kartenübergang der linearen Abbildung T ∈ L(U, V )
die lineare Abbildung S ∈ L(U ′, V ′) zugeordnet, so besteht die Gleichung

u+ Tu = u′ + Su′

1Wir benutzen in diesem Zusammenhang weiterhin den Buchstaben T .
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mit u ∈ U , u′ ∈ U ′. Der Zusammenhang zwischen u, u′ ergibt nach An-
wendung der Projektion Π zu

Π (IU + T )u = u′

bzw. zu u = (Π (IU + T ))
−1
u′. Es folgt, dass

(IU + T )(Π (IU + T ))
−1

= IU ′ + S

gilt. Die behauptete Beziehung ergibt sich unmittelbar.

Wir topologisieren nun den Raum GR(n, k), indem wir sagen, dass eine
Menge V ⊆ GR(n, k) genau dann offen ist, wenn V ∩ U(V ) offen in U(V )
ist für alle V . Hierbei erhält U(V ) die Topologie von L(U, V ) wie angege-
ben.

Da es für U, U ′ ∈ GR(n, k) immer ein V gibt mit U, U ′ ∈ U(V ), ist der
so erhaltene topologische Raum GR(n, k) Hausdorffsch. Gleichzeitig haben
wir GR(n, k) mit Kartenumgebungen überdeckt, so dass die Kartenüber-
gänge von der Klasse C∞ (tatsächlich von der Klasse Cω) sind. Folglich ist
GR(n, k) eine C∞-Mannigfaltigkeit (tatsächlich eine Cω-Mannigfaltigkeit).

4. Weitere Beispiele sind CPn, GC(n, k), Matrixgruppen wie Gl(n; R),
Sl(n; R), U(n) usw.

5. Produktmannigfaltigkeiten. Sind M,N Ck-Mannigfaltigkeiten, so ist
auch M ×N eine Ck-Mannigfaltigkeit. Ist dabei (U,ϕ) eine Karte von M
und (V, ψ) eine Karte von N , so ist (U ×V, ϕ×ψ) eine Karte von M ×N .

Ein Beispiel ist der n-Torus Tn = S1 × · · · × S1

︸ ︷︷ ︸
n Faktoren

.

13.2 Abbildungen zwischen differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten

Seien M,N Ck-Mannigfaltigkeiten (nicht notwendigerweise derselben Dimensi-
on), f : M → N .

Definition 13.11. f heißt eine Ck-Abbildung zwischen M und N , falls für
jede Karte (U,ϕ) von M und jede Karte (V, ψ) von N mit f(U) ∩ V 6= ∅ die
Abbildung

ψ ◦ f ◦ ϕ−1
∣∣∣
ϕ(U∩f−1(V ))

: ϕ
(
U ∩ f−1(V )

)
→ ψ(V )

von der Klasse Ck ist.

Bemerkung. Ck-Abbildungen sind automatisch von der Klasse C0, also stetig.
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Lemma 13.12. Um zu überprüfen, ob eine gegebene Abbildung f : M → N von
der Klasse Ck ist, genügt es, die in der Definition angegebene Bedingung für
jeweils einen Atlas von M bzw. N zu verifizieren.

Beweis. Kartenwechsel sind selbst von der Klasse Ck.

Lemma 13.13. Die Komposition zweier Ck-Abbildungen f : M → N und g : N
→ N ′ ist eine Ck-Abbildung g ◦ f : M → N ′.

Beweis. Offensichtlich.

Definition 13.14. (i) Eine Ck-Abbildung f : M → N heißt ein Ck-Diffeo-
morphismus, falls f bijektiv und die Umkehrabbildung f−1 : N →M von
der Klasse Ck ist.

(ii) Zwei Mannigfaltigkeiten M und N heißen Ck-diffeomorph, falls es einen
Ck-Diffeomorphismus zwischen ihnen gibt.

Eine wichtige Aufgabe der Differentialgeometrie ist es, differenzierbare Man-
nigfaltigkeiten entsprechend der Ck-Diffeomorphie zu klassifizieren. Eine erste
Invariante hier ist offenbar die Dimension dimM einer differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit M .2

Beispiel 13.15. In Dimension 1 gibt es bis auf Diffeomorphie genau eine kom-
pakte Mannigfaltigkeit, nämlich S1, und genau eine nichtkompakte Mannigfal-
tigkeit, nämlich R1. (Beweis vielleicht später).

Beispiel 13.16. CP 1 ist diffeomorph zu S2.

13.3 Das Tangentialbündel

Wir möchten jetzt den Begriff eines Tangentialvektors an eine Kurve in einer
Mannigfaltigkeit einführen.

Sei dazu M eine Ck+1-Mannigfaltigkeit, p ∈ M . Wir betrachten C1-Kurven
γ : I →M , I ⊆ R ein offenes Intervall mit 0 ∈ I und γ(0) = p.

Definition 13.17. Zwei derartige Kurven γj : Ij → M für j = 1, 2 berühren
sich erster Ordnung in p, falls in einer Karte (U,ϕ) mit p ∈ U

(ϕ ◦ γ1)
′
(0) = (ϕ ◦ γ2)

′
(0)

gilt. Wir schreiben γ1∼p γ2.

2Das ist auch für topologische Mannigfaltigkeiten richtig, nur wesentlich schwieriger zu
beweisen.
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Lemma 13.18. Die angegebene Bedingung ist unabhängig von der gewählten
Karte.

Beweis. Sei (V, ψ) eine weitere Karte mit p ∈ V . Dann gilt für j = 1, 2

(ψ ◦ γj)′ (0) =
((
ψ ◦ ψ−1

)
ϕ ◦ γj

)′
(0) = D

(
ψ ◦ ϕ−1

)
(ϕ(p)) (ϕ ◦ γj)′ (0),

woraus die Bedingung folgt.

Definition 13.19. (i) Für eine C1-Kurve γ : I → M mit 0 ∈ I, γ(0) = p
bezeichnet γ′(0) ∈ TpM die Äquivalenzklasse von γ unter ∼p.3 γ′(0) heißt
der Geschwindigkeitsvektor an γ in p.

(ii) Die Menge aller Äquivalenzklassen γ′(0) unter ∼p ist der Tangentialraum
TpM an M im Punkt p.

Lemma 13.20. TpM ist in kanonischer Weise ein n-dimensionaler R-linearer
Raum.

Beweis. Sei (U,ϕ) eine Karte mit p ∈ U . Dann gilt

TpM =
{[
t 7→ ϕ−1 (ϕ(p) + tv)

]
∼p

∣∣ v ∈ Rn
}
,

wobei verschiedene v ∈ Rn verschiedene Äquivalenzklassen ergeben. Das folgt
daraus, wenn man γ(t) = ϕ−1 (ϕ(p) + tv) schreibt, dass dann

(ϕ ◦ γ)′ (0) = v

gilt. Die lineare Struktur des Rn überträgt sich unmittelbar auf TpM . Der Be-
weis des vorigen Lemmas zeigt, dass die so erhaltene lineare Struktur auf TpM
unabhängig von der gewählten Karte (U,ϕ) ist.

Definition 13.21. TM =
⋃
p∈M

TpM heißt das Tangentialbündel von M .

Bezeichne π : TM → M die kanonische Projektion. Sei (U,ϕ) eine Karte von
M . Wir betrachten die vermöge der Karte (U,ϕ) in U eingeführten lokalen
Koordinaten x1, . . . , xn. Bezüglich dieses Koordinatensystems sei

∂

∂xj
(p) =

[
t 7→ ϕ−1 (ϕ(p) + tej)

]
∼p

∈ TpM

für p ∈ U , j = 1, . . . , n.4 Dann ist ∂
∂x1 (p), . . . , ∂

∂xn (p) eine Basis in TpM .

Satz 13.22. TM ist in kanonischer Weise eine 2n-dimensionale Ck-Mannig-
faltigkeit, wobei n = dimM .

3Die Bezeichnung γ̇(0) ist ebenfalls gebräuchlich.
4e1, . . . , en bezeichnet die Standardbasis des Rn.



13.3. DAS TANGENTIALBÜNDEL 13

Beweis. Wir identifizieren π−1(U) für eine Karte (U,ϕ) in M als Kartenum-
gebung in TM . Dazu stellen wir fest, daß sich bezüglich der Basis ∂

∂x1 (p), . . . ,
∂
∂xn (p) jeder Vektor t ∈ TpM als

t =

n∑

j=1

αj
∂

∂xj
(p)

für eindeutig bestimmte α1, . . . , αn ∈ R schreibt. Wir nehmen x1, . . . , xn,
α1, . . . , αn als Koordinaten in π−1(U) ≈ U × Rn und erhalten auf diese Weise
Karten in TM .
Dazu müssen wir überprüfen, dass die Kartenübergänge von der Klasse Ck

sind. Sei also (V, ψ) eine weitere Karte mit U ∩ V 6= ∅ und induzierten lokalen
Koordinaten y1, . . . , yn. Für p ∈ U ∩ V und j = 1, . . . , n rechnen wir

∂

∂xi
(p) =

n∑

k=1

∂(ψ ◦ ϕ−1)
k

∂xj
(ϕ(p))

∂

∂yk
(p)

nach, wobei (ψ ◦ ϕ−1)
k

die k-te Komponente von ψ ◦ϕ−1 bezeichnet. Dies folgt
aus

d

dt

(
(ψ ◦ ϕ−1) (ϕ(p) + tej)

)∣∣
t=0

=
n∑

k=1

∂(ψ ◦ ϕ−1)

∂xj
(ϕ(p)) ek,

wobei Letzeres gemäß der Kettenregel gilt.
Ist nun t ∈ TpM mit

t =
n∑

j=1

αj
∂

∂xj
(p) =

n∑

k=1

βk
∂

∂yk
(p)

und β1, . . . , βn ∈ R, so gilt für k = 1, . . . , n

βk =
n∑

j=1

∂(ψ ◦ ϕ−1)
k

∂xj
(ϕ(p))αj

bzw. mit α = (α1, . . . , αn)
T
, β = (β1, . . . , βn)

T

β =
∂(ψ ◦ ϕ−1)

∂x
(ϕ(p))α.

Letztere Beziehung vermittelt den Übergang von den linearen Koordinaten α
zu den linearen Koordinaten β, der von der Klasse Ck ist.5

Wie im Beispiel der Graßmann-Mannigfaltigkeiten GR(n, k) liefert die Über-
deckung von TM mit Kartenumgebungen eine Hausdorff-Topologie (wieso ist
diese Topologie Hausdorffsch?) und damit eine Ck−1-Struktur auf TM .

5Informell schreibt sich diese Beziehung als β = ∂y
∂x

α.
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Sei nun f : M → N eine Ck+1-Abbildung. Für p ∈M definieren wir (df)p : TpM →
Tf(p)N vermöge γ′(0) 7→ (f ◦ γ)′ (0).

Satz 13.23. Die so eingeführte Abbildung df : TM → TN ist korrekt definiert,
von der Klasse Ck und besitzt die Eigenschaft, dass (df)p = df

∣∣
TpM

: TpM →
Tf(p)N für jedes p ∈M linear ist.

Beweis. Die Korrektheit der Definition sowie die Linearität der Abbildungen
(df)p : TpM → Tf(p)N überlasse ich Ihnen.

Um einzusehen, dass df von der Klasse Ck ist, nehmen wir für ein p∗ ∈M eine
Karte (U,ϕ) in M um p∗ mit lokalen Koordinaten x1, . . . , xm und eine Karte
(V, ψ) in N um f(p∗) mit U ∩ f−1(V ) 6= ∅ und lokalen Koordinaten y1, . . . , yn.
Dann rechnet man nach, dass für p ∈ U ∩ f−1(V ) und j = 1, . . .m

(df)p

(
∂

∂xj
(p)

)
=

n∑

k=1

∂(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)
k

∂xj
(ϕ(p))

∂

∂yk
(f(p))

gilt. Tatsächlich ist

d

dt

((
ψ ◦ f ◦ ϕ−1

)
(ϕ(p) + tej)

)∣∣
t=0

=
n∑

k=1

∂(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)

∂xj
(ϕ(p)) ek

gemäß der Kettenregel.

Ist nun t ∈ TpM mit t =
m∑
j=1

αj ∂
∂xj (p), so erhalten wir für

(df)p(t) =

n∑

k=1

βk
∂

∂yk
(f(p)) ,

dass

βk =

m∑

j=1

∂(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)
k

∂xj
(ϕ(p))αj ,

bzw. mit α =
(
α1, . . . , αm

)T
, β =

(
β1, . . . , βn

)T
, dass

β =
∂(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)

∂x
(ϕ(p))α

gilt.6 Folglich ist die Abbildung df : TM → TN von der Klasse Ck.

6Informell schreibt sich dies als β = ∂f
∂x

α und verallgemeinert das totale Differential.
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13.4 Untermannigfaltigkeiten

Als nächstes verallgemeinern wir Satz 11.48.

Satz 13.24 (Satz vom konstanten Rang). Sei f : M → N eine Ck-Abbildung, so
dass (df)p : TpM → Tf(p)N in der Umgebung eines Punktes p∗ ∈M konstanten

Rang r hat.7Dann gibt es eine Karte (U,ϕ) um p∗ und eine Karte (V, ψ) um
f(p∗), so dass

(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(n−r)-mal

)

in ϕ(U ∩ f−1(V )) gilt.

Beweis. Die behauptete Eigenschaft ist lokal, also arbeiten wir in lokalen Ko-
ordinaten x1, . . . , xm um p∗ = 0 und y1, . . . , yn um f(p∗) = 0. Wir schreiben
x = (x′, x′′) mit x′ = (x1, . . . , xr), x′′ = (xr+1, . . . , xm) bzw. y = (y′, y′′) mit

y′ = (y1, . . . , yr), y′′ = (yr+1, . . . , yn). Wir dürfen det
(
∂f ′

∂x′

)
6= 0 nahe 0 anneh-

men.
Dann können wir die Gleichung y′ = f ′(x′, x′′) lokal nach x′ auflösen, also
x′ = x′(y′, x′′). Wir betrachten dann y′, x′′ als neue Koordinaten nahe 0.
Bezeichnet man nun y′ wiederum als x′, so nimmt die Abbildung f die Gestalt

f(x′, x′′) = (x′, f ′′(x′, x′′))

an. Es gilt

Df(x′, x′′) =

(
I 0
∂f ′′

∂x′

∂f ′′

∂x′′

)
(x′, x′′),

wobei in der linken oberen Ecke die r × r-Einheitsmatrix steht. Folglich hat

Df(x′, x′′) genau dann Rang r, wenn ∂f ′′

∂x′′ (x
′, x′′) = 0, also f ′′ = f ′′(x′) gilt.

Die Abbildung f schreibt sich demnach als

f(x′, x′′) = (x′, f ′′(x′)) .

Führt man nun in Rn statt (y′, y′′) neue Koordinaten (z′, z′′) vermöge z′ = y′,
z′′ = y′′ − f ′′(y′) ein, so schreibt sich die Abbildung f schließlich als

f(x′, x′′) = (x′, 0).

Das ist gerade die Behauptung.

Die beiden wichtigsten Spezialfälle treten ein, wenn (df)p : TpM → Tf(p)N vol-
len Rang hat.

7r ≤ min{m, n}.
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Definition 13.25. Sei f : M → N eine Ck-Abbildung.

(i) f heißt eine Immersion, falls (df)p : TpM → Tf(p)N für alle p ∈M injektiv
ist. (Insbesondere ist dann r = dimM ≤ dimN .)

(ii) f heißt eine Submersion, falls (df)p : TpM → Tf(p)N für alle p ∈ M sur-
jektiv ist. (Insbesondere ist dann dimM ≥ dimN = r.)

Besonders wichtig sind Einbettungen und eingebettete Untermannigfaltigkeiten.

Definition 13.26. (i) Eine Ck-Abbildung f : M → N heißt eine Einbettung ,
falls f injektiv, eine Immersion und eine Homöomorphie auf das Bild f(M)
ist, wobei f(M) ⊆ N die induzierte Topologie trägt.

(ii) M selbst bzw. auch f(M) heißt dann eine eingebettete Untermannigfaltig-
keit von N .

Bemerkung. Ist f : M → N lediglich eine Immersion, so heißt M eine immer-
sierte Untermannigfaltigkeit von N .

Beispielsweise ist eine Kurve γ : I → M mit γ′(t) 6= 0 für alle t ∈ I eine ein-
dimensionale immersierte Untermannigfaltigkeit von M , aber nicht notwendi-
gerweise eine eingebettete Untermannigfaltigkeit. So kann γ Selbstüberschnei-
dung haben oder aber Situationen wie die folgende sind möglich (die beiden
Endpunkte gehören nicht zur Kurve):

Satz 13.27. Ist f : M → N eine Ck-Einbettung, so ist f(M) in der durch N
induzierten Topologie in kanonischer Weise eine Ck-Mannigfaltigkeit, die zu M
diffeomorph ist.

Beweis. Ist (U,ϕ) eine Karte in M , so wählen wir (f(U), ϕ ◦ f(U)
−1

) als Karte
in f(M).

Meistens identifiziert man M und f(M) vermöge der Einbettung f .

Lemma 13.28. Ist M ⊆ N eine Untermannigfaltigkeit, so hat TpM für p ∈M
eine konkrete Realisierung als Teilraum von TpN , d. h. wir haben TpM ⊆ TpN
in kanonischer Weise.

Beweis. Jede C1-Kurve γ : I →M ist gleichzeitig auch eine Kurve in N .

Wir kommen nun zum wichtigen Satz vom regulären Wert .
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Definition 13.29. Sei f : M → N eine Ck-Abbildung, q ∈ N . Dann heißt q
regulärer Wert von f , falls (df)p : TpM → TqN für alle p ∈ f−1(q) surjektiv ist.

Bemerkung. Ist f−1(q) 6= ∅, so folgt dimM ≥ dimN .

Satz 13.30 (Satz vom regulären Wert). Seien f : M → N eine Ck-Abbildung
und q∗ ∈ N ein regulärer Wert von f . Dann ist entweder f−1(q∗) = ∅ oder
M ′ = f−1(q∗) ist eine (dimM − dimN)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von M .8

Weiterhin gilt TpM
′ = ker (df)p für p ∈M ′, das heißt, die kurze Sequenz

0 → TpM
′ → TpM

(df)p−−−→ Tq∗N → 0

ist exakt.

Beweis. (i) Sei f−1(q∗) 6= ∅. Da M ′ ⊆ M nichtleer und abgeschlossen ist,
genügt es zu zeigen, dass sich M ′ lokal

”
geradebiegen“ läßt.

Sei dazu p∗ ∈ f−1(q∗). Es gibt dann lokale Koordinaten x1, . . . , xm in
M um p∗ 9 und lokale Koordinaten in N um q∗, so dass sich mit x′ =
(x1, . . . , xn), x′′ = (xn+1, . . . , xm) die Abbildung f als

f(x′, x′′) = x′

schreibt. In diesen Koordinaten gilt, dass M ′ = {x′ = 0} (lokal), und die
erste Behauptung folgt.

(ii) Erste Möglichkeit. Obige Koordinaten induzieren Koordinaten in TM ,
also TM =

{
(x′, x′′, α′, α′′)

}
und dann Tp∗M

′ =
{
(0, 0, 0, α′′)

}
. Anderer-

seits ist dfp∗ =

(
In×n

0(m−n)×n

)
, woraus ker dfp∗ =

{
(0, 0, 0, α′′)

}
folgt. Daher

Tp∗M
′ = ker (df)p∗ .

Zweite Möglichkeit. Aus Dimensionsgründen genügt es, die Inklusion
Tp∗M

′ ⊆ ker (df)p∗ zu zeigen. Sei γ : I → M ′ eine C1-Kurve in M ′,
γ(0) = p∗. Dann ist f ◦ γ die Kurve konstant q∗ und daher

(df)p∗ (γ′(0)) = (f ◦ γ)′ (0) = 0,

8Man sagt auch, dass M ′ eine dim N-kodimensionale Untermannigfaltigkeit von M ist.
9Zur Erinnerung:

• Ist U ⊆ M offen, so sind lokale Koordinaten in U n reellwertige Ck-Funktionen
x1, . . . , xn : U → R, so dass mit x = (x1, . . . , xn)T die Abbildung

x : U → x(U) ⊆ R
n

bijektiv auf ihr Bild und zudem

(dx)p : TpM → Tx(p)R
n ∼= R

n

für alle p ∈ U ein linearer Isomorphismus ist.

Äquivalent ist, dass (U, x) eine mit der Ck-Struktur auf M verträgliche Karte darstellt.

• Ist p∗ ∈ M , so sind lokale Koordinaten um p∗ lokale Koordinaten x : U → Rn in einer
Umgebung U von p∗ mit der zusätzlichen Eigenschaft, dass x(p) = (0, . . . , 0)T gilt.
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also γ′(0) ∈ ker (df)p∗ .

13.5 Vektorfelder

13.5.1 Definition und erste Eigenschaften

Sei M eine Ck+1-Mannigfaltigkeit.

Definition 13.31. Ein Ck-Vektorfeld X aufM ist eine Ck-AbbildungX : M →
TM mit π ◦X = idM , wobei π : TM →M die kanonische Projektion ist. (Dies
bedeutet X(p) ∈ TpM für alle p ∈M .) Den Raum aller Ck-Vektorfelder auf M
bezeichnen wir mit Ck(M ;TM).

In lokalen Koordinaten x1, . . . , xn in M schreibt sich ein Vektorfeld X als

X = α1(x)
∂

∂x1
+ · · · + αn(x)

∂

∂xn
,

wobei αj ∈ Ck(U ; R) für j = 1, . . . , n; U bezeichnet die Koordinatenumgebung.

Man kann Funktionen in Richtung von Vektorfeldern ableiten:

Definition 13.32. Für X ∈ Ck(M ;TM), f ∈ C1(M ; R) ist X(f) ∈ C0(M ; R)
die durch

X(f)(p) = (df)p (X(p)) , p ∈M,

definierte Funktion. Dabei gilt (df)p : TpM → Tf(p)R ∼= R.

Satz 13.33. Für 1 ≤ r ≤ k ist X : Cr(M ; R) → Cr−1(M ; R) R-linear. Zudem
gilt

X(fg) = X(f) g + f X(g)

für f, g ∈ C1(M ; R).

Beweis. In lokalen Koordinaten x1, . . . , xn wie oben haben wir (df)p
(
∂
∂xj

)
=

∂f
∂xj (x) für j = 1, . . . , n und damit

X(f)(x) = (df)p




n∑

j=1

αj(x)
∂

∂xj




=

n∑

j=1

αj(x)(df)p

(
∂

∂xj

)
=

n∑

j=1

αj(x)
∂f

∂xj
(x).

Die Behauptungen folgen.
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13.5.2 Der Fluss eines Vektorfeldes

Sei M eine Ck+1-Mannigfaltigkeit und X ∈ Ck(M ;TM) ein Vektorfeld.
Wir interessieren als nächstes uns für den Fluss von X.

Definition 13.34. Eine C1-Kurve γ : I →M heißt Integralkurve von X, falls

γ′(t) = X (γ(t)) für alle t ∈ I.

Ist t 7→ x(t) eine Kurve in lokalen Koordinaten, so schreibt sich die Bedingung,
Integralkurve zu sein, als

dxj

dt
(t) = αj (X(t)) , j = 1, . . . , n.

Dies ist ein System gewöhnlicher Differenzialgleichungen.

Satz 13.35. Sei X ein Ck-Vektorfeld auf M , p ∈M . Dann gilt :

(i) Es gibt eine eindeutig bestimmte maximale Integralkurve γ : Ip →M durch

p, d. h. es gilt γ(0) = p und ist γ̃ : Ĩ → M eine weitere Integralkurve von

X mit γ̃(0) = p, so gilt Ĩ ⊆ Ip und γ(t) = γ̃(t) für alle t ∈ Ĩ.

(ii) Das Existenzintervall Ip ist offen.

(iii) Ist Ip nach oben beschränkt, so verläßt γ(t) jedes Kompaktum in M bei
Annäherung von t an die obere Intervallgrenze. Analog im Fall, dass Ip
nach unten beschränkt ist.

Beweis. Siehe Kapitel 12 über gewöhnliche Differenzialgleichungen.

Folgerung 13.36. Ist M kompakt, so gilt Ip = (−∞,∞) für alle p ∈M .

Integralkurven hängen unter anderem Ck von den Anfangsbedingungen ab:

Lemma 13.37. Für jedes Kompaktum K ⊆M gibt es ein a > 0 und eine Ck-
Abbildung γ : [−a, a]×K →M , so dass t 7→ γ(t, p) für jedes p ∈M Integralkurve
von X mit γ(0, p) = p ist.

Für p ∈ M bezeichne γ(·, p) : Ip → M die maximale Integralkurve zu X mit
γ(0, p) = p.

Lemma 13.38. Sei s ∈ Ip. Dann gilt t ∈ Iγ(s,p) genau dann, wenn t+ s ∈ Ip.
In diesem Fall

γ (t, γ(s, p)) = γ(t+ s, p).

Beweis. t 7→ γ(t+ s, p) ist Integralkurve zu X mit γ(t+ s, p)
∣∣
t=0

= γ(s, p).

Satz 13.39. Die Menge

U =
⋃

p∈M

Ip × {p} ⊆ R ×M

ist offen in R×M . Die Abbildung γ : U →M , (t, p) 7→ γ(t, p) ist Ck und besitzt
die folgenden Eigenschaften:



20 KAPITEL 13. DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN

(i) γ(0, p) = p für alle p ∈M ,

(ii) γ (t, γ(s, p)) = γ(t+ s, p) für alle (s, p) ∈ U und für alle t, für die wenig-
stens eine der beiden Seiten definiert ist. (Dann ist automatisch die andere
Seite definiert und beide Seiten sind gleich.)

Beweis. Wir haben lediglich zu zeigen, dass U ⊆ R × M offen ist. Sei dazu
(t∗, p∗) ∈ U , d. h. t∗ ∈ Ip∗ . Sei weiterhin K eine kompakte Umgebung von p∗

in M . Dann existiert ein a > 0 mit [t∗ − a, t∗ + a] ⊆ Ip für alle p ∈ K. Dann
jedoch ist [t∗ − a, t∗ + a] ×K eine kompakte Umgebung von (t∗, p∗) in R ×M ,
die vollständig in U enthalten ist. Also ist U offen.

Folgerung 13.40. X habe die Eigenschaft, dass Ip = (−∞,∞) für alle p ∈M
gilt (M sei beispielsweise kompakt). Für t ∈ R definieren wir

γt : M →M, p 7→ γ(t, p).

Dann ist
{
γt
}
t∈R

eine Gruppe von Ck-Diffeomorphismen von M , d. h. γt ist für

jedes t ∈ R ein Ck-Diffeomorphismus und es gilt

(i) γ0 = idM ,

(ii) γt ◦ γs = γt+s, ∀t, s ∈ R.

Definition 13.41. Die Abbildung γ :
⋃
p∈M

Ip × {p} → M heißt der Fluss des

Vektorfeldes X.

13.5.3 Normalformen

Reguläre Stellen

Sei X ∈ Ck(M ;TM), p∗ ∈ M und X(p∗) 6= 0. Dann lässt sich das Vektorfeld
X um p∗ lokal

”
geradebiegen“:

Satz 13.42. Es gibt lokale Koordinaten x1, . . . , xn um p∗, so dass X = ∂
∂x1 in

diesen Koordinaten.

Beweis. Wir wählen in einer hinreichend kleinen Umgebung U von p∗ eine
1-kodimensionale Untermannigfaltigkeit N ⊂ M mit p∗ ∈ N , so dass der Fluss
von X transversal zu N ist. Letzteres bedeutet, dass

TpN + span
{
γ′(0, p)

}
= TpM

für alle p ∈ N gilt. Als lokale Koordinaten um p∗ wählen wir dann x2, . . . , xn

in N um p∗ und zusätzliche Koordinate die Zeit x1 = t entlang des Flusses von
X (so normalisiert, dass x1(p) = t(p) = 0 für p ∈ N). Dann gilt10

X(f)(p) =
d

dt
f(x1 + t, x2, . . . , xn)

∣∣
t=0

=
∂f

∂x1
(x1, x2, . . . , xn),

10Wir erinnern daran, dass X(f)(p) = d
dt

f (γ(t, p))
∣∣
t=0

.
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also X = ∂
∂x1 in diesen Koordinaten.

Hyperbolische kritische Stellen

Definition 13.43. p∗ ∈ M heißt kritische oder stationäre Stelle (oder auch
Fixpunkt) für das Vektorfeld X ∈ Ck(M ;TM), falls

X(p∗) = 0.

Wir wollen jetzt den Fluss von X lokal in der Nähe einer stationären Stelle
untersuchen, unter der zusätzlichen Annahme, dass diese Stelle hyperbolisch
ist. Um diese Bedingung formulieren zu können, benötigen wir den Begriff der
Linearisierung des Vektorfeldes X an der stationären Stelle p∗. Dazu schreiben
wir

X =

n∑

j,k=1

xkajk(x)
∂

∂xj

mit ajk ∈ Ck−1(M ; R) für eine Kartenumgebung von p∗.

Satz 13.44. Vermöge der Matrix (ajk(0))
j,k=1,...,n

wird in korrekter Weise eine
lineare Abbildung

(δX)p∗ : Tp∗M → Tp∗M

definiert.11

Beweis. Bezüglich der fixierten Koordinaten x1, . . . , xn schreiben wir einen Vek-

tor in Tp∗X als (tk)k=1,...,n (=
n∑
k=1

tk ∂
∂xk (p∗)). Führen wir andere lokale Koor-

dinaten y1, . . . , yn um p∗ ein, so schreibt sich derselbe Vektor als (t̃s)s=1,...,n,
wobei

t̃s =
n∑

k=1

∂ys

∂xk
(0) tk, s = 1, . . . , n,

gilt.

Die Abbildung (δX)p∗ : Tp∗M → Tp∗M in den Koordinaten x1, . . . , xn ist

(tk)k 7→
( n∑

k=1

ajk(0)tk
)
j
.

Um zu sehen, dass dies eine korrekt definierte lineare Abbildung von Tp∗M in
sich ist, müssen wir zeigen, dass wir in den Koordinaten y1, . . . , yn dieselbe
Abbildung erhalten.

11Schreiben wir wie üblich X =
n∑

j=1
αj(x) ∂

∂xj in lokalen Koordinaten, so gilt αj(0) = 0 für

j = 1, . . . , n und a
j
k
(0) = ∂αj

∂xk (0) für j, k = 1, . . . , n.
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Von hier ab benutzen wir die Einsteinsche Summenkonvention, d. h. wir sum-
mieren jeweils über gleichzeitig hoch– und tiefgestellte Indizes. Sei also

X = ysbrs(y)
∂

∂yr
.

Aus ∂
∂yr = ∂xj

∂yr
∂
∂xj folgt

X = ys
∂xj

∂yr
brs(y)

∂

∂xj

und damit

ajk(0) =
∂

∂xk

(
ys
∂xj

∂yr
brs(y)

)∣∣∣
x=0

=
∂ys

∂xk
(0)

∂xj

∂yr
(0) brs(0).

Wegen

∂xk

∂ys
(0) · ∂y

s

∂xk′
(0) = δkk′ =

{
1, k = k′

0, k 6= k′

erhalten wir

brs(0)t̃s =
∂xk

∂ys
(0)

∂yr

∂xj
(0) ajk(0)

∂ys

∂xk′
(0) tk

′

=
∂yr

∂xj
(0) ajk(0)tk.

Die so erhaltene Beziehung zeigt, dass sich die
(
ajk(0)tk

)
j

tatsächlich in korrek-

ter Weise als Tangentialvektoren transformieren.

Definition 13.45. Die Abbildung (δX)p∗ : Tp∗M → Tp∗M heißt die Lineari-
sierung von X an der kritischen Stelle p∗.

Bemerkung. Ist X : U → Rn ein Vektorfeld in U ⊆ Rn offen mit 0 ∈ U , X(0) =
0, so ist

(δX)0 = (DX)(0) ∈ L(Rn).

Um den Fluss von X nahe p∗ zu verstehen, diskutieren zuerst den Fluss der
Linearisierung. Wir machen dazu eine Annahme:

Definition 13.46. Die kritische Stelle p∗ ∈M heißt hyperbolisch, falls Reµ 6= 0
für alle Eigenwerte µ des linearen Operators (δX)p∗ : Tp∗M → Tp∗M .

Da die Untersuchung des Flusses von X nahe p∗ eine lokale Frage ist, betrachten
wir X : U → Rn als auf einer offenen Menge U ⊆ Rn mit 0 ∈ U , X(0) = 0
gegeben. Sei also A = DX(0) ∈ L(Rn) und

X0 = 〈Ax, ∂x〉 =

n∑

j,k=1

xkajk
∂

∂xj

die Linearisierung von X.12 Zudem sei die kritische Stelle 0 hyperbolisch, d. h.
σ(A) ∩ iR = ∅.
Aus der linearen Algebra wissen wir:

12Man schreibt ∂x = (∂1, . . . , ∂n) = ( ∂
∂x1 , . . . , ∂

∂xn ).
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Lemma 13.47. Es existieren zwei komplementäre, A-invariante Unterräume
E+, E− von Rn (d. h. Rn = E+ ⊕E−, AE± ⊆ E±), so dass

σ
(
A
∣∣
E±

)
⊂
{
z ∈ C

∣∣ ±Re z > 0
}
.

Definition 13.48. Die Zahl σ = dimE− ∈ {0, 1, . . . , n} heißt der Index der
hyperbolischen kritischen Stelle 0.

Sei nun Π− die Projektion im Rn auf E− entlang E+ und Π+ = 1 − Π− die
komplementäre Projektion. Indem wir (x+, x−) = (Π+x,Π−x) als Koordinaten
in Rn einführen, erhalten wir

A =

(
A+ 0
0 A−

)
,

wobei A± = A
∣∣
E± ist.

Satz 13.49. Der Fluss des Vektorfeldes

X0 = 〈Ax, ∂x〉 =
〈
A+x+, ∂+

〉
+
〈
A−x−, ∂−

〉

ist gegeben durch

γ(t, x0) = etAx0 = (etA
+

x+
0 , e

tA−

x−0 )
T
.

Insbesondere gilt

(i) γ(t, x0) → 0 für t→ ±∞ ⇐⇒ x0 ∈ E∓ (d. h. x±0 = 0),

(ii) γ(t, x0) → E± für t→ ±∞ in dem Sinne, dass

dist(γ(t, x0), E
±) → 0 für t→ ±∞.

Beweis. Einfache Rechnung und Beachtung der Tatsache, dass ±Reµ > 0 für
alle Eigenwerte µ ∈ σ(A±).

Dieses Resultat beschreibt bereits den allgemeinen Fall auch für nichtlineare
Vektorfelder X : U → Rn. Dazu definieren wir

Ms =
{
x ∈ U

∣∣ γ(t, x) → 0 für t→ ∞
}
,

Mu =
{
x ∈ U

∣∣ γ(t, x) → 0 für t→ −∞
}

und nennen sie die (lokale) stabile bzw. instabile Mannigfaltigkeit an M in p∗

(
”
s“ steht für

”
stable“,

”
u“ steht für

”
unstable“).

Satz 13.50. Für U hinreichend klein sind Ms und Mu (eingebettete) Ck-Unter-
mannigfaltigkeiten von M der Dimension σ bzw. n−σ, die sich in p∗ transversal
schneiden (d.h. es gilt Tp∗Ms + Tp∗Mu = Tp∗M).

Beweis. Ohne Beweis. Tasächlich gilt in obigen Bezeichnungen, dass Tp∗Ms =
E−, Tp∗Mu = E+ ist.
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Bemerkung. Ersetzt man in der Definition von Ms, Mu die Forderung x ∈ U
durch x ∈ M , so erhält man immer noch immersierte Ck-Untermannigfaltig-
keiten von M . Das globale Bild kann jedoch sehr kompliziert sein. In diesem
Zusammenhang heißenMs undMu dann die stabile bzw. instabile Untermannig-
faltigkeit an M in der kritischen Stelle p∗.

Tatsächlich ist wesentlich mehr richtig:

Satz 13.51 (Satz von Hartman-Grobman). Sei p∗ ∈ M eine hyperbolische
kritische Stelle des Vektorfeldes X ∈ Ck(M ;TM) und X0 = (δX)p∗ : Tp∗M →
Tp∗M sei die Linearisierung von X an p∗. Dann gibt es eine Umgebung U von
p∗ in M und eine topologische oder C0-Einbettung ϕ : U → Tp∗M , die die Flüsse
von X und X0 in U bzw. ϕ(U) orientierungserhaltend aufeinander abbildet.13

Ist ϕ tatsächlich von der Klasse C1, so gilt

(dϕ)p (X(p)) = X0 (ϕ(p))

für alle p ∈M .

Beweis. Ohne Beweis.

Bemerkung. Im Allgemeinen lässt sich ϕ nicht von der Klasse C1 wählen.

13.6 Weitere Kapitel

13.6.1 Überlagerungen

Die Fundamentalgruppe

Sei X ein topologischer Raum.

Definition 13.52. (i) Wir sagen, dass zwei Kurven γ, γ′ : [0, 1] → X homo-
top sind, falls es eine stetige Abbildung H : [0, 1] × [0, 1] → X gibt mit
γ = H(·, 0), γ′ = H(·, 1).

(ii) Gilt γ(0) = γ′(0) = x0, γ(1) = γ′(1) = x1, so werden wir darüber hinaus im
Allgemeinen fordern, dass die Homotopie H die Anfangs- und Endpunkte
festhält, d. h. dass H(0, ·) ≡ x0, H(1, ·) ≡ x1 gilt.

Definition 13.53. Die Fundamentalgruppe π1(X,x
0) für x0 ∈ X ist die Menge

aller Homotopieklassen von geschlossenen Kurven γ : [0, 1] → X mit Anfangs-
und Endpunkt x0 (d. h. γ(0) = γ(1) = x0).

Satz 13.54. Mit der Verknüpfung

[γ] ◦ [γ′] = [γ ◦ γ′],
wobei

(γ ◦ γ′)(t) =

{
γ(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2,

γ′(2t− 1), 1/2 ≤ t ≤ 1,

ist π1(X,x
0) eine Gruppe.

13Man sagt dann, dass die Flüsse von X, X0 topologisch äquivalent sind .
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Beweis. Ist H eine Homotopie zwischen γ, δ und H ′ eine Homotopie zwischen
γ′, δ′, so ist

(H ◦H ′)(t, s) =

{
H(2t, s), 0 ≤ t ≤ 1/2,

H ′(2t− 1, s), 1/2 ≤ t ≤ 1,

eine Homotopie zwischen γ◦γ′, δ◦δ′. Folglich ist die Abbildung [γ], [γ′] 7→ [γ]◦[γ′]
korrekt definiert. Die Identität unter dieser Operation ist die Homotopieklasse
[t 7→ x0], während das Inverse zu [γ] durch [t 7→ γ(1 − t)] gegeben ist.

Bemerkung. Man kann die Fundamentalgruppe π1(X,x
0) auch als Menge aller

Homotopieklassen stetiger Abbildungen (S1, ∗) → (X,x0) betrachten. Hierbei ist
∗ ein beliebiger Punkt in S1, der auf x0 abgebildet und unter den Homotopien
festgehalten wird.

Beispiel 13.55. (i) π1(S1) = π1(RP 1) = Z.

(ii) π1(Sn) = 0 für n ≥ 2.

(iii) π1(RPn) = Z2 für n ≥ 2.

Eigenschaften

(i) Ist f : (X,x0) → (Y, y0) stetig 14, so induziert f einen Gruppenhomomor-
phismus

f∗ : π1(X,x
0) → π1(Y, y

0), [γ] 7→ [f ◦ γ].

Beweis. Sind die geschlossenen Kurven γ, γ′ vermöge H homotop, so sind
f ◦ γ, f ◦ γ′ vermöge f ◦ H homotop. Also ist f∗ wohldefiniert (d. h.
repräsentantenunabhängig).

Genauso leicht sieht man, dass f∗ ein Gruppenhomomorphismus ist.

(ii) Sind f : (X,x0) → (Y, y0), g : (Y, y0) → (Z, z0) stetige Abbildungen, so gilt

(gf)∗ = g∗f∗

als Abbildungen zwischen den Fundamentalgruppen.

Beweis. Für [γ] ∈ π1(X,x
0) gilt

(gf)∗([γ]) = [gfγ] = g∗([fγ]) = g∗ (f∗([γ])) .

(iii) Als (abstrakte) Gruppe hängt π1(X,x
0) nur von der Wegzusammenhangs-

komponente von x0 ab.

14Diese Notation bedeutet, dass f(x0) = y0.
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Beweis. Sei δ : [0, 1] → X eine Kurve, die x0, x1 verbindet, d. h. es gilt
δ(0) = x0, δ(1) = x1. Dann ist

π1(X,x
0) → π1(X,x

1), [γ] → [δ ◦ γ ◦ δ−1],

wobei δ−1 die in umgekehrter Richtung durchlaufende Kurve δ bezeichnet,
ein Gruppenisomorphismus.

Bemerkung. Ist X wegzusammenhängend, so schreibt man oft auch π1(X)
anstelle von π1(X,x

0).

(iv) Ist M eine Ck-Mannigfaltigkeit, so ist π1(M,p) abzählbar. (Das bedeutet
insbesondere, dass Gruppen wie R, S1 unter den Fundamentalgruppen von
Ck-Mannigfaltigkeiten nicht vorkommen.)

Beispiel 13.56 (Berechnung der Fundamentalgruppe π1(S1) ∼= Z). Wir
realisieren die S1 als Einheitskreis in der komplexen Ebene, d. h.

S1 =
{
z ∈ C

∣∣ |z| = 1
}

=
{
e2πit

∣∣ t ∈ [0, 1]
}
.

Jede stetige Abbildung γ : (S1, 1) → (S1, 1) schreibt sich (in eindeutiger
Weise) als

γ(e2πit) = e2πiϕ(t),

wobei ϕ : [0, 1] → R stetig ist und ϕ(0) = 0, ϕ(1) ∈ Z.

Behauptung. Die Abbildung [γ] 7→ ϕ(1) realisiert einen Gruppeniso-
morphismus zwischen π1(S1, 1) und Z.

Beweis. Sei γ′ : (S1, 1) → (S1, 1) eine weitere stetige Abbildung mit
γ′(e2πit) = e2πiϕ′(t), wobei ϕ′(0) = 0, ϕ′(1) ∈ Z. Wir haben zu zeigen,
dass γ, γ′ genau dann homotop sind (unter Festhaltung des Punktes 1),
wenn ϕ(1) = ϕ′(1) gilt.

(=⇒) Seien γ, γ′ homotop. Dann gibt es eine HomotopieK : [0, 1]×[0, 1] →
R zwischen ϕ, ϕ′, d. h. ϕ = K(·, 0), ϕ′ = K(·, 1), mit der zusätzlichen
Eigenschaft K(1, s) ∈ Z für alle s ∈ [0, 1]. Die Stetigkeit von K impliziert
dann, dass

ϕ(1) = K(1, 0) = K(1, 1) = ϕ′(1).

(⇐=) Gilt umgekehrt ϕ(1) = ϕ′(1), so ist

H(t, s) = e2πi((1−s)ϕ(t)+sϕ′(t))

eine Homotopie zwischen γ, γ′. (Man beachte, dass (1− s)ϕ(1) + sϕ′(1) =
ϕ(1) ∈ Z für alle s ∈ [0, 1].)
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Definition und erste Eigenschaften von Überlagerungen

Seien X,Y topologische Räume, π : X → Y stetig.

Definition 13.57. (X,π, Y ) (auch als X
π−→ Y geschrieben) heißt eine Über-

lagerung , falls es eine offene Überdeckung {Vj} von Y und offene Mengen Uij ⊆
X mit π−1(Vj) =

∐
i

Uij (disjunkte Vereinigung!) gibt, so dass

π
∣∣
Uij

: Uij → Vj

für alle i, j eine Homöomorphie ist.

Beispiel 13.58. (i) R1 → S1, t 7→ e2πit

(ii) Sn → RPn vermöge der Identifikation diametral gegenüberliegender Punk-
te ist zweifache Überlagerung 15.

(iii) Dies ist keine Überlagerung:

R

X

π

Eigenschaften

(i) Ist X
π−→ Y eine Überlagerung, so ist die Faser Xq = π−1(q) über q für

alle q ∈ Y diskret.

(ii) Ist M
π−→ N eine Überlagerung und N eine Ck-Mannigfaltigkeit, so trägt

M in natürlicher Weise die Struktur einer Ck-Mannigfaltigkeit, so dass π
ein lokaler Ck-Diffeomorphismus ist.

Beweis. Indem wir die Vj aus der Definition einer Überlagerung gegeben-
falls kleiner wählen, dürfen wir annehmen, dass die Vj Kartenumgebungen
sind, dass wir also Karten (Vj , ψj) mit Ck-Kartenübergängen haben. Als
Karten in M wählen wir dann (Uij , ψj(π

∣∣
Uij

)). Diese Konstruktion ändert

die Kartenübergänge nicht, gibt uns also eine Ck-Struktur auf M .

Offenbar ist M mit N auch Hausdorffsch, und die Parakompaktheit von
M folgt aus der Abzählbarkeit von π1(N). (Dazu später mehr.)

Satz 13.59. Sei X
π−→ Y eine Überlagerung, q0 ∈ Y , p0 ∈ π−1(q0).

15Die Vielfachheit einer Überlagerung klären wir später.
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(i) Ist γ : I → Y eine Kurve in Y mit γ(0) = q0, so gibt es genau eine Kurve
γ̃ : I → X mit γ̃(0) = p0 und π ◦ γ̃ = γ.

(ii) Sind die Kurven γ, γ′ mit Anfangspunkt q0 homotop in Y , so sind auch
die Kurven γ̃, γ̃′ mit Anfangspunkt p0 homotop in X. Insbesondere gilt
dann γ̃(1) = γ̃′(1).

Beweis. (i) Indem man, falls nötig, die Mengen Vj aus der Definition einer

Überlagerung kleiner wählt, darf man Folgendes annehmen: γ(I) ⊆
m⋃
l=1

Vl,

γ(I) ∩ V1 = γ ([0, β1)) ,

γ(I) ∩ Vl = γ ((αl, βl)) , 2 ≤ l ≤ m− 1,

γ(I) ∩ Vm = γ ((αm, 1])

und
0 < α2 < β1 < α3 < β2 < · · · < βm−2 < αm < βm−1 < 1.

· · · · · ·

0 β1

α2 β2

α3 β3 αm−1 βm−1

αm 1

Unter den Mengen Uil aus der angegebenen Definition gibt es eindeutig
bestimmte Mengen Ul mit folgenden Eigenschaften:

• p0 ∈ U1,

• π(Ul−1 ∩ Ul) ∩ γ(I) 6= ∅, 2 ≤ l ≤ m.16

Wir setzen dann

γ̃(t) =





(π
∣∣
U1

)
−1

(γ(t)) , 0 ≤ t < β1,

(π
∣∣
Ul

)
−1

(γ(t)) , αl < t < βl, 2 ≤ l ≤ m− 1,

(π
∣∣
Um

)
−1

(γ(t)) , αm < t ≤ 1.

(ii) Sei H : I2 → Y eine Homotopie zwischen γ, γ′, d. h. H(·, 0) = γ, H(·, 1) =

γ′, H(0, ·) ≡ q0, H(1, ·) ≡ γ(1). Dann liefert die Hochhebung H̃(·, s) der
Kurven H(·, s) für 0 ≤ s ≤ 1 eine Homotopie zwischen γ̃ und γ̃′.

16Vm = V1 ist möglich. Doch auch in diesem Fall wird im Allgemeinen Um 6= U1 sein.
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Die Kurve γ̃ aus (i) bezeichnen wir mit γ̃p = γ̃Xp .

Bezeichne nun [N ; q0, q1] die Menge aller Homotopieklassen von Kurven von q0

nach q1 in N . Insbesondere ist π1(N, q
0) = [N ; q0, q1]. Obiger Satz gibt uns eine

wohldefinierte Abbildung

Xq0 × [N ; q0, q1] → Xq1

(p, [γ]) 7→ p[γ] = γ̃p(1).

Ist [δ] ∈ [N ; q1, q2], so gilt

(p[γ]) [δ] = p[γδ].

[γ] [δ]

Xq0 Xq1 Xq2

Insbesondere ist Rechtsmultiplikation mit [γ] eine Bijektion Xq0 → Xq1 mit
Umkehrabbildung [γ−1].

Folgerung 13.60. Alle Fasern Xq einer Überlagerung X
π→ Y mit wegzusam-

menhängendem Y sind gleichmächtig. Die Mächtigkeit |Xq| ist die Vielfachheit
der Überlagerung (gleich der Anzahl der Blätter).

Folgerung 13.61. Die Fundamentalgruppe π1(N, q
0) operiert von rechts auf

Xq0 .

Satz 13.62. Für eine Überlagerung X
π→ Y ist der induzierte Gruppenho-

momorphismus π∗ : π1(X,x
0) → π1(Y, y

0), wobei x0 ∈ π−1(y0), injektiv. Dar-
über hinaus gehört ein [γ] ∈ π1(Y, y

0) genau dann zum Bild von π1(X,x
0) in

π1(Y, y
0), falls γ̃x0

ein geschlossener Weg ist.

Beweis. (i) Sei [δ] ∈ π1(X,x
0), π∗[δ] = [πδ] = 0 in π1(Y, y

0), d. h. der Weg πδ

ist null-homotop. Dann liftet πδ zum null-homotopen Weg δ = π̃δ, also ist
[δ] = 0.

(ii) [γ] gehört zu π∗π1(X,x
0) genau dann, wenn [γ] = [πδ] für ein [δ] ∈

π1(X,x
0), d. h. genau dann, wenn der Lift γ̃ von γ zu einem geschlossenen

Weg π̃δ = δ homotop ist.
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Klassifikation von Überlagerungen

Ab sofort sei Y = N eine zusammenhängende Ck-Mannigfaltigkeit. Wir wollen
uns eine Übersicht über die möglichen Überlagerungen M

π→ N verschaffen.
Wenn bequem, dürfen wir dabei M als zusammenhängend annehmen.

Satz 13.63. Sei f : (L, r0) → (N, q0) eine Ck-Abbildung, p0 ∈ Mq0 . Dann
existiert genau dann eine Ck-Abbildung F : (L, r0) → (M,p0) mit π ◦ F = f ,
wenn

f∗π1(L, r
0) ⊆ π∗π1(M,p0)

gilt.

Beweis. (=⇒) Wegen f∗ = π∗F∗, also

f∗π1(L, r
0) = π∗F∗π1(L, r

0) ⊆ π∗π1(M,p0)

ist die angegebene Bedingung notwendig.

(⇐=) Sei nun diese Bedingung erfüllt. Sei weiterhin r ∈ L. Um F (r) zu defi-
nieren, wählen wir eine Kurve γ in L mit γ(0) = r0, γ(1) = r. Dann ist

f ◦ γ Kurve in N , (̃f ◦ γ)p0 Kurve in M mit Anfangspunkt p0. Wir setzen

F (r) = (̃f ◦ γ)p0(1) = p0 [f ◦ γ] .

Zu zeigen: F ist korrekt definiert.

Sei dazu γ′ eine weitere Kurve in L mit γ′(0) = r0, γ′(1) = r. Dann liegt

[(f ◦γ)(f ◦ γ′)−1
] = f∗ [γ ◦γ′−1

] nach Voraussetzung in π∗π1(M,p0), liftet
also zu einer geschlossenen Kurve in M (mit Anfangs– und Endpunkt p0).

Folglich gilt (̃f ◦ γ)p0(1) = ˜(f ◦ γ′)p0(1).

Dass F tatsächlich von der Klasse Ck ist, ist nun leicht einzusehen.
.

Wir betrachten jetzt die Situation, dass zwei Überlagerungen M
π−→ N , M ′ π−→

N über N gegeben sind. Sei weiterhin Φ: M → M ′ eine Ck-Abbildung mit
π′Φ = π, d. h. das Diagramm

M
Φ−−−−→ M ′

π

y
yπ′

N
idN−−−−→ N

kommutiert.17 Das ist gleichbedeutend mit Φ(Mq) ⊆ M ′
q für alle q ∈ N , d. h.

Φ induziert für jedes q ∈ N eine Abbildung

Φq : Mq →M ′
q.

17Φ ist ein Homomorphismus von Überlagerungen von N .
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Lemma 13.64. Φq0 ist π1(N, q
0)-invariant, d. h. es gilt

Φq0(p[γ]) = Φq0(p)[γ]

für alle p ∈Mq0 , [γ] ∈ π1(N, q
0).

Beweis. Es gilt

Φq0(p[γ]) = Φq0
((
γ̃Mp

)
(1)
)

=
(
Φ ◦ γ̃Mp

)
(1) = γ̃M

′

Φ(p)(1) = Φq0(p)[γ].

Umgekehrt gilt:

Satz 13.65. Seien M
π−→ N , M ′ π′

−→ N zwei Überlagerungen, q0 ∈ N und
ψ : Mq0 → M ′

q0 eine π1(N, q
0)-invariante Abbildung. Dann gibt es genau ein

Φ: M →M ′ von der Klasse Ck wie oben, so dass

ψ = Φq0 .

Beweis. Sei p ∈ M . Wir wählen eine Kurve γ in N mit γ(0) = q0, γ(1) = π(p)
und setzen dann

Φ(p) = γ̃M
′

ψ(p0)(1) = ψ(p0) [γ] ,

wobei p0 ∈ Mq0 der Anfangspunkt der Kurve γ̃ in M mit γ̃(1) = p ist. Wir
haben wiederum zu zeigen, dass Φ: M →M ′ korrekt definiert ist.

Sei dazu γ′ eine weitere Kurve in N mit γ′(0) = q0, γ′(1) = π(p). Sei p1 der

Anfangspunkt der Kurve γ̃′ mit γ̃′(1) = p. Dann gilt p1 = p0[γγ′
−1

] und somit
wegen der π1(N, q

0)-Invarianz von ψ

ψ(p1) = ψ(p0)[γγ′
−1

].

Es folgt, dass

Φ(p) = ψ(p0)[γ] = ψ(p1)[γ′]

korrekt definiert ist.

Die Tatsache, dass Φ von der Klasse Ck ist, ist jetzt wiederum einsichtig.

Folgerung 13.66. Wir haben die folgende Bijektion:

{
Φ: M →M ′

∣∣ Φ ist Ck, π′Φ = π
}

−→
{
ψ : Mq0 →M ′

q0

∣∣ ψ ist π1(N, q
0)-invariant

}
, Φ 7→ Φ

∣∣
Mq0

.

Wir stellen uns jetzt die Frage, wie allgemein die Faser Mq0 einer Überlagerung

M
π−→ N sein kann.
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Theorem 13.67. Sei X0 eine beliebige nichtleere Menge, auf der π1(N, q
0)

von rechts operiert.18 Dann gibt es eine (bis auf Isomorphie eindeutige) Über-

lagerung M
π−→ N mit der Faser Mq0

∼= X0 und der gegebenen Monodromie
X0 × π1(N, q

0) → X0.

Beweis. (i) (Eindeutigkeit) Eindeutigkeit bis auf Isomorphie folgt aus den
vorangegangenen Resultaten.

(ii) (Existenz) Wir konstruieren die ÜberlagerungM
π−→ N . Dazu betrachten

wir für q ∈ N die Menge aller Paare (p, [γ]) mit p ∈ X0, [γ] ∈ [N ; q0, q]
und folgende Äquivalenzrelation:

(p, [γ]) ∼ (p′, [γ′]) ⇐⇒ p′ = p[γγ′
−1

].

Sei Mq die Menge aller Äquivalenzklassen bezüglich dieser Relation. Wir
setzen dann

M =
⊔

q∈N

Mq

(disjunkte Vereinigung). M ist die gesuchte Überlagerung.

Wir müssen zeigen bzw. korrekt definieren:

(a) Mq0
∼= X0. Die Abbildung X0 → Mq0 , p 7→ [p, [0]] ist eine Bijektion.

Tatsächlich ist diese Abbildung injektiv, denn aus [p, [0]] = [p′, [0]]
folgt p′ = p [0] = p. Sie ist wegen [p, [γ]] = [p[γ], [0]] auch surjektiv.

(b) Projektion π. Die Projektion π ist die natürliche, also π ([p, [γ]]) = q
für [p, [γ]] ∈Mq.

(c) Topologie von M . Sei U eine einfach zusammenhängende Umgebung
von q ∈ N .19 Dann sei die Menge

{
[p, [γδ]]

∣∣ δ ist ein Weg in U mit Anfangswert q
}

eine offene Umgebung von [p, [γ]] ∈ Mq. Alle Mengen dieser Form
bilden eine Basis für die gesuchte Topologie von M . Bezüglich dieser
Topologie wird π zu einer Überlagerungsabbildung.

(d) Monodromie. Ist γ ein Weg in N von q0 nach q, so ist für p ∈ X0

γ̃p(t) = [p, [γ(t·)]] .

Ist q = q0, so ist demnach γ̃p(1) = [p, [γ]] = [p[γ], [0]]. Folglich stimmt
die Monodromie mit der urspünglich gegebenen überein.

18Das heißt, wir haben eine Abbildung X0 × π1(N, q0) → X0 mit (p[γ]) [γ′] = p[γγ′] und
p[0] = p für alle p ∈ X0, [γ], [γ′] ∈ π1(N, q0).

19U ist einfach zusammenhängend , falls U zusammenhängend ist und π1(U) = {e} gilt.
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Da wir uns nun eine Übersicht über alle Überlagerungen einer gegebenen zusam-
menhängenden Ck-Mannigfaltigkeit N verschafft haben, verbleibt noch, zusam-
menhängende Überlagerungen M

π−→ N (d. h. solche mit zusammenhängendem
M) zu klassifizieren.

Dazu bemerken wir zuerst:

Lemma 13.68. Die im vorigen Satz konstruierte Überlagerung ist genau dann
zusammenhängend, wenn die Rechtsoperation von π1(N, q

0) auf X0 transitiv ist.

Ist nun M
π−→ N eine zusammenhängende Überlagerung, so ordnen wir ihr den

Stabilisator (auch die Isotropiegruppe genannt) π∗π1(M,p0) von p0 ∈ Mq0 der
Gruppenoperation von π1(N, q

0) zu. Wählen wir einen anderen Punkt p1 ∈Mq0 ,
so erhalten wir eine dazu konjugierte Untergruppe von π1(N, q

0). Ist nämlich
δ ein Weg in N mit p1 = p0 [δ] (man beachte, dass π1(N, q

0) transitiv auf X0

operiert), so gilt

π∗π1(M,p′) = [δ]
−1
π∗π1(M,p0)[δ].

Insgesamt haben wir damit bereits eine Hälfte des folgenden Satzes:

Theorem 13.69. Die Isomorphieklassen von zusammenhängenden Überlage-
rungen von N werden durch die Konjugationsklassen von Untergruppen von
π1(N, q

0) klassifiziert.

Beweis. Wir müssen noch zeigen, wie wir aus einer Untergruppe H von
π1(N, q

0) eine zusammenhängende Überlagerung von N gewinnen. Dazu be-
merken wir, dass H transitiv auf der Menge der Rechtsnebenklassen

{
H[γ]

∣∣ [γ] ∈ π1(N, q
0)
}

von H in π1(N, q
0) operiert. Die gemäß dem vorigen Theorem assoziierte Über-

lagerung von N ist die gesuchte.

Tatsächlich hätten wir noch zeigen müssen, dass die beiden oben konstruierten
Abbildungen

Isomorphieklassen
von Überlagerungen
von N

←

→

Konjugationsklassen
von Untergruppen
von π1(N, q

0)

zueinander invers sind. Das möchte ich Ihnen überlassen.

Folgerung 13.70. Eine einer Untergruppe H ⊆ π1(N, q
0) entsprechende zu-

sammenhängende Überlagerung von N hat die Blätterzahl

[π1(N, q
0) : H] =

∣∣π1(N, q
0)
∣∣

|H| .
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Die universelle Überlagerung

Sei N wiederum eine zusammenhängende Ck-Mannigfaltigkeit. Unter allen Un-
tergruppen H von π1(N, q

0) gibt es eine kleinste, nämlich {[0]}, der die
”
größte“

Überlagerung entspricht.

Definition 13.71. Eine zusammenhängende Überlagerung Ñ
π̃−→ N heißt uni-

verselle Überlagerung , falls Ñ einfach zusammenhängend ist (d. h. falls π1(Ñ) =
{e} ist).

Satz 13.72. Die universelle Überlagerung Ñ
π̃−→ N existiert und ist bis auf

Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis. Dies folgt aus unseren bisherigen Ergebnissen.

Beispiel 13.73. (i) R1 → S1, t 7→ e2πit.

(ii) Sn → RPn, n ≥ 2.

Bemerkung. Die Faser von Ñ können wir mit π1(N, q
0) identifizieren. Die

Rechtsoperation von π1(N, q
0) auf der Faser wird dann einfach die Gruppen-

multiplikation
π1(N, q

0) × π1(N, q
0) → π1(N, q

0).

Die universelle Überlagerung Ñ ist universell in dem Sinne, dass sie jede andere
zusammenhängende Überlagerung M

π−→ N von N überlagert:

Theorem 13.74. Sei M
π−→ N eine zusammenhängende Überlagerung, q0 ∈ N ,

p0 ∈Mq0 , q̃
0 ∈ Ñq0 . Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus

Φ: Ñ → M von Überlagerungen von N mit Φ(q̃ 0) = p0. Dieses Φ ist selbst
Überlagerung von M .

Beweis. Der erste Teil des Theorems folgt aus

{e} = π̃∗π1(Ñ , q̃
0) ⊆ π∗π1(M,p0).

Da sich die lokalen Homöomorphien (kleiner) offener Teilmengen von M und N

bzw. Ñ und N auf die Abbildung Φ: Ñ → M
”
hochziehen“, überlagert Ñ die

Mannigfaltigkeit M vermöge Φ.

Definition 13.75. Eine zusammenhängende Überlagerung M
π−→ N heißt re-

gulär , falls die ihr vermöge des Theorems 13.69 zugeordnete Untergruppe ein
Normalteiler in π1(N, q

0) ist.

Es gibt wiederum ein einfaches geometrisches Kriterium dafür, wann eine zu-
sammenhängende Überlagerung regulär ist.

Satz 13.76. Eine zusammenhängende Überlagerung M
π−→ N ist regulär ge-

nau dann, wenn es keinen geschlossenen Weg γ in N (mit Anfangs– und End-
punkt q0) gibt, der gleichzeitig zu einem geschlossenen Weg γ̃p0 und einem nicht-
geschlossenen Weg γ̂p1 liftet (hierbei ist natürlich p0, p1 ∈Mq0).



13.6. WEITERE KAPITEL 35

Beweis. Selbst.

Folgerung 13.77. Die universelle Überlagerung ist regulär und besitzt somit
die erwähnte Eigenschaft.

13.6.2 Zerlegung der Eins

Zerlegungen der Eins werden es uns ermöglichen, lokal in Karten durchgeführte
Konstruktionen zu globalisieren.

Lemma 13.78. Seien 0 < a < b. Dann gibt es ein k ∈ C∞(Rn; R) mit k(x) = 1
für |x| ≤ a, 0 < k(x) < 1 für a < |x| < b und k(x) = 0 für |x| ≥ b.

Beweis. O.E. d.A. sei a = 1, b = 3. Wir setzen

ϕ(s) =

{
e−1/(1−s2), −1 < s < 1,

0, sonst.

Dann ist ϕ ∈ C∞(R; R). Sei weiterhin k0 =
∫ 1

−1
ϕ(s) ds > 0. Wir setzen schließ-

lich

k(x) =
1

k0

∫ 2−|x|

−1

ϕ(s) ds, x ∈ Rn.

Die Funktion k hat die verlangten Eigenschaften.

Sei jetzt M eine Ck-Mannigfaltigkeit.

Definition 13.79. Sei f ∈ Ck(M ; R). Dann heißt

supp f =
{
p ∈M

∣∣ f(p) 6= 0
}

(Abschluss in M) der Träger von f .

Bemerkung. supp f ist das Komplement der größten offenen Menge in M , in
der f identisch verschwindet.

Definition 13.80. Sei {Ui}i∈I eine offene Überdeckung von M . Dann heißt

eine Familie {ϕi}i∈I ⊂ Ck(M ; R) eine der Überdeckung {Ui} untergeordnete
Zerlegung der Eins, falls

(i) suppϕi ⊆ Ui für alle i,

(ii) die Familie {suppϕi}i∈I lokal endlich20 ist,

(iii)
∑
i∈I

ϕi(p) = 1 für jedes p ∈M .21

20Das heißt, für jedes p ∈ M gibt es eine Umgebung U ⊆ M mit #
{
i
∣∣ U∩supp ϕi 6= ∅

}
< ∞.

21Wegen (ii) ist diese Summe tatsächlich endlich.
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Satz 13.81. Sei {Ui}i∈I eine offene Überdeckung von M . Dann gibt es eine

lokal endliche, offene Überdeckung {Vj}j∈J von M , die aus Kartenumgebungen

mit zugehörigen Karten (Vj , ϕj) besteht und die die Überdeckung {Ui}i∈I verfei-

nert22, so dass ϕj(Vj) = B3(0)23 für jedes j gilt und
{
ϕ−1
j (B1(0))

}
j∈J

ebenfalls

M überdeckt.

Beweis. Ohne Beweis. Die Parakompaktheit von M ist hier entscheidend.

Satz 13.82. Sei {Ui}i∈I eine offene Überdeckung von M . Dann gibt es eine

dieser Überdeckung untergeordnete Zerlegung der Eins.

Beweis. 1. Schritt. Sei {Vj}j∈J eine offene Überdeckung aus dem vorigen Satz.
Wir definieren dann hj = k ◦ ϕj , wobei k eine gemäß Lemma 13.78 gewählte
Funktion (mit a = 1, b = 2) ist. Weiterhin setzen wir

gj(p) =

{
hj(p)

/
h(p), p ∈ Vj ,

0, p ∈M \ Vj ,

wobei h(p) =
∑
j

hj(p). Dann ist {gj} eine {Vj} untergeordnete Zerlegung der

Eins.

2. Schritt. Wir fixieren nun eine Abbildung κ : J → I mit Vj ⊆ Uκ(j) für alle
j ∈ J . Weiterhin sei

fi(p) =
∑

j : κ(j)=i

gj(p).

Dann ist {fi} die gesuchte, {Ui} untergeordnete Zerlegung der Eins. Insbeson-
dere folgt die lokale Endlichkeit von {supp fi}i∈I aus

supp fi ⊆
⋃

j : κ(j)=i

supp gj

und der lokalen Endlichkeit von {supp gj}j∈J .

Folgerung 13.83. Seien F ⊆ U ⊆ M , F abgeschlossen, U offen. Dann gibt es
ein f ∈ Ck(M ; R) mit f

∣∣
F
≡ 1 und supp f ⊆ U .

Beweis. {U, M \ F} ist eine offene Überdeckung von M . Wir wählen eine
untergeordnete Zerlegung {f, g} der Eins. Die Funktion f hat die gesuchten
Eigenschaften.

22Das heißt, für jedes j ∈ J gibt es ein i ∈ I mit Vj ⊆ Ui.
23Br(0) ist die offene Kugel in Rn um 0 mit Radius r.
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13.6.3 Mannigfaltigkeiten mit Rand

Wir wollen jetzt Mannigfaltigkeiten mit Rand (auch berandete Mannigfaltig-
keiten genannt) einführen. Prototyp ist die Vollkugel

B1(0) =
{
x ∈ Rn

∣∣ |x| ≤ 1
}
.

Hier ist der (topologische) Rand Sn−1 selbst eine Mannigfaltigkeit (ohne Rand),
die sich insbesondere lokal

”
geradebiegen“ lässt. Die Vollkugel liegt dann lokal

einseitig bezüglich ihres Randes. In ähnlicher Weise modellieren wir Mannigfal-
tigkeiten mit Rand über offenen Teilmengen des abgeschlossenen Halbraumes

Rn+ =
{
x ∈ Rn

∣∣ xn ≥ 0
}
.

Wir schreiben im Weiteren x = (x′, xn) mit x′ = (x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1. Rn+ ={
x ∈ Rn

∣∣ xn > 0
}

ist das Innere von Rn+, ∂Rn+ =
{
x ∈ Rn

∣∣ xn = 0
}

ist sein
Rand .
Wir benötigen nun Funktionen bzw. Abbildungen, die Ck bis zum Rand sind.

Definition 13.84. Sei U ⊆ Rn+ offen. Dann besteht der Raum Ck(U ; R) aus

allen Funktionen f ∈ Ck(U \ ∂Rn+; R), so dass ∂αf für alle |α| ≤ k lokal gleich-

mäßig stetig auf U ist (das heißt einschließlich des Randes U ∩ ∂Rn+).

Bemerkung. Die Forderung in der Definition ist gleichbedeutend mit der Exis-
tenz von

∂αf(x′,+0) = lim
xn→+0

∂αf(x′, xn)

für alle (x′, 0) ∈ U .

Die Ck-Verträglichkeit von Karten (U,ϕ), (V, ψ) mit U, V ⊆ M , ϕ : U → Rn+,

ψ : V → Rn+ bezieht sich im Weiteren auf diesen Begriff der Ck-Glattheit bis
zum Rand.

Definition 13.85. Eine Mannigfaltigkeit M mit Rand ist ein parakompakter
Hausdorffraum zusammen mit einem Atlas Ck-verträglicher Karten (U,ϕ), wo-
bei ϕ : U → Rn+.

Wir wollen als Erstes sehen, dass die Begriffe Inneres M◦ und Rand ∂M für
eine Mannigfaltigkeit M mit Rand wohldefiniert sind.

Lemma 13.86. Sei U ⊆ Rn+ (relative) offen, x0 ∈ U , f : U → Rn+ eine Ck-
Abbildung mit fn(x0) = 0. Dann gilt

Df(x0) =

(
∂f ′

∂x′ (x
0) ∗

0 ∂fn

∂xn (x0)

)
,

wobei ∂fn

∂xn (x0) ≥ 0.
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Beweis. Für 1 ≤ j ≤ n gilt wegen fn(x0) = 0, dass

∂fn

∂xj
(x0) = lim

h→+0

fn(x0 + hej)

h
≥ 0.

Analog erhalten wir für 1 ≤ j ≤ n− 1, dass

∂fn

∂xj
(x0) = lim

h→−0

fn(x0 + hej)

h
≤ 0.

Daraus folgt die Behauptung.

Folgerung 13.87. Ist tatsächlich x0 ∈ U \ ∂Rn+, so ist auch ∂fn

∂xn (x0) = 0.
Insbesondere ist dann Df(x0) nicht invertierbar.

Beweis. Das Argument im vorigen Beweis liefert nun auch ∂fn

∂xn (x0) ≤ 0.

Folgerung 13.88. Sind (U,ϕ), (V, ψ) Karten für eine Mannigfaltigkeit M mit
Rand, so gilt für den Kartenübergang

(
ψ ◦ ϕ−1

) (
ϕ(U ∩ V ) ∩ Rn+

)
= ψ(U ∩ V ) ∩ Rn+,(

ψ ◦ ϕ−1
) (
ϕ(U ∩ V ) ∩ ∂Rn+

)
= ψ(U ∩ V ) ∩ ∂Rn+.

Definition 13.89. Die Menge der Punkte p ∈M mit ϕ(p) ∈ ∂ Rn+ für (wenig-
stens) eine Karte (U,ϕ) von M heißt der Rand ∂M von M . Die Menge M \∂M
heißt das Innere M◦ von M .

Bemerkung. Die vorangegangene Folgerung zeigt, dass es genügt, die Bedingung
für die Zugehörigkeit von p ∈ M zu ∂M für eine beliebige Karte (U,ϕ) von M
mit p ∈ U zu überprüfen.

Satz 13.90. M◦ ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand und ∂M
ist eine (n− 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand.

Beweis. Einschränkung der Karten eines Atlasses von M auf M◦ bzw. ∂M
liefert Atlanten für M◦ und ∂M .

Beispiel 13.91. Sei N eine Mannigfaltigkeit ohne Rand, f ∈ Ck(N ; R), c ∈ R
ein regulärer Wert von f . Dann ist

M =
{
p ∈ N

∣∣ f(p) ≥ c
}

= f−1 ([c,∞))

eine berandete Untermannigfaltigkeit von M mit

∂M = f−1(c).

(Übungsblatt 6, Aufgabe 1.)

Bemerkung. (a) Für berandete Mannigfaltigkeiten M hat man Begriffe wie
im unberandeten Fall: Tangentialbündel TM , differenzierbare Abbildungen
f : M → N zwischen berandeten Mannigfaltigkeiten, deren Differenzial df ,
Vektorfelder X ∈ Ck−1(M ;TM), Fluss eines Vektorfeldes, Zerlegung der
Eins.
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(b) Das Produkt zweier berandeter Mannigfaltigkeiten ist (bezüglich der na-
türlichen Struktur) im Allgemeinen keine Mannigfaltigkeit. Ein einfaches
Beispiel ist

I2 = [0, 1]
2
.

mit dem Intervall I = [0, 1].

Die obige Bemerkung, Teil (a) wird noch einsichtiger, wenn wir festhalten, dass
das Beispiel mit M = f−1 ([c,∞)) bereits der allgemeine Fall einer berandeten
Mannigfaltigkeit ist.

Satz 13.92. Identifiziert man zwei Kopien M+, M− von M entlang des ge-
meinsamen Randes, so erhält man eine Mannigfaltigkeit 2M ohne Rand, die M
(= M+) als Untermannigfaltigkeit enthält.

M+M−

Beweis. Wir schreiben (p,+) mit p ∈ M für Punkte in M+, analog (p,−) mit
p ∈M für Punkte in M−. Dann gilt

2M = (M+ ⊔M−)/ ∼,

wobei
(p,+) ∼ (p′,−) ⇐⇒ p = p′ ∈ ∂M.

Wir versehen 2M zuerst mit der Struktur einer topologischen Mannigfaltigkeit.
Sei π : M+ ⊔M− → 2M die kanonische Projektion. Dann

2M = π(M+ \ ∂M+) ⊔ π(M− \ ∂M−) ⊔ π(∂M±).

Für Punkte in π(M+ \ ∂M+) und π(M− \ ∂M−) sind die Kartenumgebungen
klar. Für p∗ ∈ ∂M wählen wir eine Karte (U,ϕ) mit p∗ ∈ U und ϕ : U → Rn+.
Dann ist

Ũ = ϕ(U) ∪
{
(x′,−xn) ∈ Rn

∣∣ (x′, xn) ∈ ϕ(U)
}

eine offene Menge in Rn und (π((U,+) ⊔ (U,−)), ϕ̃) mit

ϕ̃ : π ((U,+) ⊔ (U,−)) → Ũ ⊆ Rn,

ϕ̃ ((p,+)) = ϕ(p), ϕ̃ ((p,−)) = (ϕ′(p),−ϕn(p))

ist die gesuchte Karte für p∗.
Die topologische Verträglichkeit all dieser so konstruierten Karten ist klar,
gleichfalls die Hausdorff-Eigenschaft und Parakompaktheit.
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Um tatsächlich eine Ck-Struktur auf 2M zu erhalten, müssen wir ein wenig
härter arbeiten.

Definition 13.93. Eine Kragenumgebung von ∂M in M ist ein Ck-Diffeomor-
phismus ϕ : ∂M × [0, 1) →W , wobei W eine Umgebung von ∂M in M ist, mit
ϕ(p, 0) = p für alle p ∈ ∂M .

Satz 13.94. ∂M besitzt eine Kragenumgebung.

Beweis. Zu dem Fall, dass ∂M kompakt ist, kommen wir später. (Nachdem Sie
die aktuellen Hausaufgaben abgegeben haben.)

Ende des Beweises von Satz 13.92. Wir fixieren eine Kragenumgebung ϕ : ∂M
× [0, 1) → W von ∂M , d. h. wir identifizieren W mit ∂M × [0, 1). Als Karten-
umgebungen eines Punktes p∗ ∈ ∂M wählen wir dann Mengen der Form
π ((U,+) ⊔ (U,−)) wie im ersten Teil des Beweises mit U = V × [0, 1) und
ϕ : V × [0, 1) → Rn+ ist von der Form ϕ(p,+) = (ψ(p), t), wobei (V, ψ) eine
Karte für p∗ in ∂M ist.
Man prüft jetzt leicht nach, dass die Kartenübergänge von der Klasse Ck sind.

Folgerung 13.95. Die im Beispiel 13.91 beschriebene Situation ist tatsächlich
die allgemeine.

Beweis. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Als N wählen wir N = 2M .
So dann sei ϕ : ∂M × (−1, 1) → W ⊆ 2M eine

”
beidseitige“ Kragenumgebung

von ∂M , d. h. ϕ
∣∣
∂M×[0,1)

: ∂M × [0, 1) → W ∩ π(M+) ist Kragenumgebung

von ∂π(M+) in π(M+) und ϕ
∣∣
∂M×(−1,0]

: ∂M × (−1, 0] → W ∩ π(M−) ist

Kragenumgebung von ∂π(M−) (= ∂π(M+)) in π(M−), so dass die globale
Koordinaten t ∈ [0, 1) bzw. t ∈ (−1, 0]

”
Ck-glatt an t = 0 zusammenpassen“.24

Es ist dann {W+,W,W−} mit W+ = π(M+) \ϕ(∂M × [0, 1
2 ]), W− = π(M−) \

ϕ(∂M × [− 1
2 , 0]) eine offene Überdeckung von 2M . Sei {ψ+, ψ, ψ−} eine unter-

geordnete Zerlegung der Eins. Dann leistet die Funktion

f = ψ+ + tψ − ψ−

mit c = 0 das Verlangte.

24Eine derartige
”
beidseitige“ Kragenumgebung W wird auch Tubenumgebung genannt. All-

gemein ist eine Tubenumgebung einer eingebetteten Mannigfaltigkeit N in N ′ eine Umgebung

von N , die zu Nn × Bn′
−n

1 (0), n = dim N , n′ = dim N ′, diffeomorph ist.



Kapitel 14

Differenzialformen

14.1 Differenzialformen vom Rang 1

14.1.1 Das Kotangentialbündel

Sei M eine n-dimensionale Ck+1-Mannigfaltigkeit.1

Mit T ∗
pM = L(TpM,R) für p ∈ M bezeichnen wir den Dualraum zu TpM ,

d. h. den Raum der Linearformen auf TpM . Dann ist T ∗
pM ein n-dimensionaler

linearer Raum über R und heißt der Kotangentialraum an M in p. Elemente in
T ∗
pM heißen auch Kovektoren.

Definition 14.1. Das Kotangentialbündel T ∗M über M ist definiert als

T ∗M =
⊔

p∈M

Tp∗M.

Lemma 14.2. T ∗M ist in kanonischer Weise eine 2n-dimensionale Ck-
Mannigfaltigkeit. Die kanonische Projektion π : T ∗M → M ist von der Klas-
se Ck.

Beweis. Seien x1, . . . , xn lokale Koordinaten in U ⊆ M . Dann ist ∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xn

eine lineare Basis in jedem Tangentialraum in TM
∣∣
U

. Bezeichne dx1, . . . , dxn

die dazu duale Basis, d. h. wir haben

〈
dxj ,

∂

∂xk

〉
= δjk =

{
1 für j = k,

0, für j 6= k.

Jeder Kovektor ω ∈ T ∗
pM für p ∈ U schreibt sich dann als

ω = a1(p)dx
1 + · · · + an(p)dx

n

1Im Weiteren werden wir die Konzepte im unberandeten Fall entwickeln. Sie gelten dann
analog für berandete Mannigfaltigkeiten.

41
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mit a1(p), . . . , an(p) ∈ R. Wir nehmen x1, . . . , xn, a1, . . . , an als lokale Koordi-
naten in π−1(U) = T ∗M

∣∣
U

.

Wir müssen zeigen, dass Kartenwechsel von der Klasse Ck sind. Sei also y =
y(x) ein Kartenwechsel in M der Klasse Ck+1. Wir schreiben ω in den neuen
Koordinaten y1, . . . , yn als

ω = b1dy
1 + · · · + bndy

n.

Dann gilt br =
〈
ω, ∂

∂yr

〉
. Wir erhalten also

br =
〈
ω,

∂

∂yr

〉
=
〈
ω,

n∑

j=1

∂xj

∂yr
∂

∂xj

〉
=

n∑

j=1

∂xj

∂yr

〈
ω,

∂

∂xj

〉
=

n∑

j=1

∂xj

∂yr
aj

und folglich mit a = (a1, . . . , an)
T
, b = (b1, . . . , bn)

T

b =

((
∂y

∂x

)−1
)T

a.

Somit sind die Kartenübergänge von der Klasse Ck.

14.1.2 Definition und erste Eigenschaften

Sei M eine Ck+1-Mannigfaltigkeit, T ∗M das Kotangentialbündel über M .

Definition 14.3. Eine Differentialform vom Rang 1 oder 1-Form ist eine Ab-
bildung ω ∈ Ck(M ;T ∗M) mit π ω = idM (d. h. ω(p) ∈ T ∗

pM für alle p ∈M).

In lokalen Koordinaten x1, . . . , xn in U ⊆M schreibt sich eine 1-Form als

ω = a1(x)dx
1 + · · · + an(x)dx

n,

wobei a1, . . . , an ∈ Ck(U ; R).

Beispiel 14.4. Für f ∈ Ck+1(M ; R) ist df ∈ Ck(M ;T ∗M).

Beweis. Es ist (df)p : TpM → Tf(p)R ∼= R, also können wir (df)(p) = (df)p ∈
T ∗
pM setzen. In lokalen Koordinaten 2,

df =
∂f

∂x1
dx1 + · · · + ∂f

∂xn
dxn.

df ist damit von der Klasse Ck.

Lemma 14.5. (i) Die kanonische Paarung zwischen Vektorfeldern und
1-Formen definiert eine Abbildung

Ck(M ;TM) × Ck(M ;T ∗M) → Ck(M ; R)

(X,ω) 7→ 〈X,ω〉 = ω(X).

2 (df)
( ∂

∂xj

)
= (df)

(
d

dt
(x + tej)

∣∣
t=0

)
=

d

dt
f(x + tej)

∣∣
t=0

=
∂f

∂xj
(x).
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(ii) Für f ∈ Ck+1(M ; R), X ∈ Ck(M ;TM) ist 〈X, df〉 = df(X) = X(f) die
Ableitung der Funktion f in Richtung des Vektorfeldes X.

Beweis. (i) In lokalen Koordinaten x1, . . . , xn haben wir X = α1(x) ∂
∂x1 +

· · · + αn(x) ∂
∂xn , ω = a1(x)dx

1 + · · · + an(x)dx
n und dann

〈X,ω〉 =

n∑

j=1

aj(x)α
j(x).

(ii) Gemäß (i) gilt

〈X, df〉 =

n∑

j=1

αj(x)
∂f

∂xj
(x) = X(f).

Definition 14.6. Ist f : M → N von der Klasse Ck+1 und ω ∈ Ck(N ;T ∗N),
so heißt die durch

〈
(f∗ω)(p), t

〉
=
〈
ω (f(p)) , (df)p(t)

〉
, ∀p ∈M, t ∈ TpM,

definierte Abbildung f∗ω das Pullback der 1-Form ω unter f .

Lemma 14.7. (i) f∗ω ist von der Klasse Ck, d. h. wir erhalten eine Abbil-
dung

f∗ : Ck(N ;T ∗N) → Ck(M ;T ∗M).

(ii) Ist g : N → N ′ eine weitere Ck+1-Abbildung, so gilt

(g ◦ f)
∗

= f∗ ◦ g∗.

(iii) Ist h ∈ Ck+1(N ; R), so gilt

f∗(dh) = d(f∗h).

Beweis. (i) In lokalen Koordinaten x1, . . . , xm in M und y1, . . . , yn in N gilt

〈
f∗(dyr),

∂

∂xj

〉
=
〈
dyr, (df)

( ∂

∂xj

)〉

=
〈
dyr,

∂f1

∂xj
∂

∂y1
+ · · · + ∂fn

∂xj
∂

∂yn

〉
=
∂fr

∂xj
,

also f∗(dyr) =

n∑

j=1

∂fr

∂xj
dxj und dann mit ω =

n∑
r=1

br(y) dy
r

f∗ω =

n∑

r=1

br(y)f
∗(dyr) =

m∑

j=1

( n∑

r=1

br(y)
∂fr

∂xj
(x)

)
dxj ,

wobei in dieser Darstellung y = f(x) zu setzen ist.
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(ii) Selbst.

(iii) Gemäß (i) gilt

f∗(dh) = f∗
(∑

r

∂h

∂yr
(y) dyr

)
=
∑

j,r

∂h

∂yr
(y)

∂fr

∂xj
(x) dxj

=
∑

j

∂

∂xj
(h (f(x))) dxj =

∑

j

∂(f∗h)

∂xj
(x) dxj = d(f∗h).

14.1.3 Kurvenintegrale zweiter Art

Wir definieren jetzt das Kurvenintegral
∫
γ
ω zweiter Art einer 1-Form ω entlang

einer Kurve γ. Sei dazu γ : [a, b] →M eine stückweise C1-Kurve, d. h. γ ist eine
stetige Kurve und es gibt eine Partition

a = t0 < t1 < · · · < tm−1 < tm = b,

so dass γ
∣∣
[tj−1,tj ]

für 1 ≤ j ≤ m eine C1-Kurve ist. Ferner sei ω ∈ C0(M ;T ∗M).

Wir benutzen nun den Umstand, dass 1-Formen auf R von der Form a(t) dt sind
und somit für stetiges a(t) integriert werden können.

Definition 14.8. Das Kurvenintegral
∫
γ
ω zweiter Art (orientierte Integration)

ist definiert als ∫

γ

ω =
m∑

j=1

∫

γ| [tj−1,tj ]

ω =
m∑

j=1

∫ tj

tj−1

γ∗ω.

Bemerkung. Gilt in lokalen Koordinaten x1, . . . , xn, dass ω =
∑
aj(x)dx

j , und
ist γ gegeben durch x = x(t) für a ≤ t ≤ b, so ist

∫

γ

ω =

n∑

j=1

∫ b

a

aj (x(t))
dxj

dt
(t) dt.

Lemma 14.9. Der Wert des Integrals
∫
γ
ω ist unabhängig von der Wahl der

Parametrisierung der Kurve γ.

Beweis. O.E. d.A. sei γ eine C1-Kurve, die vollständig in einer Kartenum-
gebung mit Koordinaten x1, . . . , xn enthalten ist. Eine Umparametrisierung
[a, b] → [c, d] mit s = s(t) liefert dann

n∑

j=1

∫ d

c

aj (x(s))
dxj

ds
(s) ds =

n∑

j=1

∫ b

a

aj (x (s(t)))
dxj

ds
(s(t))

ds

dt
(t) dt

=

n∑

j=1

∫ b

a

aj (x(t))
dxj

dt
(t) dt.

Folglich ändert sich der Wert von
∫
γ
ω unter einer Umparametrisierung von γ

nicht.
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Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung schreibt sich jetzt in fol-
gender Form:

Satz 14.10. Für f ∈ Ck+1(M ; R) gilt

∫

γ

df = f(γ(b)) − f(γ(a)).

Beweis. O.E. d.A. dürfen wir die Situation des vorigen Beweises annehmen.
Dann

∫

γ

df =

n∑

j=1

∫ b

a

∂f

∂xj
(x(t))

dxj

dt
(t) dt

=

∫ b

a

d

dt
(f (x(t))) dt = f(x(b)) − f(x(a)).

Der Satz über Variablenwechsel unter dem Integral schreibt sich wie folgt:

Satz 14.11. Sei f : M → N eine C1-Abbildung, ω ∈ C0(N ;T ∗N). Dann gilt

∫

f◦γ

ω =

∫

γ

f∗ω.

Beweis. Mit γ : [a, b] →M gilt

∫

f◦γ

ω =

∫ b

a

(f ◦ γ)∗ω =

∫ b

a

γ∗(f∗ω) =

∫

γ

f∗ω.

14.2 Vektorbündel

14.2.1 Definition, Schnitte

Sei M eine Ck-Mannigfaltigkeit. Beispiele von Vektorbündeln über M sind das
Tangentialbündel TM und das Kotangentialbündel T ∗M .

Definition 14.12. Ein Vektorbündel (auch Vektorraumbündel) der Klasse Ck

und vom Rang N über M ist eine Ck-Mannigfaltigkeit E zusammen mit einer
Abbildung π : E →M , so dass Folgendes gilt:

(i) Jede Faser Ep : π−1(p) ist ein N -dimensionaler linearer Raum über R.
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(ii) Zu jedem Punkt p ∈M gibt es eine Umgebung U von p inM und einen Ck-
Diffeomorphismus ϕU : E

∣∣
U

= π−1(U) → U × RN , so dass das Diagramm

E
∣∣
U

ϕU //

πU

  A
AA

AA
AA

A
U × RN

π1

{{xxxxxxxxx

U

kommutiert (hierbei πU = π
∣∣
π−1(U)

, π1 : U × RN → U — Projektion auf

erste Komponente) und die Abbildung ϕU
∣∣
Ep

: Ep → {p} × RN ∼= RN für

jedes p ∈M R-linear ist.

Man sagt auch, dass das Vektorbündel E über U trivial ist, und ϕU heißt eine
Trivialisierung .

Bemerkung. Manchmal betrachtet man auch (E, π,M,RN ) als Vektorbündel. E
heißt dann der Totalraum, π die Projektion, M die Basis und RN die allgemeine
(oder typische) Faser .

Seien nun E, F zwei Vektorbündel über M mit Projektionen π, π′.

Definition 14.13. (i) Ein Homomorphismus der Ck-Vektorbündel E, F über
M ist eine Ck-Abbildung ϕ : E → F , die fasererhaltend (d. h. π = π′ ◦ ϕ
bzw. ϕ(Ep) ⊆ Fp für alle p ∈ M) und linear in den Fasern (d. h. die
induzierten Abbildungen ϕp : Ep → Fp sind R-linear) ist.

(ii) Ein Homomorphismus ϕ zwischen E, F heißt ein Ck-Isomorphismus, falls
ϕ bijektiv und ϕ−1 : F → E ebenfalls ein Bündelhomomorphismus ist.
(Letzteres ist gerade die Bedingung, dass ϕ−1 von der Klasse Ck ist.)

(iii) Das Vektorbündel E über M heißt trivial , falls es Ck-isomorph zum tri-
vialen Bündel M × RN über M ist.

Seien nun ϕU : E
∣∣
U
→ U×RN , ϕV : E

∣∣
V
→ V ×RN zwei Trivialisierungen eines

Ck-Vektorbündels E, wobei U ∩V 6= ∅. Dann hat die Abbildung ϕV ◦ϕ−1
U : (U ∩

V ) × RN → (U ∩ V ) × RN die Form

(
ϕV ◦ ϕ−1

U

)
(p, e) = (p, gV U (p)e), p ∈ U ∩ V, e ∈ RN ,

für eine Ck-Abbildung

gV U : U ∩ V → Gl(N ; R).

Die Abbildungen gVU heißen Übergangsabbildungen und beschreiben, wie die tri-
vialen Bündel U ×RN und V ×RN über U ∩ V verklebt werden, um E

∣∣
U∪V

zu
erhalten.

Beispiel 14.14. Seien U , V Kartenumgebungen in M mit Koordinaten x bzw.
y.
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(a) Das Tangentialbündel TM . Die Übergangsabbildungen sind

gV U (x) =
∂y

∂x
(x).

(b) Das Kotangentialbündel T ∗M . Die Übergangsabbildungen sind

gV U (x) =

((
∂y

∂x
(x)

)−1)T
.

Lemma 14.15. Für U, V,W mit U ∩ V ∩W 6= ∅ gilt

gWU = gWV · gV U in U ∩ V ∩W .

Beweis. Für p ∈ U ∩ V ∩W , e ∈ RN haben wir

(p, gWU (p)e) =
(
ϕW ◦ ϕ−1

U

)
(p, e)

=
(
ϕW ◦ ϕ−1

V ◦ ϕV ◦ ϕ−1
U

)
(p, e)

=
(
ϕW ◦ ϕ−1

V

)
(p, gV U (p)e)

= (p, gWV gV U (p)e) .

Daraus folgt die Behauptung.

Beispiel 14.16. Seien z weitere lokale Koordinaten in W ⊆M .

(a) Das Tangentialbündel TM . Es gilt

∂z

∂x
=
∂z

∂y

∂y

∂x
.

Beweis. Es ist z = z (y(x)). Die Behauptung folgt mit der Kettenregel.

(b) Das Kotangentialbündel T ∗M . Es gilt

((
∂z

∂x

)−1)T
=

((
∂z

∂y

)−1)T((
∂y

∂x

)−1)T
.

Beweis. Dies folgt direkt aus (a).

Lemma 14.17. Aus gWU = gWV · gV U für alle U , V , W folgt

(a) gUU = 1N für alle U ,

(b) gUV = g−1
V U für alle U , V .

Beweis. (a) Man setze U = V = W .

(b) Man setze U = W und benutze (a).
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Das Vektorbündel E lässt sich aus seinen Übergangsabbildungen gV U bis auf
Isomorphie eindeutig zurückgewinnen.

Satz 14.18. Sei U eine offene Überdeckung von M und sei für alle U, V ∈ U
mit U ∩ V 6= ∅ eine Ck-Abbildung gV U : U ∩ V → Gl(N ; R) gegeben, so dass

gWU = gWV · gV U in U ∩ V ∩W

für alle U, V, W ∈ U mit U ∩ V ∩ W 6= ∅ gilt. Dann gibt es ein (bis auf
Isomorphie) eindeutiges Ck-Vektorbündel E über M , das genau die gV U als
Übergangsabbildungen besitzt.3

Beweis. Wir setzen
E =

⊔

U∈U

(U × RN )
/

∼,

wobei für (p, e) ∈ U × RN , (p′, e′) ∈ V × RN

(p, e) ∼ (p′, e′) ⇐⇒ p = p′, e′ = gV U (p)e.

Wir behaupten, dass E das gesuchte Vektorbündel ist.

(i) ∼ ist eine Äquivalenzrelation.

(ii) Karten in E sind von der Form
[
U × RN

]
∼

⊆ E für U ∈ U mit den

kanonischen Kartenabbildungen
[
U × RN

]
∼
→ U × RN .

(iii) Kartenübergänge sind von der Form

(U ∩ V ) × RN → (U ∩ V ) × RN , (p, e) 7→ (p, gV U (p)e) ,

und somit von der Klasse Ck.

Die Kenntnis der Übergangsabbildungen gV U ist ausreichend, um Operationen
mit Vektorbündeln eindeutig zu beschreiben. Zum Beispiel:

Satz 14.19. Seien E,F zwei Ck-Vektorbündel über M , die beide über den Ele-
menten einer offenen Überdeckung U von M trivial sind. Seien gV U bzw. hV U die
entsprechenden Übergangsabbildungen. Dann ist ein Ck-Vektorbündelhomomor-
phismus f : E → F gegeben durch eine Familie {fU}U∈U von Ck-Abbildungen
fU : U →M(N ′ ×N ; R) (N — Rang von E, N ′ — Rang von F ), so dass

fV · gV U = hV U · fU in U ∩ V

für alle U, V ∈ U mit U ∩ V 6= ∅ gilt.

Beweis. Selbst als Übungsaufgabe auf dem Blatt für nächste Woche.

3Zudem ist E über jeder der Mengen U ∈ U trivial.
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Folgerung 14.20. Der Homomorphismus aus vorigem Satz ist genau dann ein
Isomorphismus, wenn M = N und ϕU : U → Gl(N ; R) für alle U ∈ U gilt.

Wir benötigen noch den wichtigen Begriff eines Schnittes in einem Vektorbündel.

Definition 14.21. Ein Ck-Schnitt s in einem Ck-Vektorbündel E über M ist
eine Ck-Abbildung s : M → E mit π ◦ s = idM (d. h. s(p) ∈ Ep für alle p ∈M).

Den Raum aller Ck-Schnitte in E bezeichnen wir mit Ck(M ;E). Im Fall des tri-
vialen Bündels M×RN schreiben wir auch Ck(M ; RN ) anstelle von Ck(M ;M×
RN ).

Bemerkung. Ck(M ;E) ist ein linearer Raum über R und tatsächlich ein Modul
über Ck(M ; R).

Beispiel 14.22. Vektorfelder sind Schnitte im Tangentialbündel, 1-Formen sind
Schnitte im Kotangentialbündel.

Satz 14.23. In lokalen Trivialisierungen von E wie im vorigen Satz wird ein
Ck-Schnitt s durch eine Familie {sU}U∈U von Ck-Abbildungen sU : U → RN

(N — Rang von E) gegeben, so dass

sV = gV U sU in U ∩ V
für alle U, V ∈ U mit U ∩ V 6= ∅ gilt.

Beweis. Dies folgt direkt aus vorigem Satz, indem man M mit dem trivialen
Bündel M × R0 identifiziert.

14.2.2 Operationen mit Vektorbündeln

Das Prinzip ist einfach:
”
Jeder“ natürlichen Operation mit linearen Räumen

entspricht eine Operation mit Vektorbündeln.

Seien V,W lineare Räume über R. Dann haben wir:

Dualraum V ′

Direkte Summe V ⊕W
Tensorprodukt V ⊗W
Lineare Abbildungen von V nach W L(V,W )

Äußeres Produkt
∧q

V

Erinnerung. (i) In der Tensoralgebra
⊕∞

q=0 V
⊗q mit V ⊗q = V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸

q-mal

ha-

ben wir das graduierte Ideal I =
⊕∞

q=0 I
q, das durch alle Elemente der

Form v ⊗ w + w ⊗ v für v, w ∈ V erzeugt wird. Dann
∧q

V = V ⊗q
/
Iq.

Bezeichnet v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vq die Klasse des Elements v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vq in∧q
V , so gilt nach Konstruktion

vσ(1) ∧ vσ(2) ∧ · · · ∧ vσ(q) = (−1)
sgnσ

v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vq

für alle Permutationen σ ∈ Sq.
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(ii)
∧q

V ′ ist (kanonisch isomorph zum) Raum aller q-linearen alternierenden
Formen auf V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸

q-mal

.

Seien nun E,F Vektorbündel über M vom Rang N bzw. N ′ mit Übergangs-
abbildungen gV U bzw. hV U . Dann haben wir:

Faser Übergangsabbildungen

Duales Bündel E′ E′
p

(
g−1
V U

)
T

Direkte Summe E ⊕ F Ep ⊕ Fp gV U ⊕ hV U
4

Tensorprodukt E ⊗ F Ep ⊗ Fp gV U ⊗ hV U
Bündelhomomorphis-
men von E nach F

Hom(E,F ) L(Ep, Fp) L(gV U , hV U ) 5

Äußeres Produkt
∧q

E
∧q

Ep
∧q

gV U

Insbesondere gilt:

Lemma 14.24. T ∗M ist das Dualbündel zu TM .

Die Analogie zwischen linearen Räumen und Vektorbündeln geht noch weiter:
Jeder natürlichen Isomorphie auf Seiten der linearen Räume entspricht eine
Isomorphie auf Seiten der Vektorbündel.

Beispiel 14.25. Einige Beispiele sind:

1. E ⊕ F ∼= F ⊕ E,

2. (E ⊗ F ) ⊗G ∼= E ⊗ (F ⊗G),

3. Hom(E,F ) ∼= E′ ⊗ F ,

4. E ⊗ R ∼= E, wobei R das triviale Bündel über M vom Rang 1 bezeichnet.

14.3 Differenzialformen vom Rang q

Sei M eine Ck+1-Mannigfaltigkeit. Dann haben wir das Ck-Vektorbündel∧q
T ∗M über M . Die Faser (

∧q
T ∗M)p für p ∈M ist der Raum der q-linearen

alternierenden Formen auf TM ⊗ · · · ⊗ TM︸ ︷︷ ︸
q-mal

.

Definition 14.26. Eine Differenzialform vom Rang q (oder q-Form) der Klasse
Ck ist ein Schnitt ω des Bündels

∧q
T ∗M .

Der Raum all dieser Schnitte ist Ck(M ;
∧q

T ∗M). Im Fall k = ∞ schreiben wir
dafür auch Ωq(M).

4gV U ⊕ hV U =

(
gV U 0

0 hV U

)
.

5Übergangsabbildungen sind M(N ′ × N ; R) → M(N ′ × N ; R), f 7→ hV U · f · g−1
V U

.
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Erinnerung. Ist V ein linearer Raum über R und ist e1, . . . , en eine Basis in V ,
so ist

{
ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eiq

∣∣ 1 ≤ i1 < i2 < · · · < iq ≤ n
}

eine Basis in
∧q

V .

In lokalen Koordinaten x1, . . . , xn in U ⊆M schreibt sich eine q-Form als

ω =
∑

1≤i1<i2<···<iq≤n

ai1...iq (x) dx
i1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxiq

mit ai1...iq ∈ Ck(U ; R).

Beispiel 14.27. Im Fall q = 1 kennen wir dies bereits:

ω = a1(x) dx
1 + a2(x) dx

2 + · · · + an(x) dx
n.

Wie im Fall q = 1 haben wir auch für q > 1 ein Pullback von q-Formen un-
ter Ck+1-Abbildungen. Dazu sei f : M → N eine Ck+1-Abbildung und ω ∈
Ck(N ;

∧q
T ∗N).

Definition 14.28. Wir definieren f∗ω durch

(f∗ω)p(t1, . . . , tq) = ωf(p)

(
(df)p(t1), . . . , (df)p(tq)

)

für p ∈M , t1, . . . , tq ∈ TpM .

Lemma 14.29. Wir haben f∗ω ∈ Ck(M ;
∧q

T ∗M) und damit eine Abbildung

f∗ : Ck(M ;
∧q

T ∗M) → Ck(N ;
∧q

T ∗N).

Beweis. Nach Konstruktion gilt (f∗ω)p ∈ (
∧q

T ∗M)p für alle p ∈ M . Wir

müssen lediglich prüfen, ob die Konstruktion in Ck-glatter Weise vom Fußpunkt
p ∈M abhängt.

Dies geschieht am besten in lokalen Koordinaten: Seien also x1, . . . , xm lokale
Koordinaten in M und y1, . . . , yn lokale Koordinaten in N . Weiter sei in diesen
Koordinaten yj = f j(x1, . . . , xm) für j = 1, . . . , n und

ω =
∑

1≤j1<···<jq≤n

bj1...jq (y) dy
j1 ∧ · · · ∧ dyjq .

Lemma 14.30. Es gilt:

f∗ω =
∑

1≤j1<···<jq≤n

(
f∗bj1...jq

)
(x) f∗(dyj1) ∧ · · · ∧ f∗(dyjq )

=
∑

1≤j1<···<jq≤n

bj1...jq (f(x)) df j1 ∧ · · · ∧ df jq ,

wobei df jl = ∂fjl

∂x1 dx
1 + · · · + ∂fjl

∂xm dxm für l = 1, . . . , q.
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Beweis. Der Einfachheit halber behandeln wir den Fall q = 2. Der allgemeine
Fall ist analog.
Sei also ω = b(y) dy1 ∧ dy2. Dann haben wir für 1 ≤ j < k ≤ m

(f∗ω)

(
∂

∂xj
,
∂

∂xk

)
= ω

(
(df)

(
∂

∂xj

)
, (df)

(
∂

∂xk

))

=
(
b(y) dy1 ∧ dy2

)(∂f1

∂xj
∂

∂y1
+
∂f2

∂xj
∂

∂y2
,
∂f1

∂xk
∂

∂y1
+
∂f2

∂xk
∂

∂y2

)

= b(y)

(
∂f1

∂xj
∂f2

∂xk
− ∂f1

∂xk
∂f2

∂xk

)

= b (f(x))
(
df1 ∧ df2

)( ∂

∂xj
,
∂

∂xk

)
.

Die Behauptung folgt.

Somit gilt tatsächlich f∗ω ∈ Ck(M ;
∧q

T ∗M).

13.3.1 Das äußere Differenzial

Sei M eine Ck+1-Mannigfaltigkeit. Eine q-Form ω auf M der Klasse Ck ist eine
Familie {ωp}p∈M von q-linearen alternierenden Formen auf TpM × · · · × TpM︸ ︷︷ ︸

q–mal

,

die Ck-glatt mit dem Fußpunkt p ∈M variieren. Formal:

ω ∈ Ωqk(M) = Ck(M ;
∧q

T ∗M).

In lokalen Koordinaten x1, . . . , xn in U ⊆M :

ω =
∑

1≤i1<···<iq≤n

ai1...iq (x)dx
i1 ∧ · · · ∧ dxiq

mit ai1...iq ∈ Ck(U ; R).

Bemerkung. Rang des Vektorbündels
∧q

T ∗M ist
(
n
q

)
, 0 ≤ q ≤ n.

Wir kennen bereits zwei Operationen auf den Differenzialformen:

1. Äußeres Produkt.
∧

: Ωqk(M) × Ωq
′

k (M) → Ωq+q
′

k (M).

Hier gilt für ω ∈ Ωqk(M), ω′ ∈ Ωq
′

k (M), dass

ω ∧ ω′ = (−1)
qq′
ω′ ∧ ω

(siehe AGLA II).

2. Pullback. Eine Ck+1-Abbildung f : M → N induziert eine Abbildung
f∗ : Ωqk(N) → Ωqk(M) vermöge

(f∗ω)p(t1, . . . , tq) = ωf(p)

(
(df)p(t1), . . . , (df)p(tq)

)

für t1, . . . , tq ∈ TpM .
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Wir haben bereits gesehen:

Lemma 13.31. Äußeres Produkt und Pullback sind verträglich, d. h.

f∗(ω ∧ ω′) = (f∗ω) ∧ (f∗ω′)

für ω ∈ Ωqk(M), ω′ ∈ Ωq
′

k (M).

Beispiel 13.32. Sei Φ: (0,∞) × R → R2 \ {(0, 0)} gegeben durch
(
r
ϕ

)
7→
(
x
y

)
=(

r cosϕ
r sinϕ

)
. Dann gilt

dx = cosϕdr − r sinϕdϕ,

dy = sinϕdr + r cosϕdϕ,

also beispielsweise

x dy − y dx

x2 + y2
=

1

r2
[r cosϕ (sinϕdr + r cosϕdϕ)

−r sinϕ (cosϕdr − r sinϕdϕ)] = dϕ,

x dx+ y dy = r cosϕ (cosϕdr − r sinϕdϕ)

+ r sinϕ (sinϕdr + r cosϕdϕ) = r dr.

Letzteres folgt auch durch Differentiation von r2 = x2 +y2, also 2r dr = 2x dx+
2y dy, während man im ersten Fall für x 6= 0, d. h. für ϕ ∈ (−π

2 + kπ, π2 + kπ)
mit einem eindeutigen k ∈ Z, die Formel ϕ = arctan y

x + kπ benutzen kann.
Differentiation ergibt

dϕ =
dy
x − y dx

x2

1 + y2

x2

=
x dy − y dx

x2 + y2
.

Statt dessen hätte man auch die Beziehung tanϕ = y
x verwenden können. Im Fall

y 6= 0 argumentiert man ähnlich, indem man statt des Tangens den Kotangens
benutzt.

Bemerkung. Koordinatenwechsel in Differenzialformen sind tatsächlich ein Spe-
zialfall der Pullback-Operation.

Das äußere Differenzial d verallgemeinert die Operation d : Ck+1(M ; R) →
Ck(M ;T ∗M), f 7→ df .

Definition 13.33. Sei ω ∈ Ck(M ;
∧q

T ∗M),

ω =
∑

1≤i1<···<iq≤n

ai1...iq (x)dx
i1 ∧ · · · ∧ dxiq

in lokalen Koordinaten x1, . . . , xn. Dann definieren wir

dω =
∑

1≤i1<···<iq≤n

dai1...iq ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxiq .
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Lemma 13.34. (i) d ist wohldefiniert als Abbildung

d : Ck(M ;
∧q

T ∗M) → Ck−1(M ;
∧q+1

T ∗M).

(ii) Ist ω ∈ Ck(M ;
∧q

T ∗M), ω′ ∈ Ck(M ;
∧q′

T ∗M), so gilt

d(ω ∧ ω′) = (dω) ∧ ω′ + (−1)
q
ω ∧ (dω′).

(iii) Ist f : M → N eine Ck+1-Abbildung, so gilt

d(f∗ω) = f∗(dω)

für ω ∈ Ck(N ;
∧q

T ∗N).

Beweis. Es genügt, (ii), (iii) im Spezialfall M = U ⊆ Rm offen, N = V ⊆ Rn

offen zu zeigen. Koordinateninvarianz in (i) folgt dann aus (iii), wenn f ein
Kartenwechsel ist.

(ii) Sei ω = a(x) dxI , ω′ = b(x) dxJ mit |I| = q, |J | = q′. Dann

d (ω ∧ ω′) = d
(
a(x)b(x) dxI ∧ dxJ

)

= d(ab) ∧ dxI ∧ dxJ = (b da+ a db) ∧ dxI ∧ dxJ

= (da ∧ dxI) ∧ (b dxJ ) + (−1)
q
(a dxI) ∧ (db ∧ dxJ)

= (dω) ∧ ω′ + (−1)
q
ω ∧ (dω′).

Hierbei haben wir db ∧ dxI = (−1)
q
dxI ∧ db benutzt.

(iii) Wir halten zuerst fest, dass d2h = 0 für eine beliebige Funktion h = h(x)
gilt. In der Tat,

d2h = d

(
n∑

k=1

∂h

∂xk
dxk

)
=

n∑

j,k=1

∂2h

∂xj∂xk
dxj ∧ dxk

=
∑

1≤j<k≤n

(
∂2h

∂xj∂xk
− ∂2h

∂xk∂xj

)
dxj ∧ dxk = 0.

Somit haben wir für ω = b(y)dyj1 ∧ · · · ∧ dyjq , dass f∗ω = (f∗b)(x) df j1 ∧
· · · ∧ df jq und daher mit (ii)

d(f∗ω) = d(f∗b) ∧ df j1 ∧ · · · ∧ df jq

+ (f∗b)

q∑

k=1

(−1)
k−1

df j1 ∧ · · · ∧ (d2f jk)︸ ︷︷ ︸
=0

∧ · · · ∧ df jq

= f∗(db) ∧ f∗dyj1 ∧ · · · ∧ f∗dyjq

= f∗(db ∧ dyj1 ∧ · · · ∧ dyjq ) = f∗(dω).
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Satz 14.35. Für ω ∈ Ωqk(M), k ≥ 2 gilt

d2ω = 0.

Beweis. In lokalen Koordinaten x1, . . . , xn sei ω = a(x) dxi1 ∧ · · · ∧ dxiq . Dann

ist dω = da ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxiq . Da d(ω ∧ ω′) = (dω) ∧ ω′ + (−1)
degω

ω ∧ (dω′)
und d2h = 0 für Funktionen h, so folgt d2ω = 0.

14.3.2 Differenzialformen im R3

Wir setzen jetzt die neue Sprache der Differenzialformen zu klassischen Begriffs-
bildungen im R3 in Beziehung.
0-Formen und 3-Formen entsprechen Funktionen, 1-Formen und 2-Formen ent-
sprechen Vektorfeldern. Sei ωq für q = 0, 1, 2, 3 die generische q-Form, d. h.

ω0 = f,

ω1 = f1 dx+ f2 dy + f3 dz,

ω2 = g1 dy ∧ dz + g2 dz ∧ dx+ g3 dx ∧ dy,
ω3 = g dx ∧ dy ∧ dz.

Dann schreiben sich die Differenziale d : Ωq(R3) → Ωq+1(R3) für q = 0, 1, 2 als

dω0 =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz,

dω1 =

(
∂f3
∂y

− ∂f2
∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂f1
∂z

− ∂f3
∂x

)
dz ∧ dx

+

(
∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

)
dx ∧ dy,

dω2 =

(
∂g1
∂x

+
∂g2
∂y

+
∂g3
∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz.

In klassischen Termen haben wir folglich:

d : Ω0(R3) → Ω1(R3) entspricht f 7→ ∇f,
d : Ω1(R3) → Ω2(R3) entspricht X 7→ rotX,

d : Ω2(R3) → Ω3(R3) entspricht X 7→ divX.

14.4 Orientierte Mannigfaltigkeiten

Erinnerung. Sei V ein n-dimensionaler linearer Raum über R. Dann zerfällt
die Menge der Basen e1, . . . , en von V in zwei Klassen, wobei e1, . . . , en und
e′1, . . . , e

′
n zur selben Klasse gehören, falls die Basiswechselmatrix positive De-

terminante hat. V zu orientieren bedeutet die Wahl einer dieser beiden Klassen.
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e3

e2

e1

e′3

e′2

e′1

Abbildung 14.1: Rechts- und linkshändiges Koordinatensystem

Die Basen in der gewählten Klasse heißen positiv orientiert , die Basen in der
anderen Klasse negativ orientiert .

In Rn wählen wir immer die durch e1 = (1, 0, . . . , 0)
T
, . . . , en = (0, . . . , 0, 1)

T

gegebene Orientierung als Standardorientierung .

Sei jetzt M eine Ck-Mannigfaltigkeit.

Definition 14.36. (i) Man sagt, dass M orientiert ist, falls für jedes p ∈M
in TpM in konsistenter Weise eine Orientierung gewählt wurde. Konsistent
bedeutet, dass für jedes p ∈M Koordinaten x1, . . . , xn um p existieren, so
dass ∂

∂x1 , . . .
∂
∂xn positiv orientiert ist.

(ii) Man sagt, dass M orientierbar ist, falls M orientiert werden kann. An-
dernfalls heißt M nicht orientierbar .

Definition 14.37. Wir definieren die Orientierungsüberlagerung Or(M) von
M wie folgt: Die Faser Or(M)p für p ∈ M besteht aus den beiden möglichen
Orientierungen von TpM , die Monodromie

Or(M)p × π1(M,p) → Or(M)p

transportiert eine gegebene Orientierung von TpM entlang eines geschlossenen
Weges γ mit Anfangs- und Endpunkt p, indem γ mit einfach zusammenhän-
genden Kartenumgebungen überdeckt wird, in denen jeweils die Orientierung in
konsistenter Weise gewählt werden kann.

Satz 14.38. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(i) M ist orientierbar.

(ii) Es existiert ein Atlas von M , so dass sämtliche Kartenübergänge eine
Jacobische mit positiver Determinante haben.

(iii) Or(M) ∼= M × Z2 ist trivial.

(iv) Es existiert eine n-Form ω ∈ C0(M ;
∧n

T ∗M), die auf M nirgends ver-
schwindet.



14.4. ORIENTIERTE MANNIGFALTIGKEITEN 57

Beweis. (i), (ii) und (iii) sind offenbar äquivalent.

(i)⇒(iv) Wir wählen eine Orientierung von M und überdecken M durch Kar-
tenumgebungen Ui, i ∈ I, so dass es in jedem Ui Koordinaten x1, . . . , xn

gibt, so dass ∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xn eine positiv orientierte Basis ist. Wir setzen dann

ωi = dx1∧· · ·∧dxn in Ui. Sei {χi}i∈I eine der offenen Überdeckungen {Ui}
untergeordnete Zerlegung der Eins. Dann hat die n-Form ω =

∑
i

χiωi die

verlangte Eigenschaft.

(iv)⇒(i) Sei umgekehrt ω eine nirgends verschwindende n-Form auf M . Wir
erklären dann eine Basis e1, . . . , en von TpM für positiv orientiert, falls
ωp(e1, . . . , en) > 0 gilt. Da ωp in stetiger Weise vom Fußpunkt p ∈ M
abhängt, stellt dies eine konsistente Wahl der Orientierungen der Räume
TpM dar.

Ein Atlas wie in (ii) heißt auch orientiert .
Weiterhin sagt man, dass die Wahl einer nirgends verschwindenden n-Form
ω ∈ Ωn0 (M) die Mannigfaltigkeit M orientiert (in der im Beweisschritt (iv)⇒(i)
angegebenen Weise). Jede andere n-Form, die M gleichartig orientiert, ist von
der Form aω mit a ∈ C0(M ; R) und a > 0 überall in M .

Folgerung 14.39. (i) M ist genau dann orientierbar, wenn jede Zusammen-
hangskomponente von M orientierbar ist.

(ii) Ist M orientierbar und hat M l Zusammenhangskomponenten, so kann M
auf 2l verschiedene Weisen orientiert werden.

Beweis. (i) Offensichtlich.

(ii) Jede Zusammenhangskomponente von M kann auf zwei verschiedene Wei-
sen orientiert werden.

Beispiel 14.40. (i) Rn ist orientierbar.

(ii) Sn ist orientierbar.

(iii) RP 2 ist nicht orientierbar.

Beweis. (i) Man wählt die Standardorientierung.

(ii) Unten werden wir sehen, dass jede Mannigfaltigkeit, die eine offene Menge
in Rn berandet, orientierbar ist.

(iii) Behauptung. Or(RP 2) ≈ S2.

S2 ist zusammenhängend und überlagert damit RP 2 nicht trivial. Folglich
ist RP 2 nicht orientierbar.
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Beweis der Behauptung. Ein halber Großkreis auf S2 wird unter der ka-
nonischen Projektion π : S2 → RP 2 auf eine geschlossene Kurve im RP 2

abgebildet. Der Transport einer gegebenen Orientierung von Tπ(p)(RP
2)

entlang dieser Kurve kehrt die Orientierung von Tπ(p)(RP
2) gerade um.

e1

e2

e1
−e2

Abbildung 14.2: Transport der Orientierung entlang eines Großkreises

Bemerkung. Die Orientierungsüberlagerung Or(M) einer jeden Mannigfaltigkeit
M ist kanonisch orientiert: Die kanonische Projektion π : Or(M) → M ist ein
lokaler Diffeomorphismus, deshalb entsprechen die Basen in TpM für p ∈ M
und Tq(Or(M)) für q ∈ π−1(p) einander. Wir nennen dann eine Basis e1, . . . , en
von Tq(Or(M)) positiv orientiert, falls (e1, . . . , en) ∈ q.

Für die Formulierung des Stokesschen Satzes benötigen wir noch, dass der Rand
∂M jeder orientierten Mannigfaltigkeit M mit Rand in kanonischer Weise ori-
entiert ist:
Dazu erinnern wir an Tp(∂M) ⊂ TpM für p ∈ ∂M und daran, dass TpM \
Tp(∂M) in zwei Zusammenhangskomponenten zerfällt, wobei die eine Kompo-
nente aus nach außen gerichteten Tnagentialvektoren und die andere aus nach
innen gerichteten Tangentialvektoren besteht.

Definition 14.41. Sei M orientiert. Dann heißt eine Basis e1, . . . , en−1 von
Tp(∂M) für p ∈ ∂M positiv orientiert, falls v, e1, . . . , en−1 eine positiv orientierte
Basis von TpM für einen nach außen gerichteten Vektor v /∈ Tp(∂M) ist.

Bemerkung. Diese Bedingung ist von der Wahl des Vektors v unabhängig. Jede
andere Wahl eines derartigen Vektor v′ schreibt sich als v′ = αv + β1e1 + · · · +
βn−1en−1 mit α > 0, β1, . . . , βn−1 ∈ R. Folglich

det(v′, e1, . . . , en−1) = α det(v, e1, . . . , en−1) > 0.

Beispiel 14.42. Betrachtet man eine einfache (keine Doppelpunkte enthaltende)
geschlossene Kurve γ in R2 als Rand ihres Inneren, so wird γ auf diese Weise
mathematisch positiv (d. h. entgegen dem Uhrzeigersinn) orientiert.
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γ

Abbildung 14.3: Eine mathematisch positiv orientierte ebene Kurve

14.5 Integration von n-Formen

14.5.1 Definition des Integrals

Sei M eine orientierte C1-Mannigfaltigkeit, dimM = n, und sei ω ∈ Ωn0 (M)

eine stetige n-Form auf M mit kompaktem Träger suppω =
{
p ∈M

∣∣ ωp 6= 0
}
.

Wir möchten das Integral
∫
M
ω definieren.

Bemerkung. Man kann eine Integrationstheorie für n-Formen in wesentlich grö-
ßerer Allgemeinheit (für Riemann-integrierbare, absolut Riemann-integrierbare,
Lebesgue-integrierbare, usw. Formen) entwickeln. Das soll uns hier nicht be-
schäftigen.

Wir wählen einen orientierten Atlas {Ui}i∈I von M , der aus Kartenumgebun-
gen mit zugehörigen Karten (Ui, hi) besteht, und eine untergeordnete Zerlegung
{χi}i∈I der Eins.

Definition 14.43. Wir setzen

∫

M

ω =
∑

i

∫

hi(Ui)

(
h−1
i

)∗
(χiω).

Da χiω = 0 für fast alle i ist (d. h. mit Ausnahme endlich vieler i), steht auf der
rechten Seite tatsächlich eine endliche Summe. Wir müssen zeigen, dass diese
Definition unabhängig von der Wahl der (Ui, hi), χi ist.

Lemma 14.44. Das Integral
∫
M
ω ist wohldefiniert.

Beweis. 1. Schritt. Sei zuerst U ⊆ M eine offene Menge mit Koordinaten
x = (x1, . . . , xn) und y = (y1, . . . , yn), so dass det ∂y∂y > 0 in U gilt. Weiterhin
sei suppω ⊆ U sowie

ω = f(x) dx1 ∧ · · · ∧ dxn = g(y) dy1 ∧ · · · ∧ dyn.
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Es gilt dann

dy1 ∧ · · · ∧ dyn

=

(
n∑

i1=1

∂y1

∂xi1
dxi1

)
∧
(

n∑

i2=1

∂y2

∂xi2
dxi2

)
∧ · · · ∧

(
n∑

in=1

∂yn

∂xin
dxin

)

=
n∑

i1,...,in=1

∂y1

∂xi1
. . .

∂yn

∂xin
dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxin

=
∑

σ∈γn

sgnσ
∂y1

∂xσ1
. . .

∂yn

∂xσn
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

= det
∂(y1, . . . , yn)

∂(x1, . . . , xn)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

Folglich gilt

f(x) = g(y) det
∂y

∂x

∣∣∣
y=y(x)

.

Die obige Definition gibt uns nun zwei verschiedene Möglichkeiten
∫
M
ω in die-

sem Fall zu berechnen, nämlich als
∫

Rn f(x) dx und als
∫

Rn g(y) dy. Es gilt jedoch

∫

Rn

g(y) dy =

∫

Rn

g (y(x))
∣∣∣det

∂y

∂x
(x)
∣∣∣ dx =

∫

Rn

f(x) dx

wegen det ∂y∂x > 0, so dass beide Möglichkeiten dasselbe Ergebnis liefern.

2.Schritt. Unabhängigkeit von der Wahl der (Ui, hi), χi unter Benutzung von
Schritt 1 zeigt man jetzt wie im Beweis von Lemma 11.56 im Skript zur Diff II.

14.5.2 Der Satz von Stokes

Wir haben nun sämtliche Ingredienzen zusammen, um den wichtigen Satz von
Stokes zu formulieren und zu beweisen. Der Satz von Stokes verallgemeinert den
Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung und die partielle Integration
auf den Fall der Integration auf Mannigfaltigkeiten. Den Beweis des Satzes von
Stokes werden wir auf den Satz von Gauß zurückführen.
Sei also M eine berandete und orientierte C2-Mannigfaltigkeit, dimM = n ≥ 1,
der Rand ∂M trage seine kanonische Orientierung und es sei ω ∈ Ωn−1

1 (M) mit
suppω ⊆M kompakt.

Theorem 14.45 (Satz von Stokes). Unter diesen Voraussetzungen gilt

∫

M

dω =

∫

∂M

ω.

Bemerkung. Hierbei ist
∫
∂M

ω als
∫
∂M

ω
∣∣
∂M

zu lesen, wobei ω
∣∣
∂M

= i∗ω für die
kanonische Einbettung i : ∂M →M .
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Beweis. 1.Schritt. Sei U ⊆ M offen mit Koordinaten x = (x1, . . . , xn) und
suppω ⊆ U . Weiterhin sei

ω =

n∑

j=1

aj(x) dx
1 ∧ · · · ∧ d̂xj ∧ · · · ∧ dxn,

wobei d̂xj bedeutet, dass der entsprechende Faktor auszulassen ist, also

dx1 ∧ · · · ∧ d̂xj ∧ · · · ∧ dxn = dx1 ∧ · · · ∧ dxj−1 ∧ dxj+1 ∧ · · · ∧ dxn.

Dann gilt

dω =

n∑

j=1

daj ∧ dx1 ∧ · · · ∧ d̂xj ∧ · · · ∧ dxn

=

n∑

j=1

(−1)
j−1 ∂aj

∂xj
dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

Der Faktor vor dx1∧· · ·∧dxn ist dabei gerade die Divergenz eines Vektorfeldes.
Folglich

∫

M

dω =

∫

U

dω =

∫

Rn
+




n∑

j=1

(−1)
j−1 ∂aj

∂xj


 dx

=

∫

∂Rn
+

(a1,−a2, . . . , (−1)
n−1

an)




0
...
0
−1


 dx′

= (−1)
n
∫

Rn−1

an(x
′, 0) dx′.

Hier haben wir ∂Rn+ mit Rn−1 identifiziert und x′ = (x1, . . . , xn−1) geschrieben.
Andererseits gilt

ω
∣∣
∂M

= an(x
′, 0) dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1

und wegen der gewählten Orientierung von ∂M
∫

∂M

ω = (−1)
n
∫

Rn−1

an(x
′, 0) dx′.

Das beweist den Satz von Stokes in diesem Spezialfall.

2.Schritt. Sei nun ω ∈ Ωn−1
0 (M) eine allgemeine Form mit kompaktem Träger.

Die (Ui, hi) und χi seien wie in der Definition des Integrals einer Form gewählt.
Dann gilt mit Schritt 1

∫

M

dω =
∑

i

∫

Ui

d(χiω) =
∑

i

∫

Ui∩∂M

χiω =

∫

∂M

ω,
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wobei wir benutzen, dass mit I0 =
{
i ∈ I

∣∣ Ui ∩ ∂M 6= ∅
}

die Familie{
Ui ∩ ∂M

}
i∈I0

eine offene Überdeckung von ∂M mit Kartenumgebungen und

zugehörigen orientierten Karten
(
Ui ∩ ∂M, hi

∣∣
Ui∩∂M

)
für i ∈ I0 und

{χi
∣∣
Ui∩∂M

}
i∈I0

eine zugehörige Zerlegung der Eins ist.

Folgerung 14.46. Gilt suppω ∩ ∂M = ∅ (insbesondere im Fall ∂M = ∅), so
ist ∫

M

dω = 0.



Kapitel 15

De Rham-Kohomologie

15.1 Das Poincaré-Lemma

Ab sofort sind Mannigfaltigkeiten, Formen, usw. stets von der Klasse C∞.

Definition 15.1. (i) Eine Form ω ∈ Ωq(M) heißt geschlossen, falls dω = 0
gilt.

(ii) Eine Form ω ∈ Ωq(M) mit q > 0 heißt exakt , falls ω = dη für ein η ∈
Ωq−1(M) gilt. η heißt dann eine Stammform von ω.

(iii) Eine Form ω ∈ Ωq(M) mit q > 0 heißt lokal exakt , falls jeder Punkt p ∈M
eine Umgebung U besitzt, in der ω exakt ist (d. h. es gibt ein η ∈ Ωq−1(U)
mit ω

∣∣
U

= dη.

Offenbar gilt (ii) ⇒ (iii) ⇒ (i) (im Fall q > 0). Eine Folgerung des Poincaré-
Lemmas wird sein, dass (i), (iii) tatsächlich äquivalent sind.

Satz 15.2 (Poincaré). Sei die Mannigfaltigkeit M auf einen Punkt zusammen-
ziehbar, d. h. es gibt eine Abbildung H : [0, 1] ×M → M mit H(0, ·) = konst.
und H(1, ·) = idM . Dann ist jede geschlossene Form ω ∈ Ωq(M) mit q > 0
exakt.

Beispiel 15.3. Sternförmige Gebiete Ω ⊆ Rn sind auf einen Punkt zusammen-
ziehbar. Dabei heißt Ω sternförmig , falls es ein x0 ∈ Ω mit folgender Eigen-
schaft gibt: Für alle ω ∈ Sn−1 gibt es ein tω > 0 (tω = ∞ ist möglich) mit
(−x0 + Ω) ∩ R+ω = [0, tω)ω. Insbesondere ist Rn bezüglich eines jeden seiner
Punkte sternförmig.
Ist Ω sternförmig bezüglich x0, so können wir H(s, x) = x0 + s(x − x0) als
Abbildung H : [0, 1] × Ω → Ω wählen.

Beweis des Poincaré-Lemmas. Wir schreiben q-Formen Ω auf [0, 1] ×M als

Ω = Ω′ + ds ∧ E,

63
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wobei Ω′ ∈ C∞([0, 1]; Ωq(M)], E ∈ C∞([0, 1]; Ωq−1(M)). Ist in lokalen Koordi-
naten x1, . . . , xn in M

Ω =
∑

|I|=q

aI(s, x) dx
I +

∑

|J|=q−1

bJ (s, x) ds ∧ dxJ ,

so ist
Ω′ =

∑

|I|=q

aI(s, x) dx
I , E =

∑

|J|=q−1

bJ(s, x) ds ∧ dxJ .

Dann gilt

dΩ = dMΩ + ds ∧ ∂Ω′

∂s
,

wobei dM Differenziation in Richtung der x-Variablen ist1 und in lokalen Koor-
dinaten x1, . . . , xn in M

∂Ω′

∂s
=
∑

|I|=q

∂aI
∂s

(s, x) dxI .

Sei nun ω ∈ Ωq(M). Wir schreiben H∗ω
(
=
∑

|I|=q

aI (H(s, x)) dHi1 ∧ · · · ∧ dHiq ,

falls ω =
∑

|I|=q

aI(x) dx
I in lokalen Koordinaten

)
als

H∗ω = Ω′ + ds ∧ E

wie oben und definieren

Iqω =

∫ 1

0

E(s, ·) ds.

Dann gilt Iqω ∈ Ωq−1(M).

Behauptung. Es gilt Iq+1d+ dIq = idΩq(M).

Ωq(M)
d //

Iq

yyssssssssss
Ωq+1(M)

Iq+1
yyssssssssss

Ωq−1(M)
d // Ωq(M)

Beweis der Behauptung. Wir berechnen

H∗ dω = dH∗ω = d (Ω′ + ds ∧ E)

= dΩ′ − ds ∧ dE = dMΩ′ + ds ∧ ∂Ω′

∂s
− ds ∧ dME,

also

Iq+1 dω =

∫ 1

0

∂Ω′

∂s
ds−

∫ 1

0

dME ds.

1Bezüglich des gegebenen
”
Splitting“ [0, 1] × M .
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Andererseits

dIqω = d

∫ 1

0

E ds = dM

∫ 1

0

E ds =

∫ 1

0

dME ds

und folglich

Iq+1 dω + dIqω =

∫ 1

0

∂Ω′

∂s
ds = Ω′(1, ·) − Ω′(0, ·)

= i∗1H
∗ω − i∗0H

∗ω = (Hi1)
∗
ω − (Hi0)

∗
ω = ω,

wobei is : M → [0, 1] ×M , p 7→ (s, p) für s ∈ [0, 1].

Sei schließlich ω ∈ Ωq(M), dω = 0. Dann

ω = Iq+1 dω + dIqω = d (Iqω) ,

und ω ist exakt.

Folgerung 15.4. Jede geschlossene Form ω ∈ Ωq(M) mit q > 0 ist lokal exakt.

Beweis. Jedes p ∈ U besitzt eine Umgebung, die diffeomorph zur Einheitskugel
ist.

15.2 Die graduierte Algebra H∗dR(M)

Erinnerung. Eine Algebra A über R heißt graduiert , falls A in der Form A =
⊕∞
q=0A

q mit R-linearen Teilräumen Aq von A gegeben ist und die Multiplikation

in A diese Graduierung respektiert, d. h. ab ∈ Aq+q
′

folgt aus a ∈ Aq, b ∈ Aq
′

.

Sei M eine C∞-Mannigfaltigkeit. Wir betrachten den de Rham-Komplex

0 → Ω0(M)
d−→ Ω1(M)

d−→ · · · d−→ Ωn(M) → 0,

wobei das Wort
”
Komplex“ sich auf die Eigenschaft d2 = 0 des Differentials d

bezieht.

Seien

Zq(M) =
{
ω ∈ Ωq(M)

∣∣ dω = 0
}

= ker dq

der Raum der geschlossenen q-Formen und

Bq(M) =
{
dη
∣∣ η ∈ Ωq−1(M)

}
= im dq−1

der Raum der exakten q-Formen, wobei wir d = dq : Ωq(M) → Ωq+1(M) ge-
schrieben haben.
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Definition 15.5. Wir setzen

Hq
dR(M) = Zq(M)

/
Bq(M), q ≥ 0,

H∗
dR(M) =

∞⊕

q=0

Hq
dR(M) =

n⊕

q=0

Hq
dR(M).

Hq
dR(M) heißt die q-te de Rham-Kohomologiegruppe von M . Tatsächlich ist

Hq
dR(M) ein linearer Raum über R.

Bemerkung. Seien Mi für i ∈ I die Zusammenhangskomponenten von M . Dann
gilt

Hq
dR(M) =

⊕

i∈I

Hq
dR(Mi).

Deswegen dürfen wir im Weiteren o. B. d.A. annehmen, dass M zusammenhän-
gend ist.

Beispiel 15.6. Ist M zusammenhängend, so ist

Z0(M) =
{
f : M → R

∣∣ f ist konstant
}
, B0(M) = 0,

wobei 0 den trivialen R-linearen Raum bezeichnet, also

H0
dR(M) = Z0(M)

/
B0(M) ∼= R.

Lemma 15.7. Es gilt

Hq
dR(Rn) =

{
R, q = 0,

0, q > 0.

Beweis. Dies ist eine äquivalente Formulierung des Poincaré-Lemmas für den
Rn.

Lemma 15.8. Es gilt

Hq
dR(S1) =

{
R, q = 0, 1,

0, q ≥ 2.

Beweis. Lediglich H1
dR(S1) müssen wir noch berechnen. Dazu stellen wir fest,

dass eine 1-Form ω ∈ Ω1(S1) genau dann exakt ist, wenn
∫

S1 ω = 0 gilt. Gemäß
Satz 14.10 ist diese Bedingung notwendig; sie ist auch hinreichend, da dann
offenbar die Funktion F : S1 → R mit F (p) =

∫
p̂0p

ω für ein beliebiges p0 ∈ S1

eine Stammfunktion von ω ist, wobei p̂0p das orientierte Kurvenstück auf S1

von p0 nach p bezeichnet.
Andererseits ist

1

2π

∫

S1

(x dy − y dx) = 1

(hier ist S1 in der üblichen Weise in R2 eingebettet, x, y sind Euklidische Koor-
dinaten in R2).
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Folglich ist die kurze Sequenz

0 → B1(S1) −→ Z1(S1)

∫
S1−→ R → 0

exakt und wir erhalten

H1
dR(S1) = Z1(S1)

/
B1(S1) ∼= R.

Satz 15.9. Das äußere Produkt induziert eine wohldefinierte Operation

Hq
dR(M) ×Hq′

dR(M) −→ Hq+q′

dR (M),

[ω] , [ω′] 7→ [ω] ∪ [ω′] = [ω ∧ ω′] ,

bezüglich der H∗
dR(M) zu einer graduierten Algebra wird.

Beweis. Wir müssen ∧ : Zq(M) × Zq
′

(M) → Zq+q
′

(M) und ∧ : Zp(M) ×
Bq

′

(M) → Bq+q
′

(M) (bzw. ∧ : Bq(M) × Zq
′

(M) → Bq+q
′

(M)) zeigen.

(i) Seien ω ∈ Ωq(M), ω′ ∈ Ωq
′

(M) und dω = 0, dω′ = 0. Dann

d(ω ∧ ω′) = (dω) ∧ ω′ + (−1)
q
ω ∧ (dω′)

= 0 ∧ ω′ + (−1)
q
ω ∧ 0 = 0,

also ω ∧ ω′ ∈ Zq+q
′

(M).

(ii) Seien ω ∈ Ωq(M), η′ ∈ Ωq
′−1(M) und dω = 0. Dann

ω ∧ dη′ = d ((−1)
q
ω ∧ η′) ,

also ω ∧ dη′ ∈ Bq+q
′

(M).

Definition 15.10. ∪ : H∗
dR(M) ×H∗

dR(M) → H∗
dR(M) heißt das cup-Produkt .

Beispiel 15.11. Das cup-Produkt auf H∗
dR(S1) ∼= R ⊕ R ist gegeben durch

(a, b) ∪ (c, d) = (ac, ad+ bc)

für a, b, c, d ∈ R.

Bemerkung. (i) H∗
dR(M) ist eine Algebra mit Einheit. Die Einheit ist die Klas-

se [1] ∈ H0
dR(M) der Funktion konstant 1.

(ii) H∗
dR(M) ist graduiert-kommutativ in dem Sinne, dass

[ω] ∪ [ω′] = (−1)qq
′

[ω′] ∪ [ω]

für [ω] ∈ Hq
dR(M), [ω′] ∈ Hq′

dR(M).
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Satz 15.12. Sei f : M → N eine C∞-Abbildung. Dann induziert f∗ : Ω∗(N) →
Ω∗(M) einen Homomorphismus f∗ : H∗

dR(N) → H∗
dR(M) graduierter Algebren.

Beweis. Da wir bereits f∗(ω∧ω′) = (f∗ω)∧ (f∗ω′) für ω ∈ Ωq(N), ω′ ∈ Ωq
′

(N)
wissen, bleibt f∗ (Zq(N)) ⊆ Zq(M) und f∗ (Bq(N)) ⊆ Bq(M) zu zeigen.

(i) Sei ω ∈ Ωq(N), dω = 0. Dann

df∗ω = f∗ dω = 0,

also f∗ω ∈ Zq(M).

(ii) Sei η ∈ Ωq−1(N). Dann
f∗(dη) = df∗η,

also f∗(dη) ∈ Bq(M).

Wir verallgemeinern jetzt das Argument, das zum Beweis des Poincaré-Lemmas
führte.

Satz 15.13. Seien f, g : M → N C∞-Abbildungen und sei H : [0, 1] ×M → N
eine C∞-Homotopie zwischen f , g, d. h. es gilt H(1, ·) = f , H(0, ·) = g. Dann
gilt

f∗ = g∗ : Hq
dR(N) → Hq

dR(M)

für alle q = 0, 1, . . . .

Beweis. Wie im Beweis des Poincaré-Lemmas konstruieren wir die Abbildung
Iq : Ωq(N) → Ωq−1(M), indem wir für ω ∈ Ωq(N)

H∗ω = Ω′ + ds ∧ E

mit Ω′ ∈ C∞([0, 1]; Ωq(M)), E ∈ C∞([0, 1]; Ωq−1(M)) schreiben und dann

Iqω =

∫ 1

0

E(s, ·) ds

setzen. Wie im Beweis des Poincaré-Lemmas erhalten wir

Iq+1 dω + dIqω =

∫ 1

0

∂Ω′

∂s
(s, ·) ds = Ω′(1, ·) − Ω′(0, ·).

Jetzt gilt Ω′(s, ·) = i∗sH
∗ω = (His)

∗
ω mit is : M → [0, 1] × M , p 7→ (s, p).

Insbesondere Ω′(1, ·) = f∗ω, Ω′(0, ·) = g∗ω und damit

Iq+1 dω + dIqω = f∗ω − g∗ω.

Gilt schließlich dω = 0, so ist f∗ω − g∗ω = d(Iqω) ∈ Bq(M), also f∗[ω] =
g∗[ω].
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Folgerung 15.14. Sind M,N C∞-homotopie-äquivalent, d. h. gibt es C∞-
Abbildungen f : M → N und g : N → M mit g ◦ f ≈ idM , f ◦ g ≈ idN ,
wobei ≈ die C∞-Homotopie von Abbildungen meint, so haben M , N die gleiche
de Rham-Kohomologie, d. h. es gilt H∗

dR(M) ∼= H∗
dR(N) als graduierte Algebren.

Tatsächlich

f∗g∗ = idH∗
dR(M), g∗f∗ = idH∗

dR(N) .

Beweis. Es gilt

idH∗
dR(M) = (idM )

∗
= (g ◦ f)

∗
= f∗g∗,

analog für die zweite Beziehung.

Beispiel 15.15. Es gilt H∗
dR(M × Rl) ∼= H∗

dR(M) für alle l = 0, 1, 2, . . . .

Beweis. Wir behaupten, dass f : M × Rl → M , (p, t) 7→ p und g : M → M ×
Rl, p 7→ (p, 0) Homotopie-Äquivalenzen wie in der Folgerung sind. Tatsächlich
f ◦ g = idM , während g ◦ f zu idM×Rl vermöge der Abbildung

H : [0, 1] ×M × Rl →M × Rl, (s, p, t) 7→ (p, st)

homotop ist. Die Folgerung liefert das Ergebnis.

15.3 Die Mayer-Vietoris-Sequenz

Wir werden jetzt ein starkes technisches Hilfsmittel zur Berechnung der
de Rham-Kohomologie kennen lernen. Insbesondere werden wir H∗

dR(Sn) be-
rechnen.

15.3.1 Die Kohomologie eines Komplexes

Wir erinnern daran, dass ein Komplex A eine Folge von linearen Räumen Aq

(in unserem Fall über R) und linearen Abbildungen d = dqA : Aq → Aq+1,

0 → A0 d→ A1 d→ A2 d→ . . . ,

mit d2 = dq+1
A ◦ dqA = 0 ist. Man kann dann in üblicher Weise die Kohomologie

H∗(A) =
⊕∞

q=0H
q(A) dieser Komplexe vermöge

Hq(A) = Zq(A)
/
Bq(A)

mit

Zq(A) =
{
a ∈ Aq

∣∣ da = 0
}
, Bq(A) =

{
da′

∣∣ a′ ∈ Aq−1
}

definieren. Wie zuvor misst der lineare Raum Hq(A), inwieweit die Exaktheit
des Komplexes A an der Stelle Aq verletzt ist . (Hq(A) = 0 bedeutet gerade,
dass der Komplex A an der Stelle Aq exakt ist.)
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Definition 15.16. Seien A,B zwei Komplexe. Dann ist eine Abbildung f : A→
B zwischen diesen Komplexen eine Folge fq : Aq → Bq linearer Abbildungen,
so dass folgendes Diagramm kommutiert:

0 // A0

f0

��

dA // A1

f1

��

dA // A2

f2

��

// . . .

0 // B0
dB

// B1
dB

// B2 // . . .

Lemma 15.17. f : A → B induziert eine Abbildung f : H∗(A) → H∗(B) gra-
duierter Vektorräume.

Beweis. Wir müssen f (Zq(A)) ⊆ Zq(B) und f (Bq(A)) ⊆ Bq(B) zeigen.

(i) Sei a ∈ Aq, da = 0. Aus dem kommutativen Diagramm

Aq

f

��

d // Aq+1

f

��

a //

��

0

��

Bq
d // Bq−1 , f(a) // df(a) = 0

erhalten wir df(a) = 0.

(ii) Sei a = da′, a′ ∈ Aq−1. Aus dem kommutativen Diagramm

Aq−1

f

��

d // Aq

f

��

a′ //

��

a

��

Bq−1 d // Bq , f(a′) // df(a′) = f(a)

erhalten wir f(a) = df(a′).

Definition 15.18. Seien f : A → B und g : B → C Abbildungen zwischen
Komplexen. Dann heißt die kurze Sequenz

0 → A
f−→ B

g−→ C → 0
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exakt , falls in folgendem Diagramm die Vertikalen exakt sind:

0

��

0

��

0

��

0 // A0
dA //

f

��

A1
dA //

f

��

A2 //

f

��

. . .

0 // B0
dB //

g

��

B1
dB //

g

��

B2 //

g

��

. . .

0 // C0
dC //

��

C1
dC //

��

C2 //

��

. . .

0 0 0

Satz 15.19. Eine kurze exakte Sequenz 0 → A
f−→ B

g−→ C → 0 von Komple-
xen induziert eine lange exakte Sequenz in der Kohomologie:

0 → H0(A)
f−→ H0(B)

g−→ H0(C)

H1(A)
f−→ H1(B)

g−→ H1(C)

H2(A)
f−→ H2(B)

g−→ H2(C)

. . .

Beweis. Wir definieren den Verbindungshomomorphismus δ : Hq(C) →
Hq+1(A) wie folgt: Wir wählen c ∈ Cq mit dc = 0 und schauen auf folgen-
des Diagramm:

0

��

0

��

Aq+1 //

��

Aq+2

��

a

f

��

// 0

��

Bq //

��

Bq+1 //

��

Bq+2 , b //

g

��

db //

��

0

Cq //

��

Cq+1 c //

��

0

0 0

Wegen der Surjektivität von gq existiert ein b ∈ Bq mit g(b) = c. Wir haben
g(db) = dg(b) = dc = 0, also db ∈ ker gq+1 = im fq+1. Folglich existiert ein
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a ∈ Aq+1 mit f(a) = db. Wegen f(da) = df(a) = d2b = 0 und der Injektivität
von f ist da = 0, also a ∈ Zq+1(A). Wir definieren dann

δ[c] = [a].

Wir müssen zeigen, dass δ wohldefiniert und die entstehende lange Kohomologie-
sequenz exakt ist. Wir erledigen nur ersteres und verweisen für die Exaktheit
auf die Literatur.2 Sei also b̃ ∈ Bq und g(b̃) = c. Dann ist g(b − b̃) = 0, also
b − b̃ ∈ ker g = im f und es existiert ein a′ ∈ Aq mit f(a′) = b − b̃. Damit
d(b−b̃) = df(a′) = f(da′). Ist also f(ã) = db̃, so haben wir wegen der Injektivität
von f , dass a− ã = da′, also [a] = [ã] und δ[c] = [a] ist korrekt definiert.

15.3.2 Die lange exakte Kohomologiesequenz

Seien jetzt U, V ⊆M offen mit M = U ∪ V . Unter dieser Bedingung definieren
wir eine kurze exakte Sequenz von Komplexen:

Satz 15.20 (Mayer-Vietoris-Sequenz). Die kurze Sequenz

0 → Ω∗(M)
(i∗U ,i

∗
V )−−−−−→ Ω∗(U) ⊕ Ω∗(V )

−j∗U+j∗V−−−−−→ Ω∗(U ∩ V ) → 0

ist exakt. Hierbei sind iU : U → M , iV : V → M , jU : U ∩ V → U und jV : U ∩
V → V die jeweiligen Einbettungen.

Beweis. Die Exaktheit der Sequenz in Ω∗(M) und in Ω∗(U) ⊕ Ω∗(V ) ist offen-
sichtlich. Wir überprüfen die Surjektivität der Abbildung Ω∗(U) ⊕ Ω∗(V ) →
Ω∗(U ∩ V ), (ω, ω′) 7→ −j∗Uω + j∗V ω

′. Sei dazu η ∈ Ω∗(U ∩ V ) und sei {h, h′}
eine der Überdeckung {U, V } von M untergeordnete Zerlegung der Eins. Wir
definieren dann

ω =

{
−h′η in U ∩ V ,

0 in U \ V ,
ω′ =

{
hη in U ∩ V ,

0 in V \ U .

Dann ist ω ∈ Ω∗(U), ω′ ∈ Ω∗(V ) sowie

−j∗Uω + j∗V ω
′ = (h′ + h)η = η.

Die Ergebnisse des vorigen Unterabschnitts führen zu:

Satz 15.21. Wir haben die lange exakte Sequenz

0 → H0
dR(M) −→ H0

dR(U) ⊕H0
dR(V ) −→ H0

dR(U ∩ V )

H1
dR(M) −→ H1

dR(U) ⊕H1
dR(V ) −→ H1

dR(U ∩ V )

H2
dR(M) −→ H2

dR(U) ⊕H2
dR(V ) −→ H2

dR(U ∩ V )

. . .

2Zum Beispiel auf S. MacLane “Homology”, Springer, New York, 1967 oder (fast) jedes
andere Lehrbuch der Algebraischen Topologie.
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15.3.3 Die Kohomologie der Sphäre

Als Beispiel berechnen wir H∗
dR(Sn).

Satz 15.22. Für n ≥ 1 gilt

Hq
dR(Sn) ∼=

{
R, q = 0, n,

0, sonst.

Beweis. Wir benutzen die Mayer-Vietoris-Sequenz mit U = Sn \ {N}, V =
Sn \ {S}. Dann U ≈ Rn, V ≈ Rn, U ∩ V ≈ Sn−1 × R. Weiterhin dürfen wir
1 ≤ q ≤ n annehmen.

(i) Wir berechnen zuerst H1
dR(Sn).

(a) H1
dR(S1) ∼= R wissen wir bereits, erhalten wir aber nochmals wie folgt:

0 −→ H0
dR(S1) −→ H0

dR(U) ⊕H0
dR(V ) −→ H0

dR(U ∩ V ) −→
−→ H1

dR(S1) −→ H1
dR(U) ⊕H1

dR(V ) −→ . . .

ergibt die exakte Sequenz

0 −→ R −→ R ⊕ R −→ R ⊕ R −→ H1
dR(S1) −→ 0.

Die beiden Glieder mit R ⊕ R haben jeweils eindimensionalen Kern
und eindimensionales Bild, also H1

dR(S1) ∼= R.

(b) Sei n ≥ 2. Mit demselben Abschnitt der Mayer-Vietoris-Sequenz er-
halten wir (da Sn−1 für n ≥ 2 zusammenhängend ist)

0 −→ R −→ R ⊕ R −→ R −→ H1
dR(Sn) −→ 0.

Diese Sequenz ist im dritten Glied surjektiv, also H1
dR(Sn) ∼= 0.

(ii) Sei nun q ≥ 2. Dann schauen wir auf die exakte Sequenz

Hq−1
dR (U)⊕Hq−1

dR (V ) −→ Hq−1
dR (U∩V ) −→ Hq

dR(Sn) −→ Hq
dR(U)⊕Hq

dR(V ).

Also ist
0 −→ Hq−1

dR (Sn−1) −→ Hq
dR(Sn) −→ 0

exakt und somit Hq
dR(Sn) ∼= Hq−1

dR (Sn−1).

Wir erhalten

Hq
dR(Sn) ∼=

{
H1

dR(Sn−q+1), 1 ≤ q < n,

H1
dR(S1), q = n,

∼=
{

0, 1 ≤ q < n,

R, q = n.

Das beendet den Beweis.
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15.4 Endlich-Dimensionalität der de Rham-Ko-
homologie

Wir werden jetzt zeigen, dass insbesondere kompakte Mannigfaltigkeiten eine
endlich-dimensionale de Rham-Kohomologie haben.

Definition 15.23. (i) Eine offene Überdeckung {Ui}i∈I einer Mannigfaltig-
keit heißt gut , falls alle endlichen Durchschnitte Ui0 ∩ Ui1 ∩ · · · ∩ Uil ent-
weder leer oder diffeomorph zum Rn sind.

(ii) Eine Mannigfaltigkeit M heißt vom endlichen Typ, falls M eine endliche
gute Überdeckung besitzt.

Satz 15.24. (i) Jede Mannigfaltigkeit besitzt eine gute Überdeckung.

(ii) Kompakte Mannigfaltigkeiten sind vom endlichen Typ.

Beweis. Im Abschnitt über Riemannsche Metriken.

Wir benötigen das folgende Resultat:

Lemma 15.25. Haben U , V , U ∩ V endlich-dimensionale de Rham-Kohomo-
logie, so auch U ∪ V .

Beweis. Wir betrachten den Abschnitt der langen exakten Kohomologiesequenz

. . . −→ Hq−1
dR (U ∩ V )

δ−→ Hq
dR(U ∪ V )

i∗−→ Hq
dR(U) ⊕Hq

dR(V ) −→ . . .

Aus der Exaktheit folgt

Hq
dR(U ∪ V ) ∼= ker i∗ ⊕ im i∗ = im δ∗ ⊕ im i∗.

Damit ist Hq
dR(U ∪ V ) endlich-dimensional.

Satz 15.26. Jede Mannigfaltigkeit vom endlichen Typ hat endlich-dimensionale
de Rham-Kohomologie.

Beweis. Mittels Induktion über die Länge l einer guten Überdeckung.

Induktionsanfang l = 1. Klar.

Induktionsschritt l → l + 1. Sei {U0, U1, . . . , Ul} für l ≥ 1 eine gute Über-
deckung von M . Wir setzen U = U0, V = U1 ∪ · · · ∪ Ul. Nach Induktions-

annahme haben U , V und U ∩V =
l⋃

j=1

(U0∩Uj) endlich-dimensionale de Rham-

Kohomologie und dann mittels des Lemmas auch M = U ∪ V .

Folgerung 15.27. Kompakte Mannigfaltigkeiten haben endlich-dimensionale
de Rham-Kohomologie.

Definition 15.28. Hat M endlich-dimensionale de Rham-Kohomologie, so hei-
ßen
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(i)
bq(M) = dimHq

dR(M)

die q-te Bettizahl von M ,

(ii)

χ(M) =
n∑

q=0

(−1)
q
bq(M) =

n∑

q=0

(−1)
q
dimHq

dR(M)

die Eulercharakteristik von M .

Beispiel 15.29. Es gilt

χ(Sn) = 1 + (−1)
n

=

{
0, n ungerade,

2, n gerade.

15.5 De Rham-Kohomologie mit kompaktem Trä-
ger

15.5.1 Definition und erste Berechnungen

Es existiert eine Variante der de Rham-Kohomologie, in der alle beteiligten
Formen kompakten Träger haben. Wir betrachten dazu den Komplex

0 → Ω0
c(M)

d−→ Ω1
c(M)

d−→ · · · d−→ Ωnc (M) → 0,

wobei
Ωqc(M) =

{
ω ∈ Ωq(M)

∣∣ suppω ist kompakt
}

(c steht für
”
compactly supported“) und suppω =

{
p ∈M

∣∣ ωp 6= 0
}
. Wir setzen

wie zuvor

Zqc (M) =
{
ω ∈ Ωqc(M)

∣∣ dω = 0
}
,

Bqc (M) =
{
dη
∣∣ η ∈ Ωq−1

c (M)
}

und dann
Hq
c,dR(M) = Zqc (M)

/
Bqc (M), q = 0, 1, 2, . . .

Definition 15.30. H∗
c,dR =

⊕∞
q=0H

q
c,dR(M) heißt die de Rham-Kohomologie

von M mit kompaktem Träger .

Bemerkung. (a) Für kompaktes M gilt natürlich

H∗
dR(M) = H∗

c,dR(M).

(b) Sind Mi für i ∈ I die Zusammenhangskomponenten von M , so gilt

H∗
c,dR(M) =

⊕

i∈I

H∗
c,dR(Mi).
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Lemma 15.31. Es gilt

H0
c,dR(M) ∼= Rl,

wobei l die Anzahl der kompakten Zusammenhangskomponenten von M bezeich-
net.

Beweis. O.B. d.A. sei M zusammenhängend. Dann

Z0
c (M) =

{{
f : M → R

∣∣ f ist konstant
}
, falls M kompakt,

0, sonst,

B0
c (M) = 0,

also

H0
c,dR(M) ∼=

{
R, falls M kompakt,

0, sonst.

Beispiel 15.32. Im Gegensatz zu H∗
dR(M) ist H∗

c,dR(M) keine Invariante bis

auf C∞-Homotopie-Äquivalenz. Beispielsweise sind R2 \ {(0, 0)} und S1 sind
C∞-homotopie-äquivalent, jedoch gilt

H0
c,dR

(
R2 \ {(0, 0)}

)
= 0, H0

c,dR(S1) ∼= R.

Satz 15.33. Es gilt

Hq
c,dR(Rn) ∼=

{
0, q 6= n,

R, q = n.

Beweis. O.B. d.A. sei n ≥ 1, q ≥ 1.

(i) Wir betrachten zuerst den Fall 0 < q < n. Sei ω ∈ Ωqc(R
n), dω = 0. Wir

identifizieren Rn ≈ Sn \ {N}. Insbesondere ist dann ω ∈ Ωq(Sn), dω = 0
und ω = 0 in einer Umgebung U ⊆ Sn von N . O.B. d.A. sei U diffeomorph
zum Rn.

Aus Hq
dR(Sn) = 0 folgt, dass es eine Form η ∈ Ωq−1(Sn) mit ω = dη gibt.

Insbesondere dη = 0 in U . Wir wollen η so wählen, dass auch η = 0 in
einer kleinen Umgebung von N gilt.

(a) Sei q = 1. Aus dη = 0 in U folgt η = c in U mit einer Konstanten
c ∈ R. Dann d(η − c) = ω und η − c = 0 in U , also ω ∈ Bqc (R

n).

(b) Sei 2 ≤ q ≤ n− 1. Aus dη = 0 in U und U diffeomorph zum Rn folgt,
dass es eine Form η′ ∈ Ωq−2(U) mit dη′ = η in U gibt. Wir wählen
h ∈ C∞

c (U ; R) mit h ≡ 1 in einer Umgebung V ⊆ U von N und
betrachten hη′ als Form auf Sn, indem wir diese Form durch Null von
U nach Sn \U fortsetzen. Dann d(η−d(hη′)) = ω sowie η−d(hη′) = 0
in V , also auch hier ω ∈ Bqc (R

n).
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(ii) Sei nun q = n. Wir stellen fest, dass eine Form ω ∈ Ωnc (R
n) (= Znc (Rn))

genau dann zu Bqc (R
n) gehört, wenn

∫
Rn ω = 0 gilt. Aus dem Satz von

Stokes folgt, dass diese Bedingung notwendig ist.

Sei umgekehrt
∫

Rn ω = 0. Wie in Teil (i) schließen wir auf die Existenz
einer Form η ∈ Ωn−1(Sn) mit dη = ω (da für ω ∈ Zn(Sn) genau denn ω ∈
Bq(Sn) gilt, wenn

∫
Sn ω = 0 ist). Indem wir weiter wie in (i) argumentieren,

zeigen wir, dass wir tatsächlich η mit η = 0 in einer Umgebung von N
wählen können. Also η ∈ Ωn−1

c (Rn) und ω ∈ Bnc (Rn).

Wir erhalten die kurze exakte Sequenz 3

0 → Bnc (Rn) −→ Ωnc (R
n)

∫
Rn−→ R → 0

und damit

Hn
c,dR(Rn) ∼= R.

15.5.2 Die Mayer-Vietoris-Sequenz mit kompaktem Trä-
ger

Wir haben wiederum eine Mayer-Vietoris-Sequenz und eine sich ergebende lange
exakte Sequenz in der Kohomologie. Dazu stellen wir fest, dass wenn U eine
offene Teilmenge von M ist und i : U → M die entsprechende Einbettung, so
haben wir eine induzierte Injektion i∗ : Ωqc(U) → Ωqc(M).
Sei M eine C∞-Mannigfaltigkeit, U, V ⊆M offen und M = U ∪ V .

Satz 15.34 (Mayer-Vietoris-Sequenz mit kompaktem Träger). Die folgende
kurze Sequenz ist exakt:

0 → Ωqc(U ∩ V )
(−(jU )∗,(jV )∗)−−−−−−−−−−→ Ωqc(U) ⊕ Ωqc(V )

(iU )∗+(iV )∗−−−−−−−−→ Ωqc(M) → 0.

Hierbei sind iU : U →M , iV : V →M , jU : U ∩ V → U und jv : U ∩ V → V die
entsprechenden Einbettungen.

Beweis. Eine direkte Verifikation. Um beispielsweise zu sehen, dass

(iU )∗ + (iV )∗ : Ωqc(U) ⊕ Ωqc(V ) → Ωqc(M)

surjektiv ist, wählen wir eine Form ω ∈ Ωnc (M) und Funktionen h, h′ ∈
C∞(M ; R) mit supph ⊆ U , supph′ ⊆ V und h + h′ = 1 und beobachten,
dass

(iU )∗(hω) + (iV )∗(h
′ω) = (h+ h′)ω = ω

gilt.

3Die Surjektivität von
∫

Rn : Ωn
c (Rn) → R ist offensichtlich. Weshalb?
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Satz 15.35. Für M , U , V wie oben haben wir die folgende lange exakte Sequenz:

0 → H0
c,dR(U ∩ V ) −→ H0

c,dR(U) ⊕H0
c,dR(V ) −→ H0

c,dR(M)

H1
c,dR(U ∩ V ) −→ H1

c,dR(U) ⊕H1
c,dR(V ) −→ H1

c,dR(M)

H2
c,dR(U ∩ V ) −→ H2

c,dR(U) ⊕H2
c,dR(V ) −→ H2

c,dR(M)

. . .

Folgerung 15.36. Mannigfaltigkeiten M vom endlichen Typ haben endlich-
dimensionale de Rham-Kohomologie H∗

c,dR(M) mit kompaktem Träger.

Satz 15.37. Sei M zusammenhängend, n = dimM . Dann

Hn
c, dR(Rn) ∼=

{
R, M orientierbar,

0, andernfalls.

Beweis. Wir behandeln hier den orientierbaren Fall. Der nichtorientierbare Fall
wird im nächsten Abschnitt behandelt.

Sei alsoM orientiert . Dann Ωnc (M) = Znc (M) und die Abbildung
∫
M

: Ωnc (M) →
R, ω 7→

∫
M
ω ist surjektiv. Wir behaupten, dass ker

∫
M

= Bnc (M).

• Bnc (M) ⊆ ker
∫
M

folgt aus dem Satz von Stokes.

• Zu ker
∫
M

⊆ Bnc (M): Sei ω ∈ Ωnc (M),
∫
M
ω = 0. Seien U1, . . . , Ur ⊆ M

offen mit Ui ≈ Rn für alle i, Ui ∩ Ui+1 6= ∅ für i = 1, . . . , r − 1 und
suppω ⊆ U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Ur. Wir zeigen mittels Induktion über r, dass es
ein η ∈ Ωn−1

c (M) mit dη = ω gibt.

Induktionsanfang r = 1. Dies folgt aus ker
∫

Rn = Bn−1
c (Rn), siehe den

Beweis von Hn
c, dR(Rn) ∼= R.

Induktionsschritt r−1→ r. Sei r ≥ 2. Wir setzen U = U1∪· · ·∪Ur−1,
V = Ur. Seien h, h′ ∈ C∞(U ∪ V ; R) mit supph ⊆ U , supph′ ⊆ V und
h+ h′ = 1 auf U ∪ V . Dann hω ∈ Ωnc (U), h′ω ∈ Ωnc (V ). Sei

α =

∫

U

hω = −
∫

V

h′ω

und sei ω̃ ∈ Ωnc (U ∩ V ) mit
∫
U∩V

ω̃ = α. Dann

∫

U

(hω − ω̃) = 0,

∫

V

(h′ω + ω̃) = 0.

Nach Induktionsannahme existieren η ∈ Ωn−1
c (U), η′ ∈ Ωn−1

c (V ) mit dη =
hω − ω̃, dη′ = h′ω + ω̃. Dann η + η′ ∈ Ωn−1

c (U ∪ V ) sowie

d(η + η′) = hω − ω̃ + h′ω + ω̃ = ω.
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Definition 15.38. Ist M zusammenhängend und orientiert , so heißt [ωM ] ∈
Hn
c, dR(M) mit

∫
M
ωM = 1 die Fundamentalklasse von M .

Bemerkung. Ändert man die Orientierung von M (M 7→ −M), so ändert die
Fundamentalklasse ihr Vorzeichen,

[ω−M ] = −[ωM ].

15.5.3 Der Abbildungsgrad

Sei jetzt f : M → N eine C∞-Abbildung. Im Allgemeinen induziert f∗ : Ωq(N)
→ Ωq(M) keine Abbildung f∗ : Ωqc(N) → Ωqc(M), d. h. im Allgemeinen gilt
nicht

f∗(Ωqc(N)) ⊆ Ωqc(M).

Dies ist jedoch unter einer Zusatzannahme an f richtig.

Definition 15.39. Die Abbildung f : M → N heißt eigentlich, falls f−1(K) ⊆
M kompakt für alle kompakten K ⊆ N ist.

Lemma 15.40. Ist f eigentlich, so gilt f∗(Ωqc(N)) ⊆ Ωqc(M) für alle q. Wir
erhalten einen induzierten Homomorphismus

f∗ : H∗
c, dR(N) → H∗

c, dR(M)

graduierter Algebren.

Beweis. Für jede Form ω ∈ Ω∗(N) gilt

supp f∗ω ⊆ f−1(suppω).

Ist f eigentlich und suppω kompakt, so ist also auch supp f∗ω kompakt.

Diese Beobachtung führt uns zu einer weiteren Invarianten:
Seien M,N orientierte, zusammenhängende Mannigfaltigkeiten, dimM =
dim N = n und f : M → N eigentlich. Dann ist

f∗ : Hn
c, dR(N) −→ Hn

c, dR(M)

Multiplikation mit einer reellen Zahl deg f ,

Hn
c, dR(N)

f∗

//

∫
N

∼=

��

Hn
c, dR(M)

∫
M

∼=

��

R
· deg f

// R

Nach Definition gilt also
∫

M

f∗ω = (deg f)

∫

N

ω
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für jede Form ω ∈ Ωnc (N) und insbesondere

deg f =

∫

M

f∗ωN .

Definition 15.41. deg f heißt der Abbildungsgrad von f .

Satz 15.42. Es gilt deg f ∈ Z, genauer

deg f =
∑

p∈f−1(q)

degp f

für jeden regulären Wert q ∈ N von f , wobei degp f ∈ {±1} für alle p ∈ f−1(q).
(degp f wird im Beweis definiert.)

Beweis. Sei q ∈ N ein regulärer Wert von f , d. h. für jedes p ∈ f−1(q) ist
dfp : TpM → TqN ein Isomorphismus (man beachte dimM = dimN). Nach
dem Satz über die inverse Abbildung ist die Menge f−1(q) diskret und, da f
eigentlich ist, sogar endlich. Sei also f−1(q) = {p1, . . . , pN}. Nochmals mittels
des Satzes über die inverse Abbildung existieren Umgebungen Uj von pj in M
und V von q in N , so dass f

∣∣
Uj

: Uj → V jeweils ein Diffeomorphismus ist.

Wir sehen jetzt degpj
f = +1, falls f

∣∣
Uj

die Orientierung erhält, und degpj
f =

−1 andernfalls. Sei ωN = ωV ∈ Ωnc (V ) mit
∫
V
ωV = 1. Dann

deg f =

∫

M

f∗ωN =
∑

j

∫

Uj

f∗ωV

=
∑

j

∫

Uj

(
degpj

f
)
ωUj

=
∑

j

degpj
f,

wobei ωUj
∈ Ωnc (Uj),

∫
Uj
ωUj

= 1.

Letzteres ist gerade die Behauptung.
Um den Beweis abzuschließen, müssen wir noch anmerken, dass es reguläre
Werte q gibt. Dies jedoch folgt aus dem Satz von Sard.

Satz 15.43 (Sard). Sind M,N Mannigfaltigkeiten und ist f : M → N eine
C∞-Abbildung, so ist die Menge der kritischen Werte von f eine Nullmenge.

Dabei heißt eine Menge A ⊆ N Nullmenge, falls in jeder Karte (V, ψ) von N
ψ(A ∩ V ) ⊆ Rn eine Nullmenge ist.

Beweis. Ohne Beweis.

Wir sehen, dass die Menge der regulären Werte von f : M → N dicht in N und
insbesondere nichtleer ist.

Folgerung 15.44. Gilt unter den Voraussetzungen des obigen Satzes f(M) 6=
N (d. h. ist f nicht surjektiv), so ist deg f = 0.
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Beweis. Wir wählen q ∈ N \ f(M). Dann ist q ein regulärer Wert von f und
f−1(q) = ∅, also

deg f =
∑

p∈f−1(q)

degp f = 0.

Bemerkung. deg f ist gleich der orientiert gezählten Anzahl der Urbilder eines
regulären Wertes von f ,

15.6 Ein Beispiel: Die Kohomologie einer endli-
chen Überlagerung

15.6.1 Der allgemeine Fall

Ein Spezialfall einer eigentlichen Abbildung ist die Projektion π einer Überla-
gerung M

π−→ N mit endlicher Blätterzahl.
IstM

π−→ N eine derartige Überlagerung, so haben wir zum einen die Abbildung
π∗ : Ω∗

(c)(N) → Ω∗
(c)(M), wobei Ω∗

(c) sowohl für Ω∗ als auch für Ω∗
c steht. Wir

haben aber noch eine weitere Abbildung π∗.

Lemma 15.45. (i) Die Abbildung π∗ : Ω∗
(c)(M) → Ω∗

(c)(N) ist vermöge

(π∗ω)q =
∑

p∈π−1(q)

(
(π
∣∣
Up

)
−1)∗

ωp, ∀ω ∈ Ω∗(M),

korrekt definiert. Dabei ist Up ⊆M für p ∈M eine offene Umgebung von
p, die vermöge π diffeomorph auf eine offene Umgebung von q abgebildet
wird.

(ii) π∗π
∗ = b · idΩ∗(N), wobei b die Anzahl der Blätter von M

π−→ N ist.

(iii) dπ∗ = π∗d. Insbesondere erhalten wir eine Abbildung π∗ : H∗
(c), dR(M) →

H∗
(c), dR(N) mit

1

b
π∗π

∗ = idH∗
(c), dR

(N) .

π∗ ist surjektiv, π∗ ist injektiv.4

Beweis. (i) Ist V eine offene Umgebung von q ∈ N mit π−1(V ) =
⊔

p∈π−1(q)

Up

und π
∣∣
Up

: Up → V diffeomorph für alle p ∈ π−1(q), so ist nach Konstruk-

tion π∗ω
∣∣
V
∈ Ω∗(V ) für ω ∈ Ω∗(M). Folglich π∗ω ∈ Ω∗(N).

Dabei gilt supp(π∗ω) ⊆ π(suppω), insbesondere respektiert π∗ kompakte
Träger.

4 1
b

π∗π∗ ist eine Projektion in H∗

(c), dR
(M) auf das Bild von π∗.
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(ii) Für q ∈ N gilt

(π∗π
∗ω)q =

∑

p∈π−1(q)

(
(π
∣∣
Up

)
−1)∗

(π∗ω)p

=
∑

p∈π−1(q)

(
(π
∣∣
Up

)
−1)∗(

π
∣∣
Up

)∗
ωq

=
∑

p∈π−1(q)

((
π
∣∣
Up

)(
π
∣∣
Up

)−1)∗
ωq

=
∑

p∈π−1(q)

ωq = b ωq.

(iii) π∗ ist lokal durch Pullbacks von Formen definiert. Dies vertauscht mit dem
äußeren Differential d.

Folgerung 15.46. Wir erhalten

H∗
(c), dR(N) ∼= imπ∗ ⊆ H∗

(c), dR(M),

wobei der Isomorphismus durch die gegenseitig inversen Abbildungen π∗ und
1
b π∗ vermittelt wird.

15.6.2 Normale Überlagerungen

Ist die Überlagerung normal , so lässt sich das Bild von π∗ in Ω∗
(c)(M) genau

charakterisieren. Sei G also eine endliche Gruppe, die C∞-glatt und frei auf
M operiert, d. h. wir haben eine C∞-Abbildung χ : G × M → M , die einen
Gruppenhomomorphismus

G→ Diff(M), g 7→ χg,

induziert, so dass aus χg(p) = p für ein p ∈ M bereits g = e folgt. Sei N =
M \G der Bahnenraum dieser Gruppenoperation und π : M → N die kanonische

Projektion. Dann ist M
π−→ N eine |G|-blättrige Überlagerung.

Satz 15.47. In diesem Fall gilt:

(i)

imπ∗ =
{
ω ∈ Ω∗

(c)(M)
∣∣ χ∗

gω = ω für alle g ∈ G
}
.

Dieser Raum wird auch mit Ω∗
(c)(M)G bezeichnet.

(ii)
1

b
π∗π∗ω =

1

|G|
∑

g∈G

χ∗
gω.
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(iii) Das Bild von π∗ : H∗
(c), dR(N) → H∗

(c), dR(M) ist

H∗
(c), dR(M)G =

{
[ω]
∣∣ χ∗

g[ω] = [ω] für alle g ∈ G
}
.

Beweis. (ii) Für q ∈ N haben wir π−1(q) =
{
gp
∣∣ g ∈ G

}
mit einem (belie-

bigen) p ∈ π−1(q), wobei wir gp = χg(p) schreiben. Dann Ugp = gU (Be-
zeichnungen wie im vorigen Beweis), wobei U = Up, und für ω ∈ Ω∗(M)

(
π∗π∗ω

)∣∣
U

= π∗
((
π∗ω

)∣∣
V

)

= π∗


∑

g∈G

((
π
∣∣
gU

)−1)∗
ω
∣∣
gU




=
∑

g∈G

((
π
∣∣
gU

)−1
π
∣∣
U

)∗
(ω
∣∣
U

)

=
∑

g∈G

χ∗
gω
∣∣
U
.

(i) Folgt aus (ii).

(iii) (ii) ergibt auf dem Niveau von Kohomologieklassen, dass

1

|G| π
∗π∗[ω] =

1

|G|
∑

g∈G

χ∗
g [ω] ,

und daraus folgt die Behauptung.

Bemerkung. (a) Die Gruppe G operiert von rechts auf Ω∗
(c)(M) bzw. auf

H∗
(c), dR(M). Dies folgt aus

χ∗
gχ

∗
h = (χhχg)

∗
= χ∗

hg

für alle g, h ∈ G.

(b) H∗
(c), dR(M)G ergibt sich auch als Kohomologie des Komplexes

0 → Ω0
(c)(M)G

d−→ Ω1
(c)(M)G

d−→ · · · d−→ Ωn(c)(M)G → 0.

Beispiel 15.48. (a) Sn
Z2−→ RPn ist zweifache Überlagerung vermöge der Iden-

tifikation diametral gegenüberliegender Punkte. Hier ergibt sich eine weitere
Möglichkeit, die Kohomologie von RPn zu berechnen. (Dies ist eine aktuelle
Übungsaufgabe!)

(b) S1 ×R
Z2−→ Möb ist zweifache Überlagerung wiederum vermöge der Identifi-

kation diametral gegenüberliegender Punkte. (Dies war ein Beispiel in einer
Saalübung.) Wir benutzen dies, um nochmals H∗

dR(Möb) zu berechnen.
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Wir schreiben S1 = R \Z und führen p als 1-periodische Variable auf S1 ein
(d. h. wir identifizieren Funktionen auf S1 mit 1-periodischen Funktionen
auf R). Z2 = {1,−1} operiert auf S1 × R vermöge χ1 = id S1×R und

χ−1 : S1 × R → S1 × R,
(
p, t
)
7→
(
p+

1

2
,−t

)
.

Wir erhalten

Hq
dR(Möb) ∼= Hq

dR(S1 × R)Z2 ,

insbesondere Hq
dR(Möb) = 0 für q ≥ 2. Weiterhin ist H0

dR(S1 × R) ∼=
H1

dR(S1×R) ∼= R mit den Erzeugern [1] ∈ H0
dR(S1×R), [dp] ∈ H1

dR(S1×R).
Beide Erzeuger sind Z2-invariant, z. B.

χ∗
−1 [dp] =

[
d(p− 1

2
)
]

= [dp] .

Folglich

Hq
dR(Möb) ∼= Hq

dR(S1 × R)Z2 = Hq
dR(S1 × R)

auch im Fall q = 0, 1.

Ende des Beweises von Satz 15.37. Sei jetzt M zusammenhängend und nicht
orientierbar. Sei weiterhin Or(M)

π−→M die Orientierungsüberlagerung von M .
Dies ist eine zweifache Überlagerung und Or(M) ist eine zusammenhängende,
(kanonisch) orientierte C∞-Mannigfaltigkeit.

Außerdem gilt M = Or(M)/Z2, wobei χ−1 = σ der Diffeomorphismus von
Or(M) ist, der die beiden Blätter von Or(M) vertauscht. Da σ die Orientierung
von Or(M) umkehrt, ist σ eine eigentliche Abbildung mit deg σ = −1.

Folglich erhalten wir einen linearen Isomorphismus

∫

Or(M)

: Hn
c, dR(Or(M))

∼=−→ R

sowie für jedes [ω] ∈ Hn
c, dR(Or(M))Z2

[ω] =
1

2
([ω] + σ∗[ω]) ∼= 1

2

(∫

Or(M)

ω +

∫

Or(M)

σ∗ω

)

=
1

2

(∫

Or(M)

ω + (deg σ)

∫

Or(M)

ω

)
= 0.

Somit ist

Hn
c, dR(M) ∼= Hn

c, dR(Or(M))Z2 = 0.
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15.7 Poincaré-Dualität

Sei M orientiert. Dann haben wir eine Paarung

Ωq(M) × Ωn−qc (M) → R, (ω, ω′) 7→
∫

M

ω ∧ ω′.

Lemma 15.49. Diese Paarung induziert eine Paarung

Hq
dR(M) ×Hn−q

c,dR(M) → R, ([ω], [ω′]) 7→
∫

M

ω ∧ ω′.

Beweis. Wir müssen zeigen, dass die angegebene Paarung korrekt definiert ist.
Dazu genügt es zu zeigen, dass wenn η ∈ Ωq−1(M), ω′ ∈ Ωn−q(M), dω′ = 0 und
wenigstens eine der beiden Formen mit kompaktem Träger hat, so folgt, dass

∫

M

dη ∧ ω′ = 0.

Es gilt jedoch dη ∧ ω′ = d(η ∧ ω′). Dann ist das angestrebte Ergebnis eine
Konsequenz des Stokesschen Satzes.

Bemerkung. Sind E,F lineare Räume über R, so wissen wir aus der linearen
Algebra, dass

B(E,F ; R) ∼= L(E,F ′),

wobei B(E,F ; R) den Raum der Bilinearformen α : E × F → R bezeichnet.
Gegenseitig inverse Abbildungen sind

(α : E × F → R)
� // (e 7→ α(e, ·)) ,

((e, f) 7→ 〈β(e), f〉) (β : E → F ′) .
�oo

Aus dem Lemma folgt also, dass wir für jedes q = 0, 1, . . . , n eine lineare Abbil-
dung

Φq : Hq
dR(M) → Hn−q

c,dR(M)′

erhalten.

Theorem 15.50 (Poincaré-Dualität). Φq ist für q = 0, 1, . . . , n ein linearer
Isomorphismus.

Zum Beweis benötigen wir zwei Lemmata:

Lemma 15.51 (Fünferlemma). Sei

A1
//

f1

��

A2
//

f2

��

A3
//

f3

��

A4
//

f4

��

A5

f5

��

B1
// B2

// B3
// B3

// B5

ein kommutatives Diagramm von R-linearen Räumen und R-linearen Abbildun-
gen, wobei die beiden Zeilen exakt sind. Weiterhin sei f1 surjektiv, f5 injektiv
und f2, f4 seien Isomorphismen. Dann ist auch f3 ein Isomorphismus.
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Beweis. (Fast) jedes Lehrbuch über Homologische Algebra.

Lemma 15.52. Sind U, V ⊆M offen und gilt die Poincaré-Dualität für U , V ,
U ∩ V , so gilt sie auch für U ∪ V .

Beweis. Wir benutzen die Mayer-Vietoris-Sequenz für U , V sowie das Duale
der Mayer-Vietoris-Sequenz mit kompaktem Träger, ebenfalls für U , V , und
erhalten:

0 // H0(U ∪ V ) //

Φ0

��

H0(U) ⊕ H0(V ) //

Φ0 ∼=

��

H0(U ∩ V ) //

Φ0 ∼=

��

0 // Hn
c (U ∪ V )′ // Hn

c (U)′ ⊕ Hn
c (V )′ // Hn

c (U ∩ V )′ //

// H1(U ∪ V ) //

Φ1

��

H1(U) ⊕ H1(V )

Φ1 ∼=

��

// . . .

// Hn−1
c (U ∪ V )′ // Hn−1

c (U)′ ⊕ Hn−1
c (V )′ // . . .

Die Zeilen in diesem Diagramm sind exakt und das Diagramm ist bis auf Vor-
zeichen kommutativ. Für die Quadrate

Hq(U ∪ V ) //

��

Hq(U) ⊕ Hq(V )

��

,

Hn−q
c (U ∪ V )′ // Hn−q

c (U)′ ⊕ Hn−q
c (V )′

[ω]
� //

_

��

([ω|U ], [ω|V ])
_

��(
[η] 7→

∫
M

ω ∧ η
) � //

(
[η′] 7→ −

∫
M

ω ∧ η′, [η′′] 7→
∫

M
ω ∧ η′′

)

und

Hq(U) ⊕ Hq(V ) //

��

Hq(U ∩ V )

��

,

Hn−q
c (U)′ ⊕ Hn−q

c (V )′ // Hn−q
c (U ∩ V )′

([ω′], [ω′′])
� //

_

��

[ω′′|U∩V ] − [ω′|U∩V ]
_

��(
[η′] 7→ −

∫
M

ω′ ∧ η′, [η′′] 7→
∫

M
ω′′ ∧ η′′

) � //
(
[η] 7→

∫
M

(ω′′ − ω′) ∧ η
)
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ist dies offensichtlich, für das Quadrat

Hq(U ∩ V ) //

��

Hq+1(U ∪ V )

��

Hn−q
c (U ∩ V )′ // Hn−q−1

c (U ∩ V )′

ist das eine aktuelle Übungsaufgabe.
Das Fünferlemma zusammen mit unseren Annahmen liefert dann, dass

Φq : Hq(U ∪ V ) → Hn−q
c (U ∪ V )′

ebenfalls ein Isomorphismus ist.

Beweis des Theorems. Wir beweisen das Theorem im Fall, dass M von end-
lichen Typ ist, d. h. dass M eine endliche gute Überdeckung besitzt. Wir führen
dann den Beweis durch Induktion über die Anzahl r der Elemente einer guten
Überdeckung von M .

Induktionsanfang r = 1. Hier haben wir M ≈ Rn und

Hq
dR(M) ∼=

{
R, q = 0,

0, q 6= 0,
Hq
c,dR(M) ∼=

{
R, q = n,

0, q 6= n

sowie, dass die Paarung H0
dR(M)×Hn

c,dR(M) → R, ([ω], [ω′]) 7→
∫
M
ω∧ω′ nicht

entartet ist. Folglich gilt die Behauptung in diesem Fall.

Induktionsschritt r → r + 1. Sei U0, U1, . . . , Ur eine gute Überdeckung von
M . Wir setzen U = U0, V = U1 ∪ · · · ∪ Ur. Dann ist U ∩ V = (U0 ∩ U1) ∪ · · · ∪
(U0 ∩Ur). Nach Induktionsannahme gilt die Poincaré-Dualität für U , V , U ∩V .
Gemäß Lemma gilt die Poincaré-Dualität dann auch für M = U ∪ V .

Folgerung 15.53. Sei M orientierbar, kompakt. Dann:

(i) bq(M) = bn−q(M) für q = 0, 1, . . . , n.

(ii) χ(M) = 0, falls dimM ungerade ist.

Beweis. (i) Wir haben Hq
dR(M) ∼= Hn−q

dR (M)′ gemäß Poincaré-Dualität, also

bq(M) = dimHq
dR(M) = dimHn−q

dR (M) = bn−q(M).

(ii) Die alternierende Summe

χ(M) = b0(M) − b1(M) + b2(M) ∓ · · · − bn−2(M) + bn−1(M) − bn(M)

= b0(M) − b1(M) + b2(M) ∓ · · · − b2(M) + b1(M) − b0(M)

verschwindet im Fall, dass n ungerade ist.
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Beispiel 15.54. Wir berechnenH∗
c,dR(Möb) mittels der zweifachen Überlagerung

S1 × R → Möb. Wir benötigen dazu die Kohomologie H∗
c,dR(S1 × R), die wir

dual zu H∗
dR(S1 × R) ∼= H∗

dR(S1) finden. Folglich

Hq
c,dR(S1 × R) ∼=

{
R, q = 1, 2,

0, sonst.

Sei nun f ∈ C∞
c (R) mit f(t) = f(−t) für alle t und

∫∞

−∞
f(t) dt = 1. Dann ist

[f(t) dt] Erzeuger von H1
c,dR(S1 ×R) und [f(t) dp ∧ dt] Erzeuger von H2

c,dR(S1×
R) (Beziehungen wie in Beispiel 15.48 (b)). Außerdem gilt

χ∗
−1 [f(t) dt] = [f(−t) d(−t)] = − [f(t) dt] ,

χ∗
−1 [f(t) dp ∧ dt] =

[
f(−t) d(p− 1

2
) ∧ d(−t)

]
= − [f(t) dp ∧ dt] ,

so dass insgesamt

H∗
c,dR(Möb) ∼= H∗

c,dR(S1 × R) Z2 = 0.

Dieses Beispiel zeigt, dass Poincaré-Dualität ohne die Annahme der Orientier-
barkeit im Allgemeinen nicht gilt.5

5Tatsächlich gilt Poincaré-Dualität niemals im nichtorientierbaren Fall. Wieso?



Kapitel 16

Hodge-Theorie

16.1 Riemannsche Mannigfaltigkeiten

16.1.1 Riemannsche Metriken

Sei M eine C∞-Mannigfaltigkeit.

Definition 16.1. Eine Riemannsche Metrik g auf M ist eine Familie gp für
p ∈ M von Skalarprodukten auf TpM , die C∞-glatt mit dem Fußpunkt p ∈ M
variiert. Letztere Bedingung kann man beispielsweise als g ∈ C∞(M ;T ∗M ⊗
T ∗M) formulieren. (Außerdem ist der Schnitt g symmetrisch und punktweise
positiv definit .)
Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist eine mit einer Riemannschen Me-
trik g versehene Mannigfaltigkeit M .

In lokalen Koordinaten x1, . . . , xn in U ⊆M haben wir

g =

n∑

j,k=1

gjk(x) dx
j ⊗ dxk,

wobei gjk ∈ C∞(U ; R) für alle j, k und die Matrix (gjk(x))
n
j,k=1 für alle x ∈ U

symmetrisch und posititv definit ist.

Definition 16.2. (a) Für t ∈ TpM heißt die Zahl

|t|g = gp(t, t)
1/2

=




n∑

j,k=1

gjk(x) a
jak




1/2

,

die Länge des Vektors t, wobei t =
n∑
j=1

aj ∂
∂xj

∣∣
p

ist.

(b) Der Winkel ϕ zwischen zwei Vektoren t, t′ ∈ TpM ist durch

g(t, t′) = |t|g |t′|g cosϕ

gegeben.

89
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Lemma 16.3. Jede Mannigfaltigkeit M besitzt eine Riemannsche Metrik.

Beweis. Sei U eine offene Überdeckung von M durch Kartenumgebungen und
{hU}U∈U eine untergeordnete Zerlegung der Eins. Für jedes U ∈ U wählen wir
die Euklidische Metrik

gU = dx1 ⊗ dx1 + dx2 ⊗ dx2 + · · · + dxn ⊗ dxn

als Metrik in U . Dann ist g =
∑
U∈U

hU gU eine Metrik auf M .

16.1.2 Geodäten und Normalkoordinaten

Sei γ : [a, b] →M eine C1-Kurve.

Definition 16.4. Die Länge l(γ) der Kurve γ ist definiert als

l(γ) =

∫ b

a

|γ̇(t)|g dt.

Lemma 16.5. Die Länge einer Kurve ist invariant unter Umparametrisierun-
gen der Kurve.

Beweis. Sei ϕ : [c, d] → [a, b] ein C1-Diffeomorphismus und δ(s) = γ (ϕ(s)).
Dann ∫ b

a

|γ̇(t)|g dt =

∫ d

c

|γ̇ (ϕ(s))|g
∣∣∣∣
dϕ

ds
(s)

∣∣∣∣ ds =

∫ d

c

∣∣∣δ̇(s)
∣∣∣
g
ds.

Definition 16.6. Eine Geodäte oder geodätische Linie ist eine Kurve γ in M ,
die lokal kürzester Länge ist.

Beispiel 16.7. (a) Geodäten im Rn mit der Euklidischen Metrik sind die Gera-
den.

(b) Geodäten auf S2 =
{
x ∈ R3

∣∣ |x| = 1
}

mit der von der Euklidischen Metrik
induzierten Metrik sind die Großkreise.

Um die geodätischen Linien für eine allgemeine Riemannsche Mannigfaltigkeit
(Mn, g) zu bestimmen, betrachten wir das Energiefunktional

e(γ) =
1

2

∫ b

a

|γ̇(t)|2 dt

für eine C1-Kurve γ : [a, b] →M und die zugehörigen Euler-Lagrange-Gleichun-
gen.

Satz 16.8. Sei U ⊆ Rn offen und sei F : [a, b]×U ×Rn → R eine C2-Funktion,
wobei wir F = F (t, x, v) schreiben. Eine notwendige Bedingung dafür, dass das
Funktional

I(x) =

∫ b

a

F (t, x(t), ẋ(t)) dt
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für eine C2-Kurve x : [a, b] → U mit fixierten Endpunkten x(a) = x0, x(b) = x1

ein Maximum annimmt, ist das Erfülltsein der Euler–Lagrange–Gleichungen

d

dt
Fv (t, x(t), ẋ(t)) = Fx (t, x(t), ẋ(t)) .

Beweis. Das Funktional I nehme an der Stelle x : [a, b] → U ein Minimum an.
Sei y : [a, b] → Rn eine C2-Kurve mit y(a) = y(b) = 0. Dann ist für |ǫ| klein
x+ ǫy : [a, b] → U eine Kurve in U . Folglich erhalten wir die Bedingung

0 =
d

ds
I(x+ ǫy)

∣∣
ǫ=0

=
d

dǫ

∫ b

a

F (t, x+ ǫy, ẋ+ ǫẏ) dt
∣∣
ǫ=0

=

∫ b

a

[Fx(t, x, ẋ) y + Fv(t, x, ẋ) ẏ] dt

= Fv(t, x, ẋ) y
∣∣b
t=a

+

∫ b

a

[
Fx(t, x, ẋ) −

d

dt
Fv(t, x, ẋ)

]
y dt

=

∫ b

a

[
Fx(t, x, ẋ) −

d

dt
Fv(t, x, ẋ)

]
y dt.

Da letztere Beziehung für alle C2-Kurven y : [a, b] → Rn mit y(a) = y(b) = 0
gilt, erhalten wir, dass

Fx(t, x, ẋ) −
d

dt
Fv(t, x, ẋ) = 0.

Dies sind gerade die Euler-Lagrange-Gleichungen für das Funktional F .

Außerdem stellen wir fest:

Lemma 16.9. Es gilt stets

l(γ)
2 ≤ 2(b− a) e(γ),

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn |γ̇(t)|g ≡ konst ist.

Beweis. Die Hölder-Ungleichung liefert

l(γ) =

∫ b

a

1 · |γ̇(t)|g dt ≤
(∫ b

a

12 dt

)1/2(∫ b

a

|γ̇(t)|2g dt
)1/2

= (b− a)
1/2

(2e(γ))
1/2
.

Daraus folgt die zu beweisende Ungleichung einschließlich der Aussage über die
Gleichheit beider Seiten.

Da wir Kurven beliebig umparametrisieren können, ohne deren Länge zu ändern,
dürfen wir immer annehmen, dass eine Geodäte proportional zur Bogenlänge
parametrisiert ist, d. h. so dass |γ̇(t)|g ≡ konst gilt. Dann zeigt obiges Lemma,
dass es genügt, die Minima des Energiefunktionals zu finden, um die Geodäten
zu bestimmen.
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Satz 16.10. Die C2-Kurve γ : I → M verlaufe vollständig in einer Karten-
umgebung U ⊆M mit Koordinaten x1, . . . , xn. Dann lauten die Euler-Lagrange-
Gleichungen für das Funktional e und γ = (x1, . . . , xn)

ẍi + Γijk(x) ẋ
j ẋk = 0, i = 1, . . . , n.

Dabei sind die Γijk die sogenannten Christoffel-Symbole, die durch

Γijk =
1

2
gil
(
∂gjl
∂xk

+
∂gkl
∂xj

− ∂gjk
∂xl

)

mit
(
gjk
)

= (gjk)
−1

gegeben sind.

Bemerkung. Die Christoffel-Symbole sind ein Ausdruck der (intrinsischen) Krüm-
mung der Riemannschen Mannigfaltigkeit (Mn, g).

Beweis des Satzes. Wir haben

F (x, v) = gjk(x)v
jvk

und damit

Fxl(x, v) =
∂gjk
∂xl

(x)vjvk,

Fvl(x, v) = 2gjl(x) v
j .

Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten somit

d

dt

(
2gjl(x) ẋ

j
)

=
∂gjk
∂xl

(x) ẋj ẋk,

2gjl(x)ẍ
j + 2

∂gjl
∂xk

(x) ẋj ẋk =
∂gjk
∂xl

(x) ẋj ẋk

beziehungsweise

gjl(x) ẍ
j +

1

2

(
∂gjl
∂xk

(x) +
∂gkl
∂xj

(x) − ∂gjk
∂xl

(x)

)
ẋj ẋk = 0

für l = 1, . . . , n. Multiplikation dieser Gleichungen mit gil(x) und Summation
von l = 1, . . . , n liefert das gewünschte Ergebnis

ẍi + Γijk(x) ẋ
j ẋk = 0.

Bemerkung. Jede C2-Kurve, die den Bedingungen

ẍi + Γijk(x)ẋ
j ẋk = 0, i = 1, . . . , n,

genügt, ist so parametrisiert, dass

|ẋ(t)|g ≡ konst

gilt.
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Beweis. Wir berechnen

1

2

d

dt
|ẋ(t)|2g =

1

2

d

dt

(
gjk(x)ẋ

j ẋk
)

= gjk(x)ẍ
j ẋk +

1

2

∂gjk
∂xl

ẋj ẋkẋl

=

(
gjl(x)ẍ

j +
1

2

(
∂gjl
∂xk

+
∂gkl
∂xj

− ∂gjk
∂xl

)
ẋj ẋk

)
ẋl

= 0.

Wir arbeiten jetzt in lokalen Koordinaten x1, . . . , xn um einen Punkt p ∈M , so
dass dieser Punkt die Koordinaten x = 0 bekommt.

Satz 16.11. Die Gleichungen

ẍi + Γijk (x(t)) ẋj ẋk = 0, i = 1, . . . , n,

besitzen unter den Anfangsvorgaben x(0) = 0, ẋ(0) = v eine lokal eindeutige
Lösung.

Beweis. Siehe das Kapitel über gewöhnliche Differenzialgleichungen in Diff II.

Für v ∈ TpM bezeichnen wir diese eindeutige Lösung mit γ(t; p, v) und denken
uns diese Kurve auf ein maximales Existenzintervall fortgesetzt (gegebenenfalls
durch Lösung dieser Gleichungen in anderen Koordinaten und in einer anderen
Kartenumgebung). Hierbei hängt die Kurve t 7→ γ(t; p, v) tatsächlich nur von
der Richtung von v ab. |v| gibt lediglich die Geschwindigkeit an, mit der die
Kurve durchlaufen wird, also

γ(λt; p, v) = γ(t; p, λv)

für p ∈M , v ∈ TpM , λ > 0.
Wir setzen jetzt

Ũp =
{
v ∈ TpM

∣∣ t 7→ γ(λ; p, v) existiert auf dem Intervall [0, 1]
}

und

expp : Ũp ⊆ TpM →M,

v 7→ γ(1; p, v).

Wir stellen fest, dass Ũp eine sternförmige, offene Umgebung der Null in TpM
ist.

Definition 16.12. expp heißt die Exponentialabbildung .
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Satz 16.13. Es gibt eine offene Umgebung Up ⊆ Ũp der Null in TpM , so dass
expp

∣∣
Up

: Up →M ein Diffeomorphismus aufs Bild ist.

Beweis. Nach dem Satz über die inverse Abbildung genügt es zu zeigen, dass

d(expp)0 : T0(TpM) ∼= TpM → TpM

ein Isomorphismus ist. Hierbei identifizieren wir T0(TpM) und TpM in kanoni-
scher Weise. Es gilt jedoch

d(expp)0(v) =
d

dt
γ(1; p, tv)

∣∣
t=0

=
d

dt
γ(t; p, v)

∣∣
t=0

= γ̇(0; p, v) = v,

also ist d(expp)0 die Identität auf TpM .

Bezeichne Vp = expp(Up) ⊆ M das Bild von Up unter expp. Wir identifizieren

ϕ : TpM
∼=−→ Rn nach Auswahl einer Orthonormalbasis e1, . . . , en bezüglich gp

(d. h. es gilt gp(ei, ej) = δij für alle i, j).

Definition 16.14. Die Kartenabbildung (Vp, ϕ◦exp−1
p ) führt Normalkoordina-

ten in Vp um p ein.

Lemma 16.15. In Normalkoordinaten x1, . . . , xn um p gilt gij(0) = δij, Γijk(0) =

0 (und sogar
∂gij

∂xk (0) = 0) für alle i, j, k.

Beweis. gij(0) = δij ist bereit durch die Auswahl einer Orthonormalbasis
e1, . . . , en ∈ TpM bezüglich gp realisiert.
Um Γijk(0) = 0 zu zeigen, bemerken wir, dass in Normalkoordinaten γ(t; p, v) =

γ(1; p, tv) = tv für |t| hinreichend klein gilt. Es folgt ẍi(t) = 0 für alle i und
somit

Γijk(tv)v
jvk = 0.

Insbesondere für t = 0 ergibt sich

Γijk(0)vjvk = 0.

Da hier v ∈ Rn beliebig ist, folgt Γijk(0) = 0 für alle i, j, k.
Aus letzterer Beziehung ergibt sich weiterhin, dass

gil(0)

(
∂gjl
∂xk

(0) +
∂gkl
∂xj

(0) − ∂gjk
∂xl

(0)

)
= 0,

bzw. wegen gil(0) = δil, dass

∂gjl
∂xk

(0) +
∂gkl
∂xj

(0) − ∂gjk
∂xl

(0) = 0.

Zyklisches Vertauschen der Indizes j, k, l liefert

∂glj
∂xk

(0) +
∂gkj
∂xl

(0) − ∂glk
∂xj

(0) = 0
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bzw. wegen gij = gji
∂gjl
∂xk

(0) = 0

für alle j, k, l.

Seien nun x1, . . . , xn Normalkoordinaten um p ∈ M . Wir führen jetzt eine ra-
diale Koordinate r vermöge

r =
(
(x1)

2
+ · · · + (xn)

2
) 1

2

ein.

Lemma 16.16. In diesen Koordinaten gilt

g = dr2 + h,

wobei h eine r-abhängige Riemannsche Metrik aus Sn−1 ⊂ Rn ist, d. h. in lokalen
Koordinaten ϕ1, . . . , ϕn−1 auf Sn−1

h =

n−1∑

i,j=1

hij(r, ϕ) dϕidϕj

mit hij = hji wie üblich.

Beweis. Zusätzlich zu r wählen wir lokale Koordinaten ϕ1, . . . , ϕn−1 auf Sn−1.
Bezüglich dieser Koordinaten müssen wir g1j = δ1j für alle j = 1, . . . , n zeigen.
Wir wissen bereits

g11(0) = 1, g1j(0) = 0, 2 ≤ j ≤ n,

da dies richtig ist, wenn man die Euklidische Metrik in Polarkoordinaten
schreibt. Wir zeigen jetzt noch, dass

∂g1j

∂r = 0 für alle j ist.
Die Lösungen zu ẍi + Γijk(x)ẋ

j ẋk = 0 mit x(0) = 0 (x1 = r, xj = ϕj−1 für
j ≥ 2) sind gerade durch ϕ ≡ konst. gegeben. Damit erhalten wir

Γi11 = 0, i = 1, . . . , n.

Es folgt gil
(
2∂g1l

∂r − ∂g11
∂xl

)
= 0 bzw.

2
∂g1l
∂r

− ∂g11
∂xl

= 0, l = 1, . . . , n.

Für l = 1 ergibt sich
∂g11
∂r

= 0,

also mit g11(0) = 1, dass g11 = 1, und dann für beliebige l

∂g1l
∂r

= 0,

also mit g1l(0) = δ1l, dass g1l = δ1l.
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Wir können jetzt zeigen, dass die durch die Gleichungen

ẍi + Γijk(x)ẋ
j ẋk = 0

gegebenen Kurven tatsächlich Kurven lokal kürzester Länge, also Geodäten sind.

Satz 16.17. Sei p ∈ M . Dann existiert ein ̺ > 0, so dass in Riemannschen
Polarkoordinaten in B(p, ̺) =

{
q ∈ M

∣∣ d(p, q) ≤ ̺
}

für jeden Punkt q ∈
∂B(p, ̺) (also d(p, q) = ̺) genau eine Geodäte kürzester Länge existiert, die p
und q verbindet. Diese Kurve ist durch (r, ϕ) mit ϕ ≡ konst. gegeben.

Beweis. Sei (r(t), ϕ(t)) für 0 ≤ t ≤ t0 eine Kurve γ, die p, q verbindet. (O.E. d.
A. dürfen wir annehmen, dass diese Kurve vollständig in B(p, ̺) verläuft.) Dann

l(γ) =

∫ t0

0

|γ̇(t)|g dt

≥
∫ t0

0

(
g11 (r(t), ϕ(t)) ṙ(t)

2
) 1

2

dt

≥
∫ t0

0

ṙ(t) dt = r(t)
∣∣t0
t=0

= ̺.

Gleichheit tritt dabei genau dann ein, wenn ṙ(t) ≥ 0 für alle t und ϕ(t) ≡ konst.
ist.

Insbesondere erhalten wir, dass

expp (BEukl.(0, ̺
′)) = B(p, ̺′)

für alle 0 < ̺′ ≤ ̺ gilt, wobei BEukl.(0, ̺
′) die Euklidische Kugel in TpM um 0

mit Radius ̺′ (bezüglich der gewählten Normalkoordinaten) ist.

16.1.3 Der Hodge-∗-Operator

Lineare Algebra

Sei nun V ein endlich-dimensionaler linearer Raum über R, wobei dimV = n,
mit einem Skalarprodukt (·, ·) 1 und einer ausgezeichneten Orientierung.
Wir arbeiten in der äußeren Algebra Λ∗V =

⊕n
q=0 ΛqV . Zum einen stellen wir

fest, dass

(v, w) = det
(
(vj , wk)

q
j,k=1

)

für v = v1 ∧ · · · ∧ vq, w = w1 ∧ · · · ∧ wq ∈ ΛqV ein Skalarprodukt auf ΛqV
definiert, wobei eine Orthonormalbasis durch

ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eiq , 1 ≤ i1 < i2 < · · · < iq ≤ n,

für eine beliebige Orthonormalbasis e1, . . . , en von V gegeben ist. Sodann defi-
nieren wir den Operator

∗ : ΛqV → Λn−qV, q = 0, 1, . . . , n.

1Das heißt, (·, ·) ist eine symmetrische und positiv-definite Bilinearform auf V × V .
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Definition 16.18. Sei e1, . . . , en eine fixierte positive Orthonormalbasis von V .
Dann definieren wir

∗(ei1 ∧ · · · ∧ eiq ) = ej1 ∧ · · · ∧ ejn−q
,

falls ei1 , . . . , eiq , ej1 , . . . , ejn−q
eine positive Orthonormalbasis in V ist.

Insbesondere gilt

∗ (1) = e1 ∧ · · · ∧ en,
∗ (e1 ∧ · · · ∧ en) = 1.

Lemma 16.19. Der Hodge-∗-Operator ∗ : ΛqV → Λn−qV hängt vom Skalarpro-
dukt (·, ·) und der Orientierung in V ab, ist jedoch unabhängig von der gewählten
positiven Orthonormalbasis e1, . . . , en in V .

Beweis. Folgt später.

Lemma 16.20. Es gilt

∗∗ = (−1)
q(n−q)

auf ΛqV .

Beweis. Wir haben

∗ ∗ (e1 ∧ · · · ∧ eq) = ∗(eq+1 ∧ · · · ∧ en)
= (−1)

q(n−q)
e1 ∧ · · · ∧ eq,

da eq+1 ∧ · · · ∧ en ∧ e1 ∧ · · · ∧ eq = (−1)
q(n−q)

e1 ∧ · · · ∧ en.

Lemma 16.21. Das Skalarprodukt (v, w) = det ((vj , wk))
q
j,k=1 für v = v1∧· · ·∧

vq, w = w1 ∧ · · · ∧ wq ∈ ΛqV schreibt sich als

(v, w) = ∗ (v ∧ ∗w) .

Beweis. Es ist ausreichend, diese Beziehung für v = ei1 ∧ · · · ∧ eiq , w = ej1 ∧
· · · ∧ ejq und eine gegebene positiv orientierte Orthonormalbasis e1, . . . , en in V
zu zeigen. Dabei dürfen wir 1 ≤ i1 < · · · < iq ≤ n, 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jq ≤ n
annehmen.
1. Fall. Gilt {i1, . . . , iq} 6= {j1, . . . , jq}, so sind beide Seiten in der zu zeigenden
Gleichheit gleich Null, also gilt diese Gleichheit in diesem Fall.
2. Fall. Gilt {i1, . . . , iq} = {j1, . . . , jq}, so haben wir v = w und

(v, w) = |v|2 = 1

sowie
∗ (v ∧ ∗w) = ∗ (v ∧ ∗v) = ∗ (e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en) = 1.

Auch in diesem Fall sind beide Seiten gleich.
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Lemma 16.22. Ist v1, . . . , vn eine beliebige positive Basis in V , so gilt

∗ (1) =
1√

det ((vj , vk))
n
j,k=1

v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vn.

Beweis. Es gilt v1 ∧ · · · ∧ vn = α e1 ∧ · · · ∧ en mit α > 0. Weiterhin ist

α2 = |v1 ∧ · · · ∧ vn|2 = det ((vj , vk))

und damit

∗ (1) = e1 ∧ · · · ∧ en = α−1v1 ∧ · · · ∧ vn

=
1√

det ((vj , vk))
n
j,k=1

v1 ∧ · · · ∧ vn.

Der Hodge-∗-Operator auf Mannigfaltigkeiten

Sei nun (Mn, g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Die Metrik g
gestattet es uns, Tangential- und Kotangentialräume zu identifizieren; die Ab-
bildung

TpM → T ∗
pM, t 7→ g(t, ·)

für p ∈ M ist nämlich ein Isomorphismus. Dies gestattet uns weiterhin, das
auf TpM gegebene Skalarprodukt und die auf TpM gegebene Orientierung nach
T ∗
pM herüberzuziehen. In lokalen Koordinaten x1, . . . , xn in U ⊆ M erhalten

wir, dass der Tangentialvektor ∂
∂xj dem Kotangentialvektor gjk dx

k entspricht,
da

g(
∂

∂xj
,
∂

∂xl
) = gjl = gjk dx

k

(
∂

∂xl

)
.

Dementsprechend ist das Skalarprodukt auf T ∗M durch

g(dxj , dxk) = gjk

mit (gjk) = (gjk)
−1

gegeben. Zudem ist die Basis dx1, . . . , dxn positiv orientiert
in T ∗

pM , falls ∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xn positiv orientiert in TpM ist. Schließlich erhalten wir

den ∗-Operator
∗ : ΛqT ∗

pM → Λn−qT ∗
pM.

Definition 16.23.
∗ : Ωq(M) → Ωn−q(M)

bezeichnet den durch ∗ : ΛqT ∗
pM → Λn−qT ∗

pM für p ∈M induzierten Operator.

Lemma 16.24. Für 1 ∈ Ω0(M) gilt

∗ (1) =
√

det(gjk) dx
1 ∧ · · · ∧ dxn.

Insbesondere ist die durch den Ausdruck auf der rechten Seite in lokalen Koor-
dinaten gegebene n-Form global auf M definiert.
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Beweis. Dies folgt aus obigem Lemma und der Feststellung, dass det(gjk) =

det (gjk)
−1

gilt.

Definition 16.25. Die in diesem Lemma definierte n-Form heißt auch die Vo-
lumenform von (Mn, g).

Von nun an sei M zusätzlich kompakt . Dann können wir als erstes ein Skalar-
produkt auf Ωq(M) definieren.

Definition 16.26. Für ω, ω′ ∈ Ωq(M) setzen wir

(ω, ω′) =

∫

M

gp(ωp, ω
′
p) ∗ (1).

Lemma 16.27. Es gilt

(ω, ω′) =

∫

M

ω ∧ ∗ω′.

Beweis. Für V wie oben und v ∈ ΛnV gilt offenbar ∗ (v) ∗ (1) = v. Folglich gilt

(ω, ω′) =

∫

M

g(ω, ω′) ∗ (1) =

∫

M

∗ (ω ∧ ∗ω′) ∗ (1) =

∫

M

ω ∧ ∗ω′.

Bemerkung. Ωq(M) mit dem angegebenen Skalarprodukt ist ein Prähilbertraum.
Die Vervollständigung dieses Prähilbertraumes (siehe die Vorlesungen

”
Funktio-

nalanalysis“ und
”
Maßtheorie“) wird mit

L2(M ; ΛqT ∗M)

bezeichnet. Die induzierte Norm auf L2(M ; ΛqT ∗M) (und auf Ωq(M)) bezeich-
nen wir mit ‖ ‖.
Definition 16.28. Der Operator δ : Ωq(M) → Ωq−1(M) wird durch

δ = (−1)
n(q+1)+1 ∗ d∗

erklärt.

Satz 16.29. Für ω ∈ Ωq−1(M), η ∈ Ωq(M) gilt

(dω, η) = (ω, δη) .

Beweis. Wir berechnen

d (ω ∧ ∗η) = (dω) ∧ (∗η) + (−1)
q−1

ω ∧ (d ∗ η)
= (dω) ∧ (∗η) − (−1)

n(q+1)+1
ω ∧ (∗ ∗ d ∗ η)

= (dω) ∧ (∗η) − ω ∧ (∗δη).
Nach dem Satz von Stokes ist

∫
M
d (ω ∧ ∗η) = 0, also gilt

(dω, η) =

∫

M

(dω) ∧ ∗η =

∫

M

ω ∧ (∗δη) = (ω, δη) .
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Damit können wir jetzt den Laplace-Operator auf q-Formen einführen.

Definition 16.30. (i) Der Laplace-Operator ∆ ist auf q-Formen durch

∆ = dδ + δd

gegeben.

(ii) Eine q-Form ω im Kern von ∆ (d. h. es gilt ∆ω = 0) heißt harmonisch.
Der Raum aller harmonischen q-Formen wird mit Hq(M) bezeichnet.

Lemma 16.31. Für eine q-Form ω ∈ Ωq(M) gilt ∆ω = 0 genau dann, wenn
dω = 0, δω = 0 ist.

Beweis. (⇐) Klar.

(⇒) Sei ∆ω = 0. Dann gilt

0 = (∆ω, ω) = (δdω, ω) + (dδω, ω)

= ‖dω‖2
+ ‖δω‖2

,

also dω = 0, δω = 0.

Satz 16.32. Auf Funktionen schreibt sich der Laplace-Operator ∆ als

∆ = −div ◦ grad = − 1√
g

∂

∂xk
√
g gjk

∂

∂xj

mit g = det(gjk), wobei

grad = ∇g : C∞(M ; R) → C∞(M ;TM),

div = ∇′ : C∞(M ;TM) → C∞(M ; R)

und

∇gf = gjk
∂f

∂xn
∂

∂xj
,

divX =
1√
g

∂

∂xj
(
√
gXj)

in lokalen Koordinaten x1, . . . , xn in M .

Beweis. Auf Ω0(M) gilt δ = 0, also ∆ = δ ◦ d. Bezeichnet g die Identifikation

C∞(M ;TM)
∼=−→ Ω1(M) = C∞(M ;T ∗M), so ∆ = −div ◦ grad mit grad = g−1d

und div = −δg = ∗d ∗ g.
Wir erhalten

grad: f
d7−→ ∂f

∂xj
dxj

g−1

7−→ gjk
∂f

∂xj
∂

∂xk
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sowie

div : Xj ∂

∂xj
g7−→ gjkX

j dxk

∗7−→
n∑

j=1

(−1)
j−1√

g Xj dx1 ∧ · · · ∧ d̂xj ∧ · · · ∧ dxn

d7−→
n∑

j=1

∂

∂xj
(√
g Xj

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

∗7−→ 1√
g

n∑

j=1

∂

∂xj
(√
g Xj

)
.

Hierbei ist die Abbildung
∑
k

gjk dx
k ∗7−→ (−1)

j−1√
g dx1 ∧ · · · ∧ d̂xj ∧ · · · ∧ dxn

eine Aufgabe in der aktuellen Übungsgruppe.

Beispiel 16.33. Im Rn mit der Euklidischen Metrik g = (dx1)
2

+ · · · + (dxn)
2

haben wir gjk = δjk und damit ∇f =
(
∂f
∂x1 , . . . ,

∂f
∂xn

)
und divX =

n∑
j=1

∂Xj

∂xj wie

zuvor. Hier ist der Laplace-Operator tatsächlich der geometrische (negative)

Laplace-Operator ∆ = −
n∑
j=1

∂2

∂x2
j

.

16.2 Die Hodge-Zerlegung

16.2.1 Einige Fakten aus der Theorie der Hilberträume

Details hierzu finden sich in vielen Lehrbüchern, z. B. W. Rudin “Functional
Analysis”, K. Yosida “Functional Analysis”, etc.

Sei H ein reeller separabler2 Hilbertraum mit Skalarprodukt (·, ·). Insbesondere

ist H ein vollständiger normierter Raum mit der Norm u 7→ ‖u‖ = (u, u)
1/2

.
Weiterhin gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

|(u, v)| ≤ ‖u‖ ‖v‖ , u, v ∈ H.

Ist M ⊆ H ein linearer Unterraum, so bezeichnet

M⊥ =
{
v ∈ H

∣∣ (u, v) = 0 für alle u ∈M
}

das orthogonale Komplement von M in H.

Satz 16.34. (i) M⊥ ist ein abgeschlossener Unterraum von H und es gilt
M⊥⊥ = M .

2Separabel bedeutet, dass H eine abzählbare Orthonormalbasis besitzt.
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(ii) Ist M abgeschlossen, so gilt

H = M ⊕M⊥.

Man sagt, dass eine Folge {um} ⊂ H schwach gegen u ∈ H konvergiert, im
Zeichen um ⇀ u für m→ ∞, falls

(um, v) → (u, v) für m→ ∞

und alle v ∈ H.

Eigenschaften

(a) Jede (stark) konvergente Folge ist schwach konvergent, und zwar gegen den-
selben Grenzwert.

(b) Gilt um ⇀ u für m→ ∞, so

‖u‖ ≤ lim inf
m→∞

‖um‖ .

Beispiel 16.35. Ist {em} eine Orthonormalbasis in H, so schreibt sich jedes
u ∈ H als

u =
∑

m

(u, em) em.

Dabei gilt

‖u‖2
=
∑

m

|(u, em)|2.

Insbesondere gilt (u, em) → 0 für m → ∞, also em ⇀ 0 für m → ∞. Es ist
jedoch em 6→ 0 für m→ ∞.

Satz 16.36 (Schwache Kompaktheit der Einheitskugel in H). Aus jeder be-
schränkten Folge {um} in H lässt sich eine schwach konvergente Teilfolge aus-
wählen.

Mit H ′ bezeichnen wir den topologischen Dualraum zu H, d. h. den Raum aller
beschränkten Linearformen Φ: H → R. Beschränktheit bedeutet, dass

|Φ(u)| ≤ C ‖u‖ , u ∈ H,

für eine geeignete Konstante C ≥ 0. Das kleinste derartige C ist die Norm ‖Φ‖
von Φ in H ′, d. h.

‖Φ‖ = sup
‖u‖≤1

|Φ(u)| .

Satz 16.37 (Rieszscher Darstellungssatz). Die Abbildung H → H ′, u 7→ (u, ·)
ist ein normerhaltender linearer Isomorphismus.

Wenn bequem, so können wir also H und H ′ identifizieren.
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16.2.2 Die Räume HsΩq(M) für s = 1, 0,−1

Ab sofort sei M wieder kompakt.

Bemerkung. Ist E ein Vektorbündel über M , so haben wir die Sobolevräume
Hs(M ;E) für s ∈ R von (verallgemeinerten) Schnitten des Bündels E der Sobo-
levglattheit s. Wir interessieren uns hier für den Fall E = ΛqT ∗M und schreiben
dann

HsΩq(M) = Hs(M ; ΛqT ∗M).

Definition 16.38. (i) Der Raum L2Ωq(M) ist die Vervollständigung von
Ωq(M) bezüglich der Norm

ω 7→ ‖ω‖ =

(∫

M

ω ∧ ∗ω
)1/2

.

(ii) Der Raum H1Ωq(M) ist die Vervollständigung von Ωq(M) bezüglich der
Norm

ω 7→ ‖ω‖1 =
(
‖ω‖2

+ ‖dω‖2
+ ‖δω‖2

)1/2

.

Offenbar bettet der Raum H1Ωq(M) stetig und dicht in den Raum L2Ωq(M)
ein. Im Weiteren identifizieren wir

L2Ωq(M) ∼= L2Ωq(M)′

vermöge des Rieszschen Darstellungssatzes und definieren dann:

Definition 16.39. Der Raum H−1Ωq(M) ist der Dualraum zu H1Ωq(M) be-
züglich des Skalarproduktes in L2Ωq(M).

Dies bedeutet, dass wir H−1Ωq(M) = H1Ωq(M)′ setzen und diese Räume ver-
möge

H1Ωq(M)
i→֒ L2Ωq(M) ∼= L2Ωq(M)′

i′→ H−1Ωq(M)

zueinander in Beziehung bringen. Insbesondere wird jedes ω′ ∈ L2Ωq(M) ver-
möge

H1Ωq(M) ∋ ω 7→ (ω, ω′)

zu einem beschränkten linearen Funktional auf H1Ωq(M).
Als Norm auf H−1Ωq(M) definieren wir

η 7→ ‖η‖−1 = sup
‖ω‖1≤1

|(η, ω)| ,

wobei (·, ·) die Dualpaarung zwischen H−1Ωq(M) und H1Ωq(M) bezeichnet.
Wir sehen nun, dass

d ∈ L
(
H1Ωq(M), L2Ωq+1(M)

)
,

δ ∈ L
(
H1Ωq(M), L2Ωq−1(M)

)
.
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Dual dazu erhalten wir

d′ ∈ L
(
L2Ωq+1(M),H−1Ωq(M)

)
,

δ′ ∈ L
(
L2Ωq−1(M),H−1Ωq(M)

)
.

Wegen
(dω, ω′) = (ω, δω′), ω ∈ Ωq−1(M), ω′ ∈ Ωq(M)

können wir d′ = δ und δ′ = d identifizieren und erhalten

d ∈ L
(
Hσ+1Ωq(M),HσΩq+1(M)

)
, σ = 0,−1,

δ ∈ L
(
Hσ+1Ωq(M),HσΩq−1(M)

)
, σ = 0,−1.

Somit haben wir:

Lemma 16.40. Der Laplace-Operator ∆ = dδ + δd bildet H1Ωq(M) nach
H−1Ωq(M) (beschränkt und) stetig ab.

16.2.3 Schwache Formulierung

Wir interessieren uns jetzt für die Lösbarkeit der Gleichung

∆ω = η

mit einem gegebenen η ∈ H−1Ωq(M).

Satz 16.41. Sei ω ∈ H1Ωq(M). Dann sind folgende Bedingungen äquivalent:

(a) ω löst die Gleichung ∆ω = η.

(b) Es gilt
(dω, dω′) + (δω, δω′) = (η, ω′), ∀ω′ ∈ H1Ωq(M).

Hier steht auf der rechten Seite die Paarung eines Elements aus
H−1Ωq(M) mit einem Element aus H1Ωq(M).

(c) Es gilt
(dω, dω′) + (δω, δω′) = (η, ω′), ∀ω′ ∈ Ωq(M).

Beweis. Um die Äquivalenz von (a), (b) einzusehen, folge man den Identifika-
tionen, die zu

H1Ωq(M)
i→֒ L2Ωq(M) ∼= L2Ωq(M)′

i′→ H−1Ωq(M)

geführt haben. (b), (c) sind äquivalent, da Ωq(M) dicht in H1Ωq(M) ist.

Folgerung 16.42. Eine notwendige Bedingung für die Lösbarkeit der Gleichung
∆ω = η für ein gegebenes η ∈ H−1Ωq(M) ist, dass η ∈ (ker ∆)

⊥
gilt, wobei

hier (ker ∆)
⊥

bezüglich der Dualpaarung zwischen H1Ωq(M) und H−1Ωq(M)
genommen wurde.

Beweis. Für ω′ ∈ ker ∆ wird die linke Seite in (b) des vorigen Satzes zu

(dω, dω′) + (δω, δω′) = (ω, δdω′) + (ω, dδω′) = (ω,∆ω′) = 0.

Also muss (η, ω′) = 0 gelten.
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16.2.4 Das Dirichlet-Prinzip

Später werden wir sehen, dass obige Bedingung für die Lösbarkeit der Gleichung
∆ω = η auch hinreichend ist. Wir betrachten dazu für ω ∈ (ker ∆)

⊥∩H1Ωq(M)
das Funktional

J(ω) =
1

2
‖dω‖2

+
1

2
‖δω‖2 − (η, ω),

wobei η ∈ (ker ∆)
⊥

gegeben ist.

Satz 16.43. ω ∈ (ker ∆)
⊥ ∩H1Ωq(M) löst genau dann die Gleichung ∆ω = η,

wenn
J(ω) = inf

{
J(ω′)

∣∣ ω′ ∈ (ker ∆)
⊥ ∩H1Ωq(M)

}

gilt.

Beweis. Sei zuerst J(ω) = inf J(ω′), wobei das Infimum über die ω′ wie ange-

geben erstreckt wird. Dann gilt für ein beliebiges ω′ ∈ (ker ∆)
⊥ ∩ H1Ωq(M),

dass

0 =
d

dǫ
J(ω + ǫω′)

∣∣
ǫ=0

= (dω, dω′) + (δω, δω′) − (η, ω′).

Weiterhin gilt für ω′′ ∈ ker ∆, dass

(dω, dω′′) + (δω, δω′′) = (ω,∆ω′′) = 0 = (η, ω′′)

wegen der Voraussetzung η ∈ (ker ∆)
⊥

an η. Insgesamt ist also (b) des vorigen
Satzes erfüllt, d. h. ω löst ∆ω = η.
Ist umgekehrt ω ∈ (ker ∆)

⊥ ∩ H1Ωq(M) eine Lösung von ∆ω = η, so gilt für

beliebiges ω′ ∈ (ker ∆)
⊥ ∩H1Ωq(M)

J(ω + ω′) =
1

2
‖dω + dω′‖2

+
1

2
‖δω + δω′‖2 − (η, ω + ω′)

= J(ω) + (dω, dω′) + (δω, δω′) − (η, ω′) +
1

2
‖dω′‖2

+
1

2
‖δω′‖2

≥ J(ω).

16.2.5 Konstruktion eines minimierenden Elements

Es verbleibt, das Funktional J(ω) auf (ker ∆)
⊥∩H1Ωq(M) zu minimieren. Dazu

benötigen wir ein weiteres Resultat:

Satz 16.44 (Rellich-Kondrachov). Die Einbettung H1Ωq(M) →֒ L2Ωq(M) ist
kompakt. Das bedeutet im vorliegenden Fall, dass man aus jeder in H1Ωq(M)
beschränkten Folge {ωm} eine in L2Ωq(M) (stark) konvergente Teilfolge {ωml}
auswählen kann.

Bemerkung. Die Kompaktheit von M ist für die Gültigkeit dieses Resultats
entscheidend.
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Lemma 16.45. Es gibt eine Konstante c > 0, so dass für alle ω ∈ (ker ∆)
⊥ ∩

H1Ωq(M) die Abschätzung

‖ω‖2 ≤ c
(
‖dω‖2

+ ‖δω‖2
)

gilt.

Beweis. Angenommen, dies wäre nicht der Fall.
Dann gibt es eine Folge {ωm} in (ker ∆)

⊥ ∩H1Ωq(M) mit ‖ωm‖ = 1 und

‖dωm‖2
+ ‖δωm‖2 ≤ 1

m

für alle m. Es folgt dann dωm → 0 in L2Ωq+1(M) und δωm → 0 in L2Ωq−1(M)
für m → ∞. Insbesondere ist die Folge {ωm} in H1Ωq(M) beschränkt. Nach
dem Satz von Rellich–Kondrachov dürfen wir demnach ωm ⇀ ω in H1Ωq(M)
und ωm → ω in L2Ωq(M) für m → ∞ und ein ω ∈ H1Ωq(M) annehmen. Es

gilt dann ω ∈ (ker ∆)
⊥

sowie dωm ⇀ dω in L2Ωq+1(M) und δωm ⇀ δω in
L2Ωq−1(M) für m → ∞. Wir erhalten ‖ω‖ = 1, dω = 0 und δω = 0, also
∆ω = 0 und

ω ∈ ker ∆ ∩ (ker ∆)
⊥

= {0}
im Widerspruch zu ‖ω‖ = 1.
Dieser Widerspruch zeigt, dass es eine Konstante c > 0 mit der angegebenen
Eigenschaft gibt.

Folgerung 16.46. Das Funktional J ist auf (ker ∆)
⊥ ∩H1Ωq(M) nach unten

beschränkt.

Beweis. Aus dem vorigen Lemma folgt, dass es eine Konstante c′ > 0 mit

c′ ‖ω‖2
H1Ωq ≤

(
‖dω‖2

+ ‖δω‖2
)

für alle ω ∈ (ker ∆)
⊥ ∩H1Ωq(M) gibt. Wir schätzen J(ω) dann wie folgt ab:

J(ω) =
1

2
‖dω‖2

+
1

2
‖δω‖2 − (η, ω) ≥ c′

2
‖ω‖2

1 −
1

c′
‖η‖2

−1 −
c′

4
‖ω‖2

1

≥ c′

4
‖ω‖2

1 −
1

c′
‖η‖2

−1 ≥ − 1

c′
‖η‖2

−1 .


