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Vorwort

Aus der Linearen Algebra sind die folgenden Hauptaspekte endlich-dimensionaler
Vektorrdume bekannt:

e lineare Eigenschaften,
e geometrische Eigenschaften,

e metrische Figenschaften.

In diesem Buch betrachten wir die Verallgemeinerung auf den einfachsten unendlich-
dimensionalen Fall, ndmlich den des Hilbertraums. Ein Hilbertraum ist ein komplexer
Vektorraum mit Skalarprodukt, der zusétzlich als normierter Vektorraum wollstdin-
dig ist.

Hilbertraume sind von grundlegender Bedeutung fiir die Mathematik und die Physik;
beispielsweise wire eine mathematische Formulierung der Quantenmechanik oder
der Festkorperphysik ohne den Begriff des Hilbertraums undenkbar. Besonders wich-
tig sind in diesem Zusammenhang Funktionenrdume, die zugleich die Struktur eines
Hilbertraums tragen.

Wir betrachten daher zundchst Hilbertrdume und ihre Geometrie (rechte Winkel,
Orthogonalprojektionen etc.); bereits hier kommt die Analysis ins Spiel, denn die
Eigenschaft, dass Cauchyfolgen stets einen Grenzwert besitzen, wird in entscheiden-
der Weise verwendet.

Anschlieflend studieren wir lineare Abbildungen zwischen Hilbertrdumen, die sog.
linearen Operatoren. Wie beginnen mit den beschrdnkten (stetigen) Hilbertraum-
operatoren und konzentrieren uns dabei besonders auf die symmetrischen und die
kompakten Operatoren, fiir die bereits eine spektrale Zerlegung existiert. Auflerdem
werden einige wichtige Klassen kompakter Operatoren (z.B. Spurklasse-Operatoren,
Hilbert-Schmidt-Operatoren etc.) und Anwendungen z.B. fiir Integraloperatoren
vorgestellt.

Viele Anwendungsbeispiele werden hingegen durch unbeschrdnkte Operatoren
beschrieben (z.B. Differentialoperatoren). Wéahrend beschriankte Opertoren auf dem
ganzen Hilbertraum H definiert sind, werden unbeschréankte Operatoren immer auf
einem Definitionsbereich D(T") C ‘H betrachtet. Besonders wichtig fiir Anwendungen
sind die symmetrischen und darunter die selbstadjungierten Operatoren. Wir stu-
dieren typische Beispiele aus der Quantenmechanik (Ortsoperator, Impulsoperator).
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Der Begriff der selbstadjungierten Erweiterung wird am Beispiel der Friedrichsschen
Fortsetzung vorgestellt.

Wir fithren anschlieSend die zentralen Begriffe Spektrum und Resolvente ein und
diskutieren Zerlegungen und Eigenschaften des Spektrums, insbesondere im selbst-
adjungierten Fall.

Im Kapitel {iber Stérungstheorie beweisen wir den Storungssatz von Kato und
Rellich, der eine Aussage zur Selbstadjungiertheit eines Operators T4V macht, wenn
T ein selbstadjungierter Operator ist und die Storung V' symmetrisch und relativ
beschrénkt bzgl. T' (mit relativer Schranke < 1) ist. Wir wenden den Storungssatz
von Kato und Rellich auf den Schrédingeroperator des Wasserstoffatoms an.

Unser Hauptziel ist der Beweis des Spektralsatzes fiir selbstadjungierte Opera-
toren, die sich unter Verwendung einer Spektralschar (E()\))aer als Spektralin-
tegral H = [AdE()\) schreiben lassen. Insbesondere ist jeder selbstadjungierte
Operator unitdr dquivalent zu einem Multiplikationsoperator in einem geeigneten
Lo(X,dp(z)) (Verallgemeinerung der “Hauptachsentransformation”).

Der Spektralsatz ermdglicht es schliellich, spektrale Eigenschaften selbstadjun-
gierter Operatoren mit Hilfe der zugehorigen Spektralschar auszudriicken.

Die hier vorgestellten Inhalte haben zahlreichen Anwendungen in der Mathema-
tik,

e Fourierreihen und die Fouriertransformation in der Analysis,
e Partielle Differentialgleichungen,
e Wahrscheinlichkeitstheorie (Stochastische Prozesse),

e Numerische Mathematik,
und in der Physik,

e Quantenmechanik,
e Festkorperphysik,
e Statistische Mechanik.

Zahlreiche namenhafte Mathematiker wie E.I. Fredholm, E. Schmidt, D. Hilbert, F.
Riesz, S. Banach oder J. v. Neumann haben sich in ihrer wissenschaftlichen Arbeit
mit der Hilbertraumtheorie auseinandergesetzt. Insbesondere ist ein starker Bezug
zur Geschichte der Mathematik in Gottingen erkennbar, wo ich die Inhalte dieses
Buchs im Rahmen meiner Lehrtétigkeit als Privatdozent unterrichtet habe. Die hier
vorgestellten Grundlagen ermoglichen dem Leser weiterhin den Zugang zu einem at-
traktiven und aktuellen Forschungsgebiet an der Schnittstelle zwischen Mathematik

und Physik.

Martin Kohlmann



Kapitel 1
Notation

Es ist wichtig, zundchst den Umgang mit einigen Bezeichnungen und grundlegenden
Begriffen zu vereinbaren, welche wir in diesem Lehrbuch benutzen wollen.
Wir verwenden die folgenden Zahlenbereiche:

N : natiirliche Zahlen,
natiirliche Zahlen mit Null,
ganze Zahlen,

rationale Zahlen,

reelle Zahlen,

awEo6NZ

komplexe Zahlen.

1.1 Mengen

Sei X eine Menge. Wir verwenden die folgende Notation:

r € X : xist ein Element von X,

x ¢ X : x ist nicht Element von X,
Ve e X : fiir alle x € X gilt...,
Jdr e X : esgibt ein x € X, so dass gilt...,
AcC X : Aist Teilmenge von X.

Fir A, B C X ist
A\B ={z € A;x ¢ B}.
Die Menge der geordneten Paare (x,y) mit z € X und y € Y heiflt kartesisches
Produkt:
XxY ={(z,y);ze X, yeY}
Sei (X, 7) ein topologischer Raum, d.h. X ist eine Menge und 7 ist ein Teilmengen-
system von X, so dass gilt:



1. Notation

(i) 0,X €.
(ii) Die Vereinigung beliebig vieler Mengen aus 7 liegt wieder in 7.

(i) Aus A,B C 7 folgt ANB € 7.

Man nennt 7 eine Topologie auf X und eine Menge A C 7 nennt man offen. Weiter
sagt man
M C X ist abgeschlossen <= X\M ist offen.

Fiir beliebiges M C X ist M die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die M
enthalt:

M = M x>No>M N.

X\N offen

1.2 Funktionen

Seien X,Y Mengen. Wir schreiben
X =Y

oder
x> f(x)

fiir eine Funktion von X nach Y, d.h. die Abbildung f ordnet jedem x € X genau
einy = f(z) €Y zu. Fir A C X ist

f(A) ={f(z);z e A} CY,

fir BCY ist
FYB)={zeX;f(z)e B} CX.

Wir nennen f(X) den Wertebereich (engl.: range) oder das Bild von f und schreiben
R(f) = {f(w):z € X} = f(X) C Y.
Wir sagen
fist surjektiv <= f(X) =Y,
fist angektiv <= (f(x) = fly) &z =y),
f ist bijektiv <= f ist injektiv und sujektiv.

Die Einschrankung von f: X — Y auf A C X wird mit f [4 bezeichnet. Fiir A C X
ist x4 die charakteristische Funktion von A:

1, €A,

Xalw) = { 0, x¢ A

Seien X,Y topologische Rdume. Eine Funktion f: X — Y heifit stetig, wenn gilt:
V CYoffen = fYV)C X offen.

10



1. Notation

1.3 Relationen

Definition 1.1. Sei X eine Menge. Eine Relation auf X ist eine Teilmenge R von
X x X. Wenn (z,y) € R, so sagen wir, dass = in R-Relation zu y steht; in Zeichen:
TRy.

Definition 1.2. Eine Relation R C X x X heifit eine Aquivalenzrelation, wenn gilt:
(i) R ist reflexiv, d.h. Vo € X : 2Rz,
(i) R ist symmetrisch, d.h. aus xRy folgt yRz,
(iii) R ist transitiv, d.h. aus Ry und yRz folgt xR z.

Sei R eine Aquivalenzrelation auf der Menge X und z € X. Die Menge der y € X
mit Ry heiBt die Aquivalenzklasse von ,

[z] = {y € X;2Ry},

und z heifit ein Reprdsentant der Aquivalenzklasse. Wir bezeichnen mit
X/R = {[a]sx € X}

die Partition der Aquivalenzrelation R.

Theorem 1.3. Sei X eine Menge und R eine Aquivalenzrelation auf X. Dann
gehort jedes x € X zu genau einer Aquivalenzklasse. Mit anderen Worten: X zerfillt
in natirlicher Weise in paarweise disjunkte Aquivalenzklassen.

Beweis. Dies folgt sofort aus Aufgabe 1.1. m

Statt R schreiben wir fiir Aquivalenzrelationen manchmal auch kurz ~, wenn
klar ist, welche Aquivalenzrelation gemeint ist.

Beispiel 1.4. Sei X = 7Z und
r~y = x-—ye€l
Dann zerfillt X in die 3 Aquivalenzklassen

0] =1{...,-6,-3,0,3,6,...},
M ={..,—5-21,47,...},
2] ={...,—4,-1,2,5,8,...}.

Beispiel 1.5 (Die reelle projektive Gerade). Sei X = R x R\{(0,0)}. Wir
definieren auf X eine Relation durch

r~y = daeR:z=ay,

wobei & = (21,73) und y = (y1,7,) ist. Die Aquivalenzklassen kann man sich als
Geraden durch den Ursprung (0, 0) vorstellen (ohne den Punkt (0,0)).
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1. Notation

Beispiel 1.6 (Cauchyfolgen in Q). Eine Folge (o, )neny C Q heiit Cauchyfolge,
wenn gilt:
Ve>03dN. e NVn,m > N.: |, — ap| <e.

Die Menge der Cauchyfolgen in Q bezeichnen wir mit C(Q). Wir fiihren auf C(Q)
eine Relation ~ ein vermoge
a~b <= lim(a,—f,) =0,
n—oo

wobei a = (ay, )neny und b = (3, )nen. Offensichtlich ist ~ eine Aquivalenzrelation. Die
Menge der Aquivalenzklassen in C(Q) ist die Menge der reellen Zahlen, in Zeichen
R=C(Q)/ ~.

Zur Vereinfachung der Notation lassen wir die Angabe der Indexmenge zukiinftig

weg, wenn keine Missverstdndnisse zu erwarten sind. Wir schreiben dann beispiels-
weise («,) fir die Folge (av,)nen-

1.3.1 Ubungen

Aufgabe 1.1. Sei M eine Menge mit einer Aquivalenzrelation R. Zeigen Sie, dass
die zugehorigen Aquivalenzklassen [] paarweise disjunkt sind.

Aufgabe 1.2. Eine Relation R heifit antisymmetrisch, wenn aus Ry und yRz
bereits x = y folgt. Eine reflexive, transitive und antisymmetrische Relation heift
Halbordnung. Sei M eine Menge, P(M) die Menge der Teilmengen von M. Man
zeige, dass die Inklusion C eine Halbordnung auf P (M) liefert.

Aufgabe 1.3. Geben Sie ein Beispiel fiir eine symmetrische und transitive Relation
R auf einer Menge X an, die nicht reflexiv ist. Wo liegt der Fehler in der folgenden
Argumentation: Fiir alle z,y € X mit xRy gilt yRx (Symmetrie) und aus Ry und
yRzx folgt xRx (Transitivitit)?
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Kapitel 2
Hilbertraume

Ein Pra-Hilbertraum ist ein Vektorraum {iber C mit einem inneren Produkt (Ska-
larprodukt) bzw. einer positiven Form. Ist ein Pra-Hilbertraum als normierter Vek-
torraum zusétzlich vollstandig, so bezeichnet man ihn als Hilbertraum. Jeder Pra-
Hilbertraum kann zu einem Hilbertraum vervollstéandigt werden. Wir beginnen daher
zunéchst mit (Sesquilinear-)Formen.

2.1 Sesquilinearformen

Definition 2.1. Sei £ ein komplexer Vektorraum. Eine Abbildung
s:ExE—C

heilt Sesquilinearform auf € (oder kurz Form), wenn s[-, -] linear im 1. Argument
und konjugiert linear (anti-linear) im 2. Argument ist. Zu einer Sesquilinearform s
gehort die quadratische Form

slf] =slf.f], Vfe€.

Sesquilinearformen auf reellen Vektorrdumen sind die aus der Linearen Algebra
bekannten Bilinearformen. Die lateinische Vorsilbe sesqui (= anderthalb) deutet
an, dass eine Sesquilinearform linear in einem und “zur Hélfte linear” im anderen
Argument ist. In der Physik wird meist Linearitéit im zweiten Argument und Anti-
Linearitdt im ersten Argument verlangt.

Bemerkung 2.2. Im komplexen Vektorraum & gilt fiir jede Form s die Polarisie-
rungsidentitdt

as(f,g] = s[f +g] +i[f +ig] —s[f —g] —is[f —ig], Vf.ge&  (21)

oder 4s[f, g] = 22:0 i*s[f +i*g]; siehe Aufgabe 2.1. Daher kann man im komplexen
Fall aus der quadratischen Form die volle Sesquilinearform rekonstruieren. Dies ist
bei reellen Vektorrdumen i. Allg. nicht moglich (siehe Aufgabe 2.2).
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2. Hilbertraume

Beispiel 2.3. Sei I = (a,b) C R ein offenes, beschrénktes Intervall und sei k € Np.
Wir definieren

C*a,b] = {u € C*(I);ul) stetig auf [a, b] fortsetzbar, 0 < j < k}.
Mit einem festen w € Cla, b] definieren wir die Sesquilinearformen
si: C*a,b] x C*[a,b] — C
durch ,
slfg) = [ @ e ds, f.g € ol

Definition 2.4. Eine Form s heift symmetrisch, wenn

slf,gl =slg, fl, Yfg€&,

gilt. Eine Form s heifit nicht-negativ, wenn
s[f] 20, Vfe¢g,

gilt, und positiv, falls
s[f] >0, Vfe&\{0}.
Bemerkung 2.5.

(1) Eine Form s im komplexen Vektorraum & ist genau dann symmetrisch, wenn
die quadratische Form reellwertig ist.

(2) Die Formen s in Beispiel 2.3 sind genau dann symmetrisch, wenn die Gewichts-
funktion w reellwertig ist (siche Aufgabe 2.3).

Definition 2.6. Eine positive Form s auf dem komplexen Vektorraum & heifit Ska-
larprodukt. Man schreibt dann gerne

(fr9) =slf,g) wd |f] = (f,))"*, Vige&

Theorem 2.7. Fiir Skalarprodukte gilt die Schwarzsche Ungleichung

L <19l Vigel. (2.2)

Gleichheit gilt in (2.2) genau dann, wenn f und g linear abhingig sind.

Beweis. Wir geben zwei verschiedene Beweise an:
1. Beweis. Man rechnet leicht nach, dass im komplexen Vektorraum & die Identitét

lol” (LA 1gl* = 1 ¢£,9) [2) = lal” £ = (f.9) gl > 0 (2.3)

14



2. Hilbertraume

gilt. Daraus folgt sofort die Behauptung.
2. Beweis. Fiir t € R definieren wir o(t) == | f + tg|*. Dann gilt () > 0 fiir alle
t € R und

(t) = | fI” + 2t Re (f, 9) + £ |g]*.
Damit ist ¢ ein nicht-negatives, reelles Polynom zweiter Ordnung. Ein solches Po-
lynom kann keine einfachen reellen Nullstellen haben, d.h. es gibt entweder keine

reellen Nullstellen oder aber genau eine doppelte Nullstelle. Fiir die Diskriminante
von ¢ gilt daher

4(Re (f,9))" = 411" lgI* < 0.

Hieraus folgt
[Re(f,) [ <|fIlgl, Vfge€.

Man wihlt dann ¢ € R mit (€ f, g) = | (f,g) | und hat

[(f.9) | =Re(e”f.g) <

1) gl = 11191

Der Beweis des Zusatzes ist etwas miithsamer; wir verweisen auf [31]. O

Bemerkung 2.8.

(1) Die Schwarzsche Ungleichung (2.2) gilt allgemeiner fiir Sesquilinearformen s > 0
(allerdings ohne den Zusatz!):

Islf gl < s[f]'?s[g]/?, Vf,g€&.
(2) Fiir a,b > 0 gilt 2ab < a® + b* und daher

€ 1
Ve>0: ab< -a®+ —b°.
€ a_2a +2€

Damit folgt aus (2.2) die Cauchy- Young-Ungleichung

3

ve>0: [ (fg)] <3

1
2 2
LA™+ o5 gl

2.1.1 Ubungen

Aufgabe 2.1. Rechnen Sie die folgenden Identitéten nach:

(a) Im komplexen Vektorraum gilt fiir jede Sesquilinearform s die Polarisierungs-
identitét (2.1).

(b) Fiir Skalarprodukte (-,-) in einem komplexen Vektorraum & gilt die Identitét
(2.3).
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2. Hilbertraume

Aufgabe 2.2.
(a) Sei & ein reeller Vektorraum und s eine reellwertige, symmetrische Bilinearform

auf £, d.h. s[z,y] = s[y,z] € R fiir alle z,y € R. Dann gilt

4slz,y] = sz +y| —s[z —y], Vz,y €.

(b) Auf dem Raum £ = R? erzeugt die 2 x 2-Matrix T = (t;;)1<; j<2 eine reellwertige
Bilinearform t durch t[z,y| = (Tx,y) = Z” tijxy,. Fir

=)

zeige man, dass sich die Bilinearform nicht aus der quadratischen Form zuriick-
gewinnen lasst. Man vergleiche mit Teil (a).
Hinweis: Fiir alle x € R? ist t[x, 2] = 0.

Aufgabe 2.3.

(a) Eine Sesquilinearform s auf dem komplexen Vektorraum &£ ist genau dann sym-
metrisch, wenn die zugehorige quadratische Form reellwertig ist.

(b) Die Formen s, in Beispiel 2.3 sind genau dann symmetrisch, wenn die Gewichts-
funktion w reellwertig ist.

(c) Wann sind die Formen s; nicht-negativ?

(d) Die Einschrinkung der Form s; auf den Raum {f € C'(a,b); f(a) = 0} ist
positiv, sofern w(x) > 0 fiir alle a < = < b gilt.

7= (5 o)

berechne man den numerischen Wertebereich

Aufgabe 2.4. Fiir die Matrix

W(T) = {{Tz,z);x € C* |z| <1} C C.

Hinweis: Man zeige zunéchst W(T') C {z € C; |z| < 1/2}.

2.2 Pra-Hilbertraume

Definition 2.9. Sei £ ein komplexer Vektorraum und (-, -) ein Skalarprodukt auf
€. Dann heifit (€, (-,-)) ein Prd-Hilbertraum.

Definition 2.10. Sei X ein reeller oder kompexer Vektorraum. Eine Abbildung
[lx: X =R

mit den Eigenschaften

16



2. Hilbertraume

(i) |flx = 0und |f|y = 0 genau dann, wenn f = 0,
(i) |aflx = lof | f]x, fiir alle « € C und f € X,
(i) [|f+9gly < |flx +l9lx (Dreiecksungleichung)

heiit eine Norm auf X. Das Paar (X, |-|) heiit normierter Vektorraum.

Man beachte, dass eine Norm i. Allg. nichts mit einem Skalarprodukt zu tun
haben muss.

Bemerkung 2.11. Ist M eine Menge und
d: M x M — [0, 00)
eine Abbildung mit den folgenden Eigenschaften:
(i) dz,y) =0 <=z =y,
(i) d(z,y) = d(y,x), fir alle z,y € M,
(ili) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y), fur alle z,y,z € M,

so heifit d eine Metrik auf M und (M, d) heiit ein metrischer Raum. (Man beachte,
dass M keine lineare Struktur haben muss!) Jeder normierte Vektorraum ist zugleich
ein metrischer Raum mit der induzierten Metrik

d(xvy) = ||$_y||X7 anyEX'

Damit sind in einem normierten Vektorraum die topologischen Grundbegriffe (z.B.
offene Mengen, Stetigkeit von Abbildungen) wie in einem metrischen Raum definiert
(und sehr einfach!). Beispielsweise heifit eine Menge M C X genau dann offen, wenn
es zu jedem x € M ein € > 0 gibt mit der Eigenschaft B.(x) C M, wobei

B.(z) ={y € X;|z —y|y < e}

Man sieht leicht, dass die Vektorraumoperationen (Addition, Skalarmultiplikation)
stetig sind.

Bemerkung 2.12. Sei (€, (-, +)) ein Pra-Hilbertraum und

L= (f. H'2, Vfek.

Man rechnet dann leicht nach, dass ||-| die Eigenschaften (i)—(iii) in Definition 2.10
erfiillt. Damit ist |-| eine Norm auf € und jeder Pra-Hilbertraum ist zugleich ein nor-

mierter Vektorraum. Die topologischen Grundbegriffe leiten sich aus der zugehorigen
Metrik ab.
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2. Hilbertraume

Theorem 2.13 (Die Parallelogrammgleichung). Im Prd-Hilbertraum (€, (-, -))
gilt
2(1/1* +191*) = 1f + gl +1f —gl*, Vfge€ (2.4)

Beweis. Dies folgt durch Ausrechnen der rechten Seite. [

Die Parallelogrammgleichung stellt eine Beziehung zwischen den Seitenléngen
und den Léngen der Diagonalen des von f und g aufgespannten Parallelogramms
her, vgl. die folgende Abbildung.

f+yg

S

Bemerkung 2.14. Ein normierter Vektorraum (X, |-|) ist genau dann ein Pra-
Hilbertraum (d.h. die Norm wird von einem Skalarprodukt erzeugt), wenn || der
Parallelogrammgleichung (2.4) gentigt. Einen Beweis dieser Aussage findet man etwa
in [31, 33].

2.2.1 Ubungen

Aufgabe 2.5.

(a) Sei (&, (-,+)) ein Pra-Hilbertraum und | f| = (f, Y2 F e £ Man zeige, dass
|-| die Eigenschaften einer Norm besitzt.

(b) Sei (X, ||y) ein normierter Vektorraum. Dann gilt die umgekehrte Dreiecksun-
gleichung
lzly = lvlxl <Mz —yly, Vo,yeX. (2.5)

(c) Gegeben seien Cauchy-Folgen (x,) und (y,) in einem normierten Vektorraum
(X, ]l y) mit limy, oo |27 — yn| x = 0. Man zeige:

Tim faalx = T [yl
Aufgabe 2.6. Man zeige, dass die Supremumsnorm || auf C¢ definiert durch
|zl = lrél%}yxj’a r=(21,...,24) € CY,

fiir d > 2 nicht von einem Skalarprodukt stammen kann.

18



2. Hilbertraume

Aufgabe 2.7 (Strikte Konvexitit der Einheitskugel im Pria-Hilbertraum).
Sei £ ein Pra-Hilbertraum und seien z # y € £ mit |z| = |y| = 1 gegeben. Dann
gilt |tx + (1 — t)y| < 1, fiir alle ¢ € (0,1).

Hinweis: Mit f =tz + (1 —t)y starte man mit der Annahme 1 = (f, tz + (1 — t)y).

2.3 Hilbertrdume und die Vervollstindigung von
Pra-Hilbertraumen

Definition 2.15. Sei (€, (-, -)) ein Pria-Hilbertraum und sei (f,,) C £ eine Folge in
E. Wir sagen:

(1) (fn) konvergiert gegen f € &, falls | f, — f| — 0 fiir n — oo gilt, in Zeichen
fn — f. Wir nennen f den Grenzwert oder den Limes der Folge (f,).

(2) (fn) heiit Cauchyfolge genau dann, wenn

Ve>03INeNVa,m>N: |f,— ful <e.

Definition 2.16. Sei H = (&, (-,)) ein Pra-Hilbertraum. Man nennt H einen Hil-
bertraum, wenn H beziiglich der Norm

Lfl=(f. )2, vfek,

vollsténdig ist, d.h. wenn alle Cauchyfolgen aus (&, |-|) einen Limes in £ besitzen.

Bemerkung 2.17. Der Limes einer konvergenten Folge ist eindeutig. Konvergente
Folgen haben die Cauchyeigenschaft.

Beispiel 2.18. Fiir d € N ist C? ein Hilbertraum mit dem Standardskalarprodukt

d
(z,y) = Z TEYp,-
k=1

Beispiel 2.19. Mit {3 bezeichnen wir die Menge der komplexen Zahlenfolgen (x,,) C
C mit Y, oy |zn|* < 00, versehen mit dem Skalarprodukt

(@), ) = 3 2T

Wegen
m+k m-+k 1 )
Z Tnlp| < Z | |yn] < B Z (‘xn‘Q + ’ynP)

ist die Reihe )\ 2,7, konvergent in C, falls (z,,), (yn) € f2. Man kann zeigen, dass
¢y vollstandig und damit ein Hilbertraum ist (siche Aufgabe 2.9).

19
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Beispiel 2.20. Sei M ein topologischer Raum und N ein Vektorraum. Sei weiterhin
f: M — N eine Funktion. Mit

supp f = {z € M; f(x) # 0}

bezeichnen wir den Trdger (engl.: support) von f. Sei nun —oo < a < b < oo und
sel

Ce(a,b) = {f € C(a,b); supp f C (a,b), supp f kompakt}.

Dann ist f € C.(a,b) genau dann, wenn f stetig ist und es Zahlen o = ay und
= pfgibt mita <a<p <bund f(z) =0 fir z <o und z > §.

f(x)

Wir definieren ein Skalarprodukt
;) : Ce(a,b) x Ce(a,b) — C
vermoge \
)= [ @) de, Vi.g € Culab)

Das Paar (C.(a,b), (-, -)) ist ein Pra-Hilbertraum. Wir werden spéter zeigen, dass es
zu jedem Pra-Hilbertraum & einen Hilbertraum #H gibt, der £ als dichten Teilraum
enthélt. Genauer gibt es zu jedem Pra-Hilbertraum £ einen Hilbertraum H und eine
lineare Abbildung J: & — H mit

[ ()5 = lzle, Vo ek,
und der Eigenschaft
VyeH Izn) CE: |y —J(z,)]5, =0, n— oo.

Man sagt dann, dass £ (isometrisch) isomorph zu einem dichten Teilraum von H
ist. Die Konstruktion von H erfolgt iiber den Prozess der Vervollstandigung, siehe
Theorem 2.26.
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2. Hilbertraume

Der Raum (C,(a,b), (-, -)) ist nicht vollstandig, denn man kann eine Folge stetiger
Funktionen konstruieren, die beziiglich der von (-,-) erzeugten Norm gegen eine
unstetige Grenzfunktion konvergiert; vgl. die nachfolgende Abbildung.

0.8

0.4

0.2

In unserem Beispiel erhélt man durch Vervollstandigung von C,(a,b) den Raum
Ly(a,b). Dieser Raum besteht aus (Aquivalenzklassen von) (Borel-)messbaren Funk-
tionen f: (a,b) — C mit der Eigenschaft

b
/ |f(2)|? dz < oo.

Der Hilbertraum Ls(a,b) ist der Zustandsraum fiir ein quantenmechanisches Teil-
chen, das sich im Intervall (a, b) befindet.

Beispiel 2.21 (Direkte Summe von Hilbertriumen). Es seien (Hy, (-, -),) und
(Ha, (-, -),) Hilbertrdume. Die Menge der Paare

(371,1'2) S 7‘[1 X Hg
versehen mit dem Skalarprodukt

(z1,72), (Y1,22)) = <l'1,?/1>1 + <$2,y2>2

ist ein Hilbertraum und heifit die direkte Summe der Hilbertraume H; und H,, in
Zeichen H, & Hs.

Beispiel 2.22 (“Kontinuierliche” direkte Summen). Sei —c0 < a < b < 00
und sei H' ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (-, -),,,. Sei

Ce((a,b);H') == {f: (a,b) — H' stetig; supp f C (a,b), supp f kompakt}

und

(f.q) = / (f(2), 9(x)y da.

21
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Dann ist das Paar (C.((a,b), H'), (-, -)) ein Pra-Hilbertraum. Seine Vervollsténdigung
wird mit o
Ly((a,b),H") oder H' dx
(a,b)
bezeichnet. Die direkte Summe von Hibertraumen wird auch als direktes Faserin-
tegral bezeichnet und hat in der Theorie der periodischen Schrodinger-Operatoren
(und damit in der Festkorperphysik) eine wichtige Anwendung, siehe Kapitel XIII.16

in [25)].

Beispiel 2.23 (Tensorprodukte von Hilbertrdumen). Seien (#y, (-,-),) und
(H2, (-, ),) Hilbertrdume. Fiir ¢; € H; und ¢y € Hy definieren wir eine konjugiert
bilineare Form

1 @@ Hi x Hy = C

durch
(1 ® @2) (Y1, 12) = (p1,91) 1 (P2, ¥2)y

fiir alle Paare (11,19) € Hy X Ha; die Form ¢; ® ¢y ist konjugiert linear in bei-
den Argumenten. Es sei £ die Menge aller endlichen Linearkombinationen solcher
Bilinearformen ¢ ® ¢o. Wir definieren auf £ ein Skalarprodukt durch

(p@,n@u) = (p,n (¥, 1),

und lineare Fortsetzung. Man muss noch zeigen, dass dieses innere Produkt in der
Tat wohldefiniert und positiv ist; siehe [23]. Fiir zwei offene Intervalle I, I, C R gilt
beispielsweise

Lo(I; X I3) ~ Lo(I1) @ Lo(I3);

dabei wird die Bedeutung von ~ in Definition 2.24 erklart. Das Tensorprodukt von
Hilbertraumen spielt in der Quantenmechanik eine grofle Rolle, etwa in der Quan-
teninformationstheorie. In der Atomphysik und der Quantenmechanik anderer Viel-
teilchensysteme tritt hiufig der Fock-Raum auf, vgl. [23]. Gegeben ein Hilbertraum
‘H, so betrachtet man

F=CoHOHOIH)OHOIHRIH)SD...,

mit den Unterdumen der symmetrischen bzw. der anti-symmetrischen Tensoren. Hier
tritt eine abzéhlbare direkte Summe auf, die man so dhnlich wie bei ¢y verstehen
kann (in dieser Terminologie kann man ¢, als die abzéhlbare direkte Summe C &
Ce& Ca... auffassen). In der Quantenmechanik benutzt man diese Hilbertraume,
um Situationen mit mehreren Bosonen (z.B. Protonen) bzw. mehreren Fermionen
(z.B. Elektronen) zu beschreiben.

Definition 2.24. Zwei Hilbertraume H; und H, heiflen isometrisch isomorph oder
einfach isomorph, wenn es eine lineare, surjektive Abbildung

UZH1—>H2
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2. Hilbertraume

gibt mit

(Uz,Uy)yy, = (7, Y)y,» Yo,y € Hi. (2.6)
Eine surjektive lineare Abbildung U mit (2.6) heit unitdir.
Bemerkung 2.25.

(1) Man sieht sofort, dass eine unitdre Abbildung automatisch injektiv und damit
bijektiv ist.
(2) Eine surjektive Abbildung U: H; — Hs ist genau dann unitér, wenn

[U]y, = l2lyy, Vo€ Ha,

gilt; dies folgt aus der Polarisierungsidentitdt (2.1). Allgemeiner heifit eine linea-
re Abbildung J: X — Y zwischen zwei normierten Vektorrdumen (X, |-|) und
(Y, |-ly) eine Isometrie, falls |Jz|, = |z|y fir alle x € X gilt; J muss dafiir
nicht surjektiv sein.

Wir kommen nun noch zur Vervollstédndigung von normierten Vektorrdumen und
damit von Pra-Hilbertraumen. Der Beweis folgt [33].

Theorem 2.26. Sei (X, |-|) ein normierter Vektorraum. Dann gibt es einen voll-
stindigen normierten Vektorraum (X, || ¢) und eine isometrische Abbildung

J: X =X

mit dichtem Bild, d.h. J(X) ist dicht in X. Der Raum X ist eindeutig bestimmt bis
auf isometrische Isomorphie.

Bewezs.

(1) Es sei C(X) die Menge aller Cauchyfolgen in X. Auf C(X) betrachten wir die
Aquivalenzrelation

(Tn) ~ (yn) = nh—>r£10 |20 — ynl = 0.

Sei X = C(X)/ ~ die zugehérige Partition und sei [(z,)] € X die durch die
Cauchyfolge (x,) € C(X) reprisentierte Aquivalenzklasse. Man sieht leicht, dass
die Verkniipfungen

[(@n)] + [(wn)] = [0 + )], ()] = [o(n)]

wohldefiniert sind und dass X mit diesen Verkniipfungen ein linearer Raum ist.
Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung (2.5) erhalten wir

lznl = lzmll < l2n = 2] =0, n,m = oo.
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2. Hilbertraume

Dabher existiert der Grenzwert der Folge (||z,|) und wir setzen

i)l = T f].

Mit Aufgabe 2.5(c) erschliet man die Wohldefiniertheit und man sieht sofort, dass

(X' g X) ein normierter Vektorraum ist.

(2) Wir zeigen nun, dass <X, H||X> vollstindig ist. Sei dazu (Zp)reny C X eine
Cauchyfolge in (X' -l X) Wir wihlen fiir jedes & € N einen Représentanten
(:c;“) C X, dh,

neN

Ty = [(mnk))neN} .

Jedes (:BSP) ist eine Cauchyfolge in X und es gibt ein n, € N mit
neN

H:r,(,’j) - 935{?“ <1/k, m > n. (2.7)

Wir setzen

oo (D) 1 (2)
T = (xnl,:cm,..., s

Ty ) = (0 jen

und behaupten, dass & eine Cauchyfolge in X ist. Es sei fgjc) € X die Klasse, die
die konstante Folge
(m(k) 2(F) 2(F) )

ng g ng ot

enthélt. Wegen (2.7) gilt dann fiir alle £k € N

|2 =7 ¢ = lim [l — 20 < 1/k, (2:8)
mithin
ot — 2| = 7 =70
<|7%) = &l ¢ + 13k — Emlg + 20 — 70 |
< 1@ — El + Lk + 1/m. (2.9)

Da (#4)ren eine Cauchyfolge in X ist, ist & in der Tat eine Cauchyfolge in X. Wir
zeigen nun noch, dass [T — [Z]| x — 0 fiir £ — oo. In der Tat gilt wegen (2.8)

|#: — [#]l5 < | & — 28| + |70 — [4]

%
< |2 - [3]] ¢ + 1/k. (210
Wir haben
6] =70 = Jim [ — ol
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2. Hilbertraume

<20y lim |, — 7| <
<o) lim [, — Zilz +1/k

und wegen |z, — | ¢ < ¢ fiir alle k,p > N, folgt

also mit (2.10)

Jim 7, — [2]] ¢ = 0.

(3) Wir definieren eine Abbildung J: X — X durch
= J(x) = [(z,z,z,...)].

Offenbar ist J isometrisch und injektiv. Zu zeigen bleibt, dass es zu jedem & € X
und zu jedem € > 0 ein z € X gibt, so dass |T — J(2)|x <e. Zuz = [(z,)] € X
und € > 0 gibt es ein ng € N mit |z, — 2| < ¢, fiir alle n,m > ny. Dann gilt

[~ Tl = Jim o, = 3] < <.

Damit ist das Theorem bewiesen. ]

Bemerkung 2.27. Ist (X, |-|) ein Pra-Hilbertraum, so iibertragt sich die Parallelo-

grammgleichung von (X, |-|) auf (f( -l X) Daher ist dann (f( g X) ein Hilbert-
raunm.

2.3.1 Ubungen

Aufgabe 2.8. Man zeige, dass der Pra-Hilbertraum & = (C[—1, 1], (-,-)) mit dem
Skalarprodukt aus Beispiel 2.20 nicht vollstindig ist.

Hinweis: Konstruieren Sie eine Cauchyfolge in £, die punktweise gegen eine unstetige
Funktion konvergiert.

Aufgabe 2.9. Man zeige, dass der Folgenraum /5 vollsténdig ist.
(k)

Hinweis: Fiir eine Cauchyfolge (ag)gen C f2, ap = (an > C C gilt ||6Lk||2 =
neN
2
a,(@k)‘ < oo und limy ;o [ax — a;] = 0. Man betrachte a = (a,)neny mit

ZnEN
oy, = limy oo o und zeige a € lo und |a — ay| — 0, k — oo. Hierfiir ist es giinstig,

(k)|

an_an

zu verwenden.

zunéchst nur endliche Summen der Form » 7, _ -

Aufgabe 2.10. Zeigen Sie, dass die direkte Summe H; & Hs der Hilbertraume H;
und Hs wieder ein Hilbertraum ist.
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Kapitel 3

Orthogonalitiat und der
Darstellungssatz von Riesz

Im Pré-Hilbertraum erméglicht die Existenz eines Skalarprodukts das Studium von
Winkeln zwischen zwei Vektoren. Von zentraler Bedeutung fiir die Geometrie des
Hilbertraums ist der rechte Winkel und damit der Begriff der Orthogonalitét.

3.1 Orthogonalitit

Definition 3.1. Sei £ ein Préa-Hilbertraum.
(1) Wir nennen f, g € € orthogonal, falls (f,g) = 0 ist; in Zeichen f L g.
(2) Fiir eine Teilmenge M C & definieren wir

M+ ={fec&VYgeM: fLg}

Bemerkung 3.2. Eine Menge G C £ ist abgeschlossen, wenn fiir alle Folgen (x,,) C
G mit z,, — x in &€ bereits x € G gilt. Man sieht leicht, dass M~ abgeschlossen ist
(siche Theorem 3.7(i)).

Theorem 3.3 (Pythagoras). Sei £ ein Prd-Hilbertraum und seien f,g € £ mit
f L g. Dann gilt
1+ al* = 11"+ al*

Beweis. Dies folgt durch Ausrechnen der linken Seite. n

Definition 3.4. Sei £ ein Pra-Hilbertraum, M C £ ein linearer Teilraum und sei
f € €. Ein Vektor g € M heifit Orthogonalprojektion von f auf M, falls f —g € M~
ist.

Der nachfolgende Satz ist einer der zentralen Sétze der Funktionalanalysis und
ctabliert die Zerlegung H = M @ M*, wenn M ein abgeschlossener Teilraum des
Hilbertraums H ist.
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8

N
[

<

Theorem 3.5 (Der Projektionssatz). Sei H ein Hilbertraum und M C H ein
abgeschlossener Teilraum. Dann besitzt jedes x € H eine Orthogonalprojektion auf
M ; diese ist eindeutig bestimmt. Genauer existieren zu jedem x € H eindeutig be-
stimmte Vektoren z € M und z, € M+ mit

r=z-+=z.
Insbesondere haben wir die Zerlequng
H=Mao M.
Beweis. Sei v € H und d der Abstand von = zu M:
= inf |z —y].
Jnf |-y

Nach Definition des Infimums gibt es eine Folge (y,) C M mit |z —y,| — d fir
n — oo. Dabei gilt fiir alle n € N zugleich |z — y,,| > d. Wir behaupten nun, dass
(yn) eine Cauchy-Folge ist. Dazu rechnen wir

2 2
|Ym = wrl” = (2 = ym) — (z — yi) |
=00 2|7 = yu|* + 2|7 — ye|* = 122 — Y — ve|”
2

1
T — _<ym + yk)

2 2
=2 Iz — gl + Iz = ul?) =4 | — 5

<2 (| = yul® + & — wal*) — 4%,
da 1 (ym + yx) € M. Damit folgt
Hym - kaQ — 2(d2 + d2) - 4d2 = 07 m, k— oo,

und wir haben die Cauchy-Eigenschaft bewiesen. Da H vollstandig ist, existiert ein
z € H mit y, — z, n — oo. Wegen M = M und (y,,) C M muss schon z € M
gelten. Weiter folgt wegen der Stetigkeit der Norm

|l — 2| = Hx — lim y,| = lim |z —y,| = d.
n—oo n—oo
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Wir definieren jetzt 2z, = x — 2, so dass * = z + z, gilt, und weisen noch z;, € M+
sowie die Eindeutigkeit der Zerlegung nach. Fiir beliebiges y € M und t € R ist
z+ty € M, also

& <o~ (24t = ler — tyl" = & = 2tRe (z1,9) + £ |yI",

also
2t Re (z1,y) < |y|*, VteR,

mithin Re (z,,y) = 0. Analog zeigt man Im (z,,y) = 0. Damit ist (z,,y) = 0 fur
alley € M, d.h. z; € M*. Sei nun z = w + w, eine weitere Zerlegung von z mit
w € M und w; € M*. Dann gilt 0 = (2 — w) + (21 —wy) mit 2 —w € M und
2, —w,; € M*. Nach dem Satz des Pythagoras muss dann

0=z —w|*+ |z —wi |’
gelten. Es folgt 2z =w und z;, = w,. O

Bemerkung 3.6. Da M, M+ als abgeschlossene Teilrdume von H selbst Hilbertriu-
me sind, kann man die Notation H = M @ M~ wie in Beispiel 2.21 interpretieren.

Theorem 3.7. Seien M, N lineare Teilrdume des Hilbertraums H. Dann gilt:
(1) M+ ist ein abgeschlosser linearer Teilraum von H.

(2) Aus M C N folgt N* C M+.

(3) M =M*.

(4) BT = M (= (M),

(5) Es gilt M = H genau dann, wenn M+ = {0}.

Beweis. Aufgabe 3.1. O

3.1.1 Ubungen

Aufgabe 3.1. Beweisen Sie Theorem 3.7.
Hinweis: Fiir den Beweis von (4) und (5) verwende man den Projektionssatz.

Aufgabe 3.2. Im Folgenraum /5 betrachten wir die Unterrdume
1
M = {x € gQ;LEQk = E.TQ]C_]_, Vk € N}
und
N ={x € ly;x9,, = 0, Vk € N} .
Man zeige:
(a) M und N sind abgeschlossen.
(b) M NN = {0}.
(¢) M+ N #M+ N = /l.
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3.2 Lineare Funktionale

Definition 3.8.

(1) Sei (X, || y) ein normierter Vektorraum. Eine (stetige) lineare Abbildung ¢: X —
C heiBt ein (stetiges) lineares Funktional.

(2) Ein lineares Funktional ¢: X — C heiflt beschrinkt, wenn es eine Konstante
C > 0 gibt mit
(z)| < Clx|yx, VrelX. (3.1)

Bemerkung 3.9. Fiir X = R? oder X = C? sind alle linearen Funktionale stetig. I.
Allg. kann es aber unstetige lineare Funktionale geben. Des ist nicht leicht zu zeigen
und erfordert die Anwendung des Auswahlaxioms.

Lemma 3.10. Sei (X, |-|y) ein normierter Vektorraum und sei £: X — C ein
lineares Funktional. Dann gilt:

0 st stetig <= ( ist stetig bei 0 <= { ist beschrdnkt.

Beweis. Aufgabe 3.3. O

Definition 3.11. Fiir ein stetiges lineares Funktional ¢: X — C definieren wir die
Norm von ¢ durch

[€] = sup{|é(z)[; 2 € X, ]y <1} (3.2)
Bemerkung 3.12. Die Zahl |¢| ist das Infimum der Konstanten C' mit (3.1). Dieses
Infimum wird angenommen fir C' = |£|; insbesondere gilt |[¢(z)| < || |z|. Dies

werden wir spéter unter allgemeineren Bedingungen zeigen.

Sei £ ein Pra-Hilbertraum. Unter Verwendung der Schwarzschen Ungleichung
sieht man, dass jedes g € & eine stetige lineare Abbildung /,: £ — C vermoge
f = L,(f) = (f,g) erzeugt. Die Stetigkeit sieht man entweder mit Lemma 3.10 und
| (f,9) | < |fllgl oder direkt: Aus f,, — f in & folgt

[lg(frn) = Lg(N) = [(fo = Fra) | < Ifu = Fllgl =0, n— o0

Aus der Schwarzschen Ungleichung folgt auch sofort, dass ||¢,] < |g|. Wegen ¢,(g) =
lgI? erhalten wir |¢,] = |g]-

Eine der wichtigsten Anwendungen des Projektionssatzes ist der Beweis des Dar-
stellungssatzes von Riesz. Er besagt, dass es zu jedem stetigen linearen Funktional ¢
auf dem Hilbertraum H ein g € ‘H mit der Eigenschaft ¢ = ¢, gibt.

Theorem 3.13 (Riesz). Sei H ein Hilbertraum und (: H — C linear und stetig.
Dann gibt es genau ein g € H mit

(f)=<(f9), YfeH.
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Beweis.
(1) Da ¢ linear ist, ist
M =ker() = {x € H;{(x) =0}

ein linearer Teilraum von H. Da /¢ stetig ist, ist M = M. Wir diirfen 0.E. M #
‘H annehmen, da andernfalls das Theorem mit der Wahl g = 0 folgt. Nach dem
Projektionssatz existiert nun ein h € M=+, h # 0. Wir machen den Ansatz g = ch,
wobei wir ¢ € C\{0} so wihlen, dass ¢(g) = (g, ¢) gilt. Die Zahl ¢ ergibt sich also
aus der Gleichung

cl(h) = |c|* (h,h), (3.3)

mit (k) # 0 und (h, h) = |h|* > 0. Wenn wir ¢ = re schreiben, lautet (3.3)
re'’0(h) = r* (h, h)
und es ist ¢ = re™™ = £(h)/ |h|*.

(2) Sei nun f € H. Wegen
((£-580) = an - {huw -0

t(g) t(g)
ist o)
f - @g e M.
Mit g € M+ und ¢(g) = (g, g) erschlieBen wir
0= (1= 300a) = tr.0) -G8 ~ (1.9 - ).

(3) Wir zeigen noch die Eindeutigkeit: Die Annahme ¢, = ¢, mit g, ¢" € ‘H impliziert
(u,g) = (u, g’y fir alle u € ‘H. Mit der Wahl u = g — ¢’ erhalten wir |g — ¢'| =0
und schlieBllich g = ¢'. O

Definition 3.14. Sei H ein Hilbertraum. Wir definieren
H* = {l: H — C;{ linear und stetig},

versehen mit der Norm aus (3.2). Das Paar (H*, |-|) heifit der Dualraum von H.

Korollar 3.15. Sei H ein Hilbertraum. Dann ist H* (anti-)isomorph zu H.

Beweis. Sei j: H — H* definiert durch

g lg) =1Ly =1(,9) €N
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3. Orthogonalitdt und der Darstellungssatz von Riesz

Wegen [[£4] = |g] ist
175> = 16915 = N9l

und folglich ist j: H — H* isometrisch und damit injektiv. Nach dem Darstellungs-
satz von Riesz ist j aber auch surjektiv. Wegen

ist j konjugiert linear (= anti-linear). Zusammenfassend ist j anti-unitér, mithin
sind ‘H und H* anti-isomorph. m

Der Darstellungssatz von Riesz motiviert die in der Quantenmechanik haufig
verwendete bra-ket-Notation (Dirac-Notation) fiir Elemente des Hilbertraums (“ket-
Vektoren”) |¢) und seines Dualraums (“bra-Vektoren™) (¢|.

3.2.1 Ubungen

Aufgabe 3.3. Beweisen Sie Lemma 3.10.

3.3 Orthonormalbasen

Definition 3.16. Sei £ ein Pra-Hilbertraum und sei A eine beliebige Indexmenge.
Eine Familie (24)aca C € heiBt ein Orthonormalsystem (ONS), wenn

{ lza] = 1, Vo € A, (3.4)

(o, 28) =0, Vo,B €A, a#p.
Fiir (3.4) verwendet man auch die Kronecker-Notation (., z3) = 04 s-
Beispiel 3.17.
(1) Im Hilbertraum ¢, wird das Standard-ONS (e;);en gegeben durch

e; =(0,...,0,1,0,0,...),

mit der 1 an der i-ten Position.

(2) Im Pra-Hilbertraum C|0, 27] mit dem Skalarprodukt

(f.g) = / " f(2)g(@) da

bilden die Funktionen fi(z) = \/LE sinkx, k € N, ein ONS.

Definition 3.18. Sei H ein Hilbertraum.

(1) Ein linearer Teilraum V C H heifit dicht in H, wenn V = H ist. (Zu jedem
x € H existiert dann eine Folge (v,) C V mit |z — v, | — 0 fiir n — o0.)
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(2) Ein ONS (z4)aea im Hilbertraum #H heifit eine Orthonormalbasis (ONB), wenn
span{z,; a € A} ein dichter Teilraum von H ist; in Zeichen:

H = span{z,; o € A}. (3.5)

Lemma 3.19. Fin ONS (24)aca tm Hilbertraum H ist genau dann eine ONB, wenn
qgilt:
((x,2q) =0, VYa€eA) <<= ax=0. (3.6)

Beweis. Sei (3.5) erfillt und sei (z,z,) = 0 fiir alle « € A. Zu € > 0 gibt es eine

endliche Linearkombination .

yt’:‘ - E aixai

=1

mit |z — y.| < e. Dann ist
2
|2]” = (2, 2) = (&, 2 = ye) + (2, 42) < |z |z =y < ez,

da (z,y.) = 0. Also muss = 0 sein. Sei nun (3.6) erfillt. Aus der Annahme

M = span{z,;a € A} #H

folgt nach dem Projektionssatz die Existenz eines 0 # x € M. Offenbar erfiillt
dieses z dann (z,x,) = 0 fiir alle @ € A, im Widerspruch zu (3.6). O

Theorem 3.20 (Die Besselsche Ungleichung). Sei £ ein Prd-Hilbertraum und
sei (To)aca C E ein ONS. Dann gilt fir alle f € €

S oI aa) P <P (3.7)

acA

Theorem 3.21 (Die Parsevalsche Gleichung). Sei H ein Hilbertraum und sei
(Ta)aca C H eine ONB. Dann gilt fir alle f € H

F=) {fwadza, 117 =D[{fiza) I* (3.8)

a€cA aEA

Beweis. Wir schreiben f, = (f, z,) fiir a € A.

(1) Fiir beliebiges n € N, beliebige Zahlen cy,...,¢, € C und beliebige Indizes
aq,...,q, € A rechnen wir

n 2 n n
Hf - chiﬁaj = <f - chxajyf - chxaj>
j=1 j=1 j=1
= /1" - <f,chxaj> - <chwapf>
J=1 J=1
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n n
+ E cjxaj,g CjTay
j=1 7j=1
n

=11 =D fa, =Y cifa, + D leil
P =1

Jj=1

=12+ [ fa, — il =D 1]
j=1 j=1

Fiir gegebene oy, ..., a, € A wird daher das Minimum von Hf — Z?:1 CjTa,| fir
die Wahl
Cj::focjv j:]-a"'vna
angenommen. Damit sehen wir, dass
2
‘ f - Zfajxaj - “f“ - Z |f04j|2’
i=1 J=1
mithin .
2
Do P <A1 (3.9)
j=1

Aus (3.9) folgt: Es kann hochstens ein a € A geben mit |f,|> > %Hf||2, es kann
hochstens vier Indizes o € A geben mit [f,|* > 1 f |?, etc. Allgemein kann es fiir
beliebiges k € N héchstens 2¥ Indizes o € A geben mit | f,|? > 27% | f|*. Daher gibt
es hochstens abzéhlbar unendlich viele Indizes o € A mit f,, # 0; diese bezeichnen
wir mit (&;)jen. Fir alle o € A\{a;;7 € N} ist f, = 0. Aus (3.9) folgt nun
doi<jen Ifa; P < | £]?, fiir alle N e N. Mit N — oo folgt daraus

> o al <151 (3.10)
j=1

und damit sofort die Besselsche Ungleichung (3.7).

(2) Seinun (z4)aeca eine ONB. Nach (1) gibt es zu jedem f € H hochstens abziahlbar
unendlich viele @ € A mit (f, x,) # 0. Diese Indizes nennen wir «q, s, ... und
schreiben wieder fq; = < f, :L‘a].> mit 7 € N. Wir behaupten

n
f=lim Y foa,.
j=1

Die Folge der Partialsummen g, =), <j<n Ja;Ta; ist eine Cauchyfolge, denn fiir
m < n gilt wegen (3.10)

2

n
Z fOéj'IOéj

J=m+1

= > |fa,P =20, mn— oo

m<j<n

2
lgn — gm|” =
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Wir setzen

n—oo n—

f=lim g, = lim Z Ja;Ta,
j=1

und zeigen
<f—ﬁn»:0,VaeA
Wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts gilt fiir alle K € N

<f’ xak> = <7}LH;OZfaj$aj7wOék> = nlgrolo <Z fajwaj7xak>
j=1 j=1

n n
- JEEOZ fa; <x0¢j>$ak> = ,}EEOZ Jo; 05k
=1 i=1
= fakv

so dass
<f—f@%>:a vk € N.
Fir a € A\{oy, ag,...} gilt

n

<f’ m“> = fm <Zf°‘j%‘w%> =0

j=1

und (f, x,) = 0. Somit ist <f — 1, xa> = 0 fiir alle @ € A und es folgt f = f oder

f= Z<f7xaj>$aj;
j=1

das ist der erste Teil des Satzes von Parseval. Weiter konnen wir nun ausrechnen

2 2

2 n n
2 ] . .
P = |7 = i D faya,| = lim |37 foye,

j=1 j=1

n oo
= nh—>n;102 ‘fozj‘2 = Z ’faj|27
j=1 j=1
was die zweite Aussage des Satzes von Parseval ergibt. OJ

Theorem 3.22. Jeder Hilbertraum besitzt eine ONB.

Bemerkung 3.23. Diesen Satz werden wir nur fiir separable Hilbertraume bewei-
sen, vgl. die nachfolgende Definition. Fiir nicht-separable Hilbertriume verwendet
man als Hilfsmittel im Beweis das Lemma von Zorn, das zum Auswahlaxiom aqui-
valent ist.
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Definition 3.24. Ein Hilbertraum H heifit separabel, wenn es eine abzihlbare Teil-
menge {yx; k € N} C H gibt mit

span{yg; k € N} = H.

Bemerkung 3.25.

(1) Offenbar ist H genau dann separabel, wenn es zu jedem x € H und zu jedem

g > 0 endliche Linearkombinationen y = » %",

¢; € Cund k; € N so, dass |z —y| < e.

CjYk,; gibt, mit geeigneten m € N,

(2) O.E. sei in Definition 3.24 y; # 0. Falls yi € span{yi,...,yk_1}, so kénnen wir
yi streichen. Dies fithren wir fiir alle & € N durch und erhalten entweder endlich
viele linear unabhéngige 1, ..., 95 € {yx; k € N} mit

Span{gl? s 7@]\7} = Spa’n{yk; ke N} =H

oder abziahlbar unendlich viele linear unabhéngige {gx; k € N} C {yx; k € N}
mit

span{yy; k € N} = span{y; k € N} = H.
Im ersten Fall ist # endlichdimensional, d.h. H ~ C¥.

Beweis von Theorem 3.22. Es sei (yx) wie in Definition 3.24. Wir nehmen dabei
zusétzlich y; # 0 an und dass

Yk+1 ¢ Span{yla s 7yk}7 Vk e N.

Wir definieren induktiv 1

Ty = Tl
1]

d
un 1

§o = y2 — (Yo, 11) 71, T2 = &
&1
Dabei ist & # 0, denn y; und yo sind linear unabhéngig. Weiter gilt span{z,zo} =

span{yi, Y2},
(2 21) = (Y2, 71) — (Y2, 1) (w1, 71) =0

und |x2| = 1. Insgesamt haben wir erreicht, dass xo L x; und |z3] = 1. Wenn
wir annehmen, dass 1, ..., %, bereits konstruiert sind, mit (z;,z;) = §;; fiir ,j €
{1,...,n} und

span{zy,...,z,} = span{yi, ..., yn},

SO setzen wir
n

gn—i-l = Yn+1 — Z <yn+1’ xj) T (3‘11>

j=1
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und haben (&, 1, 2,) =0, k € {1,...,n}, und

span{z1, ..., Tn, §nr1} = span{ys, .. -, Yn, Yns1}-

Wir setzen

Ty = ).
SRR T

Die Aussage von Theorem 3.22 folgt durch vollstandige Induktion (Gram-Schmidt-
sches Orthonormalisierungsverfahren). ]

Bemerkung 3.26. Sei H ein separabler Hilbertraum und M C H ein abgeschlos-
sener Teilraum von H. Es gebe eine ONB (7 )keny und eine Indexmenge A C N so,
dass (mx)kea eine ONB von M ist. Fiir x € H sei x = z + z, die Zerlegung von x
nach dem Projektionssatz, d.h. 2 € M und z, € M*. Man sieht sofort, dass

<z = Z (Tome) My 21 = Z (@, 7K) Nk
kEA k¢ A

Insbesondere sieht man, dass man beim Gram-Schmidtschen Verfahren in Gleichung
(3.11) die Orthogonalprojektion von y,1 auf den Teilraum span{x,...,z,} sub-
trahiert; vgl. Aufgabe 3.6.

Wir nennen einen Hilbertraum endlich-dimensional oder einen Fuklidischen Vek-
torraum, wenn ‘H eine endliche ONB {1, ..., x,} besitzt. Wir kénnen H dann mit
C" identifizieren. In einem separablen, nicht endlich-dimensionalen Hilbertraum ist
nach Bemerkung 3.25 jede ONB abzihlbar. Wir vereinbaren, dass separabel im Fol-
genden bedeuten soll, dass H eine abzédhlbare ONB besitzt; genauer unterscheiden
wir zwischen den folgenden drei Klassen von Hilbertrdumen:

e endlich-dimensionale oder Euklidische Vektorrdume iiber C,
e Hilbertraume mit abzahlbarer ONB,

e Hilbertraume, die nicht endlich-dimensional sind und die auch keine abzéahlbare
ONB besitzen.

Der zweite Fall ist dabei der interessanteste und fiir die Anwendungen wichtigste.

3.3.1 Ubungen
Aufgabe 3.4. Fiir f € C'(R;C) periodisch mit Periode 27 seien

e M f(t) b, = e (¢ n € Z.

Cn =

=l =l

Man zeige der Reihe nach:

(a) Es ist ZnGZ ‘CHP < 09, ZnEZ ‘bn|2 < 00 und ZnEZ n2|cn‘2 < 0.
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(b) Esist >, .y lca] < 00.

(c) Die Folge der Partialsummen

M
1 .
x) = E ——c,e™, M eN,
ey V2T

konvergiert fiir M — oo gleichméflig gegen eine stetige Funktion g.

(d) Man zeige, dass der gleichméfiige Limes g der Folge (gas)amen mit f iiberein-

stimmt.

Hinweis: Man darf ohne Beweis benutzen, dass durch (\/%e*i”t) eine ONB
4 nez

von C10, 27| beziiglich des Skalarprodukts (u,v) fo t)dt gegeben ist.

Daher gilt nach Parseval |f — gp| — 0 fiir M — oo.

Aufgabe 3.5. Man wende das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren
auf die Funktionen 1,z, 2%, 2% auf dem Intervall [—1,1] C R mit dem Skalarprodukt

f f(x)g(z)dz an.

Hmwezs. Nutzen Sle bei der Rechnung Symmetrien aus.

Aufgabe 3.6.

(a) Sei M ein abgeschlossener Teilraum eines Hilbertraums H. Es seien {¢, }aeca und
{15} sep Orthonormalbasen von M bzw. von M~. Dann gilt fiir jede Zerlegung
vonx € H der Form o = 242, 2 € M und z, € M~*, nach dem Projektionssatz

z = Z (T, 0a) Pay 2L = Z (z,98) Vg

acA BeB

(b) Es sei H ein Hilbertraum mit ONB (24)aca und es sei £: H — C ein stetiges
lineares Funktional auf H. Zeigen Sie, dass das Element g == Y, {(x)z, die

Eigenschaft
(f)=_f9), VfeH,
besitzt.

Aufgabe 3.7.
(a) Sei & = (C0,1],(:,-)) der Pra-Hilbertraum aus Beispiel 2.20. Zeigen Sie, dass
& separabel ist (d.h. £ besitzt eine abzdhlbare dichte Teilmenge).

(b) Man zeige, dass der Hilbertraum Lo(a, b) aus Beispiel 2.20 fiir —oo < a < b < o0
separabel ist.

Aufgabe 3.8 (Ein nicht-separabler Pri-Hilbertraum). Es sei £ der Vektor-
raum der trigonometrischen Polynome auf der reellen Achse, d.h. £ besteht aus allen
Funktionen f: R — C der Form
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mit beliebigen Zahlen n € N, ¢, € C und (paarweise verschiedenen) oy, € R, fiir
k=1,...,n

(1) Zeigen Sie, dass
(f.9) = Jim / 70
ein Skalarprodukt auf £ definiert.
Hinweis: Fir f(t) = > 0_, cxe ™ gilt (f, f) = >0, |kl
(b) Zeigen Sie, dass die Familie von Funktionen (g,)acr mit g (t) = €t ein ONS
in & bildet.

Aufgabe 3.9.

(a) Zeigen Sie, dass jeder separable Hilbertraum # isomorph zum Folgenraum /o
ist.

(b) Sei & ein Préa-Hilbertraum, der eine Folge (x,),en enthélt, so dass span{z,}
dicht in & ist. Man zeige (ohne Theorem 2.26 zu verwenden), dass £ zu einem
separablen Hilbertraum vervollsténdigt werden kann.

3.4 Schwache Konvergenz

Im R™ oder C" besitzt jede beschrénkte Folge nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf3
eine konvergente Teilfolge. Dies ist in einem separablen Hilbertraum nicht mehr
wahr. Sei H ein separabler Hilbertraum und (zx)reny C H ein ONS. Wenn wir (zy)
als Folge betrachten, so gilt

|, — ;) =2, k.

Die Folge (xy) besitzt daher keine konvergente Teilfolge. Aus diesem Grund wol-
len wir einen schwécheren Konvergenzbegriff finden und fithren dazu das Konzept
der schwachen Konvergenz ein. Hierbei nutzen wir aus, dass wir H und H* nach
Korollar 3.15 miteinander identifizieren konnen.

Definition 3.27.

(1) Eine Folge (f,) C H heifit schwach konvergent, wenn die komplexen Zahlenfol-
gen ({fn,u))nen fiir alle u € ‘H konvergieren.

(2) Die Folge (f,) konvergiert schwach gegen f € H, wenn

<fn,U>—><f,u>, Yu e H.

Man schreibt dann f, — f oder f, — f (schwach), w — lim, s fn = f,
Jo =T
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Bemerkung 3.28.

(1) Schwache Konvergenz bedeutet “koordinatenweise Konvergenz” und ist dquiva-
lent mit der Konvergenz von (¢(f,,))neny C C fiir alle £ € H*.

(2) Der schwache Limes ist eindeutig.

Theorem 3.29. Schwach konvergente Folgen sind beschrdnkt.

Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem Prinzip von der gleichmdfiigen Beschrdankt-
heit (Uniform Boundedness Principle) in Verbindung mit der Isomorphie von H**
und H. Wir wollen hier einen Spezialfall des Uniform Boundedness Principle bewei-
sen, der genau zu unserer Anwendung passt. Ziel ist es, aus punktweiser Beschrankt-
heit (plus Linearitét) auf gleichmaffige Beschranktheit zu schliefen.

Theorem 3.30. Sei X ein vollstindiger normierter Vektorraum und seien
on: X =-C, neN,
lineare und stetige Abbildungen. Weiterhin gelte

Vo e X : sup|e,(z)| < .
neN

Dann gibt es eine Zahl C > 0 mit |p,| < C, fir allen € N.

Beweis. Angenommen die Folge (|p,|) wére nicht beschrankt. Wir konstruieren
dann induktiv Folgen (z;) C X und (ny) C N so, dass

1 2k
|z] < 27" min = (3.12)
T+ o~ T+ maxizyan on |
und
k—1
i ()] =k + Y on, (2))]- (3.13)
j=1

Wie kénnen wir (3.12) und (3.13) erfiillen? Wenn z; und n; fir j < k fest gewéhlt
sind, so ist die rechte Seite von (3.12) eine positive Zahl a;, und nach Voraussetzung

ist
Oj = sup |(pn(l’])| <oo, J< ka
neN
setze By = k + Zf;ll C;. Wihle ny, so, dass [¢n,| > Br/ax. Nach Definition der
Norm eines linearen Funktionals gibt es dann ein y = y,, € X mit |y| = 1 und

|On, (¥)| > Bi/ak. Mit z,, = oy gilt dann offensichtlich |¢,, (xx)| > Bk und x| <
Q.
Wir setzen nun

oo
T = E Tk,
k=1
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wegen |zx| < 27F konvergiert die Reihe auf der rechten Seite. Weiter folgt aus (3.12),
dass fir k > j

1 <27k

o (@)] < on < e l2™ o <
o, )] < o el < o, |27y

Y

also > ps i [, (zx)] < 1 oder

Y low (2 < 1. (3.14)

j=k+1

Damit ergibt sich fiir alle £ € N wegen (3.13) und (3.14)

> lom @) = 3 lom @) = 3 ons )]

j=1 j=k+1

o0

Z Pry, ({L“])

j=1

|oni ()] =

> k-1,
was im Widerspruch zur Voraussetzung sup{|¢x(z)|; & € N} < oo steht. O

Beweis von Theorem 3.29. Sei (u,,) C H eine schwach konvergente Folge. Dann gibt
es zu jedem x € H ein C, > 0 mit

| (Up,2) | < Cpy VneN.

Daher erfiillen die linearen Funktionale ¢,,, n € N, definiert durch

gn(f) = <un7f>a f€H7

die Voraussetzungen von Theorem 3.30. Folglich gibt es eine Konstante ¢ > 0 mit
14,] < ¢, fiir alle n € N, und somit

|un] = [€a] <e, ¥n €N,

Dies beendet unseren Bewelis. O

Theorem 3.31 (Schwache Folgenvollstindigkeit des Hilbertraums). FEs sei
(fn) C H eine schwach konvergente Folge im Sinne von Definition 3.27(1). Dann
gibt es ein f € H mit

fo = f

im Sinne von Definition 3.27(2).
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Beweis. Durch
((v) = lim (v, f,), YveH,

n—oo
wird ein lineares Funktional auf H definiert. Mit der Schwarzschen Ungleichung und
Theorem 3.29 haben wir

()| = lim | v, £} | < (sup ||fn\|> ol < C ol
n—00 neN

mithin ist ¢ beschrdankt und somit stetig. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt
es ein f € H mit
l(v) = (v, f), YveH.

Damit folgt die Behauptung. ]
Theorem 3.32. Sei (u,) C H und sei uw € H. Dann gilt:

(1) Aus u, — u folgt u, — u.

(2) Aus u, — u folgt |u| < liminf, o0 [ty

(3) Aus u, — u und |u| > limsup,,_, |u.| folgt u, — u.

(4)

4) Sei M = M ein Unterraum von H, u € H und (u,) C M mit u,, — u. Dann
gilt uwe M.

Beweis. Aufgabe 3.10.

Theorem 3.33. Die abgeschlossene Finheitskugel im Hilbertraum H ist schwach
folgenkompakt, d.h. zu jeder Folge (z,) C H mit |x,| < 1 gibt es eine schwach
konvergente Teilfolge.

Beispiel 3.34. Sei (7;,) C H ein ONS. Dann gilt 2, — 0, denn fiir alle f € H ist
nach der Besselschen Ungleichung Y~ .y | (zx, f) |* < co, mithin gilt fiir alle f € H

(xg, ) = 0, k — oo.
Aber es gibt keine norm-konvergente Teilfolge, da stets |z — z; 1> =2, j #Fk, gilt.

Beweis von Theorem 8.33. Sei B = {u € H;|u| < 1} und sei (x,) C B. Dann ist

M = span{z,;n € N}

separabel oder endlich-dimensional. Wir verfolgen nur den separablen Fall weiter, da
der endlich-dimensionale Fall durch den Satz von Bolzano-Weierstraf fiir C¢ abge-
deckt wird. Sei (ex)ren eine ONB von M. Die komplexe Zahlenfolge ((z,,€1))nen
ist nach der Schwarzschen Ungleichung beschriankt; daher gibt es eine Teilfolge

<<x$11), 61>> C ((zp, €1))nen so, dass die Folge <<l’$11), €1>> C C konvergiert.
neN neN
Wir wahlen fiir £ = 2,3, ... sukzessive Teilfolgen

(z®

n )nEN - (x(kil)) - - C ('xfll))neN - (x”>n€N

n neN o
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so aus, dass die komplexen Zahlenfolgen <<x£f), ek>> konvergieren. Wir definie-
neN

ren dann die Entwicklungskoeffizienten des Grenzelements = beziiglich des ONS (ex)
durch
ap = lim <x,(f),ek>, keN,

n—oo

wobei die Folge (:c,(ln)) gemafl dem folgenden Schema Diagonalfolge genannt wird.

’ anl‘nzﬂnz3‘nz4‘--~‘

Ty P R s O
Y PG I R
xgk) xgk;) — mge)
Wir setzen .
X = Z ke, (3.15)
k=1

und zeigen r € B und 2 s 2. Zunichst wollen wir iiberlegen, dass die Reihe in
(3.15) konvergiert. Fiir alle N € N gilt

(#2) nen © (20?)

und somit

N N )
2 _ (k)
;Iakl —g&;\@n cer)|

N
= Jim 37 (el )|
k=1

< sup Hx;N)HQ
neN

<1,

wobei wir die Besselsche Ungleichung verwendet haben. Wegen |az|? > 0 konvergiert
die Reihe >, o[ und es ist

o0

D el <1

k=1
Zu ¢ > 0 gibt es daher ein N, € Nmit Y, |ag|* < e fiir alle n > m > N,

mithin auch
n 2 n
E Q€L
k=m

=)l <e.

k=m
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Daraus folgt die Konvergenz der Reihe in (3.15) sowie die Abschitzung |z < 1
bzw. x € B. Zur Vereinfachung der Notation sei nun wu,, = 2. Fiir f e Mt ist
(Un, f) = 0 und (z, f) = 0, also (u,, f) — (x, f). Wegen H = M & M+ miissen wir
noch f € M betrachten: Zu € > 0 existiert ein N € N mit

Dann gilt

[(un, f) = (. )] = [{un — 2, f)]
<Un—33az77k€k> <Un—$,f—z77k€k>

Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite haben wir die Abschétzung

N
<un - Jf,f - an6k>
k=1

Fiir den ersten Term gilt

N N
<un — anek> = m((un, ex) — o) = 0,
k=1 k=1

da (un, er) = ap = (z,ex), n — oo. Hierbei verwenden wir, dass

<

+

< ||un—l’|| < 2e.

F=Y mex

k=1

‘ N

- (x7(lk))n€N7

d.h. ab dem laufenden Index n = k ist die Diagonalfolge eine Teilfolge von (x%k)> :
neN
Damit haben wir gezeigt, dass (u,, f) — (z, f) fiir alle f € H. ]

Lemma 3.35. Seir H ein Hilbertraum und D C H eine dichte Teilmenge. Weiter
sei (un) C H eine beschrankte Folge und es sei uw € H. Dann gilt:

Uy —u = VfED: (u,f)— (uf).
Beweis. Aufgabe 3.11. O

Bemerkung 3.36. Lemma 3.35 wendet man héufig mit D = span{z;} an, wenn
(xr)ken eine ONB von H ist. Fiir beschrénkte Folgen (u,) erhdlt man dann das
folgende Kriterium:

U, ~—>u &= VkeN: (u,z) = (u,z3), n— oo.

Wir wollen den Begriff der schwachen Konvergenz noch etwas genauer untersu-
chen und erinnern an den Begriff der Metrik aus Bemerkung 2.11.
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Theorem 3.37. Sei H ein separabler Hilbertraum mit der ONB (e;)jen und sei
B ={ueH;|u| <1}

(1) Durch
du(f,9) =Y 27 [ —g.e)l, fgeH,
j=1

wird auf H eine Metrik erzeugt.
(2) Fiir (u,) C B und u € B gilt:

w

Uy — U = dy(un,u) = 0.

Beweis. Aufgabe 3.12. O

Bemerkung 3.38. Die Einschrinkung auf die Kugel B in Teil (2) ist wesentlich,
vgl. Aufgabe 3.13.

3.4.1 Ubungen

Aufgabe 3.10. Beweisen Sie Theorem 3.32.

Hinweis: Fiir Folgen (a,), (b,) C R gilt: Aus a,, < b, fiir alle n € N folgt liminf a,, <
liminf b,,. Weiter gilt lim inf a,, < lim sup a,, und man hat Gleichheit mit lim a,,, falls
(a,) konvergiert.

Aufgabe 3.11.

(a) Sei D C H eine dichte Teilmenge des Hilbertraums H, sei (u,) C H eine be-
schrinkte Folge und sei u € H. Dann ist die schwache Konvergenz u, — u
dquivalent zu

(un, [) = (u, f), VfeD.

(b) Man gebe ein Beispiel einer dichten Teilmenge D C H und einer unbeschréinkten
Folge (u,) C H an mit (u,, f) — (u, f), fur alle f € D.

Aufgabe 3.12. Beweisen Sie Theorem 3.37.
Hinweis: Fiir den Beweis von (2) verwende man Aufgabe 3.11.

Aufgabe 3.13. Es sei H ein Hilbertraum. Zeigen Sie, dass es keine Metrik
d: H xH—[0,00)

geben kann mit der Eigenschaft, dass die schwache Konvergenz in ‘H dquivalent wire
zur Konvergenz beziiglich der Metrik d.
Hinweis: Theorem 3.29.
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Kapitel 4

Beschrinkte Operatoren im
Hilbertraum

4.1 Beschrinkte Operatoren
Definition 4.1. Seien H; und H, Hilbertraume. Eine lineare Abbildung
A: 7‘[1 — 7‘[2

heiflt ein (linearer) Operator. Ein Operator heifit beschrinkt, wenn es eine Konstante
C > 0 gibt mit
|Az|,y, < Clzly,, Yo e H. (4.1)

Fiir einen beschrinkten Operator A heiffit das Infimum aller Konstanten C' wie in
(4.1) die Norm von A, in Zeichen |A[, und es gilt |Az| < |A] |z|.

Bemerkung 4.2. Ein lineares Funktional ¢ auf dem Hilbertraum # ist ein linea-
rer Operator £: H — C. Wie im Falle linearer Funktionale zeigt man fiir lineare
Operatoren A:

A ist stetig <= Aist stetigbei 0 <= A ist beschrénkt.
Theorem 4.3. Sei A: Hy — Ho wie in Definition 4.1. Dann gilt:
4] = sup{[ Azl : 2y, < 1}. (42)
Beweis. Zunéchst iiberlegen wir, dass

sup [Az| = sup [Az| = sup [Az] (4.3)

lz|<1 |zl <1 z|=1

gilt. Sei B = {z € Hy;|z| < 1}. Wegen

[Az] = || , 0, (4.4)

T
A—
|1
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4. Beschrinkte Operatoren im Hilbertraum

ist sup,y<; [Az| < supy, = [Az| und wegen 9B C B ist natiirlich auch

sup [Az] < sup | Az
|z|=1 Jz] <1

Wir zeigen noch, dass
sup |Az| = sup |Az]

lzl=1 lz<1
gilt. Sei also S := supy,—; |[Az|. Dann gilt [Az| < S, fiir alle z € H; mit [z]| = 1,
und zu jedem € > 0 existiert ein w € H; mit |w| = 1 und |Aw| > S — e. Fiir alle
y € Hy mit |y| < 1 gilt wegen (4.4) offenbar |Ay| < S. Sei nun € > 0 beliebig
gewihlt. Nach der Definition von S existiert ein o € H; mit |zo| = 1 und der
Eigenschaft |Axo| > S — /2. Wir diirfen ferner |A| > 0 annehmen. Sei

= 1— °
o=\ N T ayar )

Jwol 2 Aol — | A(vo — )] > = 5~ |4l ol 5737 =5 —<.

Dann gilt

Mithin ist S die kleinste obere Schranke der Menge {|Ay|;|y| < 1}, in Zeichen
S = supy,1 [Ay].
Fiir x # 0 gilt

|Az] = |]

\ = H < Iel sup [4y].

ly|=1

Also muss |A| < supy,—; [Az| sein. Umgekehrt folgt aus der Definition des Infi-
mums, dass fiir alle € > 0

[Ax] < ([Al + ) ], Vo € #Ha,

gilt. Folglich ist supy,j<; |Az| < [A] +&. O

Bemerkung 4.4. Aus Gleichung (4.2) folgt fiir die Komposition der beschrankten
Operatoren A: Ho — Hz und B: Hy — Ho, dass AB: Hi — Hs beschrankt ist mit

[AB] < [A[1B]. (4.5)

Wir stellen eine Reihe von Beispielen vor, auf die wir im Folgenden héufiger
zuriickkommen werden.

Beispiel 4.5. Sei H ein Hilbertraum und sei I: H — H, x +— x, die Identitédt. Dann
ist I ein beschrankter Operator mit || = 1.
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4. Beschrinkte Operatoren im Hilbertraum

Beispiel 4.6. In ¢ betrachten wir den Links-Shift

S(x1, w9, x3,...) = (12, x3,...),

fur alle Folgen (zy) € ¢5. Dann ist S ein beschrénkter Operator mit | S| = 1. Auch
der Rechts-Shift R: {5 — {5 definiert durch

R(xy,xo,...) = (0,21, 29,...)

ist ein beschrankter Operator mit der Norm 1.

Beispiel 4.7. Sei M = M ein Unterraum des Hilbertraums H. Nach dem Projekti-
onssatz konnen wir jedes x € ‘H eindeutig zerlegen in der Form

T =Xy + Tt
mit 2y, € M und x,,. € M*. Die Abbildung
Py:xzw— xpy

ist linear und beschréankt mit |Py|| = 1, falls M # {0}.

Beispiel 4.8. Sei H = /5 und es sei eine beschriankte Folge (my) C C gegeben. Die
Abbildung
Apily = by, () = (M)

ist ein beschrankter linearer Operator mit der Norm
| A, | = sup{|my|; k € N} < oc.

Beispiel 4.9 (Integraloperatoren auf H = Ly(a,b)). Fiir —oo < a < b < 0o sei
& = (Cla,b], (-, -)) mit dem Skalarprodukt

b
(9) = [ Fla)a)de.
Dann ist £ ein Pra-Hilbertraum; seine Vervollstindigung ist Ls(a,b) (diesen Hil-

bertraum hatten wir in Beispiel 2.20 als Vervollstéandigung von C.(a,b) erhalten).
Weiter sei eine stetige Funktion

k: la,b] x [a,b] = C

gegeben. Dann erzeugt k einen Integraloperator

K: Clah] = Cla,b), (Kf)(z) = / ke, ) f(y) dy:
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4. Beschrinkte Operatoren im Hilbertraum

die Funktion k heifit auch Integralkern. Man {iberegt sich leicht, dass K ein be-
schrankter Operator ist, dessen Norm durch

|K] < (b— a) max{|k(s,t)]; (s, 1) € [a,b]"}

abgeschiitzt werden kann: Sei k = max{|k(s,t)]; (s,t) € [a,b*}. Fiir f € € gilt
2

it = [ n@rae= [| [ ks a

< nz/ab (/ab\f(y)lidy)zdfc:/fQ/ab<|f\,1>2 dz

b
<o K / I dz = #2 1 FP (b — a)?.

Weiter besitzt K eine eindeutig bestimmte stetige Fortsetzung zu einem beschréank-
ten Operator K: Ly(a,b) — Lo(a,b); vgl. Aufgabe 4.1.

Beispiel 4.10 (Unendliche Matrizen). Sei H = ¢, mit der Standard-ONB (e;).
(1) Zu jedem beschrénkten Operator A: f5 — {5 gehort die unendliche Matrix
a = (a;), a; = (Aej,e;).

Fiir jedes x € 5 gilt dann
(AIE)Z = Zai]’l’j, 1€ N,
j=1

die Reihe konvergiert, denn nach der Besselschen Ungleichung sind die Zeilen und
Spalten der Matrix a Elemente von f5. (Zum Beweis fiir die Spalten bendtigt man
den zu A adjungierten Operator A*, den wir im néchsten Unterabschnitt einfiihren.)
Aus der Beschrénktheit von A: ¢y — {5 (bzw. A*) erhdlt man zwei notwendige
Bedingungen an die Matrix a, ndmlich

Z lay|* < a<oo, VieN, (4.6)
j=1
D ayP <B <00, VjeN (4.7)
=1

Eine Matrix mit (4.6) und (4.7) wird i. Allg. allerdings keinen beschrinkten Ope-
rator {5 — (5 erzeugen.

(2) Eine hinreichende Bedingung dafiir, dass eine gegebene unendliche Matrix von
einem beschrinkten Operator stammt: Sei (qy;) eine unendliche Matrix mit

[e.e]

Z ’Ckij|2 < Q.

1,j=1
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4. Beschrinkte Operatoren im Hilbertraum

Dann gibt es einen beschrankten Operator A: {5 — {5 mit
<A€j, 62') = Oéij, \V/Z,j € N,
vgl. Aufgabe 4.4.

(3) Das Lemma von Schur (ohne Beweis). Seien a;; > 0, p; > 0 und ¢; > 0, fiir
1,7 € N, und es gebe 3,v > 0 mit

> aipi < By, JEN;
i=1
Zaiij <pi, 1€N.
=1

Dann gibt es einen beschriankten Operator A: ¢5 — ¢, mit (Ae;, e;) = a;j, Vi, 5 € N.

(4) Beispiel: Die Hilbert-Matriz.
Sel a;; = ﬁ, fir 4,j € Ny. Dann erzeugt die Hilbert-Matrix (a;;) einen be-
schriankten Operator in /5. Dies folgt durch Anwenden des Lemmas von Schur.

(5) Eine wichtige Klasse von unendlichen Matrizen bilden die Tridiagonal-Matrizen
oder Jacobi-Matrizen, bei denen nur die Diagonale und die beiden Nebendiagona-
len besetzt sind; alle anderen Matrixelemente sind Null. Jacobi-Matrizen sind in
der Spektraltheorie intensiv untersucht worden, insbesondere auch dann, wenn die
Koeffizienten zufillig sind. Ein Beispiel findet man in Aufgabe 4.6.

Héaufig kennt man einen beschrankten Operator zunéchst nur auf einem dichten
Teilraum des Hilbertraums. Méchte man ihn auf den ganzen Raum fortsetzen, ist
das sog. BLT-Theorem ein hiufig verwendetes Hilfsmittel.

Theorem 4.11 (BLT-Theorem). Sei D C H ein dichter Teilraum des Hilbert-
raums H und sei A: D — H ein beschrdnkter Operator. Dann gibt es genau einen
beschrinkten Operator B: H — H mit B[p= A. Weiter ist |B| = | A].

Beweis. Aufgabe 4.1.

Bemerkung 4.12. Man schreibt auch A := B fiir die Fortsetzung von A. Die
Bezeichnung “BLT” fiir Bounded Linear Transformation wird in [23] eingefiihrt.

4.1.1 Ubungen
Aufgabe 4.1. Beweisen Sie Theorem 4.11.
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4. Beschrinkte Operatoren im Hilbertraum

Aufgabe 4.2. Man fiihre die Annahme zum Widerspruch, die Kommutatorrelation
AB — BA = —il

konne fiir zwei beschrinkte Operatoren A, B: H — H bestehen.
Anleitung: Man leite aus der Annahme AB — BA = —il zunéchst fiir alle n € N die
Relation AB" — B"A = —inB™! her.

4.2 Der adjungierte Operator

Sei A: H — H ein beschrankter Operator. Wir suchen einen beschrinkten Operator
A*: 'H — H mit der Eigenschaft

(Az,y) = (x, A%y), Vz,yeH. (4.8)
Der Operator A* mit der Eigenschaft (4.8) heifit der zu A adjungierte Operator. Wir
zeigen zunéchst die Existenz und Eindeutigkeit des Adjungierten.
Theorem 4.13. Sei A: H — H beschrdinkt. Dann gibt es genau einen beschrinkten
Operator A* mit (4.8). Weiter gilt |A*| < |A].
Beweis. Fiir festes y € ‘H wird durch

ly(x) = (Az,y), VzeH,

ein stetiges lineares Funktional auf H definiert, denn nach der Schwarzschen Unglei-
chung gilt
|16y (@)] < [Az| [yl < (A=) |yl

mithin |/,] < |A||y|. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existiert genau ein
y* € H mit
ly(x) = (x,y"), VreH.

Wir setzen A*y = y*. Die Abbildung A*: y — y* ist linear, denn fiir z,y;,yo € H
und «, 5 € C gilt

(z, Aoy + Bya) — aA™y1 — BA Y2)

= <1’, A*<ay1 + 6y2>> - <l’, OéA*y1> - <ZE, BA*y2>

= a<A$C,y1> +B<Al’,y2> - a<"4$7yl> - B<A$,y2>
0.

Schliefflich ist
(Al = ly*| = 161 < 1ALyl
und daher muss |A*| < |A| gelten. O
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4. Beschrinkte Operatoren im Hilbertraum

Theorem 4.14. Seien A, B: H — H beschrinkte Operatoren im Hilbertraum H
und sei o € C. Dann gilt:

(1) (A+ B)* = A* + B* und (aA)* =aA*,

(2) (A ) = B,

(3) A" =

(4) Sei A invertierbar und A~ sei ebenfalls beschrinkt. Dann ist auch A* invertier-

bar und es gilt (A*)™! = (A1)~
Beweis. Aufgabe 4.5. O
Theorem 4.15. Sei A: H — H beschrinkt. Dann gilt |A*]| = |A| = |A*A|"/.
Beweis. Fir x € H mit |z =1 gilt
[ Az|® = (Az, Az) = (A" Az, z) < |A"Ax| o] < |AA] < [AT]]A],

nach (4.5). Es folgt

2
|AI* = (Sup ||A1’||> = sup [Az|® < A" A,

lzl<1 lzl<1
also |A| < |A*|. Die Behauptung folgt nun mit Theorem 4.13. O

Bemerkung 4.16. Wegen A** = A gilt mit Theorem 4.13
JAl =A™ < |A™].

Dies ergibt einen besonders einfachen Beweis fiir |A*| = |A].
Beispiel 4.17. Wir kniipfen an die Beispiele 4.5 — 4.10 an.
(1) Fir den Links-Shift-Operator S: fo — 5 gilt

S*(y17y27 .. ) - (O7y17y2’ . ) - R(ylny, .- ')a (49)

mit dem Rechts-Shift R: lo — {5, fiir alle Folgen y = (y;) € {». Fiir x = (z;) € 4o
ist ndmlich

Sx ?J Z%Jrlyj ijyj—h

(Sz,y) = (x,S™y) Zx] s

und wenn wir z = e, k € N, wihlen, folgt (4.9) (“Koeffizientenvergleich”).
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4. Beschrinkte Operatoren im Hilbertraum

(2) Fir die Operatoren Py gilt Py, = Pyy; dies beweisen wir im Kapitel iiber Pro-

jektionen.

(3) Der Operator A*, bewirkt die Multiplikation mit der Folge m = (7).

(4) Der Operator K* ist der Integraloperator mit dem Kern k(y, ).

(5) Sei A: 3 — {5 beschrankt und sei (a;;) die zu A gehérende unendliche Matrix.
Zum adjungierten Operator A* gehort dann die Matrix (a;;).

Definition 4.18. Sei ‘H ein Hilbertraum. Wir bezeichnen den Vektorraum der be-
schrankten linearen Operatoren A: H — H mit L£(#H). Mit der Norm

| Al = sup{[Az]; || <1}
ist £(H) ein normierter Vektorraum.
Theorem 4.19. Der Raum L(H) ist vollstindig, also ein Banachraum.
Beweis. Sei (A,,) eine Cauchyfolge in £(H), d.h.
|A, — An] — 0, n,m — oco.

Fir alle f € #H ist dann (A,f) C H eine Cauchyfolge. Weil H vollstandig ist,
existiert ein g = gy mit A, f — g. Wir definieren einen Operator A: H — H durch

Af =g5, VfeH,

und zeigen, dass A € L(H) und |4, — A| — 0 gilt.
(1) Offenbar ist A linear.

(2) Weil (A,) C L(H) eine Cauchyfolge ist, ist (| A, |) eine beschrénkte Folge. Denn
sei ng € N so, dass |A,, — A, < 1 fiir alle n > ny. Dann folgt |A,| < | Al +
[A, — Ang | < | Ang | + 1 fiir n > ng. Sei nun

O = sup | A
neN
Fir f € H folgt
|Afl =

’ = lim A, f]| < limsup [A. [ [ f] < C[f],

n—oo

‘ lim A, f
n—oo
also |A| < C < oc.

(3) Zu e > 0 finden wir ein N € N mit |4, — 4,,| < &, fiir alle n,m > N. Dann
gilt fiir ein beliebiges f € H

(40 = A)f1 = | Anf = tim Anf] = lim | 4,f — Al
<limsup |A, — An||f]l <e|fl, VYn>N,
m—r0o0
also |A, — A| < e fir allen > N. O
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4. Beschrinkte Operatoren im Hilbertraum

Bemerkung 4.20. Der Raum L£(H) hat noch mehr Struktur: Genauer ist £(H)
eine (nicht-kommutative) Banach-Algebra mit Eins und Involution (ndmlich der
Abbildung A — A*; eine Algebra wegen |AB| < |A| |B]|). Fiir separables H (also
nicht endlich-dimensional) ist £(H) nicht separabel.

Besonders wichtig in Theorie und Anwendungen sind die symmetrischen Opera-
toren.

Definition 4.21. Ein Operator A € L(H) heifit symmetrisch (oder selbstadjun-
giert), wenn A* = A gilt, und normal, falls A*A = AA* gilt.

Wegen Bemerkung 2.5, (1) gilt A = A* genau dann, wenn (Az,z) € R, fiir alle
reH.

Beispiel 4.22. Wir kniipfen wieder an einige der Beispiele 4.5 — 4.10 an.

(1) Fiir symmetrisches A und o € R ist aA symmetrisch, wéhrend aA fir o € C\R
nur normal ist.

(2) Die Multiplikation m: ¢5 — ¢ mit einer beschréankten Folge m = (my) ist
normal, und symmetrisch genau dann, wenn alle my reell sind.

(3) Der Links-Shift S: 5 — ¢ ist nicht normal.

(4) Der Integraloperator K mit Kern k(s,t) ist genau dann symmetrisch, wenn

k(t,s) = k(s,t) fiir alle s, ¢ gilt.
Theorem 4.23. Sei A € L(H) symmetrisch. Dann gilt

| Al = sup | {Az, z) |

J=|=1
Beweis. Aufgabe 4.7. O
Fir beschrianktes A: H; — Ha seien
N(A) ={r e H;; Ar =0} und R(A)={Ax;x € H,}
der Kern und das Bild von A.
Lemma 4.24. Fir A € L(H) gilt

R(A): = N(A"), R(A")*t =N(A), N(A)* =R(A*), N(A)T = R(A).
Beweis. Wegen (Ax,y) = (x, A*y) gilt offenbar

ye NA") <« VeeH: (A7) =0 <= VereH: (Az,y)=0
< y L R(A).
Dies beweist die erste Aussage. Die zweite folgt, wenn wir A durch A* ersetzen, die

dritte und vierte ergeben sich durch Anwendung von | auf die erste und die zweite
Gleichung. O
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4. Beschrinkte Operatoren im Hilbertraum

Bemerkung 4.25. Fiir symmetrisches A € L(#) vereinfacht sich Lemma 4.24 zu

4.2.1 Ubungen
Aufgabe 4.3. Es sei M,, := C™*" die Menge aller komplexen n x n-Matrizen. Fiir
A= (a;;) € M, sei A= (a;) die zu A adjungierte Matriz und

n

tI‘(A) = Z (077}

i=1
die Spur von A.

(a) Zeigen Sie, dass durch
(A, B) = tr(AB*), VA,BeM,,

ein Skalarprodukt auf M, erzeugt wird.
(b) Beweisen Sie die Ungleichung

lte(AB*)|? < tr(AA*) te(BB*), VA,B e M,.

Aufgabe 4.4. Sei (e,) die Standard-ONB im Folgenraum /5.

(a) Sei A: ¢y — l5 ein beschrinkter Operator und a;; = (Ae;, e;), i,j € N. Zeigen
Sie, dass sup;ey Y- |aij|* < oo und sup;ey 52 fai? < oo gilt (Hinweis:
Theorem 3.21). Weiter gilt (Az); = > 77, ajxj, i € N, fiir alle x € 4.

(b) Seien A, B: {5 — {5 beschrinkte Operatoren und sei C' = AB. Nach (a) kénnen
wir den Operatoren A, B, C' die Matrizen a, b, c zuordnen. Man zeige, dass ¢ = ab

gilt.

(c) Sei () eine unendliche Matrix mit 7, o[> < oo. Dann existiert ein be-
schrénkter Operator A: lo — {o mit (Ae;, e;) = ;.

Aufgabe 4.5. Beweisen Sie Theorem 4.14.

Aufgabe 4.6. Sei A € L(H). Wir nennen einen Vektor f € H zyklisch fir A, falls
span{f, Af, A%f,...} dicht in H ist. Sei f ein zyklischer Vektor fiir A und sei (ey,)ren,
die ONB von H, die aus der Folge (A*f)gen, nach dem Gram-Schmidt-Verfahren
erzeugt wurde. Zu A gehort dann die Matrix a = (a;;); jen, mit a;; = (Ae;, €;).
Man zeige: Wenn A symmetrisch ist, dann ist a eine symmetrische Tridiagonalmatrix
mit positiven Koeffizienten in der Nebendiagonalen, d.h. a;; = 0, falls j > i + 2,
a;; > 0 fir j =4+ 1, und a;; = aj;.
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4. Beschrinkte Operatoren im Hilbertraum

Aufgabe 4.7.

(a) Sei A € L(H) symmetrisch und nicht-negativ, d.h. (Az,z) > 0 fiir alle z € H.
Dann gilt
|Al = sup (Az, ).

Jz]=1

Hinweis: Man wende die Schwarzsche Ungleichung an auf

|A] = sup sup | (Af, g)|.

Ifl<tlgl<t
(b) Sei A € L(H) symmetrisch. Dann gilt:

[ Al = sup |(Az, z)|.

lz]=1

Hinweis: Teil (b) folgt nicht aus Teil (a). Zum Beweis von (b) schreibe man
|AfI = (Af, Af) = (A(Xf), $Af), fir A > 0, und wende die Polarisierungs-
identitdt an.

4.3 Projektionen

Projektionen liefern die Moglichkeit, abgeschlossene Teilrdume eines Hilbertraums
durch lineare Operatoren eindeutig zu beschreiben, vgl. Beispiel 4.7.

Definition 4.26. Ein beschriankter Operator P: H — H mit P? = P heifit Projek-
tion, und Orthogonalprojektion, falls

P?=P =P

d.h. wenn P symmetrisch und idempotent ist. Im weiteren Verlauf soll aber Projek-
tion stets Orthogonalprojektion bedeuten.

Lemma 4.27. Fir P € L(H) mit P> = P = P* gilt:

(1) Das Bild R(P) ist abgeschlossen.

(2) FEsist Pr =0 genau dann, wenn x 1 R(P).

(3) FEsist Px =z genau dann, wenn x € R(P).

Beweis. Aufgabe 4.8.

Korollar 4.28. Die Beschreibung von Projektionen in Beispiel 4.7 ist konsistent
mit Definition 4.26. Genauer gilt fir P € L(H):

P?=P=P" <= P =Py mit M :=R(P).
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4. Beschrinkte Operatoren im Hilbertraum

Beweis.

“=": Sei P € L(H) mit P? = P = P* und sei M := R(P). Nach Lemma 4.27 ist
M = M. Nach dem Projektionssatz besitzt jedes x € H eine eindeutige Zerlegung
x = xy + xye mit 2y € M und z,,0 € M*. Sei Py; der lineare Operator, der z
auf x; abbildet. Nach Lemma 4.27 gilt dann

Pyx=x= Px, VYre M,
Pyx=0= Pz, VYoe M,

also P = Py.

“e=": Sei umgekehrt M = M C H ein abgeschlossener Unterraum und sei Py : @ —
x)r wie oben. Wir zeigen, dass Py eine Projektion ist mit R(Py) = M. Wegen
Pyx = xp und Pyxas = xSt

P}z = Py (Pyx) = Pyxy = oy = Py,

also Pi = Py. Fiir x,y € H gilt weiter

(Pux,y) = (Pux, Pyy +y — Puy)
= (Pyx, Pyy) (day — Pyy € M1
= (v + Pyx — z, Pyy)
= (x, Pyy) (da z — Pyx € M7),
also P?, = Py = P}, O

Bemerkung 4.29. Sei P? = P = P* € L(H). Dann gilt:

IPl=0 <« P=0,
|IPl=1 <= P#0.

Weiter ist P > 0, d.h. (Pz,z) > 0 fiir alle z € H.
Definition 4.30. Seien A, B € L(H) symmetrisch. Wir schreiben A < B, falls

(Az,x) < (Bz,z), VreH.
Lemma 4.31. Fir zwei Projektionen P und Q) gilt
P<@Q <<= RP)CRQ) <= PQ=QP=P
Beweis. Aufgabe 4.9. O

Beispiel 4.32 (Wahrscheinlichkeitsdichte). Ein wichtiges Beispiel fiir Projek-
tionen in der Quantenmechanik: Fiir G C R? offen betrachten wir den Hilbertraum
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4. Beschrinkte Operatoren im Hilbertraum

Ly(G), den man durch Vervollstdndigung des Pra-Hilbertraums (C.(G), (-, -)) mit
dem Skalarprodukt

(f.g) = /G f(2)9(z) dz

erhélt. Fiir messbares 2 C G (etwa 2 offen oder abgeschlossen) sei xqo(z) = 1 fiir
x € Q und xq(z) = 0 sonst. Dann ist

f = XQf7 f € LQ(G)a

eine Projektion. Ist | f| = 1, so interpretiert man |f(z)* in der Quantenmechanik
als Wahrscheinlichkeitsdichte:

Ixafl? = / (@) da

gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, ein quantenmechanisches Teilchen in {2 anzu-
treffen; typischerweise wire hier G = R3.

4.3.1 Ubungen

Aufgabe 4.8. Beweisen Sie Lemma 4.27.
Aufgabe 4.9.

(a) Seien A € L(H) symmetrisch und M C H ein abgeschlossener Teilraum mit
zugehoriger Orthogonalprojektion Py;. Dann gilt:

AM c M <+ AM*c M+ < APy = PyA.

(b) Beweisen Sie Lemma 4.31.

Aufgabe 4.10. Sei U: ‘H — H unitar (d.h. R(U) = H und |Uz| = |z| fur alle
x € H) und es sei P die Orthogonalprojektion auf den Unterraum

NU-1I)={x € H;Ux =z},

den Kern von U — [; dabei ist I die Identitat auf H, Ix = x.
Dann gilt fiir alle f € H
I I

fim 2 UM =
Anleitung: Man gehe in den folgenden Schritten vor:
() Uf = < U"f = [.
(b) Fir f € RU —1) gilt n™ >, _,U*f — 0.
(c) Pf=0<= feRU-I).
(d) Fir fe NU-1I)gilt n* Y7 _U*f — f.
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4. Beschrinkte Operatoren im Hilbertraum

4.4 Kompakte Operatoren

Die einfachste Klasse von Operatoren bilden die Operatoren mit endlichem Rang,

N
Af:Z<faxj>yja fEHa
j=1
mit N € N und fest gewéhlten z;,y; € H, j = 1,...,N; dabei brauchen die z;,
y; nicht orthonormiert zu sein. Kompakte Operatoren sind Limites von Operatoren
mit endlichem Rang in (L(H), |-|). Unsere Ausgangsdefinition sieht aber ganz anders
aus.

Definition 4.33. Ein Operator A € L(H) heilt kompakt (oder vollstetig), wenn es
zu jeder beschrinkten Folge (f,)new C H eine Teilfolge (fy,);en gibt mit (Afy;); e
(stark) konvergent.

Bemerkung 4.34. Die Voraussetzung, dass A beschréinkt ist, ist eigentlich iiber-
fliissig: Man kann zeigen, dass A genau dann kompakt ist, wenn die Menge

M= A({z € #; |z| <1}) = {Az; |2 <1} CH

prikompakt ist (d.h., wenn M kompakt ist), siche etwa [23, S. 97ff. und S. 199]. Jede
prakompakte Teilmenge Y eines vollstdndigen metrischen Raums X ist beschrankt,
denn die Kugeln {B,,(0)},en sind eine offene Uberdeckung von Y, zu der man eine
endliche Teiliiberdeckung finden kann. Folglich existiert ein ng € N mit Y C B, (0).
Weil M als prikompakte Menge beschrinkt ist, muss supy,<; |Az| < oo sein. Mithin
ist ein kompakter Operator A automatisch stetig.

Theorem 4.35. Ein Operator A € L(H) ist genau dann kompakt, wenn die folgende
Bedingung erfiillt ist:

fo——f = Af,— Af (stark). (4.10)

Beweis.

“—": Es sei A kompakt und (f,) € H mit f, — f. Zu zeigen ist die starke
Konvergenz Af, — Af. Angenommen, (Af,) konvergiert nicht gegen Af. Dann
existiert eine Teilfolge (fn;)jen C (fn) und g9 > 0 mit

|Afn, = Af| > €0, VjeN. (4.11)

Weil A kompakt ist, existieren eine weitere Teilfolge (fn,)ren C (fn,)jen und ein
g € H mit
Afp. =g, k— oo. (4.12)

Andererseits gilt fiir alle v € ‘H
(Afn,x) = (fn, A'x) = (f, A%x) = (Af, ),
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4. Beschrinkte Operatoren im Hilbertraum

da f, — f. Also muss g = Af sein, oder, mit (4.12),
Afn, = Af, k— oo,

im Widerspruch zu (4.11).

“<=": Sei (fn)nen C H eine beschriankte Folge. Nach Theorem 3.33 gibt es eine
Teilfolge (fn,)jen C (fu)nen und ein f € H mit f,, — f, j — oo. Mit (4.10) folgt
Afn; — Af. Also ist A nach Definition 4.33 kompakt. O

Beispiel 4.36. Wir verwenden die Notation aus den Beispielen 4.6, 4.8 und 4.9.

(1) Der Links-Shift S ist nicht kompakt. Hingegen ist der gewichtete Links-Shift
Swl 62 — 62,
wa‘ = (UJQ.CL’Q, W33y, WLy - - )

genau dann kompakt, wenn (wy) eine Nullfolge ist; vgl. Aufgabe 5.2.

(2) Der Multiplikationsoperator m: ¢y — ly mit |m|__ = sup{|mg|; k € N} < oo ist
genau dann kompakt, wenn m; — 0 gilt.

(3) Der Integraloperator
b
Kf= [ kls)(s)ds

im Pré-Hilbertraum & = (Cla, b], (-,-)) mit stetigem Kern k(¢, s) ist kompakt.
Dies folgt aus dem Satz von Arzela-Ascoli aus der reellen Analysis.

Definition 4.37. Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall.

(1) Eine Menge M C Cla,b| heifit gleichgradig (gleichmafig) stetig (engl.: equi-
continuous), wenn gilt

Ve>030>0VgeM: |z—yl<d = |g(x)—9g(y)|<e,

d.h. zu gegebenem ¢ > 0 kann man ein 6 > 0 unabhéngig von den g € M mit
der o.g. Eigenschaft finden.

(2) Eine Menge M C Cla,b] heifit gleichmdfig beschrankt, wenn es ein C' > 0 mit
der Eigenschaft

l9l = max lg(z)] < C, Vg€ M,

gibt.

Theorem 4.38 (Arzela-Ascoli). Sei M C Cla,b] gleichgradig stetig und gleich-
mdafig beschrdnkt. Dann gibt es zu jeder Folge (gn)nen C M eine Teilfolge (gn,)jen
und ein g € Cla,b] mit

lg = 9n,lloc =0, 5 = o0,
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4. Beschrinkte Operatoren im Hilbertraum

Der Satz von Arzela-Ascoli kann auf Integraloperatoren K wie in Beispiel 4.9
angewendet werden; siche auch Beispiel 4.36:
Sei (f,) C € mit | fo|* = f |f(#)|? dt < 1. Man rechnet leicht nach, dass die Menge
{K fn;n € N} die Voraussetzungen von Theorem 4.38 erfiillt: In der Tat gilt

(K ) (®)] S/ [k (t, )] fa(s)] ds

([mora)” ([ o)

< (b—a)? max |k(t,s)).
(t,s)€[a,b]?

1/2

Die gleichgradige Stetigkeit zeigt man &hnlich. Nach Theorem 4.38 existieren daher
eine Teilfolge (f,,) C (f) und ein g € Cla, b] mit

max |(K fn,)(t) = g(t)] =0, j — oo.

a<t<b

Also gilt auch HK Jn; — g” — 0 fiir 7 — oo und K ist kompakt.
Lemma 4.39. Seien A, A,, B € L(H), n € N. Dann gilt:

(1) A kompakt = \A kompakt fiir alle X € C.

(2) A, B kompakt — A+ B kompakt.

(3) A kompakt = AB und BA kompakt.

(4) A kompakt <= A* kompakt <= A*A kompakt.

(5) A, kompakt und |A — A, | — 0 = A kompakt.

Beweis. Aufgabe 4.11. O

4.4.1 Ubungen

Aufgabe 4.11. Beweisen Sie Lemma 4.39.
Hinweis: Man iiberlege fiir (4) zunichst, dass aus A € £(H) kompakt und u, — u
bereits (Au,, u,) — (Au,u) folgt.
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Kapitel 5

Der Spektralsatz fiir kompakte
Operatoren im Hilbertraum

5.1 Die Spektraldarstellung kompakter Operato-

remn

Wir beginnen mit den Eigenwerten und Eigenvektoren eines kompakten, symmetri-
schen Operators.

Definition 5.1. Sei A € L(H). Eine Zahl X € C heifit ein Figenwert von A, wenn
es einen Vektor x € H\{0} gibt mit

Az = .

Der Vektor x heifit dann Figenvektor von A zum Eigenwert \. Der Vektorraum
N(A — M) heifit der Eigenraum von A zum FEigenwert A,

Py = Pya-an

die zu A gehorende Eigenprojektion.

Lemma 5.2. Sei A € L(H) kompakt und sei (u,) C H mit u, — u fiir ein u € H.
Dann gilt
(A, up) = (Au,u), n — oo.

Beweis. Es ist

| (A, upn) — (Au,u) | < [ (Au,u — uy) | + | (Au — Aug, uy) |

Wegen u,, — u konvergiert der erste Term auf der rechten Seite gegen Null. Wegen
Theorem 4.35 ist |Au, — Au| — 0 und daher konvergiert auch der zweite Term
gegen Null. 0
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5. Der Spektralsatz fiir kompakte Operatoren im Hilbertraum

Wir betrachten im folgenden kompakte, symmetrische Operatoren.

Proposition 5.3. Sei A = A* € L(H) kompakt und es sei

A= sup (Az,z) > 0.

lzl<1
Dann ist X ein Figenwert von A, d.h. es gibt ein f € H\{0} mit Af = \f.

Bewezs.

(1) Nach Definition des Supremums existiert eine Folge (f,) C H mit | f,| < 1 und
(Afns fn) = A, n— 0.

Nach Theorem 3.33 gibt es ein f € H und eine Teilfolge (f,,;) C (f.) mit f,, - f,
j — oo. Insbesondere ist dann | f| < 1. Wir zeigen, dass (Af, f) = Aund |f| =1
gilt. Aus f,, —5 f und mit der Kompaktheit von A folgt mit Lemma 5.2, dass

<Af7 f) = hn]‘ <Afnjafnj> = >\
Jj—oo
Insbesondere ist dann f # 0. Ware | f|| < 1, so wiirde mit f=7F /| f] folgen, dass
Hf” =1 und
P 1
Af, )= —=A> ),
< > 1£1”

im Widerspruch zur Definition von .

(2) Firt € R und « € H sind auch die Elemente

Hf—l—tx\|<f+m)€%

zur Konkurrenz bei der Bildung des Supremums zugelassen, d.h. es gilt
(A(f +ta), f+tx) S A|f +tx]?, VEER z €M
Ausmultiplizieren liefert wegen | f| =1, (Af, f) = A und A = A*
2t Re (Af, z) + t* (Ax,z) < X (2tRe (f, z) + ¢* ||:L‘||2) .

Fiir ¢t > 0 folgt
2Re (A — N f,z) <t |z]* — (Az, )

und mit ¢ | 0 also
Re((A—M\)f,z) <0.

Analoge Rechnungen mit ¢ < 0 liefern
Re((A—=MN)f,z) > 0.
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5. Der Spektralsatz fiir kompakte Operatoren im Hilbertraum

Analog erhalten wir mit it an Stelle von ¢t die Aussage
Im{((A—=M\)f,z) =0.
Mithin gilt
(A= XN f,xz) =0, VzeH,
also Af = \f. O

Wir betrachten nun den Spezialfall A = A* kompakt mit A > 0 und beweisen
den Spektralsatz fiir diese Klasse von Operatoren.

Theorem 5.4. Sei A = A* € L(H) kompakt mit A > 0 und dim R(A) = co. Dann
gibt es eine Folge (A\g) C (0,00) und ein ONS (uy) C H, so dass

/\k: > >\k+17 ke N7
A — 0,k — oo, (5.3)
und .
Az = Z M (T, ug) ug, € H. (5.4)
k=1

Insbesondere gilt R(A) = span{ug; k € N}, d.h. (ug) ist eine ONB von R(A), und
es gilt Au =0 fiir alle u € R(A)*.

Beweis.

(1) Wir konstruieren zunéchst induktiv die Folge (A;) und das ONS (uy), so dass
(5.1)—(5.3) erfiillt sind.

(i) Der Induktionsanfang wird durch Proposition 5.3 gegeben; wegen der Voraus-
setzung dim R(A) > 0 ist dabei A; > 0.

(ii) Induktionsvoraussetzung: Es seien Ai,..., A\, und uy,...,u, € H bereits kon-
struiert mit

(wiyuj) = 8,5, 1,7=1,...,n,

Au; = Nug, i=1,...,n,

Ay =sup{(Az,z);|z| =1, (x,u;) =0,j=1,....k—1}, k=1,...,n,
AM>X > > 1 > A\, > 0.

~—~ I~
A

o ~J O Ot
o — D

(iii) Induktionsschritt: Wir definieren nun
M, =span{uq,...,u,} und H, = /\/l#
Wegen AM,, C M,, und A = A* folgt sofort

AH, C H,,
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5. Der Spektralsatz fiir kompakte Operatoren im Hilbertraum

denn fir x € H,, und y € M,, gilt (Az,y) = (z, Ay) = 0. Also ist die Einschrén-
kung
Ap = Aly,

ein beschréankter, symmetrischer, nicht-negativer und kompakter Operator im Hil-
bertraum H,,. Wir setzen

Ana1 = sup{({A,x,z);x € H,, |z| = 1}.

Es ist A\,41 > 0, denn andernfalls wire nach der Polarisierungsidentitat A, = 0
und damit R(A) C M, d.h. dim R(A) = n < oco. Nach Proposition 5.3 gibt es
daher ein wu,.; € H, mit |u,41| = 1 und Apupir = Ap1tner. Wegen w1 €
ML und u, € My, k= 1,...,n, ist auch (u,11,ux) = 0, k = 1,...,n. Wegen
A, = Aly, und u,4q € H,, ist schlieBlich Au, 1 = Apunir = App1une1. Da die A
geméB (5.7) als Suprema definiert sind und die Mengen, iiber die das Supremum
gebildet wird, mit wachsendem k kleiner werden, gilt A\,,1 < A,,. Dies beendet die
induktive Konstruktion der Eigenwerte und Eigenvektoren.

(2) Wir zeigen jetzt A, — 0 fiir k — oo: Weil (uy,) ein ONS ist, haben wir u, — 0,
k — oco. Mit Lemma 5.2 folgt

Ak:: @4uk,uk>—% 0.

(3) Sei

M = @uk = span{uy; k € N},

k=1

00 1 00
A4L:: (6}91ﬂ{) ::(].A4#.
k=1 n=1

Wir zeigen A | = 0: Fiir x € M* gilt nach (5.7), dass

also

0 < (Az,z) < Ay fz*, VneN,

mithin (Az,z) = 0 wegen A\, — 0. Mit der Polarisierungsidentitit oder Theo-
rem 4.23 folgt nun A [ = 0.

(4) Jedes x € H lasst sich schreiben als

oo

x:chuk+§

k=1

mit ¢; = (z,u;) und einem £ € M+, Wegen A¢ = 0 nach (3) folgt

Ar = A (i ckuk> = i crAug = i A (T, ug) wy.
k=1

k=1 k=1
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Dies beweist die Darstellung (5.4) und beendet unseren Beweis. O

Wir lassen nun die Voraussetzung A > 0 fallen und betrachten kompakte, sym-
metrische Operatoren.

Theorem 5.5. Sei A € L(H) kompakt und symmetrisch und sei dim R(A) = oc.
Dann gibt es eine Folge (M) C R\{0} und ein ONS (ux) C H mit

A — 0, k— o0,
Aup = Muy, k€N

und
[o¢]

Ar = Z)\k (x,up) ug, x € H.

k=1

Beweis. Wie im Beweis zu 5.4 konstruieren wir die Folgen (Ax) und (ug) durch
vollstandige Induktion.
Induktionsanfang: Sei

A7 =sup{{Az,z);|z| <1} und A] = inf{(Az,z);|z| < 1}.

Wegen dim R(A) > 0 ist AT # 0 oder AT # 0. AuBerdem ist +AF > 0 und wir

setzen
. AT falls AT > |AT),
A7 sonst.

Nach Proposition 5.3 ist A; ein Eigenwert von A und es existiert ein u; € H mit
ui] =1 und
Au1 = )\1U1.

Induktionsschritt: Seien A1, ..., A\ € R und ein ONS {uy,...,ux} C H bereits kon-
struiert mit

Au; = Nug, i=1,...,k,
Nl <Nl g=1,...,k—1,
und || = sup{| (Az,z) |; * L span{us,...,uj1}, || <1}, j=1,... k. Sei
My = span{uy, ..., u}y und  Hy = My
Wegen AM,;, C M;, und A = A* folgt wie im Beweis zu Theorem 5.4
AHy C Hy
und Ay = Ay, ist ein symmetrischer, kompakter Operator. Wir definieren

Ay = sup{(Ayz, z) ;o € Hy, 2] < 13,
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Ay = inf{(Agz, 2) ;0 € Hy, 2] <1}

Wire A,J;rl = A, = 0, so folgte mit der Polarisierungsidentitit A, = 0 und damit
R(A) € Mj, und dim R(A) < oo, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist
Ay #0oder A, #0. Falls A, > |A; ], so setzen wir

AT
)\kz—i-l -— Ak+1a

andernfalls A\py1 = A ;. Der Rest des Beweises verlduft analog zum Beweis von
Theorem 5.4. ]

Bemerkung 5.6.
(1) Fir symmetrisches A gilt nach Theorem 4.23

| Al = sup | {Az, z)|.

J==1

Dabher ist fiir kompakte, symmetrische Operatoren stets + |A| oder — |A| ein
Eigenwert von A, d.h. es ist Ay = |A| oder \; = — | A].

(2) Falls A kompakt ist, A = A* und dim R(A) < oo gilt, etwa dim R(A) = k € N,
so liefert der Beweis zu Theorem 5.5 genau k Eigenwerte \; # 0, j = 1,...,k,

und ein ONS {u,};=1. k. Es gilt dann analog zur Aussage von Theorem 5.5

.....

k
Az = Z)\j (x,uj)u;, = eH.
j=1

(3) Sei wieder A symmetrisch. Falls R(A) # H, so ist M+ # {0} und dann ist 0 ein
Eigenwert von A mit zugehorigem Eigenraum

N(A) = M+ = R(A)*.

Wiéhrend dim N(A—\;1) < oo ist, fiir alle i € N, kann durchaus dim N(A) = oo
sein.

(4) Der Operator A besitzt keine weiteren Eigenwerte und Eigenvektoren (siehe
Aufgabe 5.4).

Definition 5.7. Sei A € L(H). Die Menge
p(A) = {\ € C; A — M bijektiv, (A —X)~' € L(H)}
heifit die Resolventenmenge von A;
a(A) = C\p(4)

heifit das Spektrum von A. Die Menge der Eigenwerte von A nennt man das Punkt-
spektrum von A,

o,(A) = {\ € C; A — A nicht injektiv} C o(A).
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Theorem 5.8. Sei H ein separabler Hilbertraum und sei A = A* € L(H) kompakt.
Sei J eine Indexmenge, J =N oder J = {1,..., K} fir ein K € N. Sei (A\j)res C R
die Menge der FEigenwerte von A nach Theorem 5.5. Dann gilt

o(A) = { k€ J}U{0}.

Beweis. Offenbar gilt {\;k € J} C 0,(A) C o(A). Fiir A# 0 und A ¢ {\; k€ J}
kann man fiir die Inverse von A — AI eine Formel angeben (vgl. Aufgabe 5.5): Wenn
wir

=~ 1 1
R)\ZE = ; Y )\j <$,Uj> U; — XPN(A)ZE, S H,
definieren, so ist Ry € L(#H), denn wegen A # 0 und \; — 0 ist sup; ﬁ < 00.

Weiter rechnet man nach, dass
R)\(A — )\[)I = (A — )\I)R)\LE =T,

fiir alle x € H. Also ist A — Al bijektiv mit beschriankter Inverser R). Damit ist
A € p(A) gezeigt. Es bleibt zu zeigen, dass 0 € o(A) gilt. Wenn A nicht injektiv ist, so
ist 0 € 0,(A). Wenn A injektiv ist, so ist dim R(A) = oco. Dann ist nach Theorem 5.5
die Indexmenge J = N, d.h. es gibt eine Folge von Eigenwerten A\, — 0, A\; # 0, mit
einem zugehorigen ONS (uy) von Eigenfunktionen. Dann gilt

lusl =1, JAuk] = [M] = 0, k = o0.

Mithin kann A keine beschrinkte Inverse besitzen, denn ein bijektiver Operator B
ist genau dann stetig invertierbar, wenn es ein n > 0 gibt mit |Bu| > n |u|, fur alle
u€H. ]

Bemerkung 5.9.

(1) Fiir kompakte, symmetrische Operatoren A liefert der Spektralsatz die Darstel-
lung A = > Aeo(A) A Ppyy, wobei die Reihe in der Operatornorm konvergiert, und
die Zerlegung H = ®xeo(a)N(A — ).

(2) Fiir A = A* kompakt und A > 0 kann man durch B = )77 VA Py, einen
kompakten, symmetrischen und nicht-negativen Operator mit der Eigenschaft
B? = A definieren; man schreibt dann B = v/A. Allgemeiner kann man fiir
f € C(a(A); C) Funktionen von Operatoren f(A) =377, f(\;) Py, erkléren.

(3) Eine weitere Variante des Spektralsatzes: Jeder kompakte, symmetrische Ope-
rator A ist unitir dquivalent zu einem Multiplikationsoperator auf ¢5. Man be-
trachtet dazu die Koordinatenabbildung U: H — {ly, x — ((z,ug))ken. Die
Abbildung U ist unitir und UAU ! ist die Multiplikation mit der Folge (Ag)xen-

SchlieBlich betrachten wir allgemeine (d.h. nicht notwendig symmetrische) kom-
pakte Operatoren. Es gibt kompakte Operatoren, die keine Eigenwerte besitzen. Im
C" hat hingegen jede lineare Abbildung mindestens einen Eigenwert.
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Theorem 5.10. Sei A € L(H) kompakt und dim N(A)* = oco. Dann gibt es eine
Folge (p,) C (0,00) mit p,, — 0 fiir n — oo und ONSe (uy,), (v,) C H mit

Az = an (T, up) vp, x € H. (5.9)

n=1

Bemerkung 5.11. Die pu, sind i. Allg. keine Eigenwerte von A, vielmehr ist u?
ein Eigenwert von A*A. Selbst wenn A positive, reelle Eigenwerte besitzen sollte, so
werden diese i. Allg. nicht unter den Zahlen u,, vorkommen. Als Beispiel kann die

Matrix
- 11
01

dienen. Man nennt die u,, die singuldren Werte von A.
Lemma 5.12. Fir A € L(H) gilt N(A*A) = N(A).

Beweis. Die Inklusion N(A) C N(A*A) ist trivial. Aus A*Au = 0 folgt (A*Au,u) =
|Au|® = 0 und daher ist auch N(A*A) ¢ N(A). O

Beweis von Theorem 5.10. Es ist A*A kompakt, symmetrisch und nicht-negativ.
Weiter ist

dim R(A*A) = o0
wegen R(A*A) = N(A*A)L = N(A)* und dim N(A)* = oo nach Voraussetzung.
Nach Theorem 5.4 existieren eine monoton fallende Folge («y,) C (0, 00) mit «,, — 0,
n — oo, und ein ONS (u,) C H und es ist

A*Au, = a,u,, n€eN,

A*Ax = Zan (T, Up) Up, =€ H,;
n=1

weiter ist (u,,) eine ONB in R(A*A). Wir setzen nun

Die v,, bilden wieder ein ONS, denn es gilt

1
<A'LL1', AU]> = <A*AUZ, Uj>

<Ui’ v > -
’ i fg i fg
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Es bleibt noch die Darstellungsformel (5.9) zu beweisen. Zunéchst konvergiert die
Reihe

B = Z pi (-5 i) v; (5.10)

in L(H): Wenn wir B, =), <i<n Mi (i) v; fiir die Partialsummen schreiben, so gilt
fiir p > n und alle x € H
2

p p
| By = Bual* = | Y pa(mow)vif| = > pif] (w,ui) |
i=n+1 i=n+1
p
2
<2 3w < 2 ol
i=n-+1

wobei wir 0 < pu; < p, fiir © > n verwendet haben. Wegen p,, — 0 fiir n — oo folgt
daher

sup |B, — Bn| = 0, n— oo,
p>n

und daher ist (B,) C L£(H) eine Cauchyfolge. Wegen der Vollstandigkeit von L(H)
konvergiert die Reihe in (5.10). Weiter gilt fur alle j € N, dass

S 1

Z,ul <uj,ui> Vi = HUjU5 = Uy (—AUJ) = Au]'.

i=1 Hi
Damit ist gezeigt, dass (5.9) fiir alle z € span{u;;j € N} gilt, also auch fiir alle
r € span{u;;j € N} = R(A*A). Wegen R(A*A)* = N(A) liefern beide Seiten von
(5.9) fiir z € N(A) einfach 0. Daher gilt (5.9) fiir alle z € N(A) & N(A)t =H. O

Korollar 5.13. Sei A € L(H) kompakt. Dann gibt es eine Folge von Operatoren
(A,) C L(H) mit dim R(A,) < oo, so dass

A=A, =0, n— o

Umgekehrt gilt: Wenn eine Folge von Operatoren mit endlichem Rang in L(H) kon-
vergiert, so ist der Grenzwert A kompakt.

Bemerkung 5.14.

(1) Es ist (v;) eine ONB in R(A), wihrend (u;) eine ONB von N(A)* = R(A*)
bildet. In der Tat liefert (5.9) sofort eine Zerlegung von A* in der Gestalt

Afx = Z,un (x,vp) Uup, x € H.

n=1
(2) Sei A kompakt und sei A € C\{0} ein Eigenwert von A. Dann ist
dim N(A — ) < oo.
Andernfalls existierte ein ONS (24)gey € N(A — A). Wegen x, — 0 wiire

dann (Axg, ) — 0, withrend andererseits (Axg, ) = A |ax]* = A # 0 gilt.
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(3) Aus der Zerlegung (5.9) kann man insbesondere die polare Zerlegung von A
gewinnen: Jeder beschrinkte Operator A besitzt eine Zerlegung der Form

A=UA|

mit dem Absolutbetrag |A| = vV A*A von A und einer partiellen Isometrie U.
(Eine partielle Isometrie bildet einen Teilraum M isometrisch ab, wihrend M=+
auf 0 abgebildet wird.) Fiir kompaktes A kénnen wir |A| explizit angeben:

|Alx = Z Vo (T, un) Uy, T € H;
n=1

U wird in diesem Fall gegeben durch die Abbildung u; — v;.

5.1.1 Ubungen

Aufgabe 5.1. Beweisen Sie Korollar 5.13.
Hinweis: Theorem 5.10 und Lemma 4.39.

Aufgabe 5.2.

(a) Sei (mg)ren C C eine Nullfolge und sei M: o — {5 der von (my) erzeugte
Multiplikationsoperator,

Mz = (mgTp)ken, T = (Tg)ken € lo.
Zeigen Sie, dass M kompakt ist.

Hinweis: Korollar 5.13.

(b) Sei S: ly — f5 der Links-Shift und seien (my) und M wie in (a). Dann ist M S
kompakt. Bestimmen Sie die Eigenwerte von MS, insbesondere fiir den Fall,
dass alle my # 0 sind.

Aufgabe 5.3 (Eigenwerte symmetrischer Operatoren). Sei A = A* € L(H).
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Wenn A € C ein Eigenwert von A ist, so muss A reell sein.

(b) Wenn zusétzlich A > 0 ist, so sind alle Eigenwerte von A nicht-negativ.

(c) Es seien A # p Eigenwerte von A und u,v € H mit Au = Au und Av = pv
gegeben. Dann gilt (u,v) = 0.

Bemerkung: A braucht nicht kompakt zu sein. Uber die Existenz von Eigenwerten
bei symmetrischen Operatoren wird hier nichts ausgesagt.
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Aufgabe 5.4. Sei A = A* € L(H) kompakt mit dim R(A) = oo und der spektralen
Zerlegung

Ax = Z)\k (x,up) ug, x € H,
k=1
wie in Theorem 5.5. Es sei 0 # A € C ein beliebiger Eigenwert von A, d.h. es gebe
ein u € H\{0} mit Au = Au. Zeigen Sie: Es gibt ein jo € N mit A = ;. Weiter ist
u eine Linearkombination von denjenigen uy, fiir die A\, = A, ist.
Aufgabe 5.5. Sei A ein kompakter, symmetrischer Operator im Hilbertraum H mit

unendlich-dimensionalem Bild und der Spektraldarstellung A = 37 Aj (-, u;) u;
geméafl Theorem 5.5. Weiter sei

M = R(A) = span{u;;j € N}.

(a) Sei p(z) = > p_, cxz" ein Polynom ohne konstanten Term, mit n € N und
¢, € C. Zeigen Sie, dass p(A) = > _, cx A" die Spektraldarstellung

p(A) = ZP(AJ‘) (s ug) uy

besitzt.
Hinweis: Man unterscheide die Fille v € M und y € M+ = N(A).

(b) Sei A € C\{0} mit X\ # A; fiir alle j € N und sei Py(ay die Projektion auf
N(A) = M*. Zeigen Sie, dass

= 1
Ryx = E Y (,u;) uj — —Pyayxr, z€H,
i=1

einen beschrankten Operator definiert, fiir den
R)\(A - )\I).’L’ = (A - )\])R}@L’
gilt.

Aufgabe 5.6. Zeigen Sie, dass der auf Ly[—m, 7| (oder auf £ = C[—n, x]) durch

(Kf)(x) = 2i/7r sin(x —t)f(t)dt, fe¢&,

T™J-n

definierte Integraloperator genau die Eigenwerte 0, i/2 und —i/2 besitzt.
Anleitung: Man zeige zunéchst, dass es zwei orthogonale Funktionen u,v € & gibt
mit

27TKf:<f7U>U_<f,U>U, ng
Es folgt K* = —K. Man bestimme anschliefend Bild und Kern von K.
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5.2 Klassen kompakter Operatoren

Wir beschreiben abschlieflend einige wichtige Klassen kompakter Operatoren.

Definition 5.15. Wir bezeichnen den Vektorraum der kompakten Operatoren K &€
L(H) mit Jo(H) (oder By, K, T, Boo)-

Bemerkung 5.16. Der Raum Jy(#) ist ein zweiseitiges *-Ideal in L(H).

Definition 5.17. Die Klasse der Hilbert-Schmaidt-Operatoren besteht aus denjenigen
Operatoren A € L(H), fiir die

o0
2 2
[Alfs =D 1Az,|* < oo,

n=1

fiir eine beliebige ONB (z,,) C H.

Man iiberlegt leicht, dass |A|yg tatséchlich wohldefiniert ist, vgl. Aufgabe 5.7.
Jeder Hilbert-Schmidt-Operator A ist kompakt. Wenn (p,,) die singulédren Werte von

[e's)
[Alfs = Y wm
n=1

vgl. Aufgabe 5.8. Die Hilbert-Schmidt-Operatoren bilden einen normierten Vektor-
raum Jo = J2(H) mit dem Skalarprodukt

(A, B)yg = Z (Az,, Bx,,) ,

neN

A bezeichnet, dann gilt

fiir eine beliebige ONB (z,,) C H. Der Raum 7, ist vollstandig, also ein Hilbertraum.

Theorem 5.18. Sei H = ly und sei A € L(H) mit zugehoriger Matriz a = (a;j),
a;; = (Aej, e;). Dann gilt

A€ Dty = D layl <.

ij=1
Beweis. Aufgabe 5.7. O

Bemerkung 5.19. Analog gilt fiir Integraloperatoren K mit Kern k(-, -) im Hilbert-
raum H = Ly(M):

K e Jh(Ly(M)) — k(s,t)[*dsdt < oco.
MxM
Dabei kann M ein kompaktes Intervall sein oder auch ein allgemeiner Mafiraum.

Im Folgenden berichten wir noch kurz iiber die Schatten-von Neumann-Klassen.
Als Referenzen kommen insbesondere [3, 11, 21, 23, 25, 31, 28] in Frage.
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Definition 5.20. Fiir p € [1,00) definiert man die p-te Schatten-von Neumann-
Klasse J, durch

Tp(H) = {AEJO Zun<oo}

wobel p, = i, (A) die singuldren Werte von A bezeichnen.

Bemerkung 5.21. Fiir p € [1,00) gilt A € J, <= (o) C {,. Offenbar ist
Jy C T fiir 1 < ¢ < p < oco. Beispielsweise gilt J1 & J5. Die Zugehorigkeit von A
zu einem der Rdume J, ist also ein Ma8 fiir die “Geschwindigkeit”, mit der die p,
gegen Null konvergieren.

Definition 5.22. Die Klasse J;(H) heifit Spurklasse (engl.: trace class). Fiir A € J,

ist
[Al7, =D tin =) (| Alan, )

neN neN

fiir eine beliebige ONB (x,,) C H, wobei

|A| = VA*A = Z“" (, up) u

neN
den Absolutbetrag von A bezeichnet; u, und u, sind wie in Theorem 5.10.

Theorem 5.23. Fiir A € J; ist die Spur von A,

tr(A) = Z (Azy,, )

neN
mit einer beliebigen ONB (x,,) C ‘H, wohldefiniert.

Beweis. Wie in Theorem 5.10 schreiben wir A =} . p1; (-, u;) v;. Dann gilt

(Azp, x,) Zu] (@, u;) (vj, Tp)

und daher
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J N
ZZM o) 5 20) | < 3 Z( wy, ) P+ —|<vg,a:n>|)<uAuJ1

fiir alle J,N € N, ist die Vertauschung der Summationsreihenfolge zuldssig. Das
letzte Gleichheitszeichen folgt mit dem Satz von Parseval, wenn man u; und v;
beziiglich der ONB (z,,) darstellt. O

Theorem 5.24. FEs gilt:

(1) Aus A, B € J, folgt AB € J;.
(2) Zu jedem C € Jy gibt es eine Zerlegung C = AB mit A, B € Js.

Beweis. Seien A, B € J, und sei C' = AB. Fiir beliebige ONSe (z,,), (y,) C H gilt

(Zuoxj,ym) - (_Z|<ij,A*yj> |> < (_Z ||ij||2> (Z ||A*yj||2)'

Wenn wir fiir (z;), (y;) nun die ONBen der Darstellung von C' nach Theorem 5.10
einsetzen, so ergibt sich unmittelbar [C], < |A], [B],- Ist umgekehrt C' € 7,
mit C'= > "7 | iy, (-, Up) Uy, so definieren wir kompakte Operatoren A und B durch

A= ZM(,%) Up, B= Z\/,u_n(,un> Up.

Offensichtlich gilt dann A, B € J5 und AB = C. O

Bemerkung 5.25 (Anwendungen der Spurklasse).
(1) Jedes B € J; erzeugt durch

LH)—-C, A~ tr(BA)

ein stetiges lineares Funktional auf £(#). Damit erzeugt man auf £(H) die so-
genannte ultraschwache Topologie, eine lokalkonvexe Topologie, die in der Quan-
teninformationstheorie Anwendungen findet.

(2) Spurklassebedingungen haben zahlreiche Anwendungen in der quantenmechani-
schen Spektral- und Streutheorie.

Wir bezeichnen die paarweise verschiedenen Eigenwerte eines kompakten Operators
Amit A; € C, j € M, wobei M = 0, M = Noder M = {1,..., K} C N ist.
Ein nicht-symmetrischer kompakter Operator A wird i. Allg. keine oder nur wenige
Eigenwerte besitzen. Wir bezeichnen die algebraische Vielfachheit eines FEigenwerts
Aj mit mgj,
m; = sup dim N [(4 — A;1)*].
keN
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Das Supremum ist fiir jedes j endlich, sofern A; # 0. Genauer gibt es zu jedem
A; # 0 ein k; € N mit

N[(A=NDH] =N [(A=ADP],
d.h. fiir k > k; sind die Nullriume von (A — A;I)* immer gleich.

Theorem 5.26 (Schur-Lalesco-Weyl). Es seip € [1,00) und A € J, mit Eigen-
werten Aj, j € M, und den singuliren Werten (fi,)nen. Dann gilt

D omylAP <y k.
JEM neN
Insbesondere ist 3 _ e\ mj|A;| < oo fiir A€ Jh.
Beweis. Siehe [25, S. 318f.]. O

Theorem 5.27 (Lidskij). Fir A € Jy gilt
jeM

Beweis. Siehe [25, S. 328f.]. O

5.2.1 Ubungen
Aufgabe 5.7.

(a) Es seien (z,)neny und (¥, )neny Orthonormalbasen im Hilbertraum H und es sei

A € L(H). Dann gilt:
Do IAw® =) 1Al
n=1 n=1

wobei der Wert +o0o zugelassen ist.
Hinweis: Satz von Parseval.

(b) Man folgere aus (a), dass fir A € L(H) die Zahl
[Als = Y [Awa|* € [0, 00]
neN
nicht von der Wahl der ONB (z,,),en abhéngt.

(c) Sei A € L(H) mit |A|yg < co. Dann ist A kompakt.
Hinweis: Korollar 5.13.

(d) Es sei nun speziell H = ¢, und (a;;) die zu A gehérende unendliche Matrix. Man
zeige:

[o¢]
[Alfs <00 = D layl* < 0.
ij=1
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Aufgabe 5.8. Sei A € L(H) ein Hilbert-Schmidt-Operator mit den singuléren
Werten pi,, = p,(A) > 0, n € N, wie in Theorem 5.10. Zeigen Sie:

[Alfs = 12 (A).
n=1

Hinweis: Es sei (,)nen C H ein ONS mit A*Az, = p2x,, fir alle n € N. Man
ergénze das ONS (z,,) zu einer ONB von H.
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Kapitel 6
Unbeschrinkte Operatoren

Die meisten Operatoren, die fiir Anwendungen in der Physik oder Technik von Be-
deutung sind, sind Differentialoperatoren. Diese kann man nicht als beschréankte
Operatoren auf dem ganzen Hilbertraum erkléren. Unter den unbeschrénkten Opera-
toren zeichnen wir die symmetrischen Operatoren aus und unter den symmetrischen
die selbstadjungierten. Letztere korrespondieren zu den symmetrischen Operatoren
im beschriankten Fall. Insbesondere besitzen die selbstadjungierten Operatoren eine
spektrale Zerlegung.

Definition 6.1. Sei H ein Hilbertraum und sei D C H ein linearer Teilraum. Eine
Abbildung T: D — H heifit ein (linearer) Operator. Wir nennen D = D(T') den
Definitionsbereich von T.

Beispiel 6.2.
(1) Der Ortsoperator. Im Hilbertraum Ly(R) betrachten wir den Multiplikations-
operator () = M, definiert durch

D) = {1 € La(®): [ lofo)P dr < o0},
(M f)(@) = af(z), Vf eﬂ%, z € R.
Es gibt keine Konstante C' > 0, so dass
IM.f] < C|fl, VfeD,

denn fiir f,, = X(nnt1) gilt

(2) Der Impulsoperator. Im Hilbertraum H = Ly(0,7) sei D = C*°([0,7]) und
T: D — H definiert durch

d
Ty = —iﬁgp = —i¢/(x).

Auch der Impulsoperator ist unbeschrankt; man wéhle beispielsweise @, (z) =
sin(nx); vgl. Aufgabe 6.1.
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Fiir das Studium unbeschrankter Operatoren sind Graphen ein wichtiges Hilfsmittel.

Definition 6.3. Ein (linearer) Graph ist ein linearer Teilraum von H & H. Der
Definitionsbereich D(G) eines Graphen G ist

D(G)={f e H;Jg € H: (f.9) € G}.
Definition 6.4. Sei T': D(T') — H ein linearer Operator. Dann heift

G(T)={(f,Tf); f € D(T)}
der Graph von T

Bemerkung 6.5. Man iiberzeugt sich leicht davon, dass ein Graph GG genau dann
Graph eines linearen Operators ist, wenn

(0,9) eG <= g¢g=0.
Definition 6.6. Ein Operator T' heifit abgeschlossen, wenn sein Graph G(7T) ein
abgeschlossener linearer Teilraum von H & H ist.

Definition 6.7. Seien S und T Operatoren im Hilbertraum #H. S heif3t Fortsetzung
von T, in Zeichen S D T, falls G(S) D G(T).

Bemerkung 6.8. Offenbar ist S D T genau dann, wenn D(S) D D(T) und Sf =
Tf fir alle f € D(T).

Definition 6.9. Ein Operator T heifit abschliefSbar, wenn er eine abgeschlossene
Fortsetzung besitzt. Die kleinste abgeschlossene Fortsetzung eines abschlieBbaren
Operators T wird die Abschliefung von T genannt und mit 7 bezeichnet.

Bemerkung 6.10. Fiir abschlieBbares T hat man
G(T) = N{G(S); S D T, S abgeschlossen}.

Offenbar ist G(T') wieder Graph eines Operators.

Zwar kann man den Graphen eines linearen Operators 7" immer abschliefen und
erhélt einen abgeschlossenen linearen Teilraum von ‘H & H, dieser wird dann aber i.
Allg. nicht mehr Graph eines Operators sein. Jedoch gilt das folgende Theorem.

Theorem 6.11. Fiir abschliefbares T gilt G(T) = G(T).
Beweis. Aufgabe 6.2. O
Theorem 6.12. Sei T': D — H ein Operator. Dann gilt:

(1) T ist genau dann abgeschlossen, wenn die folgende Bedingung erfillt ist: Fir
alle Folgen (f,) C D gilt:

fo=feEH und Tf,v9geH = feDundTf=y.
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(2) T ist genau dann abschliefbar, wenn die folgende Bedingung erfillt ist: Fir alle
Folgen (f,) C D gilt:

fao—=0, und Tf, >geH = g=0.

(3) Fiir abschliefbares T gilt

D(T)={feM;3(f,) CD,3g€H: fr = [, Tfn— g},
Tf=g, VYfeDT).

Beweis. Aufgabe 6.2. O

Bemerkung 6.13. Der Begriff der AbschlieBung ist eine Abschwéichung des Ste-
tigkeitsbegriffs, denn T ist stetig, wenn aus f,, — 0 schon T'f,, — 0 folgt. Hingegen
wird diese Eigenschaft fiir abschlieBbares 7" nur fiir Nullfolgen (f,,) C D(T), fiir die
zusétzlich die Bildfolge T'f,, konvergiert, verlangt.

Definition 6.14. Ein Operator T': D — H heifit dicht definiert, wenn D C H dicht
ist.

Bemerkung 6.15. Jeder dicht definierte beschrinkte Operator A ist nach dem
BLT-Theorem abschlieBbar mit A € L(H). AuBerdem besitzt A neben A keine
weiteren abgeschlossenen Fortsetzungen.

Wir wollen nun den zu 7' adjungierten Operator 7™ definieren, wobei wir die
Relation
(Tu,v) = (u, T*v), we DT), veDT),

anstreben.

Definition 6.16. Sei T: D — H dicht definiert. Der zu T' adjungierte Operator T*
ist dann gegeben durch

D(T*) ={v e H;Fw, € HVu € D(T): (Tu,v) = (u,w,)},
T"v =w,, YveD(T). (6.1)

Bemerkung 6.17.
(1) Wegen D = H ist w = T*v eindeutig bestimmt und daher ist 7* wohldefiniert.

(2) Nach dem Darstellungssatz von Riesz gilt:

veEDT*) <<= 3C>0:|{Tu,v)|<Clu|, Yue D(T).

(3) Im allgemeinen ist D(7™) nicht dicht in H.
(4) SOT = T*D 5"
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(5) N(T*) = R(T)".

Als Hilfsmittel in mehreren Beweisen werden wir auch den adjungierten Graphen
bendtigen.

Definition 6.18. Sei 7: H ® H — H ® H definiert durch

7(f,9) = (=g, f), V(f,9) e HOH.

Fiir einen Graphen G definieren wir den adjungierten Graphen G* durch
G* = (7(G))*F = 7(GH).

In unserer Definition bezieht sich L auf H @ H. Weiterhin gilt 72 = —Ion.

Lemma 6.19. Fir jeden Teilraum M C H & H kommutieren die Operationen L

und T, d.h. es ist
(TM)*: = 7(M™).

Beweis. Wegen (f,g) € M <= (—g, f) € TM rechnen wir

(u,v) € (TM)* <= ((u,0), (=9, )pen = 0, Y(f.9) € M,
= —(u,9)+ (v, f) =0, V(f,g9) e M,
— (v,—u) € M+
— (u,v) € TM*,

mit dem Skalarprodukt (-, -),,,, aus Beispiel 2.21. Damit folgt die Behauptung. [

Theorem 6.20. Sei T: D — H dicht definiert und sei T* wie in Definition 6.16.
Dann gilt fiir die Graphen von T und T™

G(T") = G(T)" = 7(G(D))*.
Insbesondere ist T™ stets abgeschlossen.
Beweis. Nach Definition 6.16 gilt fir v € D(T™*)

Ty = w <= (Tu,v) = (u,w), Yue D(T),
— — (Tu,v) + (u,w) =0, Yue D(T),
= ((—Tw,u), (v,w)) e =0, Yuec D(T).

Also ist gezeigt:

(v,w) e G(T*) <= (v,w) L (=Tu,u), Yue D(T),
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Bemerkung 6.21. Fiir dicht definiertes abschlieBbares T folgt auflerdem 7% = T
wegen

G(T") = G(T) = G(T) = G(T)" = G(T").

Wenn auch T dicht definiert ist, so kann man 7** bilden. Hierbei gilt der folgende
fundamentale Zusammenhang.

Theorem 6.22. Sei T': D(T') — H dicht definiert. Dann gilt:
T abschliefbar <= D(T*)=H = T =T
Beweis. Es ist

G(T) = G(I) = (F*G(T)) = (1(rG(T)))* = G(T")".

Aus D(T*) = H folgt G(T) = G(T**) und T** D T'; mithin ist 7" abschlieSbar. Mit
Theorem 6.11 folgt sogar T = T**. Ist D(T*) nicht dicht in 7, dann finden wir 0 #
¢ € D(T*)* mit (¥,0) € G(T*)*. Also ist (0,1) € 7(G(T*)*) = G(T*)* = G(T)
und 7T ist nicht abschlieBbar. O

Fiir T dicht definiert und abschlieSbar haben wir

*

gezeigt.

Definition 6.23. Ein unbeschrinkter Operator 1" heifit symmetrisch, wenn 1" dicht
definiert ist und zudem 7" C T™ gilt.

Bemerkung 6.24. Offenbar ist 7: D(T') — H genau dann symmetrisch, wenn 7’
dicht definiert ist und
(Tw,y) = (&, Ty), Yr,ye D(T)

gilt. Insbesondere ist jeder symmetrische Operator abschlieSbar.

Definition 6.25. Ein symmetrischer Operator heifit selbstadjungiert, falls T =T
gilt.

Bemerkung 6.26.

(1) Der Unterschied zwischen Symmetrie und Selbstadjungiertheit besteht darin,
dass die Definitionsbereiche von T" und 7™ im selbstadjungierten Fall “austariert”
sein miissen; man beachte, dass aus T' C S stets S* C T™ folgt.

(2) Es gilt: T ist selbstadjungiert <= T und 7* sind beide symmetrisch.

(3) Sind S, T selbstadjungierte Operatoren mit 7" C .S, dann gilt bereits 7" = S; vgl.
Aufgabe 6.3.
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(4) Fir A € L(H) fallen die Begriffe Symmetrie und Selbstadjungiertheit zusam-
men.

(5) Selbstadjungierte Operatoren spielen eine wichtige Rolle in der Quantenmecha-
nik, wo sie zur Beschreibung von Messprozessen verwendet werden. Selbstadjungier-
te Operatoren besitzen eine Spektraldarstellung (Spektralsatz fiir selbstadjungierte
Operatoren).

Wir sind nun an einem Kriterium fiir die Selbstadjungiertheit eines Operators inter-
essiert und beweisen den folgenden Satz und das zugehorige Korollar. Im Folgenden
sei T' — z die Kurzform von T' — 21 [ p(7).

Theorem 6.27. Sei T: D(T) — H symmetrisch und es gebe ein z € C mit
RT—-2)=R(T—-%z)=H.
Dann ist T selbstadjungiert.

Beweis. Weil T' symmetrisch ist, haben wir 7" C T*. Wir miissen also noch D(T") D
D(T™) zeigen. Sei f € D(T*). Nach Voraussetzung finden wir ein g € D(T") mit

(T —2)g = (T" = 2)f.

Wegen T C T* folgt f —g € N(T* — 2) = R(T — 2)* = H*+ = {0}, mithin
f=g¢€ D(T). O

Korollar 6.28. Sei D C ‘H ein linearer Teilraum und T: D — H sei ein Operator
mit (Tf,q) = (f,Tg) fir alle f,g € D. Weiter gebe es ein z € C so, dass

R(T—-2)=R(T—-2)="MH.
Dann ist T selbstadjungiert.

Beweis. Nach Theorem 6.27 miissen wir nur D = H beweisen. Sei h € D*. Nach
Voraussetzung existiert ein v € D mit h = (T — z)v. Fiir alle f € D gilt dann

<h7f> = <<T—Z)'U,f> = <U,(T—E)f> = 0.
Da T — z surjektiv ist, muss v = 0 sein. Es folgt h = 0. O]

Beispiel 6.29.
(1) Zu einer festen Folge (x,,)nen C R betrachten wir den Teilraum

D = {a € ly; (xpa,)nen € b}
und den Operator
M: D —/{ly, Ma:= (x,ay)nen, Va € D.

Man nennt M den mazimalen Multiplikationsoperator zur Folge (x,)nen. Wir tiber-
legen, dass M selbstadjungiert ist:
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6. Unbeschriankte Operatoren

o Es sei {y.comp der Vektorraum der Folgen (ay)ren, fur die jeweils nur endlich
viele aj von Null verschieden sind. Dann gilt £5.comp C D und £5.comp = f2 und
daher ist D dicht in /5.

e Offenbar ist M symmetrisch.
e Wir zeigen noch, dass R(M +1) = {5: Fiir a € {5 ist < an ) € /s, da
neN

T +i

an

n+i

|z, +i| > 1, und sogar in (“—”) € D, da |z, < |ay|. Offensichtlich
neN

Ty +i

gilt
Qn,

(M =+ 1) (xn - i>n€N = (@n)nen = a.

Die Behauptung folgt mit Theorem 6.27.

(2) Sei
Ly10c(R) = {v: R — C; v Lebesgue-messbar, Vk > 0: / |v(z)|dz < oo}
(7k7k)

und sei V' € Ly joc(R) reellwertig. Im Hilbertraum H = Lo(R) sei My der maximale
Multiplikationsoperator D(My ) — H gegeben durch

D(My) ={f eH;VfeH]},
Myf =Vf, YfeDMy).

Dann ist My selbstadjungiert: Fiir f,g € D(My) gilt

v s.g) = |

R

Sei nun f € ‘H und

V(@) f(2)g(x) dx = / (@) V(@)g(@) dz = {f, Myg).

_ J@) )
g(x) = V) i1 f.i.

Dann ist g € D(My) wegen |V (xz) + i > 1 und ‘VYS)H’ < 1. Fiir dieses g gilt
aber offenbar (My +i)g = f und damit R(My + i) = H. Genauso sieht man
R(My —1i) = H. Wir kénnen nun Korollar 6.28 anwenden und sehen, dass My

selbstadjungiert ist.

Mit der Wahl V' (z) = x sehen wir, dass der Ortsoperator auf seinem maximalen
Definitionsbereich selbstadjungiert ist.

(3) Sei U: H — H unitér und sei T': D(T') — H selbstadjungiert. Dann ist auch
S = U'TU auf D(S) := U~'D(T) selbstadjungiert; vgl. Aufgabe 6.3. Dieses Re-
sultat kann beispielsweise auf die Fouriertransformation F: Ly(R) — Lo(R) ange-
wendet werden. Nach dem Satz von Plancherel ist F unitar. Unter F ist M, unitar

2
M2 zu —dd? Usw.

dquivalent zu einer selbstadjungierten Realisierung von —i%,
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Nach einer Version des Spektralsatzes ist jeder selbstadjungierte Operator unitéir
dquivalent zu einem Multiplikationsoperator in einem geeigneten Lo (X, dpu(x)). Mit
Beispiel (2) haben wir daher schon den allgemeinen Fall eines selbstadjungierten
Operators kennengelernt.

Wir kommen nun zur Konstruktion selbstadjungierter Fortsetzungen fiir (nach un-
ten) halbbeschrénkte Operatoren und beginnen mit dem folgenden Theorem, das
auf Martin Schechter (geb. 1930) zuriickgeht.

Theorem 6.30. Es seien Hy C H Hilbertraume mit den Normen |-|, und |-| und
es gebe eine Konstante ¢ > 0 mit

|z] < clzf,, VzeH,. (6.2)

Weiter sei Hy dicht in H beziiglich der Norm |-|. Dann gibt es einen selbstadjun-

gierten Operator T: D(T) — H mit D(T) C Hy und
D(T)={ueHy;FweHYveHi: (u,v), = (w,v)}, (6.3)
(u,v); = (Tu,v), Yue D(T),veH,.

Weiter ist D(T') dicht in Hy beziiglich der Norm ||-|,. Der selbstadjungierte Operator
T ist durch die Bedingungen D(T) C H,y und die Gleichung (6.4) eindeutig bestimmdt.

Beweis. Es sei D(T') wie in (6.3) und Tu := w, fiir w € D(T). Dann ist T linear und
es gilt fir z,y € D(T):

<T$,y> = <l‘,y>1 - <y7l’>1 - <Ty7$> - <$7Ty> .
Wir zeigen nun, dass T' surjektiv ist: Wegen
[(w, )| < Jw| o] < clwl|v],, weH, veH,

ist fiir jedes feste w € H die Zuordnung v +— (w,v) ein stetiges (anti-)lineares
Funktional auf H;. Nach dem Darstellungssatz von Riesz existiert genau ein u € H;
mit
(w,v) = (u,v),, Vve&H,

mithin v € D(T) und Tu = w. Nach Korollar 6.28 (mit der Wahl z = 0) ist T
selbstadjungiert. Der Operator T ist auch eindeutig, denn jeder selbstadjungierte
Operator S mit D(S) C H; und (6.4) wire eine Einschrankung von 7', d.h. T = S.
SchlieBlich bleibt zu zeigen, dass D(T') dicht in H; liegt, beziiglich der Norm |-|;.
Wire dies nicht der Fall, so gébe es ein g # 0 mit (g, f), = 0, fiir alle f € D(T).
Nach (6.4) gilt dann aber (T'f, g) = 0, fiir alle f € D(T). Weil T surjektiv ist, muss
g = 0 sein. Widerspruch! O
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Man beachte, dass T ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum H ist (und
nicht in H;). Wegen (Tu,u) = [u? > ¢ |u| fiir alle w € D(T) ist T auch positiv
definit mit der positiven unteren Schranke ¢!. Die Voraussetzung im Theorem von
Schechter kann besser auch wie folgt formuliert werden: “Es gebe eine stetige, in-
jektive, lineare Abbildung j: H; — H mit dichtem Bild.” Aus praktischen Griinden
belassen wir es aber bei der einfacheren Formulierung H; C H.

Definition 6.31. Ein symmetrischer Operator T heiit (nach unten) halbbeschrdnkt,
wenn es ein v € R gibt mit

(Tu,u) >~ |ul’, Yue D(T); (6.5)

wir schreiben 7' > ~.
Ist T" halbbeschrénkt, so definiert

(u,v); = (Tu,v) + (1 =) (u,v), w,ve D), (6.6)

ein Skalarprodukt auf D(7T"). Wir bezeichnen mit H; die Vervollstindigung des Pré-
Hilbertraums (D(T), (-,-),) und beweisen nun, dass #; die Voraussetzungen des
Theorems von Schechter erfiillt. Dazu etablieren wir zunéchst die Konsistenz der
Normen |-| und |-|,.

Lemma 6.32. Sei T' symmetrisch und T > 1, sei (up)neny € D(T') mit |u,| — 0,
n — 00, und |u, — uny|, = 0, n,m — co. Dann gilt |u,|, — 0, n = oo.

Beweis. Fiir alle n,m € N gilt

| (U, U, — um>1‘ + ‘(umumh’

[unlly Tun = wmlly + (T, wm)| -

2
unlly

IA A

Unsere Voraussetzung impliziert |u,|, < C. Wegen |u, — up|;, = 0, n,m — oo,
gibt es zu jedem € > 0 ein ng € N, so dass |u, — un| < e, fiir n,m > ny. Fir
festes n € N gilt weiter (T'uy,, ) — 0, da |u,,| — 0. Daher gibt es zu jedem n ein
my, € N mit | (Tuy, uy) | < € fir alle m > m,. Damit folgt mit m — oo bereits
lunl, < Ce+e, n > ny. O

Lemma 6.33. Se: T" symmetrisch und T > 1 und sei Hy die Vervollstindigung des
Pra-Hilbertraums € = (D(T),(:,-),). Dann ist Hy C H mit stetiger Einbettung;
insbesondere gibt es eine Konstante ¢ wie in (6.2) und H, ist dicht in H beziglich

Beweis. Wegen T' > 1 gilt
(Tu,u) = ul} > Jul® (6.7)

und damit (6.2) mit ¢ = 1. Nach Definition besteht #; aus Aquivalenzklassen von
Cauchyfolgen in £. Wir zeigen, dass zu jeder Aquivalenzklasse & = [(2,)nen] € & ein
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x € H existiert, das mit 7 identifiziert werden kann. Da (,,),en eine Cauchyfolge in £
ist, ist (2, )nen Wegen (6.7) auch eine Cauchyfolge in H und somit existiert ein x € H
mit z,, — x in H. Die Zuordnung & — z ist wohldefiniert: Gilt (z,)nen ~ (Yn)nens
so beudetet dies nach Definition |z, —y,[, — 0. Weiter existiert ein y € H mit
Yn — y in H. Wegen

|z =yl <z =2l + |2 = yuly + g —yl = 0, 1 — o0,

folgt schliefllich x = y, was zu zeigen war. Weiter ist die Abbildung = — =z in-
jektiv, denn sind & = [(@p)nen], ¥ = [(Un)nen] € € mit =, - z und y, — =
in H, so gilt wegen der Konsistenz der Normen || und ||, |z, — y»] — 0 und
l(z — yn) = (m — Ym)|; = 0 schlieBlich |z, — y,|; — 0, also & = g. Offenbar liegt
Hi auch dicht in H beziiglich |-|, denn T': D(T') — H ist symmetrisch, also dicht
definiert, und D(T') C H; nach Definition der Vervollstandigung. O

Bemerkung 6.34.

(1) Sei T halbbeschrankt wie in (6.5) und (6.6) und sei 7', der selbstadjungierte
Operator nach Theorem 6.30. Insbesondere ist dann

Tp=1T,+v—1,

eine selbstadjungierte Fortsetzung von 7', die man auch die Friedrichssche Fort-
setzung von T' nennt.

(2) Sei D C H und sei T': D — H ein abgeschlossener Operator. Dann ist Hy =
(D7 <'7 >2) mit

(u,v)y = (Tu, Tv) + (u,v), wu,ve D),

ein Hilbertraum, der den Voraussetzungen von Theorem 6.30 geniigt. Der zu-
gehorige selbstadjungierte Operator wird mit 7*7T + 1 bezeichnet. Insbesondere
ist

DIT*'T+1)={ue D(T);Tue D(T*)} CH

dicht.

Wir diskutieren zwei Beispiele aus der Physik: den Energie- und den Impulsopera-
tor eines quantenmechanischen Teilchens. Die Methode von Friedrichs liefert zwar
eine selbstadjungierte Fortsetzung, allerdings ist nicht klar, wie der Definitionsbe-
reich dieser Fortsetzung konkret aussieht. Hierfiir sind zusétzliche Untersuchungen
notwendig.

Beispiel 6.35. Im Hilbertraum H = Ly(R) seien D := C*°(R) und Ty: D — Lo(R)
definiert durch

o _ "
Top = Tt T v
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Dann ist Ty dicht definiert und symmetrisch, denn partielle Integration liefert

Topt) = [ (=o' @wi)de = [ S @

) “R
= /Rgp(x)(—@/)”(l’)) de = (p, Toy) ;

R > 0 so groB, dass supp ¢, supp ¢ C (—R, R). Weiter ist Tj halbbeschriankt wegen

(Top, ) = / (@) d > 0.

Es gibt also die Friedrichssche Fortsetzung 7% von 7j. Man kann weiterhin zeigen,
dass
D(Tr) ={f € La(R); f, [' € AC1c(R), f', f" € La(R)};

hierbei ist AC),.(R) der Raum der lokal absolutstetigen Funktionen auf R. Ein Vor-
teil der Friedrichsschen Methode liegt aber genau darin, dass wir einen selbstad-
jungierten Operator bekommen, ohne den Definitionsbereich genau beschreiben zu
miissen. Der Definitionsbereich D(TF) ist gleich dem Sobolevraum WZ(R). AuBer-
dem besitzt Tj keine weiteren selbstadjungierten Fortsetzungen.

Beispiel 6.36. Im R? mit d > 2 betrachten wir véllig analog Q C R%, Q offen und
zusammenhéngend, den Teilraum D := C2°(2) und den dicht definierten Operator

To: D — Ly(RY),  Typ == —Aep.

Unter Verwendung des Gaufischen Integralsatzes hat man

9
(Top,0)) = /ﬂw-wdx— 6Qa—f(x)¢(x)dx
= /Vgo-VzZJdas
Q
= <90aT0¢>7

wobei ¢ und ¥ in der Ndhe von 0f2 identisch verschwinden. Weiterhin haben wir

(Top, @) = [Vl = / V() dz > 0.

Nach Theorem (6.30) existiert die Friedrichssche Fortsetzung 7% von Tj. Tp ist
der Laplaceoperator in €2 mit homogenen Dirichletschen Randbedingungen auf 0f2.
Der Hilbertraum #; ist hier der Sobolevraum W (Q). Wenn Q beschréinkt und 09
hinreichend regulér ist, so hat man

D(Tr) = W3(Q) N W5 (9).
Fiir beschrianktes Q ist Tr: D(Tr) — Lo(f2) bijektiv mit stetiger Inverser. Falls
Q = RY, soist T die einzige selbstadjungierte Fortsetzung von Tj. Falls 2 beschrinkt

ist, so gibt es unendlich viele selbstadjungierte Fortsetzungen, z.B. solche, die zu
verschiedenen homogenen Randbedingungen gehoren.
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d
dz
reellen Achse, auf dem kompakten Intervall [0, 1] sowie auf dem Halbstrahl [0, c0).

Beispiel 6.37. In diesem Beispiel studieren wir den Impulsoperator —i<- auf der

Hier hiangt es in entscheidender Weise vom zugrunde liegenden Modell ab, ob eine
selbstadjungierte Fortsetzung existiert (und ob sie ggf. eindeutig bestimmt ist).

(1) In Ly(0,00) kann man den Impulsoperator T = —i¢’ nicht selbstadjungiert
realisieren. Der Operator 7" auf dem Raum C2°(0, co) ist symmetrisch, besitzt aber
keine selbstadjungierte Fortsetzung.

(2) Auf dem Kompaktum [0,1] ist der Impulsoperator 7' = —i=L nicht wesentlich

selbstadjungiert, d.h. die AbschlieBung von 7" auf C2°(0,1) ist keine selbstadjun-
gierte Fortsetzung von T. Allerdings gibt es iiberabzahlbar viele selbstadjungierte
Fortsetzungen, die durch eine Kreislinie parametrisiert werden:

D(To) = {w; 0 € AC[0,1], (0) = (1)}, |o| =1,

d
Tou = —iau, u € D(T,).

(3) Auf der reellen Achse definiert man T = —ip/, ¢ € C°(R), und beweist,
dass T wesentlich selbstadjungiert ist. Die (eindeutig bestimmte) selbstadjungierte
Fortsetzung von 7" hat den Definitionsbereich {¢ € AC[0,1]; ¢, ¢’ € Ly]0, 1]}.

6.1 Ubungen

Aufgabe 6.1.
(a) Im Hilbertraum H := Ly(0,7) seien D := C*([0,x]) und T: D — H definiert
durch 1
Ty = —iacp = —iy'(x).
Zeigen Sie, dass T' nicht beschrankt ist.
Hinweis: Betrachten Sie die Funktionen f; = sinkx, k € N.

(b) Im Hilbertraum H = Ly(R) seien D := C°(R) und die Operatoren A, B: D —
H definiert durch

(Ap)(z) = —i¢'(z), (Bp)(x) =xp(x), zeR, ¢eCX(R).

Man zeige, dass A und B nicht beschréankt sind. Beweisen Sie ferner die Kom-
mutatorrelation

ABp — BAp = —ip, VYo € CF(R).

Aufgabe 6.2. Sei D ein Teilraum des Hilbertraums H und sei T: D — H ein
Operator. Man zeige:
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(a) T ist genau dann abgeschlossen, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist: Fiir
alle Folgen (f,) C D gilt:

fo—f€eH B
(Tfn—>g€7-[ — feDudTf=g.
(b) Fiir abschliebares T ist G(T) = G(T).

(c) T ist genau dann abschlieSbar, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist: Fiir alle

Folgen (f,) C D gilt:
fn—0
— =0.
(Tfn —g€H g
Aufgabe 6.3.

(a) Es seien S und T selbstadjungierte Operatoren im Hilbertraum A mit 7" C S.
Dann gilt bereits T'= S.

(b) Seien Hi, Ho Hilbertrédume, es sei U: H; — Ha unitidr und es sei T': D(T') — H,
ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum #;. Dann ist S = UTU ! auf
D(S) == UD(T) ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum #o.

Aufgabe 6.4. Es seien A, B symmetrische Operatoren im Hilbertraum H mit D =
D(AB) N D(BA) dicht in ‘H. Weiter gebe es eine Konstante h > 0 mit

[A, Blu = Lu, u € D;
i

dabei ist [A, B] = AB — BA der Kommutator von A und B. Dann gilt:
h
[Aul |Bul = Jul®, weD.

Hinweis: Man zeige |u]® = A% Im (Au, Bu).
Aufgabe 6.5. Es seien A, B selbstadjungierte Operatoren im Hilbertraum H mit
D = D(A) N D(B) dicht in H, die mit einem h > 0 der Vertauschungsrelation
h
ABu— BAu = —u, u€0D,
2mi

geniigen. Fiir v € D, |¢| = 1, sei Ea(v)) = (A, ) der Erwartungswert der Obser-
vablen A im Zustand 1, und

va(®) = [(A — Ea())0|* = |Av|* — Ea(e)?

die mittlere quadratische Abweichung der Messgrioffe vom Erwartungswert. Man be-
weise mit Hilfe von Aufgabe 6.4 die Heisenbergsche Unschdrferelation
h2

vAW)un(¥) > 1o
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Aufgabe 6.6.
(a) Sei S: D(S) — H symmetrisch. Dann gilt

[(S+Dul = [ul,  we D(S).

(b) Sei T: D(T) — H symmetrisch und abgeschlossen mit R(T" + i) = H und
R(T — i) # H. Dann besitzt T' keine selbstadjungierte Fortsetzung.

Aufgabe 6.7. Im Hilbertraum /¢, sei

N
D::{aEfg;EIN:NaGNmitam:Ofﬁrm>Nund Zamzo}.

m=1

Wir definieren einen Operator A: D — {5 durch

(Aa)n:—i<2am+2am>—i(iam— Z am>, n € N.

m=1 m=n+1

Man zeige: D ist dicht in £ und A ist symmetrisch; R(A+1i) ist dicht in ¢5; der Vektor
e; = (1,0,0,...) gehort zum Definitionsbereich von A* und es ist (A* +1i)e; = 0.
Man folgere mit Aufgabe 6.6, dass A keine selbstadjungierte Fortsetzung besitzt.

Aufgabe 6.8.

(a) Es sei T: D(T) — H symmetrisch und es gebe eine Folge (A;)reny € R und
eine ONB (ug)reny C H mit u, € D(T) und Tup = Mg, k € N. Dann ist T

selbstadjungiert und es gilt o(7') = {\; k € N}

(b) Mit Hilfe von Teil (a) konstruiere man eine selbstadjungierte Realisierung von
2

~i
funktionen besitzt. Man darf dabei ohne Beweis benutzen, dass {uy; k € N} eine

ONB im Hilbertraum L4 (0, 1) bildet.

im Intervall (0,1), die die Funktionen wu; = sin(knx), k € N, als Eigen-
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Kapitel 7
Resolvente und Spektrum

Fiir beschrankte Operatoren hatten wir die Begriffe Resolventenmenge, Spektrum
und Punktspektrum kennengelernt. Im unbeschrankten Fall kénnen wir die Begriffe
Spektrum und Resolvente analog definieren. Wir arbeiten auf eine disjunkte Zer-
legung des Spektrums hin und beginnen zunéchst mit dem Begriff der relativen
Beschréanktheit.

Definition 7.1. Seien T: D(T) — H und V': D(V) — H Operatoren mit D(V) D
D(T). Dann heit V' T'-beschrdnkt oder relativ beschrdnkt beziiglich T, wenn es Zah-
len a,b € R gibt mit

VA <alTfl+0lfl, Ve D). (7.1)

Das Infimum aller Zahlen a, zu denen es ein b € R mit (7.1) gibt, heifit die (relative)
Schranke von V' beziiglich T'. V heif3t relativ beschrinkt mit Schranke 0, wenn es zu
jedem € > 0 ein ¢. € R gibt mit

VA <elTfl+eclfl vfe D).

Bemerkung 7.2.

(1) Offenbar hat jeder beschrénkte Operator A € L(H) die T-Schranke 0.

(2) Ist a das Infimum aller Zahlen a mit (7.1), so gibt es i. Allg. keine Zahl f3, so
dass |V f| < «|Tf|+ B[] tir alle f € D(T); beispielsweise konnte ov = 0 sein.

(3) Aquivalent zu (7.1) ist die Bedingung
3a,b € RYf € D(T): |VI* <a|TfI* +bIf1,
wie man mit der Ungleichung von Cauchy-Young zeigen kann, vgl. Aufgabe 7.1.

Von besonderer Bedeutung ist der Fall, in dem V' eine relative Schranke kleiner als
1 beziiglich T besitzt.
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Theorem 7.3. Sei T: D(T) — H abgeschlossen (abschlieffbar) und sei V: D(T) —
H relativ beschrdnkt beziiglich T mit Schranke kleiner 1. Dann ist T+V: D(T) — H
abgeschlossen (bzw. abschliefbar und D(T + V) = D(T)).

Beweis. Zunéchst haben wir fur alle f € D(T))
ITA < 1T+ VI IVA<IT+V)Fl+alTF] + 0171
mit einem a < 1, also
(=) |TfI < WT+V)fI+ o171 (7.2)

Sei nun (f,)nen € D(T) eine Folge mit f,, — f und (T'+ V) f, — g. Nach (7.2) ist
(T f)nen eine Cauchyfolge und nach (7.1) ist dann auch (V' f,,),en eine Cauchyfolge.
Weil T nach Voraussetzung abgeschlossen ist, muss f € D(T) und T'f,, — T f gelten.
Aus (7.1) folgt nun V f,, = V f also g = (T + V) f. Der Fall, in dem T abschliebar
ist, geht analog. O

Fiir zwei Zahlen a,b € R mit a # 0 und |§| < 1 wissen wir

LS S

n=0 n=0

Das nachfolgende Theorem zeigt eine entsprechende Reihenentwicklung fiir Ope-
ratoren im Hilbertraum . Die auf diese Weise erhaltene Reihe wird dann auch
Neumannsche Reihe genannt.

Theorem 7.4. SeiT: D(T) — H abgeschlossen und bijektiv und es ses T-' € L(H).
Sei V: D(T) — H ein Operator mit |VT'| < 1. Dann ist T+ V: D(T) — H
abgeschlossen und bijektiv mit (T + V)™t € L(H). Dabei gilt

[e.9]

(T+V)' =) ()T (VT (7.3)

n=0
und die Reihe konvergiert in L(H).

Beweis. Fiir alle f € D(T) ist |V f| < VT |Tf| und unsere Voraussetzung
impliziert, dass V relativ beschrénkt ist mit Schranke kleiner 1. Nach Theorem 7.3
ist dann T+ V' : D(T') — H abgeschlossen. Wegen

T+ V) = ITf =V > Q= |[VT) T

ist 7"+ V injektiv. Seien A, die Partialsummen der Reihe in (7.3). Fiir ¢ > p gilt

q

”Aq - Ap" -

(=) (v

n=p+1
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q—p—1

<[zt S v
n=0
”Til" —1]|p+1
< g VT

da |[VT7| < 1. Also ist (A,)nen C L(H) eine Cauchyfolge. Sei A € L(H) der
zugehorige Limes. Fiir f € H und p € Nist A,f € D(T) und es gilt

(T+V)Af = i(—l)"(T +V)TH(VT)"f

p p
=D (CDVTTY Y () (VT
n=0 n=0
=+ (=D)PVT P
Wir erkennen (7" + V)A,f — f fiir p — oco. Weil 7'+ V' abgeschlossen ist, folgt

Af =lim, . Apf € D(T+ V) und (T + V)Af = f. Also ist T+ V surjektiv und
(T+V)1l=A O

Wir erinnern an die Definitionen von Spektrum und Resolvente.
Definition 7.5. Fiir abgeschlossenes T': D(T') — H definieren wir die Resolventen-
menge p(T) durch
p(T) = {2 € C;T — 2: D(T) — H bijektiv, (T —2)"' € L(H)}
={2€ C;T —z: D(T) — H bijektiv},

die Resolvente von T als Abbildung
p(T) = L(H), =z (T—2)"
und das Spektrum o(T') durch

o(T) = C\p(T).

Bemerkung 7.6. Sei T abgeschlossen und 2z € C so, dass T — z bijektiv ist. Nach
dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ist (T'— z)~! beschriinkt, siche [W-I, Thm.
4.3 & 4.4]. Dies etabliert die Gleichheit der beiden Definitionen von p(T').

Auch die Begriffe Eigenwert und Punktspektrum sollen fiir unbeschriankte Ope-
ratoren definiert werden.

Definition 7.7. Sei T': D(T') — H ein Operator im Hilbertraum . Eine Zahl A € C
heiBt ein Figenwert von T, falls N(T — \) # {0} ist, d.h. falls es ein u € D(T)\{0}
gibt mit Tu = Au. Die Dimension von N (T — \) heifit die geometrische Vielfachheit
von A. Die Menge der Eigenwerte von T nennen wir das Punktspektrum von T, in
Zeichen o, (7).
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7. Resolvente und Spektrum

Das Punktspektrum o,(7") besteht also aus allen A € C, fir die 7" — X nicht
injektiv ist. Wir studieren nun die Menge alle z € C, fiir die T — z zwar injektiv,
aber nicht surjektiv ist. Es gibt zwei Moglichkeiten: Entweder R(T — z) ist dicht in
H oder R(T — z) ist nicht dicht in H.

Definition 7.8. Fiir abgeschlossenes T': D(T') — H seien
0.(T) = {z € C; T — z injektiv, R(T — 2)* # {0}}
das Residualspektrum von T und
Oeont(T) = {2 € C; T — 2z injektiv, R(T — 2)* = {0}, R(T — 2) # H}

das kontinuierliche Spektrum von T

Bemerkung 7.9. Sei T" abgeschlossen und sei z € gont (7). Dann ist die Resolvente
(T — 2)7': R(T — z) — H ein dicht definierter, abgeschlossener Operator. Jedoch
ist (T — 2)~! nicht beschréinkt, denn ein beschrinkter, dicht definierter und abge-
schlossener Operator ist nach dem BLT-Theorem notwendigerweise auf dem ganzen
Hilbertraum definiert.

Theorem 7.10. Sei T': D(T') — H abgeschlossen. Dann sind o,(T), or(T) und
eont(T') paarweise disjunkte Teilmengen von o(T) und es gilt

o(T) =0p(T) U 0p(T) U 0eont(T).

Beweis. Es folgt aus unseren Definitionen, dass o,(7"), 0:(T") und oeont (') paarweise
disjunkt und Teilmengen von o(T) sind. Zu zeigen bleibt daher, dass o(T") C o,(1T")U
0:(T) U ocont(T') gilt. Sei also z € o(T). Dann ist T' — z nicht injektiv oder nicht
surjektiv. Im Fall 7' — z nicht injektiv muss z € o,(T") sein. Ist 7' — z injektiv und
R(T — z) nicht dicht, so folgt z € o(T). Ist T' — z injektiv, R(T — z) = H, aber
R(T — z) # H, so ist z € geont(T). O

Theorem 7.11. Sei T dicht definiert und abgeschlossen. Dann gilt
o(T*)=0(T) ={z;z€0(T)}.
Beweis. Aufgabe 7.2. O

Theorem 7.12. Sei T': D(T) — H dicht definiert, abgeschlossen und injektiv und
es sei R(T) dicht in H. Fir A € C\{0} gilt dann

1

rNeo(T) < Y € a(T™1).

Beweis. Aufgabe 7.3.
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7. Resolvente und Spektrum

Theorem 7.13 (Die Neumannsche Reihe). Sei T: D(T) — H abgeschlossen
und sei zg € p(T'). Fir z € C mit

1

2 = 20| < T~
[(T" = 20) 7]

ist dann z € p(T) und (T — z)™' wird gegeben durch die (in L(H) konvergente)
Neumannsche Reihe

(T—2)"=> (z—20)"(T —2)"".
n=0
Beweis. Dies folgt aus Satz 7.4 mit der Wahl V' = (zy — 2)1. O

Korollar 7.14. Fir abgeschlossenes T': D(T) — H ist p(T') C C offen und o(T) C
C st abgeschlossen.

Definition 7.15. Sei 2 C C offen und sei X ein Banachraum. Eine Funktion
F: Q) — X heifit holomorph oder analytisch, wenn es zu jedem zg € 2 ein r > 0
und eine Folge (f,)nen, C X gibt mit

Bi(z0) ={2€C;|z— 2| <r} CQ,

|
limsup | £,]¥" <~ und

n—o0
F(z) = Z(Z —20)"fo, |2 — 20| <7
n=0

Korollar 7.16. Sei T' ein abgeschlossener Operator im Hilbertraum H. Dann sind
die folgenden Abbildungen holomorph im Sinne von Definition 7.15:

(T —2)"Y: p(T) = L(H), z+— (T —2)"1
(T—2)" u: p(T)—H, 2z (T — z):lu,

(T —2)"tu,v) : p(T) — C, 2= (T — 2)"tu,v),

fiir festes u € H bzw. feste u,v € H.

Theorem 7.17 (Die zweite Resolventengleichung). Es seien T: D(T) — H
und S: D(S) — H bijektiv mit D(S) C D(T). Dann gilt:

T!'-St=1714S-T)S"
Beweis. Wegen T—ITf = f fiir alle f € D(T) und SS~'g = g fiir alle g € H gilt

St HS-T)S ' =TS+ T H(S-T)S ' =T7'SS =T
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7. Resolvente und Spektrum

Bemerkung 7.18. Die zweite Resolventengleichung ist analog zur Bruchgleichung

i — % = i(b— a)%, fiir reelle a, b # 0.

Korollar 7.19 (Die erste Resolventengleichung). Sei T: D(T) — H abge-
schlossen. Dann gilt fir alle z,w € p(T)

(T—2)"'—(T—w) "t =z—-w (T -2 (T —w)™"
Beweis. Klar. 0

Lemma 7.20. Sei T: D(T) — H symmetrisch und sei z € C\R, also Im(z) # 0.
Dann gilt:
|(T" = 2)u] = [Tm(z)[ |u],  Vu e D(T).

Beweis. Wir rechnen
(T = 2)ul® = [(T' = Re(2))ul* = 2Re ((T' = Re(2))u, i Im(2)u) + [Tm(2)[* u*
> [Tm(2)]* Jul®, (7.4)

denn im gemischten Term ist ((T" — Re(z))u, u) € R wegen der Symmetrie von 7" —
Re(z) und damit
Re[—iIm(z) ((T"— Re(2))u,u)] = 0.

O
Lemma 7.21. Sei T': D(T) — H abschlieffbar. Weiter sei z € C mit
|(T" = 2)ul = n]ul,  Vue D(T),
fiir ein m > 0. Dann gilt
R(T —2) D R(T — z).
Beweis. Aufgabe 7.4. O

Definition 7.22. Ein symmetrischer Operator T: D(T) — H heit wesentlich
selbstadjungiert, wenn T selbstadjungiert ist.

Bemerkung 7.23. Offenbar gilt
T wesentlich selbstadjungiert <= T = T =T*
=T =T
<= T" symmetrisch.
Das nachfolgende Theorem erinnert an Theorem 6.27.

Theorem 7.24. Sei T': D(T) — H symmetrisch, z € C\R und

R(T'—z)=H=R(T —7%).

Dann ist T wesentlich selbstadjungiert.
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Beweis. Aufgabe 7.4. O

Theorem 7.25. Sei T': D(T') — H symmetrisch mit R(T) dicht in H und
|Tul > Ju]  oder (Tu,u) > [ul®, Vue D(T).
Dann ist T wesentlich selbstadjungiert.

Beweis. Aufgabe 7.4. O

Theorem 7.26. Sei T: D(T) — H symmetrisch und abgeschlossen. Dann ist T
genau dann selbstadjungiert, wenn o(T) C R.

Beweis. Aus o(T) C R folgt p(T)) D C\R und mithin +i € p(7). Dann sind die
Operatoren (T +1): D(T) — H bijektiv, insbesondere gilt R(T +1i) = H. Nach
Theorem 6.27 ist 1" dann selbstadjungiert. Fiir die andere Richtung wé&hlen wir
z € C\R, so dass also Im(z) # 0 gilt. Nach Lemma 7.20 gilt dann

(T = 2)ul > [m(2)[Jul, Vu € D(T).
Also ist T' — z injektiv. Genauso sieht man, dass 7" — Z injektiv ist. Also gilt
R(T —2)* = N(T* —2) = N(T — %) = {0}
und daher sind R(T — z) und R(T — %) dicht in ‘H. Mit Lemma 7.21 folgt
RT—2)=RT—-2)D>R(T—z2)=H.
Mithin ist 7' — z surjektiv und z € p(T). O

Theorem 7.27. Sei T: D(T) — H symmetrisch und abgeschlossen. Dann ist T
genau dann selbstadjungiert, wenn o.(T) = 0 gilt.

Beweis. Wir nehmen o0,(T) = () an. Wegen Lemma 7.20 ist 7' £ i injektiv, also
+i ¢ 0,(T). Nach Voraussetzung ist £i ¢ o,(7"). Also muss R(7'+1) dicht in # sein.
Nach Theorem 7.24 ist T wesentlich selbstadjungiert, d.h. T = T ist selbstadjungiert.
Umgekehrt: Sei T' selbstadjungiert. Wir wissen bereits, dass (7)) C R gilt. Also
geniigt es, 0,.(T) NR = @ zu zeigen. Fiir z € R gilt aber

N(T —z) = N(T* —2) = R(T — 2)*
und es treten die beiden Fille auf:
(1) N(T — z) = {0}, also R(T — z)* = {0} und 2 ¢ o.(T),

(2) N(T — z) # {0}, also z € 0,(T") und daher ebenfalls z ¢ o,(T). O
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Wir wollen unsere bisherigen Ergebnisse in zwei Theoremen zusammenfassen. Das
folgende Theorem charakterisiert die selbstadjungierten Operatoren.

Theorem 7.28. Sei T: D(T) — H symmetrisch und abgeschlossen. Dann sind
dquivalent:

(1) T =1,
(2) 32 €C: R(T — 2) = R(T — %) = H,
(3) V2 € C\R: R(T —z) = H,

(4) o(T) C R,

(5) ou(T) = 0.

Unser zweites Theorem charakterisiert die wesentlich selbstadjungierten Operatoren.

Theorem 7.29. Sei T: D(T) — H symmetrisch.

1. Dann sind dquivalent:

2. Falls zusdtzlich |Tul| > |u| gilt, fir alle w € D(T), so kann man (2) ersetzen
durch

(2) R(T) =H; vgl. Aufgabe 7.4.
Bemerkung 7.30.

(1) Aus Ty C Ty und Ty, T; selbstadjungiert folgt bereits 17 = Ts.

(2) Ist T wesentlich selbstadjungiert, so ist T die einzige selbstadjungierte Fortset-
zung von 1.

7.1 Ubungen

Aufgabe 7.1. Es seien T: D(T') — H und V: D(V) — H Operatoren im Hil-
bertraum H mit D(T) C D(V). Zeigen Sie die Aquivalenz der beiden folgenden
Bedingungen:
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7. Resolvente und Spektrum

(i) Es gibt Zahlen 0 < a < 1 und b > 0 mit

VA <alTrl+0olf], Vfe D).

(ii) Es gibt Zahlen 0 < @’ < 1 und &’ > 0 mit,

VAP <dITfIP+VIfI°, Ve D).

Aufgabe 7.2. Sei T dicht definiert und abgeschlossen. Dann gilt
oT*)={e€Czea(T)}.

Hinweis: Es ist N(T* — %) = R(T — z)*.

Aufgabe 7.3. Sei T': D(T) — H dicht definiert, abgeschlossen und injektiv und sei
R(T) dicht in H. Fiir A € C\{0} gilt dann:

Aeo(T) +— o(T™1).

! S

A
Hinweis: Fiir 0 # ¢ € p(T) und v € H ist —(T~' = HT(T — ) 'u = w.
Aufgabe 7.4.

(a) Essei T' ein symmetrischer Operator im Hilbertraum A mit

ITf1 =171 vf e D(T),

und mit dichtem Bild, d.h. R(T) = H. Dann ist T selbstadjungiert.

Hinweis: Man zeige zunéichst R(T) D R(T).

(b) Sei T ein symmetrischer Operator mit R(T =+ 1) dicht in . Dann ist T selbst-
adjungiert.
Hinweis: Man rechne nach, dass [(T'+1)f| > | f] fur alle f € D(T) gilt.

Aufgabe 7.5. Fiir einen Operator A € L(H) zeige man:

(a) Fir z € Cund |2[ > [A] gilt [(A —2)f] = (]z[ = [A]) |f], V.f € .
(b) Esist {z € C;|z| > |A|} C p(A). (Hinweis: Theorem 7.4.)

(c) Unter Verwendung des Satzes von Liouville zeige man o(A) # 0.
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Kapitel 8
Storungstheorie

In vielen Anwendungsproblemen hat man einen selbstadjungierten Operator 7" und
betrachtet dann den Operator 7"+ V mit einem geeigneten V. Besonders wichtig
ist der Fall, wenn die Storung durch V nichts an der Selbstadjungiertheit von T'
verandert, wenn die Storung also gewissermaflen “klein” ist. Mit Fragestellungen
dieser Art beschiftigt sich die Storungstheorie. Ein fundamentaler Stérungssatz geht
auf T. Kato und F. Rellich zuriick.

Theorem 8.1 (Kato-Rellich). Sei T: D(T) — H selbstadjungiert und es sei
V' D(T) — H symmetrisch. Weiter sei V' relativ beschrdnkt beziglich T' mit Schran-
ke <1, d.h., es gebe Konstanten a <1 und b € R mit |Vu| < a|Tu| +b |u| fir alle
u € D(T). Dann ist T+ V: D(T) — H selbstadjungiert.

Beweis. Wir zeigen mit Theorem 7.4, dass die Operatoren
T+V+ci: D(T)—H

fiir hinreichend grofies ¢ € R surjektiv sind und wenden dann Theorem 6.27 an.
Trivialerweise ist T+ V': D(T) — H symmetrisch. Weil T selbstadjungiert ist, ist
o(T) C R und daher ist T +ic: D(T) — H bijektiv fiir alle c € R mit (T +ic)™! €
L(H). Um Theorem 7.4 anwenden zu kénnen, beweisen wir noch

lim sup V(T £ic)™!| < a.
Fiir f € H ist (T +ic)"'f € D(T) und daher
V(T £ie) " f| < a|T(T ic) ' f| + 0 (T i)' f| -
Weiter folgt aus
(T £ic)ul® = |Tul® + ¢ ul”,  Vue D(T),
mit der speziellen Setzung u = (T +ic) "' f
1P =TT £io) P+ & (T £ie)
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also
|T(T +ie)" £ < 1]

und 1
(107 < 211
Wir erschliefien

V(T 10 f| < <a+€> 171, ¥f e

Nach Theorem 7.4 ist T+ V =+ ic fiir hinreichend grofle ¢ > 0 surjektiv. Mit Theo-
rem 6.27 folgt, dass 7'+ V' selbstadjungiert ist. O]

Wir wollen als Anwendungsbeispiel den Schrodinger-Operator des Wasserstoff-
atoms betrachten. Sei Hp die Friedrichssche Fortsetzung von Hy == —A [¢oo(ray Wie
in Beispiel 6.36. Dann ist Hr selbstadjungiert und es gilt

(Hyu,v) = (—Au,v) = (Vu, Vo), VYu,v € CZ(R?)
und
(Hp + Du,v) = (u,v),, Yue D(Hp), Vv e H;,

mit C°(RY) C H; C Lo(R?) und D(Hp) dicht in H; beziiglich |-|,, vel. Theo-
rem 6.30. Wir wollen jetzt zu Hp den Multiplikationsoperator My zum elektrosta-
tischen Potential (sog. Coulombpotential)

hinzuaddieren. Offensichtlich ist My nicht halbbeschrankt. Wir etablieren daher eine
Abschétzung relativ zu Hp.

Lemma 8.2. Sei u € C*(R?) reellwertig, R > 0 und o < d. Dann gilt

% (x a::Rl_a w? () dw
/|x<R'1" (2)d d_a/m:R (2)d
2 l_auxi~ w)(z) dz
Sl T N UDICE IR S}

Im Beweis verwenden wir Polarkoordinaten im R, Wir bezeichnen mit
St = {¢ e R% ¢ =1}

die Einheitssphére im R? und mit dwe das Oberflichenmafl auf S*~!. Fiir stetiges
f:R? — R zeigt man

/|I<Rf(f’5) dz = /OR < " f(r§) dwg) rdr, (8.2)
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Beweis. Fiir festes & € ST gilt

4 ( — u2(r€)) =rT P (rg) + T 2u(r§) Vu(re) - §
dr \d—« e |

Integration zwischen 0 und R liefert

R
= / rd=e 2 (re) dr
0

+3 2 . /0 rCu(r)é - (Vu)(ré) dr

_ R
rda

a0

Integrieren wir nun noch iiber die Einheitssphire S, so erhalten wir links

Rdfoz ) lea
dwe = 2(z) dw,
ima = g [ e

und auf der rechten Seite

L. /oeraluz(r@ drdee = /OR (/g ru(re) dws) P

= / 2|~ *u?(x) dz
|z|<R

und

/Sd 1/ u(ré)é - Vu(ré) dr dwe
:/O (/sd1 r'u(ré)E - Vu(re) dwg) .
_ /| b eute) (é_\ . wx)) .

]

Wir diskutieren jetzt zuniichst den Fall d > 2. Es seien u € C*°(R?), e > 0 und
a =1in (8.1). Dann gilt

— 2 2 1 1
bl === (o 9 = g (19 0),

wobei wir R so grofl gewihlt haben, dass supp u ganz in der Kugel Bg(0) enthalten
ist. Wir erhalten nun

dua) - [ APz (1- 25 ) 19
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Die Wahl ¢ = d — 1 liefert die optimale untere Schranke —(d — 1)72. Es existiert
daher die Friedrichssche Fortsetzung von (—A — ﬁ) oo (ray, die wir mit (Ho+V)p
bezeichnen. Weiter stimmen die Hilbertraume H; fiir die beiden Operatoren Hr und
(Ho + V)p tberein.

Schliellich diskutieren wir noch den Fall d > 3. Mit Polarkoordinaten sieht man, dass
r~u € Ly(R?) fiir alle u € C(RY). Mit o = 2 folgt aus (8.1) fiir alle u € C>(R?)
die Hardysche Ungleichung

_ 2 4 2 B
Hr 1uH2 =-7 <7‘ Y, o Vu> < T 5 HT 1u“ [Vl .
Es folgt )
[ ull < 7= IVl
und
9 \?2
bl < (725) 19l
5 \2
5 \?2
= (m) (—Au, u)
2 2 52 2 1 )
< (725) (G180l + o5 1ul?).

Zu e > 0 gibt es also ein C. > 0 so, dass

2
2 2
<e|Aul” + C: Ju]

e

|z]

fiir alle u € C°(R?). Hieraus folgt mit Aufgabe 7.1, dass es zu jedem € > 0 eine
Konstante c. > 0 gibt mit

<e|Au] + ¢ ful.

I
—u
|z
Wir erkennen, dass der Multiplikationsoperator My relativ beschréinkt beziiglich
H, ist; die relative Hy-Schranke ist 0. Weil H, selbstadjungiert ist (vgl. [21, 24,
31]), folgt nach Kato-Rellich, dass auch die Summe Hy + V auf C*(R?), d > 3,

wesentlich selbstadjungiert ist. Insbesondere stimmen die Definitionsbereiche der
selbstadjungierten Fortsetzungen iiberein und es gilt

FO:HF, (H0+V)F:H0+V
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8.1 TUbungen

Aufgabe 8.1. Beweisen Sie die Giiltigkeit von Gleichung (8.2).
Hinweis: Fiithren Sie Polarkoordinaten ein und wenden Sie die Transformationsfor-
mel an.
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Kapitel 9

Der Spektralsatz fiir
selbstadjungierte Operatoren im
Hilbertraum

Wir erinnern zunéchst an einige Grundbegriffe:
Ein Operator P € L(H) heiBt (Orthogonal)projektion, falls P? = P = P* gilt.
Fiir symmetrische Operatoren A, B € L(H ) schreiben wir A < B, falls

(Au,u) < (Bu,u), Yué€ H.
Fiir zwei Projektionen P und @) gilt
P<Q <= R(P)CRQ) <<= PQ=QP=P

Zur Konvergenz von beschréankten Operatoren: Sei (A, )nen € L(H) eine Folge be-
schrankter Operatoren und sei A € L£L(H). Wir unterscheiden die folgenden Konver-
genzbegriffe:

(i) Norm-Konvergenz bedeutet |A,, — A| — 0, n — oo, d.h.,

sup{[|A.f — Af];[fl <1} =0, n— oo.

(ii) Starke Konvergenz bedeutet: Vf € H: A, f — Af, n — oo.
(iii) Schwache Konvergenz bedeutet: Vf, g € H: (A, f,g9) — (Af,g), n — oc.

Es gilt: Norm-Konvergenz = starke Konvergenz =—> schwache Konvergenz.

Definition 9.1. Es sei (E()))xer € L£(#H) eine Familie von Projektionen mit den
folgenden Eigenschaften:

(i) Monotonie: A < p = E(N) < E(p).

109



9. Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren im
Hilbertraum

(i) Starke rechtsseitige Stetigkeit: VA € RVf € H: E(A+¢e)f — E(N)f, el 0.
(iii) Fir alle f € H gilt E(A)f — f, A = oo, und E(N)f — 0, A = —o0.

Dann heifit (E(X))aer C L(H) eine Spektralschar oder Zerlegung der Identitit auf
H.

Bemerkung 9.2. Wieso fordern wir gerade starke Konvergenz in (ii) und (iii)?

(1) Schwache Konvergenz und Monotonie implizieren bereits die starke Konvergenz,
vgl. Aufgabe 9.1.

(2) Norm-Stetigkeit und die Monotonie von Projektionen implizieren Konstanz, vgl.
Aufgabe 9.2.

Bemerkung 9.3. Fiir jede Spektralschar (F(\))\cr existiert an jeder Stelle A € R
auch der linksseitige (starke) Limes

EAN-0)f = lsiﬁ)lE()\—é‘)f, VfeH.

Dies folgt aus der Monotonie der Spektralschar und Aufgabe 9.1. Man sieht sofort,
dass F(A —0) eine Projektion ist. Es kann F(A —0) # E(\) sein. Trivialerweise gilt
E(A—0) = E()\) genau dann, wenn die Spektralschar (E(C))cer bei A stetig ist.
Weiter gilt stets E(u) < E(A—0) < E(\) fiir p < A. L. Allg. braucht die Projektion
E(X\ —0) nicht unter den (E£(())¢er vorzukommen.

Beispiel 9.4. Sei H = Ly(R) und sei E(A) = X(—c,y die Multiplikation mit der
charakteristischen Funktion zum Intervall (—oo, A]. Dann ist (E(\))er eine Spek-
tralschar, vgl. Aufgabe 9.3.

Beispiel 9.5. Sei A = A* € L(H) symmetrisch und kompakt mit dim R(A) = oo
und den Eigenwerten A, € R\{0} und einer ONB (uy,)neny von R(A) mit Au, = A\, uy,
fiir n € N. Wenn wir

E(\) =Y (wu)t,, A<0,

An <A

E\) W > )y, A>0

An <A

setzen, so ist (E()\))aer eine Spektralschar, vgl. Aufgabe 9.4.

Sei m: R — R monoton wachsend und rechtsseitig stetig. Dann existiert fiir
v € C(R) (d.h. ¢ ist stetig und supp ¢ ist kompakt, etwa supp ¢ C (—R, R) fur
ein R > 0) das Riemann-Stieltjes-Integral

| e dmis) = lim sz (2r) = m(a),

o0
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wenn die Punkte z; das Intervall (—R, R) in n gleiche Teile zerlegen, mit x; < ;41
und z; = —R, 11 = R.
Fiir jedes feste f € H ist die Funktion

R —[0,00), A= (EWN,f)

monoton nicht-fallend und rechtsseitig stetig. Fiir ¢ € C.(R) mit supp ¢ C (=R, R)
existiert dann

[N UENL ) = lim 37 e (B s 1) = EG)L 1))

wenn die Punkte \; das Intervall (—R, R) in n gleiche Teile zerlegen, mit A\; < 44
und \; = —R, \,;1 = R. Fiir dieses Riemann-Stieltjes-Integral verwendet man auch
die Notation

/@umw@wzéw»dwuvjw

Man sagt dann auch, dass die Funktion A — (E(X)f, f) das Riemann-Stieltjes-Maf
(oder Lebesgue-Stieltjes-Mafl) s erzeugt.

Wir wollen nun einer Spektralschar (E()))aer einen selbstadjungierten Operator
H zuordnen, so dass in einem geeigneten Sinn

H= /)\dE()\)

gilt. Dazu definieren wir einen Definitionsbereich

D= {fe’H;/)\2duf()\) <oo}

= {fE’H;limsup/R N A(EN,f) <oo}. (9.1)

R—o0 R

Wir benétigen noch Riemann-Stieltjes-Integrale, die von Funktionen mit beschrink-
ter Schwankung erzeugt werden.

Definition 9.6. Eine Funktion m: [0, 1] — C heit von beschrinkter Schwankung,
wenn es eine Zahl C' > 0 gibt, so dass

D lmlri) = miw)| < C

gilt, fiir alle n € N und fiir jede Wahl von Punkten
0< <2< ... <3, <Tjy1 <...<Tp1 <z, <1

Das Infimum aller Konstanten C' > 0 mit der Eigenschaft > " | |m(z;s1) —m(z;)] <
C fiir alle Zerlegungen (x;);—1..., des Intervalls [0, 1] mit n € N beliebig nennt man

die totale Variation der Funktion m, in Zeichen: Varjy1j(m).

,,,,,
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Lemma 9.7. Fiir u,v € H st die Funktion
R—C, A= (ENu,v)

rechtsseitig stetig und von beschrdankter Schwankung. Daher existieren fir ¢ € C(R)
und R > 0 die Riemann-Stieltjes-Integrale

/ PN (B )u,v) = lim > e(4) (B )u,v) = (B, v)).

-R

Fir o, € C(R) und R > 0 gilt weiter die Abschdtzung

/ ) (B

<(/ R PO B " (f R BTV <E<A>v,v>)m 92

Beweis. Wir geben nur die wesentliche Beweisidees dieses Hauptlemmas (mit ¢ =
Y = 1) wieder: Fiir @ < b und mit J := (a, b] schreiben wir

Es ¢gilt F(J)* = E(J) = E(J)*. Seien nun Ji,. .., J, paarweise disjunkte Intervalle
mit Uy, J, = (—R, R]. Dann gilt:

Z\ Jkuv]—Z\ (Jr)u, E(Jy)v) |

< Z [ECk)ul [E(Jk)v]

k=1

n 12 ;. 1/2
< (Z HE(Jk)uH2> (Z ||E<Jk>v||2>

" 2 /. 1/2
_ (Z (E(Jk)u7u>> (Z <E<Jk>v,v>)

k=1 k=1
< [ul o] -

Der Beweis des Lemmas verwendet die obige Abschitzung und Riemann-Summen,
wobei man noch ¢ und 1) einbauen muss. O]

Beispiel 9.8. Seien u,v € Hund sei R > 0. Firn € Nsei \; = —R< A\ < ... <
Ai <0< Ay < A1 = R eine dquidistante Partition von [—R, R]. Dann gilt

R
/ d(EMN)u,v) = nll_)HolOZ Xit1) — (E(\i)u,v))

R
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= (E(R)u,v) — (E(—R)u,v) .

Mit R — oo gilt aber F(R)u — u und E(—R)u — 0 und wir sehen, dass

/_OO d(E(\)u,v) = lim /_R d(E(\N)u,v) = (u,v).

00 R—o0 R

Speziell fiir u = v ergibt sich hieraus

/OO d (B, u) = /oo AIEO)? = [ul®, Yuen.

—00 — 00

Fir f € D und g € H gilt wegen (9.2)

Zg(ﬁ}%MWﬂAM]ZMmmmﬂs@wﬁ

mit einer Konstanten C; € [0,00), da f € D; es ist eine Ubungsaufgabe sich von
der Existenz des Grenzwerts limp_, f_RR ... auf der linken Seite zu iiberzeugen. Fiir
alle f € D ist

Vzmwmmm

H%QQH/MWWMW

ein stetiges anti-lineares Funktional auf . Nach dem Darstellungssatz von Riesz
gibt es daher ein w € H, w = wy, mit

<wm=/M@MMw,w€%

Wir definieren nun

Hf =wys, VfeD,
d.h. es ist H: D — H linear mit

Wﬂmj/N@me,weﬁ (9.3)

Man zeigt nun der Reihe nach:
(1) D ist ein dichter linearer Teilraum von H.
(2) H: D — H ist symmetrisch.
(3) H+1i: D — H ist surjektiv.

Nur Schritt (3) erfordert etwas mehr Vorbereitung; (1) und (2) sind leicht zu zeigen.

Lemma 9.9. Sei (E()\))aer eine Spektralschar und D sei wie in (9.1). Dann ist D
ein dichter linearer Teilraum von H.
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Beweis. Seien u,v € D und sei A > 0. Dann gilt:

/A/\2d<E(>\)(u+v),(u+v)):/A)\2 Yo, ) +/A/\2d )

—A —A —A

+/_AA2 vu+/i)\2d .
- </i N BN, U>> . (/i (B, v>> :

Mit Lemma 9.7 ist

‘ / ! A2 d (E(\)u,v)

—A

und es folgt
/_i NMA(EN) (u+v), (u+v)) < 2/:‘ N Ad(E(\)u, u) + 2/_1 N d(E(\)v,v),

mithin v + v € D. Wir zeigen noch, dass D ein dichter Teilraum von H ist: Fiir
beliebiges u € H und A > 0 gehoren die Vektoren uy = (E(A) — E(—A))u zu D,
denn es gilt

[ aEm ) = [ AENEA) - B, (B4 - B-A))

und hierin ist

(E(N(E(A) = E(=A))u, (E(A) = E(=A)u) = (E(A\)(E(A) — E(=A))*u,u)
= (E((E(A) — E(=A))u,u) = (EN)E(A)u,u) — (E(N)E(—A)u, u)
= (E(min{\, A})u,u) — (E(min{\, —A})u,u) .

Damit folgt

/)\2d<E()\)uA,uA) = lim /Zvdw(A)uA,UA)

R—oo | _

~ lim l /_ Z N2 d (B(min{)\, A})u, u) — / N d (B (min{A A} u)

= lim UZA?ME(A)u,u)—/;A A2d<:E(A)u7U>}

A
- / N (BN u,u) |
—A

fiir alle A > 0. Wegen
lim (E(A) — E(—A)u=u

A—o0

nach Eigenschaft (3) aus Definition 9.1 folgt die Dichtheit von D. O
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Lemma 9.10. Es seien D und H wie in (9.1) und (9.3). Dann ist H symmetrisch.

Beweis. Fiir u,v € D gilt

<Hmw:/&d@ummy:/quuww>

= /Ad(E()\)v,u) = (Hv,u) = (u, Hv) .
Nach Lemma 9.9 ist D dicht und es folgt die Behauptung. O

Zum Beweis der Surjektivitdt der Operatoren H £i: D — H ist das folgende
Lemma niitzlich.

Lemma 9.11. Seien —oco < A < B < o0 und w: [A, B] — C von beschrankter
Schwankung und rechtsseitig stetig. Weiter seien ¢,1p € C[A, B]. Dann existieren
die Riemann-Stieltjes-Integrale

:/w@mwm A<z<B,
A

und es gilt: Die Funktion m: [A, B] — C ist von beschrdnkter Schwankung, rechts-
seitig stetig und

/AB o(z) dm(z) = /AB o(x)d, /:w(t) dw(t) = /AB o(2)(z) dw(z). (9.4)

Beweis. Wir verwenden mehrfach die folgende Abschéitzung: Fiir stetiges f und v
von beschriankter Schwankung gilt

z)dv(z)| < max |f(x)|- Varg(v), (9.5)

a<z<b

wenn Varp,(v) die totale Variation von v iiber das Interval [a,b] bezeichnet; vgl.
Aufgabe 9.6. Fiir eine beliebige Zerlegung

A<zg<am < ---<zp 1 <x, <B (9.6)

gilt dann

k
Z‘m(%)— $z1|— / W(t) dw(t

< ZIW}II “Varg,_, a,)(w)

= H%ZJHOo - Var(y p)(w).
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Mithin ist m von beschrankter Schwankung. Weiter gilt fiir ¢ > 0

[m(z + &) —m(z)]

leﬁdxwdw@ﬂ
/x e(@b(L‘)—w(x))dw(t)‘+|¢($)| /+ dw(t)’

< Varyug(w) - max (1) = 6(o)| + [l wla +2) — w(z)]

<
T+

<

Weil ¢ stetig ist, gilt max,<;<,c [(t) —¢(x)| — 0, fiir ¢ — 0, und weil w rechtsseitig
stetig ist, folgt |m(zx+¢) —m(z)| — 0, fiir ¢ — 0. Sei nun die Zerlegung (9.6) so fein
gewdhlt, dass fiir ein vorgegebenes ¢ > 0

/ odm — Z o) (m(z;) —m(zi))| <e (9.7)

A

und

B k
/ o dw =3 ol wle:) — wlwi )| <= (9.8)

A

Die Summe in (9.7) konnen wir wiefolgt umformen:

ilw»(m(m —m(ri1)) = ilsom) / () duw(?)
- émi)wxi) / duw(t) + ém» / f;(w(t) — () du(t)
- iw(x»wm(w(m (i) + zk;sow [ w0 =) au)
Wegen (9.7) lund (9.8) ergibt sich dann )
/AB pdm - / ov dW\ < ilwn [ wo - vl au) + 2
Mit (9.5) haben wir )
ésom) [ @ = au)

k
< lele D, mmax J(t) = )] - Varjs, ) (w).
=1

[xi—lyxi
Da v auf [A, B] gleichméBig stetig ist, diirfen wir o.E. annehmen, dass firi = 1,... , k
W(t) - 7/}<1’z)| < g, vt € [xi717x’i]7
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und wir erhalten
k i k
Z (,0((131) / (77Z)(t) - 77b(xz)) dw<t) S € ”90”00 Z Va‘r[iiflﬂfi](w)
i=1 Ti—1 i=1

= ¢l Varja p(w).
0

Lemma 9.12. Es seien D und H wie in (9.1) und (9.3). Dann ist H £i: D — H
surjektiv.

Beweis. Wir beweisen etwas mehr und geben eine explizite Formel fiir die Resolvente
an. Dazu rechnen wir nach, dass das Integral

1
Ry .:/)\iid<E(/\)u,v), Vu,v € H,

einen beschrénkten Operator Ry : H — H definiert, der nach D abbildet und H +i
invertiert.

(1) Zunéchst ist fir A < B und u,v € H

<o (/AB IAlii\ d<E()\)u,u>)1/2 (/AB Mii’ d(E(A)v,v))m

< (/AB d(E(\)u, u>)1/2 (/AB d<E(A)v,v>>1/2,

da |A £i| > |i| = 1. Daher ist die Abbildung

1
Ati

HoH, oo / d (E(\)u, v)

wohldefiniert und fiir alle u € H ein stetiges anti-lineares Funktional auf H. Nach
dem Darstellungssatz von Riesz existiert daher zu jedem u € H ein Vektor Riu € 'H
mit

1
(Ryu,v) — / (B, VeeH (9.9)
Dies definiert lineare Operatoren Ry: H — H.

(2) Die Operatoren R, sind beschrinkt, denn fiir u € H und g+ = Riu gilt
| Reul® = (Riu, gz)

<1
= d, (£
oo | Bluge)

—00
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o q 1/2
<on ([ Bwa)) ol

< [ul lg=1-

(3) Man rechnet weiter nach, dass R(R+) C D = D(H) gilt. Nach Definition von D
geniigt es dafiir zu zeigen, dass

/ A2 dy <E()\)R:|:u, Riu) < oo, YueéeH,
wobei nach Konstruktion von R, fiir beliebige v € H

(E(A)Riu,v) = (Ryu, E(A\)v) =(9.9) /°° p i—i

du (E(p)u, E(A)v)

- [

oo M F1
gilt, da E(u)E(\) = E(min{\, p}). Also gilt:

A
(EO)R,u, Rou) = / !

e (B, R

- [ TR B

oo M F1
coo [ a7 m B
=09 | || o (EO)u B

[ el o]

A
0o [ e d B

o MFTp+1
A
= —d, (E(p)u,u) ,
| e (Bl

wobei wir im letzten Schritt Lemma 9.11 verwendet haben. Damit ergibt sich

[ e ra = [ xa ][ s e

(e 9] o0

o 1 o0
oy [ i () < | aEn) =l
denn ﬁ > 1. Die Rechnung fiir R_ verlduft analog.

(4) SchlieBlich zeigen wir noch, dass (H+i)Riu = u, fiir allew € H. Wegen Ryu € D
gilt fiir alle v € H

(e 9]

(H +1)Ryu,v) =93 / (A+1)dy (E(N\)Riu,v)

—00
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- /Oo (A +1) dx (Ryu, E(\)v)

o0

—on [0 | [T Bl EO)

oo oo 1

:/(:()\qti)dA [/;MiidME(u)MW}

=(9.4) /OO (A + i))\i dx (EA)u,v)

oo i

_ / Ty (B, v)

o0

= (u,v),
und analog ((H —i)R_u,v) = (u,v) fir alle u,v € H. Mithin ist
(H+ti)Riu=u, YueH.
Also ist H £ 1 surjektiv. Weil H symmetrisch ist, gilt weiter

und daher ist H + i auch injektiv. Zusammen folgt, dass Ry = (H +1)~'. O

(H ) f|> = |HfI*+ £ = 1fI*, Vf e DH),

Theorem 9.13. Zu jeder Spektralschar (E(X\))er ezistiert genau ein selbstadjun-
gierter Operator H mit

H = / NAE(N)
im Sinne von (9.1) und (9.3).

Beweis. Der Operator H: D — H ist nach unseren bisherigen Resultaten dicht
definiert, symmetrisch und es ist H +i: D — H surjektiv. Mit Theorem 6.27 folgt
die Behauptung. O]

Erheblich schwieriger zu zeigen ist die Umkehrung, die wir hier ohne Beweis
mitteilen.

Theorem 9.14. Sei H: D(H) — H ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum
H. Dann gibt es genau eine Spektralschar (E(X))xer mit

H= /)\dE()\),

d.h., der nach Theorem 9.13 zu (E(\))er gehdrende Operator stimmt mit H tberein.
0

Bemerkung 9.15. Theorem 9.13 und Theorem 9.14 bilden den sogenannten Spek-
tralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren. Er liefert eine “Diagonalisierung” von H,
analog zur Hauptachsentransformation fiir symmetrische Matrizen.
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Definition 9.16. Sei T: D(T) — H ein dicht definierter Operator und sei A €
L(H). Wir sagen, dass A mit T' vertauscht, wenn Au € D(T) ist, fiir alle u € D(T),
und wenn

[A, T|u = ATu—TAu =0, Yue D(T),
gilt.
Der folgende Satz ist gelegentlich von Nutzen, wenn man nachweisen will, dass

eine Spektralschar zu einem bestimmten Operator gehort.

Theorem 9.17. Es sei H: D(H) — H selbstadjungiert mit der zugehiorigen Spek-
tralschar (E(X))xer und es sei A € L(H). Dann gilt

[A,H| =0 <= [AE\)]=0, VAeR
Beweis. Siehe Aufgabe 9.7 fiir den Fall H € L(H). O

Theorem 9.18. Sei H: D(H) — H selbstadjungiert und es sei M C H ein abge-
schlossener Teilraum mit zugehériger Projektion P. Weiter sei [P, H|] = 0 und es
gebe ein Ay € R mit (Hu,u) < \o |u|? fiir allew € MND(H) sowie (Hu,u) > Ao |ul?
fiir alle 0 #w € M+ N D(H). Dann gilt P = E()\).

Beweis. Aufgabe 9.8. O

Wir wollen eine erste wichtige Anwendung des Spektralsatzes fiir selbstadjun-
gierte Operatoren kennenlernen und Funktionen von Operatoren studieren: Fiir hin-
reichend gutartige Funktionen f versucht man den Ansatz

J(H) = / SO AE()

mit dem Definitionsbereich
D7) = {ue #s [ 170 B < o0}

Beispielsweise liefert e 7+ € R, eine stark stetige unitire Gruppe von Operatoren
und u(t) = e yy 16st die Schrodingergleichung, falls H = —A + V selbstadjun-
giert ist. Hingegen ist e ", t > 0 und H > 0, eine stark stetige Halbgruppe von

—tHy, 16st die Warmeleitungsgleichung, falls H eine selbst-

Operatoren und v(t) == e
adjungierte Fortsetzung von —A ist. Weiter sieht man, dass x5(H) = E((a,b])
Spektralprojektionen liefert. Wir wollen nun Quadratwurzeln nicht-negativer selbst-

adjungierter Operatoren konstruieren.

Theorem 9.19. Sei H > 0 selbstadjungiert mit der Spektralschar (E(\))xer. Wir
definieren einen Operator T durch

D(T) = {u €H; /OoAd<E()\)u,v> < oo}

0
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und
T = / VAAE(N),
dh .
(Tu, v) ;:/ VAA(ENu,0), Vue D(T), Yoe.

Dann ist T ein nicht-negativer selbstadjungierter Operator mit T? = H und T ist
eine Quadratwurzel von H, in Zeichen T = v/ H. Die (nicht-negative) Quadratwurzel
von H ist eindeutig bestimmd.

Beweis. Siehe Aufgabe 9.9 fiir den Fall H € L(H). O
Bemerkung 9.20. In Theorem 9.19 ist D(T') D D(H) und
D(T*) ={u € D(T);Tu € D(T)} = D(H).

9.1 Ubungen

Aufgabe 9.1. Es seien (A,,)neny C L(H) und B € L(H) symmetrisch mit
0<A, <A1 <B, neN

Dann gibt es einen symmetrischen Operator A € L(H) mit A,f — Af, f € H, und
A, <A< B, neN.

Hinweis: Man betrachte die quadratische Form

alu,u] = lim (A u,u), ué€H,

n—o0

und definiere den Operator A so, dass (Au,u) = alu,u] gilt, fir alle v € H. Im
Konvergenzbeweis verwende man die Ungleichung

(A= A)FI' < (A= A2 F (A= A ) (A=A f f), feM.
Aufgabe 9.2.

(a) Es seien M C N abgeschlossene Teilrdume des Hilbertraums # mit den zuge-
horigen Projektionen P und ). Dann ist |P — Q| = 1, sofern M # N.

(b) Sei { P(\)}o<a<1 eine beziiglich der Operatornorm stetige, monotone Familie von
Projektionen. Dann ist P(-) bereits konstant.

Aufgabe 9.3.

(a) Es seien H ein Hilbertraum und A\g € R. Wenn E(X\) = 0 ist fiir A < A
und E(A) = I fiir A > X, dann ist (E()))xer eine Spektralschar. Fiir den
zugehorigen selbstadjungierten Operator [ AdE(N) gilt weiter

/ NAE(Y) = Al
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(b) Im Hilbertraum H = Ly(R) sei E()) definiert als die Multiplikation mit der
charakteristischen Funktion x(_u ),

f(z), firz <A\,
0, sonst,

EWf(a) = {

fir f € H. Dann ist (E()))xer eine Spektralschar.

Aufgabe 9.4. Sei A = A* € L(H) kompakt mit dim R(A) = oo und den Eigenwer-
ten (A )neny € R\{0}. Weiterhin sei (u,)nen eine ONB von R(A) mit Au,, = A\ u,
fiir alle n € N. Wir definieren

E()\) = PN(A) + Z (,un> Uy, A>0.
An<A
Man zeige, dass (E()))er eine Spektralschar ist und dass A = [ AdE()) gilt.
Hinweis zum Beweis von A = [ AdE(N): Sei A" = [ AdE()) der selbstadjungierte
Operator zur Spektralschar F()). Man zeige zundchst (Au,u) = (A'u,u) fiir u €
N(A) sowie fiir u = u,, n € N.

Aufgabe 9.5. Es sei (E()))er eine Spektralschar und es sei D wie in (9.1). Analog
zu Lemma 9.7 gilt fiir Ay < Ay die Abschétzung

/A"’Adwu)m‘ < (/AQ N A(E\), f>)1/2 lgl, VfeD,geH; (9.10)

)\1 )\1

diese Abschétzung soll hier nicht gezeigt werden. Mit Hilfe von (9.10) zeige man,
dass das Integral

| AW = Jin [ AdEL)

—00

existiert und der Abschétzung

] / >\d<E()\)f,g>‘§CngH, Vo e H,

geniigt, mit C7 .= [T XN d(E\)f, f).

Aufgabe 9.6. Es seien [a,b] C R ein kompaktes Intervall, ¢: [a,b] — C stetig und
w: [a,b] — C von beschrinkter Schwankung. Fiir das Riemann-Stieltjes-Integral
ff o(x) dw(z) gilt dann die Abschitzung

< max [p(z)| - Vary, g (w).

a<z<b

[ etoyaut
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Aufgabe 9.7. Essei H € L(H) mit H = H* und mit der zugehorigen Spektralschar
(E(N))aer und sei A € L(H). Dann gilt

[AH]=0 <= [AE)\N]=0, VAeR

Hinweis: Fir die Richtung “ =" verwende man Aufgabe 9.11.

Aufgabe 9.8. Esseien H: D(H) — H selbstadjungiert und M C H ein abgeschlos-
sener Teilraum mit zugehoriger Projektion P. Weiter sei [P, H] = 0 und es gebe ein
Ao € R mit (Hu,u) < Ao |u|® fiir alle w € M N D(H) sowie (Hu,u) > Ao |u|” fiir
alle 0 #u € M+ N D(H). Dann gilt P = E()\).

Aufgabe 9.9. Es sei A € L(H) mit A = A* und A > 0 gegeben. Mit der Spektral-
schar (E(X))xer zu A definieren wir einen Operator B durch

B[ VAAE(N),

d.h.
(Bu,v) = / VAA(ENu,v), Yu,ve M.

Dann ist B wieder beschrinkt, symmetrisch und nicht-negativ und es gilt B? = A.
Aufgabe 9.10. Sei A € L(H) symmetrisch mit zugehoriger Spektralschar (E()))er.

(a) Man zeige, dass die Reihe Y, %(itA)k fir jedes t € R in L(H) konvergiert;
dabei ist die Konvergenz gleichméBig fiir ¢t € [—R, R] und fiir alle R > 0.
(b) Sei € := [ dE()). Dann gilt 4 = 3777 L(itA)F.
Aufgabe 9.11. Es sei H € L(H) mit H = H* und mit zugehoriger Spektralschar
(E(X))xer- Man zeige, dass es zu jedem A\ € R eine Folge von Polynomen p,,: R — R
gibt mit
pn(H)f_> E<>‘O)f7 n — oo,

fiir alle f € H.
Hinweis: Wegen

E(Ny) = /_ ; dE(\) = /_ Z Yo dE()

kann man |p,(H)f — E(X\o)f]* als Integral schreiben und anschlieBend die rechts-
seitige Stetigkeit der Spektralschar ausnutzen.

Aufgabe 9.12. Sei H = [ AdE()) ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum
‘H. Man zeige:

H>0 < EN=0VY\<0, H:/ AAE(N).
0
Hinweis: Man iiberlege, dass fiir alle u,v € H gilt: f(_€ 9 Ad(E(MNu,v) = 0,¢e ] 0.
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9. Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren im
Hilbertraum

Aufgabe 9.13. Es sei H = [ AdE()) ein selbstadjungierter Operator im Hilbert-
raum H. Fir alle f € D(H) und p € C gilt dann

= = [ =P EOLD).

—00
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Kapitel 10

Das Spektrum selbstadjungierter

Operatoren

In diesem Paragraphen ist stets H: D(H) — H ein selbstadjungierter Operator im
Hilbertraum #H mit zugehoriger Spektralschar (F(\))aer. Wir wollen den Zusam-

menhang zwischen o(H) und der Spektralschar E()\) im Detail untersuchen. Wir

erinnern zunéchst an die Definitionen von Spektrum und Resolvente.

(1)

Spektrum und Resolvente. Fiir abgeschlossenes T': D(T') — H definieren
wir die Resolventenmenge p(T') durch

p(T) = {z € C;(T —2): D(T) — H bijektiv , (T —2)~" € L(H)}
={z2e€C;(T —2): D(T) — H bijektiv} .

Fiir abgeschlossenes T': D(T') — H heif}t
o(T) i= C\p(T)
das Spektrum von T.

Punktspektrum und kontinuierliches Spektrum. Es sei 0,(7") das Punkt-
spektrum von T gegeben durch die Menge der Eigenwerte von 7', d.h.

Aeoy(T) 1= N(T -\ #{0},

und es sei oeont (1) == o(T)\op(T') das kontinuierliche Spektrum von T'. Tri-
vialerweise gilt dann

o(T) = 0p(T) Ucont(T)  (disjunkte Vereinigung),
und fiir selbstadjungiertes T ist dies zugleich die Zerlegung aus Theorem 7.10,

da es bei selbstadjungierten Operatoren kein Residualspektrum geben kann.
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10. Das Spektrum selbstadjungierter Operatoren

(3) Diskretes Spektrum und wesentliches Spektrum. Sei H: D(H) — H
selbstadjungiert. Wir definieren ogis.(H), das diskrete Spektrum von H, als
die Menge der Eigenwerte endlicher Vielfachheit von H die zugleich isolierte
Punkte des Spektrums sind. Mit anderen Worten: A € ogisc(H) genau dann,
wenn 0 < dim N(H — \) < oo und wenn es ein € > 0 gibt mit der Eigenschaft
o(H)N(A—e,A+¢) = {\}. Wir definieren dann o.(H), das wesentliche
Spektrum von H, durch

Oess(H) = 0(H)\Ogisc(H).
Trivialerweise haben wir damit wieder die disjunkte Zerlegung
0(H) = 0gisc(H) U 0ess(H).

Offenbar besteht oes(H) aus allen Haufungspunkten von o(H) und allen Ei-
genwerten unendlicher Vielfachheit. Insbesondere ist oo (H) stets eine abge-
schlossene Teilmenge von R. Hingegen braucht o (H) nicht abgeschlossen
zu sein. Wir zeigen spéter, dass oess(H) bei Storungen durch kompakte, sym-
metrische Operatoren invariant ist.

Theorem 10.1. Sei H ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum H mit der
Spektralschar (E(\))xer-

(1) Fir ¢ e R gilt:

(e€p(H) <= F>0:E([(—¢c)=E+e).

(2) Fir ¢ e p(H) gilt
1

167 =07 = Gt oty
(3) FEs gilt

H>0 < EMN=0, VA<O.

Beweis. Sei e >0 mit F(( —¢) = E(( +¢). Dann ist
Re = /OO (A — )T AE(N) € L(H)

mit |R¢| < e~'. Man rechnet nach, dass (H — ()R; = I und R(H —¢) = I I pn)
gilt. Mithin ist R, = (H — ¢)~! und ¢ € p(H). Umgekehrt nehmen wir an, dass
E(( —¢) # E(C + ¢), fiir jedes € > 0. Wir wihlen u. € R(E(( +¢) — E(( —¢)) =
R(E(¢+¢))NR(E(¢ — ¢€))* mit Juc| = 1. Dann gilt u. € D(H) mit

2 e 2
|(H = Q)ue] =/ A= ¢ d(E\ue, ue) < Jue]”

—&
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10. Das Spektrum selbstadjungierter Operatoren

Also ist H — ¢ nicht stetig invertierbar und ¢ ¢ p(H). Zum Beweis von (2): Sei nun
¢ €p(H). Es ist

H(H—<)1f|!2=/ A= AEN ), Ve,

und nach (1) erstreckt sich das Integral nur iiber o(H), d.h.

—1 1
|(H -0 < dist(¢, o(H))’

Man beachte, dass wir im Vergleich mit Lemma 7.20 hier i. Allg. eine bessere Ab-
schitzung als mit |Im(¢)| bekommen, siehe die nachfolgende Abbildung.

¢

|
|

Im(()‘; dist(¢, o (H))
|

o(H) o

Nach Korollar 7.14 ist o(H) abgeschlossen und daher finden wir zu ( € p(H) ein
Ao € o(H) mit
[Ao = (| = dist(C, o (H)).

Nach (1) existiert zu jedem € > 0 ein 0 # u. € R(E(X\g +¢) — E(A\g —€)). Also ist

I(H = Ot = / A= A (B e, )

0—¢&

Ao+e
> [ = A B )
Ao—¢
= (Jho = ¢+ )2 Juel?
und es folgt (2). (3) ist natiirlich trivial. O

Weiter korrespondieren die Unstetigkeitsstellen einer Spektralschar zum Punkt-
spektrum des zugehorigen selbstadjungierten Operators, wihrend die starke Stetig-
keit der E(A) bei A\g € o(H) schon A\g € oeont(H) bedeutet (und umgekehrt).

Theorem 10.2. Fiir Ay € o(H) gilt
X €0,(H) <= E() nicht stark stetig bei Ao

und
X € oecont(H) <= E(-) stark stetig bei \y.
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10. Das Spektrum selbstadjungierter Operatoren

Beweis. Wir wissen bereits, dass F(A — 0) = lim. o E(A — ) eine Projektion ist.
Offenbar ist E(-) genau dann stark stetig bei Ao, wenn E(A\g — 0) = E()\g) gilt. Fir
Ao € 0p(H) und ug € N(H — Ag) mit |up| =1 gilt

o0

0= ”(H - /\0)U0”2 = / ()\ — )\0)2 d <E(/\)U,Q,Uo> .
Also ist (E(-)u,u) konstant fir A < A\g und A > Ao, d.h. (E(N)ug,uo) = 0 fir
A < Ao und (E(AN)ug, up) =1 fiir A > Ag. Dann ist E(-) bei A\ nicht stark stetig. Sei
umgekehrt E(-) nicht stark stetig bei A\g. Dann gibt es ein v € H mit |u| = 1, so

dass
EX—0)u=0, E(\)u=u,

dh. u € R(E(Ag—0))*NR(E(N\)) = R(E(Ng) — E(X\g — 0)), und es folgt sofort

Ao
I(H — o)ul? = / (A= 20)? d(E(\)u,u) = 0,

Ao—0
also \g € o,(H). O

Die Sprungstellen einer Spektralschar korrespondieren also genau zum Punkt-
spektrum. In einem separablen Hilbertraum ist das Punktspektrum abzahlbar oder
endlich.

Wir wollen nun auch das wesentliche und das diskrete Spektrum selbstadjungier-
ter Operatoren mit Hilfe der Spektralschar beschreiben.

Theorem 10.3. Eine Zahl A\ € R gehdrt genau dann zu ogisc(H), wenn die beiden
folgenden Bedingungen erfillt sind:

(1) Es gibt ein e > 0 mit E(-) konstant in (A — &, \) sowie [\, \ +¢€).
(2) Esist0 <dim R(E(N) — E(A—10)) < o0.

Es ist X € oess(H) genau dann, wenn dim R(E(A +¢) — E(A — €)) = oo fiir jedes
e>0.

Beweis. Die Aussage iiber ogis.(H) ist klar. Ist A € oe(H), so ist A insbesondere
ein Element von ¢(H) und daher gilt E(\ —¢) # E(\ + ¢) fiir jedes ¢ > 0. Wire
dim R(E(X + €9) — E(A — g¢)) endlich fiir ein ¢y > 0, so folgte A € ogisc(H). Fiir
den Beweis der Riickrichtung starten wir mit der Annahme \ € ogis.(H). Dann
konnen wir ein € > 0 finden, so dass E(-) in den Intervallen (A — &, \) und [\, A+ ¢)
konstant ist. Unsere Voraussetzung impliziert nun dim R(E(\) — E(A—0)) = oo, im
Widerspruch zur Annahme A\ € ogi.(H). O

Das wesentlichen Spektrum selbstadjungierter Operatoren kann mit singulédren
Folgen charakterisiert werden.
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10. Das Spektrum selbstadjungierter Operatoren

Definition 10.4. Sei H: D(H) — H selbstadjungiert und es sei A € R. Eine
Folge (un)neny C D(H) heifit singuldre Folge zu H und A\, wenn die folgenden drei
Bedingungen erfiillt sind:

(1) Jun| =1 oder liminf, ., |u,| > 0,
(2) (un)nen ist eine schwache Nullfolge, in Zeichen u,, — 0,
(3) [(H = Nun| = 0.

Singulére Folgen sind also Folgen approximativer Eigenfunktionen. Es gilt der fol-
gende wichtige Zusammenhang.

Theorem 10.5. Es gilt
A€ oes(H) <= FEs gibt eine singuldre Folge zu H und \.

Beweis. Wir schreiben -
"= / NE(N)

und geben Ay € 0ess(H) vor. Nach Theorem 10.3 ist
dim R(E(Ag+¢) — E(M\g —¢€)) =00, Ve >0.

Wir wihlen ein u; € R(E(A+ 1) — E(Ag — 1)) mit |u;| = 1. Dann ist uy € D(H)

und

I ol = [P dEw )

o0

_ /A (A= Ao)2d (E(\)uy, uy)

0—1
< 1L

Wir wihlen jetzt sukzessive u, € R(E(Ao + 1/k) — E(Ao — 1/k)) mit |uy| = 1 und
(ug,uj) =0 fiir alle j = 1,...,k — 1; dies ist moglich, da

dim R(E(Ao + 1/k) — E(Ao — 1/k)) = 00, Vk €N,
und dim span{uy,...,up_1} =k — 1 < 00, also
R(E(\ + 1/k) — E(Xo — 1/k)) Nspan{uy, ..., up_1 }* # {0}
Analog sieht man ux € D(H) mit

I(H — Xo)ur| < k7', VkeN.

129



10. Das Spektrum selbstadjungierter Operatoren

Also ist (ug)reny C D(H) eine singuldre Folge zu H und Ao. Umgekehrt geben wir
uns eine singulére Folge zu H und \q vor, d.h.,

lug| =1, wp — 0, |(H — Xo)ug| — 0.

Zunéchst ist \g € o(H), denn andernfalls gibe es ein n > 0 mit |[(H — Xo)u| > n|u|
fir alle u € D(H). Wére nun \g € ogisc(H), dann wire E(-) konstant auf den
Intervallen (Ao — €9, Ag) und [Ag, Ao + &9), fiir ein gg > 0. Fiir die Folge (ug)gen
rechnen wir nun aus

Ao—¢€0 Ao+eo [e%¢]
(= AoJus? = ( [ ) (= 2o)? d (BN g, w)
—00 Ao—€o Ao+€o

TR

Ao+eo
= 50/_ d (E(N)ug, ug) — 53/}\ d (E(N)uyg, ug)

0—¢€0

> &
2

= g lurl® — €5 (B(ho + o)up, u) — (BE(ho — eo)un, u)) -

Nach unserer Annahme ist dim R(E(\g) — E(Ag — 0)) < oo und daher muss auch
dim R(E(Ao+e0) —E(Ao—¢ep)) < oo sein. Mithin ist E(\g+eg) —E(Ao—eo) kompakt.
Wegen u;, —» 0 folgt

E(Xo + c0)ur, — E(Xo — €0)u, — 0 (stark).

Wir erkennen
liminf | (H — Xo)ug|* > €2 Jur|”,
k—o0

ein Widerspruch. O

Fiir das wesentliche Spektrum selbstadjungierter Operatoren gilt der folgende
Storungssatz von Weyl.

Theorem 10.6. Sei H selbstadjungiert und A € L(H) sei symmetrisch und kom-

pakt. Dann gilt:
Uess(H + A) = Uess(H)~

Bemerkung 10.7. Weil A beschrinkt ist, ist H+A auf D(H+A) = D(H) definiert.
Man zeigt leicht, dass H + A fiir symmetrisches A € L(H) auch selbstadjungiert ist
(etwa mit dem Storungssatz von Kato und Rellich).

Beweis. Wir beweisen zunidchst die folgende Behauptung: (u,) ist eine singulédre
Folge fiir H und A genau dann, wenn (u,) eine singuldre Folge fir H + A und
A ist. Sei dazu (u,) C D(H) = D(H + A) eine Folge mit |u,| = 1, u, — 0
und (H — M)u,, — 0 (stark). Weil A kompakt ist, gilt dann Au, — 0 (stark), also
(H+ A— MNu, — 0 (stark), d.h. (u,) ist auch eine singuldre Folge fiir H + A und
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A. Der Beweis fiir die umgekehrte Richtung verlduft analog. Damit gilt: A € oess(H)
<= Es gibt eine singulédre Folge zu H und A <= Es gibt eine singulédre Folge zu
H+4+Aund A <= X € 0s(H + A). O

Theorem 10.8. Sei H ein selbstadjungierter Operator mit Spektralschar (E(X))xer-
Weiter sei \g ein isolierter Punkt von o(H) und es sei ey > 0 so, dass

()\0 — 280, )\0 + 280) N O'(H) = {/\0}
Weiter sei I' :== 0B(\g,&0) C C die Kreislinie in C mit Mittelpunkt Ny und Radius
go. Dann gilt
1

2mi r

(H ’}/) ldsz()\o)—E()\O—()):PN(H_)\O)

Beweis. Wegen
(== [Co-taEn), qer,

oo

folgt

1
o F(H 27r1// (A —~)"tdE(N) dy

—/_m{%/r()\ v)~ d’y} dE(N)
= J.

Der Integrand geniigt der Abschiatzung —— e ,\ 7 < 510 und wir diirfen die Integrationsrei-
henfolge nach dem Satz von Fubini vertauschen. Aus der Funktionentheorie wissen
wir, dass

1, ’)\—A0| < €y,
thuwz—f/u—v>ww= 12, 1A= Aol = <o,
T

0, ’)\—>\0| > £9.
7

Wegen E(Ng — g9 —0) = E(Ag — 0) und E(\g) = E(\ + &) folgt

T = [ Raa W AEW) = Ew) — B —0)
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Eine fiir die Anwendungen besonders wichtige Charakterisierung der diskreten
Eigenwerte unterhalb von inf o (H) wird durch das sog. min-maz-Prinzip gegeben
(siche [25, Theorem XIII.1, XIII.2]). Fiir selbstadjungiertes und halbbeschrénktes
H definieren wir fir beliebige Vektoren o1, ..., ¢, € H (nicht notwendig linear
unabhéngig) zunéichst

Un (@1, -5 om) = inf {{HY, ¥) ;9 € D(H), [¢] =1, ¢ L g;, 1 <j <m}

und
pn(H) = sup Ug(e1,---,¢0n-1), nEN, n>2

sowie

= inf {(H,¥) ;9 € D(H), || =1} .
Fiir jedes n € N gilt dann: Entweder gibt es n Eigenwerte (gezdhlt mit Vielfach-
heiten) unterhalb von oe(H) und p,(H) ist der n-te Eigenwert oder u,(H) =
inf e (H); in diesem Fall gilt p, = pie1 = pina2 = ... und es gibt hochstens n — 1
Eigenwerte (mit Vielfachheiten gezihlt) unterhalb von oe(H).

Bemerkung 10.9.

(1) Wenn dim R(E())) < oo fiir ein A € R, so gibt dim R(E())) gerade die Anzahl
der Eigenwerte unterhalb von A an (mit Vielfachheiten gezéhlt).

(2) Man vergleiche die Definition der p, mit der Charakterisierung der Eigenwerte
eines kompakten, symmetrischen, nicht-negativen Operators; siehe Theorem 5.4.

(3) Ein Beispiel fir die Anwendung des min-max-Prinzips findet sich in Aufga-
be 10.4.

10.1 Ubungen

Aufgabe 10.1. Fiir selbstadjungiertes H: D(H) — H seien oeons(H) und oes(H)
das kontinuierliche bzw. das wesentliche Spektrum.

(a) Man zeige, dass oess(H) stets abgeschlossen ist und dass geont(H) C Oess(H).

(b) Fiir H € L(H) symmetrisch und kompakt bestimme man oo (H) und oes(H)
in den beiden Féllen dim N(H) = 0 und dim N(H) > 0.

Aufgabe 10.2. Sei V: R? — R stetig und sei My der von V in H = Ly(R?) erzeugte
selbstadjungierte Operator, d.h.

DMy)={feM;VfeH}, Myvf=VfVfeDMy).

(a) Man bestimme die Spektralschar (E(\))aer von My.
Hinweis: Man betrachte hierzu die charakteristischen Funktionen der Mengen
{x € R% V(z) < A} und verwende Satz 9.18.
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(b) Esist A\p € R ein Eigenwert von My genau dann, wenn die Niveaumenge von V'
zum Niveau )y positives MaB besitzt, d.h. wenn p ({z € R%; V(z) = Ao}) > 0.

Aufgabe 10.3.

(a) Fir —oo <a<b<oo,e>0und z € R sei

1 [ 1 1
fe@) :%/a (x—/\—ie_m—/\—l—is> a

Man zeige, dass |f-(z)| gleichmé&Big beschrankt ist fiir 0 < e < 1 und dass fur
e} 0 gilt:

0, =x¢][a,b,
fe(x) = ¢ 1/2, x €{a,b},
1, x€(a,b).

(b) Seinun H = [ AdE()) ein selbstadjungierter Operator. Man beweise die Formel
von Stone:

1 o1 o1
s—l&%lQ—m/a [(H—X—ie)" = (H—=X+ie)"'] dA

(B(E) + B(b— 0)) — 5 (B(a) + B(a—0)).

N | —

Aufgabe 10.4. Es sei A = A*: C* — C" eine hermitesche Matrix mit den Eigen-
werten A\; > Ay > ... > \,. Dann gilt (ohne Beweis) die folgende min-max-Formel

A = inf - sup {{Au,u) ; |u| =1, u L span{py,...,0p1}}, k=1,... n.

(a) Es geniige B: C" — C" denselben Voraussetzungen wie A und es bezeichne
Ak (A) bzw. Ay (B) die Eigenwerte von A bzw. von B. Man zeige:

(b) Es seien A, B mit den Eigenwerten A\;(A) und A\;(B) wie in (a). Dann gilt

[A(A) = A(B) < A= B[, 1<k<n

(b) Essei M C C" ein (n — 1)-dimensionaler Teilraum von C" und B := Py APy,
wobei Py, die Projektion auf M bezeichnet. Dann gilt fiir die Eigenwerte pq >
Mo > ... > lbp_1 VON B:

M2 = A2 g > 2 i1 = Ay

(Satz von Rayleigh).
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Aufgabe 10.5. Es sei T: D(T) — H ein selbstadjungierter Operator im Hilbert-
raum H und es sei A > 0 ein beschrinkter symmetrischer Operator in H mit der
Eigeschaft, dass A(T — 2)~! kompakt ist fiir ein (oder fiir alle) z € p(T). Fiir E €
R N p(T) und m € N zeige man die Aquivalenz der beiden folgenden Aussagen
(Birman-Schwinger-Prinzip):

(i) E ist Eigenwert von T'— A mit Vielfachheit m.

(ii) 1 ist Eigenwert von AY2(T — E)~'A'Y2 mit Vielfachheit m.

134



Literaturverzeichnis

1]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

N.I. Akhiezer, .M. Glazman: Theory of linear operators in Hilbert space.
Dover Pubn. Inc., 1993

S.K. Berberian: Introduction to Hilbert space. Oxford University Press, 1961

M. Birman, M. Solomyak: Spectral theory of self-adjoint operators in Hilbert
space. Reidel, Dordrecht 1987

E.B. Davies: Spectral theory and differential operators. Cambridge University
Press, 1995

E.B. Davies: Linear operators and their spectra. Cambridge University Press,
2007

M. Demuth, M. Krishna: Determining spectra in quantum theory. Birkh&user,
Boston 2005

N. Dunford, J.T. Schwartz: Linear operators. I. General Theory. Interscience
Publ., New York, 1958

N. Dunford, J.T. Schwartz: Linear operators. II. Spectral theory, self-adjoint
operators in Hilbert space. Interscience Publ., New York, 1963

W. Faris: Self-adjoint operators. Lecture Notes in Mathematics 433. Springer,
1975

K.O. Friedrichs: Spectral theory of operators in Hilbert space. Springer, 1973

[.C. Gokhberg, M.G. Krein: Introduction to the theory of non-selfadoint ope-
rators in Hilbert space. AMS, Providence, R.I. 1969

S. Goldberg: Unbounded linear operators, theory and applications. Dover
Pubn. Inc., 2006 (Neuauflage)

S.J. Gustafson, .M. Sigal: Mathematical concepts of quantum mechanics.
Springer, 2003

135



[14]

[15]

[16]

[23]

[24]

[25]

[26]

Literaturverzeichnis

P.R. Halmos: Introduction to Hilbert space and the theory of spectral multi-
plicity. Martino Fine Books, 2013 (Neuauflage)

G. Hellwig: Differential operators of mathematical physics. Addison-Wesley,
1964

H. Helson: The spectral theorem. Lecture Notes in Mathematics 1227. Sprin-
ger, 1986

H. Heuser: Funktionalanalysis. Teubner, Stuttgart 2006 (4. Auflage)

P. Hislop, I.M. Sigal: Introduction to spectral theory, with applications to
Schrédinger operators. Springer, 1996

K. Jorgens: Lineare Integraloperatoren. Teubner, Stuttgart 1970

K. Jorgens, J. Weidmann: Spectral properties of Hamiltonian operators. Lec-
ture Notes in Mathematics 313. Springer, 1973

T. Kato: Perturbation theory for linear operators. Springer, New York 1995
(2. Auflage)

A.N. Kolmogoroff, S.V. Fomin: Elements de la théorie des fonctions et de
I’analyse fonctionelle. Editions Mir, Moscou 1974

M. Reed, B. Simon: Methods of Modern Mathematical Physics. I. Functional
Analysis. Revised and enlarged edition. Academic Press, New York 1980

M. Reed, B. Simon: Methods of Modern Mathematical Physics. II. Fourier
Analysis, Self-Adjointness. Academic Press, New York 1975

M. Reed, B. Simon: Methods of Modern Mathematical Physics. IV. Analysis
of Operators. Academic Press, New York 1978

F. Riesz, B. Sz.-Nagy: Vorlesungen iiber Funktionalanalysis. Dt. Verlag d.
Wissenschaften, Berlin 1956

M. Schechter: Principles of functional analysis. AMS, Graduate Studies in
Mathematics 36, 2002 (2. Auflage)

B. Simon: Trace ideals and their applications. AMS, Math. Surveys and Mo-
nographs 120, 2005

S.L. Sobolev: Applications of functional analysis in mathematical physics.
AMS, Providence, R.I. 1963

A. Sudbery: Quantum mechanics and the particles of nature. Cambridge Uni-
versity Press, 1986

136



Literaturverzeichnis

[31] J. Weidmann: Lineare Operatoren in Hilbertraumen. Teubner, Stuttgart 2000

[32] J. Weidmann: Lineare Operatoren in Hilbertraumen. Teil II: Anwendungen,
Teubner, Stuttgart 2003

[33] K. Yosida: Functional analysis. Springer, 1995 (5. Auflage)

137



