MATHEMATISCHE MODELLIERUNG:
SEMINAR IM MASTER OF EDUCATION

RALF MEYER

Im Schulunterricht wird seit einiger Zeit mehr Wert auf darauf gelegt, Mathematik
auf die Wirklichkeit anzuwenden. Eine mathematische Modellierung ist jedoch ein
komplexer Prozess mit mehreren Schritten, die ineinander greifen. Einzelne Teile
dieses Prozesses fiir sich liefern kaum einen Erkenntnisgewinn. Insbesondere bringen
die mathematischen Handlungen, losgelost von der mathematischen Modellierung,
kaum Einblick in das Anwendungsproblem. Viel kritisiert werden daher Pseudoan-
wendungen, die weder zum Verstdndnis der Wirklichkeit noch zum mathematischen
Verstandnis etwas beitragen. In diesem Seminar soll der Prozess der mathematischen
Modellierung daher als Ganzes betrachtet und an einer Reihe von Beispielen eingeiibt
werden. Daneben bietet das Seminar auch die Gelegenheit, wichtige Konzepte aus
der Differenzial- und Integralrechnung zu vertiefen. Oft méchte man qualitative
Aussagen iiber das Verhalten der mathematischen Modelle herleiten und verwendet
dabei oft mehr oder weniger tiefliegende mathematische Sétze.

Es gibt interessante mathematische Modellierungsprobleme in den verschieden-
sten Bereichen, ob Physik, Biologie, Verkehrsplanung oder die Preisfindung in der
Wirtschaft. In diesem Seminar werde ich mich auf biologische Probleme konzen-
trieren. Eine Rechtfertigung hierfir ist der Wunsch, mit dem Seminar auch einen
kleinen Beitrag zum Nachhaltigkeitsziel der Biodiversitét zu leisten. Einige tiber-
raschende Vorginge in komplexen Okosystemen lassen sich auch schon in einfachen
mathematischen Modellen beobachten. Mit Hilfe dieser Modelle kann man die
Vorgiinge in Okosystemen daher besser verstehen und erkliren. Ein typisches
Beispiel hierfiir ist das Umkippen von Gewéssern. Wird zu viel Phosphat in ein
Gewdsser eingeleitet, so kippt es um in einen lebensfeindlichen Zustand. Danach
erholt es sich erst wieder, wenn die Phosphateinleitung unter eine andere Schwelle
gesenkt wird, die deutlich niedriger ist als die Schwelle, ab der das Gewasser umkippt.

Die Wirklichkeit ist so komplex, dass ,exakte* mathematische Modelle weder
moglich noch niitzlich sind. Denn je genauer ein Modell, desto mehr Parameter
braucht es fiir die Beschreibung. All diese Parameter miissen aus den vorhande-
nen Daten geschéitzt werden, aber die Auswirkungen dieser Schiatzungen auf die
Vorhersagen des Modells werden mit der Komplexitit des Modells immer undurch-
sichtiger. Fiir bestimmte Probleme wie zum Beispiel die Wettervorhersage braucht
es natiirlich sehr komplexe Modelle. Wir werden uns im Seminar allerdings auf
einfachere Modelle beschranken, deren Ziel das Verstdndnis naturwissenschaftlicher
Phénomene ist. Solche Modelle enthalten eigentlich immer vereinfachende An-
nahmen, die offensichtlich falsch sind. Zum Beispiel werden Populationsgréfien in
vielen Modellen als reelle Zahlen angesehen, die bestimmten Differenzialgleichungen
geniigen sollen — obwohl Populationsgrofien offensichtlich ganzzahlig sind. Darum
verdient auch die Ubersetzung von der Wirklichkeit zum Mathematischen Modell
und zuriick besondere Beachtung. Diese Schritte sind auch konzeptionell schwieriger
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als die Losung der mathematischen Probleme, die ein Modell stellt, weil sie sowohl
mathematisches als auch fachwissenschaftliches Verstdndnis benétigen.

Die mathematische Modellierung bietet auch die Gelegenheit, unter Computer-
einsatz mit Daten zu experimentieren. Man kann das mathematische Modell pro-
grammieren und danach ausprobieren, wie es sich verhélt, wenn man Anfangswerte
und Parameter verdndert. Solche Simulationen sind eine verbreitete Methode in den
Naturwissenschaften, so dass es sich lohnt, wenn dies auch im Mathematikunterricht
in der Schule vorkommt. Deutlich schwieriger ist es, Modelle auch quantitativ
auf reale Daten anzuwenden. Dabei miissen Parameter geschétzt, dann Vorher-
sagen gemacht und mit der Wirklichkeit verglichen werden. Hierbei sind jedoch
verschiedene Aspekte schwierig, so dass ich in diesem Seminar darauf verzichten
werde. Auf die computergestiitzte Modellierung méchte ich jedoch nicht verzichten.
In den Vortrédgen des Seminars sollten daher die folgenden diversen Aspekte jeweils
vorkommen, jedoch in unterschiedlicher Gewichtung;:

e Ubersetzen von wirklichen Problemstellungen in mathematische, und Moti-
vation der dabei auftretenden systematischen Modellierungsfehler;

e Mathematische Séatze beweisen;

e Qualitative Aussagen iiber spezifische Modelle herleiten und ihre Anwendung
auf die Wirklichkeit diskutieren;

e Computerexperimente mit den mathematischen Modellen, Parameter vari-
ieren und qualitative Aussagen durch Computerexperimente iiberpriifen.

Der Computereinsatz ist auch deshalb fiir den Einsatz der Modellierung in Schulen
wesentlich, weil er es erlaubt, die in der mathematischen Biologie verbreiteten
Modelle mit Differenzialgleichungen durch Modelle mit Differenzengleichungen zu
ersetzen. Letztere setzen keine Differenzialrechnung voraus, so dass ihr Einsatz im
Unterricht nicht auf die Oberstufe beschréankt bleibt. Sie sind auch gerade in der
Biologie sogar dichter an der Wirklichkeit, weil viele modellierte Gréfien von Natur
aus diskret und nicht kontinuierlich sind.
Die Vortragsthemen sollen die folgenden sein:

(1) Grundlegendes zum mathematischen Modellieren, am Beispiel eines héngen-
den Kabels (|1], §1.1, §2.2 Extrema unter Nebenbedingungen, explikative
statt deskriptive Modellierung)

(2) Was ist die ,,optimale* Geschwindigkeit fiir den Verkehrsfluss ([1] §2.1), dazu
entweder weitere Literatur zu anderen Verkehrsmodellierungsfragen oder
§1.2 Trassierungsaufgaben und der Begriff der Kriimmung

(3) Lineare Differenzengleichungen und ihre Losungen, logistische Modelle, Lin-
earisierung, Stabilitdt von Gleichgewichten und Zyklen, Modellierung von
bestimmten Insektenpopulationen, Bekdmpfung von Insekten, Modellpa-
rameter anpassen, (|1] §4. [2] §2.8)

(4) Populationsmodelle mit Differenzialgleichungen, Qualitatives Verhalten der
Losungen, Trennung der Variablen und damit Existenz von Losungen (|1]
§5.1-2, §5.5)

(5) Fischfang, Jagdmodelle, ([1] §5.3, Aufgaben)

(6) Blutalkoholkonzentration: Beispiel einer Abituraufgabe, explikative versus
deskriptive Modelle ([1] §5.7)

(7) Um- und zuriickkippen von Seen, Hysterese, andere Beispiele fiir Hysterese,
grafische Erklarung ([1] Aufgabe 5.4. [2] §1.6)?
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(8)
(9)
(10)

(11)

Réuber-Beute-Modell 1: Lotka-Volterra, Existenz von Loésungen, Betrach-
tung empirischer Daten (Luchs und Schnechase) ([1] §6.1-3)
Réuber-Beute-Modell 2: Ein komplexeres Modell, inklusive Modellbildung,
Theorie: Linearisierungssatz Grobman und Hartman) ([1] §6.4)
Réuber-Beute-Modell 3: Ein weiteres Modell, inklusive Modellbildung,
Theorie: Satz von Poincaré-Bendixson) (|1] §6.5)
Population von Tannenwickler und Balsamtanne, inklusive numerische Sim-
ulation und asymptotische Betrachtung 1 ([1] §5.4 und §7.3)
Population von Tannenwickler und Balsamtanne, inklusive numerische Sim-
ulation und asymptotische Betrachtung 2 (|1] §5.4 und §7.3)
Das SIR-Modell fiir die Ausbreitung von Epidemien, Steuerung der Epi-
demieausbreitung, wie wirken Impfungen oder Kontaktbeschrankungen
(Teile von [2] §9)
Varianten des SIR-Modells: Endemische Krankheiten, Herdenimmunitét
(Teile von [2] §10)

Weitere mogliche Themen hierzu sind die Verteilung bei mehreren Virus-
varianten, Verteilung der Infektionen auf Altersgruppen oder rdumliche
Aspekte (kiirzere Forschungsarbeiten)
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