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Vorwort

Fiir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) besagt das klassische Morse Index Theorem,
dass die Anzahl der mit Vielfachheiten gezdhlten konjugierten Punkte entlang einer Geodéate
v : [a,b] — M mit dem Morse Index der zweiten Variation des Riemannschen Wirkungsfunk-
tionals A(n) = fj g(n',n")dt an dem kritischen Punkt ~ iibereinstimmt. Unter vergleichsweise
geringfiigigen Modifikationen der hier betrachteten zweiten Variation des Wirkungsfunktionals
stellt sich zudem, im Rahmen der physikalisch motivierten kausalen Geoditen einer Lorentz
Mannigfaltigkeit, die Giiltigkeit vollkommen analoger Aussagen heraus. Diese Theoreme haben
weitreichende Erkenntnisse hervorgebracht. Neben der aus der Morse Theorie kommenden Unter-
suchungen der Topologie von Wegerdumen ist im Fall Riemannscher Mannigfaltigkeiten insbeson-
dere die Bott-Periodizitdt zu nennen, wohingegen im Fall kausaler Lorentz Geodéten Aussagen
physikalischer Relevanz gewonnen werden konnten (vgl. hierzu [Mi69] bzw. [BEE96]). Obwohl
hiermit die aus mathematisch und physikalischer Sicht bedeutendsten Fille erfasst sind, besteht
dennoch ein zu rechtfertigendes Interesse an der Behandlung der bisher missachteten raumartigen
Geodéten mit dem Ziel ein besseres Verstéindnis fiir die globale Beschaffenheit von Lorentz Man-
nigfaltigkeiten zu erhalten. Bedauerlicherweise zeigt sich, dass eine weitere Verallgemeinerung
des klassischen Morse Index Theorems auf beliebige Geodéten einer Lorentz Mannigfaltigkeit a

priori zum Scheitern verurteilt ist. Hierfiir sind hauptséchlich folgende Griinde erwdhnenswert

e Durch eine einfache Uberlegung kann eingesehen werden, dass der Morse Index einer Geo-
déte stets unendlich ist. Die diesen Missstand im kausalen Fall behebenden Manipulationen
der zweiten Variation des Wirkungsfunktionals bleiben im Fall raumartiger Geodéten er-

folglos.

e Die Menge der konjugierten Punkte entlang einer raumartigen Geodéte ist nicht notwendig
diskret.
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Diesen durchaus delikaten Schwierigkeiten konnte bisher durch zwei grundlegend verschiedene

Ansétze entgegengetreten werden:

e Betrachtung gewisser Klassen von Lorentz-Mannigfaltigkeiten, fiir die obige Schwierigkeiten

umgangen werden kénnen beziehungsweise nicht auftreten.

e Aufsuchen geeigneter Verallgemeinerungen der verwendeten Grofen im klassischen Morse

Index Theorem.

In [Ma94] wird die erste Moglichkeit fiir sogenannte stationére Lorentz Mannigfaltigkeiten
bearbeitet, wobei ein zum klassischen Morse Index Theorem analoges Resultat erzielt wird. Mit
Methoden der unendlichdimensionalen Morse Theorie ldsst sich hiermit zudem die Topologie
von Wegerdumen mit den konjugierten Punkten von Geodéten als kritische Punkte des Wir-
kungsfunktionals {iber die gewohnlichen Morse-Relationen in Verbindung bringen. Da die bisher
explizit bekannten Ldsungen der Einsteingleichungen der Allgemeinen Relativitétstheorie von
vergleichsweise einfacher Form sind, kdnnen trotz der hierbei durchaus stringenten Forderung an
die zugrundeliegende Metrik Resultate fiir Mannigfaltigkeiten physikalischer Bedeutung gewon-
nen werden.

Die Beschéftigung mit der Aufsuche gewisser Verallgemeinerungen der im Morse Theorem ver-
wendeten Grofien ist schon methodisch von hierzu vollkommen verschiedener Natur, da nun statt
einer gezielten Meidung der oben genannten Schwierigkeiten die direkte Konfrontation mit diesen
notwendig ist. Man denke hierbei etwa an die Zdhlung konjugierter Punkte im klassischen Morse
Index Theorem, die nun nicht mehr sinnvoll durchzufithren ist. Der Kern der so entstandenen
Theorie besteht damit zunichst in der Aufsuche geeigneter Begriffsbildungen der Mathematik,
die eine weiterhin sinnvolle Zuweisung eines Index zur zweiten Variation des Wirkungsfunktionals
und zu der Menge der konjugierten Punkte erlauben und durch deren Gleichheit eine dem klassi-
schen Morse Index Theorem formal analoge Aussage beweisbar ist. Es ist zunéchst zu beachten,
dass die gewohnliche Anwendung der Methoden der Morse Theorie zum Erhalt von Aussagen zur
Topologie von Wegerdumen hierbei in weite Ferne riickt. Stattdessen ist das direkte Ziel zunachst
eher die Aufsuche eventuell weiterhin bestehender Zusammenhinge zwischen den konjugierten
Punkten einer Geodéte und der zugehorigen zweiten Variation des Wirkungsfunktionals. Es stellt
sich zudem heraus, dass die Einschrankung auf eine Lorentz Mannigfaltigkeit unbedeutend ist
und man stattdessen beliebige semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten betrachen kann, so dass
nun abschliefend nach einem Index Theorem allgemeiner Giiltigkeit fiir Geodédten in beliebigen
semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten gesucht wird. Die Aufsuche eines Index Theorems dieser
Allgemeinheit bietet aufserdem die Moglichkeit gefundene Resultate mit dem stets enthaltenen
Spezialfall einer Riemannschen Mannigfaltigkeit zu vergleichen.

Der erste Durchbruch beziiglich dieser Ideen gelang 1994 A. Helfer (vgl. [Hel94]), der eine dqui-
valente Formulierung des klassischen Morse Index Theorems als Aussage iiber Randwertpro-
bleme von Systemen gewohnlicher Differentialgleichungen betrachtete und versuchte diese auf

den semi-Riemannschen Geodédten entsprechenden Fall zu verallgemeinern. Zwar konnten spé-



ter gravierende Fehler in den Argumentationen Helfers entdeckt werden, dennoch fiihrten seine
grundsétzlichen Ideen nach weiterer hauptséchlicher Bearbeitung von Piccione und Tausk zum
ersten Morse Index Theorem fiir beliebige Geodéten einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit
(vgl hierzu die Arbeiten [MPT02] und [CEPPTO02]). Die hierbei verwendete Verallgemeinerung
des Morse Index der zweiten Variation des Wirkungsfunktionals ist durchaus kompliziert und
geometrisch recht bedeutungslos. Von besonderer Bedeutung in diesem Zusammenhang ist aber
die Erkenntnis mit dem Maslov Index der symplektischen Geometrie ein geeignetes Werkzeug zur
Untersuchung konjugierter Punkte entlang semi-Riemannscher Geodéten gefunden zu haben, der
zudem als Verallgemeinerung des Zéhlens konjugierter Punkte verwendet werden kann. Mit den
Arbeiten [GMPTO01] und [PT00] konnte zudem eine weitere Moglichkeit eines verallgemeinerten
Morse Index prisentiert und die Gleichheit zu den eben erwidhnten Indizes nachgewiesen werden.
Diese Verallgemeinerung wird mittels des klassichen Morse Index gewisser geometrisch motivier-
ter Einschrinkungen der zweiten Variation des Wirkungsfunktionals gebildet und befindet sich
folglich in erstaunlicher Nihe zur Definition des klassischen Falls.

In der recht aktuellen Arbeit [MPP05] von M. Musso, J. Pejsachowicz und A. Portaluri wurde
neben der Verwendung des Maslov Index zwei weitere Moglichkeiten der Verallgemeinerung der
Grofen des klassischen Morse Index Theorems prasentiert und mit diesen eine Verallgemeinerung
des klassischen Morse Index Theorems auf den allgemeineren Fall sogenannter perturbierter Geo-
déten in semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten bewiesen. Hierbei finden sowohl der Brouwersche
Abbildungsgrad aus der Nichtlinearen Funktionalanalysis als auch der Spektralfluss selbstadjun-

gierter Fredholmoperatoren Verwendung.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit diesen zum Erhalt allgemeiner Morse Index Theo-
reme definierten Grofen, wobei das hauptsichliche Interesse dem mittels des Spektralflusses als
Verallgemeinerung des klassischen Morse Index in [MPPO05] definierten Spektralindex gilt. Bedau-
erlicherweise exisiert bisher kaum Literatur zu diesen Themen, so dass bereits zu den Grundlagen
der Theorie hiufig nur auf Fachartikel zuriickgegriffen werden kann. Ein weiteres grundsitzli-
ches Anliegen dieser Arbeit besteht daher in der Aufarbeitung der zum Versténdnis der Morse
Theorie semi-Riemannscher Geoditen notwendigen mathematischen Grundlagen, so dass zum
Einen eine genauere Betrachtung der oben genannten Schwierigkeiten der Morse Theorie auf
semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten ermoglicht wird und zum Anderen die Aussage des Mor-
se Theorems von Musso, Pejsachowicz und Portaluri aus [MPPO05] verstanden werden kann.

Die Arbeit gliedert sich in vier Teile. Im ersten Teil werden zunichst einige funktionalanalytische
Grundlagen, sowie Grundbegriffe zu Hilbertmannigfaltigkeiten und zur unendlichdimensionalen
Morse Theorie bereitgestellt. Beginnend mit der rein algebraischen Komplexifizierung reeller Vek-
torrdume wird diese funktorielle Konstruktion zunéchst auf reelle Hilbertrdume und deren Ope-
ratoren iibertragen. Neben Bereitstellung dieser Konstruktion werden anschliefend der mefibare
Funktionalkalkiil sowie wichtige Anwendungen hiervon dargelegt. Nach einer Zusammenstellung

wichtiger Grundbegriffe zu Hilbertmannigfaltigkeiten und Hilbertbiindel im zweiten Kapitel wer-
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den schlieflich einige Grundlagen der unendlichdimensionalen Morse Theorie vorgestellt, die zum
Verstdndnis der Morse Index Theoreme notwendig oder wenigstens hilfreich sind.

Im zweiten Teil der Arbeit werden die von der Theorie der Geoditen semi-Riemannscher Man-
nigfaltigkeiten vollkommen unabhingigen Hilfsmittel bereitgestellt, die zur Verallgemeinerung
der Grofen im klassischen Morse Index Theorem verwendet und hier als Homotopieinvarianten
der Analysis bezeichnet werden. Im ersten Kapitel dieses Abschnittes wird der aus der nicht-
linearen Funktionalanalysis bekannte Brouwersche Abbildungsgad konstruiert, der spéter zur
Verallgemeinerung des Zihlens konjugierter Punkte verwendet wird. Sdmtliche hier présentierte
Resultate finden sich in géngiger Literatur und kdnnten mit einem entsprechendem Verweis auch
weggelassen werden. Die hier gewihlte Darstellung der Konstruktion ist allerdings iiberschaubar
und gibt zugleich sowohl eine Erldauterung des Titels der Homotopieinvariante der Analysis, als
auch ein Modell fiir ein generelles technisches Vorgehen zur Behandlung oben genannter Schwie-
rigkeiten bei der Zuweisung von Indizes zu semi-Riemannschen Geodéten.

Im darauf folgenden Kapitel des zweiten Teils wird eine recht ausfiihrliche Darlegung der Theo-
rie des Spektralflusses selbstadjungierter Fredholmoperatoren auf reellen Hilbertraumen gegeben.
Hierbei werden zunéchst, insbesondere in Hinblick auf den vierten Teil der Arbeit, Betrachtungen
zur Topolgie des Raumes selbstadjungierter Fredholmoperatoren gemacht, wobei hauptséchlich
Resultate der Arbeit [AS69] nachvollzogen werden, in der bedauerlicherweise viele Details der
Konstruktionen der Leserschaft iiberlassen wurden. Auf diese recht abstrakten topologischen
Konstruktionen folgt eine moderne Definition des Spektralflusses fiir selbstadjungierte Fredhol-
moperatoren nach [FPR99]. Diese wird hier zur Prisentation des Spektralflusses zunéchst an-
deren moglichen Definitionen vorgezogen, da sie im Morse Theorem [MPPO5] zur Definition des
bereits erwdhnten Spektralindex verwendet wird. Nach Abschluss der Konstruktion und Pré-
sentation dieser recht analytischen Definition des Spektralflusses wird, unter Verwendung seiner
grundlegenden Eigenschaften, dieser als Isomorphismus zwischen der Fundamentalgruppe der
total indefiniten selbstadjungierten Fredholmoperatoren und der unendlich zyklischen Gruppe
nachgewiesen. Mit diesem Resultat wird die bereits unter sehr geringen Bedingungen geltende
Eindeutigkeit des Spektralflusses durch Ubertragung von Ideen aus [Les05] auf den reellen Fall
gezeigt. Abschlieflend wird die wohl populérste Variante der Definition des Spektralflusses aus
[Phi96] présentiert und unter Verwendung des zuvor nachgewiesenen Eindeutigkeitsresultates als
identisch mit der Definition aus [FPR99] erkannt werden.

Das letzte Kapitel des zweiten Teils prisentiert den Maslov Index in der speziell zur Anwen-
dung auf semi-Riemannsche Geoditen gegebenen Konstruktion aus dem Artikel [MPT02]. Fiir
die hier gewahlte Definition des Maslov Index und spéterer Anwendungen auf Geodaten semi-
Riemannscher Mannigfaltigkeiten ist eine moglichst konkrete Beschreibung der Lagrange- Grass-
mannschen unverzichtbar, die im ersten Teil dieses Kapitels behandelt wird. Nach der anschlie-
Kenden Konstruktion des Maslov Index werden seine Anwendung auf Differentialgleichungen
diskutiert.

Erst im nun folgenden dritten Teil der Arbeit werden Geodéten semi-Riemannscher Mannigfal-
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tigkeiten betrachtet. Im ersten Kapitel dieses Teils werden der Begriff der perturbierten Geodéte
sowie Jacobifelder entlang Dieser und konjugierte Punkte definiert. Nach Klérung grundlegender
Begrifflichkeiten wird das im vorigen Teil der Arbeit bereitgestellte Konzept des Maslov Index
auf diese Geoditen angewendet und prinzipiell bereits gezeigt, dass hiermit eine sinnvolle Ver-
allgemeinerung des Zahlens konjugierter Punkte entlang Geodéten zur Verfiigung steht.

In den folgenden zwei Kapiteln werden die Grundlagen fiir jegliche Verallgemeinerungen des
im klassischen Morse Index Theorem auftretenden Morse Index der zweiten Variation des Wir-
kungsfunktionals gegeben. Die im Fall des Beweises des klassischen Theorems weniger bedeutende
Struktur des Definitionsbereiches des Wirkungsfunktionals ist nun durch eine geeignete Hilbert-
mannigfaltigkeit zu ersetzen um insbesondere die Begriffe der unendlichdimensionalen Morse
Theorie und somit der Funktionalanalysis anwendbar zu machen. Zunichst wird hierzu die zu-
grundeliegende Mannigfaltigkeit H'(I, M) konstruiert, die als Menge aus allen Wegen «y : [ — M
in der betrachteten endlichdimensionalen Mannigfaltigkeit M, die der Sobolev Regularitéit H*
geniigen, besteht. Bedauerlicherweise vermeiden sdmtliche Artikel zur Morse Theorie im semi-
Riemannschen Fall jegliche Details dieser Konstruktion und geben keinerlei Referenz oder ver-
weisen auf eine im hier betrachteten Fall nicht giiltige Konstruktion. Eine geeignete Beschreibung
dieser glatten Struktur von H'(I, M) im Kontext semi-Riemannscher Mannigfaltigkeiten scheint
daher eine Liicke in den verdffentlichten Artikeln zu dem Thema zu sein. Gliicklicherweise haben
Mercuri, Piccione und Tausk in dem nicht veréffentlichtem Skriptum zur Morse Theorie [MPTO01]
einen Zugang zu dieser glatten Struktur angegeben, der scheinbar in Zusammenhang zu eigenen
Forschungsresultaten steht (vgl. [PT01]) und hier présentiert werden soll. Ebenfalls angelehnt an
dieses Werk wird im darauffolgenden Kapitel die zur Morse Theorie notwendige glatte Funktion
in Form des Wirkungsfunktionals vorgestellt und ihre kritischen Punkte sowie ihre Hessesche im
Sinne unendlichdimensionaler Morse Theorie berechnet. Die so erhaltene Hessesche ist gerade
die im klassischen Theorem als zweite Variation bezeichnete Gréfse, die nun aber ginzlich aus
der Diskussion des Wirkungsfunktionals auf der Hilbertmannigfaltigkeit H'(I, M) erhalten ist.
Im n#chsten Kapitel werden kurz die Aussagen des oben erwihnten Morse Index Theorems von
Piccione und Tausk skizziert, wonach eine recht unproblematische Darstellung der verallgemei-
nerten Grofen des Index Theorems aus [MPPO05] gegeben wird. Insbesondere wird die mittels
einer weiteren Verallgemeinerung des Spektralflusses gemachte Konstruktion des Spektralindex
einer perturbierten Geodéte prasentiert.

Der vierte Teil hat die im Titel der Arbeit enthaltene Darstellung des Spektralindex als Win-
dungszahl zum Ziel. Hierzu werden in einem ersten Kapitel Resultate zu einer topologischen
Definition des Spektralflusses fiir geschlossene Wege total indefiniter selbstadjungierter Fredhol-
moperatoren komplexer Hilbertrdume aus der Arbeit [BW85] auf entsprechende Wege reeller
Hilbertrdume mit invertierbaren Endpunkten iibertragen. Die erzielten Ergebnisse benétigen
insbesondere die Ausfithrungen zur Topologie des Raumes der selbstadjungierten Fredholmope-
ratoren aus dem zweiten Teil der Arbeit. Damit kann dann der Spektralfluss als eine Sequenz

von Isomorphismen der Fundamentalgruppen verschiedener Rdume dargestellt werden.
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Im letzten Kapitel wird schliefslich der aus der Definition des Spektralindex stammende Weg
selbstadjungierter Fredholmoperatoren betrachtet und die Spektren seiner Operatoren unter-
sucht. Unter Verwendung dieser Erkenntnisse wird das obige Verfahren zur Berechnung des
Spektralflusses unter einer weiteren Modifikation auf diese spezielle Situation angewendet, womit
sich der Spektralindex letztlich als Windungszahl einer auf der S gegebenen stetigen Funktion

prasentiert.



Bezeichnungen und Symbole

Es sollen einige Notationen und Konventionen festgelegt werden, die fiir die gesamte Arbeit gel-
ten mogen und daher im Folgenden zumeist ohne weitere Erlduterungen verwendet werden.
Zunichst sei bemerkt, dass die Natiirlichen Zahlen grundsétzlich nicht das Element 0 beinhalten.
Mit dem Symbol I wird das Einheitsintervall [0, 1] bezeichnet.

Fiir einen topologischen Raum X und eine Teilmenge A C X bedeute, sofern keine diese Konven-
tion aufhebende Bemerkung gemacht wird, stets das A mit der von X induzierten Unterraumto-
polgie versehen sei. Bei Betrachtung von metrischen Rdumen werde die Metrik grundséatzlich mit
d bezeichnet. Fiir eine Teilmenge §) # A C X eines metrischen Raumes X wird gelegentlich die
durch f(z) = d(A,z) auf X definierte Funktion Verwendung finden. Die gleichméfige Stetigkeit
dieser Funktion ist unmittelbar einzusehen und wird von nun an nicht mehr gesondert begriindet.
Gelegentlich, aber nicht zwanghaft, wird auf Sprechweisen der Kategorientheorie zuriickgegriffen,
die ohne weitere Erlauterungen ihrer Bedeutung verwendet werden und sémtlich dem Standard-
werk [MLa72] entnommen sind.

Vektorrdume seien stets iiber dem Koérper C oder R verstanden und diese seien im Fall endlicher
Dimension mit ihren gewdhnlichen Topologien versehen. Ein topologischer Vektorraum ist
ein mit einer Topologie versehener Vektorraum, so dass die Addition und die skalare Multipli-
kation stetige Abbildungen sind. Mit den stetigen linearen Abbildungen als Morphismen bilden
die topologischen Vektorrdume eine Kategorie, die je nach verwendetem Grundkérper mit TV Sk
bezeichnet wird. Desweiteren sei fiir E, F' € Ob(TVSxk) mit L(E, F) die Menge aller Morphis-
men und L(E) die Menge aller Endomorphismen benannt.

Definiert man nun Ob(BAN¥) als die topologischen Vektorrdume, deren Topologie durch eine
Norm induziert werden kann, mit dem diese Raume Banachridume sind, so erhilt man eine volle
Unterkategorie von TV Sg. Durch ein analoges Vorgehen mit Hilbertrdumen ergibt sich zudem
die volle Unterkategorie HILBg von BANg. Fir E, F € Ob(BANg) werden zusitzlich die
Isomorphismen mit GL(E, F) und die Automorphismen mit GL(FE) benannt. Alternativ wer-
den solche Abbildungen auch als topologische Isomorphismen bezeichnet. Bekanntlich gehort fiir
E,F € Ob(BANy) jedes bijektive Element aus L(E, F') bereits zur Menge GL(E, F). Diese
Tatsache wird im Folgenden als das Prinzip der offenen Abbildung benannt.

Fiir Banachraume X,Y,Z bezeichne B(X,Y;Z) den Banachraum aller beschriankten bilinea-
ren Abbildungen X x Y — Z versehen mit der gewohnlichen Norm. Speziell sei B(X, X;7) =
B(X;Z) und B(X,Y;K) = B(X,Y). Desweiteren bezeichne By, (X;Z) den Banachraum aller
beschriankten symmetrischen Bilinearformen. Es besteht bekanntlich ein isometrischer topolo-
gischer Isomorphismus B(X,Y;Z) = L(X,L(Y,Z)). Unter Verwendung dieses isometrischen
Isomorphismus wird teilweise By, (V') fiir einen endlichdimensionalen Vektorraum V' als Un-
terraum von L£(V,V*) aufgefasst, sowie fiir Banachrdume XY, Z statt des Nachweises der Ste-
tigkeit einer bilinearen Abbildung aus B(X,Y; Z) die Stetigkeit des entsprechenden Elementes
in £(X,L(Y,Z)) nachgewiesen. Hierbei bezeichne fiir einen endlichdimensionalen Vektorraum
V stets V* den zugehorigen Dualraum. Findet dieses Symbol Verwendung bei Abbildungen, so



bezeichnet es die bekannten Operationen des Pullbacks beziehungsweise Pushforwards einer Bi-
linearform.
Hilbertriume seien grundsitzlich als separabel vorausgesetzt. Desweiteren bezeichne

S(H) C L(H) fiir einen Hilbertraum H die Menge aller selbstadjungierten Operatoren.
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Kapitel 1

Funktionalkalkiil fur
selbstadjungierte Operatoren reeller

Hilbertraume

In der unendlichdimensionalen Morse Theorie lassen sich viele Uberlegungen auf Aussagen zu
selbstadjungierten Operatoren reeller Hilbertrdume reduzieren, womit eine moglichst grofie Ver-
trautheit mit ihren funktionalanalytischen Eigenschaften unverzichtbar ist. Bedauerlicherweise
thematisiert die gingige funktionalanalytische Literatur viele dieser Eigenschaften lediglich im
Fall eines zugrundeliegenden komplexen Hilbertraumes, so dass prinzipiell stets die Giiltigkeit
verwendeter Aussagen zu priifen ist. Dieses Kapitel wird nun aufzeigen, dass analog dem endlich-
dimensionalen Fall symmetrischer Matrizen der zugrundeliegende Skalarenkorper fiir das Studi-
um selbstadjungierter Operatoren auf Hilbertrdumen belanglos ist, und folglich alle im komplexen
Fall bekannten Aussagen ebenso auch fiir reelle selbstadjungierte Operatoren verwendet werden
koénnen. Statt sdmtliche Ergebnisse aus der komplexen Theorie fiir den reellen Fall direkt nachzu-
priifen wird mittels der Operation der Komplexifizierung in gewisser Weise die reelle Theorie in
die Komplexe eingebettet, womit die Mdoglichkeit der Bedienung bei bereits bekannten Aussagen
besteht.



1.1 Komplexifizierung reeller Hilbertriume

In diesem Abschnitt soll aufbauend auf der algebraischen Komplexifizierung eines reellen Vek-
torraumes die Komplexifizierung reeller Hilbertrdume erldutert werden. Ein entsprechendes Vor-
gehen fiir reelle Banachriume ist, wenn auch geringfiigig aufwindiger und weniger kanonisch,
ebenfalls mdglich, wird aber hier nicht bendtigt und demnach iibergangen. Die Uberlegungen zur
Komplexifizierung von Vektorraumen sind wesentlich durch [PT00a, Chapter 1.3] inspiriert, die
durchaus naheliegende Definition der Komplexifizierung eines Hilbertraumes sowie grundlegende
Eigenschaften komplexifizierter Operatoren sind in [Li03, Chapter 1.1] und [Wei80, Exercise 5.32]
zu finden. Die weiteren, hier gemachten Betrachtungen konnen leider durch keine Quellenangabe
untermauert werden, sind aber naheliegend und werden in spédteren Abschnitten bendotigt.

1.1.1 Komplexifizierung reeller Vektorrdume

Es bezeichne im Folgenden stets V' einen rellen Vektorraum. Fiir einen komplexen Vektorraum
W erhélt man durch Missachtung der vorhandenen komplexen Struktur kanonisch einen reellen
Vektorraum Wg, der die Reellifizierung von W genannt wird. Offenbar gilt hierbei fiir einen

endlichdimensionalen Vektorraum die Beziehung dim W = 2dim W.

1.1.1 Definition. Eine Komplexifizierung von V ist ein Paar (VC, 1), bestehend aus einem
komplexen Vektorraum V' und einer injektiven R-linearen Abbildung ¢ : V — (VO)g, so dass
(VOR = (V) @ i(V).

Es ist hierbei zu beachten, dass Komplexifizierung und Reellifizierung keine zueinander in-
versen Operationen sind.

Die Komplexifizierung erfiillt folgende universelle Eigenschaft

1.1.2 Lemma. Es sei (VC, 1) eine Komplezifizierung von V und W ein komplexer Vektorraum.
Dann ezistiert zu jedem f € Homg(V,Wg) ein eindeutiges f € Home(VE, W), so dass das

Diagramm
f
V——W
7
. 7
V(C
kommutiert.

Der elementare Beweis dieser Aussage soll an dieser Stelle iibergangen werden. Wie gewGhn-
lich erhdlt man aus einer solchen universellen Eigenschaft unmittelbar die bis auf Isomorphie

bestehende Eindeutigkeit der Konstruktion.
1.1.3 Folgerung. Fiir je zwei Komplexifizierungen (V£ 11), (VL,12) von V existiert ein eindeu-
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tiger Isomorphismus ¢ € Homc(V,E,Vy), so dass das Diagramm

% ‘/2
kommutiert.

Als kanonisches Modell der Komplexifizierung wird hiufig das mit der offensichtlichen kom-
plexen Multiplikation versehene Tensorprodukt V ®g C verwendet. Dennoch soll hier ein anderes,
ebenso kanonisches Modell Verwendung finden, welches sich gelegentlich als komfortabler in kon-
kreten Rechnung erweist und durch geringe Abstraktheit auszeichnet. Wegen des vorhergehenden
Resultates ist es natiirlich letztlich unbedeutend welchem Modell der Vorzug gegeben wird und

alle folgenden Resultate konnten ebenso auch mit der Definition V' ®@g C erhalten werden.

1.1.4 Definition. Die Komplexifizierung von V ist V¢ = V @iV versehen mit der offensicht-
lichen C-Vektorraum Struktur und der kanonischen Einbettung ¢ : V < VC.

Insbesondere ergibt sich unmittelbar der Begriff der Konjugation

ttiy=x—iy, x+iyeV®

sowie die Abbildungen

1

Re:VE =V, Re(z):fl(i(z—i-f)):x,z:ﬂc—H'yGVC
Im:V® -V, Im(z):fl(%
i

Ist V ein weiterer R-Vektorraum, so erhilt man fiir jede Abbildung T' € Homg(V, ‘7) durch
T®(x +iy) = Tz + iTy ein Element T € Homc(VC, IN/C) und eine einfache Uberlegung zeigt

(2—2) =y, z=ax+iye V®

ker(T%) = ker(T)¢, im(T%) = im(T)¢ (1.1.1)
Man wird hiermit unmittelbar dem folgenden Resultat zustimmen
1.1.5 Lemma. Durch

VECTz — VECT:
Vi Ve
T TC

ist ein treuer, exakter und additiver Funktor gegeben.

Jedem Paar T,S € Homg(V,V) kann ein Element 7€ + iS€ € Home(VC, VC) zugeordnet

werden, wobei nach Definition
(T€ +iS%)(x +iy) = (Tx — Sy) +i(Sx +Ty), z+iyecV®

Dies liefert folgende wichtige Beschreibung der Komplexifizierung von Homg(V, XN/)
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1.1.6 Lemma. Die Abbildung
& : (Homg(V,V))® — Home(VE, V), T +iS — TC + iS¢
ist ein Vektorraumisomorphismus.

Beweis. C-Linearitiit und Injektivitit sind klar. Ist nun A € Homc(VC, ‘7@), so definiere man
T=ReoAow, S=1ImoAore Homg(V,V). Damit ist

(TC +iS®)(x + iy) = ReAx + ilmAx + i(ReAy + ilmAy) = Az +iAy = A(x + iy)
fiir alle 2 + iy € VC. O

Hiermit erhiilt man insbesondere aus der auf (Homg(V,V))C bestehenden Konjugation eine
entsprechende Abbildung auf Home(VE, VC), die gerade durch TC 4 iSC = TC — iSC gegeben
ist und nachstehende Regeln erfiillt

1.1.7 Lemma. Fir A € Hom(c(VC,f/C), Be Hom(c(‘N/C,WC) ist

4. Az = AZ fiir alle z € VC
Das folgende Resultat ist damit unmittelbar einsichtig.
1.1.8 Lemma. Es sei A € Homc(VE, XN/C). Dann sind dquivalent:
i Es existiert ein T € Homg(V,V) mit A= TC
i A=A

7 ImoAor =0

1.1.2 Komplexifizierung reeller Hilbertridume

Nach der rein algebraischen Komplexifizierung soll nun der topologische Aspekt einbezogen wer-
den. Es sei hierfiir H ein reeller Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, -). Auf der Komplexifizierung
HE erhilt man hieraus kanonisch ein Skalarprodukt durch

(2 + iy, u+ iv) = (a,u) — i(x,0) + iy, u) + (y,v), @+ iy,u+iv € HE

Die hiervon induzierte Norm ||z + iy|| = /||z||?> + ||y||® zeigt insbesondere, dass mit H auch
stets H® ein Hilbertraum ist, die Einbettung ¢ : H — HC eine Isometrie und die Abbildungen
Re,Im : H® — H stetig sind. Zudem ist offenbar die Konjugation = : H® — HC ein isometrischer
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Isomorphismus.
Ist nun T' € L(H, .FNI), so ist fiir z + iy € HC

IT(@ + iy)l|* = | Ta +iTyl* = |Ta|® + 1 Tyll* < | TIPll® + Iyll?) = 1T ]l + iy||?

und folglich 7€ e £(HC, H®) mit ||TC|| < |T|. Damit ist aber offenbar | TC|| = ||7|| und somit
die Abbildung T ~— TC eine Isometrie zwischen den Banachriumen £(H, H) und L(H, HT).

Man erhélt nun wie im vorigen Abschnitt einen Funktor

HILB; — HILB(
H+— HC
T s TC

1.1.9 Lemma. Fir T € L(H) ist (T)* = (T*)°.
Beweis. Folgt aus

(T®(x +iy),u + iy) = (Tx +iTy,u+ ) = (Tx,u) +i(Ty,u) — i(Tx,v) + (Ty,v)
= (z, T"u) + iy, T"u) — i{lx, T*v) + (y, T*v) = (x + iy, T u + iT™*v)
= (z + iy, (T") (u + iv))

O

Neben der Stetigkeit gibt es weitere Eigenschaften die ein Operator stets simultan mit seiner

Komplexifizierung erfiillt.
1.1.10 Lemma. Fir T € L(H) gilt
1. TeGIH) <= T® € GI(H®)
2. T normal <= TC normal
3. T selbstadjungiert <= TC selbstadjungiert
4. T orthogonal <= TC unitir

Beweis. (1) folgt unmittelbar aus (1.1.1) und dem Prinzip der offenen Abbildung. (3) ergibt sich
aus 1.1.9, (2) und (4) folgen analog unter Hinzunahme der Funktorialitéit der Komplexifizierung.
O

Zudem erhédlt man analog zu 1.1.6

1.1.11 Lemma. Fir zwei reelle Hilbertrdaume H, H ist

®((L(H, H))®) = L(H, HE).



Beweis. Fiir A € £L(HC, H®) erhiilt man ®~(A) = Reo Ao+ ilmo Ao e (L(H, H))C.
Ist umgekehrt T, 5 € L(H, H), so ist

(T +iS%) (@ +iy)| < 1T +iy)| + 1S (@ +ay)| < (7] + S|z + iy]
also ®(T +iS) € L(HE, HS). O
1.1.12 Folgerung. TC +iS€ € L(HC, H) <= T,S € L(H, H).

1.1.13 Bemerkung. Auf dem Banachraum L£(HC, H®) besteht nun zusitzlich die offensichtlich
stetige Abbildung der Konjugation TC + iSC — TC —iSC. Man beachte hiermit, dass insgesamt
durch Komplexifizierung gewonnene komplexe Hilbertrdume und ihre Morphismen jeweils eine

wesentliche zusétzliche Struktur besitzen.

Folgendes Resultat kann mit den bisherigen Ergebnissen miihelos bestétigt werden.
1.1.14 Lemma. FEs sei H ein reeller Hilbertraum.

1. P € L(H) ist genau dann eine Orthogonalprojektion, wenn PC € L(HC) eine Orthogonal-

projektion ist.

2. P € L(H®) ist genau dann eine Orthogonalprojektion, wenn P € L(H®) eine Orthogonal-

projektion ist.



1.2 Spektrum und Funktionalkalkiil

Das Ziel dieses Abschnittes ist die Untersuchung des Spektrums und die Bereitstellung des Funk-
tionalkalkiils fiir selbstadjungierte Operatoren reeller Hilbertrdume. Im Sinne der eingangs ge-
machten Erlduterungen werden die Resultate zumeist mittels der Komplexifizierung aus dem
komplexen Fall gewonnen. Zur Anwendung dieser Idee ist zunichst die analog zum endlichdi-
mensionalen Fall symmetrischer Matrizen bestehende Invarianz des Spektrums unter der Kom-
plexifizierung bedeutsam. Mit dieser Erkenntnis geriistet iibertragen sich grundlegende Eigen-
schaften von Spektren selbstadjungierter Operatoren komplexer Hilbertrdume unmittelbar auf
den reellen Fall. Die anschliefende Darlegung des Funktionalkalkiils ist an [Wer05] orientiert,
wobei die dort gegebenen Betrachtungen unter Verwendung der Komplexifizierung auf den reel-
len Fall iibertragen werden und damit insbesondere den einfachen Zusammenhang zwischen dem
reellen und komplexen Kalkiil erkennen lassen. Abschlieffend werden Konsequenzen der Existenz
des Funktionalkalkiils dargelegt, sowie die Stetigkeit des Spektrums allgemeiner Operatoren und
die Stetigkeit des Funktionalkalkiils diskutiert.

Fiir einen reellen oder komplexen Hilbertraum H bezeichne S(H) C L(H) den abgeschlossenen
Unterraum der selbstadjungierten Operatoren und K(H) C L(H) das zweiseitige abgeschlossene
Ideal der kompakten Operatoren auf H.

Es bezeichne weiterhin fiir 7' € £(H) neben der Resolvente p(T) und dem Spektrum o(7")

e 0,(T)={X€o(T):ker(A —T) # {0}} das Punktspektrum

o 04(T) = {\ € 0,(T) : dimker(A — T) < 00} das diskrete Spektrum

e 0.(T)={\€o(T) : ker(A\ = T) = {0},im(\ — T') = H} das stetige Spektrum
e 0,.(T)={\€a(T) :ker(A\ = T) = {0},im(\ — T) # H} das Restspektrum

Bekanntlich ist ein selbstadjungierter Operator genau dann injektiv, wenn er dichtes Bild hat
und folglich ist o(T') = 0,(T) Uo.(T) fiir alle T € S(H).

1.2.1 Lemma. Ist H ein reeller Hilbertraum und T € S(H), so gilt
1. p(T) = p(T) NR
2. o(T) = o(T°)
5. 0p(T) = (1), 0ulT) = 0u(T), 0(T) = 7.(T)
4. Fir X € o,(T) ist E(T®,\) = E(T, \)C.
Beweis. 1. Folgt aus (A — T)® = X\ — T fiir A € R zusammen mit 1.1.10.

2. Aus (1) mit o(T%) C R.



3. Die ersten beiden Gleichungen folgen mit (1.1.1) ker(A — T) = ker((A — T")%) = (ker(\ —
T))C, die letzte hieraus wegen o(T) = 0,(T) U 0.(T) und (2).

4. Folgt ebenfalls mit ker(A — TC) = ker(A — T)® = (ker(\ — T))® aus (1.1.1).
O

Mit diesen doch sehr elementaren Resultaten ist die Behandlung von Resolvente und Spek-
trum selbstadjungierter Operatoren auf reellen Hilbertrdumen vollsténdig auf die entsprechende
komplexe Theorie zuriickgefiihrt. Demnach iibertragt sich auch jede der bekannten Aussage iiber
Spektren selbstadjungierter Operatoren auf den reellen Fall, womit sich beispielsweise unmittel-

bar folgende Resultate ergeben.
1.2.2 Folgerung. Es sei T € S(H).
1. o(T)#0.
2. Isolierte Punkte von o(T) sind Eigenwerte.

Es sollen nun die Uberlegungen zum Funktionalkalkiil folgen. Wie bereits eingangs erwihnt
wird dieser aus der Darstellung des Kalkiils im komplexen Fall aus [Wer05] gewonnen. Alternative
Moglichkeiten, die ebenfalls das Bestehen des komplexen Kalkiils voraussetzen sind in [Wei80,
Exercise 7.25] und [Li03, Chapter 1.2] skizziert.

1.2.3 Definition. Es bezeichne ¥ die Borel-o-Algebra auf R und es sei H ein reeller oder
komplexer Hilbertraum. Eine Abbildung

E:¥— L(H),A— E\
heifst, Spektralmafi, falls alle £4 Orthogonalprojektionen sind und
1. By=0, B =id
2. Ist A, €X,i e N,mit A;NA; =0,i#j,s0ist Y oo, Ea,(z) = Eya,(z) Vo e H

Ein Spektralmaff F hat kompakten Tréger, falls eine kompakte Menge K C R mit Ex = id

existiert.

Es ist nicht schwer aus der Definition abzuleiten, dass im Fall eines kompakten Trigers K
stets F4 = id fiir alle A € ¥ mit K C A.

1.2.4 Lemma. Es sei H ein reeller Hilbertraum.

1. A Ey ist genau dann ein Spektralmaf auf HC, wenn A — E4 ein Spektralmafl auf HC

18t.

2. A Ey ist genau dann ein Spektralmap auf H, wenn A — EY ein Spektralmafy auf H®

15t.
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Beweis. 1. Da E:A = F 4 geniigt es zu zeigen, dass mit E4 auch E, ein Spektralmaf ist. Wegen
1.1.14 ist zuniichst E4 simultan mit E4 eine Orthogonalprojektion. Die Bedingungen (1)

sind trivialerweise auch fiir E 4 erfiillt. Da wegen 1.1.7 E4(z) = E (%) fiir jedes A € ¥ und
z € H® folgt mit der Stetigkeit der Konjugation

Bon(s) = Bua () = Y Ba(d) =3 Ba(®) =Y Ew(2)

und somit ist A — E4 ein Spektralmaf.

2. Wegen 1.1.14 ist jedes E4 simultan mit ES eine Orthogonalprojektion. Der Nachweis der
Eigenschaft (1) ist jeweils trivial, die Eigenschaft (2) folgt sofort aus der Definition des
komplexifizierten Operators unter Beachtung der Wahl der Topologie auf H® mit der eine

Reihe in H® genau dann konvergiert, wenn Real- und Imaginirteil konvergieren.
O

Bekanntlich kann jede beschrinkte und mefsbare Funktion f : R — K beziiglich eines Spek-

tralmafes integriert werden. Fiir A € ¥ und die Indikatorfunktion f = y 4 definiert man hierzu
/ fdE = E4

setzt diesen Ausdruck linear auf Treppenfunktionen f = > | a;xa, fort und definiert schlieRlich
fiir eine beliebige beschriankte und mefibare Funktion f

fdE = lim [ f.dE (1.2.1)
f 102 = o, |

wobei {f, }nen eine gleichmiiflig gegen f konvergierende Folge von Treppenfunktionen ist!. Die
technischen Details dieser gewohnlichen Konstruktion erweisen sich als sehr {iberschaubar: Die
Unabhéngigkeit von der Darstellung einer Treppenfunktion als Linearkombination von Indika-
torfunktionen ist standard, der letzte Schritt rechtfertigt sich aus der fiir eine Treppenfunktion

f ohne grofie Miihe nachzuweisenden Ungleichung

I [ fde) < 1) (1.22)

womit (1.2.1) eine Cauchyfolge in £(H) ist und folglich ein von der speziellen Wahl der appro-
ximierenden Folge von Treppenfunktionen unabhingiges Grenzelement in £(H) besitzt.

Das so definierte Integral werde mit [ fdE oder [ f(A)dE, bezeichnet. Hat das verwendete
Spektralmafs E einen kompakten Triger K, so definiere man fiir eine beschrinkte und mefsbare
Funktion f : K — K das Integral als [}, fdE = [ xx fdE.

1.2.5 Lemma. Es sei H ein reeller Hilbertraum, E 4 ein Spektralmafl auf HC und f : R — C

beschrankt und mefbar. Dann ist

F\E, = / FOdEx
(e)]

Lvgl.[Wer05, Lemma VTI.1.5, Satz A.1.5 (e
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Beweis. Zunéchst ist die Aussage wegen 1.2.4 sinnvoll. Sie gilt nun mit 1.1.7 fiir jede Treppen-

funktion und wegen der Stetigkeit der Konjugation in £(H®) auch im allgemeinen Fall. O

1.2.6 Lemma. FEs sei H ein reeller Hilbertraum und A — E 4 ein Spektralmaf auf H. Dann ist
fir f: R — R beschrankt und mefbar

( / f(A)dEA)C = [ sovas

Beweis. Die Aussage ist mit 1.2.4 sinnvoll, fiir Treppenfunktionen offensichtlich und folgt somit
aus der Stetigkeit der Abbildung £(H) — L(H®), T — TC. O

1.2.7 Satz (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren). Fiir jedesT € S(H) existiert

ein eindeutig bestimmtes SpektralmafS E mit kompaktem Triger auf H, so dass

T = / AdE)
o(T)

Hierbei ist o(T) die kleinste kompakte Menge mit E,(py = id.

Beweis. Im Fall eines komplexen Hilbertraumes ist die Aussage bekannt (vgl. etwa [Wer05, Kap.
VII)).

Ist nun H ein reeller Hilbertraum, so betrachte man die Komplexifizierung 7C € S(H®). Aus
1.2.5 erhéilt man mit o(7T%) C R

TC =TC = / NdEy
o(TC)

Wegen der im komplexen Fall gewéhrleisteten Eindeutigkeit des Spektralmafes ist aber folglich
E 4 = FE4 fiir alle A € ¥ und daher existiert mit 1.1.8 und 1.2.4 ein Spektralmafi A — = L(H)
auf H mit ES = E, fiir alle A € ¥. Mit 1.2.6 und o(TC) = o(T) ist damit aber

C
TC:/ NdE, = / NdEy
o(T) o(T)

und folglich

T= / NdE,
o(T)

Damit ist die Existenz nachgewiesen.

Die Eindeutigkeit folgt, da umgekehrt E,4 wegen 1.2.4 ein Spektralmafs E‘S induziert, mit dem der
zugehorige Operator TC die entsprechende Integraldarstellung besitzt. Da diese aber eindeutig
ist folgt auch die Eindeutigkeit von E.> O

?Bei diesem Argument wird natiirlich die nun schon mehrfach implizit verwendete Treue des Komplexifizie-
rungsfunktors benotigt.
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Es bezeichne nun fiir eine kompakte Teilmenge K C R den mit der Norm ||- || versehenen

Banachraum
B(K)={f: K —R: f beschrdnkt und mefbar }

Damit erhdlt man nun fiir ein festes T' € S(H) durch

Blo(1) = £(H), = f(1) = [ ) dEy (12.3)

analog zu komplexen Hilbertrdumen den mefbaren Funktionalkalkiil. Wegen (1.2.2) ist stets

I [ BN < 151 (1.2.4)

und somit ist die Abbildung (1.2.3) stetig. Es ist insbesondere zu beachten, dass im Gegensatz
zum komplexen Fall stets ein selbstadjungierter Operator erhalten wird?®.
Von besonderer Bedeutung ist nun der unmittelbar aus der Konstruktion folgende Zusammen-

hang zwischen dem reellen und dem komplexen Kalkiil.

1.2.8 Folgerung. FirT € S(H) und f € B(o(T)) ist
F(TO) = F(D)°

Beweis. Im Beweis von 1.2.7 wurde gezeigt, dass mit dem Spektralmafl F4 des Operators T das
Spektralmaf von TC gerade durch E§ gegeben ist. Damit folgt die Behauptung miihelos aus
1.2.6. O

1.2.9 Bemerkung. Durch das Spektralmaft wird insbesondere fiir feste z,y € H ein reelles Malfs
A — (Eax,y) definiert. Durch einen einfachen Grenziibergang ldsst sich

o(T)

zeigen. Dieses Resultat ist im komplexen Fall durchaus bekannt und besitzt vielféltige Anwen-

dungen. Da es hier im weiteren Verlauf nicht ben6tigt wird, soll auf den Beweis verzichtet werden.

Das Resultat 1.2.8 erlaubt nun ohne aufwindige Uberlegungen den Nachweis der wesentlichen
Eigenschaften des reellen Funktionalkalkiils.

1.2.10 Lemma. Es sei T € S(H) selbstadjungiert.
1. (1.2.3) ist ein Algebenhomomorphismus. Insbesondere ist also
{£(T): f € B(a(T))}

eine kommutative Operatoralgebra.

3Diese Eigenschaft ist allerdings wenig {iberraschend, da im komplexen Fall f(T') fiir jede reellwertige Abbildung
ebenfalls selbstadjungiert.
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2. Sind g:0(T) —» R und f: R — R mefbar und beschrinkt, so ist (f o g)(T) = f(g(T)).
3. Fir f € B(o(T)) und Tx = Az ist f(T)x = f(N)z.
4. Fir fe C(a(T)) ist o(f(T)) = f(o(T)).

Beweis. Bekanntlich gelten sdmtliche Aussagen im komplexen Fall (vgl. [Wer05, Kap. VII]).
Unter Verwendung von 1.2.8 erhilt man hieraus

L fg(T)C = fg(T®) = gf(T®) = gf(T)® = fg(T) = gf(T)
2. (fog) () = (fog)(TC) = f(g(T)) = f(g(T)®) = f(g(T)C = (fog)(T) = f(g(T))
3. Te=X =T =Xz = f(T2x = f\N)x = f(T)2 = f(Nz = f(T)z = f(\Nz

4. o(f(T)) = o(f(T)) = o(f(T%)) = f(o(T%)) = f(o(T))

Fiir einen Operator T € S(H) und A € ¥ werden im Folgenden die Operatoren E4 = x4 (T)
als Spektralprojektoren bezeichnet. Mit den bisher erhaltenen Aussagen kénnen nun wichtige

Erkenntnisse iiber diese gewonnen werden.
1.2.11 Lemma. Es sei T € S(H) mit Spektralmaf E.
1. X € p(T) & 3U C R offene Umgebung von A mit Ey = 0.
2. A€ 0p(T) & Eqxy #0. In diesem Fall ist im(Eqyy) = E(T, \).

Beweis. 1. Nach Konstruktion von E ist E,y = 0 und mit der Offenheit von p(T) C R
erhilt man die erste Richtung. Zum Beweis der Umkehrung sei U eine Umgebung von A
mit By = 0. Man setze nun f(t) = 11 fiir t ¢ U und f = 0 sonst. Dann ist f mefbar und
auf o(T") beschrénkt. Ebenso gilt dies fir g(t) = A — ¢t. Es folgt zunéchst

FMYA=T) = f(T)g(T) = (fo)(T) = xz\v(T) = Er\v = id
Mit f(T)g(T) = g(T)f(T) ist aber folglich A € p(T).

2. Offenbar geniigt es im(E{,y) = ker(A—T') zu zeigen. Mit der Giiltigkeit der entsprechenden
Aussage im komplexen Fall folgt dies aber mit 1.2.1 und 1.1.1 aus

E(T,\) = E(T®,)\) = im(Ep,,) = im(Ey))°
O

1.2.12 Bemerkung. Es soll an dieser Stelle erwiihnt werden, dass wie im Komplexen ein weiterer
Funktionalkalkiil fiir Operatoren reeller Banach- und Hilbertrdume konstruiert werden kann.
Fiir einen komplexen Banachraum X und einen Operator A € £(X) bezeichne H(A) die Menge
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aller komplexwertigen Funktionen, die auf einer (von der Funktion abhingigen) offenen Umge-
bung der Menge o(A) lokalholomorph sind. Fiir ein f € H(A) mit offener Umgebung Q(f) und
einen Integrationsweg I' C Q(f) mit ' No(A) = 0 der o(A) umschlieft wird durch

FA) = o / SOV — A)~ L

ein beschrinkter linearer Operator auf X definiert, der unabhéngig von den getroffenen Wahlen
ist. Mit dieser Definition ist die Abbildung H(A) — L£(X) ein C-Algebrenhomomorphismus und
es gilt der Spektralabbildungssatz o(f(A4)) = f(c(A)) fiir alle f € H(A). Diese Konstruktion
wird héufig als Dunford-Kalkiil benannt.

Um diese Konstruktion auch im reellen Fall anwenden zu kdnnen betrachtet man Funktionen

mit f(TC) = f(T) und definiert f(T) = Re(f(TC)). Es ist nicht schwer einzusehehn, dass die
Bedingung an die Funktion f genau dann erfiillt ist, wenn f(z) = f(Z), f also die komplexe Fort-

setzung einer reellwertigen Funktion ist. Dieser Funktionalkalkiil stellt sehr starke Anforderungen

an die Funktion f, ist dafiir aber nicht auf selbstadjungierte Operatoren eingeschrinkt.

Viele der in den folgenden Kapiteln verwendeten Aussagen konnten ebensogut auch unter
Verwendung des reellen Dunford-Kalkiils bewiesen werden. Da aber hier im reellen Fall stets
selbstadjungierte Operatoren betrachtet werden, ist der mefbare Kalkiil stirker und zudem fiir
manche Aussagen unumgénglich.

Nach Benennung des Dunford-Kalkiils sollen jetzt zwei wichtige Anwendungen zur Stetigkeit des
Spektrums zitiert werden, deren Beweise im Komplexen mittels dieses Kalkiils gefiihrt werden.
Zuvor soll noch ein wichtiges Lemma genannt werden, das ebenfalls in diesen Beweisen benétigt

wird, aber auch allgemein von hohem Interesse ist.

1.2.13 Lemma (Projektorenlemma). Es seien P, Projektoren auf dem Banachraum X.
Falls |P — Q| < 1, so ist

X=kerP®imQ@Q, X =imP®ker@
und es ist rk(P) = rk(Q).
Beweis. [GGK90, Lemma 4.3] O

1.2.14 Satz. Es sei H ein reeller oder komplexer Hilbertraum, A € L(H) und Q C K eine
offene Umgebung von o(A). Dann ezistiert ein € > 0, so dass o(B) C Q fiir alle B € L(H) mit
|A—B| <e.

Beweis. Den Beweis fiir einen komplexen Banachraum findet man in [GGK90, Theorem 4.1].

Ist nun H ein reeller Hilbertraum so ist zunfchst mit einem zu 1.2.1 analogen Beweis o(A4) =
o(AC)NR fiir alle A € L(H). Ist nun A € £L(H) und © C R eine offene Umgebung von o(A), so ist
C\ (R\ Q) eine offene Umgebung von o(A®) in C. Mit der Giiltigkeit der Aussage im komplexen
Fall existiert aber ein € > 0, so dass fiir alle B € £(H) mit |A—B|| = ||(A-B)¢| = |A*~B%|| < ¢
stets o(B®) c C\ (R\ Q), also o(B) = a(B*)NR C . O
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1.2.15 Satz. Es sei H ein komplezer Hilbertraum, A € L(H) und 0 C o4(A) eine endliche
Teilmenge. Zudem sei T ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg in C um o mit c(A)NT =0

und der o von o(A) \ o trennt. Dann existiert ein € > 0, so dass fir alle B € L(H) mit
|A — B| < e gilt:

o(B)nT = 0.
e Der Teil von o(B) innerhalb I' ist eine endliche Teilmenge von o4(B).
® Z)\ innerhalb T’ dlmE(B’ )\) = Z)\ innerhalb T’ dlmE(A’ )\)
Beweis. [GGK90, Theorem 4.2] O

1.2.16 Bemerkung. Mit einem zu 1.2.14 analogen Vorgehen kann die Aussage unter den nahe-
liegenden Modifikationen auch auf reelle Hilbertraume iibertragen werden, wobei im dritten Teil
der Aussage natiirlich statt Gleichheit eine Ungleichung zu verwenden ist. Diese Aussage wird

aber im weiteren Verlauf dieser Arbeit nur im komplexen Fall Anwendung finden.

Die folgenden Resultate sind fiir viele Anwendungen des Funktionalkalkiils von fundamentaler
Bedeutung. Fiir den komplexen Fall findet man den Beweis der zweiten Aussage in [AS69], die

ebenso bedeutungsvolle erste Aussage ist im dort gegebenen Beweis enthalten.

1.2.17 Satz. FEs sei H ein reeller oder komplexer Hilbertraum und f : R — R stetig. Dann ist
die Abbildung

S(H)>T — f(T) € S(H)
stetig.

Beweis. Es sei A € S(H) und Q C R eine beschrinkte offene Umgebung von o(A). Fiir ein
gegebenes ¢ > 0 wihle man nun ein Polynom p mit ||(p — f) |g [l < §. Mit 1.2.14 und
der offensichtlichen Stetigkeit der Abbildung £L(H) > A — p(A) € L(H) wihle man nun eine
Umgebung U C L(H) von A, so dass o(B) C Q und ||p(B) — p(A)|| < § fiir alle B € U. Damit
ist aber unter Verwendung von (1.2.4)

1F(B) = F(AI < [[/(B) = p(B)l| + l[p(B) — p(A)[| + [[p(A) = F(A)]
<N =) lo) lloo + 1P(B) = p(A) | + [[(f =) [o(a) o <

fiir alle Be UNS(H). O

1.2.18 Folgerung. Fs set H : I Xx R — R eine Homotopie und H ein reeller oder komplexer
Hilbertraum. Dann ist die Abbildung

IxSH)>(t,A)— H(t,A) € S(H)
ebenfalls eine Homotopie.
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Beweis. Zunichst ist bekanntlich die Abbildung I 3 ¢ — f; |k € C(K) bei Wahl der Supremums-
norm auf C'(K) fiir jedes Kompaktum K C R stetig.
Es sei (tg, Ag) € I x S(H) und € > 0 beliebig vorgegeben. Wegen 1.2.17 existiert nun ein § > 0,

so dass
10 (4) = fio (o)l < 5 fiir alle A € S(H) mit || A~ Aol| <8

Mit 1.2.14 wihle man zudem eine beschrénkte offene Umgebung Q von o(Ap) C R, so dass
o(A) C Qfir alle A € S(H) mit ||A— Agl| < §. Wegen der eingangs gemachten Bemerkung kann

nun nach eventueller Verkleinerung von ¢ mit (1.2.4) angenommen werden, dass

17:(A) = fuo (AN < (e = fro) loca) oo < N(Fe = fio) I lloo < %
fiir alle |t — tp] < 0 und alle ||A — Ap|| < 0. Damit ist aber
11:(A) = fio (Aol < W1fe(A) = Fio ()| + [ f2(A) = Fio (A0)l| <€

fiir alle (¢, A) € I x S(H) mit [t — to| + | A — Ao|| < 4. m
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Kapitel 2

Hilbertmannigfaltigkeiten,
Hilbertbundel und Morse Theorie

In diesem Kapitel werden wichtige Grundlagen zur unendlichdimensionalen Morse Theorie be-
reitgestellt. Bekanntlich werden in der Morse Theorie kritische Punkte glatter Abbildungen auf
glatten Mannigfaltigkeiten betrachtet. Hierzu soll in einem ersten Abschnitt zunéichst eine kurze
Zusammenstellung der damit verbundenen Begriffe gegeben werden. Die gewédhlte Darstellung
ist eng an [La95] orientiert, wobei hier lediglich der Spezialfall auf Hilbertrdumen modellierter
unendlichdimensionaler Mannigfaltigkeiten betrachtet wird, womit sich einige Darstellungen zu-
sétzlich vereinfachen. Anschlieffend werden die ebenso bendtigten Hilbertbiindel definiert, wobei
die Darstellung wie zuvor nur die in [La95] prasentierten Sprechweisen und Erkenntnisse in aller
Kiirze zusammenfasst.

Der hierauf folgende wesentliche Teil dieses Kapitels prisentiert einige recht elementare aber
ebenso bedeutungsvolle Definitionen und Aussagen der unendlichdimensionalen Morse Theorie.
Neben einer weiteren Betrachtung von Eigenschaften selbstadjungierter Operatoren werden die-
se nun insbesondere ihre Bedeutung unter Beweis stellen diirfen. Die hier gegebene Darstellung
orientiert sich an [PT88] und [Ma94], stellt aber auch schon einige im spéteren Verlauf der Arbeit
benétigte Begriffe und Resultate aus [MPP05] bereit.
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2.1 Die Kategorie der Hilbertmannigfaltigkeiten

2.1.1 Objekte und Morphismen

2.1.1 Definition. Es sei M eine Menge und H ein reeller Hilbertraum.
Ein (glatter) Atlas fiir M mit Werten in H ist eine Familie A = {(U;, ¢;)}icr von Karten,

wobei I eine Indexmenge ist, so dass

o U; C M fiir alle i € I und {J;; U; = M.

e Fiir jedes i € I ist o, : U; — ¢(U;) eine Bijektion auf eine offene Teilmenge von H und fiir
alle 7,j € I ist ;(U; NU;) C H offen.

e Fiir alle ¢,j € I mit U; NU; # 0 ist die Kartenwechselabbildung
ot oi(UinU;) — ¢ (U;NU;)
ein Diffeomorphismus.

Ist A = {(U;, i) }icr €in Atlas fiir eine Menge M, so existiert offenbar genau eine Topologie
auf M, so dass alle U; offen und alle ¢; HomGomorphismen sind.
Fiir eine Menge M heifsen zwei Atlanten A, B mit Werten in einem Hilbertraum H &quivalent,
falls A U B ein Atlas fiir M ist. Die Aquivalenzklassen der so entstehenden Aquivalenzrelation

werden glatte Strukturen auf M genannt.

2.1.2 Definition. Ein Paar (M, S) bestehend aus einer Menge M und einer glatten Struktur
mit Werten in einem Hilbertraum H heifst glatte Mannigfaltigkeit mit Modell H oder kurz
Hilbertmannigfaltigkeit.

Nach Definition ist eine glatte Struktur fiir eine Menge M bereits durch die Angabe eines
Atlas eindeutig festgelegt. Da zudem jeder Atlas einer glatten Struktur die gleiche Topologie auf
M definiert, kann eine glatte Mannigfaltigkeit stets kanonisch als topologischer Raum angesehen
werden. Abweichend vom endlichdimensionalen Fall werden keine weiteren Forderungen an diese

Topologie gestellt.

Sind M, N Hilbertmannigfaltigkeiten, so nennt man eine Abbildung f : M — N glatt,
falls fiir jedes * € M eine Karte (U, ¢) um « und eine Karte (V,¢) um f(z) existiert, so dass
f(U) C V und die Abbildung

bofoplipU)—y(V)

eine glatte Abbildung zwischen Hilbertrdumen ist. Mit diesen Definitionen erh&lt man nun die
Kategorie HMFD der Hilbertmannigfaltigkeiten deren Morphismen die glatten Abbildungen

sind.
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Es sei M eine Hilbertmannigfaltigkeit mit Modell H, x € M fest und
Co :={(U,,v): (U,p) e A,x e Uve H}

Nun heifen (U, ¢,v),(V,¥,w) € C, dquivalent, falls D,,)(¢) o ¢~')v = w. Der Tangen-
tialraum 7, M an M bei z ist die Menge aller Aquivalenzklassen von C, beziiglich dieser
Aquivalenzrelation. Jede Karte (U,¢) um x induziert eine Bijektion ¢, : T,M — H durch
&2 ([(U, ,v)]) = v, womit T, M unabéngig von der gewihlten Karte mit der Struktur eines topo-
logischen Vektorraums versehen wird. Folglich ist T, M € Ob(HILBg) fiir alle z € M, es besteht
aber im Allgemeinen keine kanonische Wahl eines zugehorigen Skalarproduktes auf 7, M.

Sind M, N Hilbertmannigfaltigkeiten mit Modellen H, Hundist z € M , so lésst sich das Dif-
ferential d,f : T,M — Ty(,)N als die eindeutige Abbildung definieren, so dass fiir alle Karten
(U, ) um z und (V,4) um f(x) mit f(U) C V das Diagramm

.M e

H

da f Dy (o) (Yofop™ 1)

'/A}f(z) ~

kommutiert. Mit den definierten Vektorraumstrukturen und Topologien der Tangentialriume ist
damit d, f € L(TM, Ty N).
Durchaus niitzlich ist die Berechnung des Differentials unter Verwendung von Kurven, deren

Beweis analog zum endlichdimensionalen Fall zu fiihren ist.

2.1.3 Lemma. FEs sei f: M — N eine glatte Abbildungen zwischen Hilbertmannigfaltigkeiten,
peM,veT,M sowiey: (—e,e) — M eine glatte Kurve mit v(0) = p, v/ (0) =v. Dann ist

(dpf)v = (f27)'(0)
2.1.4 Definition. Es seien M, N Hilbertmannigfaltigkeiten und f : M — N eine glatte Abbil-
dung.

e f heift Submersion, falls d, f : T, M — T}, N fiir jedes x € M surjektiv ist.

e f heikt Immersion, falls fiir jedes + € M im(d,f) C Ty)N abgeschlossen und d,f :
Ty M — Ty, N injektiv ist.

e Ist f eine Immersion und f: M — f(M) C N ein Homdomorphismus, so heift f Einbet-
tung.

2.1.5 Bemerkung. Die hier in gewisser Weise unsymmetrisch wirkende Definition entsteht aus der
grundsétzlichen Abgeschlossenheit des Kerns einer stetigen linearen Abbildung. Die allgemeine
Definition von Submersion und Immersion fordert stattdessen die Existenz von Komplementr-
raumen zu Kern beziehungsweise Bild des Differentials (vgl. [La95, Proposition 2.2]), womit sich
diese Definition fiir Objekte der Kategorie HILBR auf 2.1.4 reduziert.
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2.1.6 Definition. Eine Teilmenge N C M heiftt Untermannigfaltigkeit, falls ein abgeschlos-
sener Unterraum H C H und fiir jedes x € N eine Karte (U, ) von M um z existiert, so dass
o(UNN) = oU)NH.

Ist N eine Untermannigfaltigkeit von M, so erhélt N durch Einschrinkungen der Karten von
M einen Atlas mit dem N eine Hilbertmannigfaltigkeit ist. Beziiglich dieser glatten Struktur
ist die Inklusion ¢ : N — M eine Einbettung und das Differential d¢ kann verwendet werden
um fiir jedes x € N den Tangentialraum 7, N mit einem abgeschlossenen Teilraum von 7, M zu
identifizieren.
Fiir eine glatte Abbildung f : M — N heife p € M reguldr, falls d,, f : T,M — Ty, N surjektiv
ist, andernfalls heift p kritisch. Ein Punkt ¢ € N heift regulirer Wert, falls f~!(q) keine
kritischen Punkte enthélt.

2.1.7 Lemma. Es seien M, N Hilbertmannigfaltigkeiten und f : M — N eine glatte Abbildung.
Ist ¢ € N ein regulirer Wert von f, so ist f~1(q) eine Untermannigfaltigkeit von M und fiir
jedes p € f~1(q) ist

T, (q) = ker(dy f)

Beweis. [Kli82, Theorem 1.3.8] O
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2.2 Die Kategorie der Hilbertbiindel

2.2.1 Definition der Objekte und Morphismen

2.2.1 Definition. Es seien E, M Hilbertmannigfaltigkeiten, H ein Hilbertraum sowie 7 : £ —
M eine glatte Abbildung.

Eine trivialisierende Uberdeckung A von 7 : E — M ist eine Familie {(U;, 7;)};e bestehend
aus einer offenen Uberdeckung {U;};c; von M und Diffeomorphismen 7; : 7= *(U;) — U; x H, so

dass

e Das Diagramm

i

kommutiert. Insbesondere erhilt man fiir jedes ¢ € I und x € U; einen Diffeomorphismus

Tiw i Hx) — H

e Fiir alle 4,5 € I mit U; NU; # 0 und jedes = € U; N Uj ist 7j, o 7, € GL(H).

(25

e Fiir alle 4,5 € I mit U; NU; # 0 ist die Abbildung

Ul' n Uj — GL(H)7 €T — (TjT»_l)m

glatt.

Zwei trivialisierende Uberdeckungen A, B von m : E — M heiken Aquivalent, falls A U B
wieder eine trivialisierende Uberdeckung von 7 ist. Dies definiert offenbar eine Aquivalenzrelation
auf der Menge aller trivialisierenden Uberdeckungen fiir 7 : E — M. (7, E, M, H,S), wobei S
eine Aquivalenzklasse beziiglich obiger Relation ist, wird ein Hilbertbiindel mit Modellraum H
genannt. Die Struktur eines Hilbertbiindels ist nach Definition durch Angabe einer trivialisieren-
den Uberdeckung eindeutig bestimmt. Zudem kann wegen der zweiten Bedingung unabhiingig
von der gewihlten Trivialisierung jede Faser E, := 7~ !(x) eines Hilbertbiindels als Objekt der

Kategorie HILBg aufgefasst werden.

2.2.2 Definition. Es seien M, N Hilbertmannigfaltigkeiten und = : £ — M,n’ : E/ — N
Hilbertbiindel. Ein Hilbertbiindelmorphismus © — 7’ besteht aus einem Paar glatter Abbil-
dungen

forM —-N und f:E—F

so dass folgende Bedingungen erfiillt sind
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e Das Diagramm

E*f>E’
M N

ist kommutativ und fiir jedes x € M ist f, = f |g, € L(E., E}(I)).

fo
—

e Fiir jedes x € M existieren Trivialisierungen
T Y U)—=UxH und 7 :77YU)—U xH
um z bzw. f(z), so dass fo(U) C U’ und die Abbildung
U— LH,H), z+— T}O(I) ofor; !
glatt ist.

Mit diesen Definitionen erhilt man die Kategorie der Hilbertbiindel HilbB. Werden
lediglich Hilbertbiindel {iber einer festen Hilbertmannigfaltigkeit M und Biindelmorphismen mit
fo = id betrachtet, so erhdlt man eine Unterkategorie HilbB(M).

2.2.2 Das Tangentialbiindel

Die disjunkte Vereinigung [[, ., T M lésst sich auf kanonische Weise mit einer Topolgie verse-
hen, so dass der entstehende Raum 7'M mit der offensichtlichen Projektion ein Hilbertbiindel
7w : TM — M bildet. Die Trivialisierungen werden hierbei von den Karten des Atlas von M
und den Abbildungen ¢ induziert, wobei der Modellraum von 7 gerade durch das Modell von
M gegeben ist. Sind M, N Hilbertmannigfaltigkeiten und f : M — N eine glatte Abbildung,
so erhélt man einen Hilbertbiindelmorphismus df : TM — TN, der fiir jedes x € M durch
das Differential d,f : T,M — Ty N gegeben ist. Diese Konstruktion liefert insgesamt einen
kovarianten Funktor HMFD — HilbB.

2.2.3 Das Pullbackbiindel

In der Kategorie HMFD fiihrt der kategorielle Pullback eines Hilbertbiindels 7w : E — N mittels
einer glatten Abbildung f : M — N unter der offensichtlich harmlosen Identifikation der Faser
(f*E), mit Ey ) zu einem Hilbertbiindel f*7 : f*E — M mit den Eigenschaften:

e Fiir jedes v € M ist (f*E)y = Ef(a).

e Das Diagramm
f"E——F

AT

M——N
kommutiert, wobei die obere horizontale Abbildung auf jeder Faser die Identitéat ist.
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e Ist £ = N x H das triviale Biindel, so ist f*E = M x H und f*r die Projektion.
e Ist V C N offen und U = f~1(V), so ist
[ (Elv)=("E) v
und man hat ein kommutatives Diagramm:

[ E v

S

*E E

EV
1%

S
v

M N

2.2.4 Exakte Sequenzen von Hilbertbiindeln

2.2.3 Definition. Es sei M eine Hilbertmannigfaltigkeit,
7 E—-M 1 :F —-M " :E' - M
Hilbertbiindel iiber M, sowie f : 7’ — 7,g : # — 7" Hilbertbiindelmorphismen.

e Die Sequenz

0—>7T,L’/T

heikt exakt, falls eine offene Uberdeckung {U; };c; von M mit zugehorigen Trivialisierungen
7/ E' |y,— Ui x H und 7; : E |y,— U; x H existiert, so dass H stets eine Darstellung als
Produkt H = H’ x F; gestattet und das Diagramm

By, — =y,

idXxe

UZ‘XH/HUZ‘XH/XFZ'
kommutiert.

e Die Sequenz

L’ -0

heift exakt, falls g surjektiv ist und eine offene Uberdeckung {U;};c; von M mit zugeho-
rigen Trivialisierungen 7; : E |y,— U; X H und 7; : E” |y,— U; x H" existiert, so dass H
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stets eine Darstellung als Produkt H = H” x F; gestattet und das Diagramm

E ‘U'i ! E" U;

Tii l‘riu

idX pry

UZ‘XH//XFZ‘HU,L‘XHN

kommutiert.

e Die Sequenz
f

0> Lrda" -0

heifit exakt, falls beide Enden exakt sind und im(f) = ker(g), wobei

ker(g) = U ker(g |, )
zeM

Ist m : E — M ein Hilbertbiindel, so heifit eine Teilmenge S C E ein Unterbiindel, falls eine
exakte Sequenz 0 — 7’ I, 7 mit f(E") = S existiert. Damit besitzt S unabhéngig von der Wahl
des Biindels 7’ und des Morphismus f eine (bis auf Isomorphie in HilbB) eindeutige Struktur
eines Hilbertbiindels.

Desweiteren erhélt man aus einer exakten Sequenz 0 — 7’ I, 7 das Qutionentenbiindel mg mit
Totalraum E/E" =[], .5 Ez/E;,. Der hieraus auf kanonische Weise zu erhaltende Hilbertbiin-
delmorphismus h : 7 — 7g ist der kategorielle Kokern des Hilbertbiindelmorphismus f : 7’ — 7.
Dual hierzu erhilt man aus einer exakten Sequenz 7 % 7" — 0 wie in obiger Definition ein
Hilbertbiindel mx mit Totalraum (J,.,,ker(g |g,). Der hieraus kanonisch zu erhaltende Hil-
bertbiindelmorphismus h’ : mx — m ist der kategorielle Kern des Hilbertbiindelmorphismus

g:m—x".

2.2.4 Definition. Ist f : M — N ein glatte Abbildung zwischen Hilbertmannigfaltigkeiten, so
erhilt man aus der universellen Abbildungseigenschaft eines Pullbacks einen Hilbertbiindelmor-
phismus T*f : TM — f*TN.

e Ist f eine Immersion so liefert dies eine exakte Sequenz 0 — T'M i, f*TN. Das Qutio-

netenbiindel
S TN/im(T* f)

heifst das Normalenbiindel von f.

e Ist f eine Submersion so erh&lt man eine exakte Sequenz T'M s, f*TN — 0. Der Kern
der Sequenz heifit das Unterbiindel von f oder Biindel entlang der Faser.
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2.3 Grundbegriffe der Morse Theorie

2.3.1 Selbstadjungierte Operatoren mit abgeschlossenem Bild

In diesem Abschnitt werden zunéichst weiterfiihrende Aussagen zu selbstadjungierten Operatoren
reeller Hilbertrdume présentiert. Bei einigen Resultaten wird statt eines Beweises lediglich auf
Literatur verwiesen, in der die entsprechenden Aussagen fiir Operatoren komplexer Hilbertrdume
zu finden sind. In diesen Féllen iibertragen sich die dort gegebenen Beweise aber buchstédblich
und werden hier nicht noch einmal aufgeschrieben.

Es sei im Weiteren stets H ein reeller Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, - ).
2.3.1 Lemma. Fir T € S(H) sind folgende Aussagen dquivalent

1. im(T) C H ist abgeschlossen.

2. T |ker(ry+ € GL(ker(T) ™).

3. 0 ist kein Haufungspunkt von o(T).

Beweis. Die Aquivalenz der ersten beiden Aussage ist beispielsweise in [BW93, Proposition 9.4]
bewiesen.

Fir T € S(H) ist zunidchst A = T |1:elr(T)L: ker(T)*+ — ker(T)* selbstadjungiert und dicht
definiert. Die Aquivalenz folgt nun aus o(A) = (o(T) \ {0})~" und

1Al = | A%|| = sup{|A| : A € 0(A%)} = sup{|A| : A € o (A)}
wobei mittlere Gleichheit in [Wer05, Satz VI.1.6&VI1.1.7] gezeigt ist. O

Es soll nun die Spektralzerlegung fiir eine grofte Klasse selbstadjungierter Operatoren bewie-
sen werden, die in der Theorie kritischer Punkte ein wichtiges Hilfsmittel ist und demnach noch

hiufiger Verwendung finden wird. Hierfiir bezeichne zunéchst fir T € S(H)

m(A) = inf (Az,x), M(A)= sup (Ax,x)

llzll=1 llz||=1
die obere- und untere Schranke von 7'
2.3.2 Lemma. Fir jedes T € S(H) ist o(T) C [m(A), M(A)], m(A), M(A) € 0(A) und zudem
[A]l = max{|m(A)], |[M(A)[}
Beweis. [Heu92, Satz 112.6] O
2.3.3 Definition. Es sei H ein Hilbertraum und 7' € S(H). Dann heifit T
e positiv definit, falls ein ¢ > 0 mit (T'z,z) > c||z||? fiir alle z € H existiert.

e negativ definit, falls —T positiv definit ist.
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Eine unmittelbare Konsequenz aus 2.3.2 und der Abgeschlossenheit des Spektrums ist:
2.3.4 Lemma. T € S(H) ist genau dann

e positiv definit, falls o(T) C (0, 00).

e negativ definit, falls o(T) C (—00,0).

Der folgende Satz liefert nun als bedeutsame Anwendung des Funktionalkalkiils die Existenz

der Spektralzerlegung.

2.3.5 Satz. Fs erfille T € S(H) eine der dquivalenten Bedingungen aus 2.3.1. Dann existiert

eine orthogonale Zerlegung

H=H"oH®H"
in T-invariante Unterridume, so dass H° = ker(T), T |g+ positiv definit und T |g- negativ
definit ist.

Beweis. Es sei e > 0 mit o(T) N (—¢,e) C {0}. Desweiteren sei p™ : R — R eine stetige Funktion
mit p*(¢) =1 fiir t > eund p™(¢) =0fiirt < 5, p~ : R — Rmit p(¢) = p*(—t)und p" : R - R
eine stetige Funktion mit p°(0) = 1 und p°(t) = 0 fiir [t| > §. Mit

sind dies aber nach Wahl der Funktionen Orthogonalprojektionen mit P+ + P~ 4+ PY = id und
mit 1.2.11 ist im(P°) = ker(T). Insgesamt besteht also mit

H™ =im(P"), H =im(P~), H°=im(P°)

eine orthogonale Zerlegung H = H+* @ H* ® H~.

Man betrachte nun die Funktion o(T) > t — ¢p™(t) € R. Mit ¢tp™(t) > 0 auf o(T) ist unter
Verwendung von 1.2.10 TPt = PTT mit o(TP*) C [0,00) und folglich T(H") ¢ H* mit
o(T |i+) C [0,00). Da nun aber unter den Voraussetzungen an o(T) mit 2.3.1 T~ : HF&H~ —
H*@®H™ existiert und beschriinkt ist, erhiilt man T' |+ € GL(H™) und damit o (T |z+) C (0, 00)
womit wegen 2.3.4 T |y+: HY — HT als positiv definit nachgewiesen ist. Fiir H~ schlieft man

vollkommen analog. O

Es bezeichne C = L(H)/K(H) die Calkin-Algebra von H sowie C* die Einheitengruppe
von C. Damit ist die Menge der Fredholmoperatoren auf H bekanntlich durch

F(H)=nr"1(C*) c L(H)

gegeben, wobei man dieser Darstellung zugleich die Offenheit dieser Teilmenge in £(H) entnimmt.

Dieser Unterraum zerféllt in die Zusammenhangskomponenten

Fo(H)={T € F(H):ind(F) =k} keZ
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Wegen der vorausgesetzten Vollstdndigkeit von H erweist sich ein Operator T bereits genau dann
als Fredholmoperator, wenn dim coker(T"), dimker(T") < co. Da nach Definition Fredholmopera-

toren stets abgeschlossenes Bild haben, bilden die selbstadjungierten Fredholmoperatoren

FH)=FH)NS(H)

einen Raum der in Hinblick auf die bisherigen Aussagen dieses Abschnitts von besonderem In-

teresse ist.

2.3.6 Lemma. Fir T € S(H) ist T € F genau dann, wenn dimkerT < oo und T eine der

dquivalenten Aussagen aus 2.3.1 erfiillt.

Beweis. Fiir die nicht triviale Richtung des Beweises besteht mit der Abgeschlossenheit von
im(T) bekanntlich eine Orthogonalzerlegung H = ker T' @ im T und damit ist dim coker T' < oo,
also T € F. O

2.3.7 Folgerung. FEs ist T ¢ F(H) < TC ¢ F(H®).
Beweis. Aus 2.3.6 in Verbindung mit (1.1.1) und 1.1.10. O

Man betrachte nun das essentielle Spektrum

0ess(T) = o(n(T)) = {N €R: A= T ¢ F(H)}
Fiir T € F ist zunéchst mit (1.1.1) und 2.3.6
Tess(T) = 0ess (T)
und folglich das essentielle Spektrum niemals leer. Ein besonders interessantes Resultat ist
2.3.8 Lemma. Fir T € F(H) ist 0(T) = 0ess(T) U oq(T), wobei die Vercinigung disjunkt ist.
Beweis. Das Resultat ist im komplexen Fall in [GGK90, Chapter XI,Corollary 8.5] bewiesen und

folgt nun mit o(T) = 0(TC), Gess(T) = 0ess(TC) und 04(T) = 4(TC). O

2.3.2 Anwendung des Funktionalkalkiils auf Bilinearformen

In denen im néchsten Abschnitt zu prisentierenden grundlegenden Betrachtungen zur Morse
Theorie werden Bilinearformen eine entscheidende Rolle spielen. Da sie zudem in [MPPO05] von

Bedeutung sind, sind die Definitonen hier eng an diesen Artikel angelehnt.

Es sei H ein reeller Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und es bezeichne

B(H)={B: H x H— R: B bilinear und beschrinkt}
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Bekanntlich existiert zu jedem B € B ein eindeutig bestimmtes 75 € S(H) mit
B(z,y) = (Tpx,y) Yo,y € H

das im Folgenden als Riesz-Darstellung von B bezeichnet werde. Mit der Abgeschlossenheit
von S(H) C L(H) und

ITs]l = sup [(Tpz,z)| = sup |B(z,z)| VT € S(H)
Izl <1 el <1

wobei B(z,y) = (Tpz,y), ist nun B(H) mit der Norm || B|| = sup ;<1 |B(z, )| ein Banachraum,

der zudem isometrisch isomorph zu S(H) ist.

2.3.9 Definition. Es sei B € B(H) und T € S(H) die Riesz-Darstellung von B.
e B heifit nicht entartet, falls Tp € GL(H).
e B heift Fredholm, falls T € F(H).

Es bezeichne Br(H) C B(H) die Teilmenge aller Fredholm-Bilinearformen.

Das folgende Resultat wird in [MPPO05, S. 76] ohne Beweis erwidhnt und wird sich spéter als

bedeutsam erweisen.

2.3.10 Lemma. Bp(H) C B(H) ist offen und stabil unter Storungen durch schwach-stetige

Bilinearformen.

Beweis. Die Offenheit folgt unmittelbar aus der entsprechenden Aussage iiber Fredholmopera-
toren.

Zum Beweis der zweiten Aussage sei B : H x H — R schwach stetig und T € S(H) die
Riesz-Darstellung von B. Da jedes Orthonormalsystem {e;};en schwach gegen 0 konvergiert
ist (Te,,e,) — 0, n — oo wegen der vorausgesetzten schwachen Stetigkeit von B. Fiir ein Or-
thonormalsystem {eg} U {e;}ien werde im Folgenden fiir n € N mit P, die Orthogonalprojektion
auf span{eq,...,e,—1} und mit @, = id — P, die hierzu komplementire Orthogonalprojektion
bezeichnet.

Das Ziel ist zundchst die induktive Konstruktion eines Orthonormalsystems mit

1
ITQnl < [{(TQnen,en)| + il eN (2.3.1)
Man wéhle hierzu ein beliebiges normiertes eg € H. Sind nun {eg, e1,...,e,-1} bereits gewihlt,
so existiert ein normiertes e,, € Q,(H) = {eg,...,en_1}T mit

1
|TQnll = sup (TQnw,x)| < (TQnen,en)| + "

lll[=1

und folglich erhélt man induktiv ein Orthonormalsystem mit der Eigenschaft (2.3.1). Nun ist

aber nach Definition Q),,e,, = e,, und damit

KT Qnen,en)| = [(Ten,en)| — 0, n— oo
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Man erhilt schlieflich mit (2.3.1)
1
HTQnH < |<TQnen7 en)l + n -0, n—ooo (2.3.2)
Nun ist aber T;, = TP,, = T(id — Q) ein Operator endlichen Ranges und mit (2.3.2) gilt
IT = Tull = |1 TQnl[ = 0, n— o0

Folglich ist aber T als Grenzelement einer Folge Operatoren endlichen Ranges kompakt und
man erhilt sofort die Behauptung aus der Stabilitit der Fredholm Operatoren unter additiven

kompakten Storungen. O

Man betrachte nun fiir B € B(H) den abgeschlossenen Unterraum
ker(B)={ue H:B(u,v) =0Yv e H} CH

Offenbar ist damit ker(B) = ker(Tg).

Das folgende Resultat ist die Ubertragung von 2.3.5 auf Bilinearformen.

2.3.11 Satz. Es sei B € Br(H). Dann ezistiert eine Orthogonalzerlegqung H = HT & H° & H~
mit H® = ker(B) und ein T € S(H), so dass

B(Tx,Tz) = |PTx|?> — | P”=|?
wobei P+, P~ die Orthogonalprojektionen auf H und H™ sind.

Beweis. Mit der Riesz-Darstellung T € F(H) existiert wegen 2.3.1 ein ¢ > 0, so dass o(Tg) N
(—e,e) C {0}. Es sei nun ¢ : R — R eine stetige, strikt positive Funktion mit ¢(t) = ﬁ fiir
|t| > e und ¢(0) = 1. Dann ist wegen ¢(t) # 0Vt € R

T=¢(Tg) e S(A)NGL(H)
Mit den Funktionen p*,p~ : R — R aus dem Beweis von 2.3.5 ist
o(t)tp(t) = sgn(t) = pT(t) — p~ () fiir alle t € o(Tp)
und damit TTgT = PT — P~. Folglich ist

B(Tz,Tz) = (TgTx, Tx) = (TTgTz,x) = (PTx — P~ x,z)
= (Pta,z) — (P"z,2) = |[PTa|* - | P2
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2.3.3 Kritische Punkte, die Hessesche und das Morse-Palais Lemma

Es sei M eine Hilbertmannigfaltigkeit mit Modell H und f : M — R eine glatte Funktion. In
dieser Situation ist offenbar p € M genau dann ein kritischer Punkt, wenn dp,f = 0. Desweite-
ren werde die Menge aller kritischen Punkte einer glatten Funktion im Folgenden mit Crit(f)
bezeichnet. Die hier vorgestellten Resultate sind sdmtlich [Ma94] und [Pa63] entnommen.

Es sei p € Crit(f) und (U, ¢) eine Karte von M mit p € U. Man betrachte die Abbildung
F=fop!:plU)— R und damit die quadratische Form

hess, : T,M — R, hess,(f)(v) = (Di(p)F)(u,u) (2.3.3)
wobei v = [U, ¢, ul.
2.3.12 Lemma. hess, ist unabhingig von der gewdhlten Karte (U, ).
Beweis. Es sei (V1)) eine weitere Karte von M mit p € V, G = fo~! und v = [V, 9, w]. Mit
der Kartenwechselabbildung n =1 o ¢t : o(UNV) — (U NV) ist
F=fop™l=(foyp ooy !)=Gonauf o(UNV)

Hiermit ist aber fiir jedes x € p(UNV) und £ € H

(D2 F)(§) = (D) G)((Dan)(€))
(D2F)(E,€) = (D3y(5)G)(Dan)(€), (Dan)(€)) + (Dyy(ay G)(DZ0)(E, €))

Fiir x = ¢(p) und £ = w erhilt man unter Verwendung von p € Crit(f)

(D% ) () = (D) GY(Dyp(pyn) (), (D) (w)) = (D3 ) G) (w, w) (2.3.4)
wobei verwendet wurde, dass (D, ,)n)u = w wegen v = [U, p,u] = [V, ¢, w] O

2.3.13 Definition. Fiir p € Crit(f) heifst die aus (2.3.3) durch Polarisierung entstehende Bili-
nearform Hess,, : T, M x T, M — R die Hessesche von f an der Stelle p.

2.3.14 Bemerkung. Mit dieser Definition ist die Hessesche ausschlieflich auf den Tangential-
rdumen kritischer Punkte definiert. Es gibt alternative Definitionen mit denen der Begriff der
Hesseschen auf das gesamte Tangentialbiindel fortgesetzt werden kann. Diese Definitionen sind
allerdings im Allgemeinen nicht intrinsisch, da weitere Wahlen, wie beispielsweise ein Zusam-

menhang auf M, benétigt werden. Niheres hierzu ist in [PT88, §9] zu finden.

Das folgende Resultat ist von besonderer Bedeutung fiir die Berechnung der Hesseschen.
2.3.15 Lemma. FEs seip € Crit(f), v € T,M und v : I — M eine glatte Kurve mit v(0) = p,
4(0) = v. Dann ist

_ (1)

hess,(v) = e lt=0
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Beweis. Es sei (U, ) eine Karte von M mit p € U und v = [U, ¢, u|. Nun ist in einer Umgebung
von 0 € R

fov=(fop o(pon)=Foo

wobel ¢ : I — H eine glatte Kurve mit (0) = u ist. Mit g = f o erhélt man fiir hinreichend

kleines s

9'(s) = (Do F) (6 (s))
9"(s) = (D35 F)(&(5),6(5)) + (Do (s)F)(5(5))

Unter der Voraussetzung p € Crit(f) ist damit fiir s =0

g"(0) = (Di(p)F)(u,u) = Hessp(v,v)

Es sei (U, ) eine Karte von M um p € Crit(f) und F = f o ¢~ 1. Nach Definition ist
Hess, (f)(v,v") = (Di(p)F))(u,u’), v=[U,p,ul,v" =[U,pu]€T,M

wobei Di(p)F eine beschrinkte, symmetrische Bilinearform auf H ist. Diese besitzt folglich eine
Riesz-Darstellung A, € S(H), die aber offensichtlich nicht unabhéngig von der gewéhlten Karte
ist. Man betrachte nun aber die im Beweis von 2.3.12 gefundene Beziehung (2.3.4). Ist mit den
dort gewéhlten Bezeichnungen A die Riesz-Darstellung von Di(p)F und B die Riesz-Darstellung

von Di(p)G, so erhilt man

(Au, u) = (B(Dypyn)u, (Dppymt) = ((Dppyn)* B(Dypyn)u,u) Vu € H
und folglich ist
A = (Dypyn)*B(Dypn) (2.3.5)

Mit Dy n € GL(H) ist damit die nachstehende Definition sinnvoll.
2.3.16 Definition. Es sei f: M — R eine glatte Funktion.

o p € Crit(f) heifst nicht entartet, falls A, € GL(H).

e f heift Morse Funktion, falls alle p € Crit(f) nicht entartet sind.
2.3.17 Definition. Fiir p € Crit(f) heifst

iMorse(p) =sup{dim W : W C T,M Unterraum ,Hess,(f) |w negativ definit } € [0, o0]
der Morse Index von p.
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Es sei p € Crit(f) und A, € S(H) die Riesz-Darstellung von Hess,(f) beziiglich einer fest
gewihlten Karte (U, ) um p. Desweiteren sei H = Ht @ H° @ H~ die gemiR 2.3.5 bestehende
Zerlegung von H in den maximalen Unterraum auf dem A, positiv definit ist, den Kern von A,

und den maximalen Unterraum auf dem A, negativ definit ist. Die Karte (U, ¢) heifst

e Morse-Karte erster Art, falls
Fe™ ) = ) + 5(Ap,0), v € olU)
e Morse-Karte zweiter Art, falls
Fle™ () = f(p) + %(IIPWII2 —|[P70|?), vepU)

Hierbei bezeichne PT, P~ die Projektionen auf HT, H~. Offenbar ist jede Morse-Karte zweiter
Art bereits eine Morse-Karte erster Art und wegen 2.3.11 existiert mit jeder Morse-Karte erster
Art auch stets eine Morse-Karte zweiter Art. Daher soll im Folgenden von der Existenz von
Morse-Karten gesprochen werden. Im Falle der Existenz ist offenbar stets ipjorse(p) = dim H .
Das nun folgende Morse-Palais Lemma ist die Verallgemeinerung des bekannten Morse Lemmas
auf Hilbertmannigfaltigkeiten und ist fiir viele Konstruktionen der Morse Theorie unverzichtbar.

2.3.18 Lemma (Morse-Palais Lemma). Es sei p € Crit(f) nicht entartet. Dann ezistieren

Morse-Karten um p.

Beweis. Es sei p € Crit(f) und (U, ¢) eine Karte um p. Es sei zudem F = fop=1:p(U) — R
und (U, ¢) so gewdhlt, dass ¢(p) =0 € H.

Aus dem Taylorschen Satz (vgl. [La93, S. 349]) erhilt man zunéchst in einer Umgebung V' von
0 die Darstellung

F(z)— F(0) = /01 (1 —t)D? Fdt(z, )
und da mit F' auch
T /01 (1 —t)D2,Fdt € B(H) (2.3.6)
glatt ist (vgl. hierzu [La93, S. 350]), erhiilt man schlieflich eine glatte Abbildung!
x— A(z) € S(H)
so dass

F(z) - F(0) = (A(x)z,x), z €V

IDie Abbildung B(H) > B +— Tp € S(H) ist linear und stetig, damit insbesondere glatt.
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Da insbesondere A(z) fiir jedes feste € V die Riesz-Darstellung von (2.3.6) ist, erhélt man
mit A = A(0) unmittelbar (DZF)(z,y) = 2(Ax,y) fiir alle z,y € H. Folglich ist 24 die Riesz-
Darstellung der Hesseschen von f beziiglich der gewéhlten Karte und damit nach Voraussetzung
A = A(0) € S(H) N GL(H). Nach eventueller Verkleinerung von V ist A(z) € S(H) N GL(H)
fiir alle z € V. Man definiere B : V — GL(H) durch B(z) = A(z)~1A(0). Diese Abbildung
ist mit « — A(z) ebenfalls glatt und es ist B(0) = id. Folglich kann nach eventueller weiterer
Verkleinerung von V eine Abbildung C' : V' — GL(H) mit C(x) = /B(x) definiert werden, die
ebenfalls glatt ist, da die Wurzel in einer Umgebung von id durch eine konvergente Potenzreihe

dargestellt ist. Nun ist

B(z)*A(x) = A(0)A(z) ' A(x) = A(0) = A(2)B(z), =€V

Die Giiltigkeit dieser Beziehung ist nun zun#chst induktiv fiir jedes Polynom einsehbar und gilt

damit nach Grenziibergang auch fiir C'(z). Man erhélt

und folglich
A(z) = C1(z)"ACi(z), z€V (2.3.7)

mit der glatten Abbildung C; : V. — GL(H), Ci(z) = C(z)~!. Definiert man nun ¢ : V.— H

durch ¢(z) = Ci(x)z, so ist zunichst wegen
Dy = Cl(ﬂl‘) + (DwCl)x

Doy = C1(0) = B(O)_1 = id und folglich ¥ : V' — (V') nach eventueller weiterer Verkleine-

rung von V ein Diffeomorphismus. Unter Verwendung von (2.3.7) ist zudem
F(z) = F(0) = (A(x)z, z) = (C1(2)" ACy ()1, ) = (AY(2), ¥(2)), eV
und damit
F™(2)) = f(p) = (fo (o) )(2) = f(p) = (Az,z), =z €9(V)

Mit (2.3.5) und Dyt = id ist abschliefend die Riesz-Darstellung der Hesseschen von f beziiglich
der Karte ¢ o ¢ [,-1(y ebenfalls durch 24 gegeben ist. O

Als unmittelbare Konsequenzen ergeben sich die nachstehenden wichtigen Aussagen.
2.3.19 Folgerung. Die Menge aller nicht entarteten kritischen Punkte ist isoliert in Crit(f).
2.3.20 Folgerung. Es sei p € Crit(f) nicht entartet.

o Ist ipnrorse(p) = 0, so besitzt f bei p ein lokales Minimum.
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o Ist
sup{dim W : W C T,M Unterraum ,Hess,(f) |w positiv definit } =0

so besitzt f bei p ein lokales Maximum.

2.3.21 Bemerkung. Die Beweise dieser Aussagen bendtigt nicht notwendig das Morse-Palais Lem-
ma. Die erste Folgerung kann auch mittels des Umkehrsatzes bewiesen werden, die zweite Aussage

lasst sich auf direkterem Weg aus dem Taylorschen Satz gewinnen.
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Teil 11

Homotopieinvarianten der Analysis
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Kapitel 3
Der Brouwersche Abbildungsgrad

Das Ziel dieses Kapitels ist die Definition des Brouwerschen Abbildungsgrades, der im Morse
Index Theorem [MPPO05] zur Konstruktion eines Index fiir Geodéten verwendet wird, welcher
als eine Verallgemeinerung der Ziahlung konjugierter Punkte angesehen werden kann. Der Ab-
bildungsgrad ist in der Literatur durchaus unproblematisch auffindbar. Dennoch soll seine Kon-
struktion hier dargelegt werden, da er ein verhéltnismifig einfaches Modell fiir die grundsétzlich
der Morse Index Theorie semi-Riemannscher Geodéten beseelende Problematik bietet.

Die Motivation des Abbildungsgrades besteht in dem Verlangen nach einer méglichst einfach
zu berechnenden Zuweisung einer ganzen Zahl zu einer stetigen Funktion, mittels der moglichst
detaillierte Aussagen iiber die Nullstellen der Funktion gemacht werden kénnen. Neben der schon
fiir glatte Funktionen bestehenden Mdoglichkeit der Hiufung von Nullstellen, wird auch die of-
fenbare Instabilitdt dieser wenig Hoffnung auf eine aussagekriftige Beschreibung von Nullstel-
lenmengen mittels einer einzigen ganzen Zahl machen. Die entscheidende Idee zum Umgang mit
diesen Schwierigkeiten ist die Forderung nach Invarianz des Abbildungsgrades unter gewissen
Homotopien, mit der zugleich fiir die Moglichkeit einer expliziten Berechnung Sorge getragen
wird. Mit der hier gewdhlten axiomatischen Konstruktion des Abbildungsgrades wird zugleich
die Eindeutigkeit des Abbildungsgrades unter zwei naheliegenden weiteren Forderungen an seine
Eigenschaften gezeigt.

Von der grundlegenden Idee des Umgangs mit obigen Irregularitdten bis zum Verlauf der hier
prasentierten Konstruktion ist der Brouwersche Abbildungsgrad neben seiner Verwendung in
[MPPO5] ein lehrreiches und verhéltnisméfig einfach beschaffenes Analogon zu den Methoden
der Morse Theorie allgemeiner semi-Riemannscher Geodéten, dessen grundsétzliche Idee sich in

vielen Konstruktionen und Beweismethoden wiederspiegelt.
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3.1 Axiomatische Definition und wichtige Eigenschaften

3.1.1 Definition. Es sei
M = {(f,Q,y) : Q C R™ beschriinkt und offen , f : O — R" stetig ,y ¢ f(9Q)}

Die Aussage des folgenden Satzes ist die Existenz und Eindeutigkeit des Brouwerschen Ab-

bildungsgrades. Der Rest des Kapitels beinhaltet im Wesentlichen den Beweis dieser Aussage.
3.1.2 Satz. FEs existiert genau eine Funktion
deg : M — Z
mit folgenden Figenschaften:
(d1) deg(id,Q,y) =1 fir alle y € Q.
(d2) Fiir Q1,92 C Q offen mit Q1N Qa =0 und y ¢ f(Q\ (21 UQy)) ist
deg(f, ) = deg(f,Q1,y) + deg(f, 22,7)

(d3) Ist H : [0,1] x Q — R™ eine Homotopie und y : [0,1] — R™ ein Weg mit y(t) ¢ H(t,00)
fiir alle t € [0,1], so ist deg(H(t,-), 8, y(t)) unabhdingig von t € [0, 1].
Aus den Axiomen des Abbildungsgrades erhilt man miihelos das folgende Resultat.
3.1.3 Lemma. Der Abbildungsgrad besitzt die folgenden FEigenschaften:
1. Fiir jede offene Teilmenge Q1 C Q mity ¢ f(Q\ Q1) ist deg(f,Q,y) = deg(f, Q1,y).
2. Aus deg(f,Q,y) # 0 folgt f~1(y) # 0.

3. Fir|f(x)—g(x)| < d(y, f(0)) auf O ist deg(f, 2, y) = deg(g,Q,y). Insbesondere ist also
deg(fa Q)ZJ) = deg(g7 va) falls nur f |QQ: g ‘BQ-

4. Mit r = d(y, f(0)) ist deg(-,Q,y) konstant auf {g € C(Q,R") : ||g — flloo < 7} und
deg(f,9,-) konstant auf B-(y) C R™.

Beweis. 1. Mit Q; = Q und Q2 = () erhélt man zunéchst mit (d2) deg(f,0,y) = 0. Ist nun
0 C Q offen mit y ¢ f(Q\ 1), so erhilt man mit (d2) deg(f,Q,y) = deg(f,Q1,y) +
deg(fa Q)a y) = deg(f, Ql, y)

2. Ist f=1(y) = 0, so erhiilt man mit (1) deg(f,,y) = deg(f,?,y) = 0.
3. Man betrachte die Homotopie H(t,xz) = (1 — t) f(z) + tg(z). Dann ist
IH(t,2) —yll = 1 f(z) —y + t(g(z) — f(2))]
z [1f(z) =yl = llg(z) = f(@)]]

> d(y, f(0)) = |lg(z) = f(@)[]| >0

fiir alle (¢,2) € [0,1] x 99. Die Behauptung folgt nun mit (d3).
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4. Die erste Aussage ist eine unmittelbare Konsequenz aus (3).
Ist y1 € B, (y), so existiert ein Weg y(¢) von y nach y; und die Behauptung folgt sofort aus
(d3).
O
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3.2 Konstruktion des Abbildungsgrades

Es gibt mehrere Konstruktionen des Abbildungsgrades. Hier wird eine eher moderne, analytische
Konstruktion gewéhlt, die hauptséichlich an [Te01] orientiert und wie bereits eingangs erwihnt
lehrreich in Hinblick auf die Morse Theorie semi Riemannscher Geodéten ist. Ein génzlich ver-
schiedener Zugang der Konstruktion mittels Homologietheorie ist beispielsweise in [Bro04, Chap-
ter 8] zu finden.

Zum Beweis des Satzes 3.1.2 wird zunéchst die Existenz eines Abbildungsgrades mit den Ei-
genschaften (d1)-(d3) angenommen. Die Idee des Beweises ist hieraus zu rekonstruieren, wie sich
der Abbildungsgrad fiir ein beliebiges Element aus 91 berechnen lasst. Hierzu wird zuerst der
allgemeinste Fall stetiger Funktionen betrachtet, fiir die keine der oben genannten Irregularititen
auftreten und in diesem Spezialfall eine handliche Formel zur Berechnung des Abbildungsgrades
aus den Axiomen gefolgert. Das weitere Vorgehen wird nun entscheidend durch die geforderte
Homotopieinvarianz bestimmt, da hiermit insbesondere auch eine gewisse Stabilitdt des Abbil-
dungsgrades bestehen muss. Weil sich nun die zur Vermeidung von Irregularititen an die anfangs
betrachteten Funktionen gestellten Bedingungen in geeigneter Weise als generisch erweisen, wird
diese Stabilitét letztlich zeigen, dass es bereits ausreicht den Abbildungsgrad im regularen Fall
berechnen zu kénnen. Der Satz 3.1.2 1idfst sich damit abschliefend durch den Nachweis der Ei-
genschaften (d1)-(d3) fiir die so erhaltene Reduktion der Berechnung auf den reguliren Fall
beweisen.

In der Morse Theorie semi-Riemannscher Geodéten wird man bei der Aufsuche geeigneter Verall-
gemeinerungen der Indizes des klassischen Morse Index Theorems mit dhnlichen Schwierigkeiten
konfrontiert, die hier eingangs beziiglich der Nullstellen stetiger Funktionen genannt wurden.
Von wesentlicher Bedeutung in der bisher entwickelten Theorie ist daher die hier zu erkennende
Kraft der Verwendung von Homotopieinvarianzen fiir eigentlich analytisch motivierte Begriffe.
Diese erlaubt es zum einen in gewissen irreguléren Situationen iiberhaupt aussagekriftige Indizes
zu konstruieren. Zum anderen erhélt man hiermit als grundlegende Idee den Nachweis der obli-
gatorischen Gleichheit zweier solcher Indizes in einem verallgemeinerten Morse Index Theorem

mittels aus der Homotopieinvarianz folgenden Stabilitétsresultaten zu erzielen.

Es soll zunichst eine Bemerkung gemacht werden, die sich im Folgenden haufig als hilfreich

erweisen wird.

3.2.1 Bemerkung. Fiir (f,Q,y) € 9 ist mit der Homotopie H(t,xz) = f(z) — (1 — t)y, (t,x) €
[0,1] x © und dem Weg y(t) = t-y offenbar y(t) ¢ H(t,09) fiir alle t € [0, 1] und man erhilt aus
(d3)

deg(fv Q7 y) = deg(f - Y, Qv 0)
Diese Eigenschaft des Abbildungsgrades wird von nun an ohne Begriindung benutzt.
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3.2.1 Der regulare Fall

Fiir Q C R” offen und beschriinkt und f € C'(Q,R") N C(2,R") bezeichne CV(f) die Menge

aller kritischen Werte von f.

3.2.2 Satz. Es sei deg: 9 — Z eine Abbildung mit den Eigenschaften (d1)-(d3). Dann ist fir
(f,Q,y) €M mit f € CHOQ,R)NC(Q,R") und y ¢ CV(f)

deg(f,2y) = Y sgnJp(x) (3.2.1)
z€f~1(y)

wobei Jp(x) =det D f und ) .y :=0.

Beweis. Fiir f~1(y) = () folgt die Giiltigkeit der Aussage unmittelbar aus 3.1.3, (2).

Es sei dementsprechend f~1(y) # 0. Mit obiger Bemerkung kann zunéchst ohne Einschriinkung
y = 0 angenommen werden. Da nach Voraussetung 0 ein reguldrer Wert von f ist, zeigt eine
einfache Uberlegung unter Verwendung des Umkehrsatzes die Isoliertheit der Punkte aus f~'(0)
in Q. Da sich zudem unter der Voraussetzung 0 ¢ f(0f2) die kritischen Punkte nicht am Rand
09 hiufen konnen, erhiilt man nun insgesamt die Isoliertheit der kritischen Punkte von f in €.
Somit sei f~1(0) = {z!,..., 2N} fiir ein geeignetes N € N.

Aus 3.1.3,(2) und (d2) erhdlt man nun

N
deg(f? Q, O) = Z deg(f, Bs, (‘rl)’ 0)

i=1
fiir hinreichend kleine §; > 0,7 =1,..., N, und folglich geniigt es
deg(f, Bs,(x"),0) = sgn Jy(z*), i=1,...,N

nachzuweisen!.

Hierfiir sei i € {1,..., N} fest gewdhlt. Aus der Definition des Differentials von f erhilt man
f(@) = (Do, f)(@ — ") + [lz — a'llr(z — 2"), 1€ C(B5,(0),R") mit r(0) =0

Man betrachte nun die Homotopie
H :[0,1] x Bs,(z") = R™, H(t,z) = Dy, f(x — 2) + (1 — t)||x — 2*||r(z — z*)

Mit J¢(z') # 0 existiert eine Konstante A > 0, so dass ||(Dy, f)(x — 2*)|| > M|z — 2*|| und da
7(0) = 0 kann unter Verwendung von 3.1.3, (1) J; so klein gewiihlt werden, dass |r(z — 2%)|| < A
fiir alle 2 € By, (x%). Mit diesen Wahlen ist aber

1H (8, )| = 1(De, )@ = 2| = (1 = O)|a = a*||[lr(z — 2*)]| = Ad; — dil|r(z — 27)]| > 0

1 Bs(z) bezeichne hier stets den offenen Ball vom Radius § um z, wobei die gewhnliche Norm des R™ verwendet

wird.
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fiir alle (t,z) € [0,1] x 0Bs,(z*) und man erhélt mit (d3)
deg(f, Bs, (z"),0) = deg((Da, f)(- —2"), Bs,(2"),0)
Da nun bekanntlich Gi(n,R) aus den zwei Wegzusammenhangskomponenten
GlT(n,R) = {A € Gl(n,R) : det A > 0} und GI~(n,R) = {A € Gl(n,R) : det A < 0}
besteht, ist mit (d3) offenbar
deg((Dy,)f(-—a"), Bs,(z"),0) = deg(diag(sgn J¢(x;), 1,...,1)(- —a*), Bs, (z"),0)

Es bleibt noch

deg(diag(sgn Jy(z;),1,...,1)(- —z"), Bs, ("), 0) = sgn J (")

Zu zeigen.
Fiir sgn J¢(x;) = 1 ist zunéchst mit (d1)

deg(diag(sgn Jf(xi)a 1. 1)( _‘ri)a Bs, (xi)a 0) = deg(ld( _xi), Bs, (xl)v 0)
= deg(id, Bs, ("), z%) = 1
Im Fall sgn J¢(z") = —1 sei

Uy={reR": |z — 2| <1,1 <k <n}
Uy={reR": 1<z —a} <3, |z —x}| <1,2< k <n}
U={zeR": ~1<z; —a} <3|y — 2| <1,2 <k <n}

und y§ = z° + (2,0, ...,0) € Uy. Man betrachte nun die stetige Abbildung M : U — R"

diag(—1,1,...,1)(z —2%) = (= (21 — 2%), 20 — 2%, ... ,2, — %), 2 €Uy
M(z) =

r—yl= (v — (2} +2), 29 — b, ..., 7, —2%), T €Vs

Mit der Homotopie? H : [0,1] x U — R"®

(—(1 = t)(zy — %) +t, 00 — b, ... 2 — b)), (t,7) €[0,1] x U;

H(t,x) =
&) (1 =t)(z1 — (24 +2)) +t,z0 —ab, ..., 2, — 1), (t,2) €[0,1] x Uy

ist nun leicht einzusehen, dass 0 ¢ H(t,0U) fiir alle ¢ € [0, 1]. Folglich ist mit

H(l,z) = (1,x0 — 2%, ...,2p —2') #0, €U

2Es ist leicht nachzupriifen, dass auf ([0,1] x Uy) N ([0, 1] x Uz) = [0,1] x (U1 N Uz) beide Definitionen iiber-

einstimmen.
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und 3.1.3,(2)
deg(M7 Ua 0) = deg(H(O7 : )7 U7 O) = deg(H(lv ' )7 U7 O) =0

Da nun wegen (d2) 0 = deg(M, U, 0) = deg(M, Uy, 0) +deg(M, Uz, 0)? erhilt man schlieflich mit
(d1) und 3.1.3,(1)

deg(diag(_:l? 1.0, 1)( _xi)? Béi (Iy)? 0) = deg(dlag<_1a 1,... 1)( _xi)a Ui, O)
= _deg(M7 U?ao) = _deg(Zda U27y8) =-1

O

3.2.3 Bemerkung. Dieser Beweis unterscheidet sich etwas von dem in [Te01]. Dort wird aus M =
H(1,-) auf OU und 3.1.3,(4) auf deg(M,U,0) = 0 geschlossen. Es ist jedoch leicht einzusehen,
dass M und H(1,-) nur auf einem “kleinen Teil” des Randes QU iibereinstimmen, womit sich
diese Schlussweise als nicht zuléssig erweist und obige Homotopie notwendig macht.

Mit der aus den Axiomen des Abbildungsgrades gewonnenen Beziehung (3.2.1) ist dieser nun
fiir alle hinreichend reguldren Funktionen festgelegt. Das weitere Ziel ist nun (3.2.1) ohne weiteren
direkten Riickgriff auf die Axiome auf alle Elemente aus 9t fortzusetzen, so dass diese Fortsetzung
mit dem Abbildungsgrad im Fall seiner Existenz iibereinstimmt. Diese Fortsetzung wird in zwei
Schritten konstruiert. Zunéchst wird die Bedingung an den Punkt y fallen, anschlieftend wird die

so erhaltene Fortsetzung von (3.2.1) auf allgemeine stetige Funktionen ausgedehnt.

3.2.2 Erweiterung auf Funktionen mit kritischen Werten

Zum Erhalt einer Fortsetzung von (3.2.1) auf Funktionen mit kritischen Werten ist ein weiterer
Blick auf die gewiinschte Eigenschaft (d3) lehrreich. Ist f € C1(,R*)NC(Q,R™) und y ¢ f(95),
so existiert offenbar eine Umgebung U C R™ von y, so dass § ¢ f(0Q) fiir alle § € U. Bei
Giltigkeit von (d3) muss deg(f,Q,y) = deg(f,Q,7) gelten, und wegen des Lemmas von Sard
findet man stets ein § € U, so dass die rechte Seite dieser Gleichung durch (3.2.1) definiert ist.
Um dieses Vorgehen prézise zu machen ist also die Unabhéngigkeit von dem gewihlten § € U zu
zeigen.

Hierfiir wird zunéchst eine Darstellung von (3.2.1) bendétigt, die sich auf Funktionen mit kritischen

Werten fortsetzen lisst.

3.2.4 Lemma. Es sei f € C*(Q,R")NC(Q,R"), y ¢ CV(f)U f(0Q) und {p:}eso eine Familie
glatter Funktionen, so dass supp(p:) C B:(0) und [p, e(x)dr = 1.
Dann existiert ein eg = eo(f,y) > 0, so dass fir alle 0 < e < g

deg(f, 0 y) = /Q oe(f(2) - y)J5(x)de

3Um die Zuléssigkeit dieses Schrittes zu begriinden geniigt es zu zeigen, dass M auf U; N Uy nirgends ver-
schwindet. Hier ist aber die erste Komponente von M (z) gerade konstant —1.
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Beweis. Fiir f~1(y) = 0 erhiilt man zuniichst . (f(x) —y) = 0 fiir alle 0 < & < ¢ := d(y, f(R))
und alle z € Q.

Ist andernfalls f~1(y) = {x!,..., 2}, so folgt unter Verwendung des Umkehrsatzes die Existenz
eines g9 > 0, so dass f~1(B.,(y)) = Ufil U(zi), [ |ui) bijektiv und Jy(x) # 0 fiir alle x €
U(z?). Mit . (f(z)—y) =0 fiirz € Q\Uf\il U(z?), 0 < € < &g, und einer aus den eben genannten
Eigenschaften zuldssigen Substitution erhilt man schlieflich fiir 0 < e < g

| otrt@) = asta dx—Z/ — )Ty (@)da

N
- ngn(Jf(x)) /B o o (%)di = ngn(Jf(:E)) = deg(f,Qy)

wobei fiir die letzte Gleichheit (3.2.1) verwendet wurde. O

Es sei nun f € C?(,R™) N C(Q,R") und yo ¢ £(9Q). Mit a = d(yo, f(0Q)), zwei reguliiren
Werten y', y? € B, (yo) von f und § = o —max;—1 2{||y* —yo||} existiert nach 3.2.4 ein 0 < € < 4,

so dass
deg(f, 9, y*) — deg(f, Q,y') = /Q (pe(f(x) —y®) — e(f(x) —y") Jp(z)d (32.2)

Es soll nun das Verschwinden dieses Integrals nachgewiesen werden.
Man betrachte die Abbildung w € C*(R"™, R™) mit

1
w(z) = (y' - y2)/ pe(z —y' +t-(y' —y?))dt
0
Mit r:=a— (6 —¢) < aist falls ||z — yo|| > 7

lz =y +tyr —yo)ll = |z —yoll — llyo — y1 +t(yr — y2)ll = 7 —max{||yo — y1l, [lyo — vall}
>a—(0—¢)—(a—9)=¢

und folglich ist wegen supp ¢. C B:(0)
suppw C B, (yo) (3.2.3)

Aufterdem erhélt man

(dvu)(z) = Y Z";’j / S

1 1,2 1_ .2
(,M y +ty —y)(y; —yi)dt
(3.2.4)

9
- /0 FpPe@ =y +ty" —y))dt = (v — 1) —¢=(z — 1)
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Es bezeichne nun d;(x) den Kofaktor von 922(z) in Jy(x), also das Produkt aus (—1)i+/
und der Determinante, die man aus J¢(x) durch Streichen der j-ten Zeile und i-ten Spalte erhélt.
Hiermit sei v : R®™ — R"™ definiert durch

n

vi(x) = ij(f(x))d”(x) fir xeQ, i=1,...,n (3.2.5)
j=1
und v(z) = 0 fiir z € R™ \ Q. Wegen (3.2.3) ist sicher w(f(z)) = 0 falls || f(z) — yo|| > r und
folglich ist mit || f(z) — yol| > o > r fiir € 9Q der Tréger von (3.2.5) in 2 enthalten. Damit ist
aber unter den gegebenen Voraussetzungen v € C1(R", R").

Fiir das weitere Vorgehen werden die Identitéten
n Od;; o .
o« > a(ij (£)=0,5=1,...,n
Ok =8
o X1 di( T) 5y ( ) ik Jf (@)

bendtigt. Man erhélt diese Aussagen aus direkten Berechnungen, die hier iibergangen werden
sollen. Details sind in [Dei85, §2] und [Ruz04, §4.1] zu finden. Mit 3.2.4 ist damit

divo() = 30 3 dy(0) S () P )+ Y (s e
2 2

i=1j 1 i=1 j=1
"\ Qw; - 3fk " 9d;;
= 3 Gt V) (@) (@) + Z“’J @)
k=1 i=1
"L Ow, O
= 3 P petse) = 30 2 )y
7,k=1 j=1
= (divw)(f(2))J; (@) = (@ (f(@) — y*) — @ (f(@) — y"))Js(2)
Mit einem hinreichend grofen Quader Q C @ = [—a,a]" erhélt man hiermit schlieflich aus

(3.2.2) und suppv C Q
deg(f,Q,y?) — deg(f,Q,y") = / div v(z)dx = / divo(z) =0
Q Q

wobei das verschwinden des letzten Integrals aus dem Satz von Fubini folgt*.

Damit ist also gezeigt wie man eine Abbildung 9t — Z mit den Eigenschaften (d1)-(d3) fiir
y € CV(f) und f € C*(Q,R™) N C(Q, R"™) berechnet.
3.2.3 Erweiterung auf stetige Funktionen

Bei der Fortsetzung von (3.2.1) auf Funktionen mit kritischen Werten wurde bereits eine aus

der geforderten Homotopieinvarianz (d3) motivierte Stabilitdtseigenschaft verwendet. Fiir die

4 Alternativ kann statt @ auch ein hinreichend glattes Gebiet O D Q gewihlt werden und das Verschwinden
des Integrals mit dem Integralsatz von Stokes begriindet werden.
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Behandlung beliebiger stetiger Funktionen bendtigt man nun eine Stabilitdtsaussage der bisher

konstruierten Fortsetzung von (3.2.1).

3.2.5 Lemma. Es sei f € C*(Q,R") N C(Q,R") mit y ¢ f(0Q). Dann ezistiert zu jedem
g € C*HQRMNC(Q,R") ein d > 0, so dass deg(f +t-g,9Q,y) = deg(f,Q,y) fir allet € (—5,0).
Beweis. Es bezeichne im Folgenden f; = f + tg.

Fiir f~1(y) = 0 ist mit § := %If)) zunéichst offenbar

deg(f,Q,y) = deg(f +1tg,Q,y) =0 fiir [[¢]| <
Es sei nun y ¢ CV(f) und f~1(y) = {«',...,2N}. Zudem bezeichne
h(t,x) = f(z) +tg(x) —y, 2 €Q

Damit ist h(0,2") = f(2') —y = 0 und Jy(o,y(2") = Jp(2z") # 0 fiir ¢ = 1,..., N. Man erhélt aus
dem Hauptsatz iiber implizite Funktionen die Existenz von disjunkten Umgebungen U (x?) und
stetigen Funktionen z° : (—6y,d1) — U(x%) mit h(t,z%(t)) = 0 fiir ¢ € (—61,01) und

N
frtwn U U(a') = {z'(t),....a" ()}, [t] < &

Zudem konnen die Umgebungen U(2?) so klein gewiihlt werden, dass
sgnJ;(x) =sgn Jp(2'), z € U(x?), i=1,...,N (3.2.6)
dly, f(NUL, U)))

lgll oo

I1f (@) +1t-g(z) =yl = [If(x) =yl = [tlllgllc >0
fiir alle z € Q \ Ufil U(x?) und alle t € (=2, 2). Damit ist fiir 5o = min{d;, d2}
fity) = {2 (@), 2™ ()}, [t < do

Mit der offensichtlichen Stetigkeit von Jy, (z) in (¢,z) und (3.2.6) existiert aber ein 0 < § < §

mit

Man erhéilt desweiteren mit dy =

N
[T5. (@) = T ()] = g, (2) = Jp(2)] < min{[J; (2)] : 2 € LJlU(xi)}7 (t,2) € (=0,9) x U U(a?)
und mit dieser Wahl von ¢ ist nun
sgn Jy, (z'(t)) = sgn Jp(z'(t)) = sgn Jy(z"), i=1,...,N
Man erhélt also insgesamt aus (3.2.1)

N
deg(fi ) = Y senTy(a) = Y sen Ty (o(0)

weftil(y)

> sgndp(z) = deg(f,Qy), [t| <6
zef~1(y)

48



Fiir y € CV(f) sei § € Be (y) ein regulérer Wert, wobei p = d(y, f(92)). Mit den Ergebnissen
des vorigen Abschnitts ist damit deg(f, 2, y) = deg(f, 2, §) und mit dem soeben betrachteten Fall
existiert ein § > 0, so dass deg(f, 2, §) = deg(f+t-g,Q, §) fiir t € (=6,0). Mit § = min{d, ~2—1}

7 3|9l oo
ist
15— £ @ > 17— F@1 - [Hllg@l > 1y — F@I — 17— ]l - llg(@)]
>2p—lillgloe > 35, (1,2) € (=6,6) x 09

und folglich nach Wahl von g
15—yl < £ < d3 £109), te(=5,9)

Damit ist aber mit den Ergebnissen des vorigen Abschnitts deg(f+t-g,9Q,9) = deg(f+t-g,Q,y)
und insgesamt deg(f,Q,y) =deg(f +1t-g,Q,y) fir t € (=46, 0). O

Mit diesem Ergebnis kann abschliefend eine Fortsetung von (3.2.1) fiir alle f € C(Q, R™) mit
y & f(09Q) erhalten werden.
Es sei hierfiir f € C(Q,R"), y ¢ f(0) und o = d(y, £(99)). Es seien zudem g, € C*(Q,R") N
C(Q,R™) mit ||g — fllco, I§ — flloo < a. Man betrachte nun

h(t, z) = g(x) + - (§(x) — g())

und unter Beachtung von y ¢ H ([0, 1] x 9?) nach Wahl von ¢ und g
o(t) = deg(h(t,-),2,y), te€]0,1]

Fiir jedes fest gewdhltes ty € [0, 1] erhdlt man mit h(¢,-) = h(to,-) + (t — t9)(g — g) aus 3.2.5
die Konstanz von ¢ in einer Umgebung von tg. Damit ist aber ¢ stetig auf [0, 1] und folglich
konstant. Da demnach deg(g, Q,y) = deg(g, 2, y) kann nun deg(f,2,y) als der Abbildungsgrad
jeder solchen Funktion definiert werden. Es ist hierbei zudem zu beachten, dass dies konsistent
mit der Eigenschaft (d3) ist.

3.2.4 Beweis des Hauptsatzes

Aus den Axiomen des Abbildungsgrades ist unmittelbar einzusehen, dass dieser, im Fall seiner
Existenz, mit der konstruierten Fortsetzung von (3.2.1) {ibereinstimmt. Folglich gibt es zunéchst
hochstens einen Abbildungsgrad, der die Eigenschaften (d1)-(d3) erfiillt. Zudem ist damit bereits
erkannt wie sich im Fall der Existenz der Abbildungsgrad berechnet:

Es sei (f,Q,y) € M sowie g € C*(Q,R") N C(Q,R™) mit ||f — gllec < d(y, f(O)) und §
ein reguldrer Wert von g mit ||§ — y|| < d(y, g(0)). Dann ist der Abbildungsgrad von (f,Q,y)
gegeben durch

deg(f,y) =deg(g, 0, 9) = Y sgnJy(z)
xzeg~1(y)
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Natiirlich kann g dabei auch direkt so gew#hlt werden, dass y bereits ein reguldrer Wert von

g ist.

Um jetzt 3.1.2 zu beweisen geniigt es fiir die gewonnene Fortsetzung von (3.2.1) die Eigen-
schaften (d1)-(d3) nachzuweisen:

(d1)

(d2)

(d3)

Diese Eigenschaft ist mit (3.2.1) klar.

Es sei g € C*(Q,R") N C(Q,R") mit ||f — glleo < d(y, F(\ (21 UQy))), so dass y ein
reguliirer Wert von g ist. Wegen y ¢ g(2\ (€21 U p)) ist damit

deg(f,Q,y) = deg(g, 2, y)
deg(fa Qia y) = deg(gv Qi7 y)7 1= 17 2
und es geniigt die Aussage fiir ¢ nachzuweisen. Hier ist sie aber wegen (3.2.1) offensichtlich.

Es sei zunéchst H : [0,1] x © — R" eine Homotopie. Wegen der Kompaktheit von [0, 1] x
ist diese gleichméfig stetig und damit ist auch die hiervon induzierte Abbildung H : [0,1] —
C(9,R") ein stetiger Weg. Mit den Ausfiihrungen nach 3.2.5 ist nun

deg(-,Q,9) : {f € C(UR") :y & f(OQ)} — Z
lokal konstant und somit auf jeder Zusammenhangskomponente von
{f e C(QUR") 1y ¢ f(OQ)}

konstant. Mit dem Weg H : [0,1] — {f € C(Q,R") : y ¢ f(0Q)} C C(Q,R") ist aber
folglich deg(H (0),9Q,y) = deg(H(1),8,y).
Um nun die in (d3) angegebene allgemeine Homotopieinvarianz anzugeben erhilt man

zunéchst mit (3.2.1) die Translationsinvarianz

deg(fvﬂay) = deg(f - y,Q,O), f € {f € C(§7 Rn) Yy ¢ f(aQ)}

Mit der bereits nachgewiesenen Homotopieinvarianz erhélt man unter der Voraussetzung
y(t) ¢ H(t,00) fur ¢ € [0,1]

deg(H(0),€,y(0)) = deg(H(t) — y(t),,0) = deg(H(1),,y(1))

Damit ist abschliefsend die Existenz und Eindeutigkeit des Abbildungsgrades nachgewiesen.
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Kapitel 4

Der Spektralfluss

Beginnend sollen einige motivierende Bemerkungen gemacht werden.
Es sei [a,b] 5 t — L(t) € S(R™) ein Weg symmetrischer Matrizen mit L(a), L(b) € GL(n,R).
Nach [Ka95, Chapter II, Theorem 5.2] existieren nun n stetige Funktionen

A(t), ..., A (t) : [a, b)) = R

so dass A1 (t),..., A\, (t) fiir jedes ¢t € [a,b] die mit Vielfachheiten aufgelisteten Eigenwerte von
L(t) sind. Die grundlegende Idee des Spektralflusses ist die Zuweisung einer ganzen Zahl zu
jedem solchen Weg, mit der Aussagen zur Evolution des Spektrums o(L(t)) entlang des Weges L
gemacht werden kénnen. Wie bei der Betrachtung von Nullstellen stetiger Funktionen durch den
Brouwerschen Abbildungsgrad ist auch hier unmittelbar einzusehen, dass mittels einer ganzen
Zahl nicht sonderlich viele Informationen wiedergegeben werden koénnen. Eine durchaus sinnvolle

Definition ist
sf(L,[a,b]) = [{i € {1,...,n} : Ni(a) < 0,7 (b) >0} — [{i € {1,...,n}: XN(a) > 0,;(b) < 0}

mit der angegeben wird wie viele positive Eigenwerte L(a) effektiv bei Durchlaufen des Weges
hinzugewinnt. Man vergleiche hierzu Abbildung 4.1.
Mittels der oben zitierten Darstellung des Spektrums entlang eines Weges als Menge stetiger

Funktionen erhilt man unmittelbar die folgenden Eigenschaften.

1. Fiir zwei Wege Ly : [a,b] — S(R™), L : [b,¢] — S(R™) mit invertierbaren Endpunkten und
Ly1(b) = Lo(b) ist

sf(Ly * Lo, [a, c]) = sf(L1,|a,b]) + sf(La, [b, ])

2. Fiir eine Homotopie H : [0,1] X [a,b] — S(R™) mit H(t,a), H(t,b) € GL(n,R) fir alle
t € [0,1] ist sf(H(t,-), [a,b]) unabhéingig von ¢ € [0, 1].
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-1 I I I I

Abbildung 4.1: Darstellung der Eigenwerte eines Weges L : [0, 1] — S(R?) mit sf(L) = 0. An den
Nullstellen der Eigenwerte ist der Beitrag zum Spektralfluss angegeben.

Die Idee des hier zu préisentierenden Spektralflusses ist diese elementare Definition in geeigne-
ter Weise auf selbstadjungierte Operatoren reeller Hilbertrdume zu {ibertragen. Um {iberhaupt
brauchbare Aussagen zu Vorzeichenwechseln von Eigenwerten treffen zu konnen ist sicher zu
fordern, dass in einer Umgebung von 0 das Spektrum der betrachteten Operatoren lediglich aus
isolierten Eigenwerten endlicher Vielfachheit besteht. Damit ist nun die Betrachtung des Raumes
der selbstadjungierten Fredholmoperatoren fiir weitere Uberlegungen naheliegend.
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4.1 Die Theoreme von Kuiper, Milnor und Palais

Fiir spitere Uberlegungen sollen zunichst drei fundamentale Resultate genannt werden, die Aus-

sagen zur Topolgie von Operatorrdumen machen oder als solche Anwendung finden werden.

Das Theorem von Milnor

Es bezeichne W die Klasse aller Rdume die den Homotopietyp eines CW-Komplexes haben. In
[Mi57] werden Eigenschaften topologischer Rdume definiert, deren Vorliegen bereits zur Zuge-
horigkeit zu W fithrt. Um eines dieser Resultate angeben zu kénnen wird zunéchst die folgende

Definition benétigt.

4.1.1 Definition. Ein topologischer Raum X heife gleichgradig lokalkonvex, falls eine Um-
gebung U der Diagonale in X x X und eine Abbildung A : U x [0,1] — X existiert, so dass

1. Mz,y,0) =z, A(z,y,1) =y fir alle (z,y) € U und Az, x,t) = z fir alle x € X, ¢ € [0,1].

2. Es existiert eine offene Uberdeckung {V,}acr von X, so dass

VaxVoaCU und A(Vi x Vi x[0,1]) =V,

Wie bereits eingangs erwahnt ist eine der bedeutenden Aussagen der Arbeit Milnors ([Mi57,
Lemma 4])

4.1.2 Satz. Jeder parakompakte gleichgradig lokalkonvexe topologische Raum gehort zur Klasse
W.

In [AS69, S. 13] wird erwihnt, dass damit insbesondere jede offene Teilmenge eines Banach-
raums W angehort. Im folgenden Resultat wird diese spéter bendtigte Aussage nun in etwas

allgemeinerer Form nachgewiesen.

4.1.3 Folgerung. Jede offene Teilmenge eines normierten linearen Raumes gehirt zur Klasse

W.

Beweis. Es sei X ein normierter linearer Raum und A C X offen. A ist als metrischer Raum

bekanntlich parakompakt. Man definiere

Ve = Bax\az)(r) CA, z €A
U={(z,y) e Ax A:dBC A,B Ball mit z,y€ B} CAx A

Dann ist {V, }.ea eine offene Uberdeckung von A und U eine offene Umgebung der Diagonalen
in A x A. Desweiteren definiere man eine Abbildung A : U x I — A durch

Mz,y,t) = (1 =t)pri(z,y) +t-pra(z,y) = (1 - )z + ty
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Diese Abbildung ist wohldefiniert, da fiir (x,y) € U
Mz,y,t) =(1—t)z+ty € BC A, fiir alle t € [0, 1]

also A(U x I) C A. Offenbar ist A(z,y,0) = x, A(z,y,1) =y, Y(z,y) € U und A(z,z,t) = « fiir
alle z € A;t €0,1].

Fiir (y1,y2) € Vo x Vi ist 1,92 € Vi = By(x\a,2)(z) und folglich V,, x V, C U.

Die Inklusion V, C A(V,, x V,, x I) ist offensichtlich. Andererseits ist fir (y1,ye2,t) € Vp x Vo x T
stets

AW, y2,t) = (1 = t)y1 +ty2 € Vo = By(x\a,2)(7)

Damit sind aber alle Voraussetzungen des obigen Resultates von Milnor nachgewiesen und die
Aussage gezeigt. O

Trivialerweise gehort damit insbesondere auch jeder zu einer offenen Teilmenge eines nor-
mierten linearen Raumes homotopiedquivalente Raum zur Klasse W.
Es sei daran erinnert, dass fiir punktierte topologische Raume (X, z¢), (Y, yo0) eine stetige Ab-
bildung f : (X,z0) — (Y, o) eine schwache Homotopiedquivalenz genannt wird, falls alle
induzierten Abbildungen

f*:ﬂn(XaxO)*)Trn(Y;yO)v TLGNU{O}
bijektiv sind. Das folgende Resultat ist durchaus bekannt.

4.1.4 Satz (Whitehead). Fir zur Klasse W gehérende topologische Riume X, Y ist jede schwa-

che Homotopieiquivalenz [ : (X,xz9) — (Y,y0) bereits eine Homotopiedquivalenz.

Das Theorem von Palais

Es sei H ein separabler Hilbertraum, der hier lediglich zur Vereinfachung der Schreibweise als
komplex vorausgesetzt sei. Desweiteren sei {e,}nen eine Orthonormalbasis von H und H, =

span{ey, ..., e, }. Es bezeichne
L(H,) ={A€L(H): A(H,) C H,, A(H;") = 0}
und
Un) = {id+U cU(H): U € L(H,)}

Hiermit sei

U(o0) = lim U(n)

n—oo
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Insbesondere trage also U(oo) die schwache Topologie. Aufierdem bezeichne
Uec={id+ KclU(H): K € K(H)}

Das folgende Resultat entstammt der Arbeit [Pa65] und ist dort in allgemeinerem Kontext be-

wiesen.
4.1.5 Satz. Die Inklusionsabbildung

Jj:U(00) = U (H)
ist eine Homotopiedquivalenz.

Die hier gegebene Definiton von U(n) als Unterraum der unitdren Operatoren U(H) eines
separablen Hilbertraums mit der durch die Operatornorm gegebenen Topologie ist offensichtlich
homéomorph zu der, auf gewchnlichem Wege definierten, Gruppe der unitiren Matrizen. Hier-
mit sind aber wegen des Bottschen Periodizitédtssatzes auch sdmtliche Homotopiegruppen dieses

Raumes bekannt und man erhélt als unmittelbare Konsequenz des obigen Theorems

0 kgerade

1%

4.1.6 Folgerung. my(Ux)
Z k ungerade

Das Theorem von Kuiper

Die Darstellungen der letztgenannten Aussagen waren jeweils Folgerungen aus Theoremen, die
so abstrakt sind, dass es an dieser Stelle unangemessen wéire sémtliche hiermit verbundenen
Definitionen und Vorbereitungen zu erldutern. Die Aussage des Theorems von Kuiper ist hingegen
wesentlich priagnanter.

4.1.7 Satz (Kuipers Theorem,[Kui65]). Es sei H ein unendlichdimensionaler reeller oder
komplezer separabler Hilbertraum. Dann ist die Gruppe der topologischen Isomorphismen GL(H) C
L(H) auf einen Punkt kontrahierbar.

Da bekanntlich mittels der Homotopie
H:IxGL(H)— GL(H),(t,A) — A((1 - t)(A*A)fé + tid) (4.1.1)

die Isometrien eines Hilbertraumes stets ein Deformationsretrakt von GL(H) sind, erhélt man

aus Kuipers Theorem das folgende Resultat.

4.1.8 Folgerung. Flir einen reellen separablen Hilbertraum H ist die orthogonale Gruppe O(H),
fiir einen komplezen separablen Hilbertraum H die unitdire Gruppe U(H) auf einen Punkt kon-

trahierbar.
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4.2 Topologie von F

Wie bereits in der eingangs gemachten Motivation erwéhnt, werden zur Definition des Spektrall-
flusses selbstadjungierte Fredholmoperatoren verwendet. Obwohl es fiir die {iblichen Definitionen
des Spektralfuss nicht benotigt wird, soll in diesem Abschnitt die Topologie des Raumes der
selbstadjungierten Fredholmoperatoren niher betrachtet werden. Diese Uberlegungen werden
insbesondere im vierten Teil der Arbeit benétigt. Die prasentierten Resultate sind weitesgehend
an [AS69| und [BW85] orientiert.

4.2.1 Die Unterrdume .7:"+,.7:"_,]:"* cF

4.2.1 Definition. Fiir einen reellen oder komplexen Hilbertraum H definiert man die folgenden
Teilmengen von F = F(H):

Fi={T € F:0.(T) CR"}
F_= {T € F Gess(T) CR™}
Fo=F\(Fy UF)
Die Elemente aus F; werden essentiell positiv beziehungsweise essentiell negativ genannt.

Operatoren aus ]:'* werden als total indefinit bezeichnet.

4.2.2 Lemma. T € Fy <= es existiert ein K € Ks(H), so dass T — K positiv definit/ negativ
definit.

Beweis. Fir K € Kg(H) mit o(T — K) C (¢,00) und ¢ > 0 ist
Oess(T) = Oess(T — K) Co(T — K) C (c,0)

Ist umgekehrt o.45(T) € (0, 00), so existiert ein e > 0 mit ¢ € p(T'), so dass o(T)N(—00, €) nur aus
Eigenwerten endlicher Vielfachheit besteht. Damit ist aber insbesondere E(_ (1) € Ks(H).
Zudem ist mit der Offenheit der Resolvente die Einschrénkung der Funktion

£(6) = t+m, t € (—o0,¢)

t,t € [e,00)

auf o(7T) fiir jedes m € R stetig und es ist f(T') = T + mE_o ) (T). Wegen des Spektralabbil-
dungssatzes ist nun (T +mE_ ) (T)) € (0,00) falls nur m > |inf o(T)|. O

Offenbar sind die eben definierten Teilmengen von F, disjunkt.
4.2.3 Lemma. .7:"+,.7:"_,.7:'* C F sind offen und abgeschlossen.

Beweis. Wegen der Disjunktheit der Mengen und F=F_U ]:"+ U F, geniigt es die Offenheit
zu beweisen. Diese Aussage wird hier nur im Fall F. gezeigt, die Beweise der anderen beiden
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Aussagen sind damit offensichtlich.
Es sei nun A € F,(H) und £ > 0, so dass 0(A) N (—¢,&) C {0}. Zudem sei

Mit 1.2.14 existiert ein § > 0, so dass o(B) C Q fiir alle B € F(H) mit ||A — B|| < 4. Hier-
mit sind aber auf der Menge aller B € F,(H) mit ||[A — B|| < & die Orthogonalprojektoren
B¢ (), E[%’oo)(-) stetig und folglich ist nach eventueller Verkleinerung von ¢

[ E(5,00)(B) = Efz 00) (A |1 E(—00,—51(B) = E(—c0,—51(A)] <1

fiir alle B € F,(H) mit |A— B| < §. Mit 1.2.13 ist nun tk(E( oo, —£)(B)) = tk(E|5 )) = 0o und
damit wegen der Kompaktheit des Spektrums B € F,(H) fiir alle B € F mit |B — A|| <4. O

Das weitere Ziel ist zu beweisen, dass diese Mengen tatséchlich die Zusammenhangskompo-
nenten von F sind und zudem ein besseres Verstiindnis ihrer Topologie zu erlangen. Das folgende

Resultat liefert nun eine erste Teilantwort hierzu.
4.2.4 Lemma. F, ~ {id}, F_ ~ {—id}
Beweis. Mit den Homotopien

H:IxF, —F., Ht,T)=(1—-t)T +t-id
H:IxF —F , Ht,T)=1—-t)T —t-id

folgt die Behauptung unmittelbar aus 2.3.6. O

4.2.2 Zur Topologie von F,

Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, dass ]:]_ und F_ topologisch triviale Zusammenhangskom-
ponenten von F sind. Der Nachweis des Zusammenhangs und #hnlich priiziser Aussagen zur
Topologie des Komplements F. ist deutlich komplizierter und wird auch im Verlauf dieses Ab-

schnitts nur teilweise gegeben.

Homotopiesiquivalenz F, ~ F,

4.2.5 Lemma. Die Abbbildung
F. 3 A inf|o.e(A)] = inf{|A] : X € 0ess(A)} € (0,00)
15t stetig.
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Beweis. Es bezeichne p : L(H) — C(H) die Projektion auf die Calkin-Algebra. Mit der Existenz
eines € > 0, s0 dass oes5(A) N (—¢,¢) = 0 erhilt man
1 1

inf |oess(A)| = Inf |o(p(A))| = = = AT
e A)] =t ool = o = oy = Il

Hierbei wurde im letzten Schritt ausgenutzt, dass fiir A € S(H) stets p(A) ein selbstadjungiertes
Element in der reellen bzw. komplexen C*-Algebra C ist. Wegen der Stetigkeit von Inversion und
Norm in Banachalgebren ldsst diese Aussage aber keinen Zweifel mehr an der oben behaupteten
Stetigkeit. O

Unter Verwendung des soeben gezeigten Resultats erhélt man nun eine Homotopie
H:IxF,—F., H(tT)=((1-1t)+tinf|oe(T)|)"'T

Damit ist ees(H(1,T)) N (=1,1) =@ und 1 € |oess(H(1,T))| fiir alle T € F.,.

Man betrachte nun die von der Deformationsretraktion H : I x R — R mit
(I-t)x—t, z € (—o0,—1)
H(t,r) =z, 2 €[-1,1]
1-tx+t, ze(1,00)

induzierte Homotopie H : I X .7:">k — ]—:
Die Hintereinanderausfiithrung obiger Homotopien induziert nun eine Deformationsretraktion H :

I x ]:'* — f* auf den abgeschlossenen Unterraum

E,={AcF.:|A| =1,00s(4) = {-1,1}} C F.

Intermezzo: Unterriume von F, und Uy (H)

Im Folgenden sei H fiir Aussagen zu F ein komplexer oder reeller Hilbertraum, bei Aussagen zu
U(H) sei stets H als komplexer Hilbertraum vorausgesetzt.
Es sei fiir n € NU {0}

Fm)={AcF,:o(A)N(=1,1) ={\i,..., \u}, k <m}
U(n) = {U e U(H) : 1k(id — U) < n}

wobei die Eigenwerte in der Definition von F(m) mit Vielfachheiten gezihlt werden. Desweiteren

betrachte man die Raume

F(oo) =] Fn) c ., Uloo) = | Un) cU(H)
n=0 n=0

Fiir fest gewiihlte Operatoren A € F(o0), B € U(co) kénnen nun folgende Homotopien defi-

niert werden.
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e Essei o(A)N(—=1,1) ={A1,..., A} und £ > 0, so dass
—14+es< M <... <\ <1-c¢

Man wihle eine Deformationsretraktion h : I x [~1,1] — [-1,1], die [-1, =1+ 5] auf {-1},
[1—5,1] auf {1} abbildet und auf [-14¢,1 — €] die Identitét ist. Diese induziert nun eine

Homotopie

h:IxF, — F, mit h(t, A) = A fiir alle t € [0,1]

e Die Homotopie & : I x [—1,1] — [~1, 1] induziert auferdem eine Homotopie h : I x S — S
mit h(t, e™) = —ei™(t0)  Bei entsprechender Wahl von & > 0 kann zudem erreicht werden,
dass h(t,-) = id auf o(B) fiir alle ¢ € [0, 1]. Hieraus erhilt man eine Homotopie

h: I xUc — Uc mit h(t, B) = B fiir alle t € [0, 1]

4.2.6 Satz. Es seien A € F(c0) und B € U(cc). Dann gilt

e Fiir jedes kompakte X C F. eistiert ein n € N, so dass h1(X) C F(n).
e Fiir jedes kompakte X C Uy existiert ein n € N, so dass hi(X) C U(n)

Beweis. Es sei T € F, und a > 0 mit ¢ < a <1 und a,—a € p(T') gewihlt. Wegen der Offenheit
von p(T) existiert eine Umgebung Q = Q1 U Qs U Q3 C R von o(T) bestehend aus disjunkten
offenen Mengen mit 1 € 4, Qs C [—a,a] und —1 € Q3. Wegen 1.2.14 existiert ein 6 > 0, so
dass fiir alle A € F, mit ||[A — T < & stets o(A) C Q. Auf dieser Menge ist aber die Abbildung
T +— E|_4,q)(T) stetig, und nach eventueller Verkleinerung von ¢ besteht unter Verwendung
von 1.2.13 eine offene Umgebung Ur von T, so dass rk(E|_,q(T)) = 1k(E[_, 4 (S5)) fiir alle
S € Ur. Nach Wahl von a ist damit hi(A) € F(rk(E[_,.q(T))) fiir alle A € Up. Ist nun X C F,
kompakt, so besteht eine endliche Uberdeckung X = Ui, U; aus solchen Mengen und man erhilt

die gewiinschte Behauptung aus

Im Fall von h verliuft die Argumentation ganz analog. O

4.2.7 Folgerung. Fiir jedes k € NU{0} und jede Wahl von Basispunkten A € (o), B € U(cc)

sind die von der Inklusion induzierten Abbildungen

Lyt ﬂk(ﬁ(oo),A) — Wk(ﬁ*vA)

ts : T (U(00), B) — 7 (Ui, B)
bijektiv.
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Beweis. Der Beweis dieser Aussagen bendétigt lediglich die Eigenschaften der Homotopien aus
4.2.6 und keine speziellen Eigenschaften der Rdume. Daher ist es ausreichend den Beweis fiir ﬁ*
zu geben.

Essei h: 1 x F* — F* die oben beschriebene Homotopie.

Ist zundchst g : (S*,%) — (F,, A), so ist wegen der Kompaktheit von g(S¥)

H:IxS8" = F, H(z) =h(tgz)

eine Homotopie mit H(t,*) = h(t, A) = A fiir alle t € [0,1] und H(1, z) € F(c0) fiir alle z € S*.
Damit ist die Abbildung surjektiv.

Sind g1, go; (S*, %) — (F(c0), A) mit tog; ~ rogo und H : I x S¥ — F, eine basispunkterhaltene
Homotopie zwischen diesen Abbildungen, so ist H (Ix.S*) c F, kompakt und folglich ist hy (H (I x
S¥)) € F(n) c F(oo) fiir ein n € N. Damit ist aber hy o H : I x S¥ — F(00) eine Homotopie mit
hi(H(t,x)) = A fiir alle t € [0,1] und (hy 0 H)(0,-) = (h10¢1) und (hy 0o H)(1,-) = (h1 0g2). Da
aber hy(F(00)) C F(oo) mit hy(A) = A fiir alle ¢ € I ist folglich auch [g1] = [g2] € 71 (F(c0), A)
und die Abbildung injektiv. O

4.2.8 Bemerkung. Aus 4.1.5 erhilt man hiermit unmittelbar ein kommutatives Diagramm von

Isomorphismen
(U (00)) —— m, (U
T (U(0))
wobei ¢ jeweils die kanonische Einbettung bezeichne. Damit ist insbesondere mit 4.1.6

~ 0 kgerade
™ (U(00))

I

Z  k ungerade

Fiir die Rdume ]:'+ und F_ bilden die Operatoren id und —id jeweils kanonische Basispunk-
te, im Fall des Raumes F, existiert jedoch kein einzelner dermafien ausgezeichneter Operator.

Stattdessen liefert aber der Raum
J ={2P —id € L(H) : P Orthogonalprojektion ,dimker P = dimim P = oo}

eine ganze Menge von Operatoren, die in gewisser Weise die einfachsten Operatoren dieses Raum-
es darstellen. Dieser Raum wird daher im Folgenden auch als Raum der Basispunkte von .7:"*
bezeichnet. Unter Verwendung des Funktionalkalkiils ist unmittelbar einzusehen, dass J = F (0).

Zudem erhdlt man aus dem Spektralsatz fiir kompakte normale Operatoren U (0) = {id}.

4.2.9 Folgerung. Fir jede Wahl des Basispunktes A € J sind die von den Inklusionen indu-

zierten Abbildungen

lim 7, (F(n), A) — mp(F(c0), A), k>0

n—oo

lim 7 (U(n),id) — mx(U(c0),id), k>0

n—00
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bijektiv.

Beweis. Wie im Beweis von 4.2.7 geniigt es wieder den Beweis im Fall ]:'(oo) zu fithren. Es
bezeichne nun j7 : F(n) < F(n) und ¢, : F(n) — F(co) die kanonischen Inklusionen.

Ist g : (S* %) — (F(c0), A) gegeben, so ist g(S¥) C F(oo) kompakt und folglich existiert ein
n € N, so dass hi(g(S*)) € F(n). Wegen hi(g(x)) = A fiir alle ¢ € [0,1] ist zudem [g] =
[h1 o g] € m(F(c0), A). Damit, wird aber offenbar [h; o g] € lim,, .o mx(F(n), A) durch die von
der Inklusion induzierte Abbildung auf [g] abgebildet und somit ist diese surjektiv.

Es sei nun gy : (%, %) — (F(n), A), g2 : (5%, %) — (F(m), A) mit 1,0¢1 ~ t,m0g2 und es bezeichne
H :IxS*¥— F(c0) eine Homotopie zwischen diesen Abbildungen. Da aber H (I x S*) c F(0)
kompakt ist, erhdlt man die Existenz eines k € N mit hy(H (I x §*)) c F(k). Damit ist aber
offenbar (j5).[g1] = (%)« [g2] und folglich [g1] = [g2] € lim, o0 7k (F(n), A). O

Berechnung von 7 (F(c0)) im komplexen Fall

Dieser Abschnitt ist génzlich der Berechnung von 7 (F(00)) gewidmet. Hierbei sei zunéchst stets
H ein komplexer Hilbertraum. Zum reellen Fall ist am Ende des Abschnittes eine Bemerkung zu
finden.

Die folgende allgemeine Aussage zu unitdren Operatoren wird in den weiteren Argumenta-
tionen mehrfach benétigt und soll daher als Lemma genannt werden.

4.2.10 Lemma. Es sei U € U(H) mit oess(U) = {1}. Dann ist U = id+ K mit einem normalen
Operator K € K(H).

Beweis. Zunichst ist U —id normal mit o.ss(U —id) = 0. Es bezeichne p : H — C die Projektion
auf die Calkin-Algebra von H und r : C — R den Spektralradius. Da p(U — id) € C normal ist,

erhilt man'

Ip(U — id)lle = r(p(U — id)) = 0
und folglich ist U — id € K(H). Damit ist alles gezeigt. O
4.2.11 Folgerung. exp(mi(F, +id)) C Ui (H)

Beweis. Fiir A € F, ist B = exp(mi(A + id)) € U(H) und wegen des Spektralabbildungssatzes
Oess(B) = {1}. Die Behauptung folgt aus 4.2.10. O

Mit dem Funktionalkalkiil fiir komplexe selbstadjungierte Operatoren besitzt jedes T € F (n)

eine Darstellung

T=P, - P_ +§TL:>\Z-PZ-
i=1

IDie Gleichheit von Norm und Spektralradius fiir normale Elemente unitaler C*-Algebren ist eine durchaus
bekannte Tatsache. Man findet sie beispielsweise in [Wer05, Lemma IX.3.3]
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wobei P = E(1}(T), P = E{_13(T) und P; = Ey,,(T) die Spektralprojektoren und {1, ..., A\, }
die mit Vielfachheiten aufgezihlten Eigenwerte von T in (—1,1) sind. Mit dieser Darstellung ist

exp(in(T + id)) = exp (m(a —P_+) NP+ id))
i=1

= exp (iW(P+ -pP - ZH +id + 2P + Z (1+ /\i)Pi>

=1 =1

= exp (iw(2P+ + Z 1+ )\i)PZ-> = exp(2miPy) exp (2’77 Z 1+ )\i)PZ->

i=1 i=1

= (id + Py (e*™ — 1)) exp <mzn: (1+ )\i)PZ-> = exp <m§n: 1+ Ai)PZ)

i=1 =1

= [[exp(mit+X)P) =] (id +PY WO;M)”)

=1 =1 n=1
— Hld+ Pi(eﬂi(1+/\i) - 1) _ H P+ +P + Z P, + e'n’i(lJr)\.;)Pi
i=1 i=1 k=1,k#i

— P+ + P + Zeﬂ'i(l-i-)\i)Pi — P+ + P — Z eﬂ'i)\ipi

i=1 i=1

Folglich ist mit V = im(E1y(T)) @ im(E{_13(T))

id auf V ~ -
exp(mi(T +1id)) = ‘ eU(n) C U(x) (4.2.1)
=Y e™MP auf V4

und man erhélt das Resultat
exp(mi(F(n) +id)) c U(n), neNU{0}
womit offenbar ebenfalls
exp(mi(F(co) + id)) C U(oo)

Damit besteht aber ein kommutatives Diagramm

F(n) F(0) E.
I
U(n) U(0) Uy

in dem die vertikalen Abbildungen durch exp(mi(- +id)) und die horizontalen Abbildungen durch
die Inklusionen gegeben sind.

Das Ziel dieses Abschnittes ist nun der Beweis der folgenden zentralen Aussage aus [AS69]:
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4.2.12 Satz (Atiyah,Singer '69). Die von der Abbildung

exp(mi(- + id)) : F(oo) — U(c0)

induzierten Abbildungen

exp(im(- +id)) s : 7 (F(00), J) = 71 (U(0),id)
sind fir jedes J € J und jedes k € NU {0} bijektiv.

Mit dem kommutatives Diagramm

~

lim 70 (F(n), J) — 13 (F(c0), J)
exp(iﬂ(~+id))*l lexp(iwﬂ-‘rid))*
lim 73, (U (n), id) —— m,(U (00), id)

geniigt es unter Verwendung der Eigenschaften des direkten Limes (vgl. [Swi02, Corollary 7.49])
zu zeigen, dass fiir jedes n € NU {0}

exp(mi(- +id)) : F(n) — U(n)

eine Homotopiedquivalenz ist. Diese Aussage soll nun mittels einer Induktion nachgewiesen wer-
den.

Man betrachte hierzu die Rdume

Cn) ={F € F(c0) : a(F) N (=1,1) = {A1,.. ., A} = F(n) \ F(n — 1)
D(n)={U e U(n):rk(id—U)=n}=Um)\U(n —1), n€ N

wobei in der Definiton von C(n) die Eigenwerte mit Vielfachheiten gezihlt werden. Mit den
obigen Uberlegungen und des Spektralsatzes fiir kompakte normale Operatoren ist zunichst
exp(im(C(n) +id)) = D(n). Das folgende Resultat wird spéter im Induktionsschritt ben6tigt.

4.2.13 Lemma. Die Abbildung exp(im(- 4+ id)) : C(n) — D(n) ist ein Faserbiindel mit kontra-

hierbarer Faser.

Beweis. Zur besseren Lesbarkeit ist der Beweis in mehrere Teile gegliedert.

1. Schritt Zunéichst soll gezeigt werden, dass durch

{ker(id — A)}AED(n)7 {ker(zd — A)J‘}A&—D(n)

ein Unterbiindel des trivialen Biindels D(n) x H und ein n-dimensionales Vektorbiindel gegeben
sind. Man benétigt hierfiir zunéchst folgendes Resultat:
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4.2.14 Lemma. FEs sei Ay € D(n) beliebig gewdhlt. Dann existiert eine Umgebung U C L(H)

von Ay, so dass
ker(id — A) Nker(id — Ag)* = {0} fir alle AcU

Beweis. Man beachte, dass mit Ay € U(H) der Operator id — Ag stets normal ist. Es sei V =
ker(id — Ag)* = im(id — Ag), W = ker(id — Ag) und man betrachte fiir S € £(H) die Abbildung

vs: VoW — H, ps(v@w)=(id— S)(v) +w

Nun ist die Abbildung pa, € L(V@®W, H) offenbar stetig und mit H = ker(id—Ag)* @ker(id— Ag)
erhélt man unmittelbar die Bijektivitit von ¢ 4,, womit diese Abbildung wegen des Prinzips der
offenen Abbildung ein topologischer Isomorphismus ist. Da aber GL(V & W, H) C L(V ® W, H)
offen ist, existiert eine offene Umgebung von ¢4, in GL(V @ W, H). Da

p: L(H) = LV e W, H), S— s

ebenfalls stetig ist, kann nun U als das Urbild dieser Umgebung gesetzt werden. Damit ist
o(U) CGL(V oW, H).

Wiire 0 # v € ker(id — A) N ker(id — Ag)* fiir ein A € U, so wiire ¢4 (v,0) = 0 und folglich
va ¢ GL(Ve W, H). O

Mit, diesem Resultat kénnen Trivialisierungen fiir die Biindel angegeben werden. Ist Ay €
D(n), so wahle man eine Umgebung U von Ay in D(n) wie im Lemma. Ist nun P; € £(H) die Or-
thogonalprojektion auf ker(id — Ag) und P, € £L(H) die Orthogonalprojektion auf ker(id — Ag)*
beziiglich der Zerlegung H = ker(id — Ag) @ ker(id — Ap)*, so sind deren Einschrinkungen
Py |ker(ia—A)s P2 |xer(ia—a)+ nach Definition von U bijektiv und somit wegen des Prinzips der
offenen Abbildung fiir jedes A € U topologische Isomorphismen. Hieraus erhilt man nun Trivia-

lisierungen

N U) 3 (A, ) — (A, Py ker(id—a) ) € H x ker(id — Ao)
T ' (U) 2 (A, z) = (A, Py |ker(id—a)+ ©) € H x ker(id — Ag)*

mit denen sich wie eingangs behauptet {ker(id — A)} sep(n) und {ker(id — A)*} 4cp(n) als
Vektorbiindel erweisen.

Aus den gefundenen Trivialisierungen erhalt man durch

T U) 3 (A, 2) = (A, (Pt lker(id—a) (P1 lker(id—a))") "2 Pi ker(ia—ay ©) € H x ker(id — Ag)
73 (U) 3 (A, 2) = (A, (Po ler(ia—a) (P lker(ia—)2)") "2 P2 lker(ia—ay: @) € H x ker(id — Ag)*

faserweise unitédre Trivialisierungen, die im Folgenden bendétigt werden.
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2. Schritt Unter Verwendung der faserweise unitiren Trivialisierungen aus dem 1. Schritt soll
nun gezeigt werden, dass exp(in(- + id)) : C(n) — D(n) ein Faserbiindel definiert. Hierzu soll
zundchst die Standardfaser festgelegt werden.

Fir exp(in(T +1id)) € D(n) mit T € C(n) ist mit (4.2.1) und den dort gewéhlten Bezeichnungen

id auf V

exp(im(T +1id)) = _
=Y e™iP; auf Vi

und folglich ist jedes A € C'(n) im Urbild von der Form

A:P+—P_+2n:/\iPi

i=1

wobeil Py + P_ |y=idy, dim(ker(Py)) = dim(ker(P-)) = oo und
V={ueH:exp(in(T +id))u = u}

Insbesondere erhilt man aus dem Spektralsatz fiir normale kompakte Operatoren unmittelbar
die Surjektivitét der betrachteten Abbildung. Die Standardfaser sei nun durch

J(V)={2P —id € L(V) : P Orthogonalprojektion ,dimker(P) = dimim(P) = oo}

festgelegt, wobei bis auf Homdomorphie natiirlich V' durch jeden anderen separablen Hilbertraum
ersetzt werden kann. Damit ist insbesondere J (V) ~ J.

Ist nun Q C D(n) offen, so dass m |q, 72 |q trivial sind, so ist auch das Biindel
m @7y ¢ {ker(id — A) @ ker(id — A)* Y acpm) — D(n)
iiber € trivial und man hat Trivialisierungen
U': (11 @) Q) — Q x (ker(id — Ag) @ ker(id — Ag)t) = Q x H

die faserweise unitdr sind. Hieraus erhélt man eine Trivialisierung fiir exp(in(- 4 id)) tiber 2
durch

T (exp(mi(T +id)), Upep(ricrtiay) T Uexp(ricr-iay)” Iker(ia—ao)) € @ x T (ker(id — Ao))

Somit ist exp(7i(- + id)) : C(n) — D(n) ein Faserbiindel.

3. Schritt Im letzten Schritt soll die zum Beweis der Behauptung noch fehlende Kontrahier-
barkeit der Standardfaser J gezeigt werden. Es ist offenbar

J ~P ={P € L(H) : P Orthogonalprojektion ,dimker P = dimim P = oo}
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4.2.15 Lemma. P C L(H) gehirt zur Klasse W.

Beweis. P € S(H) ist offenbar genau dann eine Orthogonalprojektion, wenn o(P) = {0,1}. Man
betrachte die wegen 1.2.14 und 1.2.15 offene Teilmenge

Q={AeS(H):0(A)C (—%7 %) U (%, §>,

11 13

05(4) N (=5 3l = 00, |7y (4) 0 (5, 5)] = o0} € S(H)

Wihlt man nun eine Deformationsretraktion H : I x R — R, die (—3,3) auf 0 und (%, 3)

auf 1 abbildet, so ist wegen eingangs gemachter Bemerkung und dem Spektralabbildungssatz
H,(2) = P. Da die selbstadjungierten Operatoren eines komplexen Hilbertraumes keinen linearen
Raum bilden, betrachte man S(H) als Unterraum der Reellifizierung von L(H). Da dies die
Topologie von S(H) nicht veréndert, ist damit © eine offene Teilmenge eines normierten linearen
Raumes und mit 4.1.3 der Klasse W angehorig. Damit ist aber P Deformationsretrakt eines

Elementes aus W und folglich die Aussage gezeigt. U
4.2.16 Lemma. Die Gruppenwirkung
PxUH)—P, (P,U)w~—U"PU
18t transitiv.
Beweis. Es seien P,Q € P. Man wihle Orthonormalbasen {e;};cz, {€}}icz von H, so dass

P(H) = span{e;} {2, (id — P)(H) = span{e;}, =%,
Q(H) = span{e}} =y, (id — Q)(H) = span{e[} %,

und definiere

U:H— H, U:EzZ(:v,el)e;
i€z

Nun ist unter Verwendung der Parsevalschen Gleichung

IUal® = (Y (e edel, Y (wede) =Y (z,ei)(w,e;)

i€z i€z i€z
=D lwe)l? = |al®, 2 € H
i€Z

und folglich U eine Isometrie. Da zudem fiir y € H mit x =3, , (y,€})e; € H

Uz = Z <Z <y7 6;->€j, ei>e; = ZZ <y7 €9><€j7 €i>€;

i€Z jEeZ i€Z jEL

= Z <y’ €;>€£ =Y

I€EL
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ist zundchst U € U(H).
Da fiir jedes x € H

UT'QUz =Y () (w,e)ef,cf)e; =D > (x,ei)(e), €f)e;
JE€Z i=0 JEZ i=0
= Z (x,e;)e; = Px
i=0
ist abschlieflend U*QU = P und folglich die Transitivitdt nachgewiesen. O

Mit diesem Resultat ist P mit der Gruppenwirkung
PxUH)—P,(P,U)— U"PU
ein homogener Raum und zudem ist der Stabilisator eines beliebig gewéhlten Py € P durch
Stab Py ={U e U(H) : U*RyU = Py}
gegeben. Es soll zunéchst gezeigt werden, dass
U(H)/Stab Py =~ P

Hierzu ist bekannt, dass die kanonische Abbildung [U] — U*PyU stets stetig und bijektiv ist.
Es geniigt damit die Stetigkeit der Umkehrabbildung nachzuweisen. Dies kann zunéchst in einer
Umgebung von Py getan werden:

Ist P; hinreichend nahe an Py, so ist G = G(Py) = PoPy + (id — Py)(id — P1) € GL(H) wegen
G(Py) € GL(H). Damit ist aber GG* € GL(H) und (GG*)~ =G € U(H). Mit

GG* = PyP Py + (’Ld — PQ)(Zd - Pl)(Zd — Po)
ist aber PhGG* = GG* Py und man erhélt
(GG*) 2G)*Py(GG*) 2G = G*(GG*) 2 Py(GG*) 2 G
= G*(GG) 2 (GG*) T PG = G*(G*)'G™'PG
=G 'PyG = G 'Py(PyPy + (id — Py)(id — P1))
=G PP, =G (PP, + (id — Py)(id — Py)) Py
=G7'GP =P,

Folglich ist aber in einer Umgebung 2 von P, die Umkehrabbildung durch
9:Q = U(H)/Stab(Py), Pp+ [(GG*)"5G]

mit G = PPy + (id — Py)(id — Py) gegeben.
Fiir ein beliebiges P € P existiert nun ein U € Y(H) mit U*PyU = P. Damit ist Qp = U*QU

eine Umgebung von P und mit

gp : Qp —U(H)/Stab(Py), gp(U) =g(UPU*)U
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erhilt man die gesuchte Umkehrabbildung auf Q p. Insgesamt ist damit aber die betrachtete Ab-
bildung stetig und folglich ¢/(H)/ Stab Py ~ P.

Mit diesen Betrachtungen besitzt nun auch die Projektion U(H) — U(H)/ Stab(Py) um jeden
Punkt einen Schnitt und folglich ist U (H) — U(H)/ Stab(P,) ein Faserbiindel® mit Standardfa-
ser Stab(Fy). Es ist leicht einzusehen, dass Stab(Py) ~ U(Py(H)) x U((id — Py)(H)) und damit
ist die Standardfaser von U(H) — U(H )/ Stab(P,) wegen Kuipers Theorem 4.1.7 kontrahierbar.
Abschliefend ergibt sich nun aus der langen exakten Sequenz des Faserbiindels

m(U(H)/Stab(Py)) = 0, n € NU {0}

und man erhélt aus 4.2.15 die Kontrahierbarkeit von J ~ U(H )/ Stab(Pp)
Damit ist der Beweis der Aussage 4.2.13 beendet. O

4.2.17 Bemerkung. Betrachtet man statt unitdrer Operatoren im dritten Teil des Beweises or-
thogonale Operatoren eines reellen Hilbertraumes, so erhélt man analog die Kontrahierbarkeit

des Basispunktraumes J der reellen total indefiniten Fredholmoperatoren.

Mit diesem Lemma ist insbesondere wegen C/(0) = F(0) = 7 und D(0) = U(0) der Indukti-
onsanfang bereits gegeben.
Im Sinne der nun zu fithrenden Induktion wird dieses Lemma verwendet um unter der vorausge-
setzten Homotopiedquivalenz exp(mi(-+id)) : F(n—1) — U(n—1) die Abbildung exp(mi(-+id)) :
F(n) — U(n) als Homotopieéquivalenz nachzuweisen. Hierfiir werden zwei Dinge bendtigt. Zu-
erst ein abstraktes Lemma, das Bedingungen aufzeigt unter denen ein solches "Zusammenflicken”
von Homotopiedquivalenzen funktioniert und danach der Nachweis der Giiltigkeit dieser Bedin-

gungen im konkret vorliegenden Fall.

Das technische Lemma

4.2.18 Definition. Eine offene Teilmenge U eines topologischen Raumes X heifit respekta-
bel, falls X \ U und OU zu W gehéren und beide Paare (U,0U), (X \ U,0U) die allgemeine

Homotopiefortsetzungseigenschaft® besitzen.

4.2.19 Lemma. Es sei X ein normaler topologischer Raum, A C X abgeschlossen und es
existiere eine offene Umgebung A C U, so dass A ein strenger Deformationsretrakt von U ist.

Dann besitzt das Paar (X, A) die allgemeine Homotopiefortsetzungseigenschaft.

Beweis. [Bre93, Theorem VIIL.1.5] O

2Im Allgemeinen ist die Existenz eines lokalen Schnittes natiirlich nicht zum Nachweis lokaler Trivialitit
geeignet. Die Giiltigkeit der Schlussweise ist hierbei wegen des Vorliegens eines homogenen Raumes gerechtfertigt,

vgl. [Swi02, Theorem 4.13]
3Zur Bezeichnung: (X, A) habe die allgemeine Homotopiefortsetzungseigenschaft, falls die Inklusion ¢ : A < X

eine Kofaserung ist.
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4.2.20 Definition. Es sei X ein topologischer Raum und X;, X5 C X. Dann heifst das Tripel
(X; X1, X5) eine Mayer-Vietoris Triade, falls

1. X =X,UX,
2. X, X2 C X abgeschlossen.

3. Fir Xy = X; N X, besitzen die Raumpaare (X7, X) und (X3, Xo) die allgemeine Homo-

topiefortsetzungseigenschaft.

4.2.21 Bemerkung. Die Bezeichnung entstammt dem Bestehen der klassischen Mayer-Vietoris
Sequenz fiir solche Triaden (vgl. hierzu [ES52, § 15]).

4.2.22 Lemma. FEs seien (X; X1, Xo), (Y;Y1,Ys) Mayer-Vietoris Triaden und f : X — Y stetig,
so dass f |x,: X; = Y; fir i = 0,1,2 eine Homotopieiquivalenz ist. Dann ist auch f: X —Y

eine Homotopiedquivalenz.
Beweis. [Bro68, Theorem 7.4.1] O

Mit diesen Definitionen und Resultaten kann jetzt das angekiindigte technische Lemma for-

muliert und bewiesen werden.

4.2.23 Lemma. Es seien X, X' topologische Riume, [ : X' — X eine stetige Abbildung, A C X
und A’ = f~Y(A). Desweiteren gelte

1. f: A" — A ist eine Homotopieiquivalenz.
2. f: X'\ A" — X\ A ist ein Faserbiindel mit kontrahierbarer Faser.

3. A besitzt eine respektable offene Umgebung U, so dass f~*(U) = U’ respektabel ist und die

Inklusionen A — U, A’ — U’ Homotopieiquivalenzen sind.
Dann ist f : X' — X eine Homotopiedquivalenz.

Beweis. Nach Voraussetzung sind f : X'\ U’ — X \ U und f : U’ — OU Faserbiindel mit
kontrahierbarer Faser und X'\ U’, X \ U,0U’,0U € W. Wegen der langen exakten Sequenzen
dieser Faserbiindel, 4.1.3 und 4.1.4 sind damit aber f : X'\ U/ = X\ U und f : 9U’ = dU
Homotopiedquivalenzen. Zudem ist mit (3) und (1) auch f : U’ — U eine Homotopiedquivalenz.
Mit X'\ U'NU" =90U', X \UNU = dU sind nun wegen (3) (X"; X'\ U",U"), (X; X\ U,U)
Mayer-Vietoris Triaden und folglich insgesamt alle Voraussetzungen von 4.2.22 erfiillt, womit

f : X’ — X eine Homotopiedquivalenz ist. O

Anwendung Das soeben gezeigte abstrakte Lemma soll nun auf den hier betrachteten Fall mit

X' =F.(n), X =U(n), f=exp(mi(- +id))
A =F.(n-1), A=Um—1)
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angewendet werden. Hierzu ist (1) aus 4.2.23 die Induktionsvoraussetzung und (2) ist die Aus-
sage des Lemmas 4.2.13. Es geniigt also eine respektable Umgebung U zu konstruieren, die den

Eigenschaften (3) geniigt.

Man betrachte nun die Funktion

1 falls A € U(n —1)

k:Um) —[-1,1], K(A)= 5 ~
maxyeq(a)\{1} Re(A) falls A€ U(n)\U(n—1)

4.2.24 Lemma. « : U(n) — [—1,1] ist stetig.

Beweis. Es sei zuniichst Ay € U(n — 1) und & > 0 mit B.(1) No(Ag) = {1} beliebig gewiihlt.
Man withle nun ein C'-Gebiet Q C C mit B.(1)NQ = 0 und o(Ap) \ {1} € Q. Wegen 1.2.14 und
1.2.15 existiert ein ¢ > 0, so dass o(B) C QU B.(1) fiir alle B € L(H) mit |A — B|| < 0 und
lo(B)N Q| = |o(A) N Q. Ist nun B € U(n) mit ||B — A|| <, so ist entweder B € U(n — 1) und
folglich k(B) = r(Ap) oder B besitzt genau einen von 1 verschiedenen Eigenwert in B.(1) und
in diesem Fall ist
K(B) = r(A0)] < || _max | Re(¥) 1] <=

Folglich ist insgesamt |x(B) — k(Ao)| < ¢ fiir alle B € U(n) mit | B — Ag|| < 6 und damit x bei
Ap stetig.

Es sei nun Ag € U(n)\U(n—1) und & > 0 mit 0 < ¢ < smin{|A; — Aj| 0 A, Ay € 0(Ao), Ai # Ay}
beliebig gewihlt. Es bezeichne A1,..., A, € S* die von 1 verschiedenen Eigenwerte von Ay. Mit

1.2.14 und 1.2.15 existiert ein 6 > 0, so dass fiir B € ﬁ(n) mit || B — Ag|| < ¢

n n n

o(B) € B:() U [J B:(Ni).  |o(B)n | B:(\i)| = lo(Ao) N | B=(\i)| = n
i=1 i=1 i=1
Damit besitzt aber jedes solche B keinen von 1 verschiedenen Eigenwert in B, (1) und man erhélt
|k(B) — k(Ap)| < ¢ fiir alle B € U(n) mit ||[B — Ag|| < 6. Somit ist « bei Ay € U(n)\ U(n —1)
stetig. O

Die Abbildung & soll nun zum Nachweis der Eigenschaft (3) aus 4.2.23 verwendet werden.
Hierzu betrachte man mit f = exp(mi(- +id)) : F(n) — U(n) die folgenden Mengen:

U=r"10,1)=Un—-1)U{UecUmn)\Un-1): Aec%ﬂl}Re(A) >0}

U' = f71(U) = F(n— 1) U{T € F(m) \ F(n—1) : N> 5)

min
Aeo(T)\{-1,1}

Mit der Stetigkeit von & ist U C X eine offene Umgebung von A = ﬁ(n —1)und U’ C X’
eine offene Umgebung von f"(n — 1). Das Ziel ist nun zu zeigen, dass diese Umgebungen den
Bedingungen aus 4.2.23 (3) geniigen. Bevor der Nachweis der einzelnen Eigenschaften gefiihrt
wird, ist noch folgende einfache, aber durchaus niitzliche Bemerkung angebracht.
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4.2.25 Bemerkung. Es sei X ein topologischer Raum, A C X ein Unterraum und H : I x X — X
eine Homotopie mit H(t,A) C A fiir alle t € I und H(1,X) C A. Dann ist die Inklusion

t : A — X eine Homotopiedquivalenz.

e Es soll zuniichst gezeigt werden, dass die Paare (U,0U), (X \ U,0U) und (U’,0U"),
(X'\U’",0U") die allgemeine Homotopiefortsetzungseigenschaft besitzen. Hierbei
wird stets 4.2.19 Anwendung finden, wobei alle betrachteten Raume metrisierbar und folg-
lich stets normal und parakompakt sind.

Betrachte (U, U). Nun ist
1 ~ ~
Vi=r"10,2)={A€Un)\Um—1): Re(\) € [0, =
L=k (0. ) = (A T\ Dln—1): | _max | Re(¥) € [0.3))
eine offene Umgebung von U = k~1(0) in U = £~1([0, 1]). Man wiihle nun eine Homotopie
H:IxS"— S! mit
™

- . 3
H(0,-) =id, H(t,e®)=¢® ©c¢ [—%, 21U [g, Saloter

dh
\k//

Abbildung 4.2: Zur Definition der Homotopie H : I x S — S'. Die blau markierten Regionen
der S! bleiben unter der Homotopie fest, die rot markierten werden auf i und —i deformiert. Der

grau gekennzeichnete Zwischenraum erlaubt die Wahl von H als stetige Funktion.

Die hiervon induzierte Homotopie H : I x V; — Vj ist aber offenbar eine Deformationsre-
traktion auf QU womit aus 4.2.19 die Behauptung folgt.

Fiir das Raumpaar (X \ U, 0U) ist die Argumentation mit der offenen Umgebung
1

Vo= (5.0 = (A€ T\ Tln—1): | _max  Re() € (3.0)
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von U in X \U ={AeUn)\U(n—1): maxyeq(A)\ {1} Re(A) € [~1,0]} recht analog.
Man betrachte nun (U’, dU’) wobei

. ) . 1
7= 1) ulT —1): i N> =
U=Fn-1)Uu{T eFn)\Fn-1) )\ea(%l)liI{lfl,l}| |25}
. X 1
I=T —1): i = —
U =ATeFm\Fn-1: mn A=35}
Mit
Vi ={T e Fn)\ Fln—-1): min A € [1 g)}
L " Aeo(T)\{-1,1} 2’3

ist eine offene Umgebung von OU’ in U’ gegeben. Man wiihle eine Homotopie H : I x
[-1,1] — [-1,1] mit

11
H(O0,)=id, H(tz)=z, zc [—1,_2

) Ulgr gl UG teT

H(l,z) = 2’

— —
I ] 1 1 1 | l 1 |
' = ' i '
-1 -i73 3 0 2 3 i 1

Abbildung 4.3: Zur Definition der Homotopie H : I x [—1,1] — [—1,1]

Die hiervon induzierte Homotopie H : I x V] — V/ liefert nun eine Deformationsretraktion
von V{ auf OU’ und das gewiinschte Resultat folgt wieder aus 4.2.19.
Abschliefend werde (X’ \ U’,0U’) betrachtet. Hierbei ist

I ’r_ T 7 _ . . _1 1
XU =T e Fm\Fn—1): _ min A €[5 5]}

Eine offene Umgebung von 0U’ in X’ \ U’ erhdlt man durch

V=@ eFm\Fn-D: _ min Wel5-0)U(G 50

mit der die Argumentation recht analog zum eben betrachteten Fall verlauft.
e Esist nun oU, X \ U,0U’, X' \ U’ € W nachzuweisen.
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Abbildung 4.4: Bewegung des Spektrums unter Deformation auf die unitéren Elemente

Man betrachte zunéchst OU und definiere

i g T 13
Sl—{re 96( 474)7T€(272)}

(0. T2 dm 5 13
Sy ={re 0 € (5,3mMU (5 3m € (5,3}

X 2 4 1 3
_ i0 . = -2
S3 = {re .96[3,37T],7“€(2,2)}

Mit 1.2.14 und 1.2.15 ist die Menge
{A € £(H) :O'(A) C SlUSQUS3,|U(A)m(SQUS3)| :n,O'(A)ﬂSQ 75@} Cﬁ(H)

offen. Durch Anwenden der Deformationsretraktion (4.1.1) erhélt man hieraus zun#chst

eine Teilmenge unitdrer Operatoren, wobei wegen des Spektralsatzes die Spektren der ein-

zelnen Operatoren radial auf den Einheitskreis verschoben werden (siche Abbildung (4.4)).
Ist nun H; : I x ST — S! eine Deformationsretraktion mit

Hy(h ) = e, fiir 6 € [,

1, fiir 0 € [-7,

|
]

so erhéilt man durch Anwendung der hiervon induzierten Deformationsretraktion schlief-

wlout

IR

lich einen Unterraum A unitéarer Operatoren, die jeweils n von 1 verschiedene Eigenwerte
besitzen, die sémtlich in (S U S3) N S! liegen, und deren essentielles Spektrum aus 1 be-
steht. Mit 4.1.3 und den bisherigen Deformationen ist zudem jedes Element aus A vom
Homotopietyp eines CW-Komplexes und 0U C A. Mit 4.2.10 ist nun aber jedes U € A von
der Form id 4+ K mit einem normalen Operator K € K(H) und wegen des Spektralsatz fiir
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Abbildung 4.5: Zur Definition der Homotopie H; : I x St — S*
kompakte normale Operatoren ist damit A C U(n). Mit einer Homotopie Hy : I x S* — S*
mit
H2(07'):ida HQ(taeie):eiev 96 [_27%}7 tel

i, © ¢ [%, %’/T]

H2(1,€i®> =
-1, © € [%7‘(‘, gﬂ']

erhilt man nun eine Homotopie Hy : I x A — A, die beziiglich des Unterraums oU die

Abbildung 4.6: Zur Definition der Homotopie Hy : I x S — S*

Bedingungen aus 4.2.25 erfiillt. Damit gehort aber schliefslich OU zur Klasse W.
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Man betrachte nun X \ U. Mit

0 g (T T 13
Sy ={re" :0€e( 4,477),7‘6(2,2)}
(el ™5 13
Sy = {re .96(3,371'),1"6(2,2)}

erhilt man eine in £(H) offene Umgebung von X \ U durch
{A€e L(H):0(A) C S1USs,|c(A)NSy| =n}

Mit zu denen im zuvor betrachteten Fall ganz analogen Deformationen erhilt man nun
einen der Klasse W angehorenden Teilraum von ﬁ(n), so dass jedes Element dieses Raum-
es genau n Eigenwerte in S> NS besitzt und dessen Spektrum zudem nur noch 1 beinhaltet.
Mit einer nun offensichtlichen Deformationsretraktion ist schlieklich X \ U sogar ein De-
formationsretrakt dieses Raumes und folglich der Klasse W angehorend.

Die beiden verbleibenden Félle gestalten sich als einfacher, da nun offene Teilmengen des
Raumes aller selbstadjungierter Operatoren bereits zu W gehéren* und somit zur Defi-
nition von Umgebungen und Homotopien einfache Teilmengen der reellen Achse gewihlt

werden konnen. Hierbei wird in einem Fall wieder 4.2.25 bendtigt.

Es bleibt abschliekend zu zeigen, dass die Inklusionen ¢ : A — U und ¢ : A’ — U’
Homotopieadquivalenzen sind.

Man betrachte hierzu die Inklusion ¢ : A — U und wéhle eine Deformation H : I xS* — S*,
die den Halbkreises {€’® € S' : © € [-Z,Z]} auf 1 € S* deformiert. Diese Abbildung
induziert nun eine Homotopie H : I x U — U, die alle Voraussetzungen aus 4.2.25 erfiillt.
Im Fall s : A’ — U’ wihle man dementsprechend eine Homotopie H : I x [-1,1] — [~1,1],
die [-1,—3] auf —1 und [, 1] auf 1 deformiert. Die Behauptung folgt jetzt ebenfalls aus

4.2.25.

Damit ist abschlieffend das Resultat 4.2.12 bewiesen. Fiir den Spektralfluss von besonderer

Bedeutung ist nun die Fundamentalgruppe des Raumes F,, die sich nun aus den am Anfang des

Kapitels betrachteten Homotopien, 4.2.12 und 4.2.8 unmittelbar ergibt.

. 0, k gerade

4.2.26 Folgerung. FEs ist mp(F.) =

Z, k ungerade

Zur Berechnung von m;(F,) im reellen Fall

Fiir einen separablen reellen Hilbertraum findet man in [AS69, S.7] die folgende Aussage.

4.2.27 Satz. F, ist ein klassifizierender Raum fiir den Funktor KO™7.

4Dies wurde im Beweis zu 4.2.15 begriindet
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Diese Aussage wird letztlich durch weitere Fortfithrung der bisherigen Betrachtungen dieses
Abschnittes gewonnen. Zwar ist das zentrale Resultat aus [AS69] hier bewiesen, fiir das obige

Ergebnis ist aber die Kenntnis des gesamten Artikels notwendig. Daher wird dieses ohne Beweis

zitiert. Als unmittelbare Konsequenz erhilt man die Homotopiegruppen von F..

Te(F2) = [(S*, %), (Fu, )] 2 KO™7(S*F) 2 KO(SF+T) =

0flr k=0 mod 8
Zfir k=1 mod 8
Z/2 fir k=2 mod 8
Z/2 fir k=3 mod 8
0flr k=4 mod 8
Zfir k=5 mod 8
0flr k=6 mod 8
O0ftr k=7 mod 8

Im weiteren Verlauf der Arbeit ist lediglich die unendliche Zyklizitat der Fundamentalgruppe

dieses Raumes von Bedeutung.
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4.3 Konstruktion des Spektralflusses

In diesem Abschnitt wird die Definition des Spektralflusses aus dem Artikel [FPR99] dargestellt,
der eine entscheidende Rolle im Morse Index Theorem in [MPPQ5] spielen wird. Demnach sind
die hier prisentierten Resultate im Wesentlichen aus [FPR99| ibernommen und nur geringfiigi-
gen Modifikationen unterzogen. Zunichst wird statt des komplexifizierten Dunford-Kalkiils (vgl.
1.2.12) stets der hier dargelegte Funktionalkalkiil und seine Stetigkeit aus 1.2.17,1.2.18 verwen-
det. Desweiteren werden einige Resultate zur Anwendung in [MPPO05] in etwas allgemeinerer
Form als in [FPR99] benétigt, die dort lediglich mit Verweis auf [FPR99] verwendet werden.

Es sei von nun an wieder H ein reeller Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-). Wie im vorigen
Abschnitt erliutert besteht F aus den drei Zusammenhangskomponenten .7:"+,.7:"_ und F,. Fiir
TeFund M e GL(H) ist auch M*TM € F und man erhilt eine Gruppenwirkung

FxGL(H) — F, (T,M) — M*TM

die als kogrediente Wirkung bezeichnet werde. Wegen Kuipers Theorem 4.1.7 kann jedes
M*T'M durch einen Weg in F mit T verbunden werden und folglich schrankt sich die kogrediente
Wirkung auf jeder Komponente von F zu einer Gruppenwirkung ein.

Es sei an dieser Stelle an die Defintion des Raumes der Basispunkte
J ={2P —id € L(H) : P Orthogonalprojektion ,dimker P = dimim P = oo}

von F, erinnert, dessen Elemente bei der folgenden Definition des Spektralflusses eine entschei-
dende Rolle spielen. Desweiteren wurde in 4.2.17 die Kontrahierbarkeit dieses Raumes festgestellt.

4.3.1 Der relative Morse Index

4.3.1 Definition. Fiir Orthogonalprojektoren P,Q € L(H) heifst das Paar (P, Q) Fredholm,
falls

dim(im P N ker @), dim(im @ Nker P) < oo
Der Index eines Fredholmpaares ist definiert als
ind(P, Q) = dim(im P Nker Q) — dim(im @ N ker P)

4.3.2 Bemerkung. Sind P,Q € L(H) orthogonale Projektionen und P — Q € K(H), so ist (P, Q)
ein Fredholmpaar. Denn wegen der Abgeschlossenheit von im P N ker @ und im @ N ker P und
P — Q |im Prker Q= dim Priker Qs P — @ |im @nker P= —idim @riker p sind dies nach Voraussetzung
kompakte Operatoren zwischen Banachrdumen. Damit ist aber

dimim P Nker @, dimim Q Nker P < oo
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4.3.3 Lemma. (P, Q) ist genau dann ein Fredholmpaar orthogonaler Projektionen, wenn
QP |imP: Q |imP: imP — lmQ
ein Fredholmoperator ist. Zudem ist ind(P, Q) = ind(Q |im p)-

Beuweis. Es geniigt die Identitéit (Q(im P))tm@ = im @ N ker P nachzuweisen.
Ist nun = € im Q mit (z,y) = 0 fiir alle y € Q(im P), so ist

(Pz,z) = (PQx,z) = (x,QPz) =0 Vze H

und folglich = € ker P.
Ist umgekehrt = € im @ N ker P so ist (x,QPz) = (PQx,z) = 0 fiir alle z € H und somit
z € (Q(im P))tmea, O

4.3.4 Lemma. Ist (P,Q) ein Fredholmpaar orthogonaler Projektionen und R € L(H) orthogo-
nal, so gilt nd(P,Q) = ind(R~'PR, R"'QR).

Beweis. Definiere die Orthogonalprojektionen P’ = R™'PR,Q' = R"'QR. Esist R: H — H
ein Isomorphismus mit R(ker P’) = ker P, R(ker Q') = ker @, R(im P') = im P und R(im Q') =
im @. Da folglich

R(im P’ Nker Q') = R(im P') N R(ker Q") = im P Nker Q
R(im Q' Nker P') = R(im Q') N R(ker P’) = im Q Nker P

ist ind(P’, Q") = ind(P, Q). 0

4.3.5 Lemma. Fir einen Weg {(P;, Q) }ter von Fredholmpaaren orthogonaler Projektionen ist
ind(P;, Q¢) konstant.

Beweis. Wegen 4.3.3 ist fiir jedes Fredholmpaar orthogonaler Projektionen ind(P, Q) = ind(Q |im p:
im P — im Q). Fiir ein fest gewihltes ¢y € I betrachte man nun die Wege

Ay = (id—P,)+ Py, By=(id— Q) +Qy, t €l

Da A, B, € GL(H) existiert eine zusammenhéngende Umgebung N C I um ¢, so dass A, B; €
GL(H) fiir alle ¢t € N. Damit sind aber

Ai limp,: im P, — im Py, und By |im,: iImQy — im Qy,, t €1
Isomorphismen und folglich ist der Operator
B;o Qo (At)_l ‘imptol im Py, — im @y,
ein Fredholmoperator mit

ind(B; 0 Qo (Ay)~* limp,,) = ind(Q¢ [im p,) fiir allet € N (4.3.1)
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Nun ist aber By o Q; o (44)™! |im P, im Py, — imQy, ein Weg von Fredholmoperatoren in
L(im P, ,im @Q,) und folglich ist der Fredholmindex dieses Weges konstant. Wegen (4.3.1) ist
damit aber auch ind(Q¢ |im p,) = ind(P;, Q) konstant fiir alle ¢t € N.

Insgesamt erhélt man somit die lokale Konstanz von ind (P, Q) auf [a, b] und folglich ist ind (P, Q¢)

als konstant auf [a, b] nachgewiesen. O

Im n&chsten Schritt soll nun der Begriff des Fredholmpaares auf eine Teilmenge der selbst-
adjungierten Operatoren iibertragen werden. Hierzu sei fiir einen selbstadjungierten Operator
T € S(H) im Folgenden

E_ (T) = X(—o0,0) (T)a E+(T) = X(O,oo)(T)
4.3.6 Definition. Zwei Operatoren S,T € L(H) heifen Calkin-dquivalent, falls
S—TeK(H)

4.3.7 Lemma. Fs seien S,T € GL(H) selbstadjungiert und Calkin-dquivalent. Dann sind auch
die Projektionen E_(S) und E_(T) Calkin-Aquivalent.

Beweis. Zunichst ist fiir jedes Polynom p der Operator p(S) — p(T') kompakt, da er zu dem
zweiseitigen von S — T’ aufgespannten Ideal gehort®. Wegen der Dichtheit der Polynome in den
stetigen Funktionen auf kompakten Intervallen und der Abgeschlossenheit der kompakten Ope-
ratoren ist damit h(S) — h(T) fir jede auf ¥ = o(S5) U o(T') stetige Funktion kompakt.

Da nun 0 kein Haufungspunkt von ¥ ist und 0 ¢ ¥, ist die Funktion x(_o 0 stetig auf X und
folglich

E_(S) = E(T) = X(=0,0)(S) = X(=00,0)(T)
kompakt. 0

Es ist damit (F_(S), E_(T)) ein Fredholmpaar orthogonaler Projektionen und erméglicht die
folgende Definition.

4.3.8 Definition. Fiir ein Paar (S,T) Calkin-aquivalenter selbstadjungierter Isomorphismen ist
der relative Morse Index definiert durch

7(S.T) = ind(E_(S), E_(T))

Fiir einen selbstadjungierten Operator T' € S(H ) ist der Morse Index des Operators als Mor-
se Index der zugehorigen Bilinearform B = (T, -) definiert. Damit ist ipr0pse (1) = rk(E_(T)).

4.3.9 Lemma. Ist K € L(H) kompakt und selbstadjungiert, sowie S € L(H) selbstadjungiert
und positiv definit mit S+ K € GL(H), s0 ist et (S + K, S) = iprorse(S + K)

5Man iiberzeugt sich hierzu miihelos von der Beziehung S™ —T" = (S —T)S"* ! + T~ (S - T) - T(T"2 -
Sn=2)S, n > 2.
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Beweis.

tret(S + K, S) = dim(im(E_ (S + K)) Nker(E_(S))) — dim(ker(E_(S 4+ K)) Nim(E_(S)))
=1k(E_(S+ K)) = inforse(S + K)

4.3.10 Lemma. Die Abbildung
S(HYNGL(H)>T — E_(T) € L(H)
15t stetig.

Beweis. Es sei Ty € S(H)NGL(H) und & > 0 mit o(Tp) N [—e,e] = 0. Wegen 1.2.14 existiert ein
§ >0, so dass o(T) N [—e,e] =0 fiir alle T € U(Ty) =4{T € S(H): ||T — To|| < ¢}
Man wihle nun eine stetige Funktion

1, t € (—o0, —¢]

f:R—=R mit f(t)=
0,t € [g,00)

Wegen 1.2.17 ist die Abbildung S(H) > T — f(T) stetig. Da aber f(T) = E_(T) fiir alle
T eU(Ty) ist T — E_(T) auf U(Tp) stetig. O

4.3.11 Folgerung. Fir einen Weg {(T}, S¢) }ier Calkin-dquivalenter selbstadjungierter Isomor-
phismen ist (T3, Si) konstant.

Beweis. Mit 4.3.10 ist {(E_(T%), E_(St)) }+er ein Weg von Fredholmpaaren orthogonaler Projek-

tionen und daher wegen 4.3.5
Mrel (j‘lt7 St) = md(E_ (Tt)a E_ (St))
konstant. 0

Fiir einen selbstadjungierten Isomorphismus T' € GL(H) und U € O(H;, H) orthogonal ldsst
sich leicht zeigen, dass E_(U~'TU) = U~'E_(T)U. Damit ist der relative Morse Index eines
Paares Calkin-dquivalenter selbstadjungierter Isomorphismen wie zu erwarten eine orthogonale
Invariante. Die fiir den spéter zu definierenden Spektralfluss wichtige Beobachtung ist nun aber,

dass der relative Morse Index sogar invariant unter der kogredienten Wirkung ist.

4.3.12 Satz. Es seien S, T Calkin-dquivalente selbstadjungierte Isomorphismen und Hy ein wei-
terer Hilbertraum. Dann ist fir jedes R € GL(Hy, H)

Hrel (Sv T) = ,Ufrel(R*SR, R*TR)
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Beweis. Fiir ein beliebiges R € GL(H;, H) ist R*R selbstadjungiert und positiv definit. Damit
existiert v/R*R und ist ebenfalls selbstadjungiert und positiv definit, also insbesondere ein Iso-
morphismus. Man definiere nun U = R(VR*R)~' € GL(H,, H). Dann ist U € O(H) orthogonal
und man hat eine Polarzerlegung R = Uv/R*R von R als Produkt eines orthogonalen und eines
selbstadjungierten Operators.

Der Operator (1—t)yv/R*R+t-id ist fiir jedes ¢ € [0, 1] selbstadjungiert und zudem positiv definit,
also insbesondere ein Isomorphismus. Definiert man nun R; = U(1 —t)v/R*R+t-id fiir t € [0, 1],
so ist Ry = R, Ry = U und (R;SR:, R*TR;) ein Weg von Paaren Calkin-dquivalenter selbstad-
jungierter Isomorphismen. Man erhilt nun mit der oben erwihnten orthogonalen Invarianz und
4.3.5

MTG[(R*SR7 R*TR) = MTGZ(RSSRm RSTRO) = MTGZ(RT‘S’Rla RTTRl)
= Lret(USU,U*TU) = prer (S, T)

O
4.3.13 Lemma. Fir Calkin-dquivalente selbstadjungierte Isomorphismen S, T, R ist
/J/rel(sa T) = Mrel(sv R) + Hrel (R7 T)
Beweis. Zunéchst ist wegen 4.3.3
prrer(S,T) = ind(E_(T) [im(p_(s)): im(E-(S)) — im(E_(T))
tiret(S; R) = ind(E_(R) |im(5_(s)): im(E_(S)) — im(E_(R))
prel(R,T) = ind(E_(T) lime_(r)): im(E_(R)) — im(E_(T"))
Nun ist
E*(T) |imE_(S) —E,(T) |imE_(R) E*(R) |imE_(S) =E_ (T)(Zd -E_ (R)) |imE_(S)
und da nach Voraussetzung
E_(T)(id - B_(R)) = B_(T)(E_(T) + (id — E_(T)) - E_(R))
— E_(T)(E_(T) - E-(R)) € K(H)
haben die Fredholmoperatoren
E_(T) lim(z_(s) € LOm(E_(S)),im(E_(T))) und
E_(T) limz_(r)) E-(R) lim(e_(s))€ Lm(E_(S)),im(E_(T)))
den gleichen Index. Damit ist
prer(S,T) = nd(E_(T) |im(e_(s))) = nd(E—(T) lime_(r)) E-(R) lim(5_(s)))
= ind(E_(T) lim(p_(r))) + nd(E_(R) |im(5_(s)))
= ,Ufrel(Ra T) + ,U'T‘el(Sa R)
O
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4.3.2 Kogrediente Parametrix

4.3.14 Definition. Es sei A ein topologischer Raum, L : A — .7:"* stetig und J € J. Eine
kogrediente Parametrix fiir L relativ zu J ist eine stetige Abbildung M : A — GL(H), so
dass fiir jedes A € A

M;L)\M)\ =J+ K,
wobei K € K(H) fiir alle A € A.
Das Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis des folgenden Satzes.

4.3.15 Satz. Fir einen parakompakten, kontrahierbaren Roum A und J € J besitzt jeder Weg

L:A— F, eine kogrediente Parametriz relativ J.

Der Beweis des Resultates erfolgt in mehreren Schritten. Zunéchst sollen einige Begriffe de-

finiert und die Beweisidee erliutert werden.

Es bezeichne Kg(H) C L(H) die Menge aller kompakten, selbstadjungierten Operatoren auf
H. Man betrachte G = GL(H) x Kg(H) mit der Unterraumtopologie von L(H) x L(H) und
definiere eine stetige Abbildung

7:G— Fu, 1(M,K) = MJM* + K

Hiermit ist die Aussage 4.3.15 bewiesen, sofern gezeigt werden kann, dass zu jeder Abbildung

L:A— F, ein Lift a : A — G existiert, man also stets ein kommutatives Diagramm

A - F.
erhidlt. Mit dem folgenden allgemeinen Resultat erhilt man nun die Idee des Beweises.

4.3.16 Lemma. Es seip: E — B ein Faserbindel und A ein parakompakter und kontrahierbarer
topologischer Raum. Dann besitzt jede Abbildung f : A — B einen Lift f : A — E.

Beweis. Man betrachte das Pullbackbiindel
f*E L) E
1
A—5—>5B

Mit der Definition von 7, als faserweise Identitét erhélt man aus jedem globalen Schnitt s : A —
f*E des Pullbackbiindels mit f = 75 o s einen Lift® der Abbildung f : A — B. Nun ist aber

SEbenso erhilt man aus einem Lift auch stets einen globalen Schnitt des Pullbackbiindels. Dies ist hier aber
unbedeutend.
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unter den vorausgesetzten Eigenschaften der Topologie von A jedes Biindel iiber A trivial und
folglich existiert fiir jedes f ein globaler Schnitt s : A — f*F. O

Der Beweis von 4.3.15 reduziert sich nun auf den Nachweis, dass 7 : G — }A"* ein Faserbiindel
definiert.
Zunichst soll hierfiir G genauer betrachtet werden.

4.3.17 Lemma. Mit
gg=(MM,K+MKM*), g=(M,K),g=(M,K) € g
ist G eine topologische Gruppe.
Beweis. Definiere e = (id,0) und g=' = (M}, - M1 K(M~1Y)*) fiir g = (M, K). O
Zudem wirkt diese Gruppe auf F,.
4.3.18 Lemma. Durch
7Gx Fe— Fo, (g, L) = 1y(L) = MLM* + K, g = (M,K) € G
ist eine Gruppenwirkung gegeben.

Beweis. Die Stetigkeit der Abbildung ist unmittelbar einsichtig.
Es ist offenbar 7.(L) = L fiir alle L € F,. Sind g = (M, K),§ = (M,K) € G und L € F,, so ist

MMLM*M* + K + MKM*
Tg(MLM* +K = T4(m5(L))

Teg(L)

Aus den Definitionen erhélt man 7(g) = 7,(J) fiir jedes g € G. Damit ist
7g(m(h)) = 74(10(J)) = Tgn(J) = m(gh), g, h € G

und folglich ist 7 : G — f* eine dquivariante Abbildung zwischen G-Riumen, wobei G mit der
natiirlichen Wirkung auf sich selbst versehen sein moge.

Mit diesen weiteren Strukturen soll jetzt der Nachweis der definierenden Eigenschaften eines
Faserbiindels fiir 7 : G — F, angegangen werden. Neben der lokalen Trivialitét ist insbesondere
auch zu zeigen, dass die Abbildung 7 iiberhaupt surjektiv ist. Aus der Methodik des Beweises
erweist es sich allerdings als niitzlich zunichst die lokale Trivialitdt um J nachzuweisen.

4.3.19 Lemma. FEs existiert eine Umgebung U C F. um J und ein Schnitt o : U — G von .
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Beweis. Es sei U C F, N GL(H) eine offene Umgebung von J in F,. Wegen 4.3.10 sind die
Abbildungen U 5T — E_(T) € L(H) und U 5T — E,(T) € L(H) stetig. Es sei zudem U so
klein gewé&hlt, dass fiir alle T' € U die Abbildung

E,(TYoE (J)+ E_(T)oE_(J):H—H
ein Isomorphismus ist”. Damit sind aber auch fiir jedes T € U die Abbildungen

E(T) limp, (o imEy(J) — im B4 (T)

(4.3.2)
E_(T) |1mE,(J) 1mE_(J) e 1mE_(T)

Isomorphismen.

Man betrachte nun fiir ein festes T' € U die Bilinearform
B(T):imEy(J)ximE{(J) =R, B(T)(u,v)={(TE;(T)u, E;(T)v)

Diese ist offenbar stetig, symmetrisch und wegen o(T" |im g, (1)) € (0,00) positiv definit. Mit
dem Rieszschen Darstellungssatz existiert folglich ein selbstadjungierter und positiv definierter
Operator A4 (T) € GL(im E4(J)), so dass

B(T)(u,v) = (AL (T)u,v) Yu,v €im Ey(J)

(u,v) = (A4 (1) AL (T)u,v) = (S4(T) A4 (T)u, S (T)v)

(4.3.3)
— (A4 (T)S4(T)u, S (T)o) = (TEL(T)S4(T)u, Ex (T)S4(T)v)

fiir alle u,v € im £, (J). Insbesondere liefert diese Konstruktion eine stetige Abbildung® S :
U — GL(im E4(J)). Wendet man dieselbe Konstruktion auf die stetige Bilinearform

B(T)(u,v) = (—TE_(T)u, E_(T)v), u,v € im E_(J)
an, so erhélt man analog eine stetige Abbildung S_ : U — GL(im E_(J)) mit
—(u,v) = (TE_(T)S_(T)u, E_(T)S_(T")v) (4.3.4)

fiir alle u,v € im E_(J).
Durch

S(T) = Po(T) 0 S4(T) o Py(J) — P_(T) o S_(T)o P_(J), TeU

"Man beachte Ey(J)o E1(J)+ E_(J)o E_(J) =1id € GL(H)
8Fine Begriindung fiir die sogar vorliegende Glattheit dieser Abbildung ist im Beweis von 2.3.18 zu finden.
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ist insgesamt eine stetige Abbildung S : U — GL(H) gegeben. Unter Verwendung von (4.3.3)
und (4.3.4) erhélt man

J=S(Ty'TS(T), T €U (4.3.5)

Damit ist fiir 7' € U mit (4.3.5)

(moo)(T) = (S(T)" 1) JS(T)™ = (S(T)")*S(T)*TS(T)S(T) ' =T
und damit ¢ : U — G ein Schnitt der Abbildung . O
4.3.20 Lemma. 7: G — F, ist surjektiv.

Beweis. Es sei S € F,. Zu zeigen ist die Existenz eines g = (M, K) € G mit M*JM + K = S.
Es sei hierfir K € Kg(H) die Orthogonalprojektion auf ker S. Damit ist T = S+ K € GL(H)
und mit T' € S(H) NGL(H) besteht geméh 2.3.5 eine Zerlegung H = im E(T) ®im E_(T). Da
je zwei separable unendlichdimensionale Hilbertraume isometrisch isomorph sind, existiert nun

ein topologischer Isomorphismus
A=A, A imE (J)®imE_(J) - imE(T)®imE_(T)

mit AL (im Ey(J)) =imE(T),A_(im E_(J)) = im E_(T). Der Beweis verlduft nun analog zu
4.3.19. Man ersetzt in (4.3.2) E{(T) |im g, (s) durch Ay und E_(T) |img_(s) durch A_ und
erhiilt damit ein M € GL(H) mit J = M*TM. Damit ist aber S = (M~ })*JM~! — K.. O

Als unmittelbare Konsequenz aus den Definitionen der Wirkung 7 und der Abbildung 7 erhélt

man nachstehendes Resultat.

4.3.21 Folgerung. Die Wirkung T von G auf F, ist transitiv.
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Der Beweis von 4.3.15 kann nun durch folgende Aussage beendet werden.

4.3.22 Lemma. 7 : G — F, ist die Projektion eines Faserbiindels, wobei die Standardfaser

durch die Isotropieuntergruppe von J in G gegeben ist.

Beweis. Die Methode des Beweises ist mit den bisherigen Erkenntnissen wenig iiberraschend. Es
bereitet wenig Schwierigkeiten eine lokale Trivialisierung in einer Umgebung von J anzugeben
und die lokale Trivialitit um einen beliebigen Punkt erhdlt man nun mittels Transport dieser
Trivialisierung unter Verwendung der bereits als transitiv erkannten Wirkung 7.

Wegen 4.3.19 existiert zuniichst eine offene Umgebung U C F, N GL(H) von J und ein lokaler
Schnitt o : U — G von 7. Man definiere nun eine stetige Abbildung n: U x 7= 1(J) — 7= 1(U)
durch

n(L,g)=o(L)-g
Es ist
m(n(L,G)) = m(a(L) - 9) = To(1)(7(9)) = To(1)(J) = m(c(L)) = LY(L,g) € U x 7' (J)

und somit 7 o n = pri. Desweiteren ist n~1 : 7= 1(U) — U x 7~1(J) gegeben durch

da

a(n(g))o(n(9)™ - g=g Ygen '(U)
(m(a(L) - g),((com)(o(L) - g))~"o(L) - g)
(Lyo(L) " o(L)-9) = (L,g) Y(L,g) €U x 7 *(J)

(mon")(g)
(nton)(L,g) =

Damit ist aber 1 eine Trivialisierung tiber einer Umgebung von J.

Fiir den allgemeinen Fall transportiert man diese Trivialisierung mittels der transitiven Wirkung
zu beliebigen Punkten.

Sei also Ly € F. beliebig gegeben. Mit 4.3.20 existiert ein gy € G mit m(g90) = Tgo(J) = Lo.
Damit ist U’ = 7,4, (U) eine Umgebung von Lo und 7,4, : U — U’ ist ein Homéomorphismus. Man

definiere nun

WU xa () —»a {(U"), 0 (L'.g)=go-0(r,-1(L) g
Dann ist 7’ stetig und wegen

(900 (7,=1 (L)) - 9) = Tgom(0(7y=1 (L)) - g) = go7y=2 (L)) = L

ist Ton' = pry. Nunist /=1 : 7= 3(U’) — U’ x 7= 1(J) gegeben durch



denn es ist

(" on'=")(g) = n'(x(9), (900 (7,1 (m(9))) "' 9)
= 900 (7,1 (7 (g )))( 00 (7,-1(m(9)) g =g Vg € =1 (U")
('t o)L g) =1 (goo(1,-1(L"))g)
= (m(g00(7,- ( "9); (900 (7,1 (m (g0 (7,-1(L"))9)))) " goo (7,-1(L"))g)
= (L, (goU(ngl(L’))) goU(ngl(L'))g) (L', g) V(L g) €U x 7 1(J)

O

4.3.28 Bemerkung. Ist in der Aussage von 4.3.15 der Raum A eine C*-Mannigfaltigkeit und
L: A — F, ebenfalls C*, so kann der Beweis dieser Aussage ohne grofse Miihe dahingehend ver-
allgemeinert werden, dass auch die kogrediente Parametrix M : A — GL(H) als C*-Abbildung
erkannt werden kann. Denn zunéchst ist G eine unendlichdimensionale Liegruppe und das hier
konstruierte Faserbiindel 7 : G — F, wird hiermit zu einem Hauptfaserbiindel. Desweiteren stellt
man bei einem Blick in die Beweise fest, dass alle konstruierten Abbildungen mit diesen Struk-
turen bereits glatt sind. Abschliefsend erhilt man das Resultat, da unter den Voraussetzungen
an A der Schnitt in 4.3.16 als C* gewiihlt werden kann.

4.3.3 Definition des Spektralflusses und Eigenschaften

4.3.24 Definition. Es sei L : [ — F, ein Weg mit invertierbaren Endpunkten. Dann ist der
Spektralfluss von L definiert durch

5f(L;I) = H7'el(J+ K(a),J—l—K(b))

wobei J € J und {J 4 K} ¢s ein beliebiger Weg von kompakten Perturbationen von J ist, der
kogredient zu L ist.

Wegen des letzten Abschnittes ist gesichert, dass stets eine solche Darstellung existiert. Es
bleibt hingegen nachzuweisen, dass sf(L) unabhingig von den getroffenen Wahlen ist. Hierzu soll
nun eine Uberlegung gemacht werden, die etwas allgemeiner als notwendig ist, hierfiir aber im
Folgenden hilfreich sein wird.

Essei J € Jund M : I — GL(H) mit ML M) = J + K. Desweiteren sei H; ein beliebiger
weiterer Hilbertraum und J' € L(H;) mit J' € J,sowie M’ : I — GL(Hy, H) mit (M} )*L\M} =
J'+ K§. Mit Ny = My ' M} € GL(H;, H) ist nun

N3(J + KNy = (M) (M) TMy My + (MR) (M) KoM My,
= (M3)"(M;)* (M LaMy — K )My M3 4 (M3)* (M )" KoM M)
= (M})"LaM} = J' + K},
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Insbesondere ist NiJNy = J' + K\ — NYK, Ny und damit
— ——

EX(H)
NY(J+ Ku)N, — NX(J + Kp)Ny € K(H) fiir jedes A € T

also beide Operatoren stets Calkin-dquivalent.
Damit ist insbesondere

{(Ng(J + Ka)Na, NX(J + Kp)Nx) brer

ein Weg von Paaren Calkin-dquivalenter selbstadjungierter Isomorphismen und man erhélt mit
4.3.11

,urel(J_’_Kan_'_Kb) = MTCI(N;(J+Ka)NavN:(‘]+Kb)Na)
= pret(NJ(J + K4) Ny, N (J + Kp)Np)
= prer(J + K}, J + Kp)

Betrachtet man nun lediglich den Fall H = Hy, so erhélt man die Wohldefiniertheit der obigen
Konstruktion.

Im Folgenden werden einige Eigenschaften des Spektralflusses bewiesen. Bevor hiermit be-
gonnen wird sei zundchst auf das unmittelbar aus der Definition folgende Verhalten des Spek-
tralflusses unter orientierungserhaltenden und orientierungsumkehrenden Umparametrisierungen

des betrachteten Weges hingewiesen.
4.3.25 Lemma. Ist L: I — F, NGL(H), so ist sf(L,I) = 0.
Beweis. Sei M : I — GL(H) mit M{LyMy = J + K, fiir alle A € I. Dann ist

{(J+ Ko, J + Kx)}baer

ein Weg von Paaren Calkin-dquivalenter selbstadjungierter Isomorphismen und folglich ist mit
4.3.11

Sf(L7I) = Mrel(J+Ka;J+Kb) = Nrel(J+Kan+Ka) =0
O

Die Allgemeinheit der Aussage des folgenden Lemmas ist fiir die spiter zu behandelnden

Geoditen von entscheidender Bedeutung.

4.3.26 Lemma. Sei L : I — F, mit Ly, Ly, € GL(H) und M : I — GL(Hy, H). Dann ist

Sf(L, I) = sf(M* LM, I)
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Beweis. Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus den Uberlegungen zur Wohldefiniertheit des
Spektralflusses: Ist M : I — GL(H;) mit

(M{)*M{LA\M\M} = J + K}

Dann ist W : I — GL(H;, H) definiert durch W = My M), ein Weg mit WiL\Wy = J'+ K| und
aus den Uberlegungen zur Wohldefiniertheit des Spektralflusses folgt sf(L, 1) = sf(M*LM,I).
O

4.3.27 Lemma. Es sei L : [ — F, mit Ly, Ly, € GL(H), so dass Ly — L, € K(H) fiir alle
A € I. Dann st

st(L,I) = prer(Lg, Lp) = dim(im(E_ (L)) Nker(E_(Lp))) — dim(im(E_(Lp)) Nker(E_(L,)))

Beweis. Bsist Ly = A+ K, wobei A € F, und K € K(H) fiir alle A € I. Fiir den konstanten
Weg A existiert nun eine konstante kogrediente Parametrix M € GL(H). Damit ist aber der
konstante Weg M) = M eine kogrediente Parametrix fiir L : [ — F und man erhilt mit 4.3.12

Sf(Lal) = Mrel(M*LaMa M*LbM) = Nrel(L(uLb)

O
4.3.28 Lemma. Fir L:I — F, mit Ly, Ly, L. € GL(H) ist
sf(L, [a,b]) = sf(L, [a, c]) + sf(L, [c, b])
Beweis. Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus 4.3.13. O

4.3.29 Lemma. FEs sei H : [0,1] x I — F, eine Homotopie mit H(s,a), H(s,b) € GL(H) fiir
alle s € [0,1]. Dann ist st(H(s,-)) konstant.

Beweis. Es sei J € J gewéhlt. Wegen 4.3.15 und A = [0, 1] x I parakompakt und zusammen-
ziehbar existiert nun ein Weg M : [0,1] x I — GL(H) mit

M(*S,)\)H(s,)\)M(s,)\) =J+ K(s,)\) fir alle (S, )\) eA
Damit ist fiir jedes s € [0,1]
st(Hs, I) = prret(M (s o) H(s,a)M(s,a): M (s 5y Hs,p)Ms,p))
Die Behauptung folgt mit 4.3.11, da unter der Voraussetzung H(s,a), H(s,b) € GL(H)
LM oy His,ayMs,a)s M5 py His ) Ms,p)) Fsefo1)
ein Weg von Paaren Calkin-dquivalenter selbstadjungierter Isomorphismen ist. O

4.3.30 Lemma. Es sei H : [0,1] x I — F, mit H(0,a), H(0,b), H(1,a), H(1,b) € GL(H) und
H(-,a), H(-,b) kogredient. Dann ist sf(Ho,I) = sf(Hy,I).
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Beweis. Wie in dem Beweis von 4.3.29 wihle man J € J und M : [0,1] x I — GL(H) mit
M(’;/\)H(SJ\)M(S,A) = J + K(,,»). Da nach Voraussetzung die Wege H(-,a) und H(-,b) kogredient
sind und Kogredienz eine Aquivalenzrelation ist, sind die Wege M(*s a)H(sﬂ)M(s,a) =J+ K(sa
und M, (*S’b)H(S’b)M(S,b) = J + K, ) kogrediente kompakte Perturbationen von J parametrisiert
durch [0, 1] und beide haben nach Voraussetzung invertierbare Endpunkte. Mit 4.3.26 erhilt man

Sf(M(*,,a)H(.’a)M(.’a), [0,1]) = Sf(M(f’b)H(.’b)M(.’b), [0,1])
und damit

tret(J + K©,a), J + K(1,a)) = pret(J + Ko pys J + K p))
Mit 4.3.13 erhilt man daraus

trer(J + K,a),J + K(o,b)) + trer(J + Kpy,J + K(l,a))
= pret(J + Ko py, J + K1,a)) + pirer(J + K1,a), J + K p))

und folglich
pret(J + K0,a), J + Ko,p)) = tret(J + K10y, J + K p))
also sf(H(0,-),I) =sf(H(1,-),I). O

Von besonderer Bedeutung ist die Moglichkeit des Verzichts auf invertierbare Endpunkte bei
geschlossenen Wegen. Ist L : I — F, mit L, = Ly, so existiert zuniichst mit der Orthogonalpro-
jektion auf ker L, ein kompakter selbstadjungierter Operator K mit L, + K = L, + K € GL(H)
und folglich kann fiir Ly + K der Spektralfluss berechnet werden. Dieses Vorgehen ist zudem
unabhéngig von der Wahl des Operators K. Sind ndmlich K, K’ € K(H) zwei selbstadjungierte
Operatoren mit L, + K, L, + K’ € GL(H), so betrachte man die Homotopie H : [0,1] x I — F,
mit H(s,A\) = Ly + sK’' + (1 — s)K. Dann ist H(0,\) = Ly + K, H(1,\) = Ly + K’ und
beide Wege haben invertierbare Endpunkte. Da zudem H(s,a) = H(s,b) fiir alle s € [0, 1] ist
sf(L + K,I) =sf(L + K’,I) wegen des vorhergehenden Lemmas. Es ist also folgende Definition

sinnvoll.

4.3.31 Definition. Sei L : I — F, mit L, = L. Man definiert sf(L,I) = sf(L + K, I), wobei
K eKs(H) mit L, + K = Ly + K € GL(H).

Der Spektralfluss erweist sich nun als invariant unter freien Homotopien geschlossener Wege.

4.3.32 Lemma. Es sei H : [0,1] x [ — F, eine Homotopie mit H(s,a) = H(s,b) fiir alle
s € [0,1]. Dann ist

Sf(H(Ov ')v I) = Sf(H(]-v ')7 I)

90



Beweis. Der entscheidende Schritt des Beweises ist der Nachweis der Existenz eines selbstadjun-
gierten Operators K’ € K(H) mit

H(0,a)+ K',H(1,a) + K' € GL(H)

Hierfiir sei P die Orthogonalprojektion auf ker H(0,a) und @ die Orthogonalprojektion auf
ker(H(1,a) + P), so dass insbesondere H(0,a) + P € GL(H). Man definiere K’ = P + Q) €
Ks(H). Dann ist ker(H (1,a)+ P+eQ) = {0} und da H(1, a)+ P+eQ ein Fredholmoperator vom
Index 0 ist, erhdlt man aus der Fredholm-Alternative H(1,a)+ K’ = H(1,a)+P+eQ € GL(H).
Desweiteren ist
I1H(0,a) + K’ — (H(0,a) + P)|| =[ £ | |Q||
—_——
€GL(H)
und wegen der Offenheit von GL(H) C L(H) ist insgesamt fiir £ > 0 hinreichend klein
H(l,a)+ K',H(0,a) + K' € GL(H)

Man betrachte nun die Homotopie H (s, A) + K’. Dann sind H(0,A) + K', H(1,\) + K’ Wege
in F, mit invertierbaren Endpunkten und es ist H(s,a) + K’ = H(s,b) + K’ fiir alle s € [0, 1].

Damit erhélt man aus 4.3.30
sf(H(0,-),I) =sf(H(0,-) + K',I) =sf(H(1,-) + K',I) = sf(H(1,-),1)
O

4.3.33 Folgerung. Ist L : [ — F. mit L, = Ly und Ky ein Weg kompakter selbstadjungierter
Operatoren mit K, = Ky, so ist sf(L+ K, I) =sf(L,I).

Beweis. Die Aussage folgt mit der Homotopie H (s, \) = Ly + sK direkt aus 4.3.32. O

Bisher wurde lediglich der Spektralfluss fiir Wege in F, betrachtet. Es soll nun kurz erliutert
werden, wie diese Definition auf Wege in Fy ibertragen werden kann.
Es sei hierfiir L : I — F (H) ein allgemeiner Weg selbstadjungierter Fredholmoperatoren. Man

wihle einen unendlichdimensionalen separablen Hilbertraum Hy und versehe
H=Hy,® H ® Hp

mit dem kanonischen Skalarprodukt das diese Summe orthogonal macht. Man betrachte nun den

Operator
L:H— H, L(u,v,w) = (u, Lv, —w)

Dieser Operator ist in F, und entsprechend erhiilt man zu jedem Weg L : I — F einen zugeho-
rigen Weg L in F,. Hat der urspriingliche Weg L invertierbare Endpunkte, so gilt dies auch fiir

L und man kann
sf(L) = sf(L)

definieren. Zu dieser Definition sind nun zwei wichtige Beobachtungen zu machen.
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e Im Fall eines Weges L : I — F, stimmt diese Definition mit der urspriinglichen {iberein.

e Alle bewiesenen Rechenregeln gelten auch fiir den allgemeinen Spektralfluss auf F.

Die Beweise dieser Aussagen erhélt man ohne grofse Miihe aus der Definition des allgemeinen
Spektralflusses, da die Operatoren auf den hinzugenommenen Komponenten konstant sind. Be-
deutend ist nun, dass diese Definition des Spektralflusses sich gerade mit dem heuristischen

Zugang deckt, der in der Einleitung dieses Kapitels gegeben wurde.
4.3.34 Lemma. Es sei L: [ — Fy mit Ly, Ly € GL(H). Dann ist
SH(L, ) = insorse(La) — intorse(Ly), falls L: T — Fy
SE(L, I) = inrorse(—Ly) — intorse(—La), falls L:1 — F_
Beweis. Der Beweis wird in drei Féllen behandelt:

Fall 1 L(I) sei in einer einzelnen Calkin-Aquivalenzklasse enthalten.
Mit einem hinreichend kleinen € € p(L,) N (0,00) und einem hinreichend grofen s > 0
ist der Operator T' = L, + sE(_ <) (Lqa) positiv definit und Calkin-dquivalent zu L, und
folglich auch zu L. Mit 4.3.27, 4.3.13 und 4.3.9 erhilt man hieraus

Sf(L, I) = Nrel(La; Lb) = ﬂlrel(Laa T) + Hrel (Ta Lb)
= /’Lrel(Laa T) - ,U"rel(Lb7 T) = iMorse(La) - ZbMo’rse(Lb)

Fall 2 Es seien L,, Ly positiv definit.
Da sowohl .7:"+ als auch die Menge der positiv definiten selbstadjungierten Operatoren

konvex ist, definiert die Homotopie
sLy+(1—s)id, 0<s<1l,a<A<b

eine Deformation von L auf einen konstanten Weg, wobei H (s, a), H(s,b) € GL(H) fiir alle
€ [0, 1]. Damit ist wegen 4.3.29 und 4.3.25 sf(L,I) = 0.

Fall 3 Fiir den allgemeinen Fall seien K,, K; kompakte, selbstadjungierte Operatoren, so dass
L, + K, und Ly + K, positiv definit sind. Man definiere

Ay =Lo+ (1=t)K,, By = Ly + tK, fiir t € [0,1]

Dann ist der Weg C = A% L* B in ]:"+ mit selbstadjungierten Endpunkten und man erhélt

aus dem zweiten Fall und 4.3.28
sf(A,[0,1]) + sf(L, [a,b]) + sf(B,[0,1]) =0

Wegen des ersten Falles und der positiven Definitheit von L, + K, L, + K; erhdlt man
schliefllich

SE(L, T) = —sf(A, [0,1]) — sf(B, [0, 1))
= _(iMorse(La + Ka) - Z.Mm“se(La)) - (iMorse(Lb) - Z.Mm“se(Lb + Kb))

- iMorse(La) - Z.Morse(Lb)
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Der Beweis der zweiten Aussage verlauft analog.
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4.4 Eindeutigkeit des Spektralflusses

In diesem Abschnitt wird der soeben definierte Spektralfluss als Homomorphismus

71'1(.7:*) — 7

betrachtet. Insbesondere wird sich diese Abbildung unter der in Abschnitt 4.2.2 zitierten unendli-
chen Zyklizitit der betrachteten Fundamentalgruppe als bijektiv erweisen und hiermit zusétzlich
den Beweis einer Aussage erméglichen, die jede dem Spektralfluss “dhnliche” Abbildung als be-
reits mit diesem identisch nachweist. Die hier gegebene Darstellung ist iberwiegend an [Les03,
Chapter 5.2] angelehnt.

Fiir einen topologischen Raum X und einen Unterraum Y C X bezeichne Q(X,Y) die Men-
ge aller Wege v : [a,b] — X mit v(a),v(b) € Y. Zudem bezeichne 7;(X,Y) die Menge aller
Homotopieklassen in Q(X,Y).

Fiir eine Abbildung p: Q(X,Y) — Z betrachte man die folgenden Eigenschaften
(K) Ist fiir 71,72 € Q(X,Y) der Weg 71 * 2 definiert, so ist

(v *v2) = (1) + p(y2)

(H) p induziert eine wohldefinierte Abbildung p: 71(X,Y) — Z.
4.4.1 Bemerkung. Erfillt p: Q(X,Y) — Z die Eigenschaften (K) und (H), so ist fiir jedes zp € Y
die Einschrankung von p auf Q(X, z¢) ein Homomorphismus 71 (X, z¢) — Z.
4.4.2 Bemerkung. Mit Erfiillung der Eigenschaft (H) folgt unmittelbar das Verhalten von p unter

Umparametrisierungen eines Weges in Q(X,Y).

4.4.3 Lemma. FEine Abbildung 1 : Q(X,Y) — Z die der Bedingung (K) geniigt erfillt genau
dann (H), wenn p invariant unter Homotopien mit festen Endpunkten ist und p(vy) = 0 fir jedes
v e QY).

Beweis. Existiert u: 71(X,Y) — Z, so ist die Invarianz unter Homotopien mit festen Endpunk-
ten trivial. Fiir die zweite Behauptung ist zunéchst fiir jeden konstanten Weg p(y) = pu(y*vy) =
w(y) + (), also p(y) = 0. Ein Weg v : [a,b] — X mit v([a,b]) C Y ist nun aber mit der
Homotopie v5(t) = v(st) in Q(X,Y’) homotop zu dem konstanten Weg ~(0).

Fiir die Umkehrung sei H : I X [a,b] — X eine Homotopie mit H(s,a), H(s,b) € Y fiir alle
s € [0,1]. Damit sind aber H(-,a), H(-,b) Wege in Y und H(0, -) ist homotop zu

H('aa) *H(lv) *H('ab)il
mit festen Endpunkten. Man erhélt damit unter den gegebenen Voraussetzungen

u(H(0,-)) = u(H(-,a)) + u(H(1,-)) = p(H(-, b)) = p(H(1,-))
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4.4.4 Lemma. F, NGL(H) ist wegzusammenhdingend.

Beweis. Es sei J € J fest gewihlt. Ist nun T € F, N GL(H), so lehrt ein Blick in den Beweis
von 4.3.20 die Existenz eines M € GL(H) mit MTM* = J. Mit Kuipers Theorem 4.1.7 sei nun
~v:[0,1] - GL(H) ein Weg mit v(0) = M,~(1) = id. Dann ist

0,1] 5t = y(H)T ()" € F.
ein Weg in F, N GL(H) der .J und T verbindet. O

Das folgende Resultat wird im Beweis der Eindeutigkeit des Spektralflusses benotigt, ist aber

offenbar auch unabhingig hiervon bedeutsam.
4.4.5 Satz. Fiir jedes J € J definiert der Spektralfluss einen Isomorphismus
sf : 71'1(.7:'*,J) — 7

Beweis. Mit 4.3.28 und 4.3.29 ist sf : m;(F,,J) — Z ein Homomorphismus. Zudem wurde im
Abschnitt 4.2.2 auf die Isomorphie 71 (F.) = Z hingewiesen. Folglich geniigt es einen Weg L :
[a,b] — F. mit L(a) = L(b) = J und Spektralfluss 1 anzugeben.

Nach Definition von J ist

J=P, —P_ —P,

wobei P, P_, Py Orthogonalprojektionen sind mit P, +P_+ Py = id, dimker P, = dimker P_ =
oo und dimim Py = 1. Man betrachte hiermit den Weg

L:[-1,1]— F., t— P, —P_+tP,
Damit ist L_; = J und man erhélt aus 4.3.27

st(L,[-1,1]) = prer(L—1, L1)
=dim(im(E_(L_1)) Nker(E_(L;1))) — dim(im(EF_(Lq)) Nker(E_(L_41))) =1

Mit L_1,L, € GL(H) existiert wegen 4.4.4 ein Weg in F, N GL(H) von L; nach L_;. Dieser
Weg hat wegen 4.3.25 Spektralfluss 0 und man erhélt mit 4.3.28 durch Aneinanderhéingen beider
Wege einen geschlossenen Weg mit Spektralfluss 1 und Basispunkt J. O

4.4.6 Satz. FEs sei H ein unendlichdimensionaler separabler Hilbertraum und
w: QUF., F.NGL(H)) — Z

eine Abbildung, die (K) und (H) erfiillt. Zudem existiere ein ~ € Q(F., F, NGL(H)) mit u(y) =
sf(y) = 1. Dann ist

p=sf:QF.,, F.NGL(H)) — 7Z
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Beweis. Es sei J € J gewihlt. Da wegen 4.4.4 F, NGL(H) wegzusammenhéngend ist, existieren
Wege 41,72 : [ — Fo NGL(H) mit 7, (0) = J, 41(1) = y(a), 52(0) = ~(b) und F5(1) = J. Damit
ist unter Verwendung von 4.4.3

p(F v *52) = p(1) + p(y) + p(¥2) = 1 =sf(f1) + sf(y) +sf(92) = sf(F1 % v * 32)

und folglich definiert 47 %~y * 2 einen Erzeuger von m; (.7:'*, J), auf dem p und sf tibereinstimmen.

Damit ist wegen 4.4.5
p=st:m(F.,J)—7Z (4.4.1)

Es sei nun n € Q(ﬁ*,.ﬁ* N GL(H)) beliebig gegeben. Wiahle v1,72 : I — F. N GL(H) mit
71(0) = J, v1(1) = n(0), 72(0) = n(1) und v2(1) = J. Damit ist v, * 1 * y2 ein geschlossener Weg
mit Basispunkt J und man erhilt aus (4.4.1)

p(n) = p(y1) + p(n) + p(v2) = plyn * poxy2) = sty * p*2)
= sf(y1) + st(n) + st(72) = sf(n)
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4.5 Alternative Konstruktion des Spektralflusses

Es soll nun eine weitere Moglichkeit der Definition des Spektralflusses aus dem Artikel [Phi96]
dargelegt werden und unter Ausnutzung des Resultates 4.4.6 ihre Gleichheit mit der obigen
Definition gezeigt werden. Dass nun zwei Definition des Spektralflusses bereitstehen wird im

letzten Teil dieser Arbeit gewinnbringend Verwendung finden.

4.5.1 Lemma. Fiir B € F, ezistiert a > 0 und eine offene Umgebung N C F. von B, so dass
N > 8+ X[—a,q)(S) € L(H) stetig und fiir jedes S € N von endlichem Rang ist.

Beweis. Da B ein selbstadjungierter Fredholmoperator ist existiert ein a > 0, so dass +a ¢ o(B)
und X[—q,q)(S) eine Projektion von endlichem Rang ist. Wegen der Abgeschlossenheit von o(B)
existiert ein € > 0 mit ([—a —e,—a+¢]Ufa —e,a+¢]) No(B) = 0. Nun ist die Menge

N ={SeF.:([~a—e,—a+elUla—e,a+e])Na(S) =0} C F,

wegen 1.2.14 offen und auf dieser Menge ist die Abbildung S — X|_4,q](S) stetig?. Man definiere
nun die wegen der Stetigkeit von S+ x[_4,4)(5) offene Teilmenge

N ={S € N1 : [[X[-0,a)(S) = X[-a,a)(B)|| < 1}
Aus 1.2.13 erhilt man damit abschliefend
dim(X[—q,q] (5)) = dim(X[—q,q (B)) < 00
fiir alle S € N. O

Es sei B : [a,b] — F. ein stetiger Weg. Wegen der Kompaktheit von [a, ] und dem vorigen
Lemma kann man nun eine Zerlegung a = 29 < 21 < ..., < 2, = b von [a, b] und positive Zahlen

ai,as,...,a, wahlen, so dass fiir jedes i = 1,2,...,n die Funktion
[xiflaxi] 9 t = X[,ai’ai](3t> E E(H)

stetig und jedes Element des Bildes von endlichem Rang ist. Man betrachte nun die Summation

n

w(B) = (tk(X0,0, (B(w1))) = tk(X[0,0,) (B(2-1)))) (4.5.1)
k=1

4.5.2 Lemma. (4.5.1) ist unabhdngig von den getroffenen Wahlen, hingt also nur von der
Funktion B : [a,b] — F, ab.

Beweis. Offenbar geniigt es hierfiir die Invarianz von (4.5.1) unter folgenden Operationen nach-

zuweisen:

9Mit der Definition von N kann miihelos eine auf R stetige Funktion angegeben werden, die fiir jedes S € Ny
auf o(S) mit x[_q 4] libereinstimmt. Die Stetigkeit folgt damit aus 1.2.17
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Abbildung 4.7: Zur Berechnung von p: Darstellung des Spektrums von B; in einer Umgebung

von 0. Die horizontalen Linien markieren hierbei die Werte der a; aus der Definition von u.
1. Verfeinerung der Zerlegung von [a, b] unter Beibehaltung der projektionswertigen Funktio-
nen auf der feineren Zerlegung.

2. Verdnderung der Wahl der a; unter Beibehaltung der Zerlegung.

zu (1) Ist 2, € [x;-1,2;] ein zusdtzlicher Punkt fiir ein ¢ = 1,...,n, so wird in (4.5.1) der Term

1k(X[0,a,](B(7«))) sowohl hinzuaddiert als auch wieder subtrahiert.

zu (2) Es sei [c,d] C [a,b] ein festes Teilintervall, x(_q, q,](B¢) und X[_q,. q,)(Bt) zwei stetige
Funktionen auf [c,d] wie in der Definition von (4.5.1) und 0.B.d.A. a1 > a2. Da zudem
ar,az ¢ o(By) fiir alle t € [c,d] ist t — X[0,0,](Bt) = X[0,a2](Bt) = X(a2,a:](B¢) eine stetige
Funktion auf [c, d] und damit rk(x[0,q,](B¢) — X[0,a2](Bt)) =: n lokal konstant und folglich
konstant auf [c,d]. Man erhélt schliefslich

rk(X[0,a1](Ba)) — tk(X[0,0,](Be)) = (rk(X[0,a5](Ba)) + 1) — (rk(X[0,a2](Be)) + 1)
= 1k(X(0,a5) (Ba)) — rk(X[0,a2] (Be))

Es ist aus der Definition klar, dass p die Additivitatsbedingung (K) erfiillt.
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4.5.3 Satz. u ist invariant unter Homotopien mit festen Endpunkten.

Beweis. Zunichst kann eine wichtige Beobachtung gemacht werden: Sind S,T € F. in einer
Umgebung N wie in Lemma 4.5.1, so besitzt p fiir alle ganz in N verlaufende Wege von S nach
T den gleichen Wert.

Es seien nun B : [a,b] — F, und B’ : [a,b] — F, zwei Wege und H : [0,1] x [a,b] — F, eine

Homotopie mit

H(0,t) = B, H(1,t) = By fiir alle t € [a,b]
H(s,a) = B, = B, fiir alle s € [a, b]
H(s,b) = By = By fiir alle s € [a, b]

Wegen der Kompaktheit von H([0,1] x [a,b]) € F, kann man eine endliche offene Uberdeckung

H([0,1] x [a,b]) = UNi

wahlen, die aus Umgebungen wie in Lemma 4.5.1 besteht. Bezeichnet nun ¢y > 0 die Lebesgue-
nummer der offenen Uberdeckung

N

[0,1] x [a,0] = | H~'(IV))

i=1
so ist das Bild jeder Teilmenge von [0, 1] X [a,b] mit Durchmesser < & in einem der N; enthal-
ten. H kann nun in eine endliche Folge "kurzer” Homotopien zerlegt werden, indem man eine
Zerlegung von [0, 1] in abgeschlossene Intervalle Ji, k =1,..., M der Linge < % wahlt und die
Einschrinkungen H |, x[a), ¥ = 1,..., M betrachtet. Fiir ein fest gewéhltes k € {1,..., M} be-
zeichne nun zur Vereinfachung der Schreibweise B und B’ Anfangs- und Endkurve der Homotopie
H |}, x[a,p)- Nun kann aber auch [a,b] in eine endliche Anzahl von Intervallen J,l=1,...,M
zerlegt werden, so dass H (Jj x jl) stets in einem der IV; enthalten ist. Man betrachte damit das
folgende Bild

ﬁ [3 N = £ i”N":;

Mit der eingangs gemachten Bemerkung der Gleichheit von p fiir Wege die ganz in einem N;
verlaufen, ist aber in jedem N; der Wert von p des oberen Weges und des unteren Weges gleich.
Wegen der bereits nachgewiesenen Giiltigkeit der Eigenschaft (K) ist nun die Summe {iber die u
der unteren Wege gleich u(B). Da sich aber die u der vertikalen Wege paarweise annullieren ist
die Summe aller i der oberen Wege gerade p(B’) und man erhilt insgesamt p(B) = u(B’). O
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4.5.4 Folgerung. 1 : Q(F,, F, N GL(H)) — Z erfillt die Bedingung (H).
Beweis. Wegen 4.4.3 geniigt es nachzuweisen, dass u(B) = 0 fiir jeden Weg
B:[a,b] — F. NGL(H)

Ist B ein solcher Weg, so existiert wegen der Offenheit von p(B;) fiir jedes t € [a,b], 1.2.14 und
der Kompaktheit von [a,b] ein § > 0, so dass o(B;) N (—4§,0) = O fiir alle ¢ € [a,b]. Mit der nun
stetigen Funktion

[a,b] 5t — x_s 5,(Bt) € L(H)
erhélt man aus (4.5.1) unmittelbar p(B) = 0. O
4.5.5 Satz. Es ist u=sf: Q(F,, F, NGL(H)) — Z.

Beweis. Wegen 4.5.4 und der bereits genannten Erfiilltheit der Bedingung (K) geniigt es mit
4.4.6 einen Weg B € Q(F,,F. N GL(H)) mit u(B) = sf(B) = 1 anzugeben. Hierfiir seien
P,,P_,Py € L(H) Orthogonalprojektoren mit Py + P_ + Py = id und

dimker(Py) = dimker(P_) = co
I’k(Po) =1

Man betrachte hiermit den Weg
B:[-1,1] = F., t— Py — P_ 4+ P,
Dann ist B_1, By € GL(H) und mit 4.3.27

sf(B, [a,b]) = pre(B-1,B1)
= dim(im(E_(B_1)) Nker(E_(By))) — dim(im(E_(B;)) Nker(E_(B_1))) =1

Desweiteren ist aber offenbar auch u(B) = 1 und folglich die Behauptung bewiesen. O
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4.6 Bemerkungen

Nach diesen recht ausgiebigen Betrachtungen zum Spektralfluss sollen einige abschlieftende Be-

merkungen gemacht werden.

e Die Definition des Spektralflusses aus [Phi96] ist fiir selbstadjungierte total indefinite Fred-
holmoperatoren auf reellen und komplexen Hilbertrdumen anwendbar und auch in beiden
Varianten anzutreffen. In [Phi9] wird auch lediglich von einem Hilbertraum gesprochen
ohne einen konkreten SkalarenkOrper zu benennen, wobei ein Teil dieser Arbeit sich mit
den im ersten Teil dieses Kapitels gegebene topologischen Betrachtungen beschiftigt, wobei
der Inhalt von [AS69] in aller Kiirze zusammengefasst wird um den Spektralfluss als Iso-
morphimus der Fundamentalgruppe wie in 4.4.5 nachzuweisen. Dieser Teil der Arbeit kann
allerdings aus mehreren Griinden nur den komplexen Fall des Spektralflusses betreffen,
da beispielsweise mit Verweis auf den Artikel [AS69] die Fundamentalgruppe des Raumes
F, wegen einer Homotopiedquivalenz Fo~U (00) als unendlich zyklisch erkannt werden
soll. Wegen 4.2.2 kann eine solche Homotopiedquivalenz allerdings im reellen Fall nicht

bestehen..

e Mit der Definition des Spektralflusses nach Phillips erhélt man aus der Invarianz des Spek-
trums unter Komplexifizierung und der Beziehung E(TC, \) = E(T,\)® (vgl. hierzu 1.2.1)

unmittelbar die Invarianz des Spektralflusses unter Komplexifizierung:

4.6.1 Lemma. Fiir einen Weg L : [a,b] — F.(H) mit invertierbaren Endpunkten ist

sf(L, [a,b]) = sf(LE, [a, b])

e Bei Betrachtung von Artikeln zum Spektralfluss scheint eine wirklich wesentliche Erkennt-
nis der Darstellung des Spektralflusses aus [FPR99| die Invarianz unter der kogredienten
Wirkung zu sein, die wegen des Eindeutigkeitsresultates 4.4.6 nun auch fiir die populé-
re Definition aus [Phi96] gilt. Beispielsweise findet man in [BF98, Theorem 4.2] in einer
Auflistung der wesentlichen Eigenschaften des Spektralflusses lediglich die durchaus leicht
einzusehende Invarianz unter der Einschrinkung der kogredienten Wirkung auf die ortho-
gonalen Operatoren.

Umso bemerkenswerter ist, dass bereits jede Abbildung
w: QUF., F.NGL(H)) — Z

die nur die Eigenschaft (H) erfiillt invariant unter der vollen kogredienten Wirkung ist. Der
Beweis dieser Aussage ist eine geradlinige und einzeilige Anwendung des Theorems von
Kuiper, die in [CFP00, Lemma 3] zu finden ist.

o In dem Artikel [PPT04] zur Morse Theorie semi-Riemannscher Geodéten werden beide hier

beschriebene Definitionen des Spektralflusses verwendet. Zu den dort gemachten Aussagen

101



kénnen nun zwei Bemerkungen gemacht werden. Zum Einen erweckt die dort gegebene
Beschreibung des Spektralflusses aus [FPR99] den Eindruck, dass die Invarianz unter der
kogredienten Wirkung eine Konsequenz aus dieser Konstruktion des Spektralflusses ist.
Wie eben bemerkt ist dieses Resultat aber wesentlich elementarer. Zum Anderen wird ohne
jegliche Begriindung das Bestehen einer Homotopiedquivalenz Fy ~ U(c0) im reellen Fall
behauptet. Mit den Resultaten des Abschnittes 4.2.2 kann eine solche Abbildung jedoch

nicht existieren.

Der Artikel [FPR99| besitzt eine durchaus ausfiihrliche Einleitung, in der insbesondere
einige Referenzen zu weiteren Konstruktionen des Spektralflusses und deren Anwendungen
im reellen und komplexen Fall genannt werden. Es bleibt hierbei rétzelhaft, warum weder
die offenbar so populdre Darstellung von [Phi96], noch die Isomorphismuseigenschaft des
Spektralfluss auf der Fundamentalgruppe Erwidhnung finden.
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Kapitel 5

Der Maslov Index

In diesem Kapitel wird mit dem Maslov Index das in der bisherigen Entwicklung entscheiden-
de Werkzeug der Theorie konjugierter Punkte entlang semi-Riemannscher Geodédten prasentiert.
Zum im letzten Kapitel behandelten Spektralfluss konnte mit 4.4.6 ein Resultat erzielt werden,
dass es erlaubt unter dem Namen Spektralfluss auftretende Definitionen als identisch zu erken-
nen. Ebenfalls wird man an vielen Stellen der Literatur auf den Begriff des Maslov Indez stossen.
Es ist zunéchst wichtig darauf hinzuweisen, dass trotz des identischen Namens diese verschie-
denen Definitionen im Allgemeinen keinesfalls iibereinzustimmen brauchen!. Hier werden die
Betrachtungen zum Maslov Index aus dem Artikel [MPTO00] présentiert, der zugleich einer der
grundlegenden Arbeiten der Theorie semi-Riemannscher Geodéten ist. Unter Hinzunahme von
[PT00a] wird dabei versucht die nicht immer einfach zu verstehende Darstellung aus [MPT00] in

einer zuginglichen Form zu présentieren.

IMan vergleiche beispielsweise [Arn67] fiir die urspriingliche Definition. Eine recht ausfiihrliche Liste von
Literatur zum Maslov Index ist im Vorwort von [PT00a] zu finden
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5.1 Grundlagen zu symplektischen Raumen

Es sei stets V' ein symplektischer Vektorraum der Dimension 2n mit symplektischer Form w.

Bekanntlich besitzt V eine Vektorraumbasis {e1,...,ea,}, so dass

w(en_,_j,ej) = 70)(6]'76“_“') = 1, ] = 17. )

w(es;,e;) =0, falls |i — j| #n

die im Folgenden eine symplektische Basis von V genannt wird. Eine komplexe Struktur
fiir V ist eine lineare Abbildung Z : V — V mit Z? = —id. Hierdurch wird auf V die Struktur
eines komplexen Vektorraums induziert, wobei 7 gerade der Multiplikation mit der imaginiren
Einheit i entspricht?. Eine komplexe Struktur Z wird kompatibel mit der symplektischen Form
w genannt, falls die Bilinearform w(Z-,-) ein Skalarprodukt auf V ist.

Eine lineare Abbildung T' : V; — V5 zwischen zwei symplektischen Vektorrdumen (V1,wq), (Va,ws)
gleicher Dimension wird Symplektomorphismus genannt, falls we (T2, Ty) = w1 (x,y) fiir alle

z,y € V1.

Es sei nun R?" durch (21, ...,72,) = (21,...,2n) +i(Tni1,- . ., Ton) mit C" identifiziert. Hiemit
erhdlt man durch Zy(e;) = enyj,Zo(ent;) = —e; fiir j = 1,...,n eine komplexe Struktur Z
fiir R?", wobei {ey,...,ea,} die kanonische Basis dieses Raumes bezeichne. Im Folgenden wer-

de mit x - y das gewShnliche euklidische Skalarprodukt auf R?" und mit (z,y) das gewShnliche
hermitesche Skalarprodukt auf C™ bezeichnet. Damit ist fir = (z1,...,2Z2,),y = (Y1, -, Y2n)

2n n
(2,y) = inyi +iz (itn¥i — Tilign) = T -y + iwo(z,y)
i=1 i=1

wobei wy eine symplektische Form auf R?™ ist, die als kanonische symplektische Form des R2"
bezeichnet wird. Hiermit ist die kanonische Basis des R?" eine symplektische Basis fiir (R?", wy)

und Zy eine kompatible komplexe Struktur. Zudem ist wo(z,y) = (Jz) - y mit

g 0 id
—id 0

Ein Unterraum W C V heifit isotrop, falls w |yy= 0 und lagrange, falls zudem dim W = n. Es
ist nicht schwer zu sehen, dass sich dies gerade mit der offensichtlichen Bedeutung von maximal
isotrop deckt.
Fiir eine Zerlegung V' = Lo @ L; in Lagrange-Unterrdume Lo, Ly C V sei D, 1, : L1 — Lg
gegeben durch

’DL07L1 (”U) = w(vv ) |L0

Da die Form w nicht entartet ist, erhilt man unmittelbar die Injektivitdt dieser Abbildung, die

sich folglich als eine Isomorphismus herausstellt®.

2Diese Prozedur ist grundlegend verschieden zu der im ersten Kapitel eingefiihrten Komplexifizierung eines

beliebigen reellen Vektorraumes.
3Man mége sich diesen Isomorphismus gut einprigen. Er spielt eine fundamentale Rolle bei der Definition der

Lagrange- Grassmannschen
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5.1.1 Lemma. Es sei (V,w) ein symplektischer Vektorraum und Lo C V' Lagrange.
1. 'V besitzt eine kompatible komplexe Struktur.

2. Es existiert L1 C V Lagrange mit V = Lo® L. Zudem ezxistiert zu jeder Basis {e1,...,en}
von Lo eine Basis {ept1,...,ean} von Ly, so dass {e1,...,ea,} eine symplektische Basis

von V ist.

3. Fiir jeden Isomorphismus 1) : Lo @ {0} —» R"® {0} und Ly CV Lagrange mit V = Lo® L,
existiert ein Symplektomorphismus 1 : (V,w) — (R*",wy) mit |Low{0y= ¥ und Y(L1) =
{0} ® R™.

Beweis. 1. Mit der Wahl einer symplektischen Basis von V' erhilt man einen Symplektomor-
phismus ¢ : (V,w) — (R®",wp). Mit Z = ¢~ 'Zyp ist 72 = —id und

w(Tx,y) = w(e ™ Topz,y) = wo(Zowr, py) Vz,y eV
Folglich ist Z : V' — V eine kompatible komplexe Struktur fiir V.

2. L; erhélt man nach Wahl einer kompatiblen komplexen Struktur Z fiir V' aus L; = Z(Lg).
Mit einer beliebigen Basis {e1, ..., e, } von Lg sei fi = (Dr,.,) *(e') € Ly, wobei {e*,...,e"}
die duale Basis beziiglich {e1,...,e,} bezeichne. Nun ist w(e;,e;) = 0 = w(f;, f;) fiir alle

i,7=1,...,n und
w(ei, fj) = —w(fj,ei) = _ej(ez') = —0ij
Damit ist {e1,...,€n, f1,-.., fn} eine symplektische Basis von (V,w).

3. Mit der Basis {'"!(e1),...,97(e,)} erhiilt man die Fortsetzung von + unittelbar aus der
vorhergehenden Aussage.
O

Die symplektische Gruppe Sp(V,w) ist die abgeschlossene Lie-Untergruppe von GI(V)
bestehend aus allen Symplektomorphismen von (V,w). Thre Liealgebra sp(V,w) besteht aus allen
linearen Abbildungen H : V — V mit

w(Hz,y)+w(z,Hy) =0 Vr,yeV

wobei diese Gleichheit dquivalent zur Symmetrie der Bilinearform w(H-,-) auf V' ist (vgl. hierzu
[AbbO1, S. 3-4]).

Im speziellen Fall (V,w) = (R?",wy) werde die Untergruppe von GI(2n,R) bestehend aus den
unitiiren Transformationen beziiglich des kanonischen hermiteschen Produktes auf R?" 22 C" mit
U(n) bezeichnet. Da wg der Imaginérteil des hermiteschen Produktes ist und somit invariant unter
Anwendung von Elementen aus U(n) ist, ist U(n) eine Untergruppe von Sp(n,R) := Sp(R?", wy).
Desweiteren bezeichne O(n) die orthogonale Gruppe des R™ und SO(n) wie gewohnlich die
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Untergruppe von O(n) bestehend aus den Matrizen mit Determinante 1. Fiir ¢» € O(n) ist
mit der im ersten Kapitel eingefiihrten Komplexifizierung stets ¥ € U(n), womit sich O(n)
als Untergruppe von U(n) C Sp(n,R) auffassen lasst. Durch Betrachtung der darstellenden
Matrizen als Abbildungen auf R?" erhiilt man, dass O(n) unter dieser Identifizierung gerade aus
den Elementen von U(n) besteht, die den Unterraum R™ @ {0} C R?" invariant lassen.
Bekanntlich sind U(n),O(n), SO(n) kompakte Lie-Gruppen und Sp(n,R) eine nicht kompakte
Lie-Gruppe.
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5.2 Die Lagrange-Grassmannsche

Fir £ = 0,...,2n bezeichne Gi(V) die Grassmann-Mannigfaltigkeit bestehend aus allen k-
dimensionalen Unterrdumen von V. Von besonderer Bedeutung fiir die Definition des Maslov
Index ist die Teilmenge

A =A(V,w) ={L c V: L Lagrange-Unterraum} C G, (V)

die sich als eingebettete Untermannigfaltigkeit von G,,(V') herausstellen wird. Sowohl zur hier
gewihlten Definition des Maslov Index als auch fiir Anwendungen auf konjugierte Punkte semi-
Riemannscher Geodéten ist der mdoglichst direkte Umgang mit diesem Objekt unverzichtbar,
womit insbesondere ein moglichst gutes Verstandnis der Karten wiinschenswert ist. Eine ganz
andere und wesentlich kiirzer darzustellende, dafiir aber in diesem Kontext wenig hilfreiche De-

fintion findet man beispielsweise in [Arn67].

5.2.1 Die Grassmannsche

Bekanntlich besitzt G (V') die Struktur einer glatten, kompakten Mannigfaltigkeit der Dimension
kE(2n — k). Man vergleiche hierzu etwa [MiSta74, § 5] oder [Lee03, Example 1.24]. Dennoch soll
hier explizit ein Atlas fiir G;(V') angegeben werden, da die Einschrinkungen dieser Karten auf
A im Fall k = n einen Atlas fiir A definieren.

Fiir die Darlegung der Grundlagen zur Grassmannschen sei voriibergehend V' ein beliebiger
Vektorraum der Dimension n.

Fiir V =Wy @ Wi mit dim Wy = k und dim Wy = n — k bezeichne fiir T € L(W,, W7)

graph(T) = {v+Tv: v € Wy} € Gr(n)

den Graphen von T. Mit GO(W;) = {W € Gi(n) : W N Wy = {0}} bestiitigt man miihelos fiir
jedes Paar (Wy, W) wie oben die Bijektivitit der Abbildung

Uwo,w, : GR(Wi) — L(Wo, W1), Wyyw, (W) =T = (m1 |lw) o (o |lw) ™"

wobei my 1 Wy & W7 — Wy und m; : Wy & W7, — Wi die Projektionen bezeichnen. Damit
ist \IIEV%),Wl die Abbildung, die jedem T € L(Wpy, W;) ihren Graph graph(7') zuordnet. Diese
Abbildungen werden den glatten Atlas von Gy(n) definieren.

Fiir einen weiteren k-dimensionalen Unterraum W) mit V' = W{ & W; bezeichne im Folgenden
nL}VV;Wé : Wy — W{ den durch (x, : Wi & W1 — W) |w, gegebenen Isomorphismus.

5.2.1 Lemma. Es seien Wy, Wi, W1, W{ C V mit dimWy = dimW{} = k und Wy & W =
Wie Wy, =Wy o W.

1. Wy w, o (Wywyw,) ™" s L(Wo, Wh) — L(Wg, Wh) ist gegeben durch
(Tww, © (Prwgw,) " )(T) = (75 lwy +T) 0yt 4y,
wobei w7 : W, @& Wy — Wy die Projektion bezeichne.
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2. T € L(Wy, Wy) ist genau dann im Definitionsbereich von Wy, w; o (U, wr )Y, wenn
idw, + (7§ |lw,) o T € GL(Wy) und es ist

(wowy © (Crwo,w,) ™ )(T) = 1y g © T o (idwy + (g |wy) 0 T) !
wobei w) : Wo @ W{ — W,y die Projektion bezeichne.

Beweis. Zum Beweis der ersten Behauptung sei € W{. Dann ist mit 7 + 77 = 0

! ! !
x+ (7] lw, +T) oo |W6x:x+7717r0x—|—T770x=7r1x+770x+7r1770x+T770m

4% W
= mox + T'mox = nW(}]yWOz + T”WE,WO"E

und folglich graph(T") = graph((7] |w, +7T) o UVVEQ w,)- Nach Definiton der Abbildungen W ist
damit die Aussage gezeigt.
Fiir den Beweis des ersten Teils der zweiten Aussage beachte man zuniichst, dass der Definiti-

onsbereich von Wy, s o (w,w,)” " gerade durch G} (W) gegeben ist. Es ist aber

graph(T) € GY(W}) <= x + Tz ¢ W] Va € Wy \ {0}
= m(z+Tz)=z+7m,Tex=z+mr,| WiTz #0Vx € Wy \ {0}

Den zweiten Teil der Aussage erhélt man, da die Gleichung
x+ ) |w, T(idw, + 7} lw, oT) ‘e =3 +T%

stets durch © = (idw, + 7, |wy, T)Z mit idw, + 7} |lw, T € GL(Wy) gelost wird, womit offenbar

die Graphen beider Abbildungen iibereinstimmen. O

5.2.2 Satz. A= {Uy, w, : V=Wo®W1,dim Wy = k} ist ein glatter Atlas fir Gi(n) mit dem
Gi(n) die Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit der Dimension k(n — k) erhdlt.

Beweis. Da zu jedem Wy C V ein komplementérer Teilraum existiert, iiberdecken die Karten
Gr(n). Zudem ist das Bild eines jeden Kartengebietes unter der Karte eine offene Teilmenge des
Modells der Mannigfaltigkeit. Jegliche bisher betrachteten Kartenwechselabbildungen sind auf
offenen Teilmengen von L(Wy, W;) definiert und glatt. Da zu jeder Abbildung auch ihre Um-
kehabbildung betrachtet wurde, sind diese Abbildungen Diffeomorphismen. Damit ist allerdings
die allgemeine Vertréaglichkeit der Karten noch nicht bewiesen.

Sind nun Yy, w,, Yy w; € Amit GUWNGY(W1) # 0, so sind aber Wy wy und Wiy, yy sowie
Uy, wy und Wy, w, miteinander vertriaglich. Da aber die Definitionsbereiche von Wy, y; und
Uy, libereinstimmen, erhélt man die gewiinschte Vertréglichkeit von Wy, w, und \IlWé’W{“.
Abschliefend existiert nun zu je zwei Punkten aus Gi(V) ein Element aus A, so dass beide
Punkte im Definitonsbereich dieser einen Karte enthalten sind und indem man in der Definition
von A nur Abbildungen Wy, w, betrachtet, bei denen Wy und W von der Standardbasis des R™

4Die hier verwendete Ubereinstimmung der Definitionsbereiche ist natiirlich notwendig fiir diese SchluRweise.
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erzeugt sind, erhilt man sogar eine endliche Teilmenge von A, deren Definitionsbereiche G (n)
iiberdecken.

Uunter diesen Voraussetzungen besitzt Gy (n) eine eindeutige Struktur einer glatten Mannigfal-
tigkeit, so dass A ein glatter Atlas fiir Gi(n) ist (vgl. z.B. [Lee03, Lemma 1.23]). O

Man betrachte nun die Wirkung der Lie-Gruppe GL(V) auf G (n)
5.2.3 Lemma. Die Wirkung
GL(V) x Gi(n) = Gg(n), (A, W) — AW) (5.2.1)
ist glatt und transitiv.
Beweis. Die Transitivitét ist klar, Die Glattheit erh&lt man durch Darstellung der Abbildung in
Karten oder alternativ mit [Lee03, Example 9.32]. O

5.2.2 Definition der Lagrange-Grassmannschen

Das Ziel ist nun durch Einschrinkung der Karten von G, (V) die Struktur einer glatten ein-
gebetten Untermannigfaltigkeit auf A C G, (V) zu erlangen. Fiir einen endlichdimensionalen
Vektorraum V' bezeichne im Folgenden B(V) den Vektorraum aller Bilinearformen auf V' und

Bsym (V) C B(V) den Unterraum der symmetrischen Bilinearformen.

5.2.4 Definition. Es sei V = Ly @ L; eine Zerlegung in Lagrange-Unterrdume. Man definiere
Lo, : GA(L1) — B(Lg) durch

10,0, (W) =Dy, 0¥, r,(W)

wobei die iibliche Identifikation £(Lg, L§) = B(Lg) verwendet wird. Hiermit ist
Pro, ., (W) =w(T",") |, mit T =m [w o(mo \W)_l

Diese Abbildung ist als Komposition einer Karte von G, (V') mit dem Isomorphismus Dy, .,

offenbar ein Diffeomorphismus.

5.2.5 Lemma. Die Menge A ist eine glatte eingebettete Untermannigfaltigkeit von G, (V) der

Dimension in(n+1). Mit Ag(L1) = AN G2 (L) schrimkt sich jede der oben definierten Abbil-

dungen ¢r,.r, zu einer Karte fir A mit ¢, 1, : Ao(L1) — Bsym(Lo) ein.

Beweis. Es sei L € G2(Ly) und T = ¥y, 1,(L) € L(Lo,L1). Dann ist L genau dann ein

Lagrange-Unterraum, wenn
w+Tv,w+Tw) =w,Tw) +w(Tv,w) =0 Yv,w € Ly

Dies bedeutet aber gerade die Symmetrie der Bilinearform ¢y, 1, (L) = D1, © T. Da nun
Bgym(Lo) C B(Lg) ein Unterraum der Dimension in(n + 1) ist, folgt die Behauptung. O
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Mit den in 5.2.1 angegebenen Formeln fiir die Kartenwechsel in G, (V) kénnen nun ent-
sprechende Formeln fiir Kartenwechsel in A angegeben werden. Es sei an dieser Stelle darauf
hingewiesen, dass fiir eine lineare Abbildung 7" zwischen Vektorrdumen 7™ sowohl den Pullback
einer Bilinearform, als auch die duale Abbildung bezeichnen kann. Die jeweilige Bedeutung wird

stets aus dem Kontext ersichtlich sein.
5.2.6 Lemma. Es seien Lo, L1, L{, L} € A mit V =Lo® Ly = L{;® Ly = Lo ® L}. Dann ist
@110, © (PrLo.L,)” (B) = ¢ry 1, (Lo) + (Ufg,Lo)*(B) € Bsym(Ly)
fiir alle B € Boym(Lo) und
_ . L _ _
$Lo,L; © S"L;,Ll(B) = Bo(idg, + 77L;,L1 0 DLOI,L1 o B) le Bsym(Lo)
fiir alle B € g1, (Ao(L4) N Ao(£1))) € Buym(Lo)-
Beweis. Zunichst ist wegen 5.2.1
$Ly,Ly © ((pLo,Ll)_l(B) = DLB,Ll ° (ﬂJI |L0 +DZ()1,L1 ° B) o nfé,LU
wobei 71 : Lj @ L1 — L; die Projektion bezeichne. Nun ist aber leicht einzusehen, dass
— Ly * Tk *
DL67L1 o DLol,L1 = (77L67L0) i Ly — L6
Damit erh&lt man
erp1s © (PLosa) M(B) = Dryr, o (4 |Ly) o o + (F) 1) (B) € Buy(Lh)
Durch Einsetzen von B = 0 ist insbesondere
PLy, Ly (LO) = DLB,Ll o (7TZ/L ‘L[)) o n£é7L0

und die erste behauptete Beziehung gezeigt.
Die zweite Gleichung erhélt man mit 5.2.1 und Dy, 1, © n£f7L2 o DEO{Ll = idr; aus

—1 L -1 . L 1 _
PLo.Ls © Py, (B) = Drors © Ny .; © Pror, o Bo (idro + 11, Ly © Pry,z, ©B) '
. L _ _ N
= Bo(idp, +np} oDyl 0 B)™' € L(Lo, L)
]

5.2.7 Lemma. Fir jedes Ly € A ist der Tangentialraum Tp,A an Lo kanonisch isomorph zu
Boym(Lo); genauer: dr,pryr, @ Tr,A =N Boym(Lo) ist unabhdngig von der Wahl des komple-

mentdren Lagrange-Unterraums L.

Beweis. Mit V = Lo ® L1 = Lo @ Lo ist PLo,L1 (L()) = QOLO,LQ(LO) =0¢c Bsym(L()). Es geniigt
folglich Do(¢r,.L, © 90201,&) =idp,,,, (L, 71 zeigen. Mit 5.2.6 ist aber fiir B € £(Lo, Lg)

— . . . L _ _
Do(PLo.Ls ©PLa ., )(B) = (ide(py,Lg)B) o idr, +0Do((idL, + 1y 1, 0Dy o) )(B) =B

O
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Aus der Wirkung 5.2.3 von GL(V) auf G, (V) wird eine glatte Wirkung Sp(V,w) x A — A

induziert. Diese liefert die Natiirlichkeit der Abbildungen des vorhergehenden Lemmas.

5.2.8 Lemma. Fir jeden Symplektomorphismus ¢ € Sp(V,w) besteht ein kommutatives Dia-

gramm

d
Tp, A _ ¥ Ty 1) A

| |

Bsym (LO) L> Bsym(w(LO))

wobei die vertikalen Abbildungen die kanonischen Isomorphismen aus 5.2.7, 1& : A — A der
Diffeomorphismus mit L — (L) und die Abbildung 1. der Pushforward B — B(y~1- ~1.) ist.

Beweis. Es geniigt offenbar die Kommutativitdt des Diagrammes

No(L1) — 2= Ag(e(L1))
‘PLO,LI\L lw@w,w@l;
Buym(Lo) == Boym(¥(Lo))
nachzuweisen.
Mit den Projektoren 7; : Lo ® L1 — Ly, 7; : ¥(Lo) @ ¥(L1) — ¥(L;),i = 0,1 erhélt man
Ypomoyp ' =7, i=0,1
und folglich ist auf (L)

Yom |po(m ) o™ =Wom Loy ) o (o (m L) toy)
=(om |pop ") o (om | oy )
71 |y o(Fo lpr)) ™"
Damit ist aber fiir L € Ag(L1)
Vi (PLo,2, (L)) = Yu(w(my [z o(mo )7 +) [Lo)

w((my L o(mo [L)™) o ™ ™) [yLo)
wW ™ o &y |y ©(Fo lu) ) Lz

w1 |y ©Fo L)) ™) lu(Le)
= Py(Lo)w(L:) (W(L)) = (Py(Lo)wz,) © ¥)(L)

und die Kommutativitit des Diagramms nachgewiesen. O
Mit diesem Ergebnis ist zugleich die Ableitung der Abbildung

V:A—A; L U(L)
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als Pushforward-Operation bestimmt.

Die Wirkung von Sp(V,w) auf A induziert zudem fiir jedes feste Lo € A eine Abbildung
KLy - Sp(va w) - A7 KL()(/I:[}) = ¢(L0)
5.2.9 Lemma. FEs ist digrip,(H) =w(H-,") |L,, H € sp(V,w).

Beweis. Es sei Ly C V ein Lagrange-Unterraum mit V = Lo ® L; und ¢y, 1, die zugehdrige
Karte um L. Die Komposition der betrachteten Abbildung mit der gewéhlten Karte ist nun in

einer Umgebung von id € Sp(V,w) auf der mg o (¢ |1,) invertierbar ist gegeben durch

Y= (PLo,L, © kL) (YY) = 0L, (¥(Lo))
=Dr,1, © T |(Lo) O(T0 lp(re)) "
=Dy, 0 (m10 (¥ |L,) o (moo (¥ ]L,) "

Damit ist

digkiry(H) = Dry,r, om0 (H |1,) 0 (o oidp,) ™"
+Dry,, om0 (idp,) o (oo H |,) "

=Dy ,omoHyr, = w((ﬂl © H)'v ) |Lo: W(H'v ) |Lo

O

Unter Verwendung von Lie-Gruppenwirkungen kann nun eine Darstellung von A als homoge-

ner Raum gewonnen werden.
5.2.10 Satz. A ist diffeomorph zu U(n)/O(n).

Beweis. Durch Wahl einer symplektischen Basis fiir (V,w) kann die Aussage zunéchst auf den
Fall (R?",wp) reduziert werden. Nun besteht eine glatte Wirkung der Lie-Gruppe Sp(n,R) auf
A. Sind nun Lo, L; € A fest gewéhlt, so betrachte man Basen By, B; von Ly und Ly, die jeweils
beziiglich des euklidischen Skalarproduktes auf R?” orthonormal sind. Da aber wy der Imaginir-
teil des hermiteschen Produktes ist und wg auf Lo und L; verschwindet, sind By und B; auch
Orthonormalbasen von C" =2 R?" beziiglich des Hermiteschen Produktes. Folglich existiert ein
Element aus U(n), das By in By iiberfithrt und man erhélt die Transitivitdt der Wirkung von
U(n) C Sp(n,R) auf A. Da aber der Stabilisator von Ly = R™ @ {0} gerade durch O(n) C U(n)
gegeben ist, erhdlt man unmittelbar die Behauptung. O

5.2.11 Folgerung. A ist zusammenhdngend und kompakt.
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5.2.3 Die Untermannigfaltigkeiten Ay(Lg) C A

5.2.12 Definition. Es sei Ly € A und k € {0,...,n} fest gewéhlt. Damit bezeichne
Ak(L()) = {L eA: dlm(L n L(]) = k} CA

sowie

k n
A<k(Lo) = [J Mi(Lo),  Asik(Lo) = | Ai(Lo)
i=0 i=k
Zunichst ist Ag(Lo) C A als Kartengebiet offen und diffeomorph zum Vektorraum By, (Lo).
Das folgende Lemma liefert eine erste weitere topologische Beobachtung zu den gemachten De-

finitionen.
5.2.13 Lemma. Fir jedes k =0,...,n ist A<x(Lo) C A offen und A>y(Lo) C A abgeschlossen.

Beweis. Fir L € A<j(Lo) wihle man einen Unterraum W € G, (V) mit V=LoeW =L&W.
Fiir eine lineare Abbildung T € L(Lg, W) ist nun graph(T') N Ly = ker(T). Da

U={T e L(Ly, W) : dim(ker(T")) < k} C L(Lg, W)

offen ist, erhdlt man mit WZ&W(U ) wegen dim(L N Lg) < k eine offene Umgebung von L in
G, (V) die aus Unterrdumen W € G, (V) mit dim(W N L) < k besteht.

Da A C G, (V) eine eingebette Untermannigfaltigkeit ist, ist folglich auch A< (Lo) C A offen.
Die Aussage fiir A>(Lo) ist fiir & = 0 klar und folgt fiir £ > 1 aus A>x(Lo) = A\A<g—1(Lo). O

Fiir Ly € A bezeichne Sp(V,w, Lg) die abgeschlossene Untergruppe von Sp(V,w) die aus
allen Elementen ¢ mit 1(Lg) = Lo besteht und Spy(V,w, Ly) die Untergruppe und Zusam-
menhangskomponente von Sp(V,w, Ly) bestehend aus den 1, deren Einschrinkung auf Ly ori-
entierungserhaltend ist. Die Lie-Algebra sp(V,w, Ly) beider Gruppen ist die Unteralgebra von
sp(V,w) bestehend aus den Elementen H € sp(V,w) mit H(Lg) C Lo®. Die Motivation zur Ein-
fiihrung dieser Lie-Gruppen besteht in ihrer offensichtlichen Wirkung auf sémtlichen in letzterer

Definition eingefiihrten Teilmengen von A.
5.2.14 Lemma. Fir jedes k € {0,...,n} wirkt Sp;(V,w, Lo) transitiv auf Ap(Lo).

Beweis. Mit 5.1.1 kann der Beweis zunéchst nach geeigneter Wahl einer symplektischen Basis
von (V,w) auf den Fall V = R*", w = wy und Ly = R" @ {0} reduziert werden. Es bezeichne
hierbei {e1,...,es,} die kanonische Basis des R?",

Fiir ein L € A mit dim(L N Ly) = k existiert eine Isometrie ¢ € SO(n) des R™ mit ¢ (L N Lg) =
R* @ {0}. Damit definiert die Komplexifizierung von 1 ein Element ¢* € Sp. (V,w, L) mit
YC(L)N Ly = RF @ {0}.

Betrachte nun L; = span{ei, ..., ek, €nikil,---s€am} € A. Mit L1 N Ly = R* @ {0} geniigt es

5Man beachte hierzu, dass bekanntlich sp(V,w, Lo) = {H € sp(V,w) : exp(tH) € Sp(V,w, Lo)}
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nun zu zeigen, dass zu jedem gegebenen Lagrange-Unterraum L mit L N Ly = R* @ {0} ein
¥ € Spy(V,w, Lp) mit ¥(L) = L existiert.

Hierfiir sei

Vi =span{er, ..., €k, Cni1s- s Cnik)
Vo = spanf{egi1,...,€n, Cnthtl,---,Can}
S = Spa’n{eh s Cny kgl 6271}

Es ist S das orthogonale Komplement von R* @ {0} beziiglich wg, R*® = V; @ V5 und wy
schriinkt sich zu der kanonischen symplektischen Form auf V; = R?* und V, = R2("=%) ein.
Diese Einschrinkungen werden daher im Folgenden auch mit wg bezeichnet. Es bezeichne nun
7 : S — V, die Einschrinkung der Projektion R?" = V| @ Vo — V5 auf S. Damit ist

wo(w(x),w(y)) = Wo(m,y), T,y € S (522)

Ist nun L € A mit L N Ly = R* @ {0}, so ist span{ey,...,er} C L und mit L € A ist folglich
L C S. Damit ist 7(L) C 7(S) und mit L € A und (5.2.2) ist w(L) isotrop. Wegen

1
dimm(L) =dim L — dimker(7 |1) =n —dim(LNV}) =n -k = §dimV2

ist schlieRlich (L) C V, Lagrange. Aus LN Lo = R* @ {0} erhélt man auferdem 7(L) N7 (Lg) =
{0} und es ist

Rn—k D W(L) _ V2 ~ Rn—k o Rn—k

Wegen 5.1.1 existiert nun ein Symplektomorphismus ¢ : (Va,wg) — (V2,wp) mit ¢
und p(7(L)) = {0} & R" % = 7(Ly).
Definiere nun ¢ € Sp(V,w) durch

R"*’“GB{O}: Zd

Ylv=1id, Yly,=¢

Damit ist ¢ |r,= id und folglich ¢ € Sp, (V,w, Lo).
Mit L C S ist ¢(L) C ¥(S) = S und damit sind (L) und L; Unterrdume von S. Da nun

m(Y(L)) = m(P(w(L))) = m(p(n(L))) = m(w(L1)) = m(L1)
und
ker(m |s) = span{es, ..., ex} C (L), Ly
ist schlieflich (L) = L. 0

5.2.15 Folgerung. Zu Lo, L € A existiert stets ein L1 € A mit V = Lo ®d L, = L & L.

Insbesondere sind damit Ly und L im Kartengebiet von ¢r,, 1, enthalten.
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Beweis. Wie im Beweis des vorigen Satzes geniigt es den Fall (V,w) = (R*" wy) und Ly =
R™ @ {0} zu betrachten.
Es bezeichne {ey, ..., ea,} die kanonische Basis des R?" und mit k = dim(Lg N L) sei

Lo = span{es, ..., ek, €ntkt1,---,€an}
Die Diagonale
A = {(v,v) € R*™: v € R"} C R*™

ist ein Lagrange-Unterraum von R?" mit Lo ® A = Ly, & A = R?".
Mit Lo, L € Ag(Lo) erhiilt man nun aus 5.2.14 ein ¢ € Sp(R?",wy, L) mit ¢ (Le) = L. Mit
L =¢(A) ist folglich

R*" = ¢(Lo) ® 9 (A) = Lo ® Ly
R* = (L2) ®9Y(A) = L& Ly

O

5.2.16 Satz. Fir jedes k € {0,...,n} und jedes Ly € A ist Ay(Lo) eine zusammenhdngende,
eingebettete glatte Untermannigfaltigkeit der Kodimension %k(k—i—l) von A. Fir jedes L € Ay (Ly)

1St
TLAk(Lo) = {B € Bsym(L) : B |LﬂL0: 0}

Beweis. Es soll zunichst gezeigt werden, dass Ag(Lo) eine eingebettete Untermannigfaltigkeit
von A ist. Hierzu ist Ap(Lg) als ein Orbit der Wirkung von Sp(V,w, Lg) jedenfalls eine im-
mersierte Untermannigfaltigkeit von A, tragt aber damit nicht notwendig die von A induzierte
Relativtopologie. Wegen [Var84, Theorem 2.9.7] ist ein Orbit aber genau dann eingebettet, wenn
er lokal abgeschlossen, also Durchschnitt einer offenen und einer abgeschlossenen Teilmenge von
A ist. Daher folgt diese erste Behauptung mit 5.2.13 aus Ay (Lo) = A<x(Lo) N A>k(Lo).

Das nichste Ziel ist die Berechnung der Kodimension. Fiir einen beliebigen zu Ly komplementé&-
ren Lagrange-Unterraum L, betrachte man die Abbildung

F : GL(Lg) X Bgym(L1) — Sp(V,w, Ly)
mit

« auf Lg
v =Fp=""" B 1
aoDp 1 oB+Dp 1, o) oD, 1, auf Ly
Hierbei sei a* € GL(L, R) die zu o duale Abbildung und /5 werde als lineare Abbildung Ly — L3
aufgefasst. Es ist zunéchst die Wohldefiniertheit der Abbildung nachzuweisen. Offenbar ist stets
U(Lg) = Lg. Fiir ¥ = F(a, 8) geniigt es nun w(Vz, Py) = w(x,y) in den Fillen x € Lo,y € Ly,
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x € Lo,y € L1 und x € L1,y € L nachzuweisen.
Da Ly € A und U(Lg) = Lo ist zunéchst w(Vz, Uy) = 0 = w(z,y) fir alle z,y € Lo.
Fiir x € Lo,y € L; ist

w(Vz, Uy) = w(az, (04ODLl Lo Oﬁ—FDLO L, ©(a *)_ 0Dry.L,)Y)

= w(az, («a oDL1 Looﬁ) ) + w(az, (D Lo I o(a*)t °0Dry.L,)Y)
w(ax, (D LO L, o(a *)7 °Dry,11)Y)
= w(az, Dr, p, (wy,a™") |1,)) = —w(Dr, , Wy, ™) |,), az)
= —w(y,z) = w(z,y)

Fir z,y € L; ist

w(Px, ¥y) = w((ao DLl1 Lo © Bz, (a0 DZE’LO o B)y)
° DL1 Lo @Bz, (D, 1, 0 (@) o Dry r,)y)
Lo,Ll ( *) ODLO,L1)x7 (O[ODZiLO Oﬁ)y)

(
w((«
(
w((Dplp, o (@) oDy p)m, Dy}, 0o (@) o DLy L, )y)
(
(
(
(

+ + +
£

(
(DL,
(

w((a ODL Lo ©B)2, (DL, 1, 0 (@) 0 Dr,.1,)y)
w((D LO,L1 *) 0Dry.1,)T; (aoDilL o B)y)
w((Dg, 1, (8())), Dy g, @y, 07 ") |1o)
w(Dr,, Ll(w(%a 1) 120, (DLfLo(ﬂ(y)))
= ~w(Dz, 1, (@(y,a™") [L,), (DL, 1, (B(x)
+w(Dp,, Ll( w(z,a™) |1o), (DL 1, ()
= —w(y, Dz, 1, (B(2))) + w(z, DL, (B(y)))
—W(DLl Lo(ﬁ(fﬂ))’y) (DLllLo( (Y),x
= (B())(y) = (B(y))(x) =0

wobei fiir die letzte Gleichheit 3 € By, (L1) verwendet wurde.
Folglich ist die Abbildung F' wohldefiniert. Zudem ist sie offensichtlich glatt, und durch

_|_

+

)
)
)
)

(
)
)
)

Sp(V,w, Lo) — GL(L()) X Bsym,(Ll)
V- (\II |L07DL1,L0 ° (\Ij |Lo)_1 o (\Ij ‘Ll _’DZgl,Ll °© (\Ij |*Lo)_1 ° DLOle))

erhélt man eine ebenfalls glatte Umkehrabbildung. Damit ist schlieflich
F : GL(Lg) X Beym(L1) — Sp(V,w, Ly)
ein Diffeomorphismus und man erhélt

1
dim Sp(V,w, Lg) = n? + 3+ 1) (5.2.3)
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Nun ist F(GL4(Lo) X Beym(L1)) = Sp+(V,w, Ly), wobei GL, (L) die Gruppe der orientierungs-
erhaltenden Isomorphismen von Ly bezeichne. Damit ist Spy(V,w, Lg) und wegen 5.2.14 auch
Ak (Lo) zusammenhingend.

Zur Berechnung der Kodimension von Ag(Lg) in A sei S C Ly ein k-dimensionaler Unterraum
und S’ = ’DZ(},LI(AHH(& L§)) C Ly, wobei Ann(S, L§) den Annulator von S C Lg in L§ bezeich-
ne. Damit ist aber L =S @& S’ C V Lagrange und L € Ag(Lg). Der Stabilisator von L beziiglich
der Wirkung von Sp(V,w, Lg) ist nun

Stab(L) = F({(a B) € GL(Lo) x Baym(L1) : a(S) C 8, |sr= 0})
Mit dim({a € GL(Log) : a(S) C S}) = k% + n(n — k) ist

dim(Stab(L)) = k* +n(n — k) + %n(n +1) - %(n —k)(n—k+1)=n*+ %k(k +1)

und man erhalt aus (5.2.3)
. 1 1
dim(Ax(Lo)) = 5n(n+1) — Sk(k+1) (5.2.4)

und damit aus 5.2.5 den gewiinschten Wert fiir die Kodimension von A (Lo) in A.
Zur Berechnung des Tangentialraums sei L € Ag(Lg) fest gewahlt. Mit 5.2.9 ist

TrAk(Lo) = digkr(sp(V,w, Lo)) = {w(H-,") |r: H € sp(V,w, Lo)}

Wegen H(Lg) C Lg fir H € sp(V,w,Lg) und Ly € A verschwinden aber die Elemente aus
TLAk(LO) auf Lo N L und es ist TLAk(LQ) C {B S Bsym(L) . B |LﬂL0: 0} Mit (524) und
dim(L N Lg) = k ist jedoch

1 1
dim(TLAw(Lo)) = gn(n+1) = Sk(k+ 1) = dim{B € Buym (L) : B |1nz,= 0}

und folglich die Gleichheit beider Rdume gezeigt. O

Die nachstehende Bemerkung ist von besonderer Bedeutung fiir die Definition des Maslov

Index.

5.2.17 Bemerkung. Fir Lo € A hat die Untermannigfaltigkeit A; (L) Kodimension 1 in A. Hier-
mit kann auf folgende Weise eine transversale Orientierung fiir A;(Lg) in A definiert werden:
Fiir jedes L € Ay(Lo) ist wegen 5.2.16 T, A1(Lg) = {B € Bsym(L) : B |Lnr,= 0}. Ein Vektor
B € Bgym(L) = TrA sei nun positiv, falls B positiv definit auf dem eindimensionalen Raum
LN Ly ist.

Zudem ist diese transversale Orientierung natiirlich in dem Sinne, dass fiir jedes ¥ € Sp(V,w, L)

der Diffeomorphismus L +— (L) von A orientierungserhaltend ist. Dies erh&lt man unter Ver-

117



wendung von 5.2.7 unmittelbar aus dem kommutativen Diagramm

TLA oA Ty)A

zl lw

Baym (L) ———— Bsym((L

|

Baym(L N Lo) 20

sym QZJ(L ﬂ LO)

Gewohnlicherweise ist fiir eine Untermannigfaltigkeit N einer Mannigfaltigkeit M eine trans-
versale Orientierung als eine Orientierung des Normalenbiindels ¢*(TM)/TN definiert. Die hier

gegebene Definition kann nun mit dieser zusammengefiithrt werden. Die Abbildung
T A = Byym(L) 2 B~ B |pyn€ Bsym(LoN L)

ist linear und surjektiv. Zudem ist wegen 5.2.16 der Kern dieser Abbildung gerade durch T Ay (Lo)
gegeben. Folglich induziert sie einen kanonischen Isomorphismus

T A/TyAw(Lo) — Beym(L N Lo)
der mit der bereits definierten positiven Basis von Bgy,,(L N Lg) zur Orientierung des Norma-

lenbiindels verwendet werden kann.

5.2.18 Bemerkung. In 5.2.16 wurde der Tangentialraum 77 Ax(Lg) mit einem Unterraum von
Bgym (L) identifiziert, wobei Bgy,, (L) mit Tr A geméf 5.2.7 durch das Differential einer Karte
©r, 1, identifiziert ist. Bei der Beschéftigung mit Kurven I(¢) in A ist es nun bei der Betrachtung
der Tangentialrdume T;;)A vorteilhaft mit einer festen Karte ¢r,, 1, statt mit den variierenden
Karten ()1, zu arbeiten.

Aus 5.2.6 ist bekannt, dass fir Lo, L1,L € Amit V = Ly& L; = L ® L, die Kartenwechselabbil-
dung durch

Buym(Lo) 2 B ¢r.1, 0 (¢Lo,2,)” (B) = ¢r., (Lo) + (nf'p,,)* (B)
= 1.0, (Lo) + ((ng} ) 1) (B)
= ¢r.1,(Lo) + (1) 1)+(B) € Baym(L)

gegeben ist. Folglich ist
dp(pr.L, © (Pro.L,) ") = (nféL)* fiir alle B € By (Lo)
und damit
dr,r.0, = (07} 1)+, @10, fiir alle Ly € Ag(Ly) (5.2.5)

Dieses Ergebnis hat nun wichtige Konsequenzen, von denen insbesondere die Erste die eingangs
gemachte Bemerkung aufgreift und fiir die Definition des Maslov Index bend&tigt wird.
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1. Es sei t — [(t) € A eine bei ty differenzierbare Kurve und V' = Ly @ L; eine Zerlegung
von V in Lagrange-Unterrdume, so dass I(tg) € Ag(L1). Da Ag(Ly) C A offen ist, ist nun

I(t) € Ao(Ly) in einer Umgebung von ¢y und man kann eine Kurve

B(t) = @ro,,(U(t)) € Bsym(Lo)

in dieser Umgebung definieren. Aus (5.2.5) erhélt man

B (t0) = dit)Pro,, ' (t0) = (010 1.0)+ ([ito) Pucto) L, (' (t0)))

Da aber (nlL(;U) 1o) |lLnLo= id, stimmen die symmetrischen Bilinearformen 3'(to) € Bsym(Lo)
und unter der kanonischen Identifizierung I'(tg) € Bsym(I(to)) auf Lo N I(to) iiberein.

2. Mit (5.2.5) ist

dror.n, = (Mg o)« dLer,.L,

und unter Beachtung von (nféL) |LALo= id erhdlt man nun mit 5.2.16

dr$re,r, (TtAx(Lo)) = n*(drer,r, (TLAk(Lo)))
= {B c Bsym(LO) : B ‘LQL(): O}

Man vergleiche diese Darstellung mit 5.2.16.

3. Da der Pullback einer positiv definiten Bilinearform stets wieder positiv definit ist, ist mit
(2) fiir ein L € Ay(Lo) und B € Bgym(Lo) das Element (dppr, r,) ' (B) genau dann

positiv in der transversalen Orientierung von A1 (Lg), wenn B positiv definit auf LN Ly ist.
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5.3 Definition des Maslov Index

In diesem Abschnitt soll schlieflich der Maslov Index definiert und seine zentralen Eigenschaften
présentiert werden. Zuvor sind noch einige Grundlagen allgemeiner Natur bereitzustellen, die
aus dem Bereich der Linearen Algebra und der Algebraischen Topologie kommen. Zu ersterem
Thema werden wichtige Resultate zu Bilinearformen endlichdimensionaler Vektorrdume zusam-
mengestellt und abschliefsend ein entscheidender Satz {iber stetig differenzierbare Wege Solcher
bewiesen. Beziiglich der Algebraischen Topologie wird eine elementare Betrachtung zu Wegen in
topologischen Raumen X mit Endpunkten innerhalb eines Unterraumes A C X und der ersten
relativen singuldren Homologiegruppe H;(X, A) vorgenommen. Die gesamte Darstellung dieses
Kapitels ist iiberwiegend an [PT00a| statt wie bisher [MPTO00] orientiert.

5.3.1 Vorbereitungen
Lineare Algebra

Zur Definition des Maslov Index sind weitere Eigenschaften des Raumes By, (V') von Bedeutung,.
Hierzu sei fiir B € Bgy (V)

sgn(B) = ny(B) —n_(B)

Es sei zudem an den Sylvesterschen Trégheitssatz erinnert, wonach fiir jedes B € By, (V) stets

eine Basis von V existiert beziiglich der die Matrixdarstellung von B durch

idpxp  Opxg  Opxr
Ogxp  —idgxg Ogxr

Orxp 0r><q 07'><r

gegeben ist und die Zahlen p, g, r eindeutig durch B mit p = n4(B),q = n_(B) und r = dgn(B)
bestimmt sind. Insbesondere ist ny(B) + n_(B) + dgn(B) = dim V.
Zur ndheren Betrachtung topologischer Eigenschaften von Bgy,, (V) betrachte man nun die

Norm®

IBll=  sup  [B(v,w)]
ol <L flwl| <1

wobei eine beliebige Norm auf V' verwendet werde.

6Bekanntlich ist im Hinblick auf topologische Fragestellungen die genaue Wahl der Norm belanglos.
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5.3.1 Lemma. Fir jedes k € {0,...,dim(V)} sind

{B € Bsym(V) : n_(B) > k} C Boym(V) und

offen.
Beweis. Zum Beweis der ersten Aussage sei B € By, (V) mit n_(B) > k gegeben. Nach Defini-

tion existiert ein k-dimensionaler Unterraum W C V', auf dem B negativ definit ist. Wegen der
Kompaktheit der Einheitssphire von W ist

sup B(v,v)=¢<0
veW,||v||=1

und folglich jedes A € Bgy,, (V) mit ||A — B| < % negativ definit auf W, also n_(A4) > k.

Zum Beweis der zweiten Aussage sei B € Bgy(V),dgn(B) = 0 und n_(B) = k, also ny(B) =
dim(V') — k. Wegen der ersten Aussage findet man nun eine Umgebung um B in By, (V) mit
n_(A) > kund ny (A) = n_(—A) > dim(V)—k. Somit ist aber in dieser Umgebebung n_(A) = k
und dgn(A) = 0. O

Die Pushforward-Operation liefert eine Wirkung der Gruppe GL(V') auf Bsy,, (V') durch
GL(V) X By (V) 3 (T,B) — T.(B) = B(T™*,T7") € Byym (V)
und wegen des Sylvesterschen Trigheitssatzes sind die Orbits dieser Wirkung

BPA (V) ={B € Byym(V) :ny(B) =p,n_(B) =q}, p+¢=0,1,...,dim(V)

sym
Wiéhlt man nun eine Orientierung fiir V, und ist {by,...,b,} eine Basis wie im Sylvesterschen
Tragheitssatz, so kann man nach eventuellem Wechsel zu {—by,...,b,} stets eine solche Basis

positiv in der gewéhlten Orientierung wihlen. Damit hat aber die Einschrinkung obiger Wir-
kung auf GL; (V) x Bgym (V) ebenfalls die Mengen BZL; als Orbits, und es ist jedes BL1,
zusammenhingend. Zusammen mit 5.3.1 erhélt man

5.3.2 Lemma. Die Menge aller nicht entarteten symmetrischen Bilinearformen auf V ist eine

offene Teilmenge von Bsy,(V), deren Zusammenhangskomponenten die Mengen

Bk’nik(v)7 k ) 07 e, = dlm(v)

sym
sind.

Abschliefiend ein im Folgenden sehr wichtiges Resultat iiber die Evolution von n4,n_ entlang

hinreichend gutartiger Wege in By, (V).

5.3.3 Lemma. Es seiV ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und A € C*([0,7], Bsym/(V)).
Zudem sei A = A'(0) lker(A(0)) Micht entartet. Dann ist fiir jedes hinreichend kleine t > 0 auch
A(t) nicht entartet und es gilt

0 (A() = s (A©O) +n4(A),  n_(A®) = n_(A(0)) +n_(A) (5.3.1)
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Beweis. Es bezeichne N = ker(A(0)). Der Beweis wird zur besseren Lesbarkeit in drei Félle

gegliedert.

1.Fall: N =V, A positiv definit Unter der vorausgesetzten positiven Definitheit von A’(0)
und der Kompaktheit der Einheitskugel in V ist

A'(0)(z,z) >0

c= in
z€V,|z||=1

Wegen der vorausgesetzten Differenzierbarkeit existiert nun ein € > 0 und eine stetige Funktion
r:[0,€) = Bsym (V) mit

A(t) = tA(0) + (1), wnd [r(®)] < 5t t € [0,2)
Damit ist aber fir z € V mit |z]| =1

A(t)(z,2) = tA'(0)(z, ) + r(t)(z,2) > ct — gt = %t, teo,e)

und folglich A(¢) fiir alle ¢ € (0,¢) positiv definit.

2.Fall: N # V,A(0) positiv semidefinit, A positiv definit Es sei {0} # S C V ein zu N
komplementérer Unterraum, so dass A(0) positiv definit auf S ist. Es ist zu zeigen, dass A(t) fiir
hinreichend kleines ¢ > 0 positiv definit auf V' = N @ S ist. Da A(0) positiv definit auf S ist,
existiert mit 5.3.2 ein € > 0, so dass A(¢) fiir alle ¢ € [0, ) auf S positiv definit ist. Man definiere
nun unter Verwendung der Kompaktheit der Einheitssphéren

A0)(x,2) >0, c¢= inf  A'(0)(y,y) >0

inf in
zes,||z]|=1 yeEN, |lyll=1

Wegen der Stetigkeit von A existiert nun ein € > 0, so dass [|A(t) — A(0)|| < % fiir ¢ € [0,¢) und
folglich ist

A (z,2) > %0 >0, Vtel0,e) (5.3.2)

inf
z€S,||z||=1

Nach eventueller Verkleinerung von £ > 0 existiert wegen der Differenzierbarkeit von A bei 0
eine stetige Abbildung r : [0,€) — By (V) mit

A(t) = A(0) + tA(0) + r(t), und ||Ir(®)] < %t fiir ¢ € [0, ¢) (5.3.3)
Damit ist fiir y € N mit [Jy|]| =1
A (y,y) = tAO)(y.y) +r(O.y) = ter = Tt =Tt te[0,2) (5.3.4)

Also ist A(¢) fiir ¢ € (0,¢) auf N und auf S positiv definit.
Wegen V = N @ S geniigt es nun zu zeigen, dass fir z € S,y € N stets A(t) auf span{z,y}
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positiv definit ist. Hierfiir seien # € S,y € N mit |[z|| = [Jy|| = 1. Dann ist mit c; = || A’(0)|| + S
wegen (5.3.3) fiir t € [0,¢)

[A@)(z, )| < [A0)(z, y)| + t|A'(0)(z, y)| + |r(t) (=, y)| < t]|A"(0)] + %t = cot
und nach weiterer eventueller Verkleinerung von € > 0 erhélt man hieraus mit (5.3.2) und (5.3.4)
AW)(r,9)* < B < Feoert < A, ) AD),9), 1 € (0,2)
Damit ist aber fiir 0 # ax + Sy € span{z,y} und ¢ € (0,¢)

A(t)(az + By, az + By) = o At)(w,z) + B2A()(y, y) + 208A(t) (2, y)
> o? A(t)(w,z) + B2 A(t)(y, y) — 2lal[Bl|A#) (2, )|
> a?A(t)(z, ) + B2A) (y. y) — 2lal|BlV/ Az, 2) Ay, y)
= (lalv/A(z, z) — [BlVA(y,))* 2 0

und folglich A(t) positiv definit auf span{z,y}.

Allgemeiner Fall Fiir den allgemeinen Fall betrachte man nun eine Zerlegung V=5, &S_ &
N, wobei N = Ny & N_, A(0) positiv definit auf S, negativ definit auf S_ und A’(0) positiv
definit auf NV und negativ definit auf N_ ist. Nun kann das Resultat der ersten Falle sowohl auf
die Einschrénkung von A(t) auf S @ Ny als auch auf die Einschrankung von —A(t) auf S_ @ N_
angewendet werden. Damit ist aber fiir ¢ > 0 hinreichend klein A(¢) positiv definit auf Sy & N
und negativ definit auf S_®N_, womit ny (A(t)) = dim(S;+ &N ) und n_(A(t)) = dim(S_dN_).
Also ist insbesondere auch A(t) fiir diese ¢ > 0 nicht entartet und es gelten die behaupteten
Gleichungen (5.3.1). O

5.3.4 Bemerkung. Der hier betrachtete erste Fall findet weder in [MPTO00] noch in [PT00a]
Erwihnung. Die Bedingung S # {0} scheint aber im zweiten Fall unverzichtbar zu sein.
Wege in Homologie

Fiir ein Paar (X, A) topologischer Riume bezeichne (S(X, A),d) den relativen singuldren Ket-
tenkomplex, Z,(X,A) = ker(9,) die ¢-te Zyklengruppe und B, (X, A) = im(9p4+1) die ¢ — te
Réndergruppe. Fiir die von der Identitit auf X induzierte Abbildung ¢ : (X,0) — (X, A) ist die
zugehorige Kettenabbildung ge : S(X) — S(X, A) bekanntlich die Quotientenabbildung. Mit

Zy(X,A) = .1 (Zp(X, 4)),  By(X,A) = . (Bp(X, A))
ist
Z,(X, 4) = {c € 8,(X) : dc € Sp1(A)} = 871 (S,-1(4))

By(X,A)={0c+d e Sy(X):ceSp1(X),de Sy(A)} = B,(X) + S,(A)
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und damit insbesondere
Zp(X,A) = Z,(X, A)/5p(A),  Bp(X, A) = By(X, A)/Sp(A)
Somit erhilt man aus elementarer Algebra einen kanonischen Isomorphismus
Hy(X, A) = Hy(S(X, 4)) = Z,(X, A) /By (X, A)

der im Folgenden die Argumentationen deutlich vereinfacht.

Es bezeichne nun A; das eindimensionale Standardsimplex und fiir vy, v € R? bezeichne I(vq,v2)
das singulére Simplex definiert durch [(vy, va)(t1e1+t2es) = t1v1+tovs. Ist speziell (v, v2) (A1) =
[a,b] C R ein Intervall, so sei I(a,b) := l(v1, v2).

Fiir einen Weg « : [a,b] — X mit v(a),v(b) € A ist nun v o l(a,b) : Ay — X ein singulires
1-Simplex mit 9(7y o l(a,b)) € So(A) und definiert folglich ein Element [y] € H;(X, A). Diese
Zuweisung einer Homologieklasse zu einem Weg soll in diesem Abschnitt in aller Kiirze betrachtet

werden.

5.3.5 Lemma. FEs sei v : [a,b] — X stetig mit v(a),v(b) € A und o : [¢,d] — [a,b] stetig mit
o({e,d}) = {a,b}. Dann ist

o [yoo] =[] € Hi(X, A) falls o(c) = a,0(d) = b und
e [yoo|=—[] € Hi(X,A) falls o(d) = a,0(c) = b.
Beweis. Es sei o(a) = ¢, 0(b) = d. Damit ist d(I(a,b) — o o l(c,d)) = 0 und folglich
I(a,b) — o ol(c,d) € Zy([a,b]) = Bi([a, b))
Damit ist aber
yol(a,b) —yoool(e,d) =vs(l(a,b) — o ol(c,d) € B1(X) C By(X, A)

und somit [yo o] = [v] € H1(X, A).
Die zweite Behauptung kann mit I(a,b) + 0 o l(c,d) € Z1([a,b]) = Bi([a,b]) vollkommen analog

erhalten werden. O

5.3.6 Lemma. Es seiy : [a,b] — X mit Endpunkten in A.
1. Ist n: [c,d] — X mit Endpunkten in A und v(b) = n(c), so ist [y*n] =[] + [n]
2 ' =-D]
3. Ist v([a,b]) C A, soist [y] =0 € Hi(X, A).

Beweis. Wegen 5.3.5 kann angenommen werden, dass v : [0,3] — X,n : [3,1] — X. Nun ist
10,4) +1(5,1) ~ (0,1) € Z4([0,1]) = By ([0, 1]) und somit

1 1
701(075)4‘7701(571)—7*7]01(071)

= (a0, 3) +1(5,1) ~ 10, 1)) € Bi(X) € By(X, 4)

124



Folglich ist aber [y *n] = [v] + [n].
Die zweite Aussage ist eine unmittelbare Folgerung aus 5.3.5.
Die letzte Aussage folgt aus yol(a,b) € B (X, A) O

5.3.7 Lemma. FEs sei H : [0,1] x ([a,b],{a,b}) — (X, A) eine Homotopie von Raumpaaren.

Dann ist

Beweis. Zunéchst ist

1((0,6), (0, a)) +1((0,a), (1,a)) +1((1, a), (1,0))
+1((1,6),(0,0)) € Z1([0, 1] x [a, 0]) = B1([0,1] x [a, b])

und somit gilt

H 0 1((0,0),(0,a))+H 0 1((0,a), (1, a)) + H o I((1,a), (1,b))
+ Hol((1,b),(0,b)) € By(X)

Damit ist aber unter Verwendung von 5.3.6

[(H(1,-)] = [H(0,-)] = [H o I((1,a),(1,b))] — [H 2 1((0,0a), (0,b))]
= [H o l((17a>7 (lvb))} + [H o l((07 b)v (07 a))]
= [H 2 1((0,0),(0,a))] + [H 2 1((0,a), (1, a))]
+ [Hol((1,a),(1,b)] + [H o I((1,b),(0,b))] = 0 € Hi (X, A)
O
5.3.2 Maslov Index
Man betrachte den Lie-Gruppenhomomorphismus
d=det® : U(n) — S
Da offenbar O(n) C ker d induziert dieser eine Abbildung
d:U(n)/O(n) — S* (5.3.5)

durch d(A - O(n)) = det?(A).
5.3.8 Lemma. Die Abbildung (5.3.5) induziert einen Isomorphismus

d, : m(U(n)/O(n)) = m (S 2 Z
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Beweis. Da d : U(n)/O(n) — S' ein Faserbiindel mit Standardfaser ker(d)/O(n) ist, geniigt es
wegen der langen exakten Sequenz des Faserbiindels zu zeigen, dass ker(d)/O(n) einfach zusam-
menhéngend ist.

Zunéchst besteht eine durch die Inklusion induzierte transitive Wirkung von SU(n) auf
ker(d)/O(n). Nun ist Stab(Id - O(n)) = SU(n) N O(n) = SO(n) und folglich hat man einen

Diffeomorphismus
SU(n)/SO(n) = ker(d)/O(n)

der von der Inklusion SU(n) < ker(d) induziert wird.

Man betrachte jetzt das Faserbiindel SU(n) — SU(n)/SO(n). Nun ist aber SU(n) einfach zu-
sammenhingend und SO(n) zusammenhingend. Aus der langen exakten Sequenz des Faserbiin-
dels erhélt man damit aber m (SU(n)/SO(n)) = 0. Es ist zudem mit SU(n) auch SU(n)/SO(n)
zusammenhingend. Insgesamt ist damit ker(d)/O(n) einfach zusammenhangend. O

Um die Definition des Maslov Index zu geben ist man zunéchst an den singuldren Homolo-

giegruppen von A interessiert. Da A wegzusammenhéngend ist (vgl. 5.2.10) und 7 (A) wegen des
letzten Lemmas abelsch, ist der Hurewicz-Homomorphismus bijektiv und man erhélt zunéchst
Hy(A) 2 Z.
Fiir einen festen Lagrange-Unterraum Lo C V betrachte man nun die relative Homologiegruppe
Hiy (A, Ao(Lo)). Da Ag(Lo) gerade das Komplement von A>q(Lg) in A ist, definiert nun jede Kur-
ve [ : [a,b] — A mit Endpunkten in Ag(Lo) eine Homologieklasse in Hq (A, Ag(Log)). Wegen 5.2.5
bildet jede Karte ¢r,, 1, das Kartengebiet Ag(Lg) diffeomorph auf einen Vektorraum ab und dem-
nach ist Ag(Lg) kontrahierbar. Wegen der langen exakten Homologiesequenz induziert aber die
Inklusion (A, %) — (A, Ag(Lo)) einen Isomorphismus Hy(A) = Hy(A, Ag(Lo)) und man erhilt
Hi (A, Ao(Lo)) = Z. Das Ziel ist nun die Wahl eines kanonischen Erzeugers von Hi(A, Ag(Lo)),
so dass schlieflich jeder Kurve mit Endpunkten in Ag(Lg) eine ganze Zahl zugewiesen werden
kann, die dann als Maslov Index definiert wird.

Zur Wahl eines Erzeugers wird man sich nun der transversalen Orientierung von A;(Lg) bedienen.

5.3.9 Lemma. Es seien 11 € Sp(V,w), s € Sp(V,w, Lo) und es bezeichne 1) : A — A den
Diffeomorphismus mit L — (L), so dass insbesondere 13 (Ao(Lg)) = Ag(Lo). Dann ist

[ ] (1,[11)* =1id : Hl(A) — Hl(A)
o (12), =id: Hy(A, Ao(Lo)) — Hy(A, Ao(Lo))

Beweis. Die erste Aussage folgt aus dem Zusammenhang von Sp(V,w) = Sp(n,R), da folglich
jedes ¢ € A durch einen Weg mit der Identitdt verbunden werden kann und diese eine Homotopie
zwischen 1& und der Identitdt auf A liefert.

Die zweite Aussage erhilt man aus der wegen Funktorialitdt bestehenden Kommutativitit des
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Diagrammes

Hy(A, Ao(Lo)) D Hy(A, Ao(Lo))

O

5.3.10 Bemerkung. Es sei V = Lo® L, eine Zerlegung in Lagrange-Unterrdume und L € Ag(L1).
Aus der Definition von ¢, 1, (L) € Bsym(Lo) ergibt sich

ker(¢ry,r,(L)) =LoNL
Damit ist genau dann L € Agx(Lo), wenn dim(ker ¢y, 1, (L)) = k, also
©ro,1, (Ao(L1) N Ag(Lo)) = {B € Boym(Lo) : dgn(B) =k}, ke€{0,...,n}
Insbesondere ist genau dann L € Ag(Ly), wenn ¢, 1, (L) nicht entartet ist.

5.3.11 Lemma. Es seien l1,ls : [a,b] — A stetig mit Endpunkten in Ao(Lg) und Ly € A, so
dass l1([a,b]),12([a, b]) im Kartengebiet Ao(L1) von ¢, 1, enthalten sind. Ist nun

N4 (Lo, ©li(t)) = ng(@ro,L, 0 12(t))  firt =a,b
so st [ll] = [12] S Hl(A7A0(L0))

Beweis. Zur Abkiirzung der Schreibweise sei 8; = ¢r,., ©l;, ¢ = 1,2 und

i =n4(Bi(a)) = ny(B2(a))

Mit, der Voraussetzung an die Enpunkte von I3, I und 5.3.10 sind £ (a), B2(a) € Bl *(Lo) sowie
B1(b), B2(b) € B, 7 (Lo). Mit 5.3.2 existieren damit stetige Kurven 83 in By, *(Lo) von S2(a)
nach ((a) und By in Bl 7 (Lo) von (1(b) nach Ba(b).

Definiere nun I; = @ZS,LI o f3; fiir i = 3,4. Wegen 5.3.10 ist I3(]),l4(I) C Ao(Lg) und folglich
mit 5.3.6 [l3] = [l4] = 0 € Hy (A, Ao(Lo)). Damit ist wegen 5.3.6 [l;] = [I] € Hy(A, Ao(Lo)) mit
L= 1ls %1y * Ly

Nun sind ! und lo Kurven in Ag(L1) mit gleichen Endpunkten und da A¢(L;) diffeomorph zu
dem Vektorraum By, (Lo) ist, sind ! und I, homotop mit festen Endpunkten. Damit ist aber

wegen 5.3.7 [[] = [lo] € H1(A, Ao(Lp)) und insgesamt die Aussage bewiesen. O

Zur gesuchten Moglichkeit der kanonischen Wahl eines Erzeugers von Hj(A, Ag(Ly)) sind
zunéichst weitere Definitionen notwendig. Es sei [ : [a,b] — A eine C'- Kurve und t, € [a,b]
mit [(tg) € A>1(Lo). | schneidet A>q(Lg) transversal bei g, falls I(tg) € A1(Lo) und I'(to) ¢
Ty(ty)A1(Lo)- Ein solcher transversaler Schnitt heife positiv, falls I'(Zy) positiv beziiglich der in
5.2.17 definierten transversalen Orientierung von Aj(Lyg) ist.
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5.3.12 Lemma. FEs seien ly,ly : [a,b] — A glatte Kurven mit Endpunkten in Ao(Lg). Beide
Kurven mogen A>1(Lo) lediglich einmal schneiden, und zwar so, dass beide Schnitte transversal
und positiv sind. Dann ist [l1] = [l2] € H1(A, Ao(Lo)).

Beweis. Nach eventueller Umparametrisierung kann mit 5.3.5 zunéchst angenommen werden,
dass beide Kurven Aj(Lg) bei einem gemeinsamen ¢y € (a,b) schneiden. Wegen 5.2.14 existiert
nun ein ¢ € Sp(V,w, Lo) mit ¢ (lo(to)) = I1(to). Bezeichnet ¢) : A — A abermals den Diffeomor-
phismus mit L — (L), so hat auch die Kurve zﬁ oly einen eindeutigen Schnitt mit A>1(Lyg), der
zudem wegen 5.2.17 transversal und positiv ist. Mit 5.3.9 ist zudem [(oly] = [l] € Hy (A, Ag(Lo))
und es kann nun ohne Einschrankung Iy (tg) = l2(tp) angenommen werden.

Unter Verwendung von 5.2.15 sei nun L; € A ein Lagrange-Unterraum, der komplementar zu Ly
und /1 (o) = l2(to) ist. Da Iy, einen eindeutigen Schnitt mit A>;(Lo) bei ¢y haben, definiert
wegen 5.3.6 die Einschrinkung von [;,4 = 1,2, auf jedes abgeschlossene Teilintervall mit ¢g im
Inneren das jeweils gleiche Element wie [; in Hy(A, Ag(Lp)). Somit kann zusétzlich angenommen
werden, dass die Bilder von [ und Il ganz im Kartengebiet Ag(L1) der Karte ¢r, , enthalten
sind.

Es sei nun wieder §; = ¢, 1, 0l;,4 =1,2. Da mit 5.3.10 ker(5;(t)) = {;(t) N Lo und der Schnitt
von [; mit A>q(Lo) eindeutig ist, erhalt man dgn(3;(¢)) = 0 fiir alle ¢ # ¢¢ und damit ist wegen
5.3.2 ny (B;(t)) konstant fiir ¢ € [a,to) und ¢ € (¢, b].

Wegen der Positivitdt des Schnittes ist nach Definiton die Einschrinkung von I} (¢o) auf den ein-
dimensionalen Unterraum I;(tg) N Lo positiv definit und mit 5.2.18 ist damit auch 3}(¢o) positiv
definit auf [;(tg) N Lo = ker(B;(to)). Mit Anwendung von 5.3.3 um ¢ erhélt man fiir ¢ = 1,2

ny(Bi(0)) = ny(Bi(to)) + 1, n4(Bi(a)) = ny(Bi(to))

wobei fiir die zweite Gleichung (5.3.1) auf die umgekehrt parametrisierte Kurve ¢t — §;(—t) an-
gewendet wurde. Wegen 0 (to) = B2(to) ist damit aber ni (51(a)) = ny(B2(a)) und ny (1(b)) =
14 (B2(b)) und man erhilt die Behauptung aus 5.3.11. O

Man betrachte nun die Kurve

em’t O 0
0
[—5.5] 2t A(t) = ' € Un)
0
0 0 i

Mit A(—3)diag{—1,1,...,1} = A(3) wird A(t) auf eine geschlossene Kurve A(t) = A(t) - O(n)
in U(n)/O(n) projiziert. Zudem ist

[*%a %] S5t— det2(A(t)) — (,1)n7162im c st
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bekanntlich ein Erzeuger von 71 (S') und man erhilt aus 5.3.8, dass A ein Erzeuger von
m1(U(n)/O(n)) ist. Wegen 5.2.10 ist aber

U(n)/O(n) > A-O(n) — AR™ @ {0}) € A(R*™)

ein Diffeomorphismus, mit dem nun ein Erzeuger von m(A) bestimmt werden kann. Da unter
der Identifikation R?" = C»

cosmt 0 --- 0 —sinwt O --- 0

0 0o .o 0 -1
0 0
0 0 0 0 0 -1

A(t) =

sinwmt 0 0 coswt 0 0

0 1 0 0
0 : 0
0 0 0 0 0

ist
2n
A(t)(R"™ @ {0}) = R(cos(nt)ey + sin(nt)enr1) + Z Re; € A(R*™)
j=n+2

ein Erzeuger von 71 (A, {0} & R™). Ist nun (V,w) ein symplektischer Vektorraum und Lo, L1 € A
mit Lo ® L; =V, so erhdlt man nach Wahl einer symplektischen Basis {b1,...,b2,} von V mit

Lo = span{by,...,b,}
Ly = span{bny1,...,b2,}

einen offensichtlichen Diffeomorphismus A(R?") = A der R" & {0} auf Ly und {0} ® R™ auf L,
abbildet. Also ist die Kurve

2n

[—%, %] >t — l(t) = R(by cos(mt) + bpy1 sin(nt)) + Z Rb; € A (5.3.6)

Jj=n+2

ein Erzeuger von 71 (A, L1). Aus der Definition des Hurewicz-Homomorphismus ist damit [ aber
auch ein Erzeuger von Hj(A), und da der Isomorphismus ¢, : Hy1(A) — Hy(A, Ao(Lo)) von der
Inklusion induziert ist, definiert I ebenso einen Erzeuger von Hy (A, A1(Lo)). Von diesem Erzeuger
soll nun gezeigt werden, dass er A;(Lo) genau einmal schneidet und der Schnitt transversal und
positiv ist.
Zunéchst ist

I(t)NA>1(Lo) #0 <t =0 und I(0) N Ly = span{b; }
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also 1(0) € A1(Lg). Um Positivitdt und Transversalitit dieses Schnittes nachzuweisen, soll unter

Verwendung von 5.2.18 in einer festen Karte gearbeitet werden. Es sei hierfiir
Ly =span{b; + byy1,-..,bn +ban} €A

Offenbar ist V' = Ly®L; und in einer Umgebung von 0ist I(t) € Ag(L1) und folglich 8 = ¢r, 1, ol
definiert. Nun ist

B(t) = w((m ity o(mo liey)) ™)) |Lo

mit den Projektionen m; : Lo ® L1 — L;,i =0,1. Aus

7o(b1 cos(mt) + b1 sin(nt)) = (cos(nt) — sin(nt))by,
71 (b1 cos(mt) + by g1 sin(nt)) = sin(wt) (b1 + bpy1),
To(bnti) = —biy, 1 =2,.
1 (bnti) = bi + bpys, 1 =2,.
erhdlt man nun
sin(7t)

(m1 iy ©(mo lgey) b1 = (b1 + bpt1)

cos(mt) — sin(mt)
(1 iy o(mo 1)) ™ bs = =(bi 4+ bnri), i =2,...,n

und damit ist die darstellende Matrix von () € Bgym(Lo) beziiglich der Basis {b1,...,b,}

f&) 0 0
0 -1
0
0 0 -1
mit
fo) — —_sin)

cos(mt) — sin(rt)

Damit ist aber mit 5.2.18 und 1(0) N Ly = span{b; }

1'(0)(by, b1) = B(0) (b1, b1) = f(0)
7 cos(mt)(cos(nt) — sin(nt)) — sin(wt)(—7 sin(wt) — 7 cos(nt))

= (cos(mt) — sin(mt))>? le=0

=T

und folglich schneidet [(t) A>1(Lo) bei 0 transversal und positiv.
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Die bisherigen Resultate konnen nun zusammengefasst werden.

5.3.13 Folgerung. Flir jedes Ly € A ezistiert eine Kurve | : [a,b] — A mit Endpunkten in
Ao(Ly), die A>1(Lo) genau einmal schneidet und dieser Schnitt transversal und positiv ist. Je
zwei solche Kurven definieren stets das gleiche Element in Hi (A, Ao(Lo)), das ein Erzeuger von
Hy (A, Ao(Lo)) 2 Z ist.

Hiermit sei pr, : Hi(A,Ao(Lo)) — Z der eindeutige Isomorphismus mit pr,([E]) = 1 € Z,
wobei [E] die Homologieklasse einer beliebigen Kurve wie in 5.3.13 bezeichne.

5.3.14 Definition. Es sei [ : [a,b] — A stetig mit Endpunkten in Ag(Lg). Der Maslov Index
von [ relativ Lo ist pur, ([l]) € Z, wobei [I] € H1(A, Ao(Lo)) die Homologieklasse von ! bezeichne.

Mit den Eigenschaften fiir Wege in Homologie erhélt man unmittelbar die folgenden wichtigen

Eigenschaften des Maslov Index:
5.3.15 Lemma. FEs seil: [a,b] — A eine Kurve mit Endpunkten in Ao(Lo). Dann gilt:
1. Ist o : [c,d] — [a,b] stetig mit o(c) = a,o(d) =b, so ist pur,(loo) = pr, ().

2. Fiir m : [¢,d] — A mit Endpunkten in Ao(Lo) und I(b) = m(c) ist

ML (l * m) = KL, (l) + KL (m)

o

- KLo (lil) = _:uLo(l)
4. Falls im(l) C Ao(Lo), so ist pr, (1) = 0.

5. Fir eine Homotopie H : [0,1] X ([a,b], {a,b}) — (A, Ao(Lo)) ist
piro (H(0,)) = pry (H(1,-))

Bevor nun Anwendungen des Maslov Index diskutiert werden, sollen zunichst wichtige Er-

gebnisse zur Berechnung présentiert werden.

5.3.16 Satz. Fs sei Lo € A und [ : [a,b] — A mit Endpunkten in Ao(Lo). Ist 1([a,b]) C Ao(L1)

mit einem Ly € A, also I([a,b]) ganz im Kartengebiet von or, 1, enthalten, so ist

pro(l) = 1y (pro,0, (1)) = ny (10,1, (I(a)))

Beweis. Wegen 5.3.11 und 5.3.10 geniigt es fiir jedes i,j = 0,...,n einen Weg §; ; : [0,1] —

Bgym(Lo) anzugeben mit

n4(i;(0)) = i, dgn(B;(0))

0 (5.3.7)
ny (Bi; (1)) = j, dgn(Bi;(1)) =0
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und so dass die Kurve l;; = ¢! | o 8; den Maslov Index pu,(li;) = j — i besitzt.

Fiir i = j kann nun zunichst eine konstante Kurve gewidhlt werden, so dass dgn 5;; = 0 und
n(B:ii(0)) = 4.

Wegen der Eigenschaft (3) aus 5.3.15 kann zudem 0.B.d.A. i < j angenommen werden. Es soll
nun zunéchst der Fall j = i+ 1 betrachtet werden. Hierfiir sei eine beliebige Basis von Ly gewihlt

und man definiere 3; ;11(t) als die Bilinearform, deren Matrixdarstellung in dieser Basis durch

1
diag{1,...,1,t — =, —1,...,—1},t € [0,1]
—— 2 ——
i—mal n—i—l—mal

gegeben ist. Damit ist
n4(Bi,i+1(0)) = i, dgn(B,i+1(0)) =0
ny(Biiv1(1)) =i+ 1, dgn(Biiv1(1)) =0

Zudem ist dgn(f;,:41(t)) # 0 genau fiir ¢ = 1 und die Ableitung 5§,i+1(%) ist auf dem eindimen-
sionalen Raum ker(; ;41(3)) positiv definit. Wegen 5.3.10 und 5.2.18 schneidet damit aber I; ;41
den Raum A>;(Lg) nur bei ¢t = £ und das mit einem transversalen und positiven Schnitt. Nach

Definition des Maslov Index ist damit

pre(liiv1) =1

und der Beweis im Fall 7 =7 4+ 1 ist vollbracht.

Man wéhle nun fiir jedes ¢ = 0, ..., n eine Bilinearform B; € Bgym, (Lo) mit ny (B;) = i,dgn(B;) =
0 und beliebige Kurven ;41 : [0,1] — Baym(Lo) mit B;i11(0) = Bi, Biis1(1) = By fiir
1=0,...,n— 1. Wegen 5.3.11 und des oben bereits bewiesenen Spezialfalls ist nun aber

pro(liipr) =1 fiir L =9p! 0B
Fiir j > ¢+ 1 sei damit
Bij = Bi,iJrl * Bi+1,i+2 ook qu,j
Dann erfiillt 3;; aber (5.3.7) und mit der Eigenschaft (2) aus 5.3.15 ist wie gewiinscht
fro (lij) = MLO(LPZ;LI oBiy)=7—1
O

5.3.17 Definition. Eine C'-Kurve [ in A hat einen nicht entarteten Schnitt mit A>;(Lo)
bei t = to, falls I(tg) € A>1(Lo) und I'(to) |5,nit,) Dicht entartet ist.

Hiermit ist insbesondere jeder transversale Schnitt nicht entartet.

Das nachstehende weitere Ergebnis ist von besonderer Bedeutung fiir die Anwendung und
Interpretation des Maslov Index.
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5.3.18 Lemma. Es seil : [a,b] — A eine C'-Kurve.

1. Hatl bei ty € (a,b) einen nicht entarteten Schnitt mit A>1(Lo), so ist I(t) € Ao(Lo) fir

alle t # to in einer Umgebung von tg.

2. Besitzt | ausschliefllich nicht entartete Schnitte mit A>1(Ly), so ist [(t) € A>1(Lo) fiir nur
endlich viele t € (a,b) und es ist

pro) = > sen(l'(t) |Lorue) (5.3.8)
te(a,b)

Beweis. Wegen 5.2.15 existiert Ly € A mit V = Lo & Ly = I(tg) ® Ly. Damit ist nun fiir eine
Umgebung von ty stets () im Kartengebiert von ¢y, 1, enthalten. Man betrachte hiermit die

Kurve 8(t) = ¢r,,1,0l(t) auf dieser Umgebung. Mit 5.2.18 und 5.3.10 ist aber nach Voraussetzung

U'(t0) |Lonicte) = B'(to) [Lenite)= B’ (to) lker(s(to))
nicht entartet und man erhélt mit 5.3.3
0 = ker(5(t)) = Lo NI(¢)

fiir ¢ # ¢ in einer Umgebung von ¢y. Also ist (1) bewiesen.

Mit 5.2.11 und 5.2.13 ist zunéichst A>1(Ly) C A kompakt. Damit ist aber auch {([a, b]) NA>1(Lo)
kompakt und wegen (1) zudem diskret, also endlich.

Wegen der Endlichkeit der Anzahl der Schnitte geniigt es nun mit den Eigenschaften (2) und (4)
aus 5.3.15 fiir hinreichend kleines € > 0

KL (l ‘[to—&to-‘ré‘]) - sgn(l'(to) |Loﬁl(to))

zu zeigen. Man wihle hierzu wieder Ly € A mit V = Lo ® Ly = l(tg) @® L1, so dass die Kurve
B(t) = ¢ry,0,(I(t)) in einer Umgebung von t, definiert ist. Durch Anwendung von 5.3.3 auf

und die umgekehrt parametrisierte Kurve ¢ — ((—t) erhélt man fiir hinreichend kleines € > 0

ni(B(to +€)) = ny(B(to)) + ng (B (to) |xer Beto))
ny(B(to —€)) = ni(B(to)) + - (8 (to) |ker s(t0))

und hieraus durch Subtraktion
ny(B(to+¢€)) —ny(B(to —€)) = sgn(B'(to) lker szo))
Damit ist aber unter Verwendung von 5.3.16, 5.3.10 und 5.2.18

1o (! [to—e to+e]) = N+ (B(to + €)) — n(B(to — €))
= sgn(ﬁ’(to) |Loﬁl(t0)) = sgn(l'(to) ‘Loﬂl(to))
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Mit diesem Resultat erhélt man nun eine Interpretation des Maslov Index. Ist [ : [a,b] — A
eine C'-Kurve mit ausschlieflich transversalen Schnitten mit A>;(Lg), so erhélt man mit den
Eigenschaften des Maslov Index aus 5.3.15, dass ur,(l) die Anzahl positiver Schnitte von ! mit
A>1(Loy) minus die Anzahl negativer Schnitte von [ mit Asq(Lg) ist.
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5.4 Symplektische Differentialgleichungssysteme

In diesem Abschnitt werden zunédchst sogenannte Symplektische Differentialgleichungssysteme
und der Begriff des konjugierten Punktes solcher Systeme definiert, der fiir die verwendete De-
finition des Maslov Index das grundlegende Anwendungsgebiet bildet. Fiir die hier im Vorder-
grund stehenden aus der Geometrie gegebenen Probleme ist lediglich ein gewisser Spezialfall des
Symplektischen Differentialgleichungssystems bedeutsam, auf den die Betrachtungen recht ziigig
eingeschrénkt werden, was zu einer deutlichen Vereinfachung der Argumentationen fiihrt. Eine
ausgiebige Diskussion des allgemeinen Falls ist in [PT00a] zu finden. Die hier gegebene Bearbei-
tung der sogenannten Morse-Sturm Systeme ist an eine dort in abstrakterem Kontext betrachtete
Darstellung aus [MPT00] angelehnt.

5.4.1 Definitionen

Es wird nun zunichst R?" mit der kanonischen symplektischen Struktur betrachtet. Aus den

Beschreibungen von Sp(n,R) und sp(n,R) aus Abschnitt 5.1 erhélt man unmittelbar
o A Sp(n,R) <= ATJA=1J
o Acsp(n,R) < JA+ATJ =0

Damit besteht insbesondere sp(n,R) aus allen Matrizen der Form

A B
C —AT
wobei A, B,C € M(n,R) und BT = B,CT = C.

5.4.1 Definition. Ein symplektisches Differentialgleichungssystem ist ein homogenes li-

neares Differentialgleichungssytem

Fir

B )
X = <c<t> —A*(t))

wird das zugehorige symplektische Differentialgleichungssystem nicht entartet genannt, falls
stets det B(t) # 0.
Die Fundamentalldsung des Systems ist die eindeutige Losung [a,b] > t — ®(¢t) € GI(2n,R)

des Anfangswertproblems

=X, D(a)=id
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Fiir eine Losung w = (u,v) der Gleichung ist ®(t)(u(a),v(a)) = (u(t),v(t)) fiir alle ¢ € [a,b]. Mit

(@T () J®(t)) = (®TY (t)J®(t) + T () TP/ (t)
=o)Xt TJ(t) + ()T TX (1)D(t)
7"

®
dOT(XO)T T+ TX()®(t) =0

verlduft ®(t) offenbar ganz in der symplektischen Gruppe Sp(n,R).
5.4.2 Definition. Ein nicht entartetes symplektisches Differentialgleichungssystems
Alt B(t
(A B Y
ct) —Am"
heifst ein Morse-Sturm System, falls B konstant ist und A = 0.

Offenbar kann jedes Morse-Sturm System dieser Form dquivalent in das System
B~ (t) — C(t)u(t) =0

transformiert werden.

5.4.2 Konjugierte Punkte symplektischer Differentialgleichungssyste-

me

Es sei w’ = Xw ein Symplektisches Differentialgleichungssystem. Bekanntlich hat der Raum
J={w=(u,v):[a,b] > R"®R" : w' = Xw,u(0) =0}
die Dimension n. Ein ¢ € (a, b] heiflt konjugiert, falls
mult(ty) = dim{w = (u,v) € J : u(ty) = 0} # 0

und in diesem Fall wird mult(¢y) die Vielfachheit des konjugierten Punktes genannt.
Mit Ly = {0} @ R™ betrachte man die Kurve [ : [a,b] — A mit I(¢) = ®(¢)(Lo), wobei ® die

Fundamentallosung bezeichne. Von besonderer Bedeutung ist nun

5.4.3 Lemma. Fs ist genau dann mult(tg) = k, wenn [(t) € Ag(Lo). Insbesondere ist to € (a,b]

genau dann konjugiert, wenn l(ty) € A>1(Lo).
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Beziehung ®(t)(u(a),v(a)) = (u(t),v(t)) O

Mit dieser Erkenntnis sind nun insbesondere Wege in der Lagrange-Grassmannschen fiir die
Untersuchung konjugierter Punkte einer gewissen Klasse von Differentialgleichungssystemen von
Bedeutung.

Mit der Interpretation des Maslov Index mag dies zu der Idee fiihren, die konjugierten Punk-
te eines symplektischen Differentialgleichungssystems mitsamt ihrer Vielfachheiten mittels des
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Maslov Index zu ziihlen”. Allerdings steht man hierzu zuniichst vor dem Problem, dass zur De-
finition des Maslov Index stets I(a),l(b) € Ao(Lo) bendtigt wird, wobei diese Bedingung wegen
®(0) = id fir I(a) grundsétzlich nie erfiillt sein kann. Dieses Problem kann umgangen werden.
Da das Vorgehen im allgemeinen Fall durchaus schwieriger zu erdrtern ist, soll es hier nur an dem
im weiteren Verlauf der Arbeit einzig interessanten Fall eines Morse-Sturm Systems vollzogen
werden.

Aus technischen Griinden empfiehlt es sich nun Morse-Sturm Systeme ausschliefilich in der Form

, 0 id
YT \ipew o)

beziehungsweise in der hierzu dquivalenten Darstellung
u’(t) + B7C(t)u(t) =0, t € [a, b] (5.4.1)

zu betrachten. Hierdurch wird natiirlich die Menge der Losungen des Systems 2. Ordnung und
folglich auch die Menge der konjugierten Punkte nicht verdndert. Man betrachte nun zudem die
Vektorrdume

J={u:[a,b] = R™: " (t) + B~*C(t)u(t) = 0,u(0) = 0}
Jlto] = {u(to) :w e J} CR", to € [a,b]

Es ist analog zu obigem dim J = n und zudem mult(ty) = codim(J[to]).
Das folgende Lemma liefert nun die Méglichkeit zur Definition des Maslov Index fiir Morse-Sturm

Systeme.

5.4.4 Lemma. Die konjugierten Punkte eines Morse-Sturm Systems (5.4.1) kénnen sich bei a

nicht hdufen.

Beweis. Es sei Jy,...,J, € J eine Basis von J. Nun ist aber Jy(a) = --- = J,(a) = 0 und man
erhalt aus der Theorie linearer Differentialgleichungssysteme, dass Ji(a), ..., J) (a) eine Basis des
R™ ist. Man definiere nun stetige Abbildungen durch

- - - L t>q
Ty dn i fa, b =R Ji(t) =< ,i=1,...,n
Jl(a), t=a

Es ist J1(a),. .., Jy(a) eine Basis des R” und wegen der Stetigkeit der Determinante ist folglich
Ji(t), ..., Ju(t) fiir t nahe a ebenfalls eine Basis des R™. Aus der Definition der J; folgt nun,
dass damit auch Jy(t),..., J,(¢) fiir t nahe a eine Basis des R™ sind. Damit existieren aber mit

Ausnahme von a in einer Umgebung von «a keine weiteren konjugierten Punkte. O

"Die Bestitigung dieser Interpretation unter hinreichend gutartigen Bedingungen findet sich am Ende dieses
Kapitels in 5.4.10
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Mit dem vorhergehenden Lemma existiert ein ¢ > 0, so dass (a,a + ] keine konjugierten
Punkte enthélt. Ist zudem b kein konjugierter Punkt, so ist i(a + €),1(b) € Ao(Lo) und der
Maslov Index dieser Kurve definierbar. Dieser hingt wegen 5.3.15 offenbar nicht von der Wahl

von € > 0 ab.

5.4.5 Definition. Fiir ein Morse-Sturm System mit mult(b) = 0 ist der Maslov Index definiert

als der Maslov Index von [ : [a +€,b] — A wie oben beschrieben.

Man betrachte die symmetrische Bilinearform (-,-) = (B-,-) auf R™.

Zunichst ist fiir zwei Losungen Jq, J2 von (5.4.1)

%((J{(t), Jo(t)) = (Ji(t), J3(t))) = (J{ (1), J2(t)) + (J1(1), J5(t))
= (J1(8), J3(t)) = (J1(t), I3 (t))
= (J{(t), J2(t) — (Ja(t), I3 (1))
= (=B7'C(t)J1(t), Jo(t)) = (J1(t), =B~ C(t) J2(t))
= —(C(t)J1(t), Jo(t)) + (BJL(t), B~LC(t) 2 (1)) = 0
und damit

(J1(), J2(t)) — (Ja(t), J5(t)) (5.4.2)
konstant auf [a,b]. Insbesondere ist fiir Jy, Jo € J
(J1(t), Jo(t)) = (Ji(t), J5(1)) (5.4.3)

5.4.6 Definition. Ein konjugierter Punkt to heift nicht entartet, falls (-, -) |5, nicht entartet

ist.

Man beachte, dass fiir einen nicht entarteten konjugierten Punkt tq stets J[to] @ J[to]* = R™,
wobei | das orthogonale Komplement beziiglich (-, ) bezeichne.

Zum Abschluss dieses Kapitels wird nun die Formel (5.3.8) zur Berechnung des Maslov Index
auf die hier definierte Kurve in A angewendet. Man benétigt zunéchst
5.4.7 Lemma. [(ty) N Lo = {0} @ J[to]*.
Beweis. Es ist

I(to) N Lo = {(0,J(t0)) : J € J, J(to) = 0}

Ist nun mult(tp) = n — k und Ji,...,J, eine Basis von J, so dass Ji(to),- .., Jx(to) eine Basis
von J[to] ist und J;(to) = 0 fiir i = k+1,...,n, so geniigt es zu zeigen, dass J;_,(to), ..., J, (to)
eine Basis von J[to]* ist. Nun ist aber mit (5.4.3)

(J{(t0), Jj(t0)) = (Ji(to), Jj(t0)) = (0, J}(t0)) =0, j € {1,....k}ie {k+1,...,n}
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und folglich J!(to) € J[to]* fiir i = k+ 1,...,n. Da aber Ji.1,...,J, linear unabhiingig in J

sind, sind auch

(Jkt1(t0), Jri1(t0))s - -5 (Jn(to), J5, (o))

linear unabhingig in R?" und mit Jy11(to) = -+ = J,(to) = 0 erhélt man schlieRlich die lineare
Unabhingigkeit von Jj,(to),...,J},(to) € R™. Die Behauptung folgt nun aus dimJ[to]= =
n—k. O

Fiir die weiteren Uberlegungen bezeichne ® : [a, b] — Sp(n,wp) wieder die Fundamentallssung

des Systems erster Ordnung, also

o 0 id -
o'(t) = (—BlC(t) 0)@@), o(0) = id

Man kann nun die symplektische Struktur auf R?" in gewinnbringenderweise verindern. Hierzu

definiere man

w((z1,22), (W1, 92)) = (T1,92) — (B2,51),  (21,92), (T2,51) € R*"

Mit dieser Definition ist w eine symplektische Form auf R?". Bezeichnet nun ®(t)z = (z(t),2'(t))

fiir x € R?" die zugehdrige Losung des Systems erster Ordnung, so erhélt man aus (5.4.2)
w(®(t)z, @(t)y) = w((2(t),2'(1)), (y(t), y' (1)) = (2(1),y (1)) — (&'(), y(£))
= (2(a),y'(a)) — (' (), y(a)) = w(z,y)
und damit ist ® : [a,b] — Sp(R?",w). Noch einfacher ist einzusehen, dass die Matrix X des

Systems eine Kurve X : [a,b] — sp(R?",w) definiert.

Es sei nun zunichst daran erinnert, dass fiir eine glatte Abbildung f : M — N zwischen
glatten Mannigfaltigkeiten zwei Vektorfelder X € T'(M) und Y € T'(N) f-dAquivalent heifsen,
falls d,f(X(p)) = Y (f(p)) fir alle p € M. Falls X und Y f-dquivalent sind, so bildet f stets
Integralkurven von X auf Integralkurven von Y ab.

Es sei nun G eine Lie-Gruppe, die von links auf einer Mannigfaltigkeit M wirke. Mit der Abbil-
dung k, : G — M, k,(g) = ¢g-p kann jedem X aus der Lie-Algebra von G ein Vektorfeld

X*eI'(M) durch X*(p) = di1kp(X)
zugeordnet werden. Mit der rechts-Wirkung
rg:G— G, () =4’y
auf G bezeichne desweiteren

X (g) = diry(X), g€ G
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das rechtsinvariante Vektorfeld auf G beziiglich X.
Nun ist k4., = kp 074 fiir alle g € G und p € M und folglich dikg, = dgkp © di7g. Damit ist

X" (kp(g)) = dgﬂpXR(g) Vg € G

und folglich die Vektorfelder X* € I'(M) und X% € I'(G) £p-dquivalent.
Ist nun X : [a,b] — g eine Kurve in der Liealgebra, so erhélt man ein zeitabhingiges Vektorfeld
auf G

[a,b] x G > (t,g9) — X(1)(g) € T,G
und zudem ein zeitabhingiges Vektorfeld in M mit
[a,b] x M > (t,p) — X(t)"(p) € T,M

Danun &, Integralkurven auf Integralkurven abbildet, kann diese Konstruktion verwendet werden
um Ld&sungen von Differentialgleichungen auf G in Losungen von Differentialgleichungen auf M

zu projizieren. Erfiillt n&mlich ¢ — ~(¢) die Gleichung

so0 ist wegen der k,-Aquivalenz stets auch

&30 ) = X (0 (1(0)-p)

Diese allgemeine Bemerkung soll nun auf den hier zu betrachtenden Fall angewendet werden. Es
sei hierfiir X : [a,b] — sp(R®",w) die Matrix des Morse-Sturm Systems. Man sieht unmittelbar
ein, dass X (t)%A = X (t)A fiir alle A € Sp(R?",w) und folglich ist ® gerade eine Integralkurve

von X (). Unter Verwendung von rz, erhélt man nun die Differentialgleichung
I'(t)=X@®#)*I(t), t € [a,b]

fiir die Kurve [ : [a,b] — A mit [(¢t) = ®(t)Lo. Nun wurde aber das Vektorfeld X* bereits in 5.2.9
berechnet und man erhélt mit diesem Resultat

(1) = X(°Ut) = (X (1)) by € Baym (1), t € [a ] (5.4.4)

Mit dieser Bemerkung ist der Beweis des folgenden entscheidenden Resultates nicht mehr

sonderlich schwer.

5.4.8 Satz. FEs sei b nicht konjugiert und zudem jeder konjugierte Punkt nicht entartet. Dann

besitzt das Morse-Sturm System nur endlich viele konjugierte Punkte und es ist

pro () =Y sgn((-,-) lyge)

te(a,b)
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Beweis. Fiir ein ty € (a,b) sei unter Verwendung von 5.4.7 tq € (a,b) (0,2), (0,y) € {0}DJ[to]t =
I(to) N Lo. Dann ist mit (5.4.4)

I'(to)((0,2), (0,9)) = w(X(t0)(0,), (0,y))
= w((x, 0)7 (07 y))
= (z,9)

Da nun jeder konjugierte Punkt nach Voraussetzung nicht entartet ist, ist folglich auch I’ (¢) fiir

jeden konjugierten Punkt ¢y € (a,b) auf I(¢g) N Ly nicht entartet und zudem gilt

sgn(l’(to) luto)nze) = s80((-5 ) lyee)+)
Die Behauptung folgt nun aus 5.3.18. O
Aus diesem Resultat erhdlt man nun insbesondere zwei ebenso bedeutsame Folgerungen.
5.4.9 Folgerung. Nicht entartete konjugierte Punkte sind isoliert.

5.4.10 Folgerung. Definiert (-,-) ein Skalarprodukt auf R™, so ist
i) = 3 mule()
te(a,b)

5.4.11 Bemerkung. An dieser Stelle kann die immense Bedeutung dieser Homotopieinvariante der
Analysis wohl noch nicht vollstandig erfasst werden, da insbesondere noch keinerlei Bemerkung
zu moglichen Irregularititen der Struktur konjugierter Punkte gemacht wurden. Dieses wird im

néchsten Kapitel nachgeholt.
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Kapitel 6

Grundlagen zur Morse Theorie

semi-Riemannscher Geodaten

Eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit ist ein Paar (M, g), wobei M eine glatte endlichdi-
mensionale Mannigfaltigkeit und g € T'(S?T*M) punktweise nicht entartet und von konstantem
Index v ist.

Desweiteren bezeichne grad f € T'(T'M) fiir eine glatte Funktion f € C*°(M) den Gradienten
von f, also das eindeutige Vektorfeld mit

g(grad f,X) =df(X) = X f fir alle X e I'(TM)

wobei df € T'(T*M) das Differential von f bezeichne. Es sei V : T'(TM) x I'(TM) — I'(TM) der
% die hiervon induzierte kovariante Ableitung entlang
Kurven. Zudem sei R € T4 M = TM®®3 T* M der Kriimmungstensor beziiglich des Levi-Civita

Zusammenhangs versehen mit der Vorzeichenkonvention

Levi-Civita Zusammenhang von M und

R(X,Y)Z =VxVyZ~VyVxZ - Vixy/Z

Im Folgenden werden Geoditen grundsitzlich als auf dem Intervall [0, 1] definierte Kurven be-
trachtet, was keine Einschrinkung an die Allgemeinheit der Darstellung ist. Bekanntlich ist

g(v',~') fiir eine Geodéte v : I — M konstant und damit heifle
e zeitartig, falls g(+',+') <0,
e lichtartig, falls g(7',+') = 0 und
e raumartig, falls g(v/,7') >0

Zudem wird v kausal genannt, falls « nicht raumartig ist. Eine semi-Riemannsche Mannigfaltig-

keit vom Index v = 1 wird speziell als Lorentz Mannigfaltigkeit bezeichnet.
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6.1 Perturbierte Geodaten, konjugierte Punkte und der Mas-

lov Index

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Definitionen aus [MPPO05] bereitgestellt und kom-
mentiert. Zudem wird der im letzten Abschnitt dargelegte Maslov Index auf diese Situation an-
gewendet und ein bedeutendes Resultat zu konjugierten Punkten semi-Riemannscher Geodéten
prisentiert. Es ist zu beachten, dass die hier verwendete Vorzeichenkonvention des Kriimmungs-
tensors nicht mit der in [MPPO05] iibereinstimmt und sich daher die dort gegebenen Definitionen
gerigfiigig von diesen unterscheiden.

Im Weiteren sei V : [0,1] x M — R eine glatte Funktion, wobei grad V' stets die Anwendung
des Gradienten von M auf V(¢,-) bezeichne.

6.1.1 Definition. Eine perturbierte Geodite ist eine glatte Kurve, die der Differentialglei-
chung

V() + grad Vi, (x)) = 0 (6.1.1)

geniigt®.

6.1.2 Bemerkung. Die Motivation der Definition ist naheliegend. Kann die gewohnliche Geo-
détengleichung %fy’ = 0 als Bewegungsgleichung fiir ein frei fallendes Teilchen der normierten
Masse 1 mit kinetischer Energie g(7/,7’) aufgefasst werden, so ist (6.1.1) gerade die Verallge-
meinerung der Bewegungsgleichung bei zusétzlicher Einwirkung eines zeitabhingigen Potentials
V.

6.1.3 Definition. Ein Vektorfeld £ € T'(y) entlang einer p-Geodéte ~ heilt Jacobifeld, falls es
der linearen Differentialgleichung

vz /! /

- 3€() — RO (2), €)' () + Vo) grad V(2 7(2)) = 0 (6.1.2)
geniigt.

6.1.4 Bemerkung. Entsprechend der Form der p-Geoditengleichung als additive Storung der
gewohnlichen Geodétengleichung, ist auch die Jacobigleichung (6.1.2) lediglich eine additive Sto-
rung der gewthnlichen Jacobigleichung. Die Jacobigleichung erhélt man naheliegenderweise ana-
log zum nicht gestorten Fall:

Es sei v : [a,b] — M eine p-Geodéte und I' : (—¢,¢) X [a,b] — M eine glatte Abbildung, so dass
jedes T'(s, - ) eine p-Geodéte ist und T'(0, - ) = 7. Die grundlegende Idee der Jacobigleichung ist das
Aufsuchen einer Differentialgleichung fiir £(¢) = %1"(07 t), dem sogenannten Variationsvektorfeld

'Tm Folgenden wird dieser Begriff haufig durch p-Geodite ersetzt.
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von I'. Die Motivation besteht in der Untersuchung des Verhaltens benachbarter Geodéten, was
damit naheliegenderweise in engem Zusammenhang mit der Kriimmung der Mannigfaltigkeit
steht. Man hat zunéichst mit (6.1.1) fiir jedes s € (—¢,¢)

VVao \%
Da aber fiir jedes Vektorfeld X entlang einer glatten Variation (vgl. [Lee97, Lemma 10.1])
\VAAV) \VAV) o 0
%%X — %%X = —R(af, %F)X
ist
VVo 0 0 0 \v4
yre ~R(ZT “r “r - r -
DT (5,) = R T(s, 1), 2o T(5,0) 5T (5,8) + - grad V(L T(5,0)) =0
Unter Verwendung der Symmetriebeziehung %%F = %%F (vgl. [Lee97, Lemma 6.3]) erhilt
man
VvV o 0 0 0 \Y
=———I(s,t) — R(=TI'(s,t), =—I'(s,t))=I(s,t) + — grad V (¢, T'(s, t
0 dt dt Os (%) R(at (s, )’83 (s, ))815 (s, )+d5gra (8, I(s,1))
VvV o 0 0 0
= a%%]f‘(s,t) - R(gf(s,t), gf‘(si))af(s,t) + V.o grad V(t,T(s,t))

und hieraus fiir s = 0 schlieflich die Jacobigleichung (6.1.2).

6.1.5 Definition. Fiir eine p-Geoddte v nennt man x € (0,1] konjugiert (zu 0), falls ein
Jacobifeld £ € T'(y) \ {0} mit £(0) = 0 und &£(z) = 0 existiert. Der entsprechende Punkt vy(z) € M
heifst konjugiert zum Punkt +(0) entlang ~.

Dasweiteren wird v nicht entartet genannt, falls 1 nicht konjugiert ist.

Es bezeichne weiterhin 7 den offenbar n-dimensionalen Vektorraum aller Jacobifelder entlang

7, die der Anfangsbedingung £(0) = 0 geniigen. Man nennt
mult(z) =dim{{ € 7 : £(x) =0} <n
die geometrische Vielfachheit von z € (0, 1]. Desweiteren sei
Tle) = {€(x) : € € T} C Ty M

Es ist stets m(x) = codim Z[z] = dim Z[z]* wobei L das orthogonale Komplement beziiglich

J~(z) bezeichne.

6.1.6 Definition. Fiir eine p-Geodéte heift ein konjugiertes x € (0, 1] regulér, falls g, ;) |7[2)+
nicht entartet ist. v heift eine regulire p-Geodite, falls alle konjugierten = € (0, 1] nicht

entartet sind.

Das Ziel ist nun die Resultate aus Abschnitt 5.4.2 auf konjugierte Punkte perturbierter Geo-
déten anzuwenden. Hierzu benotigt man eine einfache, aber in der gesamten Theorie auftretende

Konstruktion, die nun in Form einer Bemerkung gegeben werden soll.
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6.1.7 Bemerkung. Es sei v : [0,1] — M eine p-Geodéite. Bekanntlich liefert die Parallelverschie-
bung zu jedem Vektor Vy € T )M ein eindeutiges Vektorfeld V' entlang v, so dass V(0) = Vo
und %V = 0. Da nun nach Voraussetzung V der Levi-Civita Zusammenhang von (M, g) ist,
ist g(V, W) fiir je zwei parallele Vektorfelder entlang « konstant. Ist nun {e!,... e"} eine die
Bilinearform g., (o) (-, -) diagonalisierende Basis von T’ )M, so existieren folglich glatte parallele
Vektorfelder {e!(t),...,e"(t)} entlang -, so dass

) ) ,i<n-v ) .
gle'(t),e'(t) = ‘ »og(e'(t),e/(t) =0, i #j
-1, i>n—v

Diese werden im Folgenden Basisvektorfelder entlang v genannt und mit ihnen besitzt nun
jedes Vektorfeld ¢ : I — TM entlang v eine Darstellung £(¢) = >0, u;(t)e’(t) mit Funktio-
nen u; : [0,1] — M. Bekanntlich liefert zudem jede Wahl von Basisvektorfeldern zugleich ein
Trivialisierung des Vektorbiindels v*T'M.

Durch Einsetzen solcher Basisvektorfelder in die Jacobi-Gleichung (6.1.2) erhilt man nun

2 n n
(Zg (Z Uz‘(x)ei(m)> -R (7/(@, Zui(l’)@i(fc)> Y (@) + Vyn u(@)ei (@) grad V(z, y(x))

=Y u/(@)e' (@) + Y (—R(Y (2),¢' (€))7 (2) + Veiay grad V(z, 7(2)))u' (z) = 0

i=1 =1

Bildet man nun fiir j = 1,...,n punktweise g(-,e’(x)), so ist aber diese Gleichung genau

dann erfiillt, wenn

51‘“2/(33) + Z _g(R(7/($>7 e’ ('75))'7,(37) + veJ'(ac) grad V (z, 'Y('T))a ei(x))uj (CL’) =0, i=1,...,n

wobei

1,i<n—v
E; =
-1,i>n—-v

Betrachtet man nun die Matrix S(z) = {S;;(2)}1<s j<n mit
Sij(x) = g(=R(y'(x), € (2))7 (2) + Vei (o) grad V (z,7(2)), €' (z))

so ist unter der gewédhlten Trivialisierung von v*T'M die Jacobigleichung (6.1.2) dquivalent zu

dem homogenen System gewdhnlicher linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung
Ju" (z) + S(x)u(z) =0 (6.1.3)
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wobei

und
= (Ur,...,up): L —R"

Man beachte zudem, dass unter der gewihlten Trivialisierung von +*T'M die Metrik g in die

konstante Bilinearform (J-,-) auf R" {iberfithrt wird.
6.1.8 Lemma. Fir jedes x € [a,b] ist S(x) symmetrisch.

Beweis. Nach Definition ist

Sij(2) = g(=R(Y'(x), €’ ()7 (2),€'(x)) + 9(Ves (o) grad V (@, 4(2)), €' ()

und die Symmetrie des ersten Summanden wegen der Eigenschaften des Kriimmungstensors
gegeben. Die Symmetrie des zweiten Terms erhilt man unter Verwendung der Torsionsfreiheit

des Levi-Civita Zusammenhangs aus

g(Vxgrad f,Y) — g(Vy grad f, X) = Xg(grad f,Y) — g(grad f, VxY)
— Yg(grad f, X) + g(grad f, Vy X)
=XY[) - (VxY)f =Y (Xf)+ (Vy X)f
=[X,Y]f = (VxY —=VyX)f
=[XY]f-[X,Y]f =0

fiir zwei Vektorfelder X,Y und eine glatte Funktion f auf M. O

Damit ist insbesondere die transformierte Jacobi-Gleichung (6.1.3) ein Morse-Sturm System.
Man erhilt also durch jegliche obige Wahl von Basisvektorfeldern einen Isomorphisms zwischen
dem 2n-dimensionalen Raum aller Losungen der Jacobigleichung (6.1.2) und dem Lésungsraum
des Morse-Sturm Systems (6.1.3). Es ist dabei unmittelbar einzusehen, dass dieser Isomorphismus

zudem 7 in J abbildet. Desweiteren hat man eine Familie von Isomorphismen

Yot TyyM >R, = &e'(z) = = (&1,...,6n)
i=1
fiir die zudem g.,(,)(€,m) = (J&, 7). Damit ist nun insbesondere 1, (Z[z]) = J[z] und v, (Z[z]*) =
J[z]*, wobei wie im Abschnitt 5.4.2 fiir J[z] mit L das orthogonale Komplement beziiglich
(-,-) = (J-,-) bezeichnet werde. Damit kann aber das Studium der konjugierten Punkte von
Jacobifeldern vollstandig anhand der transformierten Gleichung (6.1.3) vollzogen werden. Somit
stehen aber samtliche in Abschnitt 5.4.2 bereitgestellten Werkzeuge zur Verfiigung, so dass nun
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konjugierte Punkte entlang einer p-Geodéten mittels des induzierten Weges in der Lagrange-
Grassmannschen A untersucht werden kénnen.

Es sollen nun Resultate vorgestellt werden, die mittels dieses Vorgehens erhalten wurden.
Zunichst ist eine wichtige Erkenntnis, dass in gewisser Weise auch eine Umkehrung der durch
die Basisvektorfelder erhaltenen Transformation der Jacobigleichung auf ein Morse-Sturm System

gilt.

6.1.9 Satz. Fir jede glatte Abbildung [0,1] > z — S(x) € S(n) und jede Wahl von v ezistiert
eine konform flache n-dimensionale semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) vom Index v und

eine Geoddte 7y : [0,1] — M, so dass (6.1.3) die zugehirige transformierte Jacobi-Gleichung ist.

Beweis. [MPTO00, Proposition 2.3.1 & Remark 2.3.5] O

Bekanntlich ist die Anzahl der konjugierten Punkte entlang einer Geodéte in einer Riemann-
schen Mannigfaltigkeit stets endlich. Die Ungiiltigkeit dieser Aussage ist eine ausgesprochene
Besonderheit des allgemeinen semi-Riemannschen Falles, die erst 1994 von Helfer entdeckt wurde
(vgl. [Hel94]). Dieser konstruierte mittels des obigen Ergebnis 6.1.9 und Kurven in der Lagrange-
Grassmannschen implizit eine raumartige Geodéte v : (0,00) — M in einer dreidimensionalen
Lorentz-Mannigfaltigkeit M, deren konjugierte Punkte durch das Intervall (1,00) gegeben sind.
Unter Verwendung der hier gegebenen Beschreibung der Lagrange-Grassmannschen gelang es
Piccione und Tausk in [PTO03] dieses Phinomen durch ein allgemeines Theorem zu beschrei-
ben. Nach Definition einer Kategorie, deren Objekte aus Paaren symplektischer Vektorrdume
und glatter Wege in ihrer Lagrange-Grassmannschen bestehen, erhélt man einen Begriff der Iso-
morphie, mit dem gezeigt werden kann, dass jedes einer gewissen Zusatzbedingung geniigende
Element dieser Kategorie zu dem von einer Gleichung (6.1.3) induzierten Weg in der Lagrange-
Grassmannschen des R?" isomorph ist. Da dieser kategorielle Isomorphismus nun aber die Dimen-
sionen der interessierenden Schnitte erhilt, geniigt es mit 6.1.9 zur Konstruktion von Geoditen
mit einer aufergewohnlichen Menge der konjugierte Punkte lediglich einen geeigneten Weg in
der Lagrange-Grassmannschen eines beliebigen symplektischen Vektorraumes zu konstruieren.
Hiermit konnten Piccione und Tausk das folgende Resultat beweisen.

6.1.10 Satz. Es sein > 3 und F' C (0, 1] eine beliebige kompakte Teilmenge. Dann existiert eine
n-dimensionale Lorentz-Mannigfaltigkeit (M, g) und eine raumartige Geoddte ~y : [0,1] — M, so

dass F' die Menge der konjugierten Punkte von -~y ist.

Hiermit hat man also implizit Geoddten gegeben, die eine recht beliebige Struktur ihrer
konjugierten Punkte haben kénnen®. Insbesondere besteht damit auf einer allgemeinen semi-
Riemannschen Mannigfaltigkeit nicht mehr die Moglichkeit einer Zahlung der konjugierten Punk-
te entlang einer beliebigen Geodéte.

Die Uberlegungen des letzten Kapitels legen die folgende Definition nahe.

2Man etwa an das Cantorsche Diskontinuum.
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6.1.11 Definition. Fiir eine nicht entartete p-Geodéte «y : [a,b] — M sei der Maslov Index

definiert als der Maslov Index der transformierten Jacobigleichung (6.1.3).

Man erhélt nun aus den Ergebnisses des Abschnittes 5.4.2 unmittelbar das folgende entschei-
dende Resultat.

6.1.12 Satz. Eine nicht entartete regulire p-Geodate v : [0,1] — M besitzt nur endlich viele

konjugierte Punkte und es ist

Z'Maslov(’Y) = Z SEI Gy () ‘I[x]L
z€(0,1)

Desweiteren sind requldre konjugierte Punkte stets isoliert.

Hiermit erhdlt man insbesondere auf einem ganz anderen Weg die Endlichkeit der konjugierten

Punkte im Riemannschen Fall fiir die allgemeineren perturbierten Geodéten.

6.1.13 Folgerung. Ist (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und -y : [0,1] — M eine nicht

entartete p-Geodite, so besitzt v nur endlich viele konjugierte Punkte und es ist

Z'Maslov(’Y): Z mlﬂt(l')

z€(0,1)

Also ist zusammenfassend der Maslov Index eine ganze Zahl, die jeder p-Geodéte einer semi-
Riemannschen Mannigfaltigkeit zugewiesen werden kann und zudem in gewisser Weise eine Ver-
allgemeinerung der Zdhlung konjugierter Punkte entlang der Geodite ist.

Mit den Konstruktionen und Resultaten des letzten Kapitels und dieses Abschnittes sind die we-
sentlichen bisher zur Verfiigung stehenden Techniken zur Behandlung semi-Riemannschen Geoda-
ten dargelegt. Die Kenntnis dieser Begriffe wird in den meisten Artikeln zum Thema als bekannt

vorausgesetzt.
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6.2 Die Hilbertmannigfaltigkeit H!([a,b], M)

Die Anwendung der Morse Theorie auf Geodéten einer festen semi-Riemannschen Mannigfaltig-
keit M verwendet als zugrundeliegende Hilbertmannigfaltigkeit die mit einer geeigneten Topo-
logie versehene Menge aller Wege ~ : [0,1] — M der Sobolev Regularitit H' in M. Fiir diese
Menge wurde erstmalig in der Arbeit [Pa63] die Struktur einer Hilbertmannigfaltigkeit definiert.
Die grundlegende Idee ist hierbei zunéichst H'(I, M) fiir abgeschlossene Untermannigfaltigkeiten
M eines euklidischen Raumes als Hilbertmannigfaltigkeiten zu etablieren und anschliefsend die
Unabhéangigkeit dieser Struktur von einer wegen des Whitney Einbettungssatzes stets existie-
renden Einbettung einer allgemeinen glatten Mannigfaltigkeit M in einen solchen Koordinaten-
raum nachzuweisen. Bedauerlicherweise ist diese fiir jede glatte Mannigfaltigkeit M gegebene
Definition fiir konkrete Rechnungen nicht sonderlich praktikabel. Ein spéterer vollkommen int-
rinsischer Zugang ist in [K1i82] nachzulesen, ist aber dort bedauerlicherweise ausschlieflich fiir
Riemannsche Mannigfaltigkeiten angegeben und zumindest nicht direkt auf den Fall allgemeiner
semi-Riemannscher Mannigfaltgkeiten {ibertragbar®. Diesem prinzipiellen Misstand ist trotz der
fundamentalen Bedeutung von H'(I, M) fiir die gesamte Theorie zumeist wenig Aufmerksam-
keit geschenkt worden. In Artikeln zur Morse Theorie semi-Riemannscher Geodéten wird diese
Problematik entweder unbeantwortet gelassen oder auf [K1i82] verwiesen*. Die Giiltigkeit einiger
Aussagen zu H'(I, M) und Abbildungen auf H*(I, M) aus diesen Artikeln bleibt damit unbe-
antwortet.

Erfreulicherweise findet sich in dem nicht vollendeten Skriptum [MPTO01] eine alternative Be-
trachtung von H!([a,b], M), die scheibar an Forschungsartikel der Autoren orientiert ist (vgl.
hierzu [PTO01]). Zur Definition einer glatten Struktur wird hier aus dem Atlas von M direkt ein
Atlas fiir H'([a,b], M) konstruiert, mit dem dann sémtliche spéiter zu betrachtenden Abbildung
auf diesem Raum in Karten untersucht werden koénnen.

Wie jede Betrachtung von H!([a,b], M) ist auch diese durchaus abstrakt und bendtigt einige
Vorbereitungen. Hierzu wird in einem ersten Abschnitt das spétere Modell H'([a,b], R™) der Hil-
bertmannigfaltigkeit betrachtet, bevor im weiteren die Konstruktion des glatten Atlas zunéchst
im Modell vorbereitet, und dann auf der Mannigfaltigkeit durchgefiihrt wird. Das eigentlich fiir
die Morse Theorie bedeutungsvolle Objekt ist nun eine Untermannigfaltigkeit von H([a,b], M),
die spédter in diesem Kapitel definiert wird.

In den Werken [Mi69] und [Jo02] findet man Beweise des Morse Index Theorems und bedeu-
tende Anwendungen fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten, wobei auf eine sonderlich genaue Be-
trachtung der Mannigfaltigkeitsstruktur des zugrundeliegenden Kurvenraumes wenig geachtet
wird, was aber in diesen Fillen auch nicht notwendig ist. Fiir die Behandlung allgemeiner semi-

3Die Konstruktion beginnt mit Vervollstindigungen normierter linearer Riume unter Verwendung der gegebe-

nen Riemannschen Metrik.
4Ein besonderes Beispiel hierzu findet sich unter anderem in der Arbeit [BM92, S. 434]. Mit kommentarlosem

Verweis auf [Kli82] wird hier die Endlichkeit der Menge konjugierter Punkte entlang beliebiger semi-Riemannscher

Geodéten angenommen
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Riemannscher Geodéten ist eine genau Beschreibung allerdings unumgénglich, um Methoden
und Konzepte der Funktionalanalysis anwenden zu kénnen.

Der Inhalt dieses Abschnittes entstammt iiberwiegend [MPTO1], wobei einige Resultate aus
[Pa63] und [Ma94] hinzugenommen wurden. In [MPTO01] sind einige Details der Konstruktion

als Ubungsaufgaben gestellt, die hier mit in die Darstellung eingebunden sind.

6.2.1 Der Hilbertraum H'([a,b], R")

Die in diesem Abschnitt betrachteten Funktionenriume C([a, b], R") und L?([a, b], R™) seien stets
mit ihren gewthnlichen Normen versehen.

Fiir zwei normierte Rdume (X, |- || x), (Y, [|- |ly) ist bekanntlich durch |- ||, = (|- ||% + |- ||§’/)%
mit p € N stets eine Norm auf X @Y gegeben. Diese Normen sind alle dquivalent und liefern die

Produkttopologie. Sofern nicht anders genannt, wird auf X &Y die Norm || ||2 verwendet.

6.2.1 Definition. Eine Kurve 7 : [a,b0] — R" ist absolutstetig, falls fiir jedes ¢ > 0 ein
0 > 0 existiert, so dass fiir beliebige disjunkte Teilintervalle (ay,b1),..., (an,b,) von [a,b] mit

Sory (b — ay) stets
D) =@ <

6.2.2 Bemerkung. 1. Offenbar ist jede absolutstetige Kurve stetig und jede Lipschitz-stetige
Kurve (folglich also insbesondere auch jede stiickweise C''-Kurve) ist absolutstetig.

2. Die Menge der absolutstetigen Kurven bildet einen Untervektorraum von C(la, b], R™), der
mit AC([a, b], R™) bezeichnet wird.

Es sei an die allgemeine Formulierung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung

erinnert.

6.2.3 Satz. 1. FEine Kurve 7 : [a,b] — R™ ist genau dann absolutstetig, wenn die Ableitung
~'(t) = limy_g M fiir fast alle t € [a,b] ezistiert, v' € L'([a,b],R™) und v(t) =
v(a) + fat v (s)ds fiir alle t € [a,b].

2. Ist n € LY([a,b],R™), s0 ist v : [a,b] — R, v(t) = fat n(s)ds absolutstetig mit v = n fast

uberall.

Beweis. [Rud99, Satz 7.11 und Satz 7.20] Hierbei sind die Ausfithrungen vor Definition 7.17. zu
beachten. 0

6.2.4 Definition. Man defininiert
H'([a,b],R") = {y € AC([a,b],R") : v/ € L*([a,b],R™)}

6.2.5 Bemerkung. Es ist nicht schwer einzusehen, dass diese Definition in dem offensichtlichen
Sinne gerade mit der gewdhnlichen Definition des Sobolev-Raumes H*?([a, b], R") iibereinstimmt
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(vgl. hierzu [Zie89, Theorem 2.1.4]). Dennoch werden hier Elemente aus H'([a, b], R™) grundsitz-

lich als Funktionen und nicht als Aquivalenzklassen aufgefasst.

Das néichste Ziel ist nun den Vektorraum H!([a,b],R") mit einer geeigneten Topologie zu

versehen.

6.2.6 Lemma. Die Abbildung
H'([a,b],R") v+ (7,7) € C(la,b], R") @ L?([a, b], R")
ist linear, injektiv und hat abgeschlossenes Bild.
Beweis. Linearitidt und Injektivitéit sind klar. Es sei
(Y, ) = (v,1) € C([a, 0], R") & L*([a, 0], R"), 7 € H'([a,b],R") ¥n € N
Mit 6.2.3 ist v, (t) = %(a)—kf(: 74 (8)ds und mit (t) := 7(a)+f: n(s)dsist ¥ € H!([a,b], R™) mit

5" =mn € L*([a,b],R™). Damit ist fiir ¢ € [a,b] unter Verwendung der Hélderschen Ungleichung

b
70 (t) = 3@ < [7a(a) —(a)]| +/ [l () = n(s)llds

N

< llyn(a) =v(@)l[ + Vb —a </ [l (5) — n(S)|2d8>

= [ln(a) = v(a)|| + Vb = allv, = nllL2((a.b). &)

n—oo

und folglich ||y, — J|lcoc —— 0. Damit ist aber v = 5 € H'([a,b],R") mit 4/ = 7' = n, also
(7,7n) ein Element des Bildes obiger Abbildung, womit sich dieses als abgeschlossen erweist. [

Das Bild obiger Abbildung ist folglich mit der Norm [|v|| = |V|loo + [|7’|| 2 ein Banachraum.
Da nun obige Abbildung zudem linear und injektiv ist, wird durch sie eine Norm auf H*([a, b], R")
induziert, mit der auch dieser Vektorraum ein Banachraum ist. Im Folgenden sei H'([a,b], R™)

stets mit dieser Topologie versehen. Mehr {iber diese Topologie lehrt folgendes Resultat.
6.2.7 Lemma. Fir ein festes ty € [a,b] betrachte man die Abbildungen
H'([a,b],R™) > v+ (v,7) € L*([a,b],R™) & L?([a, ], R™) (6.2.1)
H'([a,b],R") 57 = (y(to),7") € R" & L*([a, 0], R") (6.2.2)

Dann ist (6.2.1) eine stetige, lineare und injektive Abbildung mit abgeschlossenemn Bild und

(6.2.2) ein topologischer Isomorphismus.

Beweis. Man betrachte zunéchst die Abbildung (6.2.1). Die Linearitét ist klar. Weiterhin ist fiir
v € H'([a,b],R™)

) b }
|(%7’)||1=</ 7(8)Il2d8> +</ ||7’(8)||2d8>

< Vb= allyllee + 1Vllz2 < max{1, Vb - a}([7llee + 17"l 2)
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und folglich (6.2.1) stetig. Ist nun {7, }nen C H'([a,b],R™) eine Folge mit
(s v0) = (v,1) € L?(la, b, R") & L?([a, b], R™)

und v, (¢) = yn(a) + fi ~1.(s)ds, so ist zunichst fiir jedes t € [a, D]

t t b
|| / 7 (s)ds — / n(s)ds] < / i (s) — n(s)llds < VB —allv, — nll»

und damit || f; v (s)ds — fat n(s)ds||zz < (b—a)||v,, —nllzz — 0,n — oco. Damit konvergiert aber
auch {v,,(a)}nen = {7 — fat v.(8)ds}nen in L? und zwar gegen eine konstante Funktion ¢, und
insgesamt ist schlieflich v(t) = ¢ + f; n(s)ds fiir fast alle t € [a,b], also v € H!([a,b],R™) mit
v =1

Die Abbildung (6.2.2) ist zunéchst offenbar linear und wegen 6.2.3 injektiv. Ist zudem (x,7) €

n n . _ t . . n

R"®L%([a, b], R"), soist durch y(t) = 33+ft0 n(s)ds,t € [a, b] offenbar ein Urbild v € H*([a, b], R")
gegeben. Ist nun v € H!([a,b], R"), so erhilt man aus

I(v(to), Yl = Ilv(Eo) L + V122 < Ivllse + [1V/ll 2
die Stetigkeit von (6.2.2) und damit die Behauptung aus dem Prinzip der offenen Abbildung. O

Da nun wegen des Prinzips der offenen Abbildung (6.2.1) ein topologischer Isomorphismus

auf sein Bild ist und (6.2.2) ein topologischer Isomorphismus ist, induzieren die Skalarprodukte

(71,72) = (1, 72) 2 + (11, 72) 12 (6.2.3)

(71,72) = (n(t0),v2(to)) 22 + (11, 75) 12 (6.2.4)

die gleiche Topologie auf H!([a,b],R") wie die bereits gegebene, so dass der topologische Vek-
torraum H!([a,b], R™) mit jedem dieser fquivalenten Skalarprodukte sogar ein Hilbertraum ist.

Von besonderer Bedeutung ist im Folgenden der Unterraum
H&([a,b],R") ={y€ Hl([av b, R™) 1 y(a) = v(b) =0} C Hl([a’7 b],R™)
6.2.8 Lemma. H}([a,b],R") ist ein abgeschlossener linearer Unterraum der Kodimension 2n.

Beweis. Die Abgeschlossenheit von H¢ ([a, b], R") ist mit (6.2.2) unmittelbar einzusehen.
Man betrachte nun die Abbildung

H'([a,b], R™) 5 7 — (3, 7(a), 7(b)) € HE([a,b],R") & R" @& R" (6.2.5)

wobei (t) = v(t) — £=8v(a) + =5 ~(b). Diese Abbildung ist offenbar linear und bijektiv. Folglich
ist aber die Kodimension 2n. O

Sofern nicht anders gesagt, sei von nun an H¢ ([a, b], R™) stets mit dem Skalarprodukt (6.2.4)

fiir tg = a versehen.
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6.2.9 Lemma. Man betrachte H'([a,b],R™) mit dem Skalarprodukt (6.2.4) fiir to = a und die
Abbildung

D : H'([a,],R") — L*([a, b}, R");y =~/
Bs ist D € L(H'([a,b],R"), L*([a,b],R"™)) mit | D|| =1 und
D |13 a2y Ho ([a, ], R™) — D(H; ([a, b], R™))
ist eine Isometrie mit
D(Hg ([a,b],R™)) = { € L*([a,b],R") : /abv(t)dt =0}
={7v:[a,b] - R™ : y = const.} 1>

Beweis. Offenbar ist zundchst |Dy||r2(arny < 7]lE1(jap)re) fir v € H'([a,b],R™) sowie
HD'Y”Lz([a,b],R") = H')/”Hl([a’b]’Rn) fur Y S H&([G,, b],Rn) Damit ist aber

D e L(H([a,b],R"), L*([a, b], R™))

mit [|D|| =1 und D g1 ((q,0),r» €ine Isometrie.

Fiir v/ € D(H{([a,b],R™)) gilt f; ~'(t)dt = v(b) — v(a) = 0. Ist umgekehrt f; n(t)dt = 0 mit
n € L?([a,b],R"), so ist y(t) = f(j n(s)ds € H}([a,b],R") mit Dy = n. Die letzte behauptete
Gleichheit gilt wegen fab (n(t), c)dt = <f; n(t)dt,c) fiir alle n € L?([a,b],R™) und ¢ € R™. O

6.2.10 Lemma. Fiir v € H}([a,b],R") und n € AC([a, b],R"™) ist
(M%) L2(lap &) = — (1Y) L2(ja,b]R)

Beweis. Zunichst ist die Funktion [a,b] 5 ¢ — (n(t),v(t)) € R offenbar absolutstetig mit Ablei-
tung (' (t),v(t)) + (n(t),~'(¢)) fiir fast alle ¢ € [a, b]. Mit 6.2.3 erhilt man

b b b
/ (o (£), ()t + / (), (B))dt = / (n(t), ~(1))Y dt

6.2.11 Lemma. C*([a,b],R") C H'([a,b],R") ist dicht.

Beweis. Mit ty = a wird C*([a, b], R™) C H'([a,b], R™) unter dem topologischen Isomorphismus
(6.2.2) auf R™ & C*°([a,b], R™) abgebildet. Man erhilt die Aussagen hiermit aus der Dichtheit
von C*([a,b],R") in L*([a,b],R™). O

6.2.12 Lemma. Fiir v € H'([a,b],R") ist

(&) =2 < [t = 81217 | 20 py.2m) fiir alle t,s € [a, 1]
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Beweis.

t b
0 =16 =1 [+ @dell < [ Nwinteymosteen@)y' @)z
s a
< [t = 5217l L2(a.p.)
O

6.2.13 Folgerung. H'([a,b],R") C C2([a,b],R"), wobei C=([a,b],R™) den Raum der 1-Hilder

stetigen Funktionen bezeichne.

6.2.14 Satz. H!([a,b],R") ist kompakt in C([a,b],R™) eingebettet, d.h. die Inklusion
H([a,b],R") — C([a,b],R™) ist kompakt.

Beweis. Es sei S C H'([a,b],R™) eine beschriinkte Teilmenge. Diese ist damit offenbar auch
in C([a,b],R™) beschrénkt und es existiert eine Konstante M > 0 mit ||'||2([q,5,rn) < M fiir
alle v € S. Damit ist aber wegen 6.2.12 ||y(t) — v(s)| < M|t — s|z fiir alle s,¢ € [a,b] und
alle v € S, also insgesamt S C C([a,b],R™) beschrinkt und gleichgradig stetig. Wegen des
Satzes von Arzela-Ascoli ist folglich S C C([a,b],R™) relativkompakt. Nach Definition ist also
die betrachtete Inklusion kompakt. O

6.2.15 Folgerung. H'([a,b],R") ist kompakt in L*([a,b],R") eingebettet.

Beweis. Da die Einbettung C([a,b],R") — L?([a,b],R") stetig ist, folgt dies unmittelbar aus
6.2.14. O

6.2.16 Lemma. Unter der Identifikation R™ & R"™ = R™T" st die offensichtliche Abbildung
H'([a,b),R™) & H'([a,b],R") — H"([a,b],R™™)

in der Norm (6.2.4) eine Isometrie.

Beuweis. Fiir v € H'([a,b],R™) und n € H*([a,b],R") ist

1Crs M (a,pp oy = (V1) (V1)) B ([ ] e
= [y (to) I + H'Y/HQLQ([a,b],Rm) + [In(to) I + Hn/"%?([a,bLR")

= ||7H%{1([a,b],Rm) + |\77||:;11([a,b],Rn)

6.2.2 Konstruktion von H!([a,b], M)

6.2.17 Definition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n. Ein Weg v : [a, b] —
M heifit von Sobolev-Klasse H!, falls fiir jede Karte ¢ : U — U von M und jedes Intervall
[e,d] C [a,b] mit y([e,d]) C U stets ¢ o |io.q€ H*([c, d], R™).

Es bezeichne H([a,b], M) die Menge aller Wege der Klasse H! in M.
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6.2.18 Bemerkung. Es ist genau dann v € H([a,b], M), wenn fiir jedes ¢y € [a,b] ein £ > 0 und
eine Karte (U, ) von M existiert, so dass y([to — €,to + €] N [a,b]) C U und

Yoy ‘[t07€7t0+€]m[a7b]€ Hl([to - EatO + E] N [CL, b]aRn)

Vorbereitungen im Modell zur Konstruktion des Atlas

6.2.19 Satz. Es sei U C R x R™ offen und oo € C(U,R™).
o ho[U] := {vy € C([a,b],R™) : graph(y) C U} C C([a,b],R™) ist offen.
e Die Abbildung hela] : he[U] — C([a, b],R™) mit

bela](V)(t) = alt,y(t), t€ [a,]
15t stetig.

Beweis. Es sei v € ho[U]. Dann ist graph(y) C U kompakt in R x R™ und da
O=RxR"\UCRXxR™
abgeschlossen ist und Q N graph(y) = 0, ist d(), graph(y)) =: ¢ > 0. Damit ist aber
Us () = {n € O[a.b,R™) : [0 = 7lloe < 5} € be[U]

also he[U] € C([a,b], R™) offen.

Es sei nun 7 € helU] und &1 > 0, sowie ¢ > 0 wie im ersten Teil des Beweises gewdhlt und
B(n) ={(t,z) € RxR™ : d((t,z), graph(n)) < 5}. Wegen der Kompaktheit von B(n) C R x R™
ist aber a : B(n) — R"™ gleichmifRig stetig und folglich existiert ein & > 0, so dass fiir alle
(t,z),(s,y) € B(n) mit ||(t,z) — (s,y)]] < I stets |la(t,z) — a(s,y)|| < e1. Damit ist aber
lae(t, ¥(t)) — a(t,n(t))lloc < &1 fiir alle v € ho[U] mit ||y — nflo < min{d, 5}. B

Die weiteren Konstruktionen bendtigen mehr Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis.

6.2.20 Definition. Es sei Y ein Banachraum. Eine separierende Familie fiir Y ist eine Menge
F bestehend aus Abbildungen A € L(Y, Z)), wobei jedes Z) ein Banachraum ist, so dass fiir alle
v €Y \ {0} ein A € F mit A(v) # 0 existiert.

Zur Veranschaulichung besitzt beispielsweise wegen des Hahn-Banach Theorems jeder Ba-

nachraum Y die separierende Familie £(Y, K).

6.2.21 Lemma. FEs seien X,Y Banachriume, U C X offen, f: U — Y eine Abbildung und F
eine separierende Familie fir Y. Desweiteren sei g € C(U,L(X,Y)) und es existiere fir jedes
x e Uywve X und A € F die Richtungsableitung

oAof), ~ . (Aof)lx+tv)—(Aof)(x) . OAof) .
o (@) = liny t mit =5 (@) = Mg(a) - 0)

Dann ist f € CY(U,Y) mit Df = g.
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Beweis. Es sei x € U fest und r definiert durch

f@+h) = f(x) =g(x)-h+r(h)

Damit geniigt es limy,_,g % = 0 nachzuweisen.
Fiir ein hinreichend kleines h ist das abgeschlossene Geradensegment [z, + h] in U enthalten
und folglich kann fiir jedes A € F eine Funktion

[0,1] 3t — (Mo f)(z +th) € Z,

definiert werden. Wegen

d L (Aof)(x-l—th—l—éh)—(/\of)(x—l—th)_8(/\of)
%(Aof)(x—&-th) = ;I_I% 3 =~ (x 4+ th), t €]0,1]

ist nach Voraussetzung jede dieser Funktionen differenzierbar mit

& (\o F)(a+th) = Ngla -+ th) - h)

Unter Verwendung des Mittelwertsatzes (vgl. [La93, XIII, Theorem 4.2]) erhélt man nun fiir jedes
ANeF

A(r(h) = (Ao )@+ 1) — (Ao )(z) — Ag(x) - h) = / & (\o £)(a+ thydt — Ng(a) - b)

1 1
- / Mgl + th) - h)dt — A(g(x) - h) = A (/ g(a +th) - hdt — g(x) h)
0 0
Wegen der definierenden Eigenschaft einer separierenden Familie ist damit aber
1 1
r(h) = / oz +th) - hdt — g(x) - h = (/ o(z + th) — g(x)dt) h
0 0
und folglich
[r(R)Il < [|R]] sup [lg(z + th) — g(=)]
t€0,1]
woraus mit g € C(U, L(X,Y)) die Behauptung folgt. O

Um im Folgenden einfacher argumentieren zu kénnen, soll noch eine einfache Bemerkung

vorausgeschickt werden.

6.2.22 Bemerkung. Es seien X,Y Banachriume, Z ein topologischer Raum und 7' € L(X,Y)
injektiv mit abgeschlossenem Bild. Desweiteren seien f: Z — Y und fy : Z — X Abbildungen,

a

ZTX

so dass das Diagramm

kommutiert. Dann ist wegen der Abgeschlossenheit von imT C Y und des Prinzips der offenen
Abbildung T : X — im(T) ein topologischer Isomorphismus und folglich f genau dann stetig,

wenn fy stetig ist.
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6.2.23 Definition. Fiir U C R x R™ offen sei

h[U) = {v € H'([a,b],R™) : graph(y) C U} C H'([a, b],R™)
Fiir o € C'(U,R") definiert man zudem

hla] : H[U] — H'([a,b],R™), bla](7)(t) = a(t,v(t)),t € [a,b]

Mit v € h[U] ist auch die Kurve ¢ — (¢, v(¢)) absolutstetig und damit auch jede Verkniipfung
mit einer lokal lipschitzstetigen Funktion o : U — R™. Mit

d foJe Oa
Zalt, A1) = S (6 (1) + S (6N (1)
ist aber wegen der von « geforderten Regularitit auch W € L*([a, b], R™) und folglich obige

Definiton sinnvoll.
6.2.24 Lemma. Fiir U C R x R™ offen ist h|U] C H'([a,b],R™) offen.

Beweis. Wegen 6.2.19 ist ho[U] € C([a,b], R™) offen und folglich h[U] = hc[U] N H*([a, b], R™)
in der von C([a,b],R™) induzierten Relativtopologie auf H'([a,b],R™) offen. Die Behauptung
folgt nun aus der Stetigkeit der Inklusion H'([a,b],R™) < C([a, b], R™). O

Das nachstehende Ergebnis ist der zentrale Schritt zur Konstruktion eines glatten Atlas fiir
H([a,b], M).

6.2.25 Satz. Es sei U C R x R™ offen und o € C*(U,R"),1 < k < co. Dann ist
bla] € C*H(b[U], H' ([a, b], R"))

Falls k > 2 ist fiir alle v € b[U],v € H'([a, b],R™)

Oa

Dyblal(v)(t) = 5-(t (1) - v(?), t € [a, ] (6.2.6)

Der Beweis wird letztlich iiber Induktion nach k gefiihrt. Zur besseren Lesbarkeit sind ein-
zelne Teile in Lemmata zerlegt. Der Nachweis der Formel (6.2.6) wird sich dabei als zuséatzliches
Ergebnis ergeben. Vor Beginn der Induktion ist es zunéchst notwendig den Spezialfall £k = 1

gesondert zu betrachten.
6.2.26 Lemma (Spezialfall k = 1). Fiir o € C1(U,R") ist hla] : h[U] — H([a,b], R") stetig.

Beweis. Wegen 6.2.6 und 6.2.22 geniigt es die Stetigkeit der Abbildungen

b[U] 2L B ([0, 8], R?) < C([a, b, RY) (6.2.7)
bU] 2L B ([0, 0], R?) 2 L2([a, 5], R") (6.2.8)
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nachzuweisen. Die Stetigkeit von (6.2.7) folgt mit ¢ o h[a] = ho[a] o ¢ auf h[U] aus der Stetigkeit
von ¢ : H'([a,b],R™) < C([a,b],R™) und 6.2.19.
Zum Nachweis der Stetigkeit von (6.2.8) erhilt man zunichst fiir v € h[U]

Dlaln)(0) = S 7(0) + 9o (t,4(1)) -+ (1)

[
Damit ist (6.2.8) aber als Summe zweier Operatoren gegeben. Der erste Summand ist darstellbar
als

hc[aa

h[U] — UC[U] R C([CL bLRn) — LQ([avb]’Rn)

und ist folglich wegen 6.2.19 und der Stetigkeit der verwendeten Inklusionen stetig. Der zweite
Summand ist darstellbar als

lEIED, O (fa,b], LR™, R")) & L2([a, b, R™) 25 12([a, 1], R")

h{U] — be[U] & h[U]
mit der bilinearen Abbildung
B : C([a,b], LR™ R™)) x L*([a,b],R™) — L*([a,b],R™), B(T, f)(t) = T(t) - f(t) (6.2.9)

Da letztere Abbildung wegen
b b
HB(T7f)||%2([a,b],R"):/ IIT(t)~f(t)||2dtS/ [T - 1) *dt

b
< IITHio/ 1F @It = T2 NZ2 0.0y )

stetig ist, folgt die Stetigkeit des zweiten Summanden aus 6.2.19 und 6.2.9. O

Der speziell betrachtete Fall £ = 1 dient letztlich der Vorbereitung der Induktion. Ebenso
gilt dies auch fiir folgendes Resultat, dessen Beweis allerdings den bewiesenen Spezialfall schon

bendstigt.

6.2.27 Lemma. Die Abbildung
O : H'([a,b], LR™,R")) — L(H"([a,b],R™), H'([a,b], R™))

definiert durch O(T)(v)(t) = T(t) - v(t) fir alle t € [a,b], T € H'([a,b], LR™,R")), v €
H'([a,b],R™) ist linear und stetig.

Beweis. Es geniigt bekanntlich hierfiir die Stetigkeit der Abbildung
B: H'([a,b], LR™,R™)) x H'([a,b],R™) — H'([a,b],R")
mit B(T,v)(t) = T(t) - v(t),t € [a,b] zu zeigen. Mit 6.2.16 kann man nun die Identifikation
H'([a,b], L(R™,R"™)) x H'([a,b],R™) = H'([a,b], L(R™,R") & R™)

vornehmen. Damit ist B = h[B] mit B : L(R™,R") @ R™ — R"; B(T,v) = Tv und die Behaup-
tung folgt aus 6.2.26. O
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6.2.28 Lemma (Induktionsanfang k¥ = 2 und (6.2.6)). Fir a € C?(U,R") ist h[a] €
Cl(b[U], H'([a, b], R™)).

Beweis. Fiir jedest € [a, b] betrachte man die wegen (6.2.4) offenbar stetige Evaluationsabbildung
At o HY([a,b],R™) > v+ ~y(t) € R™

Damit ist F := {\; : t € [a,b]} eine trennende Familie fiir H'([a,b], R"). Desweiteren definiere

man g b[U] — L(H ([a, b, R™), H' ([a, b, R")) durch

9D = 22 (1,5(1) - v(1), 7 € BV, v € ' (a,B] R™)

Wegen g = O o h[a—z} ist diese Abbildung mit 6.2.26 und 6.2.27 stetig. Da nun fiir alle v €
H!([a,b],R™)

9(As o bla]) (Ae o bla])(y + sv) = (M o bla])(v)

5y (1) =lim .
_ gy 2005000 Z02) _ L i o
=9 ()(#)
erhélt man die Behauptung aus 6.2.21. O

Der Induktionsschritt ist nun ausgesprochen einfach:
Ist o € CFH1(U,R™), so ist g—‘; € Ck(U, L(R™,R™)), also nach Induktionsvoraussetzung

b5 € CF 0[], H' (b, £R™, B)

Da O linear und stetig ist, ist damit aber
aa — m n
Dhla] = O ob[5—] € C*H(b[U), L(H" ([a, b, R™), H'([a, 0], R™))

also hla] € C*(b[U], H' ([a, b],R™).
Damit ist schliefslich 6.2.25 bewiesen.

Abschliefsend soll noch ein Resultat gezeigt werden, dass erst spater benétigt wird.

6.2.29 Lemma. Es sei U C R x R? offen und o € C*(U x R™ R") mit 1 < k < co. Zudem sei
alt,z,-) € LR™,R™) fir jedes (t,x) € U. Dann ist die Abbildung

b1 _rzla] : H[U] x L*([a, 0], R™) — L*([a,b],R")
definiert durch
br—r2[a](y,v)(t) = a(t, y(t),v(t)),t € [a, 0]
in C*=1(b[U] x L2([a, b, R™), L?([a, b, R™)).
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Beweis. Nach Voraussetzung ist die Abbildung @ : U 3 (t,2) — a(t,z,-) € L(R™,R") in C* und
folglich h[a] € C*~! wegen 6.2.25. Nun ist hz1_72[a] gerade die Komposition aus der Abbildung

bhla] x id : h[U] x L*([a,b],R™) — H([a,b], L(R™,R™)) x L*([a,b],R™)
und der bilinearen Abbildung
B : H'([a,b], L(R™,R"™)) x L*([a, b],R™) — L*([a,b],R™), B(T,t)(t) = T(t)- f(t)

Wegen der Glattheit stetiger Bilinearformen geniigt es folglich die Stetigkeit letzterer Abbildun-
gen nachzuweisen. Diese kann nun entweder durch eine elementare Abschitzung wie fiir (6.2.9) ge-
wonnen werden, oder man schliefit sie aus der Stetigkeit der Einbettung H([a, b], L(R™,R")) —
C(la, b], L(R™ R™)) mit der nachgewiesenen Stetigkeit von (6.2.9). O

Konstruktion einer glatten Struktur

6.2.30 Definition. Eine einparametrige Familie von Karten auf einer n-dimensionalen
glatten Mannigfaltigkeit M besteht aus offenen Teilmengen U € R x M,U C R x R und einer
glatten Abbildung ¢ : U — R", so dass die Abbildung

@ U>S (L) (tp(t,z) eRxR"

ein Diffeomorphismus auf im(p°) = U ist.
Es bezeichne fiir ein festes t € R
Uy ={zeM:(tz)eU}
U ={veR":(t,v) €U} und
pi(x) = plt, ) : Uy — Uy

Eine einparametrige Familie von Karten werde mit ¢ = (o, Uy, U;) bezeichnet.

6.2.31 Lemma. 1. Ist o = (4, Uy, ﬁt) eine einparametrige Familie von Karten, so ist jedes
0y U, — U, mit Uy # 0 eine Karte von M.

2. Ist umgekehrt U C R x M offen, o : U — R"™ glatt und jedes @, : Uy — R™ mit Uy # () eine

Karte von M, so ist @ eine einparametrige Familie von Karten auf M.

Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen ist ¢, : U; — U, fiir jedes t € R mit U, # ()
ein Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen und folglich eine Karte fiir M. Das zeigt die
erste Behauptung.

Zum Beweis der zweiten Aussage sei zunichst (tg,x0) € U beliebig gewéhlt. Damit ist aber
xo € Ui, und nach Voraussetzung ¢y, : Uy, — Uto C R™ eine Karte von M. Nun ist U C R x M
eine glatte Mannigfaltigkeit und fiir ein hinreichend kleines € > 0 erhélt man um (tg,z¢) eine
Karte fiir U durch

Z'dXQDtO : (t076,t0+€) X Uto — (tofé‘,to‘i’{:‘) X Uto
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Die glatte Abbildung ¢° : U — U = ¢°(U) ist in dieser Karte die Identitit und damit wegen des
Umbkehrsatzes bei (£, zo) ein lokaler Diffeomorphismus.

Insgesamt ist also ¢° : U — U ein bijektiver lokaler Diffeomorphismus und damit bereits ein
globaler Diffeomorphismus. Folglich ist ¢ = (¢4, U, [NJt) eine einparametrige Familie von Karten
auf M. O

6.2.32 Definition. Es seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten, U C R x M offen und a : U — N
eine glatte Abbildung. Man definiert

b[U] = {~ € H'([a,b], M) : graph(y) C U}
und eine Abbildung h[a] : H[U] — H'([a,b], N) durch
bla](v)(t) = a(t,~(1))

Als niichstes sollen die bisherigen Konstruktionen verwendet werden, um H*([a,b], M) mit
der Struktur einer Hilbertmannigfaltigkeit wie in 2.1.1 zu versehen.
Man betrachte hierzu eine einparametrige Familie von Karten ¢ = (¢4, Uy, Ut) in M und damit
die Abbildung

ble] = BIU] — H[U]
Mit der Diffeomorphie von ¢° : U — U ist die Abbildung U > (t,z) — ¢; '(z) € M glatt und

induziert offenbar die inverse Abbildung

bl 5[U] — b[U], ble] () (1) = o (1(1))

womit sich h[] als Bijektion auf die wegen 6.2.24 offene Menge h[U] € H'([a, b], R") herausstellt.
Desweiteren ist fiir jedes (h[U], h[]), (h[V], h[4)]) mit h[U] N H[V] # 0
U

blelUINBIV]) = bl [HU N V]| = ble*(
wegen 6.2.24 eine offene Teilmenge von H!([a,b],R™).

NV)]

Zur Untersuchung des Kartenwechsels geniigt es nachzuweisen, dass jede Abbildung

blw]o (ble]) ™" : bl (UNV)] — [ (UNV)]
glatt ist. Es ist aber fiir v € h[p° (U NV)]

(0[w] o ble] (V) () = (b o9 )(v(t) = bl () (#)

mit der glatten Abbildung a : p°(UNV) — R”, a(t,z) = (¢; o ¢; *)(x). Wegen 6.2.25 ist damit
aber auch h[¥] o (blg]) ™! : hle°(UNV)] — b[v°(U N V)] glatt. ]

Also ist bisher gezeigt, dass fiir jede einparametrige Familie von Karten ¢ = (¢, U, U;) die Ab-
bildung ] eine Karte der Menge H'([a,b], M) ist, und dass diese Karten paarweise vertriiglich
sind. Um hieraus wirklich eine glatte Struktur fiir diese Menge zu erhalten bleibt zu zeigen, dass
die Kartengebiete der Karten h[p] die Menge H*([a, b], M) iiberdecken.
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6.2.33 Bemerkung. Es sei daran erinnert, dass fiir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g)
eine reelle Zahl r > 0 ein Normalenradius fiir ein p € M heifst, falls die Exponentialabbildung
exp,, : B,(0) — exp,(B,(0)) ein Diffeomorphismus ist und ein totaler Normalenradius, falls r ein
Normalenradius fiir p und alle Punkte in exp,(B,(0)) ist. Hierbei bezeichne B,.(0) C T,M den
offenen Ball vom Radius r beziiglich der Metrik g auf T,, M. Es ist ein durchaus bekanntes Resultat
der Riemannschen Geometrie (vgl. etwa [Lee97, Lemma 5.12]), dass zu jedem Kompaktum K C

M ein r > 0 existiert, das totaler Normalenradius fiir jeden Punkt von K ist.

6.2.34 Lemma. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und ~y : [a,b] — M eine stetige Kur-
ve. Dann ezistiert eine einparametrige Familie von Karten ¢ = (@t,Ut,ﬁt) von M, so dass

graph(y) C U.

Beweis. Es sei g € I'(S?T*M) eine beliebige Riemannsche Metrik fiir M. Man betrachte zudem
eine beliebige stetige Fortsetzung von « auf R und wihle einen totalen Normalenradius r > 0
fiir die kompakte Menge K = ~([a — 1,b + 1]). Wegen bekannter Approximationsresultate der
Differentialtopologie (vgl. [Hir97, Chapter 2|) existiert nun eine glatte Kurve u : (a—1,b+1) — M
mit d9(y(t),u(t)) < r fiir alle ¢ € (a — 1,b + 1), wobei d9 die von g auf M induzierte Metrik
bezeichne. Wie in 6.1.7 wihle man auferdem glatte, parallele Vektorfelder {e'(t),...,e"(¢)}
entlang u, die punktweise eine Orthonormalbasis von 7T}, M bilden. Hiermit erhélt man fiir
jedes t € (a — 1,b+ 1) einen Isomorphismus o; : T),;yM — R™. Mit dem Diffeomorphismus
expy * TuwyM D By (051) — expy, ) (Bt (0;7)) definiere man nun Uy = exp,, 4 (Bt (0;7))
und damit fiir jedes t € (a — 1,b + 1) eine Karte ¢; = o4 o exp;(lt)g’. Da wegen der lokalen
Diffeomorphie der Exponentialabbildung um Punkte des Nullschnittes in TM (vgl. [GHLO04,
Proposition 2.88]) auch die Abbildung ¢ : U = U,c(q_1,4+1){t} X Ur — R" glatt ist, ist ¢ =
(1, Up, Uy) wegen 6.2.31 eine einparametrige Familie von Karten fiir M. Die Behauptung folgt
nun, da graph(y) C U nach Wahl von 7. O

6.2.3 Das Tangentialbiindel TH*([a,b], M)

Mit der Etablierung von H([a,b], M) als Hilbertmannigfaltigkeit besitzt H!([a,b], M) wie in 2.1
beschrieben an jedem Punkt v € H'([a,b], M) einen Tangentialraum, deren Vereinigung versehen
mit einer von H!([a,b], M) kanonisch induzierten Topologie das Tangentialbiindel bilden. Fiir
praktisches Arbeiten mit H'([a,b], M) ist die dort gegebene Beschreibung von T, H*([a,b], M)
als topologischer Vektorraum gewisser Aquivalenzklassen sicherlich nicht sonderlich hilfreich. Das
Ziel ist daher eine deutlich konkretere Beschreibung von TH!([a,b], M) zu erhalten. Insbeson-
dere sei daran erinnert, dass sich wegen des Modells H*([a,b],R™) die Topologie der einzelnen

Tangentialrdume durch ein Inneres Produkt erzeugen lésst mit dem diese Hilbertrdume sind.

5Diese Karten definieren um jedes p(t) Riemannsche Normalkoordinaten
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6.2.35 Definition. Fiir ein festes ¢y € [a,b] bezeichne
Evalto : Hl([a’7b]7M) - Ma Evalto(’Y) :’Y(tO)
die Evaluationsabbildung bei ;.

Ist ¢ = (¢4, U, Ut) eine einparametrige Familie von Karten fiir M, so hat man ein kommu-

tatives Diagramm

Evalto

hU] —=< Uy, (6.2.10)

h[‘P]l J{‘Pto

h[U] Evaly, Uto

Damit ist Evaly, in den Karten h[¢] von H'([a,b], M) und ¢;, von M durch eine Einschriin-
kung der Abbildung Evaly, : H'([a,b],R™") — R" gegeben. Da diese Abbildung aber offensichtlich
linear und beschriinkt ist, ist Evaly, : H'([a,b], M) — M fiir jedes to € [a, b] glatt.

6.2.36 Lemma. Es sei ¢ = (¢4, Uy, Ut) eine einparametrige Familie von Karten fir M. Dann

ist ® = (dpy, TU, U, x R™) eine einparametrige Familie der glatten Mannigfaltigkeit T M .

Beweis. Bekanntlich ist dyp; : TU; — U, x R™ fiir jedes t € R eine Karte des Tangentialbiindels
TM. Man betrachte nun die Menge

u=\J{t} x10,

teR

und die auf offensichtliche Weise von den dy; induzierte Abbildung
d:U —R™

Wegen der Glattheit von dy : TU — R?" ist diese Abbildung ebenfalls glatt und man erhilt die
Behauptung aus 6.2.31. O

6.2.37 Satz. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Fir~ € H'([a,b], M) und v € T, H"([a,b], M)
definiere man ein Vektorfeld entlang ~ durch

v(t) = dyEval; - v, t € [a,b]
Dann ist v € H*([a,b], TM) und die Abbildung
TH"([a,b], M) > v+ v € H ([a,b], TM) (6.2.11)
ist ein Diffeomorphismus zwischen Hilbertmannigfaltigkeiten.
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Beweis. Es sei ¢ = (¢, Uy, ﬁt) eine einparametrige Familie von Karten fiir M und
b = (dpt, TU,, U, x R™) die zugehorige einparametrige Familie von Karten fiir TM.
Nun ist das Differential

Thle] : Th[U] — b[0] x H'(|a,0],R") € H'(a,b],R") x H"([a, b], R")
eine Karte des Tangentialbiindels TH([a,b], M). Zudem ist
H[®] : bU] — HU x R"] = h[U] x H'([a, 1], R")

eine Karte von H*([a,b], TM). Aus dem Diagramm (6.2.10) erhélt man fiir v € H([a,b], M) das

kommutative Diagramm

dy Evalg
T,h[U]

dwh[w]l ldw(tw’t
Fvaly

H'([a,b],R") ——R"

Tyl

Hiermit erh&lt man aber ein kommutatives Diagramm

TH[U] @210 bl

Tb[@]l lh[qﬂ

b[U] x H'(la, b, R") — > b[U] x H"([a,0],R")

womit die Abbildung (6.2.11) in geeigneten lokalen Koordinaten stets die Identitit ist. Hieraus
folgen samtliche Behauptungen. O

6.2.38 Definition. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und v € H'([a,b], M). Ein Vektorfeld
v entlang ~ heifit von der Klasse H', falls v € H'([a,b],TM).

Von nun an sei stets TH?([a, b], M) mit H([a,b], T M) mittels des Diffeomorphismus (6.2.11)
identifiziert. Insbesondere wird fiir jedes v € H'([a,b], M) der Tangentialraum T H"([a, b], M)
mit dem Vektorraum aller H!'-Vektorfelder entlang ~ identifiziert. Zudem ist damit fiir v €
H'([a,b], M) das Differential der Karte gegeben durch

T, H ([a,b], M) 3 v (dyqyr) v(t) € H ([a,b], R") (6.2.12)

6.2.4 Glatte Abbildungen auf H'([a,b], M)

6.2.39 Lemma. Es seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten, U C R x M offen und o : U — N
eine glatte Abbildung. Dann ist H[U] C H'([a,b], M) offen und bla] : H[U] — H'([a,b], N) ist
glatt. Desweiteren ist fir jedes v € h[U] und jedes v € T, H'([a, b], M)
foe}
dyhla](v)(t) = 7 (t,7()) - o(t), T € la,d]

wobei % das Differential der Mannigfaltigkeit M bezeichne.
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Beweis. Es sei v € h[U]. Dann existiert eine Karte (§[U], h[¢]) von H'([a,b], M) mit v € h[U]
und zudem ist h[U] N h[U] = h[U N U]. Nun ist aber letztere Menge wegen

nach Definition der Topologie von H*([a,b], M) offen und folglich eine offene Umgebung von
in b[U].

Es sei nun y € h[U] und (o4, U, U"4), (¢4, Vi, Vi) einparametrige Familien von Karten mit h[U’] C
b[U], bla](v) € b[V]. Dann ist fiir v € h[U]

(W] o bla] o (ble]) ™) (1(1) = Yrlen iy (7(1)))

und mit der Glattheit der Abbildung (t,z) — (c;(p; ' (x))) folgt die Glattheit von hla] :
H{U] — H([a,b], N) aus 6.2.25. Da ¢, 9, fiir jedes feste ¢t Karten der Mannigfaltigkeiten M und
N sind erhélt man hiermit abschliefend das Differential der Abbildung aus (6.2.6). O

6.2.40 Folgerung. Es seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten und H : N x [a,b] — M glatt. Dann
ist die Abbildung

H:N>zw— H(z,-) € H (a,b], M)

glatt und ihr Differential ist gegeben durch

- H
(dzH -v)(t) = %—(x,t) -v, x € Nyuv € TyN,t € [a,b]
x
Beweis. Betrachte eine glatte Fortsetzung von H auf eine offene Umgebung von N x [a, b] in N XR.
Es bezeichne ¢ : N — H!([a,b], N) die Abbildung, die jedem x € N die Kurve mit konstantem
Wert z zuweist. Diese Abbildung ist glatt und wegen H = h[H] o ¢ folgt die Behauptung aus dem

Lemma. O

6.2.41 Satz. Die Menge C*([a,b], M) ist dicht in der Hilbertmannigfaltigkeit H'([a,b], M).

Beweis. Es sei ¢ = (py,Uy,U;) eine einparametrige Familie von Karten fir M. Da h[U] C
H'([a,b),R™) offen ist folgt aus 6.2.11, dass der Schnitt h[U] N C*°([a, b], R™) C h[U] dicht ist.
Da nun hp]~! : h[U] — h[U] ein HomSomorphismus ist, der glatte Kurven auf glatte Kurven
abbildet, erhilt man

b[U] = bl (0[0]) = ]~ (0[] N C>=([a, b, R")) = B[] ~L(H[U] N C>([a, D], R"))
= h[U} mCoo([a’ b]vM) c h[U] mCoo([avaM)
Damit ist aber h[U] C C>([a,b], M) und folglich H!([a,b], M) = C*>([a,b], M) O
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6.2.5 Die Untermannigfaltigkeit 4, ([a,b], M)

6.2.42 Definition. Fiir feste p,q € M definiert man
Hp,([a,b], M) == {y € H'([a,b], M) : 7(a) = p,7(b) = ¢}

6.2.43 Lemma. Die Abbildung F : H'([a,b], M) — M x M mit F(v) = (v(a),~(b)) ist eine

Submersion.

Beweis. Die Abbildung ist lediglich die bereits als glatt nachgewiesene Evaluationsabbildung
in der jeweiligen Komponente. Das Differential d.,F : T, H'([a,b], M) — Sy M x Ty M ist
gegeben durch d,Fv = (v(a),v(b)) und folglich ist die Abbildung eine Submersion. O

6.2.44 Folgerung. Fir jedes Paar (p,q) € M x M ist H;q([a,b],M) eine glatte Untermannig-
faltigkeit von H'([a,b], M) und fir jedes v € H} ([a,b], M) ist

T, H} ([a,b], M) = {v € T, H' ([a,b], M) : v(a) = 0,v(b) = 0}

Beweis. Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus 2.1.7. O

6.2.6 Rechnen in Koordinaten

In diesem Abschnitt sollen einige Bezeichnungen beziiglich des Umgangs mit Koordinaten auf
H*'([a,b], M) festgelegt werden. Es sei hierfiir (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit
und V ein zunéchst beliebiger Zusammenhang auf M.

Es sei nun ¢ = (¢, Uy, U;) eine einparametrige Familie von Karten fiir M, (t,%) € U, z = o; *(Z),
{e1,...,e,} die kanonische Basis des R” und X;(t,2) = dy; * - e;,i = 1,...,n. Man betrachte
hiermit die folgenden glatten Abbildungen

b:U — R”, b(t,i)zgff(tzﬂf)
- 0X;
AU — ‘C(Rn)7 A(t@)(ei) = dw(pt ot (t,l‘)

[:U— BR%R"), Tz lene;) = dopr Vx, X;(t,x)
g: U— Bsym(Rn)7 9,z = gw(diw;l'vdww;1'>

Dabei sei Vx,X,(¢,z) die kovariante Ableitung des Vektorfeldes x — X, (¢, z) in Richtung

X;(t,x) und ag? (t,z) die Ableitung der Kurve ¢t — X;(¢,x) in T,, M. Mit diesen Definitionen sind

im Wesentlichen alle Informationen erfasst, die bendtigt werden um die im Folgenden Abschnitt

zu besprechenden Funktionen auf H'(I, M) in einer Karte h[p] zu beschreiben. Es sollen nun
einige Aussagen iiber diese Abbildungen gezeigt werden.
Es sei v € h[U] und 4 = ph[p](y), also

7)) = ¢(t,7(1)), teab] (6.2.13)
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Es sei weiterhin d(5) € L?([a, b], R™) gegeben durch

d(7)(t) = dyypr ' (t)

Nach Definition kann also J(ﬁ/) als Koordinatendarstellung von 7/ interpretiert werden. Man
erhélt nun durch Differentiation von (6.2.13)

) = P _ 92 )+ e

und folglich

d()(t) = 7' (t) — b(t, ¥(t)) (6.2.14)
Mit dieser Beobachtung soll zunéchst die Glattheit dieser Abbildung nachgewiesen werden.
6.2.45 Lemma. Die Abbildung d : h[U] — L?([a,b],R") ist glatt.
Beweis. Man betrachte die Darstellung (6.2.14). Nun ist die Abbildung
D : H*([a,b],R") > 7 — 7 € L*([a,b],R")

wegen 6.2.9 linear und beschrénkt und folglich auch glatt. Wegen der Glattheit von U 3 (t,T) —
b(t, &) ist aber wegen 6.2.25 auch h[b] : H[U] — H'([a,b],R") glatt und mit der stetigen Einbet-
tung ¢ : H'([a,b], R") — L*([a,b], R™) erhiilt man aus

d(¥) = Dy + o h[b](7)

die zu zeigende Aussage. O
Ist v € T, H'([a,b], M) und © = db[p](v), also mit (6.2.12)
0(t) = dyype v(?)
so erhiilt man mit den zeitabhingigen Vektorfeldern {X1,..., X, } eine Darstellung

u(t) = Z@i(t)Xi(tﬁ(t)) (6.2.15)

Bezeichnet nun Da(f}) : [a,b] — R™ die als Koordinatendarstellung der kovarianten Ableitung

% entlang v zu interpretierende Abbildung, gegeben durch

D3(0)(1) = oo~ (1)
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so erhilt man mittels (6.2.15) fiir diese Abbildung

_ " NG € \Y

D3(0)(0) = e 3 (HOXie7(0) + 307 02 0) + 60 3 X (1) )

=0 (t) + Ap500)(0(t)) + Z 03 (t)dy 1y ot Vo Xi(t,7())

5 3 s 6.2.16
= T(0)+ Ao (50 + 3 5000t Vo v aimy e, Xt G219
i=1

=0 () + A (@0®) + > 5(0)d(F);(E)dy 000V x, Xi(t, (1)
ij=1

= 0'(t) + A500) (0(1) + T (25000 (d(F) (1), B(2))
6.2.46 Lemma. Die Abbildung
D :y[U] 37 +— D5 € L(H"([a,b],R"), L*([a, b],R™))
ist glatt.

Beweis. Es sollen hierzu die Summanden in (6.2.16) einzeln betrachtet werden.

Die Abbildung, die jedem 5 € h[U] die Ableitung als Operator in £(H"([a,b],R"), L?([a, b], R™))
zuweist ist als konstante Abbildung glatt.

Fiir den zweiten Summanden der Abbildung erhilt man aus der glatten Abbildung A : U —
L(R™) eine wegen 6.2.25 glatte Abbildung

BA] : U] — H([a,b], LR™)), 7 +— A( 509
Man betrachte zudem die auf die offensichtliche Weise definierte bilinare Abbildung
B : H'([a,b], L(R")) x H'([a,b],R") — L*([a,b],R")

Eine einfache Abschitzung wie in (6.2.9) gewédhrleistet nun die Stetigkeit dieser Abbildung und
folglich ist auch die lineare Abbildung

B: H'([a,b], L(R™)) — L(H"([a,b], R™), L*([a, b], R™))
stetig. Da aber die betrachtete Abbildung durch

Bob[A] : §[U] — L(H ([a,b], R"), L*([a, b], R"))

gegeben ist, ist insgesamt ihre Glattheit nachgewiesen.
Zum Nachweis der Glattheit des dritten Teils der Abbildung betrachte man zunéchst die glatte
Abbildung

UxR"> (t,i,2) = Tz (z,-) € LR
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Da diese nun linear in z ist, erhélt man aus 6.2.29 eine glatte Abbildung
b[I] : U] x L2([a, b, R") — L*([a, b], L(R™))

Desweiteren erhélt man abermals aus der auf offensichtliche Weise definierten bilinearen Abbil-

dung
B: L*([a,b], L(R™)) x H'([a,b],R™) — L*([a,b],R™)
eine glatte Abbildung
B L2([a,b), L(R")) — L(H" (la, b, R"), L*([a, b, R™))
Insgesamt ist damit der betrachtete Teil der Abbildung durch
7 = B([I(3,d(7)))
gegeben und folglich unter Verwendung von 6.2.45 ebenfalls glatt. O

Abschliefiend kann noch die semi-Riemannsche Metrik in diesem Zusammenhang betrachtet
werden. Dies ist bedeutend einfacher. Da § : U — Boym (R™) glatt ist, ist wegen 6.2.25 auch

b(g] : B[U] — H'([a,b], Bym(R™))

glatt.
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6.3 Das Wirkungsfunktional auf H'(I, M)

Nachdem im letzten Abschnitt mit H*([a,b], M) das zentrale Objekt der Morse Theorie von Geo-
déten bereitgestellt wurde, soll nun der fiir eine Morse Theorie noch fehlende Morphismus in Form
des sogenannten Wirkungsfunktionals diskutiert werden. Da die Anwendung von H'([a,b], M)
nun explizit auf Geoddten abzielt, werde wieder lediglich das Intervall [0, 1] betrachtet. Die hier
gewdhlte Darstellung wird vielfach von [MPTO01] abweichen, da hier einerseits der allgemeinere
Fall der perturbierten Geodaten aus [MPPO05] betrachtet wird, zum anderen die Darstellung in
[MPTO1] weitesgehend der Morse Theorie von Geoddten Riemannscher Mannigfaltigkeiten ge-
widmet ist und sich folglich fiir den hier zu betrachtenden Fall als recht unbrauchbar erweist.

Das Ziel dieses Abschnittes ist neben der Definition des Wirkungsfunktionals und des Nachweises
der Glattheit insbesondere die Berechnung ihrer im Abschnitt 2.3.3 definierten Hesseschen. In
[MPTO01] wird zwar das Morse Index Theorem der Riemannschen Geometrie abschliefsend zitiert,
die hier nun explizit berechnete Hessesche dort aber erst in der Formulierung des Theorems ge-

nannt und nicht einmal mit dem Wirkungsfunktional in Verbindung gebracht.

6.3.1 Definition. Fiir eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, ¢g) und ein glattes Potential
V :[0,1] x M — R ist das Wirkungsfunktional Ay : H'([0,1], M) — R definiert durch

AM@Z*/QW@%V@WWi/V@ﬁwﬂf

2Jo 0
6.3.2 Satz. Das Wirkungsfunktional Ay : H'([0,1], M) — R ist glatt.

Beweis. Es sei ¢ = (¢4, Us,U;) eine Familie von Karten von M und b[g] : b[U] — h[U] die
zugehorige Karte von H'([0, 1], M). Man betrachte hiermit die Abbildung in lokalen Koordinaten

Ay =E+P=Ayohlp] ' : h[U] - R

Ist nun 4 € h[U] und bezeichne v = h[p] ' € h[U], so ist mit den Abbildungen aus Abschnitt
6.2.6

1
BG) =5 [ (/0.7 0

1 [t e e
= 5/0 Gty oy oy d(F) (X), doyipr Hd(7)(2))dt

1
ZE/g@wmﬂwmdﬁw»w
0

2
Man betrachte jetzt die Abbildung
¢: H'Y([0,1], B(R™)) x L*([0,1],R") x L*([0,1],R") — R
definiert durch

€@ =5 [ OO0
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Diese Abbildung ist aber offenbar trilinear und wegen

1€(G, v, )]

IN

3 | 16OGOaw <5 [ Ieolholmola

IA

1 ! 1
§”G”°°/o [y@llIn@)dt < gllGllHlellellnlle

zudem beschrénkt und folglich glatt. Der erste Summand des Wirkungsfunktionals kann damit
in lokalen Koordinaten dargestellt werden durch

b[U] >4 — &(b[g],d(%),d(7)) € R

und ist folglich unter Verwendung der Resultate aus 6.2.6 glatt.

Fiir den zweiten Summanden des Wirkungsfunktionals ist

wobei die glatte Abbildung V : U — R durch V (t,%) = V (¢, p; ' %) definiert sei.

Auch diese Abbildung lasst sich wieder als Komposition zweier glatter Abbildungen erkennen. Zu-
néchst ist h[V] : h[U] — H'([a, b], R) mit H[V](3)(t) = V (t,7(t)) wegen 6.2.25 glatt. Desweiteren
ist aber die Abbildung I : H'([a,b],R) — R mit I(f) = fab fdt ein stetiges lineares Funktio-
nal und damit insbesondere glatt. Wegen P = I o h[V] erhilt man schlieRlich die Glattheit von
P : h[U] — R und so die Behauptung. O

6.3.3 Satz. Das Differential des Wirkungsfunktionals ist gegeben durch

04O = [ (€00 ) @t - [ a(mavis@.soa 63

Beweis. Zuniichst ist die linke Seite wegen 6.3.2 eine glatte Funktion auf TH'([a,b], M). Man
betrachte nun die rechte Seite der Gleichung, die nun ebenfalls als glatt nachgewiesen werden soll.
Hierfiir konnen natiirlich beide Summanden einzeln betrachtet werden. Ist also ¢ = (¢4, Uy, [7,5)
eine einparametrige Familie von Karten von M, so erhilt man fiir den ersten Summanden in
lokalen Koordinaten des Tangentialbiindels (vgl. hierzu (6.2.12))

1
b[U] x H'(I,R") > (7,7) H/O Jiawm) (D5(0)(1), d(3)(¢))dt = £(0[g], D5(9),d(7)) € R

Hiermit verlduft der Beweis ohne bemerkenswerte Verdnderungen so wie beim Nachweis der
Glattheit fiir das Wirkungsfunktional.

Fiir den zweiten Summanden betrachte man zunéchst die glatte Abbildung
U>s(t,i)— 17y e grad V (¢, o (&) =V(t, %) € R
Man erhélt hieraus mit 6.2.25 eine glatte Abbildung

b[V]: b[0] — H'([a,0],R")
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Unter der schon haufig verwendeten Schlussweise liefert dies ein glatte Abbildung

b[U] x H'(I,R") > (3,0) H/ @ (V(&,7(1)), 9(t))dt = £(b[g], (e b[V])(7), 4(2)) € R

wobei ¢ : HY(I,R") — L?*(I,R") die Inklusion bezeichne. Damit ist aber die rechte Seite in
(6.3.1) ebenfalls eine glatte Funktion auf TH!([a,b], M). Insbesondere sind damit beide Seiten
stetig und folglich geniigt es fiir den Beweis der eigentlichen Aussage mit 6.2.41 die zu zeigende
Gleichheit im Fall eines glatten £ (und folglich auch eines glatten 7) nachzuweisen.

Ist nun v € C*([0,1], M) C H([0,1], M) und & : [0,1] — TM ein glattes Vektorfeld entlang
v, so existiert bekanntlich eine glatte Abbildung (—e,e) x [0,1] > (s,t) — H(s,t) € M mit
H(0,t) = ~(t) und %—5(0715) = &(¢) fiir alle ¢t € [0,1] (vgl. [Lee97, Lemma 6.4]). Wegen 6.2.40 ist
mit 5 = H(s,-) aber (—¢,e) 3 s — v, € H'([0,1], M) eine glatte Kurve mit d%fys |s=0= &. Mit
2.1.3 ist aber folglich

dAV(E) = T Av(3) liso

Aus®
d 1d
L v =5 [ oo ona— % [ Vit
1 [to
= 7/ 2= 9(t) (¢ s, Opys)dt — / V(t,vs(t))dt
2 ), 05
] o (6.3.2)
=/ Gy (1) <d86ws,8ws> / Gy (grad V (t,vs(t)), s )dt
0
1 \V/
:/ Gy (t) <(ﬁ837378t73) / ~(t) (grad V/(t,7s(t)), Osvs)dt
0
erhalt man also schlieflich
1 v 1
4 AV(E) = [ 0 G Ot = [ gy emad Ve 0. €0
O

Von nun an werde fiir zwei feste Punkte p, g € M stets das eingeschréinkte Wirkungsfunktional
Apg = Av |m3, (1.00): Hyy(I, M) — R betrachtet.

6.3.4 Lemma. Die kritischen Punkte von Apg : H) (I, M) — R sind glatt.

Beweis. Da Glattheit eine lokale Eigenschaft ist, kann der Beweis dieser Aussage analog zu
[Jo02, S. 361-362] in Karten gefiihrt werden. Der Beweis ist somit vollkommen unabhingig von
den Uberlegungen zur glatte Struktur von H'(I, M) und soll daher iibergangen werden. O

6.3.5 Satz. Die kritischen Punkte des eingeschrinkten Wirkungsfunktionals sind die p und q

verbindenden p-Geoddten.

5Tn der folgenden Rechnung wird eines der bereits in 6.1.4 zitierten Resultate verwendet.
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Beweis. Zunichst ist fiir eine glatte Kurve v € H, (I, M) und £ € T, H, (I, M)

o- | e di - / p (Zwtm(t)) as | Y (w» Zf(t)) it

Hieraus erhdlt man mit 6.3.3

0y Ay (€) = / (Zs() <>) a- [ * arad V(t.(1)). €(0))
( > dt — /01 g(grad V (t,~(¢)), &(t))dt (6.3.3)
- f/ (70 + emaa Vit s, €0)

Ist nun v € H,, (I, M) ein kritischer Punkt, so ist mit 6.3.4 v € C°°(I, M) und man erhlt aus
(6.3.3)

1
/ g (Z "(t) + grad V (¢, v(t)), §(t)> dt=0 Ve T,YH;Q(I,M)

Angenommen es existiert nun ein to € [0, 1] mit Y1/ (to) + grad V (o, ¥(to)) # 0, so gibt es ein
E(tg) € T’Y(to)M mit

st (7 (0) + 10 Vit 2 (10). ) ) 0

Man setze nun £(to) als Vektorfeld entlang ~ fort, so dass g, (37 (t) +grad V(¢,7(t)),£(t)) # 0
auf supp(§) C [0, 1]. Damit ist aber

/1 (Zﬂ +grad V(t,v(t)), f(t)) dt 0

im Widerspruch zu obiger Aussage. Folglich ist v eine p-Geodéte.
Ist umgekehrt v eine p-Geodéte, so ist diese jedenfalls glatt und (6.3.3) zeigt sofort, dass ~ ein
kritischer Punkt von A, ist. O

6.3.6 Satz. Es seiy € H) (I, M) ein kritischer Punkt von Ayq : H) (I, M) — R. Dann ist die
Hessesche von A, an der Stelle v gegeben durch

Hess, (Apg)(§:m) = /0 Gy (t) (Zf(t), Zn(t)) dt

- /0 g'y(t)(_R(’Vl(t)7 f(t))’y/(t) + v5(25) grad V(t> ’Y(t)), U(t))dt

Beweis. Man beachte zunéchst, dass « als kritischer Punkt von 4, insbesondere glatt ist. Nach
Definition der Hesseschen ist diese stetig. Um nun auch die Stetigkeit der rechten Seite einzusehen,
kann diese in zwei Teilen betrachtet werden.

Fiir den ersten Summanden

Hy Ty HY (I, M) x Ty HY (I, M) 3 (6,7) »—>/ 9yt ( Ve, V”(t)) dt
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kénnen hierzu insbesondere die bereits erzielten Ergebnisse betrachtet werden. Beziiglich des von
einer Karte des Tangentialbiindels induzierten topologischen Isomorphismus (vgl. (6.2.12)) erhélt

man eine Darstellung

HY(ILR™) x HY(I,R™) 5 (,7) — / Gemo) (D3 (E)(#), Dy (7) (1))t

mit der sich diese Bilinearform unmittelbar als stetig erkennen lésst. Fiir den zweiten Summanden
der Abbildung sei

= &), i(t) =Y mi(t)e; € H'(I,R™)
i=1

i=1
wobei {eq,...,e,} die kanonische Basis des R™ bezeichne. Man erhélt nun mit
£(t) = dywypr ! Zsz (1)
n(t) = dyye; " Zm (t))

das Resultat

H (d’y(t)@t_lga d'y _177)

Z/ &i(t)n; (t)g(—=R(Y' (), Xi(t,7()7' () + Vi, () grad V (¢, (1)), X; (¢, 7(1)))dt

3,j=1

= (S()E, M) r2(1,n)

mit einer glatten Abbildung t — S(¢) € £L(R™). Damit existiert aber ein ¢ > 0 mit

| Ha(&,m)] < 1Slloo €l 22177l 22 < el Slloo €Nz 177

und demnach ist auch Hs stetig.

Mit 6.2.11 geniigt es wieder den Nachweis der Gleichheit im Fall glatter Vektorfelder &, n entlang
7 zu erbringen.

Ist nun ¢ : [0,1] — TM ein glattes Vektorfeld entlang v, so existiert analog zum Beweis von 6.3.3
cine glatte Abbildung (—e,&) x [0,1] 3 (s,t) — H(s,t) € M mit H(0,t) = v(t) und ZZ(0,t) =
&(¢) fiir alle ¢t € [0, 1] wobei zusétzlich H(s,0) = v(0) und H(s,1) = (1) fiir alle s € [0,1] (vgl.
[Lee97, Lemma 6.4]). Wegen 6.2.40 ist mit v, = H(s,-) aber (—¢,€) 3 s — s € H, ([0,1], M)
eine glatte Kurve mit %75 |s=o= &. Wegen 2.3.15 ist damit

d2

hess, (Apq) (§) = 152

-qu(%) \s=0
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Man erhélt nun mit (6.3.2) zunéichst”

& Yo (V 'o
22460 = [ o (Fomnam )t [ 2 alarad Vieu(o). o)
1 \VAV/ 1
0 g <dgdt857578t75> dt+/0 g ( 573; at75>
AY v
g ( grad V(tvvs( ))7 as’Ys) dt — / <gradv(t7’}/s(t))7 8575) dt
ds 0 ds

/0
1 1 \V/ \V/
= / g(R(aszsa at75)85737 at’Ys)dt + / g <(lt8375a datf}/s) dt
0 0 s
a A

1 1
v vV
<ds grad V(t,’ys(t)),8575> dt +/O g (dtdsaﬂs,aws) dt
! v
- / g (gradv(tvfys(t))a as’Ys) dt
0 dS

Unter Verwendung von

d \Y% vV \Y% \Y%
dt (d 857&781575) - (dtdsas’)/s;at'}/s> +g (dsaﬂs’dtat%>

erhalt man schlieflich

d? ! VAY v
A(’Ys) = _/ g(R(at’Ysa 8875)8575782578)0% +/ g (dtaﬂm dat'}/s> dt
0 0 s

ds?
—/1 —grad V (¢, 7s(t)), 0 dt—l—/l —0sYs, Oy,
0 l g y /S k) S’YS lt l s /sy Ut [s

AV v
- A g (dsasr)/sv %at’)/s + grad V(t’h(ﬂ)) dt

1 1 v v
=~ [ o(R0. 0300 00t + [ g(as%
0 0

dt dtaﬂs) dt

Lrv Ya (v

—/0 (ds gradV(tms(t))ﬁs%) dt+/0 g (dsas%,8m> dt
L rv \V/

_/0 g (dsasr)/sv ﬁat’}/s + grad V(t’ﬁ(ﬂ)) dt

und damit fir s =0
1 1
hess, (Apg)(§) = —/O 9(3(7’75)6,7’)dt+/0 g (Zﬁ, Z&) dt
1
- / 0(Veqe grad V(t,4(2)), £(1))dt
AV ! Ny
=/O g<dt§, dté‘) dt+/0 g(R(y, €)', 6)dt

- /0 9(Veqry srad V (1, 7()), £(t))dt

Die Behauptung folgt nun unter Ausnutzung der Bilinearitdt durch Polarisierung.

"In diesen Rechnungen werden die in 6.1.4 zitierten Resultate verwendet.
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6.3.7 Bemerkung. Mit einem dhnlichen Regularitdtsargument, mit dem auch 6.3.4 gezeigt werden
kann, ist einzusehen, dass ker(H,(A,q)) Teilmenge der glatten Vektorfelder entlang v ist. Mit
diesem Resultat erhélt man aber unmittelbar, dass der Kern der Hesseschen gerade aus den bei p
und ¢ verschwindenden Jacobifeldern entlang ~ besteht. Insbesondere ist also Hess., (A,,) genau
dann nicht entartet, wenn 1 fiir die Geodéte « nicht konjugiert ist. Dies erklért die Namensgebung

fiir nicht entarteten p-Geoditen.
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Kapitel 7

Morse Index Theoreme 1n

semi-Riemannscher Geometrie

In diesem Kapitel werden zunéchst die Aussagen der klassischen Morse Index Theoreme fiir
Riemannsche und kausale Lorentz Geodédten formuliert. Anschliefend werden zumeist in aller
gebotenen Kiirze die wesentlichen bisherigen Erfolge der Verallgemeinerung dieser Theoreme
auf Geoditen allgemeiner semi-Riemannscher Mannigfaltigkeiten présentiert. Einzig wird hierbei
dem Morse Index Theorem aus [MPP05] mehr Raum zur Verfiigung gestellt, da dieses in Hinblick
auf den vierten Teil dieser Arbeit von besonderer Bedeutung ist. Insbesondere wird hier schliefslich

der im Titel erwdhnte Begriff des Spektralindex einer perturbierten Geodéate definiert.
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7.1 Klassische Morse Index Theoreme

7.1.1 Das Morse Index-Theorem der Riemannschen Geometrie

Mit den bisher getroffenen Vorbereitungen und Definitionen kann das klassische Morse Index
Theorem unmittelbar genannt werden (vgl. [Mi69, Theorem 15.1|, [Jo02, Theorem 4.3.2]) :

7.1.1 Satz. Es sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und ~ : [0,1] — M eine Geodite
mit v(0) = p,v(1) = q. Dann besitzt v nur endliche viele konjugierte Punkte und es ist

intorac (ess(Ay) (7)) = 3 m(t)
0<t<1

Bekanntlich besitzt das Morse-Theorem eine Vielzahl bedeutender Anwendungen auf die hier
aber nicht niiher eingegangen werden soll!.
Eine durchaus interessante Folgerung erhélt man aus dem Morse-Palais Lemma 2.3.18. Damit
ist eine nicht entartete Geodéte v : [0,1] — M mit v(0) = p,v(1) = ¢ genau dann ein lokales
Minimum von A,,, wenn 7 keine konjugierten Punkte besitzt. Andernfalls ist die betrachtete
Geodéte lediglich ein Sattelpunkt des Funktionals A,,.

7.1.2 Die Morse Index Theoreme fiir kausale Geodiaten der Lorentz-

geometrie

Fiir den Fall einer kausalen Geodite in einer Lorentzmannigfaltigkeit iibertrégt sich das Morse
Index Theorem in zwei von der Kausalitdt der Geodéte abhingigen verschiedenen Weisen. Bevor
die entsprechenden Aussagen hier kurz erldutert werden, sei zunéichst darauf hingewiesen, dass
sich im Riemannschen Fall der Morse Index einer Geodéte nicht verdndert falls die Hessesche des
Wirkungsfunktionals statt auf 7, H} ([a,b], M) lediglich auf dem Unterraum aller Vektorfelder
entlang v betrachtet wird, die punktweise orthogonal zu +' sind?. Das Morse Index Theorem der
Riemannschen Geometrie kann folglich ebenso durch Einschrénkung der Hesseschen auf diesen
Unterraum formuliert werden.

Im Fall einer zeitartigen Geodéte ist die Hessesche auf dem Unterraum aller zu ~ tangentialen
Vektorfelder negativ definit und hat damit keinen endlichen Morse Index. Die L&sung dieses
Problems liefert nun gerade die oben fiir den Riemannschen Fall als unbedeutend erkannte Ver-
anderung des Index Theorems. Durch Einschrinkung auf den Unterraum aller zu ' punktweise
orthogonalen Vektorfelder kann die analoge Aussage des Morse Index Theorems mittels eines
recht dhnlichen Beweises erhalten werden (vgl. [BEE96, § 10.1]).

Im Fall einer lichtartigen Geodéte behélt man die Einschrénkung auf den Unterraum der zu v tan-
gentialen Vektorfelder bei, erhilt aber eine weitere Schwierigkeit aus der nun geltenden Beziehung
g(v',v") = 0. Es lasst sich leicht nachrechnen, dass jedes Vektorfeld der Form Y (¢) = f(¢)7(¢) mit

IDie wohl bekannteste aus dem Morse Theorem erhaltene Errungenschaft ist die Bott-Periodizitét (vgl. hierzu
[Mi69, §23-24], [Bo59])
2Diese Erkenntnis ldsst sich zum Beispiel miihelos aus den Uberlegungen aus [Lee97, S. 186] folgern.
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einer glatten Funktion f : [0,1], — R mit f(0) = f(1) = 0 bereits im Kern der eingeschrénkten
Hesseschen liegt, was sich als wesentliche Schwierigkeit bei einer Verallgemeinerung des Morse
Theorems in diesem Fall erweist. Man bildet aber nun den Unterraum aller solcher f+' wie eben
beschrieben und betrachtet hiermit den Quotientenraum. Die Hessesche kann nun auf diesem
Quotientenraum betrachtet werden und es stellt sich die Giiltigkeit des Morse Index Theorems

in einer analogen Form heraus (vgl. [BEE96, § 10.3]).
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7.2 Schwierigkeiten bei Verallgemeinerung auf semi- Rie-

mannsche Mannigfaltigkeiten

Die zunéchst entscheidende Erkenntnis bei der Betrachtung von Geodéten in allgemeinen semi-
Riemannschem Mannigfaltigkeiten ist, dass eine Verallgemeinerung der Morse Index Theoreme
7.1.1 und 7.1.2 auf allgemeine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten a-priori zum Scheitern ver-
urteilt ist. Diese Tatsache erhilt man aus den folgenden zwei Beobachtungen.

Die erste dieser Beobachtungen wurde bereits in Abschnitt 6.1 vorgestellt. Betrachtet man Geo-
déten in den Fillen, die bisher in diesem Abschnitt nicht behandelt wurden, so wird im Allge-
meinen die Anzahl konjugierter Punkte einer Geodéte nicht endlich sein. Damit ist eine Zdhlung
konjugierter Punkte wie in den klassischen Morse Index Theoremen natiirlich unmdoglich.

Die zweite wichtige Beobachtung betrifft die Hessesche von A,,. Ist Y ein Jacobi-Feld entlang
einer Geodéte v und f : [0,1] — R eine glatte Funktion mit f(0) = f(1) = 0, so erhilt man

zunachst

tess, (4, )7, 1) = [ (S TG Yars [ atrer gy ya

1
/ YYdt+/ 2ff’g<W,Y>dt
0
1 VY VY
/0f29<dt dt>dt+/ fP9(R(Y, Y)Y, Y)dt
1
/ YYdt+/ 2ff'g (VY Y)dt
0
! VY VY vy
/0f2g<dt dt)dt+/ fQQ(dtQ’Y)dt
! VY
/0 YYdt+/ dt 29<dt,Y>)dt

=/0 (F)g(Y,Y)dt

+

+

Man wéhle nun ein ¢g € (0,1). Ist nun v > 0, so existiert ein Jacobifeld Y entlang v, so dass
g(Y,Y) <0 in einer Umgebung V' C [0, 1] von to. Damit ist aber Hess,(Apq) auf dem unendlich
dimensionalen Unterraum {fY : supp(f) C V} C T, H'(I, M) negativ definit und folglich der
Morse Index von ~ unendlich®. Im vorigen Abschnitt wurde im Fall kausaler Geodéten in Lor-
entzmannigfaltigkeiten ein Ausweg aus dieser Situation in diesem Fall aufgezeigt. Ist aber v > 2
oder 7y eine raumartige Geodéte einer Lorentzmannigfaltigkeit, so kann obiges Jacobifeld sicher
orthogonal zu 4/ gewihlt werden und folglich fiihren auch diese Manipulationen der Hesseschen
nicht zur Endlichkeit des Morse Index.

3Mit dieser Erkenntnis ist insbesondere ein weiterer Blick auf das Morse-Palais Lemma 2.3.18 und die letzte
Bemerkung des Abschnitts 7.1.1 interessant.
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7.3 Das Theorem von Piccione und Tausk

Es sei v eine Geodéte und man betrachte die Hessesche

1 b
\Y \Y%

HeSS’Y ('qu)(§7 7’) = /0 g’Y(t) (dtg(t)’ dtn(t)) dt + / g'y(t) (R(’Y,(t), é(t))’yl(t)v n(t))dt
eingeschrénkt auf den Unterraum aller punktweise zu v orthogonalen Vektorfelder. Unter Verwen-
dung der Glattheit von v kénnen nun wie in 6.1.7 punktweise orthogonale parallele Vektorfelder
{e1(t),...,en—1(t)} entlang v gewidhlt werden, die zudem punktweise orthogonal zu v sind. Damit
erhilt man aber stets eine Darstellung

)= Y& 1= Y ne

Durch Einsetzen in die eingeschrinkte Hessesche erhilt man nun miihelos eine Darstellung

Hess, (Apg)(&,1) = (JE 7 ) 21 rn—1) — (SE M) p2(r.mn-1)

wobel &(t) = (&1(t), ..., &n1(t)), 1(t) = (m(t),...,mm—1(t)), J eine konstante symmetrische
Matrix und S = S(¢) ein glatter Weg symmetrischer Matrizen ist. Insbesondere stellt man
fest, dass auf dem Unterraum H?*2(I,R"~1) N H(I,R"~!) stets durch partielle Integration die
Darstellung

Hess, (Apq)(&:m) = _<J§m + 8¢, N L2(1,rn-1)
gewonnen werden kann. Man betrachte hiermit den Differentialoperator

J: H*(IL,R" YN HNI,R" ) ¢ L2(I,R" ) — L*(I,R" 1)

(7.3.1)
(Ju)(t) = u"(t) + TS (t)u(t)

Zur Motivation des Folgenden betrachte man diesen Operator zunéchst im Riemannschen Fall.
Hier ist stets J = id und mittels des Spektralsatzes fiir (unbeschrénkte) selbstadjungierte Opera-
toren erhiilt man nun eine Zerlegung von L?(I,R"~!) in Eigenrdume des Operators, mit der sich
ohne Schwierigkeiten die Gleichheit des Morse Index der Hesseschen des Wirkungsfunktionals mit
der Méchtigkeit des negativen Spektrums dieses Differentialoperators zeigen lisst. Hiermit kann
das Morse Theorem im Riemannschen Fall als eine Aussage iiber Randwertprobleme gewisser

Systeme von Differentialgleichungen angesehen werden.

7.3.1 Satz (Morse Index Theorem). Die Summe der mit Vielfachheiten gezdihlten konju-
gierten Punkte der Jacobi-Gleichung von -y ist gleich der Anzahl der mit Vielfachheiten gezihlten

negativen Eigenwerte von (7.3.1).

Betrachtet man zudem das aus (7.3.1) zu gewinnende homogene Differentialgleichungssys-
tem, so stellt man fest, dass die konjugierten Punkte des Systems mitsamt ihrer Vielfachheiten
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ebenfalls bereits mit denen der Geodite iibereinstimmen, so dass diese Formulierung des Morse
Index Theorems sich vollstindig auf eine Aussage iiber Randwertprobleme gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen reduziert.

Diese Version des klassischen Index Theorems war letztlich der Anfang der Uberlegungen fiir
eine Verallgemeinerung auf allgemeine semi-Riemannsche Geodéten. Im Spezialfall einer eindi-
mensionalen Mannigfaltigkeit ist dies gerade einer der beriihmten Sturm-Sitze aus der Theorie
der Randwertprobleme gewthnlicher skalarer Differentialgleichungen und so ist letztlich das Rie-
mannsche Morse Index Theorem die natiirliche Verallgemeinerung dieses Theorems auf den Fall
von Systemen unter der Zusatzbedingung, dass die Matrix S in (7.3.1) stets symmetrisch be-
ziiglich des euklidischen Skalarproduktes ist. Interressanterweise hat nun letztlich der Beweis des
Sturm Theorems die Richtung fiir eine Verallgemeinerung auf den semi-Riemannschen Fall ge-
liefert. Hier ist das entscheidende Hilfsmittel eine Transformation auf Polarkoordinaten mit der
die zu betrachtenden Indizes als Windungszahlen auf RP! ~ S! dargestellt werden konnen. Dies
fithrt um im semi-Riemannschen Fall Stabilitét und sinnvolle Aussagen zu erlangen auf die Idee
der Verwendung homologischer Invarianten wie sie bereits im zweiten Teil der Arbeit vorgestellt
wurden. Die erste Arbeit die sich letztlich mit einer Verallgemeinerung der differentiellen Version
des Index-Theorems auf semi-Riemannsche Geodéten beschéftigte wurde 1994 von Helfer gegeben
(vgl. [Hel94]). Die entscheidenden Erkenntnisse der Arbeit bestehen in der nicht mehr notwen-
dig geltenden Endlichkeit der konjugierten Punkte (vgl. Abschnitt 6.1) und des Vorschlages die
Zahlung konjugierter Punkte im klassischen Morse Index Theorem durch den Maslov Index des
zugehorigen Morse-Sturm Systems zu ersetzen. Dies sind sehr entscheidende Erkenntnisse, die
prinzipiell der Anfang der Morse Index Theorie fiir semi-Riemannsche Geodaten war. Bedauer-
licherweise weist die Arbeit von Helfer einige entscheidende Mingel in der Beweisfithrung auf.
Diese wurden von Mercuri, Piccione und Tausk in [MPTO00] benannt und das Index Theorem von
Helfer fiir regulidre Geodéiten gezeigt. In [CEPPT02] konnten schlieklich Eidam, Pereira, Piccione
und Tausk die allgemeine Giiltigkeit des von Helfer angegebenen Index Theorems nachweisen.
Die Verallgemeinerung des Morse Index der Hesseschen verwendet dabei motiviert durch 7.3.1

den Differentialoperator (7.3.1). Dieser wird auf dem durch die Bilinearform

b
g(u,v):/ (Ju,v)dt

gegebenem Krein-Raum betrachtet. Er ist beziiglich des Krein-Produktes symmetrisch und im
Fall J = id erhélt man offenbar wieder die Urspriingliche Definition. Letztlich wird dieser Ope-
rator nun einem durchaus recht komplizierten Prozess unterworfen, indem er zunéchst kom-
plexifiziert wird um anschliefend Aussagen iiber den reellen Anteil des Spektrums zu erhalten.
Insbesondere stellt sich so heraus, dass (7.3.1) nur endlich viele reelle negative Eigenwerte besitzt,

die stets endliche Vielfachheit haben. Der spektrale Index wird nun definiert als

Z‘spec(")/) == Z Sgn(g |HA)

Aea(TONR
A<0

186



wobei Hy = G\(J%) N L*(I,R"!) und

G(J%) = | ker(x = 7%)*
k=1
den verallgemeinerten Eigenraum des komplexifizierten Operators J© zum Eigenwert A bezeich-
ne. Man beachte, dass im Riemannschen Fall der spektrale Index gerade die Summe der negati-
ven Eigenwerte mit Vielfachheiten wie in 7.3.1 ist. Zudem lassen sich aus diesem Index Theorem
auch die klassischen Index Theoreme der Lorentz-Geometrie folgern (vgl. hierzu [MPTO00, Re-
mark 6.2.5]). Bedauerlicherweise besitzt der spektrale Index nach Definition keine geometrische

Interpretation.

Dennoch konnte parallel zu diesen Uberlegungen auch eine geometrische Verallgemeinerung
des Morse Index der Hesseschen einer Geodéte gegeben werden. Die Idee eines verallgemeiner-
ten Morse Index besteht in einer Einschrinkung der Hesseschen auf gewisse geometrisch mo-
tivierte Unterrdume von TA,H;q(I ,R™), auf denen der Index der Hesseschen endlich ist. Hierzu
sei eine k-dimensionale tangentiale Distribution entlang 7 eine Familie von Unterrdumen
Dy C Ty)yM, so dass glatte Vektorfelder {Y1,...,Y%} entlang v existieren, die punktweise eine
Basis von D bilden*. Eine maximale negative Distribution entlang v ist eine v-dimensionale
tangentiale Distribution entlang v, so dass g auf jedem D; negativ definit ist. Man beachte, dass
mit der Wahl von orthonormalen, parallelen Basisvektorfeldern entlang v wie in 6.1.4 offenbar
jede Geodite eine maximale negative Distribution besitzt.

Ist nun eine maximale negative Distribution D entlang v gegeben, so definiert man die folgenden
abgeschlossenen Unterrdume von T, H}, (I, M)

Vo

Kp={veT,H,,(I,M):g (dt

Y) € H'(I,R)

d (Vv Vv VY, L o
iy (dt,Yi> =g <dt’ 7 > +g9(R(,v)V,Y;),i=1,...,k}
Sp ={veT,H, (I,M):v(t) € Dy Vt € [a,b]}

Hierbei sind {Y7,...,Y)} beliebige Basisvektorfelder fiir D, wie in der Definition und es ist nicht

schwer die Unabhingigkeit von Kp von dieser Wahl zu zeigen. Ist v € TWH;Q (I, M) bereits von
\VARY
at?
kann [Cp anschaulich als Raum der Jacobi-Felder entlang D interpretiert werden. Mit diesen

der Klasse C?, so ist genau dann v € Kp, wenn

+ R(y',v)7y orthogonal zu D ist. Damit

Definitionen kann nun gezeigt werden, dass fiir eine beliebige Distribution D entlang

intorse(7, D) i= n—(Hess(Apg) (7) licp) — 1 (Hess(Apg) (7) [s)

sinnvoll ist, da beide Zahlen der rechten Seite endlich sind. Die Wahl der Rdume ist insbesondere

aus Problemen fiir spezielle Lorentz-Mannigfaltigkeiten motiviert. Fiir eine riemannsche Geodéte

4Damit ist eine tangentiale Distribution entlang v eine tangentiale Distribution des Biindels v*T'M, vgl. [Lee03,
S. 495]

187



ist stets D = 0 und folglich Kp = T, H} (I, M) sowie Sp = 0. Damit erhiilt man in diesem
Fall genau den klassisch betrachteten Morse Index. Ebenfalls sieht man durch eine einfache
Uberlegung, dass fiir eine zeitartige Lorentz-Geodite mit der Wahl Y = 4/ der Raum Kp gerade
aus allen Elementen aus T H,, (I, M) besteht, die punktweise orthogonal zu 4’ sind®. Und da
in diesem Fall offenbar n (Hess(Apyq)(7) |sp= 0 erhilt man den im zeitartigen Morse Index
Theorem verwendeten Index.

Mit diesen Betrachtungen konnen nun die Aussagen der Artikel [MPTO02],[CEPPT02],[PT00]
und [GMPTO1] in einem Resultat zusammengefasst werden.

7.3.2 Satz (Morse Index Theorem von Piccione und Tausk). Es sei (M, g) eine semi-
Riemannsche Mannigfaltigkeit und ~v : [0,1] — M eine nicht entartete Geoddite. Zudem sei D

eine beliebige mazximale negative Distribution entlang ~v. Dann ist

Tmaslov (’7) = Z.spec(’)/) = IMorse (’Ya D)

Der Beweis der Gleichheit mit ipzorse(7, D) bendtigt dabei ausschlieflich den Maslov Index.
Der spektrale Index tritt in diesen Arbeiten nicht mehr auf.

5Man beachte hierzu, dass in dieser Situation stets g (%,7’) =0¢c HY(I,R)
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7.4 Das Theorem von Musso, Pejsachowicz und Portaluri

7.4.1 Der Spektralfluss fiir Wege Fredholm-quadratischer Formen

7.4.1 Definition. Es sei H ein Element aus Ob(HILBg). Eine Abbildung ¢ : H — R heifit eine
Fredholm-quadratische Form, falls ein die Topologie auf H erzeugendes Skalarprodukt und
damit ein B € Bp(H) mit

q(u) = B(u,u) Yu€e H
existiert.

Es bezeichne Qr(H) die Menge aller Fredholm-quadratischer Formen. Aus der Definition von
Qr(H) ist unmittelbar einzusehen, dass dieser Raum kanonisch als Element von Ob(BANg) auf-

gefasst werden kann.

Zur Definition des Spektralflusses fiir Wege Fredholm-quadratischer Formen benétigt man
insbesondere die Begriffe aus Abschnitt 4.3. Es sei H ein Element aus Ob(HILBg) und (-, -),
(-,+)1 zwei Skalarprodukte, deren Normen die gegebene Topologie auf H erzeugen. Wegen des
Rieszschen Darstellungssatzes existiert nun ein beziiglich (-, - ) selbstadjungierter Operator D €
L(H) mit

(u,v)1 = (Du,v) Yu,v€ H (7.4.1)

Fasst man D als Operator D : Hy — H auf und bezeichnet id: H — H; die Identitét, so

erhilt man aus

(idu,v)y = (u,v); = (Du,v) = (u, Dv)
die Beziehung
D=id :H — H (7.4.2)

Es sei nun ¢; : H — R ein Weg Fredholm-quadratischer Formen und A : [a,b] — S(H), B :
[a,b] — S(H;) Wege mit

qi(u) = (A)u, u) = (B(t)u, u)
Dann ist aber wegen (7.4.1) und (7.4.2)

A, = DB, = id Bid
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und man erhilt aus 4.3.26
st(A4, [a,b]) = sf(B, [a,b])
Damit ist folgende Definition moglich.

7.4.2 Definition. Der Spektralfluss eines Weges ¢ : [a,b] — Qp(H) mit nicht entarteten
Endpunkten ist definiert durch

sf(q, [a,b]) = sf(Ay, [a, b])

wobei mit einem Skalarprodukt (-,-) dessen Norm die Topologie von H induziert Ay« der ein-

deutige selbstadjungierte Operator mit (A, yu,u) = q(t)(u) fiir alle u € H sei.

Die Eigenschaften des Spektralflusses aus Abschnitt 4.3 iibertragen sich mit dieser Definiton

offenbar recht direkt auf die Situation der quadratischen Formen.

7.4.3 Lemma. 1. Fir q € C([a,b],Qr(H)) mit q(t) nicht entartetet fir alle t € [a,b] ist
sf(q, [a,b]) = 0.

2. Ist M € C([a,b], L(H, Hy)) ein Weg invertierbarer Operatoren zwischen den Hilbertriumen
H und Hy und ist p € C([a,b], Qr(H1)) definiert durch p(t)(v) = q(t)(M(t)~1v), so ist

st(p, [a,b]) = sf(q, [a, b])
3. Fir h € C([0,1) x [a,b], Qp(H)) mit h(s, a), h(s,b) nicht entartet fir alle s € [0,1] ist
sf(h(0,), [a,b]) = st(h(1,-), [a, b])
4. Fiir ¢ € (a,b) mit q(c) nicht entartet ist

Sf(Qa [av b]) - Sf(‘]a [aa C]) + Sf(qa [07 b])

Die eben genannte zweite Eigenschaft ermdglicht nun die Definition des Spektralflusses in
einer etwas allgemeineren Situation. Es sei daran erinnert, dass jede Faser eines Hilbertbiindels

ein Objekt der Kategorie HILBy ist, aber kein kanonisches Skalarprodukt tragt.

7.4.4 Definition. Es sei H ein Hilbertbiindel {iber dem Intervall [a, b]. Eine verallgemeinerte
Familie Fredholm-quadratischer Formen ist eine glatte Abbildung ¢ : H — R, so dass
fiir jedes t € [a,b] die Einschrinkung ¢: = ¢ |g,— R auf die Faser H; {iber t eine Fredholm-

quadratische Form ist.

7.4.5 Definition. Es sei H ein Hilbertbiindel iiber [a,b] mit Modell H und ¢ : H — R eine
verallgemeinerte Familie Fredholm-quadratischer Formen, so dass g, und g; nicht entartet sind.

Dann definiert man den Spektralfluss von ¢ durch

sf(q) = st(q, [a, b))

wobei §:(u) = g;(Myu) mit einer Trivialisierung M : [a,b] x H — H von H.
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Es ist mit der oben genannten Eigenschaft (2) des Spektralflusses Fredholm-quadratischer
Formen unmittelbar einsichtig, dass diese Definition unabhéngig von der Wahl der Trivialisierung

ist.

7.4.2 Der Spektralindex

In 6.3.6 wurde die Hessesche
hess. (Apq) : T H), (I, M) — R

an einem kritischen Punkt des Wirkungsfunktionals als

hess, (Apq)(€) = /01 9 (Zcf(”?)’ ch(x)> de (7.4.3)

—/O 9(=R(v'(2),£(2))7 () + V(o) grad V(z, v(x)), {(2))dw

berechnet. Das Ziel ist nun die unter Verwendung der Hesseschen gemachten Konstruktionen
aus [MPPO05] mittels der hier gegebenen Definition von H'(I, M) zu présentieren®. Damit un-
terscheidet sich die Vorgehensweise hier etwas von der aus [MPPO05].

Es seien p,q € M fest gewahlt und - eine nicht entartete p-Geodéte von p nach ¢g. Man betrach-
te nun den von ~ kanonisch induzierten Weg I' in H'(I, M) definiert durch I'(t) = ; mit
v(x) = (t-z). Die Stetigkeit von I ist in einer Karte von H'(I, M) unmittelbar einzusehen.
Aus der Giiltigkeit der p-Geodétengleichung fiir  erhdlt man

d%’y{(x) +t2grad V(t-z,v:(z)) =0

und folglich ist 4 ein kritischer Punkt der glatten Funktion A; : H; ,Y(t)(I,M) — R definiert
durch

A = | o0/ @. A @yt =2 [ V(Ea ()i

Es bezeichne im Folgenden
hess; (A) : Ty, Hy ) (I, M) — R

die zugehorige quadratische Form der Hesseschen von A; an dem kritischen Punkt ~,.

Man betrachte nun die in 6.2.43 als Submersion nachgewiesene Abbildung
F:HYI,M)—Mx M, F(y)=(y(a),y(b)
Hieraus erhilt man gemifs 2.2.4 als Kern der Sequenz

TH(I, M) =L FY(T(M x M)) — 0

6Bedauerlicherweise werden auch in [MPPO5] nur recht vage Aussagen zur genauen Definition von H1(I, M)
gemacht und unter anderem auf [K1i82] verwiesen
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das Unterbiindel ker 7*F von F. Unter der iiblichen Identifikation ist unmittelbar einzusehen,

dass der Totalraum dieses Biindels durch
{¢ e H'(I,TM) : £(0) = 0,£(1) = 0}

gegeben ist. Hiermit betrachte man nun das Pullbackbiindel T* ker T*F iiber [0,1]. Mit dem
Resultat 6.3.6 kann leicht die Glattheit der Familie der Hesseschen {hess;(A)}.er als Abbildung
auf dem Totalraum des global trivialen Biindels I'* ker T* I’ eingesehen werden.

Das Ziel ist nun die Darstellung dieser Abbildung beziiglich einer Trivialisierung dieses Biindels
wie in der Definition 7.4.5. Hierzu sei zunéchst an die Beschreibung der Karten des Tangential-
biindels TH'(I, M) aus (6.2.12) erinnert. Diese Karten liefern nun direkt Trivialisierungen fiir
I'* ker T*F, womit fiir jede einparametrige Familie o = (sﬁuUt,ﬁt) fiir M mit graph(y) C U
durch

Ix Hy(I,R™) 3 (t,€) = (dyuypr. ) € T ker T*F

eine globale Trivialisierung des Biindels gegeben ist. Um nun tatséchlich die gewiinschte Darstel-
lung obiger Familie der Hesseschen aus [MPPO05] zu erhalten bendtigt man noch einen weiteren
Schritt.

7.4.6 Lemma. Zu jeder p-Geodite v : [0,1] — M existiert eine einparametrige Familie von

Karten ¢ = (¢, Uy, Ij’t), so dass graph(vy) C U und
el(t) = Xl(t77(t)) = dv(t)@;leia te [Oa 1}7 i=1,...,n
Basisvektorfelder entlang v wie in 6.1.7 sind.

Beweis. Hierfiir ist der Beweis der Aussage 6.2.34 lehrreich. Da nun bereits eine p-Geodéte
als glatte Kurve vorliegt, ist die dort gemachte Approximation in der gew#hlten Riemannschen
Metrik nicht mehr notwendig, und es konnen analog zu den dort gemachten Konstruktionen
Riemannsche Normalkoordinaten beziiglich der auf M gegebenen semi-Riemannschen Metrik
entlang v gew#hlt werden (vgl. hierzu [ONei83, S. 72-73]). Die gewiinschte Parallelitét kann unter

Verwendung der Eigenschaften Riemannscher Normalkoordinaten nachgewiesen werden. O

Mit

gewinnt man aus 6.3.6 beziiglich obiger Trivialisierung und unter Verwendung der Bezeichnungen
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aus dem Abschnitt 6.1 eine Darstellung der Hesseschen

hess;(A) (d'y(t-z)gpt_»;g)

= /O g <CZ 2 &@e ) e ;é(x)ei(t-w) da

- [ s (—R (w» > ;@)ei(t.x)) @) + PV e B4V (E x,w))) da

=1
1 n
:/ S ei(é(w))2da
0 =1
—t ; Zg(—R(V'(t'ﬂc),ei(t'I))V'(t-x)+Vei(m) grad V(t-z,7(t- ), €' (t- x))&i () *dx

= <J§~7 £>H5(1,Rn) - <St£; g>L2(I,R")
(7.4.4)
wobei mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 6.1
Si(x) =t2S(t-x), t,x€|0,1] (7.4.5)

In dieser Form wird die Hessesche in [MPPO05] verwendet (vgl. hierzu die Formel (5.1) in
[MPPO05]), womit dies schlieflich aus den hier gemachten Betrachtungen zu H'(I, M) gerecht-
fertigt ist.

Entscheidend ist nun
7.4.7 Satz. {hess;(A)}ics ist eine verallgemeinerte Familie Fredholm-quadratischer Formen.

Beweis. Wegen (7.4.4) besitzt fiir jedes ¢ € [0, 1] die entsprechende Hessesche eine Darstellung

hess; (A)(€) = (JE, €~>Hé — (S, &) 2

Da die von J auf Hg(I,R™) induzierte Abbildung ein topologischer Isomorphismus ist, ist die
Riesz-Darstellung des ersten Summanden der quadratischen Form ein Element in GL(H{ (I, R")).
Der zweite Summand ist die Einschrénkung einer stetigen quadratischen Form von C(I,R™) auf
H}(I,R™). Wegen der Kompaktheit der Einbettung ¢ : H'(I,R") — C(I,R") (vgl. 6.2.14) ist
damit aber diese quadratische Form auf Hg (I, R™) schwach stetig und man erhélt die Behauptung
aus 2.3.10. O

Wegen 6.3.7 ist nun h; genau dann nicht entartet, wenn 1 nicht konjugiert fiir ; ist. Deswei-
teren ist mit (7.4.5) stets Sy = 0 und folglich mit (7.4.4) offenbar auch hg nicht entartet.
Hiermit kann man den spéter im vierten Abschnitt dieser Arbeit zentralen Begriff definieren.

7.4.8 Definition. Der Spektralindex einer nicht entarteten p-Geodite v : [0,1] — M ist

definiert als

Z‘spec(’y) = - sf({hesst (A)}tGI)
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Aus der Definition des Spektralflusses fiir verallgemeinerte Familien Fredholm-quadratischer
Formen ist damit insbesondere auch die Unabhéngigkeit von der hier speziell gewdhlten Trivia-
lisiserung von I'* ker T F" sichergestellt.

Eine besonders wichtige Bemerkung ist die Ubereinstimmung mit dem Morse Index im Fall einer

Riemannschen Mannigfaltigkeit.
7.4.9 Lemma. Fir eine nicht entartete p-Geoddte v in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
(M, g) ist

Z‘spec('-)/) == Z‘Morse ('Y)

Beweis. Den Beweisen zu 7.4.7 und 2.3.10 entnimmt man, dass im Fall einer Riemannschen Man-
nigfaltigkeit der Weg darstellender Operatoren der Familie der Hesseschen eine Weg kompakter
Storungen der Identitét ist. Die Behauptung folgt aus 4.3.34 O

7.4.3 Der konjugierte Index

Da 7, eine p-Geodite beziiglich des Potentials V;(z,p) = V(¢- x, p) ist, erhélt man als zugehorige
Jacobi-Gleichung

2
€@+ RO), E@)(a) + Ve rad Vile, 1(2))

2
= %f(I) + 2 (R('Y'(t~ ), g(I))’Y’(t- x) + Vg(x) grad V (t-z,v(t x)))

Wihlt man nun wie in Abschnitt 6.1.7 Basisvektorfelder {e!(x),...,e"(x)} entlang v, so induzie-
ren diese wie in der Rechnung zu (7.4.4) Basisvektorfelder {e!(t-z),...,e"(t-x)} entlang ;. Mit
diesen erhélt man durch eine zu der in Abschnitt 6.1 présentierten beziehungsweise zu (7.4.4)

analogen Rechnung eine Familie von Differentialgleichungen
Ju" (z) + Sy (x)u(z) =0

wobei Sy(x) = t2S(t-z) fiir t,z € [0,1], S(t,x) = Si(x) in [0,1] x [0,1] glatt ist und mit 6.1.8
Sy = S fiir alle ¢ € [0, 1].

Mit diesen Uberlegungen induziert also eine solche Wahl von Basisvektorfeldern eine Bijektion

zwischen der Menge aller Losungen v = (uy, ..., u,) des Randwertproblems
Ju" (z) + Si(z)u(xz) = 0. u(0) =u(l) =0 (7.4.6)

und Jacobi-Feldern entlang v; die bei 0 und 1 verschwinden. Diese Menge ist offenbar bijektiv
zur Menge aller Jacobi-Felder entlang ~ die bei 0 und ¢ verschwinden. Insgesamt ist also ¢ € (0, 1]
genau dann ein konjugierter Punkt, wenn (7.4.6) eine nicht triviale Losung besitzt.

Um diese Beobachtung zu verwenden, wird das Randwertproblem komplexifiziert.

Es sei O das beschrinkte Gebiet in der komplexen Zahlenebene definiert durch

O={z=t+i-seC:0<t<]l,-1<s<1}
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Man betrachte nun fiir jedes z=t+i-s € O, x € I die Matrix
S.(x) = Si(z) + i s-id
Hiermit verallgemeinert sich (7.4.6) zu einer komplexen Differentialgleichung
Ju"(z) + S (x)u(x) =0 (7.4.7)
Mit v = Ju' transformiert sich diese Gleichung auf das komplexe System erster Ordnung
w'(x) = H,(z)w(x) (7.4.8)

wobei w = (u,v) : I —€ C?" und

Es sei nun ¢,(x) die Fundamentallosung des Systems (7.4.8), also die eindeutige Losung des

Anfangswertproblems

YL(z) = H.(2)¢=(2)
$=(0) = id

Mit der Zerlegung von . (z) in Blocke

bezeichne im Folgenden b, = b,(1).
Desweiteren betrachte man fiir jedes z € O den zu der Differentialgleichung (7.4.7) gehorigen

Differentialoperator

A, :D(A) c L*(I,C") — L*(I,C")

(7.4.9)
A u(z) = Ju"(z) + S, (z)u(x)

mit D(A,) = H*(I,C")N H(I,C"). Es ist durchaus bekannt, dass dieser Operator selbstadjun-
giert ist (vgl. [GGK90, Chapter XVT]).

Zur Definition des konjugierten Index wird man nun durch folgendes Lemma gefiihrt.
7.4.10 Lemma. FEs sind dquivalent:

(a) ker A, # {0}

(b) ITm(z) =0 und t = Re(z) ist konjugiert fiir die reelle Differentialgleichung (7.4.6)

(c) detb, =0
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Beweis. Gilt (a), so ist zunéchst offenbar Im(z) = s = 0, da das Spektrum eines selbstadjun-
gierten Operators stets reell ist. Da aber fiir jedes Element aus ker .4; Real- und Imaginérteil
eine Losung des Randwertproblems (7.4.6) sind, ist damit ¢ konjugiert. Die Umkehrung ist klar.
Folglich sind (a) und (b) dquivalent.

Ist nun detb, # 0 und u € ker A,, so ist fir die zugehérige Losung w(z) = (u(x),v(z)) des

w(l) = <u(1>> _ (azm bz<1>> <u(0)>
v(1) (1) d.(1)) \v(0)
und mit «(0) = u(1l) = 0 erhélt man b,v(0) = b,Ju'(0) = 0 und folglich ist wegen detb, # 0

auch «/(0) = 0. Damit ist insgesamt v = 0, also ker A, = 0. Zum Beweis der Umkehrung sei
det b, = 0 und man wahle 0 # vg € kerb,. Mit wp = (0,vg) ist nun

B bz (1‘)110
wz(l‘)wo = (dz (l‘)’Uo)

Systems

eine Losung des Systems (7.4.8) und folglich u(x) = b, (x)vg eine Losung von (7.4.7), wobei wegen
b.(0) =0

u(0) =u(l) =0
Da aber u # 0 erhalt man schliefslich ker A, # 0. O
Man definiere nun eine Abbildung
p:0 — C durch p(z)=detb, (7.4.10)

Ist v eine nicht entartete p-Geodite, so ist ker 49 = ker A; = {0} und mittels des vorherigen
Lemmas ist damit 0 ¢ p(00). Mit den in Abschnitt 3 gemachten Betrachtungen kann man nun
die folgende Definition geben.

7.4.11 Definition. Der konjugierte Index einer nicht entarteten p-Geodéte ist definiert durch
icon(7) = —deg(p, 0,0)

Aus den grundlegenden Eigenschaften des Brouwerschen Abbildungsgrades erhélt man hierbei
die Unabhéngigkeit von der speziellen Wahl des Gebietes O C C mit [0,1] € O

7.4.4 Das Morse Index Theorem

Mit den bisher gegebenen Definitionen ist die genaue Formulierung des Morse Theorems nun
bereits zu vermuten. Dennoch kann aber zu den bisherigen Uberlegungen auch noch der Maslov
Index eingebracht werden. Hierzu betrachte man mit den Bezeichnungen des vorigen Abschnittes
den Weg

1;th = Q;Z]t(l)? te [071]
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Wie in Abschnitt 5.4 verlduft dieser Weg in Sp(n, R) und mit der Wahl von Lo = {0} &R"™ erhilt
man nun aus der Definition von 1; zusammen mit 5.4.3 unmittelbar, dass ¢ € (0, 1] genau dann
konjugiert ist, wenn ¢(Lo) N Lo # {0}. Man beachte hierbei, dass im Gegensatz zur Darstellung
in Abschnitt 5.4 hier stets ¢o(Lo) N Ly = {0} und da fiir eine nicht entartete p-Geodéte nach
Voraussetzung zudem v (Lo)NLg = {0} ist der Maslov Index ips4s100 () dieser Kurve definierbar.

Mit dieser abschlieffenden Definition kann nun das Indextheorem formuliert werden.

7.4.12 Satz. Es sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, V : I x M — R ein glattes

Potential und v : I — M eine nicht entartete perturbierte Geoddte. Dann ist

Z'spec(V) = lcon (’7) = maslov ('Y)

Ist v zudem requldr, so ist

Z.spec(’)/) = 7'con(fy) = imaslov(’y) = Z bgn(g ‘I[aj]i)
z€(0,1)

Es sollen abschliefsend noch zwei Bemerkungen gemacht werden.

7.4.13 Bemerkung. Der Beweis des Index Theorems beruht auf durchaus komplizierten funk-
tionalanalytischen Techniken. Ein besonders wichtiges Hilfsmittel hierbei ist eine Arbeit zum
Spektralfluss von Robbin und Salamon ([RS95]), die in [FPR99] auf die dort gegebene Definition
des Spektralfluss iibertragen wurde. Hiermit kann zur Berechnung des Spektralflusses der Familie
der Hesseschen aus (7.4.4) die Familie der durch (7.4.6) gegebenen Differenialoperatoren A auf
H?(I,R™) N H}(I,R") betrachtetet werden. Es ist hierbei A€ = A, mit dem selbstadjungierten
Differentialoperator (7.4.9). Diese Familie wird durch eine additive Perturbation /Tf = A, + did
in eine generische Situation versetzt, mit der ker .Zf # {0} fiir eine lediglich endliche Anzahl an
Punkten t1,...,t; € O. Definiert man nun fiir jeden dieser Punkte eine quadratische Form durch

1
~ d
M) = [ (8@ )i

so ist letztlich wegen der Resultate aus [RS95]
k ~
ispec(v) = = Y _ sen(T(A°,1;))
j=1

Zur Behandlung des konjugierten Index kann mit dem Operator (7.4.9) fiir z = ¢t + i- s, so dass
A1 definiert und beschrinkt ist

0 0
-1 ._ -1 : ~1
dA AL = 8tSzAZ dt—l-ZaSSZ.AZ ds

definiert werden. Hiermit kann der konjugierte Index als Kurvenintegral

: __L -1
leon(7) = =5 aotr(dAzAZ ) (7.4.11)
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dargestellt werden. Wegen der topologischen Natur des Brouwerschen Abbildungsgrades kann nun
obige Stérung von A, ohne Verdnderung des Abbildungsgrades auf diese Situation angewendet

werden, und man erhilt unter Verwendung der elementaren Eigenschaften des Abbildungsgrades

() ==Y g [ ar(@AlAD )

211
Jj=1

wobei D; hinreichend kleine Kreisscheiben um ¢; sind. Es geniigt also schlieflich die Gleichheit der
einzelnen Summanden zu zeigen, was sich als rein funktionalanalytisches Problem herausstellt,
allerdings trotz dieser Reduktion auf einen einfach erscheinenden Fall durchaus mit erheblichem

Aufwand verbunden ist.

7.4.14 Bemerkung. Mit dem Index Theorem von Musso, Pejsachowicz und Portaluri ist der Be-
griff des Spektralflusses in die Theorie semi-Riemannscher Geodéten eingebracht worden. Das
wesentliche Resultat der Arbeit [FPR99] besteht neben einer alternativen Definition des Spek-
tralflusses in der Anwendung auf gewisse Bifurkationen von Operatorfamilien. Hierauf hat die
Diskussion des Spektralflusses in [MPPO05] und [PPT04] die Méglichkeit gegeben "Bifurkationen

von Geodéaten” zu untersuchen:

7.4.15 Definition. Es sei (M,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, v : [a,b] — M eine
Geodite. Ein Punkt tg € (a,b) heifft Bifurkationspunkt fiir +, falls eine Folge v, : [a,b] — M

von Geodédten in M und eine Folge {t,,}nen C (a,b) existiert, so dass
1. vn(a) = ~v(a) fir alle n € N.
2. yn(tn) = v(t,) fir alle n € N.
3. yn(a) = '(a), n — oo
4. t, — tg, n — oo.

Man beachte, dass wegen (2) und (4) auch ~, (t,) — y(to) fiir n — co. Zudem erhélt man aus
dem Umkehrsatz, dass jeder Bifurkationspunkt bereits ein konjugierter Punkt ist und im Rahmen
der klassischen Indextheoreme kann auch die Umkehrung dieser Aussage gezeigt werden. Fiir die
allgemeine Theorie semi-Riemannscher Geodéten stellt sich diese Definition aber als besonders
interessant heraus, da man zeigen kann, dass eine Verdnderung der im Morse Index Theorem zu
einer Geodéte zugeordneten Indizes auf einem Teilstiick der Geodéte bewirken, dass innerhalb
des Teilstiickes ein Bifurkationspunkt aufzufinden ist. Die Indizes im Morse Index Theorem be-
riicksichtigen nach Definition nicht jeden konjugierten Punkt entlang der betrachteten Geodite.
Mit diesem Resultat ist aber zumindest eine Teilmenge der konjugierten Punkte bestimmt, die
eine geometrisch anschauliche Bedeutung haben und auf deren Existenz aus den Indizes des Mor-
se Index Theorems geschlossen werden kann. Damit ist die Untersuchung solcher Bifurkationen
in das Interesse der semi-Riemannschen Geometrie geriickt (vgl. z.B. auch [PP05], [GGP04]).
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Teil IV

Der Spektralindex als Windungszahl
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Kapitel 8

Alternative Definition des

Spektralflusses

In diesem Kapitel werden die in Abschnitt 4.2 dargestellten Erkenntnisse zur Topologie gewis-
ser Riume von Operatoren aus dem zweiten Teil der Arbeit zu einer weiteren Definition des
Spektralflusses verwendet. Hierzu wird in einem ersten Abschnitt zunichst ein kurzer Uberblick
iiber die Resultate gegeben, an denen diese Darstellung orientiert ist. Anschliefend wird mit der
verallgemeinerten Windungszahl ein fiir diese Definition des Spektralflusses wesentliches Hilfs-
mittel definiert, bevor schliefilich die eigentliche nun topologische Definition des Spektralflusses

im letzten Abschnitt dieses Kapitels betrachtet wird.
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8.1 Ein kurzer Uberblick iiber Resultate von Booss und Wo-

jciechowski

In [BWS85] wird im ersten Kapitel eine auf [APS76] aufbauende, aber von den bisherigen Defi-
nitionen abweichende Darstellung des Spektralflusses fiir geschlossene Wege selbstadjungierter
total indefiniter Fredholmoperatoren auf komplexen Hilbertrdumen gegeben. Die grundlegende
Verdnderung besteht in der Ausnutzung der Bijektivitdt der Abbildungen aus 4.2.12, was nun
bei Betrachtung der Fundamentalgruppe von grosser Bedeutung ist. Da dies die grundlegende
Idee fiir sdmtliche folgende Ergebnisse zum Spektralfluss ist, sollen die Konstruktionen hier zu-
néchst skizziert werden. Um die Darstellung etwas zu vereinfachen sei angenommen das jeder
betrachtete Weg A : ST — F stets A(0) = A(1) € J erfiillt.

Grundlage sind die Deformationen aus dem Abschnitt 4.2.2. Mit ihnen lasst sich jeder Abbildung
A:S' — F., eine Abbildung g : (S*,1) — (U(n), id) zuweisen, mit der kanonisch ein Element

a-ind(A4) € K~(S")

definiert werden kann. Wegen der Verwendung von Homotopiedquivalenzen héngt hierbei a-ind A
insbesondere nur von der Homotopieklasse in m; (.7:"*, J) ab. Desweiteren liefert einem aber der

Chern-Charakter einen Isomorphismus
ch: K~Y(SY) — HY(SY) = 7Z

wobei die Identifizierung mit Z durch Auswerten auf der Fundamentalklasse beziiglich der kano-
nischen Orientierung von S* gegeben ist. Der Chern-Charakter lisst sich beschreiben als Win-
dungszahl deg(g), wobei die Abbildung ¢ : S* — U(n) zunichst zu einer Abbildung g : S* — St

deformiert wird. Hiermit erhilt man schliefilich ein Diagramm von Isomorphismen

71'1(]:-*,J) 4>7T1(Sl,].)

a—indl ldeg

i L —

und durch Auswerten der Abbildung fiir einen besonders handlichen Erzeuger von 7 (Fi,J)
erhélt man schlieflich das fundamentale Resultat

sf(A;) = deg(g) = ch(a-ind(A;))[S"]

womit der Spektralfluss zum einen als Windungszahl einer Abbildung S! — S* beschrieben
werden kann, andererseits (und das ist der entscheidende Punkt in der Arbeit von Booss und
Wojciechowski) aber auch als virtuelles Biindel iiber S2. In der (spéteren) Arbeit von Phillips
[Phi%6] wird zudem analog die Darstellbarkeit des Spektralflusses als Windungszahl wie eben
beschrieben im komplexen Fall bemerkt.
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8.2 Verallgemeinerte Windungszahl
Es sei H ein komplexer Hilbertraum und man betrachte den im Abschnitt 4.1 definierten Raum

U(o)= lim Un) mit Un)={U=id+AcU(H): Ac L(H,)}

n—oo

Fiir U = id 4+ A € U(o0) bezeichne

tr(U —id) = > Aj(A), det(U) =[] (14 X;(4))
J J
die Spur und die Determinante (vgl. hierzu etwa [GGK90]). Diese Ausdriicke konnen be-
kanntlich fiir jeden Operator endlichen Ranges definiert werden, es ist aber ebenso bekannt, dass
man durch sie bei Verwendung der Normtopologie im Allgemeinen keine stetigen Abbildungen

erhélt. Dieser Mangel wird nun durch die hier vorliegende schwache Topologie behoben.
8.2.1 Lemma. det : U(co) — C und tr : U(oo) — C sind stetig.

Beweis. Wegen der schwachen Topologie auf U(co) geniigt es die Stetigkeit der Abbildungen
auf jedem der Rdume U(n) zu zeigen, die nach Definition weiterhin die von der Normtpologie
induzierten Topologien tragen. Ist nun A € U(n) gegeben, so findet man wegen 1.2.14 aber zu
jedem & > 0 ein 6 > 0, so dass fiir alle B € U(n) mit | B — A|| < § stets

max lw—Al <e
neo(B), Ec(A)

womit die Stetigeit der Abbildungen auf U(n) unmittelbar einzusehen ist. O

Hiermit induziert die Determinante nun einen Homomorphismus

det, : 71 (U(c0),id) — m1(S*, 1)

und nach Komposition mit dem durch die gewShnliche Windungszahl gegebenen Isomorphis-

mus deg : 71(S1,1) — Z kann man definieren

8.2.2 Definition. Die Abbildung
w: m (U(00),id) — Z, w = degodet,
heifit die verallgemeinerte Windungszahl.

8.2.3 Lemma. Die verallgemeinerte Windungszahl ist ein Isomorphismus.

Beweis. Wegen 71(U(00),id) = Z geniigt es einen geschlossenen Weg v durch id mit w(y) = 1
anzugeben. Hierfiir seien mit der zur Definition von U(co) gewéhlten Orthonormalbasis {e }rez
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e P; die Orthogonalprojektion auf span{ey, : k # 0}

e Py die Orthogonalprojektion auf span{eg}
Man betrachte den Weg

v [=1,1] = U(o0), A(t) = Py + IR
Damit ist aber offenbar
det(y(t)) = ™) ¢ St t e [-1,1]

womit insgesamt w(detoy) =1 € Z. O

Es soll eine weitere Darstellung der verallgemeinerten Windungszahl angegeben werden.

8.2.4 Lemma. Es sei A € m1(U(00),id) ein Weg mit A € C1([0,1],U(c0)). Dann ist

1 ' -1 /
— /O tr(A~1(8)A'(t))dt
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w(A) =

Beweis. Wegen der schwachen Topologie auf U(co) existiert ein n € N mit A([0,1]) C U(n) und
nach Definition der Determinante kann nun jedes A(t) als gewohnliche n x n-Matrix aufgefasst
werden. Ist nun A(t) = (b1(t),...,bn(t)) mit den Spaltenvektoren b;(t) der Matrix, so ist zunéchst

idetA Zdet bu(t),...,bi(t), ... bu(t))
= det(A(t)) Zdet(A(t)’l(bl(t), (), b (1))

= det(A Zdet et (AT, - . - en)

= det(A(t)) > (A(t) A (1))
=1

= det(A(t)) tr(A(t) 1A' (t))

Nach Definition der verallgemeinerten Windungszahl ist nun die gewohnliche Windungszahl der

Funktion
[0,1] 3 t > det(A(t)) € S*

zu berechnen. Nach Definition der Windungszahl erhélt man aber

1 1 1 d 1 ! —1 4/
w(A)_%/O M%det/l(t)dt_% ; tr(A(t) " A'(t))dt
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8.2.5 Bemerkung. In dem im vorigen Abschnitt erwdhnten Artikel [BW85] wird statt der hier
verwendeten Determinante jedes Element g € m(U(00)) in eine Abbildung S — U(1) ~ S!
deformiert, womit die gleiche Abbildung auf m1(U(c0)) erhalten wird. Die hier gew&hlte De-
finition der verallgemeinerten Windungszahl entstammt natiirlich der analogen Definition des

Isomorphismus 1 (U(n)) = Z.
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8.3 Ubertragung auf allgemeine Wege reeller Fredholmope-

ratoren auf reellen Hilbertraumen

Das Ziel folgender Konstruktionen ist die Ubertragung der in 8.1 skizzierten Ideen auf nicht
notwendig geschlossene Wege selbstadjungierter total indefiniter Fredholmoperatoren in reellen
Hilbertrdumen. Hierzu sollen zwei mogliche Konstruktionen zur Behandlung nicht notwendig
geschlossener Wege vorgestellt werden, die hier in Hinblick auf Anwendung auf den Spektralindex
semi-Riemannscher Geoditen nur fiir reelle Hilbertrdume présentiert werden, aber ebenso auch
im komplexen Fall angewendet werden konnen.

Es sei von nun an H stets ein reeller Hilbertraum. Zudem sei an dieser Stelle noch einmal an den

Basispunktraum
J={J=2P—1¢€ L(H) : P Orthogonalprojektion ,dimker(P) = dimim(P) = oo}

erinnert, dessen Kontrahierbarkeit bereits durch 4.2.17 gezeigt wurde. Im Folgenden werden die
Bezeichnungen aus Abschnitt 4.2 {ibernommen.

Es erweist sich als sinnvoll zuniichst die Ubertragung der Ideen von Booss und Wojciechowski
auf den reellen Fall zu erldutern. Man benétigt hierzu das folgende Resultat

8.3.1 Lemma. Fir jedes J € J ist die kanonische Abbildung

b s T1(F(00), J) — w1 (F(00), J)
ein Isomorphismus'.

Beweis. Man betrachte das Diagramm

Mit den Resultaten aus Abschnitt 4.2 bestehen von den Inklusionen induzierte Isomorphismen

1%

T (F(00),J) = my (Fo(H), J

=¥/
T (F(00), JO) = my (Fo (HE), JC

Z

1

womit sich nun mit 4.4.5 und der ersten Bemerkung in Abschnitt 4.6 die als Spektralfluss an-
gegebenen Abbildungen in obigem Diagramm als Isomorphismen herausstellen. Die Behauptung

folgt nun mit der wegen 4.6.1 gewihrleisteten Kommutativitét des Diagrammes. O

Hier bezeichne F(occ) sowohl den entsprechenden Teilraum der selbstadjungierten Fredholmoperatoren auf H
als auch auf HC!

206



Hiermit hat man eine Sequenz von Isomorphimen

~ Ly ~

m@ﬂ—»mm@m—ﬁmmmwﬁ (8.3.1)
oy J/expwwd))*
\i .
7, 7T1(U(OO)7Zd) <77T1(U(OO),’LCZ)

in der die erste Abbildung der oberen Zeile durch die Deformationen aus Abschnitt 4.2.2
gegeben ist? und die erste Abbildung der unteren Zeile in 4.2.8 erldutert ist. Insbesondere sind
die Umkehrabbildungen dieser Abbildungen von den Inklusionen induziert.

Zur Vereinfachung der Schreibweise bei der Behandlung der Sequenz (8.3.1) wird von nun an die
Komplexifizierung eines Operators mit dem gleichem Symbol wie der Operator bezeichnet.

Um die Gleichheit des Isomorphismus (8.3.1) mit dem Spektralfluss nachzuweisen, geniigt es die
Gleichheit auf einem Erzeuger von 7y (., J) nachzuweisen.

Dazu betrachte man den Weg L = Ly * Ly € m (.7:'*7 J), wobei

Ly : [-1,1] — F(c0), Li(t) = Py — P_ +tP,

mit Orthogonalprojektoren Py, P_, Py € L(H) mit Py + P_ + Py = idy, Py — P_ — Py = J und
dimim Py = 1 sowie Ly ein beliebiger Weg in 7 ist, der P, +Py—P_- € Jund P, —(P_-+PF) € J
verbindet. Nun ist aber wegen J C GL(H) mit 4.3.25 und 4.3.27

st(L) =sf(Lq)
=dim(im E_ (L1 (=1)) Nker E_(L(1))) — dim(im E_(L1(1)) Nker E_(L;(-1))) =1
Betrachtet man andererseits die Windungszahl, so ist aber mit exp(wi(Lz + id)) = id

[exp(mi(L + id))] = [exp(wi(L1 + id)) * exp(wi(La + id))]
= [exp(mi(Ly + id))] € m1(U(c0), J)
Mit
exp(mi(L1(t) 4 id)) = exp(mi(Py — P— + tPy +id)) = exp(mi(Py — P— — Py + (1 + t) Py + id))
= exp(mi(2P; —id 4 (1 +t) Py +id) = exp(mi(2Py + (1 +t)Fy))
= exp(2miPy) exp(mi(1 + t)Py) = exp(mi(1 + t)Py) = id + (e™1+) — 1) P,
— P+ + P +e7ri(1+t)P0

ist dieser Weg aber bereits ein Element in 71 (U (c0), J) und als solcher wurde seine Windungszahl

bereits im Beweis von 8.2.3 berechnet. Man erhélt damit

w([exp(mi(Lr +1id))]) =1 € Z

2Die Bekanntheit dieser Deformationen wird im Folgenden vorausgesetzt.
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und folglich ist die Gleichheit der obigen Sequenz (8.3.1) von Isomorphismen mit dem Spektral-
fluss nachgewiesen und damit die Konstruktion von Booss und Wojciechowski auf den reellen Fall
iibertragen. Insbesondere ist die Sequenz damit unabhingig von der zur Definition von U(co)

benétigten Wahl einer Orthonormalbasis von H.

Es sei jetzt L : [a,b] — F. ein Weg mit invertierbaren Endpunkten. Desweiteren werde fiir
TeF mtT e ]:"(oo) stets das Bild dieses Elementes unter den der ersten Zeile der Sequenz
(8.3.1) zugrundeliegenden Abbildungen bezeichnet. Es sollen nun zwei topologische Méglichkeiten
der Berechnung des Spektralflusses vorgestellt werden.

Die Methode der unsichtbaren Schliefung Hierzu wéhle man einen beliebigen Weg L1 :
[0,1] = F. N GL(H) mit L;(0) = L(b) und L,(1) = L(a), so dass ein to € [0,1] mit L, (to) € J
existiert. Damit ist L, = L Ly : I — F, ein geschlossener Weg mit L.(I) N J # 0 und der
Spektralfluss dieses Weges kann folglich mittels der obigen topologischen Konstruktion berechnet
werden. Wegen 4.3.25 ist sf(L % L1) = sf(L) und daher liefert dieses Vorgehen den Spektralfluss
des urspriinglichen Weges L und ist zudem unabhéngig von der speziellen Wahl der unsichtba-

ren Schliefung L.

Somit ist prinzipiell die Moglichkeit der topologischen Darstellung des Spektralflusses fiir nicht
notwendig geschlossene Wege gegeben. Es ist aber unmittelbar einsichtig, dass dieses Vorgehen in
Hinblick der zu wahlenden unsichtbaren Schliefung im Allgemeinen nicht sonderlich 6konomisch
ist. Der Aufwand hierfiir kann aber durch eine einfache Uberlegung deutlich verringert werden.

Die Methode der reduzierten unsichtbaren Schliefung Man wihle beliebige Elemen-
te Ji,Jo € J und Wege L1, Ly : I — F. N GL(H) mit L;(0) = Ji,L1(1) = L(a), L2(0) =
L(b),L2(1) = Jy. Der zusammengesetzte Weg L,.. = L1 * L * Lo heife eine reduzierte un-
sichtbare Schlieffung von L. Eine entscheidende Beobachtung ist nun, dass der Raum J unter
samtlichen in der oberen Zeile der Sequenz (8.3.1) vorzunehmenden Deformationen fest bleibt,
so dass also J = JC fiir alle J € J. Damit definiert insbesondere bereits exp(iw(f,; + id)) ein
Element in 7, (U(c0), d) und die Behauptung ist nun, dass dieses Element unter den verbleiben-
den Isomorphismen der Sequenz (8.3.1) bereits den Spektralfluss der urspriinglichen Familie L
liefert.

Aus der Methode der unsichtbaren Schlieffung erhélt man zunéchst, dass mit einem beliebigen
Weg L3 : I — F, N GL(H) mit Ls(0) = Ly.(1) = Jy, L3(1) = L,.(0) = J; die Anwendung der
Abbildungen aus (8.3.1) auf L,.. * L3 den Spektralfluss von L liefern. Wegen des Wegzusammen-
hangs von J kann aber der Weg L3 ganz in J verlaufend gewidhlt werden, und wird in diesem

208



Fall vollstindig auf id € U(co) abgebildet. Damit ist

[exp(m'(L;\*/Lg +1id))] = [exp(m(frz +id)) x exp(mi(Ls + id))]
= [exp(wi(Lye + id)] € m1 (U (c0), id)

und folglich der Spektralfluss von L bereits durch Anwendung des verbleibenden Teils der Se-
quenz auf [exp(mi(Ly + id)] € m (U(c0),id) gegeben. Insbesondere ist die Konstruktion damit

auch unabhéngig von den gewdhlten Wegen L; und L.

Aus dieser Konstruktion erhélt man eine Folgerung die es sich lohnt gesondert zu formulieren.

8.3.2 Bemerkung. Fiir jeden Weg L : I — F, N GL(H) mit L(0), L(1) € J ist
lexp(mi(L + id))] = id € m (U (c0), id)

Wegen der Uberlegungen zur reduzierten unsichtbaren Schlieung ist das Element [exp(m’(f:c—i—

id))] € m1(U(00),id) unabhingig von den gewédhlten Wegen L; und Lo. Hiermit ist folgende De-

finition sinnvoll.

8.3.3 Definition. Es sei L : [ — F, ein Weg mit invertierbaren Endpunkten. Mit einer redu-
zierten unsichtbaren Schlieffung L,.. von L heifie

[exp(mi(Ly. +id))] € ﬂl(U(oo), id)

die Spektralklasse von L.

Damit ist also jedem Weg ein Element in 1 (U(00), id) zugeordnet, das durch den Spektral-
fluss der Familie bestimmt ist. Man kann nun 8.2.4 anwenden und so eine Integraldarstellung fiir

den Spektralfluss erhalten.

8.3.4 Folgerung. Es sei L : I — F. ein Weg mit invertierbaren Endpunkten und es be-
zeichne L € m(U(c0),id) die Spektralklasse von L. Mit dem Isomorphismus m (U(co),id) =
T1(U(0),id) ist dieser Weg homotop zu einem geschlossenen Weg L : [0,1] — U(n), der zudem

nach weiterer Deformation als glatt angenommen werden kann. Dann ist

sf(L) = ! / 1 te(LY(8) L (t))dt
0

T 2mi

8.3.5 Bemerkung. In der Darstellung des Spektralflusses mittels (8.3.1) sind zur Bildung der
reduzierten unsichtbaren Schlieffung zwei Wege zu wahlen, die jeweils einen Endpunkt des be-
trachteteten Weges mit einem Element in J verbinden. Die Existenz dieser Wege erhdlt man
unmittelbar aus dem Wegzusammenhang von F.N GL(H), bisher ist aber keinerlei Bemerkung
zu ihrer Konstruktion gemacht worden. Eine Moglichkeit besteht darin den zu betrachtenden
Weg zunichst den notwendigen Deformationen zu unterwerfen, so dass er sich in F (00) befindet.
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Betrachtet man nun einen der invertierbaren Endpunkte dieses Weges®, so kann wegen der Of-
fenheit der Resolventenmenge eine Homotopie H : [ x R — R gewé#hlt werden, die das gesamte
Spektrum dieses Operators auf das aus 1 und —1 bestehende essentielle Spektrum des Operators
deformiert. Eine solche Homotopie induziert einen Weg in F(co) der den betrachteten Endpunkt
des deformierten Weges mit J verbindet. Aus der Definition der reduzierten unsichtbaren Schlie-
fung ist unmittelbar einzusehen, dass die Verwendung dieser Wege ebenfalls die Spektralklasse

des urspriinglichen Weges liefert.

Auch wenn sie fiir den hier behandelten Kontext nicht sonderlich wichtig erscheint, soll auch
die Idee der Identifizierung des Spektralflusses mit dem Chern-Charakter eines gewissen virtuellen
Biindels wie in [BW85] kurz in dem hier geschaffenen Zusammenhang erldutert werden.
Bekanntlich liefert jede Abbildung g : (S,1) — (U(c0),id) durch Verkleben der trivialen Biindel
auf oberer und unterer Hemisphiire entlang des Aquators mittels dieser ein Biindel E, iiber
»St =52

8.3.6 Lemma. Es ezxistiert ein kanonischer Gruppenisomorphismus

F:m(U(o0),id) = K~1(SY)

Beweis. Wegen 4.2.8 ist 71 (U (00), id) = 71 (U(0), id). Die verbleibende Abbildung ist durch das
obige Verkleben trivialer Biindel induziert. Ihre Bijektivitdt ist beispielsweise in [Swi02, 11.40-
11.43] bewiesen. O

Es sei L : [a,b] — F, ein Weg mit invertierbaren Endpunkten.

8.3.7 Definition. Das Bild a-ind(L) der Spektralklasse von L unter F' heifse der analytische

Index von L.

Mit dieser Definition ist also jedem, in dem hier behandelten Sinne geeigneten, Weg ein
virtuelles Biindel iiber S? zugeordnet, das nun mit dem Spektralfluss des Weges in Verbindung

gebracht werden kann.

8.3.8 Satz. Die Evaluation des Chern-Charakters des analytischen Index auf der Fundamental-

klasse der S beziiglich der kanonischen Orientierung ist der Spektralfluss
sf(L) = ch(a-ind(L))[S"]

Beweis. Offenbar ist ch([E,] —n) = ¢1(E,) € H%(S?,Z) wobei ¢; die erste Chern-Klasse bezeich-
ne. Aus [McDSa98, S. 75-78] erhélt man nun, dass ¢; (E,)[S'] die Windungszahl der Determinante
von g und folglich mit (8.3.1) der Spektralfluss von L ist. O

3Unter den hier betrachteten Deformationen von Fy wird Fi N GL(H) in sich abgebildet.
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Kapitel 9

Die Spektralklasse perturbierter

semi-Riemannscher Geodaten

Im vorigen Abschnitt wurde eine Darstellung des Spektralflusses angegeben, die es erlaubt (theo-
retisch) fiir jeden Weg selbstadjungierter total indefiniter Fredholmoperatoren den Spektralfluss
zu berechnen. Insbesondere sind hierbei die Schritte zum Erhalt der Spektralklasse recht ex-
plizit angebbar. Wie bei allen bisherigen Definitionen des Spektralflusses ist aber dennoch kein
Rahmen geschaffen, der es erlaubt fiir einen konkret auf einem Hilbertraum gegebenen Weg
selbstadjungierter total indefiniter Fredholmoperatoren direkt seinen Spektralfluss aufzuschrei-
ben. Die Ubertragung der grundlegenden Idee von Booss und Wojciechowski auf nicht notwendig
geschlossen Wege erfolgte hier vor dem Hintergrund einer neuen Darstellung des Spektralindex
fiir perturbierte Geoditen auf semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten. Im Grunde kann der bis-
her dargestellte Zugang natiirlich als solcher dienen, dennoch hat man aber in diesem Fall statt
eines allgemeinen Weges selbstadjungierter Fredholmoperatoren mit (7.4.4) immerhin eine recht
genaue Darstellung des Weges quadratischer Formen, deren Riesz-Darstellungen nach Definition
zur Berechnung des Spektralindex verwendet werden. Demnach wird man versuchen diese Riesz-
Darstellungen der Operatoren zu berechnen, um hiermit eventuell genauere Aussagen iiber das
Spektrum treffen zu kdnnen und mit diesen Erkenntnissen die Berechnung der Spektralklasse zu

vereinfachen.
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9.1 Der darstellende Operator

9.1.1 Berechnung des darstellenden Operators

Es sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit vom Index v und v : [0,1] — M eine
p-Geodite. Man betrachte den Weg der quadratischen Formen (7.4.4)

1 1
fzt(u):/o (Ju'(x),u’(x))dm—/o (S¢(x)u(z), u(z))dr, wec HY(I,R™)

Zunéchst soll der Weg der Riesz-Darstellungen dieser quadratischen Formen bestimmt wer-
den, wobei wie gewthnlich das Skalarprodukt 6.2.4 mit ¢ty = 0 verwendet wird. Man erhilt nun

unter Verwendung von 6.2.10

1 1
() = / (T (2), ()i — / (Sy(@)u(), u(x))dz

:/01 (Ju'(z),u dx+/ / Si(T)u(r)dr + 1, v’ (z))dx

:/ / S, (Fyu(r)dr + e1, ' (z))de

Folglich geniigt es aber eine Stammfunktion F von Ju'(z) + [y S¢(7)u(7)dr + ¢1 anzugeben,
die zudem die Randbedingungen F'(0) = F'(1) = 0 erfiillt. Eine Stammfunktion ist aber durch

/ / S¢(T)u(T)drds + c1x + co

mit ¢1,co € R gegeben und die zu erfiillenden Randbedingungen erfordern c; = 0 und

/ / St d’TdS

Somit erhilt man als Riesz-Darstellung des Weges quadratischer Formen

CHy(I,R™) — HY(I,R™),

(Leu)(x) = / / Sy(ryu(r)drds — z / / suirras MY

9.1.1 Bemerkung. Mit dem in (6.2.5) definierten Projektionsoperator p : H!(I,R") — HJ(I,R")

ist unmittelbar einzusehen, dass
/ / Si(T)u(t)drds) = (Lyu)(z), we H(I,R™)

212



9.1.2 Eigenschaften und Spektrum

Man betrachte nun L; : H}(I,R") — H}(I,R"?) mit (Lyu)(z) = Ju(z) + (K}u)(z) — (K2u)(x)

wobei
(Klu)(z) = /Ow /0S Si(m)u(r)drds
(K2u)(z) = o /O 1 /0 " S, (Fyu(r)drds

Desweiteren sei nun stets 1 < v < n — 1. Damit ist aber offenbar J € J C GL(H(I,R"))
und wegen des Beweises von 7.4.7 zudem K} — K? € K(H}(I,R")). Eine unmittelbare, aber
ebenso wichtige Erkenntnis ist nun, dass L; als Weg ein konstanter invertierbarer Operator ist,
der durch einen Weg kompakter selbstadjungierter Operatoren gestort wird. Es lassen sich nun

die folgenden Beobachtungen machen
e Unabhingig von t € [0,1] ist stets opss(Lt) = {—1,+1}.
e Man erhélt aus (7.4.5) Sy = 0 und folglich ist (Lou)(z) = Ju(x), also insbesondere Ly € J.

o Wegen 4.3.27 hingt der Spektralfluss des Weges L; nur von den Endpunkten Lg,L; €
GL(H(I,R™)) ab und ist durch

st(Lt) = prei(Lo, L1) = dim(im E_(Lg) Nker E_(L;)) — dim(im E_(L1) Nker E_(Lg))
gegeben.

Man beachte, dass die kompakten Operatoren K}, K}? einzeln betrachtet keine Operatoren
auf H}(I,R™) definieren. In der Hoffnung genauere Aussagen iiber das Spektrum von L; zu
gewinnen, soll nun diese Familie von Operatoren auf dem groferen Raum H'(I,R™) betrachtet
werden, auf dem eine Zerlegung in die drei Summanden mdglich ist. Bedauerlicherweise verliert
man hierbei die Selbstadjungiertheit der Operatoren. Neben der weiterhin giiltigen Stetigkeit
der Operatoren auf H'(I,R") soll inshbesondere gezeigt werden, dass die Fortsetzung von L; auf
H(I,R™) weiterhin eine Stérung eines konstanten invertierbaren Operators durch eine Familie
kompakter Operatoren ist. Im Folgenden wird die Fortsetzung eines Operators auf H'(I,R")

durch das Symbol * von dem urspriinglich betrachteten Operator unterschieden.
9.1.2 Lemma. Die Operatoren
K!:HY(I,R") — H'(I,R"), i =1,2
sind fir jedes t € [0,1] kompakt.
Beweis. Man betrachte zunéchst IA{tl Es ist unter Verwendung des Skalarproduktes 6.2.3 fiir
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we HY(I,R")

IR a2 e = | / / Su(r)u(r)drds|s g o

/H/ / Si(T)u(r)drds|| dx-i—/ ||/ Sy (r)u(r)dr|%dx
[([] ||St<r>||u<f>||drds) wr [ ([ 18 Matrar)

1
1
< IIStHioHUIlio/O 1+ atde = *IIStII lullZe < ellull%

und folglich K} : C(I,R") — H'(I,R") stetig. Da aber wegen 6.2.14 die Einbettung H' (I, R") —
C(I,R™) kompakt ist, erhélt man insgesamt die Kompaktheit des Operators
K} :HY(I,R") — HY(I,R")
Fiir K2 : H'(I,R") — H'(I,R") ist rk(K?2) < n fiir alle ¢ € [0, 1] und somit sind diese Operato-
ren insbesondere kompakt. O
Offenbar ist fiir alle ¢ € [0, 1]

m(L,) c Hi(I,R™)

und da auch bei Betrachtung der Operatoren auf H!(I,R") das essentielle Spektrum stets durch

{—1,1} gegeben ist, erhilt man aus der definierenden Gleichung eines Eigenwertes die Beziehung

a(ﬁt) =o(Ly), te€]0,1]

Hiermit kann also das Spektrum des Operators L; ebensogut auf dem grosseren Raum
H(I,R") untersucht werden. Da folgende Betrachtungen sich ausschlieflich auf das Spektrum
konzentrieren, soll obige Unterscheidung der Operatoren nach zugrundeliegendem Hilbertraum

nicht weiter verwendet werden.
9.1.3 Lemma. o(J + K}) = 0css(J + K}') = {—1,1} fiir alle t € [0, 1]

Beweis. Es sei A # —1,1 und v € H*(I,R") mit

//St T)dTds = Au(x)

Man definiere M := sup, 4,1 [|S¢(2)[| und N(A) == [[(J — Aid) 71| und hiermit soll induktiv die
Ungleichung

Nl
n! ’

u(z)| < €[0,1],neN (9.1.2)
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gezeigt werden. Damit ist natiirlich u = 0 und folglich \ ¢ o(J + K}).

Wegen A # —1,1 ist nun zunéchst J — Xid € Gl(n,R) und folglich

(@) + (] — Nid) ! /0 ’ /0 " Sy(P)u(r)drds = 0 (9.1.3)
Damit ist aber
Jute)l < 1 =2y [ [ ISl aras
< NOYM |l 52® < NOYM |l 2 € 0,1

und die Aussage gilt fiir n = 1. Ist nun die Giiltigkeit fiir ein n € N vorausgesetzt, so erhilt man
fiir x € [0,1] aus (9.1.3)

(@)l < (17 — xid)™| / ' / 1S () ) drds < N(A)M / ' / ()| drds

Mn+1N()‘)n+1||u||oo /ac/sTndes
0 0

n!
M NNyl 1 R Mn+lN()\)n+l||u||oo$n+l
(n+1)! n+2 - (n+1)!

Damit ist aber die Ungleichung (9.1.2) nachgewiesen und wegen obiger Bemerkung die Aussage

bewiesen. O
9.1.4 Folgerung. Es ist o(K}) = {0} fir alle t € [0,1].

Beweis. Mit einem vollkommen analogen Beweis kann gezeigt werden, dass stets o(id + K}) =
Oess(id + K}') = {1}. Die Behauptung folgt aus o(K}) = o(id + K}') — 1. O

Wie bereits bemerkt ist tk(K?) < n fiir jedes t € [0, 1]. Wegen 9.1.3 hat man damit zunfichst
das an sich interessante Resultat, dass im Fall des Weges der darstellenden Operatoren der Hes-
seschen semi-Riemannscher Geodéten sdmtliche Verantwortung fiir nicht verschwindenden Spek-
tralfluss bei einem Operator endlichen Ranges liegt. Diese Beobachtung gipfelt nun in der Fra-
gestellung ob dies weitere Aussagen iiber das Spektrum von L; erbringt. Insbesondere wire man
natiirlich an Resultaten interessiert, die einem eine moglichst geringe Méachtigkeit des Spektrums,
oder zumindest gewissen Teilen des Spektrums, beschert. Immerhin sichert oess(L:) = {—1,1}
die Einsparung wenigstenes eines Schrittes bei denen zum Erhalt der Spektralklasse notwendigen
Deformationen. Eine Einschrinkung des gesamten Spektrums konnte vielleicht zu weiteren Ver-
einfachungen fithren. Die vielleicht intuitiv auftretende Vermutung, dass o(L;) tatséchlich recht

“zahm” ist, kénnte man durch zwei weitere Beobachtungen stiitzen.

e Wegen 9.1.1 ist stets p(J + K}') = L; mit der kanonischen Projektion p : H*(I,R") —
H}(I,R™), wobei wegen 9.1.3 o(J + K}') = {—1,1}.
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e Mit [GGK90, Corollary 4.5] und 9.1.4 existiert zu jedem der Operatoren K} eine Fol-
ge {Fi(n)}nen von Operatoren endlichen Ranges mit ||F;(n) — K}|| — 0, n — oo und
o(Fy(n)) = {0} fir alle n € N.

Wegen der ersten Bemerkung stellt sich nun die Frage, ob Aussagen iiber das Spektrum der
Operatoren L; als Bilder von J + K} unter der Projektion gemacht werden kénnen!. Die zweite
Bemerkung mag dazu verleiten die Operatoren J + K} durch Stérungen endlichen Ranges des
Operators J zu approximieren und hiermit die Wirkung auf das Spektrum durch K? als eine
weitere Storung endlichen Ranges zu untersuchen.

Jeder dieser Punkte hat natiirlich zum Ziel das Spektrum der Operatoren L; als m&glichst einfach,
oder eventuell gar endlich, nachzuweisen. Dass diese Ideen leider aussichtslos sind, kann hingegen

durch ein einfaches Beispiel nachgewiesen werden.

Ein Gegenbeispiel zur Zahmheit des Spektrums Es sein > 4,2 < v < n—2 und
J = diag{e; }1<i<n mit

1, 1<i<n—-v

)

g =
-1, n—-v<i<n

sowie
A =diag{-1,1,...,1,—-1}

Man betrachte hiermit den Integraloperator

L: H})I,R") — H(I,R™)
(Lu)(z) =Ju(z) + /Ow /OS Au(T)drds — x/o /os Au(r)drds

Das Eigenwertproblem dieses Operators zerfallt nun in die n Eigenwertprobleme

eau(z) + /0 ' /0 pau(r)drds — o /O 1 /0 () drds = Au(z) (9.1.4)
mit

1 l<i<n
KR; =
-1 i=1,n

Bei Bestehen der Gleichung (9.1.4) ist unmittelbar einsichtig, dass jede Eigenfunktion bereits

glatt sein muss, und durch zweimaliges Differenzieren dieser Gleichung erhélt man fiir A # —1,1

1Bedauerlicherweise ist p keine Orthogonalprojektion.
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stets ein zu der Integralgleichung dquivalentes Sturmsches Eigenwertproblem, das sich mit be-
kannten Mitteln der Losungstheorie linearer gewthnlicher Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten 16sen 1dsst. Man erhilt so die diskreten Eigenwerte und Eigen-
vektoren des Operators L : Hi(I,R") — H}(I,R"). Um diesen Vorgang hier etwas abzukiirzen
sei einfach behauptet, dass fiir jedes k € N

up € Hy(I,R™) mit ug(x) = sin(krzx), = € [0, 1]

ein Eigenvektor des durch die Gleichung (9.1.4) gegebenen skalaren Integraloperators zum Ei-

genwert,

Rj
k272

)\k =£&;
ist. Diese Aussage bestéitigt man durch die einfache Rechnung

T s 1 s
siuk(;v)—i—/ / /iisin(kWT)des—x/ / ki sin(kmT)drds
0o Jo o Jo
1

x

R s Rg Rj

= gup(z) + e cos(kms)ds — x CEr dr cos(kms)ds
RiT Ri . Ki
= c;ug(z) + T sin(kmx) — -
K

Damit ist fiir obigen Operator L

U -1~ k:21772’_1 + k217rQ’1 - k217r2’1 + k2l7rz} Coa(l)

keN
und folglich besitzt der Operator nicht nur unendlich viele Eigenwerte, sondern sogar in jedem der
offenen Intervalle (—oo, —1), (—1,0), (0,1), (1, c0) unenedlich viele. Folglich besitzt das Spektrum
des Operators L die hochste Komplexitit, die bei Giiltigkeit von oess(L) = {—1, 1} moglich ist
und insbesondere bestehen damit im Allgemeinen keine weiteren Moglichkeiten weitere zum
Erhalt der Spektralklasse notwendige Deformationen auszulassen.
Man beachte, dass die eingangs gestellten Bedingungen an v und n lediglich zur Konstruktion
eines Operators dessen Spektrum sédmtliche vier Mdoglichkeiten der Hiufung aufweist gemacht
wurden. Man sieht aber aus der Konstruktion, dass auch bei Verzicht auf diese Bedingungen

stets ein Operator existiert, dessen Spektrum zumindest einen Hiufungspunkt besitzt.
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9.2 Zur Berechnung der Spektralklasse semi- Riemannscher

Geodaten

9.2.1 Definition. Es sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit vom Index 1 < v <
n—1,V : IxM — R ein glattes Potential und v : [0, 1] — M eine nicht entartete p-Geodite. Dann
heie die Spektralklasse des zugehorigen Weges (9.1.1) der Riesz-Darstellungen der Hesseschen
die Spektralklasse von ~.

Es bezeichne nun wie in obiger Definition L; : H}(I,R") — Hg(I,R™) den zugehorigen Weg
der Riesz-Darstellungen des Weges der Hesseschen einer p-Geodite.

Im vorigen Abschnitt wurden bereits die folgenden Eigenschaften des Weges L; ermittelt:
o 0css(Li) = {—1,1} fiir alle ¢ € [0,1].
e Es ist stets Ly € J.

Fiir die notwendigen Deformationen zur Berechnung der Spektralklasse einer p-Geodéte hat
man folglich zwei Vereinfachungen. Zum Einen muss keine das essentielle Spektrum betreffende
Deformation vorgenommen werden, zum Anderen geniigt es einen zusétzlichen Weg zur Kon-
struktion einer reduzierten unsichtbaren Schliefung zu bestimmen.

Mit der zusédtzlichen Information, dass fiir die hier betrachteten Wege keinerlei essentielles Spek-
trum in (—1, 1) auftritt, und folglich auch kein Haufungspunkt des Spektrums in diesem Intervall
ist, kann nun versucht werden die Deformationen weiter zu vereinfachen. Hierzu bendétigt man

zundchst folgendes Resultat, das anschaulich unmittelbar einsichtig sein sollte.

9.2.2 Lemma. Es sei A : [a,b] — F. ein Weg mit invertierbaren Endpunkten und f : R — R

eine stetige, monoton wachsende Funktion mit f~1(0) = {0}. Dann ist

sf(Ar) = sf(f(Ar))

Beweis. Hierfiir erscheint die Definition des Spektralflusses nach Phillips aus Abschnitt 4.5 ge-
eignet zu sein. Es ist hier somit von Nutzen die Gleichheit beider Definitionen nachgewiesen zu
haben.

Es seien nun (x;,a;) und (&;, a;) Paare reeller Zahlen fiir A; und f(A;) wie in der Definition des
Spektralfluss nach Phillips. Zunéchst kann nach Verfeinerung der Zerlegung des Intervalls x; = z;
angenommen werden. Nun ist aber unter den Voraussetzungen an die Funktion f : R — R stets
[f~Y(—ai), f~*(a;)] ein 0 enthaltendes Intervall, auf dem f Maximum und Minimum auf dem

Rand annimmt. Unter Verwendung von 1.2.10 erhélt man
X(—as,a:) (f(St)) = (X(=ai,a:) © F)(St) = X(r-1(=a0),r-1 (@) (St)

und diese Funktion ist somit nach Voraussetzung auf [z;_1, ;] stetig. Desweiteren erhélt man
aus dem Spektralabbildungssatz (vgl. 1.2.10) nach Wahl der @; in der Konstruktion des Spek-
tralflusses nach Phillips, dass a; ¢ o(f(S;)) = f(o(S¢)) und folglich f=1(a;) ¢ o(S;) fiir alle
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t € [xi—1,x;]. Mit a; ¢ o(S;) fiir alle ¢ € [x;_1, ;] ist nun aber auch

X[0,a:1 (St) = X[0,a, (f (51)) = X[0,a,1(St) = X[0,#-1(a,) (St)

= iX(min{ai,f*1(&i)},max{ai,ffl(&i)}(St)

stetig auf [z;_1, ;] und folglich von konstantem Rang n. Man erhilt damit

rk(X[0,a,] (S2:)) = tk(X[0,0,] (Sz: 1)) = (tk(xp0.a,] (f (Sz;))) £ 1) — (tk(x(0.8,) (f(Se: 1)) £ 1)
= rk(x(0,a,] (f (52,))) — rk(xp0,a,) (f (52 1))

und die Behauptung direkt aus der Definition des Spektralflusses nach Phillips. O

Dieses Resultat fiihrt in Hinblick auf Anwendungen fiir die Spektralklasse von Geodéaten auf

folgende Definiton.

9.2.3 Definition. Fiir ¢ € (0, 1] sei eine zihmende Funktion zum Wert ¢ eine stetige, monoton
wachsende Funktion f: R — R mit f~1(0) = {0} und

supp(f? — 1) C (=4,0)

9.2.4 Bemerkung. Bekanntlich existiert zu jedem § € (0, 1] sogar eine glatte zahmende Funktion
zum Wert §.

Die Anwendung dieses Begriffes liegt nun auf der Hand:

Ist allgemein A : [a,b] — F, ein Weg der bereits mit einer reduzierten unsichtbaren Schliefung
versehen worden sei, so existiert wegen der Kompaktheit von [a,b] ein ¢ > 0, so dass g¢ss(At) N
(—8,8) = 0 fiir alle ¢t € [a,b]. Ist nun f : R — R eine zihmende Funktion zum Wert § > 0, so
ist wegen 9.2.2 sf(A;) = sf(f(A¢)) und zudem f(A,) = Aq, f(Ap) = Ap wegen A,, Ay € J. Der
Weg f(A;) verliuft aber wegen des Spektralabbildungssatzes bereits vollstindig in F(co) und
ist demnach keiner weiteren Deformation zu unterziehen. Damit kann nun die Spektralklasse des
Weges A direkt als

[exp(mi(f(A¢) + id))] € m1(U(c0), id)

angegeben werden.

In diesem Fall ist allerdings das gewéhlte 6 > 0 abhingig von dem betrachteten Weg A; und
kann sicherlich nicht uniform fiir alle Wege in F, gewihlt werden. Dieser Missstand tritt aber
nun im Fall der Spektralklassen von Geodéten nicht auf und folglich kann mit der Wahl ei-
ner beliebigen zihmenden Funktion der Weg der Riesz-Darstellungen jeder p-Geodite behandelt
werden. Selbstverstidndlich entbindet dies im Allgemeinen nicht von der Wahl des einen verblei-
benden Weges zum Erhalt einer reduzierten unsichtbaren Schliefung. Man kann die gewonnenen

Erkenntnisse nun wie folgt zusammenfassen.
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9.2.5 Satz. Fs sei (M,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit vom Index 1 < v <n —1,
V:Ix M — R ein glattes Potential und + : [0,1] — M eine nicht entartete p-Geoddte. Zudem
bezeichne Ly : HY(I,R™) — H}(I,R™) den Weg (9.1.1) der Riesz-Darstellungen der Hesseschen.

Dann kann die Spektralklasse von v wie folgt berechnet werden:

o Man wdhle eine (aus mazimal einem zusdtzlichen Weg bestehende) reduzierte unsichtbare
Schlieffung L. von L und eine beliebige zihmende Funktion f : R — R. Dann ist die
Spektralklasse von v gegeben durch

[exp(mi(f(Lre) +id))] € m(U(0), id)
e Man wihle unter Verwendung von L1 € GL(H) ein § > 0 mit o(L1)N(—6,8) = O und eine
beliebige zihmende Funktion zum Wert 6. Dann ist die Spektralklasse von v gegeben durch

[exp(mi(f(L) 4 id))] € m(U(c0), id)
In diesem Fall ist die gewdhlte zahmende Funktion abhdngig von der betrachteten p-Geoddte.

Es sollen zunéchst einige Bemerkungen zu diesem Resultat gemacht werden.

9.2.6 Bemerkung. Bei sdmtlichen Betrachtungen zur Spektralklasse von p-Geoditen wurden
bisher die Félle v = 0 und v = n ausgeschlossen. Diese Einschrankung diente hier nicht nur einer
zwischenzeitlichen Vereinfachung der Schreibweisen. Falls man eine unsichtbare Schliefung L.
eines Weges L : I — F. wiihlt, so erhilt man aus der Kontrahierbarkeit von Fy stets sf(L.) = 0
und wegen der Additivitdt und des Verschwindens des Spektralflusses fiir Wege invertierbarer
Operatoren erhielte man das im Allgemeinen unsinnige Resultat sf(L) = 0. Folglich kann aber
eine unsichtbare SchlieRung nicht existieren, also F1 N GL(H) nicht wegzusammenhiingend sein.
Am Ende des Abschnittes 4.3 wurde allerdings gezeigt wie einem Weg in 4 unter Beibehaltung
des Spektralflusses ein Weg in F. zugewiesen werden kann (vgl. 4.3.34). Mittels dieser Prozedur
kann nun die Definition von Spektralklassen auch auf solche Wege ausgedehnt werden und so
konnen obige Uberlegungen unmittelbar auch auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten und den wohl
eher bedeutungslosen Fall v = n iibertragen werden.

9.2.7 Bemerkung. Mit dem Resultat 9.2.5 ist eine in gewisser Weise topologische Darstellung
des Spektralindex einer p-Geodédten bestimmt. Denn bezeichnet nun [L(y)] € m1(U(00),id) das
Bild der Spektralklasse der p-Geodéte in der Sequenz (8.3.1), so ist mit den Uberlegungen aus
Abschnitt 8.3

Z'spec(’}/) = _w([L(’Y)]) (921)

Dabei ist zu beachten, dass damit eine Darstellung des Spektralindex als verallgemeinerte
Windungszahl vorliegt. Alternativ zeigt ein Blick in die Definiton der verallgemeinerten Win-
dungszahl, dass nach Anwendung der Determinantenabbildung zunéichst ein Element in 71 (S, 1)
zugewiesen wird aus dem nun der Spektralindex der p-Geodéte durch Bildung der klassischen
Windungszahl erhalten wird. Dieses Vorgehen ist demnach eine Darstellung des Spektralindex

perturbierter semi-Riemannscher Geoditen als Windungszahl.
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9.2.8 Bemerkung. Wie bereits in 7.4.13 vorgestellt, ist ein wichtiger Bestandteil des Beweises
des Morse-Theorems von Musso, Pejsachowicz und Portaluri die Darstellung des konjugierten
Index in der Form (7.4.11), die von der Form an die Integraldarstellung der verallgemeinerten

Windungszahl in 8.2.4 erinnert.

9.2.9 Bemerkung. Man betrachte die zur Definition des konjugierten Index verwendete Abbil-
dung p : © — C (vgl. (7.4.10)). Nach Wahl eines Homdomorphismus 00 ~ S' erhilt man
hieraus eine stetige Kurve g : S — C\ {0} ~ S'. Wegen [Dei85, 6.6] ist nun der konjugierte
Index der betrachteten p-Geodéte v gerade die klassische Windungszahl der Kurve g. Mit der
hier prasentierten Darstellung des Spektralindex als Windungszahl ist das eigentlich so analy-
tisch formulierte Morse Theorem als Gleichheit zweier Windungszahlen fiir Elemente in 7 (S*,1)
dargestellt. Man erinnere sich hierbei an die Ausfiihrungen zum Morse Theorem von Piccione
und Tausk, in der eine zentrale Idee des Beginns der Morse Theorie semi-Riemannscher Geodéten
der klassische Beweis eines Resultates der Sturm-Theorie war, in dem die Gleichheit der den hier
entsprechenden Indizes durch die Gleichheit zweier Windungszahlen von Elementen in (S, 1)
gezeigt wurde. Das Sturm-Theorem ist, wie dort angemerkt, ein Spezialfall des klassischen Morse
Index Theorems und folglich auch in dem Morse Theorem von Musso, Pejsachowicz und Portaluri
enthalten.

9.2.10 Bemerkung. In 7.4.14 wurde der Begriff der Bifurkation fiir Geodaten in semi-Riemannschen
Mannigfaltigkeiten definiert. Damit erh&lt man aus dem Nichtverschwinden der Indizes des Mor-
se Theorems, dass die betrachtete Geodéte einen Bifurkationspunkt enthélt. Mit (9.2.1) erhélt
man nun, dass dementsprechend aus der Nichttrivialitit der Spektralklasse in 71 (U (c0), id) stets
auf die Existenz eines Bifurkationspunktes der Geodite geschlossen werden kann. Dies kann nun
natiirlich auch fiir Teilstlicke von Geoddte angewendet werden, die selber als Geodéten nicht

entartet sind.

Wegen der in der letzten Bemerkung dargestellten Anwendung der Spektralklasse auf die
Untersuchung des Auftretens von Bifurkationspunkten von semi-Riemannschen Geodéten, ist es
natiirlich wiinschenswert eine moglichst explizite Beschreibung der verallgemeinerten Windungs-
zahl fiir die Spektralklassen von Geodéiten zu erlangen. Daher soll abschlieffend eine Moglichkeit
zur weiteren Vereinfachung eher spekulativen Charakters gegeben werden.

Man betrachte hierzu die differentielle Formel zur Berechnung der verallgemeinerten Windungs-
zahl in 8.2.4. Beachtet man, dass die hier einzusetzenden Operatoren, abgesehen von einer wei-
teren Deformation, von der Form exp(7wi(L; 4 ¢d)) unitér sind, so erhdlt man nach einer kurzen
formalen Rechnung unter Missachtung aller wegen des Vorliegens operatorwertiger Funktionen
gebotenen Vorsicht, eine durchaus handliche Formel. Diese Idee ist die Grundlage der folgenden
Uberlegungen, wobei obige “formale” Rechnung natiirlich so nicht zulissig sein kann, und sofern
das betrachtete Integral {iberhaupt existiert noch einige vielleicht durchaus nicht triviale Details

zu kléren sind.

221



Es sei L : I — F, ein Weg der Klasse C, der bereits mit einer unsichtbaren Schliefung
versehen sei und f € C1(R), so dass

o exp(mi(f(L¢) +id)) € CH(I,U(o0)) mit f(Lo), f(L1) € T
o exp(mi(f + 1)) besitzt eine Fortsetzung als holomorphe Funktion g : C — C.

Die erste Bedingung fordert insbesondere, dass der dort betrachtete Weg bereits in U(o0)
verlduft, wobei zu beachten ist, dass zur Definition von U(o0) eine Orthonormalbasis des zugrun-
deliegenden Hilbertraumes zu wihlen ist. Die zweite Forderung wird es erlauben den Dunford-
Kalkiil zu benutzen, um obige heuristische Betrachtung zur Differentiation auf eine solide Basis
zu stellen.

Zunichst benotigt man zwei weitere Hilfsergebnisse.

9.2.11 Lemma. Fs sei f : R — R eine stetige Funktion und L, : I — S(H) ein differenzierbarer

Weg von Operatoren. Dann ist

d d d

(5 Le)s f(Le)l = ( Le) f(Le) = f(Le) (L) =0

Beweis. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit geniigt es die Aussage fiir f = id zu zeigen. Denn
damit kommutiert %Lt mit jedem Polynom p(L;) und der allgemeine Fall kann durch Grenz-

iibergang erhalten werden. Hierfiir ist aber

d d d d
2Lt(%Lt) = %(Lf) = (@Lt)Lt + Lt(@Lt)

also [4L;,L,] = 0. O

9.2.12 Lemma. Ist A € p(L;) fir alle t € [0, 1], so ist
a 4
dt dt

Beweis. Bekanntlich gilt fiir Operatoren S, T € L(H) und A € p(S) N p(T') stets die Resolven-

tengleichung

(Le =2 = =(Le = N) N5 L) (L — X))

A=) —(A=T)" = (A=) (S=T)(A-T)"
Man erhélt hieraus
(Lown =N = (Le = N) 7" = =(Lewn = A (Lopn — Le) (Le = A) 7
und damit unter der vorausgesetzten Differenzierbarkeit von L; das Resultat. O

Unter Verwendung der ersten Voraussetzung besitzt mit 8.2.4 die verallgemeinerte Windungs-

zahl eine Darstellung

w(Ly) = i/o r (exp(m'(f(Lt) +id))*%(exp(7ri(f(Lt) +id)))> dt (92.2)

)
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Nun ist exp(mi(f(L¢) 4 id))* = exp(—mi(f(L¢) + id)). Zudem besteht unter Verwendung des
Dunford-Kalkiils mit der obigen zweiten Voraussetzung und einem geeigneten Integrationsweg
I' € C eine Darstellung

exp(ri(f(L0) + i) = (L) = 5 [ gL = 2)"an

Mit der moglichen Vertauschbarkeit von Differentiation und Integration (vgl. [La93, Theorem
8.1]) erhilt man unter Verwendung von 9.2.12

g\ (Lt — A)‘l(iLt)(Lt —\)"tdx

< fexp(mil f(Le) +id)) = -

211 r

Mit (9.2.2) erhélt man hiermit zunéchst

w(Ly) = L tr (exp(—m‘(f(Lt) +1id)) /F g AN (Lt — )\)71(%[%)(]# — )x)ld/\) dt

) 0

und unter zweimaliger Anwendung von 9.2.11 ist

1

1
wil)==5 [ w ((tht)exp(wi(f(Lt)Jrid))/Fg()\)(Lt/\)2d)\> dt (9.2.3)

Da nun mit der Cauchy-Integralformel
[ o =02 = g1
und
g' () = mie™ DTV ()
erhilt man aus (9.2.3) abschliefend das Resultat

1
w(Ly) = %/0 tr((%Lt)f’(Lt))dt (9.2.4)

Die folgende Aussage ist nun eine erste Anwendung dieser Integraldarstellung.
9.2.13 Satz. Es sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit vom Index 1 <v <n —1,
V :1Ix M — R ein glattes Potential und ~v : [0,1] — M eine nicht entartete p-Geoddte.
Zudem sei mit dem reduziert unsichtbar geschlossenem Weg L, : Hi(I,R™) — HE(I,R™) der

Riesz-Darstellungen der Hesseschen bereits exp(mi(L; + id)) € CY(I,U(00)) ein Reprisentant
der Spektralklasse. Dann ist

, 1 /Y d
ZSPec(’Y)—_i/O tf(aLt)dt
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Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen geniigt es in (9.2.4) f = id zu setzen. O

Ist nun f € C*(R) eine zihmende Funktion mit exp(7wi(f(L;) + id)) € C*(I,U(x0)), so kann
unter dieser Voraussetzung die Integraldarstellung 8.2.4 zur Berechnung des Spektralindex ver-
wendet werden. Bedauerlicherweise ist die hier gegebene Herleitung der Beziehung (9.2.4) unter
diesen Voraussetzungen nicht anwendbar, da zdhmende Funktionen die Moglichkeit einer holo-
morphen Fortsetzung wie oben gefordert ausschlieffen.

Mit diesen Uberlegungen stellen sich nun zwei naheliegende Fragen mit deren Formulierung die-

ses letzte Kapitel und damit die vorliegende Arbeit ein Ende finden soll:

Es sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit vom Index 1 <v <n—-1,V:IxM — R
ein glattes Potential und 7 : [0,1] — M eine nicht entartete p-Geodéte. Zudem bezeichne
Ly : H}(I,R") — H}(I,R") den bereits reduziert unsichtbar geschlossenen Weg der Riesz-

Darstellungen der Hesseschen.

e Existiert zu L, stets eine Orthonormalbasis des Hilbertraumes H{ (I, R™) und eine zihmen-
de Funktion f: R — R, so dass exp(mi(f(L:) +id)) € C1(I,U(c0))?

e Ist mit einer solchen Wahl einer zihmenden Funktion stets die Integraldarstellung

1 d

becl) = =5 [ (G LOS L)

giiltig?
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