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1 Einleitung

1.1 Frage. Was ist eine (gewohnliche) Differenzialgleichung (laut Duden auch
Differentialgleichung)?

Eine Differenzialgleichung fiir eine (gesuchte) Funktion f ist eine Gleichung,
welcher f und Ableitungen von f enthélt.
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Oft wird man gleich mit einem System von Gleichungen konfrontiert, wir
sprechen dann trotzdem von einer Differenzialgleichung (man kann nédmlich im-
mer in einerGleichung fiir eine vektorwertige Funktion umwandeln).

Beispiele: f'(t) = f(t)%, f"(t) - f'(t) - f(t) = V/exp(f(8)/f'(1))-

Eine Differenzialgleichung, bei der die (gesuchte) Funktion f nur von einer
Variablen abhingt (wie in den obigen zwei Fiillen) hei8t gewéhnliche Differen-
zialgleichung.

Die Theorie der partiellen Differentialgleichungen (bei denen die gesuchte
Funktion von mehreren Variablen abhiingt, und in denen partielle Ableitungen
nach den verschiedenen Variablen auftritt) ist deutlich anders und schwieriger
als die Theorie der gewohnlichen DGls, welche in dieser Vorlesung behandelt
wird.

Bsp fiir eine partielle DGI (System): du(z,y)/dx = dv(z,y)/dy und du(z,y)/dy =
—dv(z,y)/dz. (Ist dies erfiillt, so sind v und v Real- und Imaginérteil einer ho-
lomorphen Funktion von C nach C).

Die Funktionen werden oft nicht einfach nur R- (oder C)-wertig sein, sondern
vektorwertig. (Und spéter werden wir noch weitere Verallgemeinerungen kennen
lernen).

1.2 Frage. Wozu sind (gewoéhnliche) Differenzialgleichungen gut?

Sie tauchen in den vielfiltigsten Kontexten auf, insbesondere bei der Model-
lierung zeitabhingiger Vorgénge.

1.3 Beispiel. (1) Bakterienwachstumg: fiir kleine Kulturen ist das Wachs-
tum proportional zur schon vorhandenen Kultur.

(2) Radioaktiver Zerfall: (immer) ist die Zerfallsrate proportional zur vorhan-
denen Materialmenge. Grund: die Zerfallswahrscheinlichkeiten der einzel-
nen Atome sind unabhéingig voneinander und alle gleich.

Ausnahme: induzierter Zerfall, z.B. Kernspaltung.

(3) logistische Differenzialgleichung fiir die Entwicklung einer Population mit
beschrinkten Ressourcen: P’ = aP — P2, a, 3 > 0 fiir Bakterienkultur
in einer (endlichen) Petrischale.

(4) Ausbreitung von Epidemie-Infizierten (vor dem Ausbruch) in einer Stadt
ohne grossen Reiseverkehr: die Anderung der Anzahl der Infizierten ist
gegeben durch die (durchschnittliche) Zahl von Kontakten k, die bereits
vorhandenen Anzahl von Infizierten, die Ubertragungswahrscheinlichkeit
g und den Nicht-schon-Infiziert-Anteil, also I’ = gkI(N — I)/N, wenn N
die Einwohnerzahl ist.

Spannender ist natiirlich, die Kontakte feiner aufzuschliisseln (Schulen,
offentliche Einrichtungen); um ggf. auch Mafinahmen ergreifen zu konnen
(wie verhindert man eine katastrophale Grippeepidemie).

(5) Freier Fall: die Beschleunigung (Anderung der Geschwindigkeit) ist kon-
stant

(6) Wurf mit Luftwiderstand: die Beschleunigung ist gebremst (also verrin-
gert) durch einen Summanden, welcher proportional zur Geschwindigkeit
ist. Hier gibt es ausserdem drei Komponenten der gesuchten Funktion (die
drei Ortskoordinaten).
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(7) Eigenschwingungen einer Saite: f(x,t) = a(x) sin(wt) +b(x) cos(wt) (f die
Auslenkung, w die Frequenz). Die (zeitliche) Beschleunigung ist propor-
tional zur rdumlichen Steigungsédnderung. Die Eigenschwinung-Bedingung
macht daraus eine gewdhnliche DGI (allgemein ist es eine partielle).

1.4 Aufgabe. Leite die zugehorigen Differentialgleichungen zu den obigen Pro-
blemen her.

1.5 Frage. Was machen wir mit Differentialgleichungen?

e Finde (spezielle) Losungen.

Finde alle Losungen (und beweise, dass es keine weiteren gibt): Eindeu-
tigkeit von Losungen

e Beweise zumindest Existenz von Losungen.

e Bestimme (charakterisierende) Eigenschaften der Losungen

Beweise ggf auch, dass Losungen nicht existieren.

Alles wie oben, wobei zusitzliche Bedingungen gestellt werden, insbeson-
dere Werte der Funktion (und ihrer Ableitungen) an gewissen Stellen.

Beispiel (fiir obige Beispiele): Die Grofie der Bakterienpopulation, die
Menge radioaktiven Materials, die Anzahl der Infizierten zu einem festen
Zeitpunkt ist vorgegeben. Fall: Anfangsort und -geschwindigkeit vorgege-
ben. Wurf: Anfangs- und Zielort vorgegeben (fiir den Zielort aber nicht der
Zeitpunkt). Saite: falls eingespannt: Auslenkung am Anfang und Ende der
Saite vorgegeben (ndmlich Null).

e Beschreibe Stabilitit /Instabilitit der Losungen unter (kleinen) Anderun-
gen der Ausgangsdaten

e finde numerische Losungsmethoden

1.6 Aufgabe. Lose die Differentialgleichungen aus Beispiel

1.7 Satz. Fs gibt kein allgemeines Losungsverfahren fiir Differenti-
algleichungen. Sogar numerische Behandlungen sind im allgemeinen
nicht sinnvoll durchfiihrbar.

Trotzdem gibt es natiirlich ganz viele wichtige spezielle Arten von Differen-
tialgleichungen, die man sowohl theoretisch als auch numerisch gut behandeln
kann. Genau dies wird in dieser Vorlesung geschehen; dabei liegt der Schwer-
punkt auf der Theorie. Genauere Definition (was eine DGI ist) werden dann fiir
die speziellen Klassen, die betrachtet werden, gegeben.

Es gibt viele spezielle Losungsverfahren (“klassisch”) fiir diverse Klassen von
DGIs. Diese werden wir verstreut am Anfang des Semesters kennenlernen; und
dazu immer wieder etwas Theorie durchnehmen.
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2 Richtungsfelder

Ohne Anfangsbedingungen wird es in der Regel immer ganz viele verschiedene
Losungen einer Differenzialgleichung geben. In speziellen Fillen kann man sich
grafisch ein schones Bild iiber die verschiedenen Lésungen machen.

Dies tun wir fiir eine Differentialgleichung der Form

y'(t) = f(t,y).

Wir erhalten so fiir jeden Punkt des Definitionsbereichs von f eine Steigung;
ein dort definiertes Steigunsfeld oder Richtungsfeld. Stellt man dies (niherungs-
weise) graphisch dar, kann man oft die Form der zugehérigen Losungen erken-
nen.

Wir werden uns im folgenden hauptséichlch mit Differenzialgleichungen der
obigen Form beschiiftigen (oder mit solchen, die in diese Form gebracht werden
kénnen).

3 Elementare Integrationsmethoden I: Trennung
der Variablen

3.1 Satz. Sei I C R ein Interval, f: I — C, tg € I stetig. Dann hat 2'(t) = f(t)
die eindeutige Lisung

t
() = 20 +/ () dt
to
mit z(tg) = xo.
Beweis. Integrieren. O

3.2 Bemerkung. Allgemein wird das Losen von Differenzialgleichungen “In-
tegrieren” genannt.

Satz ist ein Spezialfall des folgenden Satzes; welcher die Methode der
“Trennung der Variablen” genannt wird.

3.3 Satz. Seien I,J C R offene Intervalle und f: I — C, g: J — C stetig. Sei
to € I und xg € J.

Betrachte die Gleichung «'(t) = f(t)g(z(t)) fir eine Differenzierbare Funk-
tion z: I — C mit Anfangsbedingung x(to) = xo.

Falls g(z9) = 0, so ist x(t) := xo eine Lisung dieses Anfangswertproblems.

Falls g(zg) # 0, so gibt es € > 0, so dass

2(t) = G‘l(G(xo)—i—/t F(s) ds)

eindeutige Losung des Anfangswertproblems ist. Hierbei ist G eine Stammfunk-
tion von 1/g, welche auf einer geeigneten Umgebung von xo definiert ist.

Besser noch: Sind x,y: I — C Lisungen mit g(z(t)) # 0 # g(y(t)) fir alle
t €I und x(tg) = y(to), so stimmen x und y tberein.
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Beweis. Ausrechnen zeigt, dass es sich tatséichlich um Losungen handelt (leite
G(z(t)) ab).

Formale Losung: dx/dt = f(t)g(x) ist gleichbedeutend zu dz/g(x) = f(t) dt;
dann integriert man auf beiden Seiten, dies liefert G(x(t)) — G(zo = z(tg)) =
/. :0 f(x) und man muss nur noch nach x(t) auflosen.

Fiir die Eindeutigkeit folgt: 2'(¢)/g(x(t)) = vy'(t)/g(y(t)). Man integriere
beide Seiten von ty bis t € I, substituiere und erhilt direkt das gewiinschte
Ergebnis. O

3.4 Beispiel. 2/(t) = 3(2%(t))'/? hat mehrere verschiedene Losungen mit z(0) =
0, insbesondere z(t) = 0, aber auch x(t) = ¢3.

4 Reduktion der Ordnung

Die Trennung der Variablen funktioniert fiir bestimmte Differentialgleichungen
fiir C-wertige Funktionen von erster Ordnung. Allgemein wird man aber ein
ganzes System von Differentialgleichungen fiir Funktionen wvy(t),--- ,v,(t) zu
16sen haben, wobei auch noch héhere Ableitungen auftreten; also gleichzeitig

Fi(t,v1,. . 00,0, v, 0 000) =0, Fa(t,vr,...)=0,...,Fx(t,v1,...) = 0.
(4.1)

4.2 Beispiel. Wir modellieren die Populations W (t) von Wolfen und E(t)
von Elchen auf einem der groffen Seen in Kanada (Wanderbewegungen werden
ausgeschlossen).

Die relative Verinderung der Wolfspopulation ist abhéngig vom Beuteange-
bot (pro Wolf). Ein Modell ist W'(t)/W (t) = —c+ aE(t)/W (t) mit geeigneten
positiven Konstanten ¢, a (—c¢, da ohne Beute die Zahl der Wolfe abnimmt).

Genauso ist die Verédnderung der Elchpopulation abhingig von der Zahl der
jagenden Wolfe (welche die Elche dezimieren), wihrend sonst die Zahl der Elche
zunimmt (weiter gibt es die begrenzten Ressourcen, die bei zu grofier Anzahl
der Elche ebenfalls beriicksichtigt werden muss). Dies modellieren wir durch die
Gleichung

E'(t)/E(t) = b—dW (t)/E(t); E'(t) =b(Ey—E@()E(#)—dW (t);b,d, Ep > 0.

(bei der zweiten Gleichung wird oberhalb der Population E); die Verdnderungs-
rate fiir die Elche auch ohne Wolfe negativ).

4.3 Beispiel. Nach dem Newtonschen Kraftgesetz erfihrt eine antriebslose Ra-
kete, die senkrecht nach oben fliegt, im Abstand z vom Erdmittelpunkt die
Beschleunigung

ma’ (t) = —gR*m/x(t)*; m,g, R > 0.

Beim RiickstoBantrieb ist auch m von der Zeit abhingig, zudem gibt es einen
Term, der vom Antrieb kommt.

Es reicht nun aus, sich mit Differenzialgleichungen erster Ordnung zu beschéfti-
gen.

4.4 Satz. Jedes System von Differenzialgleichungen (4.1) ist dquivalent zu ei-
nem System von Differenzialgleichungen erster Ordnung.
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Beweis. Wir fithren einfach fiir jede (auftretende) k-Ableitung (k > 0) jeder der
Komponentenfunktionen v; eine neue Funktion v; ;, ein. Das zu (4.1]) 4quivalente
System ist dann

Vj k1 (t) = 0 4 (1) (4.5)
Fi(t, ’UL(), ey ’Un707 1)1,1, e ) = 0

Jede Losung von (4.5]) liefert eine Losung von (4.1)) mit v; := v; ¢ und umgekehrt,
mit vj = v;k) (wie man sofort durch einsetzen sieht), die beiden Systeme sind

also dquivalent. O

4.6 Beispiel. Die Riickstellkraft (Beschleunigung) einer Feder ist proportional
zur Auslenkung. Man erhélt also die Schwingungsgleichung

ma” (t) = —dx(t).

Das zugehérige System ist y(t) = 2/(t), my'(t) = —dx(t). Zur Vereinfachung sei
m =d =1 (geeignete Wahl von Einheiten). Setze z(t) = x(¢t) + iy(t). Es ergibt
sich 2/(t) = —iz(t), mit Losung z(t) = aexp(—it) mit a € C

4.7 Aufgabe. Zerlege die Losung aus Beispiel so, dass die reellen Losungs-
funktionen fiir z und 2’ = v ablebar sind. Wie legen die Anfangsbedingungen
die Konstante a fest.

4.8 Aufgabe. Mache Dir klar, dass die Aussage von Satz nicht auch anders-
herum geht: man kann im allgemeinen ein System von Differenzialgleichungen
erster Ordnung nicht in eine dquivalente Gleichung hoherer Ordnung umwan-
deln. (Ohne Beweis).

5 Vektorfelder und Fliisse

5.1 Definition. Ein (stetiges) Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U des R™
(oder allgemeiner eines Banachraums V) ist eine stetige Abbildung X: U — V.

5.2 Bemerkung. Dies ist ein Spezialfall eines Vektorfelds auf Mannigfaltigkei-
ten, wo die Abbildung X jedem Punkt p einen Tangentialvektor an p zuordnet:
fiir offene Teilmengen eines Banachraums V' sind alle Tangentialrdume gleich V.

5.3 Definition. Eine Integralkurve zu einem Vektorfeld X ist eine differen-
zierbare Abbildung u: I — U so dass v'(t) = X (u(t)) fiir alle ¢ € I, I offenes
Interval in R.

5.4 Satz. Seia’ = f(t,x) eine Differenzialgleichung fiir eine Funktion f: 1 —
R™. Definiere das zugedrige Vektorfeld X : D — R x R™; X (z,t) := (1, f(z,1)).

Die Integralkurven von X entsprechen genau den Ldsungen der Differenzi-
algleichung. Ist x: I — R™ solch eine Ldsung, so ist u(t) := (t,z(t)) eine In-
tegralkurve, da dann u'(t) = (1,2'(t)). Ist umgekehrt u(t) = (uo(t),u1(t)) eine
Integralkurve, so gilt uj(t) =1, also ug(t) = to+t und uj(t) = fuo(t),u1(t)) =
flto+t,u1(t)) —man erhilt also eine Lisung der Differenzialgleichung mit ei-
nem verschobenen Zeitnullpunkt.
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5.5 Aufgabe. Die Vektorfelder, die wir fiir die Integralkurven betrachten, sind
Zeitunabhingig. Im Satz haben wir mit einem Trick —durch Erhéhen der Di-
mension, eine zeitabhingige Differenzialgleichung (2’ = f(¢, ), und die rechte
Seite hiingt von t ab) in ein zeitunabhingiges Vektorfeld {ibersetzt. Arbeite
aus, wie das durchgefiihrt wurde (und was sich vereinfacht, wenn f nicht von ¢
abhéngt).

5.6 Beispiel. Die Vektorfelder sind also eine gute erste graphische Moeglichkeit,
um sich einen Ueberblick ueber die moeglichen Losungen zu verschaffen.

Mit xmupad kann man diese auch relativ einfach produzieren (im 2-dimensionalen
Fall).

Syntax:
fli=(z,y)—>—-y; f2: —(z,y)— >z
field:= plot:: VectorField2d([f1,f2], x=-3..3, y=-3..3)
plot(field,Scaling=Constrained)

Benutze fiir genaue Syntax und weitere Optionen (Farbe etc) die Hilfe-
Funktionen

In unserem Fall zeichnet dies das Rotations-Vektorfeld.

Im 3-dimensionalen gibt es auch noch gewisse Zeichenmoeglichkeiten (weni-
ger Ueberblick und langsam), danach natuerlich nicht mehr so direkt.

6 Elementare Integrationsmethoden II: Euler-
homogene Differentialgleichung

6.1 Definition. Die Differenzialgleichung z'(t) = h(z(t)/t) (mit stetigem h)
heiflt eulerhomogene Differenzialgleichung.

6.2 Beispiel. Wachstum beruht auf Zellteilung, sollte also proportional zur
vorhandenen “Grofle” sein. Wenden wir dies auf den Kopfdurchmesser D(t)
und die Lénge L(t) eines wachsenden Sduglings an, erhalten wir D' = aD,
L' = bL. Wir betrachten nun D in Abhéingigkeit von L; es ergibt sich dD/dL =
(dD/dt)/(dL/dt) = ¢D/L. Die Gleichung

D'(L)=c¢D/L; ¢>0

heifit allometrische Differentialgleichung; wir konnen sie durch Trennung der
Variablen l6sen.

6.3 Beispiel. Wenn ein Scheinwerfer im Ursprung eines kartesischen Koordi-
natensystems plaziert ist, muss ein Spiegel (beschrieben durch die Kurve y(z)),
welcher alle Strahlen in parallelen zur xz-Achse reflektiert, wegen Einfallswinkel
glech Ausfallswinkel ergibt sich

y/z = (2dy/dw)/(1 — (dy/dx)?),

oder fiquivalent (wenn man aus Symmetriegriinden nur positive dy/dx anschaut)

(2) = *y“’ = (a/y) + V@RE T L (6.4)
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6.5 Aufgabe. Leite die Differenzialgleichung (6.4]) aus dem geometrischen Pro-
blem her und l6se sie.

6.6 Bemerkung. Geometrische Uberlegungen wie die aus Beispiel in denen
die Steigung einer Kurve zum Ort in Beziehung steht, fithren zu einer Vielzahl
klassischer Differenzialgleichungen.

6.7 Satz. Die eulerhomogene Differenzialgleichung aus Definition[6.]] lifst sich
(solange t # 0) durch die Substitution z(t) = y(t)/t auf die Differenzialgleichung

Z(t) = (h(2(t) — 2(t)) /t (6.8)
zuriickfithren, welche durch Trennung der Variablen geldst werden kann.

Beweis. Es gilt ¢/(t) = (tz(t)) = z(t) + t2/(t). Durch Einsetzen sieht man, dass
z die Gleichung genau dann erfiillt, wenn y die Gleichung aus Definition
erfiillt. O

6.9 Aufgabe. Diskutiere die Losungen der Differenzialgleichung 2’ =.

7 Numerische Verfahren

In dieser Vorlesung wollen wir nicht wesentlich auf die Numerik gewohnlicher
Differnzialgleichungen eingehen; ein sehr wichtiges Gebiet der angewandten Ma-
thematik mit eigenen Vorlesungen, Lehrbiichern etc.

Wichtig hier ist, Naherungsverfahren fiir die Losung zu entwickeln; und dann
Konvergenzbeweise und Fehlerabschatzungen unter geeigneten Voraussetzungen
zu gewinnen.

Behandeln wollen wir explizite Differenzialgleichungen der Form

' = f(z,t);x(tg) =29 fiirz: [ - R”

mit geeignet gutem f.
Naheliegend ist das Euler-Cauchy-Polygonverfahren:

(1) Wéhle eine Schrittweite h > 0.

(2) Konstruiere eine Néherungslosung Z(to + kh), k=0,1,...
(3) Starte mit Z(tg) = xo.

(4) Wenn Z(tg 4+ (k — 1)h) gegeben ist, setze Z(to + kh) so dass

T(to + kh) —T(to + (k — 1)h)
h

= f(T(to + k — 1)h,to + (k — 1)h).

(5) Definiere Z(t) als Polygonzug mit diesen Eckpunkten.

7.1 Bemerkung. Falls f geeignete Bedingungen erfiillt (z.B. glatt ist), kann
man zeigen, dass auf jedem kompakten Interval die fiir die verschiedenen h gebil-
deten Funktionen Ty, (t) gleichmiflig gegen eine Losung der Differenzialgleichung
konvergieren.

Beachte, dass dies insbesondere die Losbarkeit der gegebenen Differenzial-
gleichung impliziert. FUr praktische Anwendungen ist die Methode nicht wirk-
lich geeignet, das sie viel zu langsam konvergiert und zu rechenaufwendig ist
(ebenso, wie die Rechteck-Approximation von Integralen nicht besonders gut
zur nidherungsweisen Berechnung von Integralen geeignet ist).
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Wesentlch besser ist zum Beispiel das Runge-Kutta Verfahren:
Hier wird, wenn Ty := Z(top + kh) gegeben ist, mit folgenen Hilfsschritten
vorgegangen:

1) by := f(Zy, to + kh)

~ o~ o~ o~ o~
w

(
2) bro := f(Tp + hbk1/2,t0 + kh + h/2)
) brz = f(Ty + hbra/2,to + kh + h/2)
4) by := f(Tp + hbps, to + (k + 1)h)
)

5) Tgt1 := Tk + h(bgr + 20k + 2bks + bra)/6

Der Fehler ist hierbei etwa proportional zu h?; genauere Fehleruntersuchun-
gen (und auch die Voraussetzungen, unter denen diese Verfahren funtionieren)
werden in dieser Vorlesung nicht durchgefiihrt.

8 Praktische Berechnungen

Die géngigen Verfahren zur numerischen Losung von gewohnlichen Differenzial-
gleichungen (z.B. Runge-Kutta Verfahren und Varianten davon) sind in vielen
Programmpaketen implementiert; z.B. auch in allen grossen Mathematikpake-
ten. Dazu gehdren Mathematica, maple, und hier in Gottingen fiir den Einsatz
von Studenten vorgesehen mupad (hierfiir werden auch regelmifig Einfithrungs-
kurse angeboten).

8.1 Beispiel. In xmupad gibt es mehrere Befehle zur Losung von ODes. Die
Syntax des einfachsten ist die folgende:

g = (t,y)— > [—y[2],y[1]]
solution:= numeric::odesolve2(g,0, [1,0], EULERI, Stepsize=0.1); (hinten stehen
die Anfangswerte, wir Loesen ¢y’ = g(t,y) ,mit Anfangszeit 0, EULERLI ist die
Methode (nicht zu empfehlen))

Sollte man eine DGI der Form y' = f(¢,y) mit 1-dimensionalem y behan-
deln wollen, muss man y als Vektor mit einer Komponente behandeln, diese
eine Komponente wird mit y[1] aufgerufen. Man hat dann also g := (t,y)— >
[f(t,y[1])] zu schreiben.

Die Anfangswerte in odesolve2 sind dann vektoren mit einer Komponente,
z.B. [1]. solution(2) liefert dann einen Vektor (mit einem Eintrag), solution(2)[1]
diese eine Komponente (eine Zahl).

9 Elementare Integrationsverfahren I1I: Lineare
Differenzialgleichung erster Ordnung

9.1 Definition. Die Differenzialgleichung z'(t) + f(¢)x(t) = g(¢) heiit lineare
Differenzialgleichung erster Ordnung; homogen, falls g(t) = 0, sonst inhomogen.

9.2 Beispiel. Die Temperatur T einer Wasserflasche dndert sich proportional
zur Differenz zur Aulentemperatur T,, also

T'(t) = —k(T(t) — Ta(t)- (9-3)
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9.4 Aufgabe. Berechne den Temperaturverlauf, wenn man um 22 Uhr abends
ein Wasserflasche mit 15 Grad Celcius nach draufien bringt, wo die Temperatur
linear von 5 Grad auf —2 Grad um 6 Uhr morgens abfillt. Benutze hier k =
0, 73/Stunde.

Die homogene lineare Differenzialgleichung ’(¢) — f(¢)x(t) = 0 ist eine Dif-
ferenzialgleichung mit getrennten Variablen. Ihre Losung ergibt sich als

() = C’exp(/tt F(t)dt); CeR.

9.5 Aufgabe. Leite dies mittels des allgemeinen Verfahrens her.

9.6 Satz. Die Menge der Ldsungen der homogenen linearen Differenzialglei-
chung bildet einen Vektorraum.

Die Menge der Lésungen der inhomogenen linearen Differenzialgleichung
(falls nicht leer) ist ein affiner Raum modelliert nach dem Lésungsraum der
zugehorigen linearen Differenzialgleichung.

Beweis. Nachrechnen. Insbesondere, falls u, v die inhomogene DGI 16sen, so 16st
u — v die homogene. O

Damit ist noch nicht gezeigt, wie man Losungen fiir die inhomogene lineare
Differenzialgleichung finden kann. Hier benutzen wir das Prinzip der Variation
der Konstanten.

Gegeben sei die Differenzialgleichung

() — f(t)z(t) = g(t) (9.7)

mit I C R einem Intervall und f,g: I — C stetig. g wid auch Storfunktion
genannt. Sei F'(t) := ftto f(t) dt eine Stammfunktion von f.
Wir machen den Ansatz

(t) = C(t) exp(F(1)),

d.h. wir suchen eine spezielle Losung von in einer speziellen Form (in ande-

ren Kontexten schliefit man damit Losungen aus; hier sieht man sofort, dass jede

mogliche Losung die gesuchte Form hat, da exp(F'(¢)) nirgends verschwindet).
Setzt man dieses z(t) in ein, erhilt man die dquivalente Gleichung

C'(t) exp(F(t)) + C(t) f (t)exp(F(t)) — f()C(t) exp(F(t)) = g(t),

oder dquivalent

durch Integration erhélt man
t
C(t)=1co+ / g(t) exp(—F(t)) dt.
to

Man erkennt (was man durch Einsetzen iiberpriifen kann), dass die allgemeine
Losung die Form

a(t) = (co + inty,g(t) exp(—F(t)) dt) exp(F (t))

hat. Die Anfangsbedingung z(ty) = 2 wird mit cg = z¢ exp(—F(t)) erfiillt.
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9.8 Beispiel. 2/(t) = sin(t)z(t) + sin(t); z(0) = 0.

Wir 16sen zuniichst die zugehorige homogene Gleichung (also ohne den Sum-
manden sin(t)): es ist ’/x = sin(t), also In(xz(t)) = —cos(t) + ¢ ,also z(t) =
C exp(— cos(t)).

Dies benutzen wir als Ansatz fiir die inhomogene Gleichung mit Variation
der Konstanten: also z(t) = C(t) exp(— cos(t)) mit unbekannter Funktion C(t).

Einsetzen liefert

C(t) sin(t) exp(— cos(t)) +C’(t) exp(— cos(t)) = sin(t)C(t) exp(— cos(t)) +sin(t),

dquivalent C’(t) = sin(¢) exp(cos(t)), was durch Integration liefert: C(t) =
—exp(cos(t)).

Man erhilt also eine spezielle Losung zs,(t) = —1.

Die allgemeine Losung ergibt sich nun durch Addition der Losungen der
homogenen Gleichung, also z(t) = —1+ C exp(— cos(t)). Um die Anfangsbedin-
gung x(0) = 0 zu erfiillen, muss C' = e gewéihlt werden.

9.9 Beispiel. Die Variation der Konstanten funktioniert, hat aber den Nachteil,
dass man nochmal moglicherweise aufwendige Integrale berechnen muss. Dies
kann man in Spezialfdllen manchmal umgehen:

Betrachtet man die DG 2/() = ax(t) + b(t) mit konstantem a € R, so kann
man je nach Form von b(t) direkt einen zielfithrenderen Ansatz machen:

(1) Ist b(t) ein Polynom vom Grad m, wird dies (falls a # 0) auch fiir z(t)
angesetzt.

(2) Gilt b(t) = p(t)et mit Polynom p, so wird fiir z(t) eine entsprechende
Fkt q(t)et angesetzt (falls ¢ # a, falls ¢ = a: tq(t)et). Dies gilt auch fiir
komplexe ¢, beinhaltet also auch periodische Storfaktoren.

9.10 Beispiel. Konkret betrachte man z.B. 2’ = iz + €% (wenn man Realteil
und Imaginérteil von z als Ort und Geschwindigkeit interpretiert, ist dies ge-
rade die DGI eines ungeddmpften Pendels); d.h. man addiert eine periodische
Storung.

Wir setzen an z(t) = ce**. Daraus ergibt sich 2/(t) = 2ice®", also 2/ =
iz + €2 genau dann wenn 2ic = ic + 1 oder dquivalent ¢ = —i.

Die allgemeine Losung ergibt sich also als Summe z(t) = —ie?®* + ae'.

9.11 Aufgabe. Zeige: ist z12(t) Losung von z/(t) = a(t)xz(t) + b1,2(t), so ist
1 + x2 Losung von ' = ax + by + bs.

10 Existenz/Eindeutigkeit von Lésungen

10.1 Definition. Ein explizites System wvon Differenzialgleichungen ist eine
Gleichung der Form
' = f(t,x). (10.2)

Hierbei ist die gesuchte Funktion x eine Funktion auf R mit Werten in R” und
f:D—R"mit D C R xR"

Fiir (to,z0) € D kann man zusétzlich die Anfangsbedingung z(t9) = zo
stellen und erhélt so ein explizites Anfangswertproblem erster Ordnung.
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Unter geeigneten (schwachen) Bedingungen an f gibt es zum Anfangswert-
problem immer eine eindeutige Losung, zumindest fiir ein geniigend kleines Zei-
tinterval um tg.

10.3 Satz. (Satz von Picard-Lindeldff). Sei in das “Rechteck” A :=
[to — a,to + a] X By(xo) C D, und sei f auf A beziiglich x Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante L (a,b, L > 0).

Dann gibt es a > 0 so dass das Anfangswertproblem auf I := [tg — a, tg + @]
eine eindeutige Lisung x: I — By(xo).

Alternativ fiir Vektorfelder: das Vektorfeld X: U — R™ sei Lipschitz-stetig
und xg € U. Dann gibt es 6 > 0 so dass eine eindeutige Integralkurve c: (=6, 0)
mit ¢(0) = zq existiert.

Beweis. Zum Beweis suchen wir eine dquivalente Integralgleichung, und kénnen
dann die Losungen der Differenzialgleichung als Fixpunkte eines (Integralope-
rators) bestimmen.

Diese lautet c(t) = xg + ng(c(s)) ds, wie sofort aus dem Hauptsatz der
Differenzial- und Integralrechnung folgt.

Die Abbildung ®: ¢ — (t — xo + fot X (c(s)) ds) ist wegen der Lipschitzbe-
dingung eine Abbildung von C([—4,d],U) — C([-6,0],Uy), welche sogar kon-
trahierend ist; solange ¢ geniigend klein gewihlt wird (hier geht das Supremum
von | X (x)| und die Lipschitz-Konstante ein) (hierbei ist Uy C U eine geeignete
abgeschlossene Umgebung von z):

Abschitzung: |zo + [y X (c(s))ds| < |zo| + |t|sup{| X (z)|, sowie (fiir die
Kontraktionseigenschaft)

xo—f—/OtX(c(s))ds—aro—/OtX(d(s))ds

< |tfsup X (c(s)) — X (d(s))]

Wenn man mit einer beliebigen Funktion ¢y (z.B. der konstante Funktion)
startet, und iterativ & anwendet, erhélt man also ein Folge von Funktionen
(¢n)nen welche nach dem Banachschen Fixpunktsatz beziiglich Supremumsnorm
gegen einen eindeutigen Fixpunkt x der Abbildung ® konvergiert —man erhélt
also auf diese Weise die gewiinschte eindeutige Losung.

Bemerkung: Die Umwandlung in eine Integralgleichung ist niitzlich, weil der
zugehorige Integraloperator bessere Stetigkeitseigenschaften auf den benutzen
Réaumen von Funktionen besitzt.

Schliellich benutzt man einen allgemeinen Fixpunktsatz, der die Existenz
des gesuchten Fixpunktes impliziert.

Oft benutzt man hier den Banachschen Fixpunktsatz:

10.4 Satz. Sei M # 0 ein vollstindiger metrischer Raum (z.B. eine abge-
schlossene Teilmenge eines Banachraums). Sei A: M — M eine kontrahieren-
de Abbildung, d.h. es gibt 0 < ¢ < 1 so dass d(A(x), A(y)) < cd(z,y) fir alle
z,y € M.

Dann besitzt A einen eindeutigen Fixpunkt, d.h. es gibt genau ein xg € M
mit A(zg) = xo.

Dieses xy kann mittels Iteration von A bestimmt werden: fiir beliebiges © €
M gilt xg = lim,,_o, A™(z) (A n-mal angewendet).
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Beweis. Mittels der Kontraktionseigenschaft weift man nach, dass (A" (z))nen
eine Cauchyfolge ist, also konvergiert. Nach Konstruktion ist der Limes ein Fix-
punkt. Die Kontraktionseigenschaft zeigt, dass zwei beliebige Fixpunkte iiber-
einstimmen. O

Bequemer fiir unsere Zwecke ist ein etwas speziellerer (aber auch stérkerer)
Fixpunktsatz, von Weissinger:

10.5 Aufgabe. Beweise folgende Satz:

Sei M # () eine abgeschlossene Teilmenge eines Banachraums mit Norm
|-, an, > 0 so dass > o- ja, < oo. Sei A: M — M eine Abbildung so dass
|A"u — A™v| < ayp, |[u — o] fir alle u,v € M. Dann hat A genau einen Fixpunkt
xo € M, und es gilt zg = lim,, ., A™x fiir jedes x € M.

Angewendet wird dies auf den Banachraum C(J,R™) mit Supremumsnorm
und mit Teilmenge M = {f € C(J,R") | |f — 20| < b} (fiir geeignetes Interval
J).

Der Operator A wird definiert als Ay(t) = xo(t) + fti) f(t,y(t)) dt. Durch
geeignete Auswahl von J und unter Benutzung der Lipschitz-Bedingung erhélt
man dann sofort die Kontraktionsbedingung fiir den Banachschen Fixpunkt-
satz. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung impliziert, dass die
Fixpunkte von A genau die Losung des expliziten Anfangswertproblems (|10.2)
sind. O

10.6 Lemma. Jede stetig partiel differenzierbare Funktion X: U — R™ ist
lokal Lipschitz-stetig. Hierbei heifst X lokal Lipschitz-stetig, wenn fir jedes x €
U eine Umgebung V. C U existiert, so dass die Einschrinkug von X auf V
Lipschitz-stetig ist.

Beweis. Da die partiellen Ableitungen stetig sind, existiert zu xy € U eine kon-
vexe Umgebung V' (z.B. ein Ball), so dass die partiellen Ableitungen durch M be-
schrankt sind. Sind nun u, v € V, so ist die Funktion ¢: t — X (u+t(v—u)) nach
Kettenregel (stetig) diffbar und nach Mittelwertsatz | X (u) — X (v)| = ¢'(§) =

‘Zk(uk — vk)%(u +&(v— u))‘ < MCy, |u — |, fiir geeignetes £ € (0,1). O

10.7 Aufgabe. Zeige, dass nicht jede lokal Lipschitz-stetige Funktion X: U —
R™ auch Lipschitz-stetig ist. Zeige, dass aus lokaler Lipschitz-stetigkeit auch
folgt, dass die Einschriankung auf jede kompakte Teilmenge von U Lipschitz-
stetig ist. (Zeige, dass dies insbesondere aus stetiger partieller Differenzierbarkeit
folgt.)

10.8 Bemerkung. Wenn man die DGl 2’ = F(t, z) behandelt, kann man die
Lipschitz bzw. Ableitbarkeitsbedingung etwas abschwéchen: die ¢-Ableitungen
von F' sind nicht relevant. Fiir die Praxis hat diese Verallgemeinerung aber keine
grofle Bedeutung.

10.9 Aufgabe. Sei f: U — R" lokal Lipschitz stetig fiir U C R x R” offen;
betrachte das zur DGl o' = f(t,x) gehorende zeitunabhingie Vektorfeld X.
Zeige, dass auch X lokal Lipschitzstetig ist.

10.10 Aufgabe. Finde und beweise die in Bemerkung angedeutete Ver-
allgemeinerung des Satzes von Picard-Lindeloff.
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Die gefundene Eindeutigkeitsaussage ist noch nicht véllig befriedigend: man
hétte gerne, dass immer dann, wenn Losungen definiert sind, diese auch eindeu-
tig sind. Dies ist (unter geeigneten Bedingungen) auch der Fall; besser noch, man
hat fiir gegebene Anfangsbedingungen immer eine eindeutige mazimale Lisung.

10.11 Satz. Sind ¢,d: (o, 8) — U Integralkurven von X : U — R™ mit c(tg) =
d(ty), und ist X lokal Lipschitz-stetig, so gilt ¢ = d.
Zuty €R, xg € U gibt es a € [—00,ty) und b € (tg, 0] so dass Integralkurve
c¢: (a,b) — U von X mit c(to) = xq existiert, aber auf keinem grifieren Interval.
Solch ein ¢ nennt man maximale Integralkurve.

Beweis. Betrachte die Menge M := {t € (o, ) | ¢(t) = d(¢)}. M ist nicht leer,
da tg € M, M ist offen (wegen der lokalen eindeutigen Lésbarkeit) und M ist
abgeschlossen (wegen der Stetigkeit von ¢ und d). Da (a, 3) zusammenhéngend
ist, gilt M = («, 5).

Das Interval (a,b) ist dann die Vereinigung aller Definitionsbereiche von
Integralkurven von X mit Wert zg zum Zeitpunkt to. Wegen der gerade bewie-
senen Eindeutigkeit definiereren die Losungskurven zusammen eine (maximale)
Integralkurve. O

10.12 Bemerkung. Ist eine Differenzialgleichung 2’ = f(¢, ) mit lokal Lip-
schitzstetigem f (oder dquivalent ein lokal Lipschitzstetiges Vektorfeld X) mit
Anfanswert x(tp) = zo gegeben, so macht es Sinn, nach der Losung des Anfans-
wertproblems mit maximalem Definitionsbereich zu fragen; in Zukunft werden
wir Aufgaben da, wo die Voraussetzungen erfiillt sind, immer so auffassen.

Ohne die Eindeutigkeitsaussage macht die Frage nach dem maximalen De-
finitionsbereich nicht wirklich Sinn, da er ja z.B. von den gewihlten Losungen
abhéngen konnte.

10.13 Frage. Wie hiangen die maximalen Losungsintervalle von den Anfangs-
werten ab?

10.14 Korollar. Ist X: U — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld, so geht
durch jeden Punkt xo € U genau eine Integralkurve; die man auf geeignete Art
in beide Richtungen mazimal verlingern kann. Insbesondere kdnnen sich zwei
Integralkurven dann nie schneiden: sie sind entweder disjunkt oder identisch.

Es stellt sich nun die Frage, wie sehr die Bedingungen in den Existenz-
und Eindeutigkeitssitzen auch notwendig sind. Wir haben bereits die DGl 2’ =
3(22)'/3 kennen gelernt, deren Losungen nicht eindeutig sind.

10.15 Beispiel. Die Dgl 2/(t) = do+ hat keine Losung (die im klassischen Sinn
differenzierbar ist). Dies gilt, da jede Losung fiir ¢ < 0 konstant sein muss, und
fiir ¢ > 0 konstant sein muss. Damit der Differenzenquotient an 0 existiert,
miissen diese beiden Konstanten iibereinstimmen. Dann ist aber die Ableitung
an t = 0 wieder O.

Dieses Beispiel ist “dumm?”, da die rechte Seite in 2’ (t) = f(¢, ) nicht einmal
stetig war. Ausblick: es gilt der Existenzsatz von Peano: Ist f stetig, gibt es lokal
eine Losung des AWP o’ = f(t, ), z(tp) = xo.

10.16 Beispiel. Die DGl 2/(t) = 2+/z(t), (0) = 0 hat die Konstante Losung,
sowie Losungen xy mit z)(t) = 0 fiir t < A und x,(t) = (z — \)? fiir t > A
(A > 0 beliebig).
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Ahnliche DGIs, wo Lisungen “zu schnell” in eine Gleichgewichtslosung hin-
ein oder aus ihr herauslaufen, kann man in grofler Zahl konstruieren.

10.17 Aufgabe. Konstruiere eine Dgl 2’ = f(x) welche die Konstanten Losun-
gen x = 0 und =z = 1 zuldfBt, und fiir jedes A € R eine Losung, welche fiir x < A
konstant 0 ist, aber nach endlicher Zeit konstant mit Wert 1 wird.

11 Bernoullische Differenzialgleichung
11.1 Definition. Eine Differenzialgleichung der Form

2 (t) = fO)zt) + g(t)z()*; keR z(t) >0
(mit k # 1) und f, g stetig heilt Bernoullishe Differenzialgleichung.

11.2 Beispiel. Beim Wachstum von Tierpopulationen, welches begrenzten Re-
sourcen unterliegt, wird die DGI

P'(t) = yP()(1 - (P(t)/K)")

mit Konstanten -, K, sowie 6 vorgeschlagen, wobei 6 > 1 fiir Wirbeltiere, 6§ < 1
fiir Wirbellose. Dies ist fiir # # 0 eine Bernoullische Differenzialgleichung. Je
grofer der Exponent 6, desto stéirker ist die “Bremswirkung” fiir Populationen
in der Nihe (und iiber) K.

11.3 Aufgabe. Lose die DGI aus Beispiel mit der Anfangsbedingung Py >
0. Wie sieht das Verhalten der Losungen fiir t — oo aus?

11.4 Satz. Mittels der Substitution z(t) := x(t)' =% wird diese Dgl in die dqui-
valente lineare Differenzialgleichung

Z(t) = (L=k)(f(t)z(t) +9(t), =2(t)>0
umgewandelt. Diese kann mittels Variation der Konstanten geldst werden.

Beweis. Man leite einfach z(t) = z(t)!~* ab. O

12 Abhéangigkeit von Anfangswerten und Para-
metern

Differenzialgleichungen (oder zumindest darin vorhandenen Konstanten) sind ei-
gentlich immer nur ndherungsweise bekannt, genauso Anfangswerte. Wir miissen
daher untersuchen, wie sich Losungen zu verschiedenen Anfangswerten/verschiedenen
DGls unterscheiden.

12.1 Beispiel. Beim Bakterienwachstum (mit unbegrenzten Resourcen) hat
man ein Gesetz P’ = AP, aber die Proportionalitidtskonstante (ergibt sich aus
der Zellteilungsrate) ist nur ungefihr bekannt, vielleicht sogar zeitlich verdnder-
lich; auerdem wissen wir, dass ein quadratischer Abklingterm, P’ = AP — eP?
(fiir “kleines” ¢€) der Realitét vielleicht noch néher kommt.
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12.2 Lemma. Seiv: [a,b] — R>q stetig und es gelte

o0)z et [ fls,o(s)) ds

fiir eine lokal Lipschitzstetige Funktion f: U — Rso (U C R? offen geeignet,
welche in der zweiten Variablen monoton wdichst.

Ist w: [a,b] — R>q eine Lisung der Differenzialgleichung w'(t) = f(t,w(t))
mit w(a) = ¢, gilt also w(t) = c+ fj f(s,w(s))ds, so gilt fiir alle t € [a, b

v(t) < w(t).

Beweis. Sei s das Infimum aller Zeiten, so dass v(s) > w(s) (oder b, wenn
es keine solche Zeit gibt). Dann ist v(s) < w(s) fir alle s < sg. Da f(¢,z) in
2 monoton wachsend ist, impliziert v(sg) = w(sg), dass v(s) = w(s) fiir alle
s < sg.

O

12.3 Satz. Sei X: U — R" ein Lipschitz-stetiges Vektorfeld mit U C R™ x R™.
Wir stellen uns X wvor als eine stetige Familie von Vektorfeldern, parametrisiert
durch die letzten m Koordinaten.

Fiir jedes (xg,ug) € U gibt es € > 0 und eine offene Umgebung V- C R™ wvon
ug und eine stetige, nach t differenzierbare Abbildung a: (to—e€,to+¢)xV — U
mit

Dieses Kapitel ist nicht fertig, neuer Ansatz:

13 Differenzierbare Abhingigkeit von Anfangs-
werten

13.1 Beispiel. Betrachte folgendes einfache Beispiel fiir ein Differenzialglei-
chungssystem (entsteht aus der Beschreibung des Feder-Schwerependels):
Das relevante Vektorfeld X (z,v) = (v,—maz), X: R? — R%. Wir suchen
Losungen von (z,v) = X (x,v) mit Anfangswerten 2(0) = z, v(0) = vo.
Wir kennen die Losungen bereits, namlich (z,v)(t) = (xq cos(mt)+uvg/m sin(mt), —mag sin(mt)+
vo cos(mt)).
Betrachtet man m, xg, vg nicht als Konstanten, sondern als Parameter, erhélt
man zusammengenommen die Losungsfunktion

L: R* — R?; (¢, 20, v, m) + (w0 cos(mt)+uvg/msin(mt), —mmg sin(mt)+uvg cos(mt)).

Klar ist, dass diese Funktion nach ¢ partiell ableitbar ist (fiir festes m, zg, vo als
Losung der entsprechenden Differnzialgleichung). Wir sehen aber, dass L auch
nach den anderen Variablen partiell differenzierbar ist, sogar beliebig oft.

Das Beispiel zeigt eine Verbesserung der stetigen Abhéingigkeit von Anfangs-
werten (g, v9) und Parametern (m) (von welchem das Vektorfeld, also die DGI,
abhingen): aus der Stetigkeit wird Differenzierbarkeit. Dies ist kein Zufall, son-
dern allgemein richtig —natiirlich muss die Differenzialgleichung/das Vektorfeld
selbst geniigend gut sein: die Reguléritédt, die bei den Losungen herauskommen
soll, muss auch schon im Vektorfeld vorhanden sein.

Allgemein erhalten wir folgenden Satz:
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13.2 Satz. Sei X: U x V — R" k-mal stetig differenzierbar, U C R™ offen,
V C R* offen.

Sei L: (—e,e) x Uy x Vo — U eine Funktion mit L(0,up,v) = ug und
OL/0t(t, ug,v)) = X (L(t, ug,v),v) (diese Funktion existiert nach dem Existenz-
und Eindeutigkeitssatz fir Lisungen solcher Differenzialgleichungen).

Dann ist L nach ug und v k-mal stetig differenzierbar.

Beweis. Durch einen einfachen Trick kann die Abhéngigkeit von Anfangswerten
auf Abhéngigkeit von Parametern der DGl mit Vektorfeld Y (z,ug,v) = X (z —
up,v) iibersetzt werden (mit Anfangswert 0).

Fiir die partielle Differenzierbarkeit nach den Parametern zeigt man, dass
(L(t,uo,v+h) — L(t, up,v))/h eine Familie von linearen Differenzialgleichungen
(entstanden aus X und L) 16st, welche stetig von h und v abhéngt, wobei diese
Differenzialgleichungsfamilie stetig nach h = 0 fortgesetzt werden kann (mit
Hilfe der partiellen Ableitungen von X). Fiir A = 0 haben die entsprechenden
linearen DGIs auch Losungen, wegen der stetigen Abhéngigkeit von Losungen
von Parametern sind diese Losungen die Partiellen Ableitungen von L (nach v).

Dieses vorgehen kann man iterieren, um hoéhere partielle O

14 Riccatische Differentialgleichung
14.1 Definition. Eine Differenzialgleichung der Form
2(8) = F()2(t)? + g(t)a(t) + h(t)
mit f, g, h stetigen Funktionen heiflt Riccatische Differezialgleichung.

14.2 Bemerkung. Die Losungen der Riccatischen Differenzialgleichung las-
sen sich im allgemeinen nicht in geschlossener Form angeben! Konkret ist dies
z.B. fiir 2/(t) = t> + 2% der Fall, wie von Liouville bewiesen wurde.

Wenn eine spezielle Losung bekannt ist, konnen wir alle Losungen durch
Betrachtung einer dquivalenten Dgl gewinnen.

14.3 Satz. Sei 2’ = f(t)z? + g(t)z + h(t) eine Riccatische Dgl und y(t) ei-
ne spezielle Losung (mit Definitionsinterval I). Dann erhdlt man alle ibrigen
Lésungen (mit in I enthaltenem Definitionsbereich) aus dem Ansatz x(t) =
y(t) + 1/2(t) mit z(t) # 0, wobei man Lisungen genau dann erhilt, wenn z die
lineare inhomogene DGI

2'(t) + 2f()y(t) + g(t)z(t) + f(t) =0
lost.

Beweis. Da F(t,z) := f(t)x? + g(t)x + h(t) stetig partiell nach x ableitbar ist,
greift der verschirfte Existenz- und Eindeutigkeitssatz. Von y verschiedene Lsg
sind also iiberall von y(¢) verschieden und haben daher die angegebene Form.
Geht man mit dem Ansatz in die Riccatische Dgl, so erhalt man
o' =fa’+gr+h=fly+1/2)" +gy+1/2)+h

=y +2y/2+1/2%)g(y +1/2) + h

= [y’ +gy+h+f2y/z+1/2%) +g/z

=y + f(2y/2+1/2%) +g/=.
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Andererseits ist 2’ =y — 2’/2%. Setzt man dies ein, erhiilt man die DGI
—2' = fQyz +1) + gz = 22fy +g) + f.

Erfillt umgekehrt z diese DGl und ist z(¢) # 0 fiir alle ¢, so erhélt man die
Riccati-Gleichung fiir « (benutzend, dass y sie auch erfiillt). O

14.4 Beispiel. Betrachte 2/ = 22 +3x —4. Diese hat die konstante Lsg y(t) = 1.
Der Ansatz x(t) =1+ 1/z fiithrt also nach dem Satz auf die dquivalente Dgl

2 +524+1=0,

welche durch Trennung der Variable gelost werden kann. Man erhélt letztlich
x(t) = (c+ 4e°)/(c — €°) fiir Konstante ¢ € R.

15 Phasenraum

15.1 Beispiel. Der Wagen einer Achterbahn bewegt sich unter dem Einfluf} der
Schwerkraft. Man muss seinen Ort und seine Geschwindigkeit angeben. Zunéchst
konnte man dies durch zwei Vektoren des R? modellieren.

Es ist aber klar, dass diese Vektoren deutlich eingeschrénkt sind: der Orts-
vektor muss sich auf der Achterbahn befinden, der Geschwindigkeitsvektor wird
dann immer tangential zur Achterbahn sein.

15.2 Beispiel. In einem Réuber-Beute System sind die Populationen immer
nicht-negativ, der Phasenraum also der positive Quadrant (wobei wir ignorieren,
dass es sich um ganzzahlige Grolen handelt — dies bedeutet, dass spéatestens
bei sehr kleinen Anzahlen das Modell mit Differenzialgleichungen nicht mehr
addquat sein kann).

15.3 Definition. Die folgende Definition ist nicht mathematisch prizi-
se! Die Menge der prinzipiell moglichen Zustéinde eines (von einer Differenzial-
gleichung beschriebenen) Systems heifit Phasenraum. Bei der Behandlung von
Differenzialgleichungen handelt es sich hierbei normalerweise um eine glatte
Mannigfaltigkeit (oft eine Untermannigfaltigkeit des euklidischen Raums).

Oft sind die “Krifte”, welche das System dazu zwingen, den Phasenraum
nicht zu verlassen, nicht gut explizit beschreibbar; statt dessen ist es sinn-
voll/notwendig, die Differenzialrechnung direkt im Phasenraum zu betrachten.

15.4 Beispiel. Wir wollen noch ein Beispiel betrachten, welches ohne Differen-
zialgleichungen auskommt.

In einer Fabrik gebe es zwei Bahnen, die von Werkbank A zu Werkbank B
fithren. Nun soll ein Werkstiick mit Radius r auf der ersten Bahn von A nach B
transportiert werden, gleichzeitig ein zweites von B nach A (mit selbem Radius).
Problem: Kann man diese gleichzeitig auf die Reise schicken, d.h. gibt es Pldtze
auf den Bahnen, an denen sie sich passieren konnen?

Wir beschreiben den Phasenraum hier durch den Abstand der beiden Werkstiicke
auf den beiden Bahnen zu A, er hat also die Form [0, a] x [0, 5] (wobei a und b
die Lénge der ersten und der zweiten Bahn sind).

Am Anfang befinden sich unsere Werkstiicke in der Position, die im Pha-
senraum durch den Punkt (0,b) beschrieben wird, gesucht ist eine Kurve nach

(a,0).
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Nun werden zwei Wagen auf den beiden Bahnen vom Punkt A zum Punkt
B gefahren, die durch eine Schnur der Lénge 2r verbunden sind — es stellt sich
heraus, dass dies moglich ist, ohne dass diese Schnur reifit.

Dieses Experiment wird im Phasenraum durch eine Kurve von (0,0) nach
(a,b) modelliert.

Elementare Topologie (Zwischenwertsatz) sagt nun, dass jede stetige Kurve
von (0,b) nach (a,0) die durch das Experiment erhaltene Kurve von (0,0) nach
(a,b) schneiden muss. Folglich wird bei jedem Versuch, gleichzeitig das erste
Werkstiick von A nach B und das zweite von B nach A zu fahren (egal wo
auf dem Weg die Werkstiicke schnell/langsam fahren) ein Punkt erreicht, an
dem beide Abstand kleiner 2r haben (der Schnittpunkt mit der Kurve aus dem
Experiment): Zusammensto8.

15.5 Beispiel. Wir wollen nochmal etwas eingehender auf das Beispiel mit der
Achterbahn eingehen:

Nach Newtonscher Mechanik ist fiir einen Massenpunkt die Beschleunigung
durch die wirkenden Kréfte festgelegt. Wegen des Ordnungsreduktionsprinzips
ist das System also eindeutig durch den Ort und die Geschwindigkeit bzw. Im-
puls festgelegt; also durch p(t),q(t) € R3. Im Schwerefeld wirkt hier eine kon-
stant nach unten wirkende Kraft; man hat also

q(t) =mp'(t); ¢(t)=—g-e3 € R

Betrachte nun aber die Achterbahn; hier wird der Massenpunkt (der Ach-
terbahnwagen) durch zusétzliche Kréifte, welche die Schienen ausiiben, auf er
Bahn festgehalten, und die Geschwindigkeit ist immer tangential zur Bahn.

Diese Krifte sind gar nicht explizit angebbar. Statt dessen legt man von
vorne herein fest, dass (p,q) € P, wobei

P :={(p,q) € R® x R? | pauf Achterbahn, gtangential zur Achterbahn an p}

die Untermannigfaltigkeit der Punkte der Achterbahn und der Tangentialvek-
toren am jeweiligen Punkt darstellt.

Expliziter kann man die Punkte auf der Achterbahn als Bild einer Kurve
c: R — R? darstellen (wir nehmen hier an, dass ¢ differenzierbar und injektiv
ist). Durch ggf. umparametrisieren kénnen wir erreichen, dass die Bogenlénge
|c'(s)| =1 fiir alle s € R.

Unseren Achterbahnwagen kénnen wir nun eindeutig durch s € R (so dass
¢(s) = p der Ort des Wagens ist) und [ den (gerichteten) Betrag der Geschwin-
digkeit (so dass ¢ = ¢/(s)l der Geschwindigkeitvektor).

Es bleibt noch, die relevante Differenzialgleichung fiir unser System aufzu-
stellen, also fiir (s(¢),1(t)), die Position des Achterbahnwagens in Abhiingigkeit
von der Zeit t.

Esist q(t) = p'(t) = ¢/ (s(t))s'(¢), andererseits nach Definition ¢(t) = ¢/ (s(t))I(t),
also I(t) = §'(¢).

Fiir die Anderung der Geschwindigkeit relevant ist nur die Komponente der
Bschleunigung tangential zur Kurve. Die orthogonale Komponente wird durch
Kr”fte, welche die Bahn selbst aufbringt, kompensiert, und zwar so, dass insge-
samt der Wagen auf der Bahn gehalten wird. Da |¢/| = 1, erhélt man

I'(t) = gles, ' (s(t)))-
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Beriicksichtigt man einen Reibungsterm, der proportional zur Geschwindigkeit
wirkt, erhilt man alternativ

I'(t) = gles, ¢ (s(t))) — al ().
Damit ist das zugehorige DGI-System hergeleitet.

Allgemein wird der Phasenraum in der Regel eine glatte Mannigfaltigkeit,
oft eine Untermannigfaltigkeit des R™, sein.

15.6 Definition. Eine glatte Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension k ist
eine Teilmenge M C R¥ so dass V2 € M eine offene Menge U C R™ mit z € U
und ein C*°-Diffeomorphismus ¢: U — V C R™ existiert, so dass ¢(U N M) =
V NRF x {0} c R™.

Der Tangentialraum T M besteht aus allen (z,v) € R™ x R™ so dass x € M
und D,¢(v) € RE. T,M = {(z,v) | v € TM}, dies ist ein Vektorraum.

Eine glatte Mannigfaltigkeit M ist ein metrischer Raum (topologischer Raum)
mit einem glatten Atlas.

Ein (glattes) Vektorfeld X ist eine Abbildung, die jedem = € M ein Element
X (x) € T,M zuordnet (so dass die zugeorige Abbildung X o phi~!: R¥ — R”
glatt ist).

16 Exakte Differentialgleichungen

16.1 Beispiel. Gegeben sei eine Ladungsverteilung, z.B. eine positiv geladene
Ebene zusammen mit einem dazu parallelen negativ geladenen Draht. Diese
erzeugt ein elektrisches Potential U, welches beziiglich Verschiebung entlang
des Drahtes symmetrisch ist. In einer dazu orthogonalen Ebene suchen wir nun
Aquipotentiallinien, also Kurven y(x), so dass U(z, y(z)) = ¢ konstant.

Dies bedeutet, wenn man die totale Ableitung anschaut

o (e + G eyt B

Nun sind die (negativen) partiellen Ableitungen des Potentials gerade das elek-
trische Feld, man erhélt also
dy
Eo(z,y) + By(z,y) - o =0 (16.2)
x
Das Potential kann man direkt gar nicht messen, messen kann man nur das
elektrische Feld (E,, E,). Die eigentlich gegebene Differenzialgleichung ist also

Gleichung (16.2]).

Es zeigt sich also, dass die Aquipotentiallinien eine exakte Differenzialglei-
chung nach der folgenden Definition erfiillen.

16.3 Definition. Sei u zweimal stetig differenzierbar, p(¢, z) = u.(t, x), q(t,x) =
U (t, ) (wobei uy = Ou/dt).

Dann heifit die Differezialgleichung p(t, 2(¢t)) + q(t, z(¢))2z'(t) = 0 exakte Dif-
ferenzialgleichung.

Beachte, dass die DGI natiirlich nur von p und ¢ abhéngt; die Existenz von
u ist das entscheidende Kriterium fiir Exaktheit.



22 Thomas Schick

16.4 Satz. Eine differenzierbare Funktion t — xz(t) lést die exakte Differen-
zialgleichung p(t,x(t)) + q(t, z(t))x'(t) = 0 genau dann, wenn u(t,z(t)) ei-
ne konstante Funktion ist, wobei u ein Potential ist, also p(t,x) — us(t,x),
q(t,x) = ug(t, ).

Letztendlich bedeutet also losen einer exakten Differenzialgleichung genau,
ein Potential zu finden; wobei man dann denkt, dass die Lésung der impliziten
Gleichungen u(t, z(t)) = const entweder von einfacherer (algebraischer) Natur
sind, oder vielleicht gar nicht relevant.

Beweis. Ist u(t,x(t)) konstant, so muss man nur nach ¢ ableiten, um zu erken-
nen, dass die exakte Differenzialgleichung erfiillt ist. Umgekehrt folgt aber auch,
dass die Ableitung nach ¢ von t — (¢, z(¢)) Null ist, also diese konstant, falls
z(t) die exakte Differenzialgleichung 16st. O

Es fragt sich nun also, wann und wie man ein Potential fiir eine exakte
Differenzialgleichung p(¢, z(t)) + q(¢,z(t))z’(¢) = 0 finden kann, und natiirlich
auch, wie man erkennt, ob solch eine Differenzialgleichung exakt ist. Dies wird
von folgendem Satz, dem sogenannten Lemma von Poincaré beantwortet.

16.5 Satz. Sei V C R? sternformig mit zentrum 0 und offen. Sei E = (E,, E,): V —
R? stetig differenzierbar.

Ein Potential U: V. — R wvon E, also eine differenzierbare Funktion mit
0U/0x = E, und OU/0y = E,, existiert genau dann, wenn

o, _or,
oy  Ox

Dies wird “Integrabilititskriterium” genannt.
In diesem Fall ist eine mdgliche Formel fiir U gegeben durch

U(v):/o (E(sv),v)ds  WoeV\ {0},

Beachte, dass E(sv) fiir alle s € [0,1] definiert ist, weil V' sternférmit ist.
Ist V' ein Rechteck, kann man alternativ auch die Formel

Ulz,y) = /Ox E.(s,0)ds + /Oy Ey(x,s)ds

benutzen. Durch die Bedingung U(0,0) = 0 ist das Potential eindeutig festgelegt.

Beweis. Ist U Potential von E, so gilt nach dem Satz von Schwarz (da nach
Voraussetzung E stetig differenzierbar und deshalb U zweimal stetig differen-
zierbar), das Integrabilitdtskriterium erfiillt.

Ist umgekehrt das Integrabilitatskriterium erfiillt, so rechnet man direkt
nach, dass die angegebene Formel ein Potenzial U definiert. O

16.6 Aufgabe. Finde, auf einem nicht-sternformigen Gebiet V' C R2?, eine
stetig differenzierbare Funktion E: V — R?, welche das Integrabilitétskriterium
erfiillt, welche aber kein Potential besitzt.
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17 Existenzsatz von Peano

Der Satz von Picard-Lindel6ff garantiert die lokale Existenz und Eindeutigket
von Losungen von Anfangswertproblemen; Voraussetzung ist, dass das zugehori-
ge Vektorfeld Lipschitz-stetig ist. Wir haben Beispiele gesehen, welche die Ein-
deutigkeit verletzten, d.h., auf die Lipschitz-Bedingung kann fiir diesen Satz im
allgemeinen nicht verzichtet werden. Fiir die (lokale) Existenz geniigt aber die
schwichere Voraussetzung, dass das Vektorfeld stetig ist:

17.1 Satz. Existenzsatz von Peano. Sei U C R" offen und X : U — R"™ eine
stetiges Vektorfeld, xo € U. Dann gibt es € > 0 und eine Lisung x: (—e,e) — U
des Anfangswertproblems x'(t) = X (x(t)), z(0) = xq.

Beweis. Leider kann man in dieser Allgemeinheit keine explizite Losungsformel
angeben. Unsere Strategie ist daher (wieder), die gesuchte Losung iiber einen
Limes-Prozess zu gewinnen. Da wir keine eindeutige Losung erwarten kénnen
(Gegenbeispiele!), kann man erwarten, bei der Konvergenz der zu konsruieren-
den Folge Probleme zu haben. Typischerweise (und auch im hier gewiihlten Be-
weis) wird man Kompaktheit benutzen, um zumindest Konvergenz einer Teilfol-

ge zu erhalten —verschiedene Losungen kénnen sich dann z.B. aus verschiedenen
konvergenten Teilfolgen ergeben.

Zum Schluss muss man natiirlich noch zeigen, dass die Limesfunktion tatséchlich

eine Losung des Anfangswertproblems ist.

Es gibt verschiedene Mdoglichkeiten, das Theorem zu beweisen, wir wollen
das Eulerverfahren benutzen, um eine approximierende Folge konstruieren.

Da X stetig ist, gibt es eine (kleine) Umgebung von xg (in U), so dass das
Vektorfeld auf dieser Umgebung beschrankt ist. Verkleinern wir U entsprechend,
kénnen wir also annehmen, dass | X (p)| < M fiir alle € U und fiir geeignetes
M eR.

Nun wenden wir das Eulerverfahren zur Schrittweite h vorwdrts und rickwdrts
in der Zeit und mit Anfangswert zo an. Wir erhalten stetige stiickweise (affin)
lineare Funktionen xy: (ap,bn) — U, ap < 0,b, > 0. Die Norm der Ableitung
ist iiberall durch M beschrénkt.

Daraus ergibt sich sofort, dass fiir jedes h und jedes t1,ts € (ap, bp)

|£Ch(t1) — $h(t2)| S M |t1 - t2| . (172)

Genauso sieht man, dass, wenn man € > 0 so wéhlt, dass der Ball vom Radius
2Me um z¢ in U enthalten ist, dann auch [—¢, €] C (ap, bp,) fiir alle h. Auf diesem
Intervall sind alle Funktionen zj gleichmiflig beschrinkt (die Werte liegen im
Ball vom Radius eM um x).

Ungleichung besagt, dass die Funktionenfamilie xj, gleichméBig gleich-
gradig stetig ist. Zusammen mit der gleichméfligen Beschrianktheit impliziert
nun der Satz von Arzela-Ascoli, dass die Funktionenfolge (21 /,,: [—€,€] — U)nen
eine gleichmé#Big konvergente Teilfolge hat, mit (stetiger) Grenzfunktion z.: [—€, €] —
U.

Es bleibt zu zeigen, dass jede solche Grenzfunktion eine Losung unseres
Anfangswertproblems ist. Nach Konstruktion gilt nun x;(0) = z¢ fiir jedes h,
also auch 24 (0) = zo.

Etwas schwieriger ist die Berechnung der Ableitung. Dies war bereits Inhalt
einer Ubungsaufgabe. Fixiere t € (—e€,e) und § > 0. Wir miissen zeigen dass es
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hs > 0 gibt, so dass fiir alle |h| < ho gilt
(oo (t + 1) — 2o (t))/h — X (20 (t))] < 6. (17.3)

Sei (x,,) die oben gewihlte konvergente Teilfolge von (x4 /,,) mit Limes 2. Wir
werden Ungleichung fiir x,, fiir alle geniigend grofien n zeigen, dann gilt
es natiirlich auch fiir den Limes z, einer Folge.

Wegen der Stetigkeit des Vektorfelds X gibt es zu dem gewiéhlten § > 0
ein 7 > 0, so dass absX(p) — X (2(t)) < 6/(10M) wenn |p — z(t)| < r.
Wiéhle nun ng so gross, dass |z,(t) — 2eo(t)] < r/2 fur alle n > ng und so
dass zusétzlich M/ng < r/10 (beachte, dass 1/ng grofer ist als die Schrittweite
des Eulerverfahrens fiir jede der Funktionen z, (als Teilfolge von xy,,)). Die
Funktion h — x,,(t+h) weicht von der linearen Funktion h +— x,(t)+hX (2 (1))
maximal um hsup,c; | X (z(s)) — X(z(t))| ab. Hier ist I (falls o > 0) das
Intervall [t — 1/ng,t + h] (entsprechend fiir h < 0); beachte, dass wir I nach
links um die Schrittweite vergroffern miissen, da die Ableitung der stiickweise
stetigen Stiicke immer an den “Knickstellen” festgelegt wird. Wahle nun hg so,
dass Mhy < r/10 (damit wird ho in Abhiingigkeit von 7, also von ¢, gewéihlt).
Ist n > ng und h < hg, ergibt sich dann mit unseren Wahlen, dass fiir s € 1
(wie oben) | X (z(s)) — X (z(t))| < 0, da sich dann z(s) im Ball vom Radius r
um T (t) befindet.

Folglich fiir solche n und h: |(2,(t + h) — z,(t))/h — X (2 (t))| < 6 (aus der
obigen Uberlegung). Damit folgt die Behauptung. O

Im Beweis haben wir den Satz von Arzela-Ascoli benutzt. Zur Vollsténdigkeit
notieren wir hier noch einen Beweis.

17.4 Satz. Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall und seien x,: [a,b] — U
(n € N) gleichmdfig gleichgradig stetige Funktionen mit Werten in einer abge-
schlossenen beschrinkten Teilmenge U von R™, d.h. es gibt C > 0 so dass fiir
alle n € N und alle s,t € [a,b] gilt

d(xn(s), 2, (1)) < Cls —t|.

Dann gibt es eine Teilfolge x,, welche gleichmdfig gegen eine Limesfunktion
Zoo: a,b] = U konvergiert.

Beweis. Wihle zunéchst eine abzihlbare dichte Teilmenge {t1,t2,...} C [a,b],
z.B. [a,b)NQ. Wiihle dann eine Teilfolge (x)) von (z,,), so dass x}, (t1) konvergiert
(dies geht, da die Folge (zy,(t1)) Werte in der kompakten Menge U annimmt).

Wihle dann eine Teilfolge (z2) von der gerade eben gewihlten Teilfolge
(xl), so dass 22 (t5) konvergiert. Beachte, dass dann natiirlich weiterhin 22 (¢;)
konvergiert.

Induktiv bilde (z%) als Teilfolge von (z¥~1), so dass ¥ (t) konvergiert.

Definiere nun mit dem Diagonaltrick x,, := I’Z, also das k-te Glied der
finalen Teilfolge ist das k-te Glied der vorher konstruierten k-ten Teilfolge.

Damit gilt fiir jedes [ € N, dass x,, (¢;) ab dem I-ten Glied eine Teilfolge von
2!, (t;) ist, und somit konvergiert.

Sein nun ¢ > 0. Dann gibt es endlich viele Elemente {t1,...,t.}, so dass
fiir jedes ¢t € [a,b] ein i < r existiert mit |t —¢;] < 0/C. Wihle ng, so dass
|2, () — an, (¢)] < 6 fiir j = 1,...,r und alle n,I > ng, was moglich ist, da
diese Folgen alle konvergieren. Damit gilt weiter fiir solches t € [a, b] und n, 1



Kurz-Skript zu DGI 25

[Ty, () = Ty (B)] < |2y (8) = Ty ()| + [Ty, (8) — 2y (E0)| + |20, (B1) — 2, (1)
<Clt—ti|+d+Clt—t;] <30

(2, ) ist also eine Cauchyfolge beziiglich der Supremumsnorm, und somit gleichméiBig
konvergent. O

18 Systeme linearer Differenzialgleichungen

18.1 Definition. Ein System von Differenzialgleichungen 2’ = A(t)z+b(t), mit
A: (a,b) = M(n,R) ((a,b) C R) heifit lineares Differenzialgleichungssystem. Es
wird lineares Differenzialgleichungssytem mit konstanten Koeffizienten genannt,
wenn A(t) konstant ist, also nicht von ¢ abhéngt. Ist b(¢) = 0 nennt man das
System homogen, sonst inhomogen.

18.2 Beispiel. Wir haben bereist einige Beispiele kennen gelernt, insbesondere
die 1-dimensionalen linearen Differenzialgleichungen, wo n = 1.

Bei der Betrachtung von Pendeln, und auch von Rauber-Beute-Systemen,
sind uns weitere lineare Differenzialgleichungssysteme iiber den Weg gelaufen
(teilweise nach der Reduktion auf ein System erster Ordnung).

18.3 Bemerkung. Zur Erinnerung: im 1-dimensionalen Fall 16ste man 2’ = ax
t

mit dem Ansatz x(t) = ce®, 2/ = a(t)xr durch z(t) = celio % und die

inhomogene Gleichung durch Ansatz mit Variation der Konstanten.

Auf etwas formale Weise liefert dasselbe Vorgehen auch Losungen fiir die
linearen Differenzialgleichungssysteme. Wir wenden uns erst den homogenen
Systemen mit konstanten Koeffizienten zu.

18.4 Definition. Sei A € M (n,C). Setze
< gk
exp(A) := et = Z A—

M (n,C) ist ein Banach-Raum; die Reihe konvergiert also dann, wenn sie absolut

konvergiert. Da HA’C H < ||A||k, folgt die absolute Konvergenz aus der Konvergenz
der Exponentialreihe reeller Zahlen.

18.5 Beispiel. Ist A die Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen (aq,...,a,),
so ist exp(A) = diag(e®, ..., e%).
. (0 -1 . o (-1 0 3 (0 1 4

Fir A = 1 0 erhélt man A —(0 1),A —(1 0>,A =1,

und danach wiederholt sich das ganze periodisch.
A oo (tA)  [cos(t) —sin(t) e _ 00 [ \ng2n+l

Damit ist ' = Y77 ( 57— = (sin(t) cos(t) ,weil jasin(t) = >~ ((=1)"t /(2n+

1)!, und cos(t) = .07, (—=1)"t2"/(2n)!.

n=0

Um die Matrizen-Exponentialfunktion nutzen zu kénnen, miissen wir noch
einige ihrer Eigenschaften herleiten.

18.6 Lemma. (1) exp(0) =0.
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(2) Falls A,B € M(n,C) mitAB = BA, so gilt

exp(AB) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A).

(8) Die Funktion R — M (n,C);t — exp(tA) ist differenzierbar, und es gilt

exp(tA) = Aexp(tA).

(4) Fir A,B € M(n,C), B invertierbar, gilt
exp(B™'AB) = B~ exp(A)B.
Beweis. (1) exp(0) = > 0%/k!, mit 0° = 1 (Konvention!).

(2) Wenn AB = BA, sogilt (A+B)" =31_, =0 1 A*B"~k Diese Formel
ist die Grundlage fiir den Umsummlerungsbewels des Additionstheorems
fiir die gewohnliche Exponentialfunktion; der identische Beweis funktio-
niert jetzt also immer noch, und man erhéalt

kpn—k
exp(A+ B) = Z (A+B ZZ A'B = exp(A) exp(B).
n=0 o

Beachte, dass die Formeln nicht gelten, wenn AB # BA!

(3) Als absolut konvergente Potenzreihe ist die Funktion differenzierbar und
man kann gliedweise differenzieren (der Beweis ist genauso wie bei nor-
malen Potenzreihen). Man erhélt also

exp(tA) = Z M - i

n=0

n,

= Aexp(tA).

Alternativ berechnet man den Differenzenquotienten
(exp((t + h)A) — exp(tA))/h = exp(tA)(exp(hA) — 1)/h.

Nun ist (exp(hA) —1)/h = > 7o | h*1A* /! eine Potenzreihe mit kon-
stantem Term A, so dass der Limes fiir h — 0 gerade A ist.

(4) exp(B71AB) =Y 3 (BT 'AB)* /Kl = 312, B"'A*B/k! = B! exp(A)B.
O

18.7 Satz. Das homogene lineare Anfangswertproblem ' = Ax, x(0) = xo mit
A € M(n,R) hat die auf ganz R definierte eindeutige Lisung

x(t) = exp(tA)zo
Beweis. Es gilt z(0) = exp(0)zg = xo, und z'(t) = Aexp(tA)zg = Axz(t).

Das Vektorfeld R® — R"™; = +— Ax ist Lipschitzstetig, also ist diese Losung
eindeutig. O
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18.8 Bemerkung. Lineare Differenzialgleichungssysteme mit konstanten Ko-
effizienten haben in der Praxis eine besondere Bedeutung. Nicht nur, dass sie
recht hdufig direkt auftreten. Hinzu kommt, dass man “schwierige” andere Dif-
ferenzialgleichungen oft durch lineare Differenzialgleichungen annihert (in einer
Art Taylorentwicklung); und dann (zunéchst) diese Linearisierungen betrach-
tet, die in der Regel handhabbar sind. Genauso wird man durch “Einfrieren der
Koeffizienten” weiter zu einem linearen System mit konstanten Koeffizienten
vereinfachen.

Die Hoffnung ist, dass zumindest fiir kleine “Zeit”-Intervalle die Losungen
dieser Approximationen den eigentlichen Loésungen nahe kommen —dies muss
natiirlich dann auch wieder genau untersucht werden. Dass dies im allgemeinen
stimmt, haben wir ja schon im Satz iiber die stetige Abhéingigkeit von Parame-
tern gesehen.

Dies bedeutet, dass man diese linearen Systeme aber tatséchlich gut behan-
deln kénnen sollte. Damit beschéftigen wir uns daher noch eine Weile.

18.9 Lemma. Die Menge L der Lésungen von x’ = A(t)x (mit festem Defini-
tionsbereich, z.B. R) bildet einen Vektorraum.

18.10 Definition. Sei A: I — M (n,R) stetig. Ein System (w1, ..., wy,), w;: R —
R"™ von Losungen von ' (t) = A(t)x(t) heiBt Fundamentalsystem, wenn die Funk-
tionen wy, ..., w, linear unabhéngig ist.

18.11 Lemma. (w1,...,w,) ist genau dann ein Fundamentalsystem, wenn fir
ein to € R die Vektoren (w1 (to), ..., wn(to)) linear unabhingig sind.

Eine beliebige Losung w(t) ist Linearkombination (mit reellen Koeffizienten)
VON W1, ..., Wy, L ist also genau n-dimensional.

Beweis. Dies folgt aus der Eindeutigkeit von Lésungen des AWP 2/ = A(t)x,

Unter Benutzung der Formel aus Satz ist jetzt also die Hauptaufgabe,
exp(tA) zu bestimmen. Dazu ist es (auch numerisch) nicht sinnvoll, direkt die
Definition zu benutzen, da zu viele Matrizenmultiplikationen benttigt werden
(insbesondere bei grofiem n).

Statt dessen wird man die Regel exp(B~1AB) = B! exp(A)B benutzen. In
anderen Worten: durch geeignete Basis des R™ wird die Matrix A (und damit
auch die Differenzialgleichung) auf méglichst einfache Form gebracht. Ziel ist
insbesondere, die Matrix A zu diagonalisieren. Obwohl wir bisher (und fiir die
Praxis) in der Regel nur reelle Losungen suchen, wird man beim Diagonalisieren
den Zahlenbereich um die kompelxen Zahlen erweitern (mehr Matrizen werden
diagonalisierbar).

Wir machen dazu folgende Beobachtung;:

18.12 Lemma. Sei x: R — C" eine Lisung von &' = A(t)x, mit A: R —
M(n,R). Dann ist T(t), und auch Re(zx) und Im(x) Lisungen der DGI (letztere
sind natirlich reellwertige).

Ist x(to) € R™, so ist z(t) € R™ fiir alle t € R.

Beweis. Wir kénnen die ganze DGI komplex konjugieren, da A = A, erhilt man
T'(t) = Ax(t), also ist auch T Losung der DGI. Weiter ist Re(x) = (z + T)/2
und I'm(z) = (x — T)/2i, wegen der Linearitiit sind dies also auch Losungen.
Ist z(tg) € R™, so erfiillt T dasselbe AWP, stimmt wegen der Eindeutigkeit
also mit x {iberein. O
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18.13 Satz. Betrachte die DGl 2’ = Ax mit A € M(n,R). Ein (reelles) Fun-
damentalsystem kann man sich auf folgende Weise beschaffen:

(1) Finde eine gecignete Basis vy, ..., v, von C", so dass A in M (n,C) Jordan-
Normalform hat. Fir die zugehérige Basiswechselmatriz B € M(n,C) gilt
also: B~YAB hat Jordan-Normalform.

(2) Sei C Jordan-Kistchen von A zum Eingenwert A der Grifie i. Also C' =
AL+ N;. Hierbei ist N; die i X i-Matriz mit 1 auf der oberen Nebendiagona-
len, sonst Nulleintrdgen. Fir die zum Kdstchen C gehorenden Basisvek-
toren wy, ..., w; gilt also Awy = dwy, Aw; = dw; +w;j—q firj=2,... 1.

Da A1 mit N; kommutiert, gilt exp(tC) = e*1-exp(tN;), und exp(tN;) =
> g=o Ni'/d! (da N = 0: N; ist nilpotent).

(3) Fiir jedes Jordankdistchen der Grifie 1 mit zugehorigem Eigenvektor w und
Eigenwert \ erhalten wir also die Losung x(t) = e Mw (es gilt w = Be;
fir geeigneten (eindeutigen) Standardbasisvektor e; ).

(4) Allgemeiner, fir ein Jordankdistchen der Gréfle i mit zugehérigem Eigen-
wert \ und Basisvektoren w, ..., w; € C™ erhalten wir Lisungsfunktionen
71(t) = eMwy, 2a(t) = eM(wattwy), ..., 2i(t) = eM(wi+tw; 1 +t2w; o+
<+t 7wy (hier ist wy = Bey, wa = Beay1, ... ).

(5) Auf diese Weise erhdlt man n (komplexe) Lisungsfunktionen. Fir t = 0
nehmen sie gerade wie Werte wy,...,w, an, sind also linear unabhdingig
und somit ein “komplexes Fundamentalsystem”.

(6) Ein reelles Fundamentalsystem erhdilt man, indem man Symmetrie unter
komplexer Konjugation ausnutzt: fir jeden echt komplexen FEigenwert X
mit Jordankdstchen C gibt es ein entsprechendes Jordankdstchen D zum
Eigenwert X (d.h. Grife und Anzahl der Jordankdstchen zu A und X ent-
sprechen sich). Durch geeignete Wahl der Basisvektoren kann man errei-
chen, dass mit w; auch w; in der Basis auftritt.

Dann treten mit der obigen Konstruktion im komplexen Fundamentalsy-
stem die echt komplexzen Lésungen in Paaren x(t),T(t) auf. Fin reelles
Fundamentalsystem erhdilt man, indem man in jedem dieser Paare Re(x)
und Im(zx) auswdihlt. Die Werte fiir t = 0 bilden dann eine Basis von R™,
man hat also tatsdchlich ein Fundamentalsystem erhalten.

Beweis. Man betrachtet ja tatséchlich nur exp(tA)wy, . . . exp(tA)w,, von denen
wir wissen, dass sie ein Fundamentalsystem bilden.

Es bleibt vielleicht noch zu begriinden, warum beim Ubergang zur reellen
“Fundamenallosung” tatséichlich ein linear unabhéngiges System entsteht. Hier-
zu beachte, dass aus einer Basis von C™ der Form (w1, ..., w,), in der wy = Wy,
auch ((w1 +w2)/2, (w1 —we)/2i,ws, ..., w,) eine Basis von C" bildet, also auch
reell linear unabhéingig bleibt. Diese Prozess haben wir endlich oft angewendet,
um die reelle Fundamentallésung zu konstruieren. O

18.14 Beispiel. (1) Betrachten wir unter diesem Gesichtspunkt unser “Lieb-
lingsbeispiel” p” = —ap’ — p, woraus ja das System p’ = ¢q, ¢ = —p — aq
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(1) _111>. Der “Reibungslo-
se” Fall a = 0 fithrt auf die Matrix A mit (komplexen) Eigenwerten , —i
und somit komplexem Fundamentalsystem e*wq, e~ *wy mit wy = w; (Be-
rechnung: Ubungsaufgabe). Realteil und Imaginérteil der ersten Funktion
sind dann cos(t)Re(w;) — sin(¢)Im(wy), cos(t)Im(w;) + sin(t) Re(wy).

wird, oder (mit Vektoren) 2’ = Az, mit A =

Allgemein hat die Matrix A als Eigenwerte die Nullstellen von 22 +az +1,
also 212 = —a/2 £ y/a?/4 — 1. Fiir |a| < 2 erhélt man zwei nicht-reelle
konjugiert komplexe Eigenwerte 21, 2o, mit Eigenvektoren wq, ws. Die zu-
gehorigen Losungsfunktionen f) o(t) = e~t%/2eF1V@*/4= 1y, 4 liefern, wenn
man Realteil- und Imaginérteil anschaut, exponentiell abfallende (falls
a > 0) oder exponentiell ansteigende (falls a < 0) oszillierende Losungen.

Fiir |a|] > 2 gibt es zwei reelle Eigenwerte, die zugehorigen Eigenvektoren
kénnen dann ebenfalls reell gewiithlt werden. Da y/a?/4 — 1 < |a/2|, erhilt

man, wenn a > 0, zwei exponentiell abfallende Losungen e~%/2*Vv a?/ 4-1
wenn a < 0 entsprechend zwei exponentiell ansteigende Losungen.

Zwei Sonderfille ergeben sich mit ¢ = 2 und a = -2 (Ubergang ZwWi-
schen den oszillierenden und den nicht oszillierenden Lésungen). Das cha-
rakteristische Polynom hat in diesem Fall eine doppelte Nullstelle. Da
die gegebene Matrix aber sicher kein vielfaches der Identitéit ist, gibt es
nur einen eindimensionalen zugehérigen Losungsraum (Minimalpolynom
und charakteristisches Polynom stimmen iiberein). Folglich ist die Jordan-

Normalform ((2) ;) bezichungsweise (_2 1 ) Betrachten wir den Fall

0o -2

a = 2: sei wy, wy die Basis zur Jordan-Normalform, dann erhalten wir zwei
Losungen e~ fw; und e twy + te~tw;. Wieder konnen die Basisvektoren
beide reell gewéhlt werden.

18.15 Bemerkung. Fiir lineare Differenzialgleichungssyteme mit nicht-konstanten
Koeffizienten 2/(t) = A(t)z(t) gibt es kein allgemeines Losungsverfahren (auler
im Fall n = 1).

Insbesondere ist die Funktion z(t) = exp( [, tto A(s) ds)xo im allgemeinen keine
Losung von z'(t) = A(t)x(t). Berechnet man die Ableitung, stellt man insbe-
sondere fest, dass es ein Problem ist, dass A(s1) und A(sz) im allgemeinen nicht
miteinander kommutieren.

19 Inhomogene lindare Differenzialgleichungen

20 Eulersche Differenzialgleichungen

20.1 Beispiel. Modelliert man die Warmeverteilung einer kreisrunden Metall-
scheibe, unter Verwendung von Polarkoordinaten (r, ¢), so stellt man fest dass
eine stationére (also zeitlich unverénderliche) Wérmeverteilung u(r, ¢) die par-
tielle Differenzialgleichung

0%u  10u 1 0%u
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erfiillt. Macht man nun den (sehr speziellen) Produktansatz u(r, ¢) = v(r)w(¢)
(wobei klar ist, dass nicht jede Funktion wu(r, ¢) auf diese Weise geschrieben
werden kann; aber viele Funktionen Linearkombinationen solch spezieller Funk-
tionen sind), so ergibt sich aus die dquivalente Gleichung
r? vT(r) + Tv’(r) = —wﬂ(d)). (20.3)
o(r) () w(¢)

Dies soll nun bei festem ¢ fiir alle r > 0 gelten, und umgekehrt bei festem r
fiir alle ¢. Folglich ist dquivalent, dass beide Seiten konstant sind, mit derselben
Konstante A.

Wir erhalten also dquivalent die Differenzialgleichungen w” (¢) + Aw(¢) = 0
und

20" (r) 4+ o' (r) — Mo(r) =0

fiir geeignetes A € R. Wir wollen nun untersuchen, wie man Differnzialgleichun-
gen des zweiten Typs 16sen kann.

20.4 Definition. Seien ay,...,a, € R. Eine Differenzialgleichung der Form
n
> atta® () =0;  t>0 (20.5)
k=0

heifit Eulersche Differenzialgleichung.

20.6 Satz. Man erhdlt genau alle Lisungen der Eulerschen Differenzialglei-
chung (20.5)) in der Form t — u(In(t)), wobei u(s) eine Losung der homogenen
linearen Differenzialgleichung

o (- t-0)oro(-1)odt =0 e

ist. Hierbei ist der Operator (d% — j) definiert als Differenz aus Ableitung nach
s und Multiplikation mit j.

Beweis. Wir betrachten Funktionen der Form x(t) = u(In(¢)), also dquivalent
u(s) = z(e®) fir t > 0, s € R. Da hier der Logarithmus und die Exponen-
tialfunktion zueinander inverse Diffeomorphismen sind, muss man einfach nur
die gegebene Differenzialgleichung fUr z(t) in die sich ergenbende, automatisch
dquivalente Differenzialgleichung fiir u(s) umformen. Nun sieht man (unter der
vorausgesetzten Beziehung zwischen z und u)

dx(t) du I pdu
o = g, (1) =e () 2= (In(¢)).
—sdu

t ds
Nun wendet man die Kettenregel auf die Funktion s +— e™°%% an, und erhélt
d*x _gdu n _d*u | 1 s [ d 1 d )|
— =|—-e*—+4e°— | |s=mi)- =€ — — 1) —u($s)|s=1n(s)-
dt? ds ds? ) =0 ds ds =)
Induktiv erhélt man

de . (d d d

Setzt man dies in die Eulersche Differenzialgleichung (20.5)) ein, erh”alt man
sofort die behauptete dquivalente Gleichung (20.7)). O
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21 Reduktionsverfahren fiir lineare Differenzial-
gleichungssysteme

Ziel dieses Abschnitts ist es, unter Verwendung einer schon gegebenen Lisung
eines Differenzialgleichungssystems ein einfacheres System zu finden, dessen
Losungen dann dazu genutzt werden konnen, die weiteren Losungen des ur-
spriinglichen Systems (algebraisch) zu gewinnen. Letztendlich geht es weiterhin
darum, ein Fundamentalsystem zu bestimmen.

Unprézise kann man das so formulieren:

21.1 Satz. Sei 2/(t) = A(t)x(t) eine n-dimensionale Differenzialgleichung mit
A: T — M(n,R) stetig, und sei x1: I — R™ eine nichi-triviale Lisung.

Dann kann man ein eine Dimension kleineres Systemy’ = B(t)y mit B: I —
M(n — 1,R) bestimmen, so dass aus den Lisungen dieses Systems auf “alge-
braischem” Weg weitere Losungen von ' = A(t)x gewonnen werden kinnen.
Insbesondere kann man mit Hilfe eines Fundamentalsystems von y' = B(t)y und
mit x1 ein Fundamentalsystem bestimmen.

Ehe wir diesen Satz prézisieren und beweisen, wollen wir speziell den Fall
n = 2, mit einem speziellen Verfahren, behandeln.

21.2 Satz. Sei also A: I — M(2,R) und x1 = (z1,22): I — R? differenzierbar
mit ) = A(t)z1(t), und es gelte x}(t) # 0 fiir allet € 1. Seixg = (u,v): I — R?
eine differenzierbare Funktion mit folgenden Figenschaften:

Bildet man die Fundamentalmatriz U(t) = (x1,x2), so gilt (wobeity € I)

detU(t) = 21 (t)v(v) — 23u(t) = exp(/ tr(A(s)) ds).

to

und u(t) erfillt die (inhomogene lineare) Differenzialgleichung

!E2 ai12 t
u'(t) = all(t)u(t)+a12(t)£u(t)+ x%((tt)) exp(/t (a11(s)+aga(s))ds) (21.3)

wobei A = (a;;).
Dann ist xo(t) zweite Lisung von ¢’ = A(t)x, linear unabhingig von x1.

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Determinante der “Fundamentalmatrix”
U (t) nirgends Null, also sind die beiden Funktionen z; und x5 nirgendswo linear
abhéngig.

Es muss noch gezeigt werden, dass xo tatséichlich z, = A(t)xy erfiillt. Sei
y(t) = (y',9?) eine Losung der DGI, welche linear unabhiingig von xy ist, und
so dass die Fundamentalmatrix det(z1,y)(to) = 1 erfiillt (solch eine Funktion
existiert, ggf. muss ein Element einer Fundamentalmatrix skaliert werden). Be-
achte, dass y genau bis auf Addition eines skalaren Vielfachen von x; eindeutig
ist.

Nach dem Satz von Liouville wissen wir, dass det(z1 (t), y(¢)) = exp(f:O tr(A(s))ds),

e I t .

genau wie fiir zo. Somit gilt y2(t) = z%l(t) (22(t)yt (1) —&—exp(ft0 tr(A(s)) ds)), wie-

der entsprechend der Relation zwischen den Komponenten u und v von zs.
Mit dieser Beziehung ergibt sich aus ' = A(t)y, dass y! die Differenzialglei-

chung (21.3) erfiillt, genau wie u. Daher unterscheiden sich ' und « nur um
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eine Losung der zugehorigen homogenen Dgl. Man iiberzeugt sich sofort, dass
x1(t) eine solche Losung ist, jede andere Losung ist ein Vielfaches davon, also
u(t) = y(t) + Azi(t) mit A € R.

Setzt man dies jetzt in die Gleichungen ein, welche w mit v und y' mit 12
verbinden, so folgt genauso, dass v(t) = y2(t)+Ax?(t), somit x5 = y+ Ax1; somit
ist tatsdchlich zo Losung der linearen Differenzialgleichung z’ = A(t)z. O

21.4 Beispiel. Betrachte die Differenzialgleichung «'(t) = Cf)te?x(t). Diese
hat eine Losung t +— (e!,e?!), wie man durch nachrechnen sofort iiberpriift.
Gesucht ist eine zweite linear unabhénige Losung u(t) = (u1(t), uz(t)). Mittels

der Wronski-Determinante (wobei wir ¢g = 0 wéhlen) erhalten wir

t
elug(t) — e*uy(t) = exp(/ lds) = e,
0

oder #dquivalent uz(t) = etuy (t) + 1. Damit ergibt sich fiir u; die inhomogene li-

neare Differenzialgleichung v} (t) = uy +e~*, welche z.B. Losung uq (t) = —e~*/2
hjat. Damit erhiilt man die zweite linear unabhéngige Losung u(t) = (e~ *, —1)
(indem man die gerade eben gefundene Losung mit —2 multpliziert, was erlaubt
ist, da wir Losungen einer homogenene lineraren Differenzialgleichung suchen).

Nun soll ein allgemeines Reduktionsverfahren prasentiert werden.

21.5 Satz. Seixy: I — R™ Lésung von z'(t) = A(t)x(t) mit A: I — M(n,R)
stetig.

Wihle differenzierbaren Funktionen s, ... ,xn: I — R™, so dass x1(t),...,xn(t)
punktweise eine Basis des R™ bilden (dies geht nach Aufgabe .

Sei nun x(t): I — R™ differenzierbar. Schreibe x(t) = > ., f;(t)z;(t) mit
differenzierbaren Funktionen f;: I — R (die f; sind differenzierbar nach Aufgabe
21.9).

Schreibe insbesondere A(t)x;(t) —xi(t) = Z?:l bji(t)x;(t) mit stetigen Funk-
tionen b;;: I — R.

Dann gilt 2'(t) = A(t)x(t) genau dann, wenn folgendes gilt:

(1) £i(t) = S Fibuy ()
2 )
HORD UM (216)

d.h., fo,..., fn losen ein n — 1-dimensionales lineares Differenzialgleichungssy-
stem, und f1 ist aus fa,..., fn durch eine “einfache” Intgration zu gewinnen.

Ein Pundamentalsystem ((f7), ..., (f}")) von Lisungen von liefert auf
diese Weise, zusammen mit x1, ein Fundamentalsystem (x1,x1 fE;;Q f]’?blj +
S frri(t),k=2,...,n) von 2’ = A(t)x.

Beweis. Mit z(t) = >0, fi(
!

)(z;(t)) folgt durch Einsetzen (und indem man die
Linearitét ausnutzt), dass 2’ (¢

) = A(t)z(t) genau dann, wenn

t
(

D FHO0) = 30 0 (AW(0) = 24(8) = 3 b, (040,
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Da 2 die Differenzialgleichung 2 (t) = A(t)x1(t) 16st, gilt bj1(t) = 0 fir j =
1,...,n.

Wir benutzen nun, dass (x1(t),...,z,(t)) fir jedes t € I eine Basis des R”
ist und machen Koeffizientenvergleich beziiglich dieser Basis. Also ist 2/(t) =
A(t)z(t) dquivalent zu und f1(t) = 3755 fi(t)b1; (1)

Lineare Algebra impliziert, dass die angegebenen Funktionen des Fundamen-
talsystems linear unabhéingig sind, wenn man mit einem Fundamentalsystem

von (21.6]) startet. O

21.7 Beispiel. Falls 2 (t) = A(¢)x(t) mit z1: I — R™ so dass die erste Kompo-
nente z}(t) # 0 fiir alle ¢, so kann man z;(t) = e; fiir j = 2,...,n wihlen. Auch
b;; vereinfacht sich dann entsprechend (aber Achtung: man muss beziiglich der
Basis (z1(t), e2, ..., e,) entwickeln!).

21.8 Aufgabe. Seien xy,...,2%: [0,1] — R™ punktweise linear unabhingi-
ge differenzierbare Funktionen. Zeige, dass es dann differenzierbare Funktionen
ZThtly- - Tn: [0,1] = R, so dass (x1(t),...,z,(t)) fir jedes t € [0, 1] eine Basis
von R" ist.

21.9 Aufgabe. Seien z1,...,x,: I — R" differenzierbare Funktionen, welche
punktweise eine Basis des R™ bilden. Sei x: I — R" eine vektorwertige Funktion.
Dann gibt es eindeutige Funktionen f;: I — R, so dass z(t) = Y | fi(t)z;(t).

Zeige, dass x genau dann differenzierbar ist, wenn dies fiir alle Funktionen

21.10 Aufgabe. Das Reduktionstheorem 21.5] hat in der bestehenden Form
den Nachteil, dass eine wenig explizite Entwicklung beziiglich neuer Basen des
R™ notwendig ist. Dies kann unter guten Umstédnden durch ein entsprechend
verdndertes Verfahren umgangen werden:

Sei dazu 2/ (t) = A(t)x(¢) fiir : I — R™ differenzierbar, und so dass die erste
Komponente z* () # 0 fiir alle ¢ € I. Sei A(t) = (a;j(t))i j=1,... n- Betrachte nun
die (n — 1) x (n — 1)-Matrizen

(big(t) = ai;(t) —

Ist v2,..., 0" Losung von vi(t) = >, bij(t)v;(t), so ist

(01 (t) = / %@) > o000 0,170 -0 (0)

eine Losung der urspriinglichen Differenzialgleichung, linear unabhéngig von
z(t); entsprechend erhilt man auch ein Fundamentalsuystem.

22 Fixpunkte und Zykel

22.1 Definition. Sei U: U — R"™ ein Vektorfeld, U C R™ offen. Ein Punkt x €
U mit X (x) = 0 heiBBt Fizpunkt oder kritischer Punkt oder Gleichgewichtspunkt
des Vektorfelds X.
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Beobachtung: Ist x € U Fixpunkt von X, so ist die konstante Kurve ¢: R —
U;t — z Integralkurve von X. Es ist also wichtig, Fixpunkt von Vektorfeldern
zu bestimmen.

Von Bedeutung ist auch, wie sich Integralkurven verhalten, die durch Punkte
in der Nahe eines Fixpunktes laufen.

22.2 Beispiel. Das (geddampfte) Feder-Schwere-Pendel ist durch die DGL
2" (t) = —Dz(t) — Rx'(t)

beschrieben, mit Konstanten D > 0, R > 0. Aquivalent dazu ist das System
erster Ordnung
y=-Dz—Ry, 2=y

das zugehorige Vektorfeld ist also
X(l’,y) = (y7 Dz — Ry)

Hier gibt es genau den einen Fixpunkt (0, 0).

Dies entspricht der unausgelenkten Feder, bei der das Gewicht Geschwindig-
keit 0 hat. Fiir R > 0 (Reibung vorhanden) sollten sich die anderen Integral-
kurven der konstanten Losung annédhern.

22.3 Aufgabe. Bestimme das zugehorige Vektorfeld und seine Fixpunkte fiir
folgende Systeme von Differenzialgleichungen.

(1) x’:y2+x—2,y’=x2—y2
(2) 2'(y—1)=2-59 = (x—-3)(y+2)
(3) @' = (—az —by)z, y' = (f — cx — dy)y.

22.4 Definition. Ein Zykel fiir ein Vektorfeld X : U — R™ ist eine periodische
Integralkurve c: R — U, d.h. eine Integralkurve, so dass T" > 0 existiert mit
c(t+T) = c(t) Vt € R. Das kleinste T mit dieser Eigenschaft heiit Periode des
Zykels.

Ein Zykel entspricht einer periodischen Lésung der zugehorigen Differenzi-
algleichung.

22.5 Beispiel. Ist R = 0 (also ohne Reibung) im Feder-Schwere-Pendel, so sind
alle (nicht-konstanten) Integralkurven periodisch.

23 Transformationen von gewodhnlichen Differen-
zialgleichungen

Wir haben bereits Vielfach Differenzialgleichungen behandelt, indem wir sie auf
eine “einfachere Form” gebracht haben. Dieses Vorgehen soll nun systematisch
und allgemein untersucht werden.

23.1 Definition. Seien U,V C R" offen und X: U — R"™ ein Vektorfeld. Sei
f: U — V ein C'-Diffeomorphismus, d.h. f ist bijektiv und f und seine Inverse
sind stetig differenzierbar.

Definiere f,X:V — R"™ durch f,X(q) = Dfp-14X(f'(¢)). Dies ist das
mittels f transformierte Vektorfeld, es wird auch push forward von X genannt.



Kurz-Skript zu DGI 35

23.2 Definition. Zwei stetige Vektorfelder X: U — R™ und Y: V — R" heiflen
(differenzierbar) #iquivalent, falls es einen C'-Diffeomorphismus f: U — V gibt,
so dass Y = f,. X.

23.3 Beispiel. Sei @ € M(n,R) invertierbar. Dann ist die lineare Abbildung
f:R" - R™; z — Qux ein Diffeomorphismus. Es gilt D f, = @ fiir jedes =z € R,
und somit ist fiir ein Vektorfeld X : R” — R"™

[X(@)=Q-X(Q 'g) VgeR™

Wir haben insbesondere bereits lineare Vektorfelder der Form X (x) = Az
fiir ein A € M (n,R) betrachtet. In diesem Fall ist f, X ebenfalls linear, nimlich

fX(@)=QAQ™" - q.

Beim Losen linearer Differenzialgleichungen haben wir also eine lineare Trans-
formation @) bestimmt, so dass das transformierte Vektorfeld einfach Form (Jor-
danform) hat, und somit leicht direkt zu 16sen ist.

23.4 Bemerkung. Oft ist statt f: U — V die Inverse f~!: V — U gegeben
(was natiirlich mathematisch dquivalent ist). Zur Berechnung von f, X benétigt
man dann nur noch Df. Dies erhélt man aber leicht mit der Kettenregel: 1 =
D(@d) = D(fo f~Y) = DfoD(f~'), oder (mit Beriicksichtigung der Stellen, an
denen man die Ableitung auswerten muss)

Dy (f7) = (Daf) ™"

23.5 Aufgabe. Bei der Behandlung Eulerscher Differenzialgleichungen in Ab-
schnitt [20| haben wir mittels des Diffeomorphismus In: (0, 00) — R mit Inverser
exp: R — (0,00) gearbeitet. Ubersetzt man mit Hilfe des Standard-Verfahrens
die Differenzialgleichung n-ter Ordnung in eine Differenzialgleichung erster Ord-
nung fiir eine n-dimensionale Funktion; fithrt man eine verwandte, Transforma-
tion aus. Ermittle diese, und priife nach, dass das Vektorfeld in der erwarteten
Weise transformiert wird.

Wir sind natiirlich an den Losungen von Differenzialgleichungen interessiert
(oder dquivalent den Integralkurven von Vektorfeldern). Diese sollten bei fiqui-
valenten Vektorfeldern ineinander iibergehen, was auch der Fall ist:

23.6 Satz. Sei f: U — V ein C'-Diffeomorphismus zwischen offenen Teil-
mengen des R™ und X: U — R™, Y: V — R" stetige Vektorfelder. Dann sind
dquivalent:

(1) $.X=Y

(2) fir jede Integralkure c: I — R™ wvon X ist die Kurve foc: I — R™;t —
fe(t)) eine Integralkurve von Y .

Beweis. Sei Y = f,X und ¢: I — R erfiille ¢/(t) = X (c(t)) fiir jedes t € I.
Dann ist

Jul () = Dego ¢/ (t) = Doy fX (1)) = Dy (g.e(en S X (7 (Fae(1)) = Y (fuc(t)).

Sei umgekehrt fiir jede Integralkurve ¢ von X auch f.c eine Integralkurve
von Y. Fiir ¢ € V und = € U mit f(z) = ¢ wihle eine Integralkurve ¢: I — U
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mit f(0) = x (wéhle I so, dass 0 € I). Dies geht wegen des Existenz- und
Eindeutigkeitssatzes fiir Integralkurven von Vektorfeldern. Dann ist f.c eine In-
tegralkurve von Y, also Y (¢) = Y (f.c(0)) = f«c'(0) = D, f'(0) = D, fX (x) =
Df71(Q)X(f_l(q)), also Y = f, X. [

23.7 Bemerkung. Die Definition von “differenzierbarer Aquivalenz” erlaubt
es, ein Vektorfeld in ein einfacheres zu transformieren (insbesondere wenn man,
mit etwas Geschick und Erfahrung der Form von X einen sinnvollen Diffeo-
morphsmus f ablesen kann); dies haben wir insbesondere im 1-dimensionalen
Fall mehrfach durchgefiihrt (Ubungsaufgabe: gehe die “speziellen Losungsme-
thoden” unter diesem Gesichtspunkt nochmal durch).

Die dquivalente zweite Formulierung in Satz zeigt, dass, bis auf die
durch den Diffeomorphismus f gegebene Distortion, die Flusskurven von &qui-
valenten Vektorfeldern einander entsprechen. Insbesondere kann man (auch ohne
zuriickzurechnen) das qualitative Verhalten direkt den Integralkurven des trans-
formierten Systems ablesen (Fixpunkte, Verhalten bei Fixpunkten, geschlossene
Integralkurven,. . .).

23.8 Proposition. Differenzierbare Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf
der Menge der auf offenen Teilmengen von R™ definierten stetigen Vektorfelder.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

23.9 Beispiel. Betrachte X : R? — R? mit X(z,y) = (1-r)z—y,z+(1—7)y),
wobei r = y/22 + y2. Beobachtung: #hnlich dem Rotationsvektorfeld Y (x,y) =
(—33 -y, T+ y)

Wir wollen dieses System in Polarkoordinaten transformieren, benutzen also
g: (0,00) x (—7/1,7/2) — R?%;(r,¢) — (rcos(¢),rsin(¢)) (ein Diffeomorphis-

cos(¢) —rsin(¢)
sin(¢) 7 cos(9) >
- reos(¢) rsin(9)\ . _y (z(a® +yP) V2 y(a® +y7) 72

mit Inverse 1/r <_ sin(¢) cos(o) ) = (—y(a:2 B N )
wobei die letzte ,,Gleichung* implizit meint, dass wir r = r(z,y) = 2% + y?, and
sin(¢) = x/r, cos(¢) = y/r betrachten.

Damit erhalten wir f, X (r,¢) = (Dy(r.4)9) ' X (g(r,¢)) = (1 —r)r, 1).

Dies kann man einfach 16sen: die r-Komponente (eindimensionales Problem)
durch Separation der Variablen, dann die ¢-Komponente durch Integration (da
das Vektorfeld unabhiingig von ¢).

mus auf sein Bild) mit gewisser Inverser f. Dann gilt Dy, 4) =

24 Linearisierung und Flussboxen

Nahe eines nicht-Fixpunktes ist jedes Vektorfeld lokal dquivalent zum Standard-
Vektorfeld Y: R" — R"; ¢ +— (1,0,...,0).

24.1 Satz. Sei U CIR" offen und X: U — R" stetig differenzierbar. Sei ¢ € U
mit X(c) # 0. Dann gibt es offene Umgebung V. C U von ¢ und W C R™ von
0 und einen C'-Diffeomorphismus f: V — W so dass f.X =Y, das Standard-
Vektorfeld.
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Beweis. Wir konstruieren tatséchlich eine Inverse g: W — V mit g.Y = X.
Sei V' der Orthogonalraum zu X (¢) # 0 mit (beliebiger) Basis (va, ..., v,). Fiir
geniigend kleine Koeffizienten ist dann ¢+, A\;v; € V, und fiir geniigend kleine ¢
ist zudem der Fluss ¢¢(c+ > A\;jv;) € V ebenfalls definiert. Wir definieren somit,
fiir eine geeignete Umgebung Wy von 0 in R™ g(¢, Aa, ..., Ay) := de(c+ D Nwy).
Dabei ist g(0) = c.

Mit Hilfe des Satzes iiber die lokale Inverse Abbildung wollen wir zeigen, dass
durch eventuell Verkleinern von W7 zu W die Abbildung g ein Diffeomorphismus
zwischen offenen Umgebungen von 0 und ¢ wird. Dazu miissen wir nur die
Ableitung von g an Null berechnen und zeigen, dass sie invertierbar ist.

Nun ist nach Definition des Flusses ¢ 0¢/0t(t,z) = X(H(t,x)). Mit der
Kettenregel erhalten wir so

Dg(ta A?v sy An) = (X(¢t(c + Z )\ivi))aDC+E )\.;'Ui¢tv27 R 7Dc+z )\ivivn)

Wir betrachten dies nun am Ursprung (¢, A2, ..., An) = (0,...,0). Es gilt ¢ =
id, somit auch D¢y = id, so dass

Dog = (X(c),va,...,0,)

also eine Matrix, deren Spalten eine Basis des R™ bilden. Somitist Dgg inver-
tierbar, und fiir geniigend kleine Umgebungen von V von ¢ und W von 0 ist
g: W — V ein Diffeomorphismus, mit Inverse f: V — W.

Es bleibt noch zu zeigen, dass ¢,Y = X. Dazu erinnere man sich, dass per
Definition fiir z = g(y), y = (¢, Aa, ..., A\n)

.Y (xz) = Dyg-Y(y) = (X(x), Dprva,...,Dyorvy) - (1,0,..., 0)! = X(x),

was zu beweisen war. O

25 Linearisierung nahe Fixpunkten

Wir wollen uns nun dem Problem zuwenden, wie man ein Differenzialgleichungs-
system/Vektorfeld nahe eines Fixpunkts auf “Normalform” bringen kann. Wir
haben aus der Betrachtung linearer Differenzialgleichungen (mit konstanten Ko-
effizienten) gesehen, dass es hier viele ganz verschiedene Phénomene geben kann.
Das Ziel ist daher nicht, eine einzige Normalform zu finden. Statt dessen wer-
den wir versuchen, ein gegebenes Vektorfeld durch ein &quivalentes lineares zu
ersetzen.

Dies gelingt im grossen und ganzen auch; allerdings muss man einen schwéche-
ren Aquivalenzbegriff benutzen: den der “topologischen Aquivalenz”.

25.1 Definition. Seien X: U — R™ und Y: V — R" stetige Vektorfelder, de-
finiert auf offenen Teilmengen des R™. X und Y heiflen topologisch dquivalent
(vermoge der Abbildung f: U — V), wenn es eine stetige bijektive Abbildung
f: U — V mit stetiger Umkehrfunktion gibt (solch ein f heifit Homdomorphis-
mus), so dass f die Integralkurven von X genau auf die Integralkurven von Y
abbildet, d.h. fiir jede Integralkurve ¢: I — U von X ist foc: I — V Integral-
kurve von Y, und fiir jede Integralkurve ¢c: I — V von Y ist f~toc: I — U
Integralkurve von X.
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25.2 Bemerkung. Der Unterschied zur C'-Aquivalenz ist, dass die Abbildung
f nur stetig, aber nicht differenzierbar sein muss. Entsprechend macht der Aus-
druck f,X auch keinen Sinn, der ja das Differenzial von f benutzt.

Per Definition entsprechen sich natiirlich bei topologisch dquivalenten Vek-
torfeldern die Lésungen von ' = X(x) und 3y’ = Y (y) unter der Abbildung

fi

25.3 Bemerkung. Topologische Aquivalenz ist ein deutlich schwiicherer Begriff
als C'-Aquivalenz (viel mehr Vektorfelder werden topologisch dquivalent). Wir
werden dies in Abschnitt 26| am Beispiel linearer Vektorfelder genau sehen; das
Vektorfeld X (x,y) = (—x,—y), dessen Integralkurven auf Ursprungsgeraden
verlaufen, ist topologisch dquivalent zum Vektorfeld Y (z,y) = (—z+y, —y —z),
dessen Integralkuren auf Spiralen Richtung Ursprung verlaufen.

25.4 Satz. Linearisierungssatz fiir Vektorfelder nahe Fixpunkten
Sei X : U — R™ ein C'-Vektorfeld und p € U ein Fizpunkt, also X (p) = 0. Alle
(komplezen) Eigenwerte von D, X haben von Null verschiedenen Realteil (dann
nennt man den Fizpunkt hyperblisch).

In diesem Fall gibt es eine Umgebung V- C U wvon p und W C R™ wvon
Null und einen Homéomorphismus f: V. — W, so dass X|V und v — (DpX)v
vermdge f topologisch dquivalent sind

Beweis. Der Beweis dieses Satzes ist sehr umfangreich, und wird erst einmal
verschoben. O

Wir kennen das Verhalten der Integralkurven in der N&he der Null (des
Fixpunktes) fiir ein lineares System. Der Linearisierungssatz [25.4| sagt, dass
quantitativ dasselbe Verhalten auch im allgemeinen zu beobachten ist. Dies
motiviert die folgende Begriffsbestimmung.

25.5 Definition. Ein hyperbolischer Fixpunkt p € U eines C!-Vektorfelds
X:U — R" (U C R" offen) heifit

uelle, wenn der Realtell aller Eigenwerte von os1tiv 1st
(1) Quelle, der Realteil aller Eig D, X positiv i
(2) Senke, wenn der Realteil aller Eigenwerte von D,X negativ ist
(3) Sattel, sonst

25.6 Beispiel. Die Bedingung, dass die Fixpunkt hyperbolisch sind, ist im
Linearisierungssatz notwendig.
Im Beispiel 2’ = 22 und y’ = y (zugehériges Vektorfeld X (x,y) = (22,v))
0 0
0 2
besteht also die gesamte x-Achse aus Fixpunkten. Damit kann die Linearisie-
rung nicht lokal topologisch dquivalent zum urspriinglichen System mit seinem
einzigen Fixpunkt sein, da der zugedrige Homéomorphismus die Fixpunkte des
einen Systems bijektiv auf die Fixpunkte des anderen Systems abbilden muss.
Im Beispiel X(z,y) = (—y — (#* + y*)z,z — (y* + 2?)y) gibt es ebenfalls
genau den Fixpunkt (0,0). Das zugehorige lineare Vektorfeld ist Y(z,y) =
0 -1
1 0
gen Integralkurven periodisch sind, und auf Kreisen um den Ursprung verlaufen.

gibt es genau den Fixpunkt (0,0) mit Do X = . In der Linearisierung

(z,y)! mit Eigenwerten i, —i. Wir wissen bereits, dass die zugehori-
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Im urspriinglichen System ist jedoch fiir jede Integralkurve der Abstand zum
Ursprung strong monoton fallend, insbesondere gibt es keine periodischen Inte-
gralkurven.

Andererseits wiirden unter einem Homdéomorphismus, welcher eine (lokale)
topologische Aquivalenz induzieren wiirde, geschlossene (also periodische) In-
tegralkurven des einen Systems bijektiv auf entsprechende Integralkurven des
anderen Systems abgebildet.

26 Topologische Klassifikation linearer Vektor-
felder

Um die Bedeutung des Begriffs “topologische Aquivalenz” genauer auszuloten,
wollen wir anschauen, welche linearen Systeme genau topologisch dquivalent
zueinander sind.

26.1 Satz. Seien A,B € M(n,R) so, dass der Realteil jedes Eigenwerts ver-
schieden von Null ist. Seiny (A) die Summe der Grifie der Jordanblicke, welche
zu Eigenwerten mit positivern Realteil gehédren; entsprechend b_(A) fiir Eigen-
werte mit negativem Realteil (also ny(A) +n_(A) =n).

Die Vektorfelder x — Az und x — Bz sind genau dann topologisch dquiva-
lent, wenn ny (A) =ny(B).

Wir beweisen zunéchst, dass Produkte von topologisch dquivalenten Syste-
men wieder topologisch dquivalent sind. Dies wird dazu dienen, den Beweis von
Satz 26.1] auf einen einfacheren Fall zu reduzieren.

26.2 Satz. Seien Xq1:U; — RF und Y1: V4, — RF topologisch dquivalent
vermdge des Homdoomorphismus f1: Uy — Vi, und seien entsprechend Xo: Uy —
R! und Ya: Vo — R! topologisch dquivalent vermdge des Homdéomorphismgus
fo: Uy — Va.

Dann sind auch X1 x Y1: Uy x Vi — RFtL und Xy x Yo: Uy x Vo — RFH
topologisch dquivalent, vermdge des Homdéomorphismus f1 X fa.

Beweis. Entscheidende Beobachtung ist, dass fiir ein Produkt-Vektorfeld wie
X1 x Xo die Integralkurven c: I — U; x Vi genau Tupel ¢ = (c1,¢2) von
Integralkurven ¢;: I — U; von Xy und ¢p: I — Us von X, sind (was ohne
Schwierigkeiten folgt, da die Kurven ja komponentenweise abgeleitet werden).
Es folgt, dass fi X fo tatsdchlich Integralkurven auf Integralkurven abbildet,
und seine Inverse f; ! x f; ' macht dasselbe. O

Wie man sofort erkennt, ist topologische Aquivalent tatséchlich eine Aqui-
valenzrelation. Auflerdem folgt aus Satz dass C''-Aquivalenz topologische
Aquivalenz impliziert. Fiir eine invertierbare Matrix @ ist nun aber das lineare
System, welches zu A gehort, diquivalent zum System mit QAQ ™! (der zugehori-
ge Diffeomorphismus ist ja gerade Multiplikation mit (). Somit kénnen wir im
Satz 2611 A und B durch ihre Jordan-Matrizen ersetzen. Dann erkennt man
aber, dass das zur Jordanmatrix von A gehorende System ein Produkt ist: ein
Faktor R"+(4) besteht aus den Jordan-Kistchen mit Eigenwerten mit postivem
Realteil, der zweite Faktor R"~(4) aus den Jordan-Késtchen mit Eigenwerten
mit negativem Realteil.

Es geniigt also wegen Satz folgendes Lemma zu zeigen.
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26.3 Lemma. Sei A € M(n,R), und alle Figenwerte von A haben positiven
Realteil. Dann ist das Vektorfeld x — Ax topologisch dquivalent zum Vektorfeld
T .

Entsprechend ist, wenn alle Eigenwerte von A negativen Realteil haben, x —
Ax topologisch dquivalent zu x +— —x.

Auch dieser Satz benétigt noch einige Vorbereitungen. Wie im Theorem [24.1
iiber die Flussboxen muss man den Fluss des Vektorfelds (die Integralkurven)
selbst benutzen, um den gesuchten Homoéomorphismus zu konstruieren. Dort
wihlte man eine Ebene durch den gegebenen Punkt, welche (nahe des Punktes)
alle Flusslinien in genau einem Punkt transversal schnitt. Dies ist offensichtlich
bei einem kritischen Punkt nicht méglich (z.B. ist ja die Integralkurve durch
den kritischen Punkt konstant, es macht also keinen Sinn, hier von “transver-
salem Schnitt” zu sprechen). Als Ersatz bietet sich fiir das Standard-Vektorfeld
2 +— x eine Sphére (z.B. vom Radius 1) um den Ursprung an; diese schneidet
alle nicht-konstanten Integralkurven (auf Strahlen die vom Ursprung ausgehen)
orthogonal.

Es stellt sich jedoch schnell heraus, dass fiir das Vektorfeld z — Az im allge-
meinen keine Sphéire um den Ursprung diese Eigenschaft hat: die “Spiralkurven”
werden haufig mehrere, und auch tangentiale Schnitte mit diesen Sphéren ha-
ben.

Entscheidende Idee ist nun, diese Sphéren durch Ellipsen zu ersetzen: so wie
die Integralkurven zum Vektorfeld z — Az “deformiert” sind, muss auch die
Sphére zu einer Ellipse “deformiert” werden, damit hinterher die Integralkurven
die Sphére wieder orthogonal schneiden.

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass Ellipsen sich gerade als Mengen
der Punkte mit konstanter Norm ergeben, wobei die Norm sich aus einen all-
gemeinen positiv definiten symmetrischen Skalarprodukt ergeben; wir suchen
also ein Skalarprodukt (-,-): R™ x R" — R, mit zugehdriger sogenannter po-
sitiv definiter quatratischer Form r?: R"® — R;v — (v,v), so dass die Ellipse
E :={v € R" | r?(v) = 1} alle Integralkurven transversal (also nicht tangential)
schneidet.

Aus der Analysis wissen wir, dass im Punkt v € E der Tangentialraum an
E gerade der Kern der linearen Abbildung D,r? ist. Nach Definition von Inte-
gralkurven ist die Tangente an eine Integralkurve durch v gerade der Wert des
Vektorfelds am Punkt v, in unserem Fall also Av. Wir miissen also sicherstel-
len, dass Av nicht im Kern von D,r? liegt. Etwas priziser wollen wir fordern,
dass (D,r?) - Av > 0. Das heisst, dass der Geschwindigkeitsvektor Av in eine
Richtung zeigt, so dass r? anwiichst, also nach aussen aus der Ellipse E heraus.

Ziel ist also, ein positiv definites symmetrisches Skalarprodukt mit zugehori-
ger Quadratischer Form 72 zu finden, so dass (D,r?)Av > 0 fiir alle Vektoren
v € R™\ {0} (eigentlich geniigt es, dies fiir v mit 7?(v) = 1 zu fordern, dann
folgt aber die Ungleichung fiir alle Vektoren # 0, da man leicht kontrollieren
kann, was beim Skalieren passiert, wie wir gleich bei der Berechnung von D,,r?
sehen werden).

Zur Bestimmung von 7~ werden wir die Jordan-Form von A benutzen. Um
dies tun zu konnen, ist es notwendig, die obige Situation etwas zu verallge-
meinern: wir wollen Matrizen A € M (n,C) betrachten, so dass jeder Eigen-
wert positiven Realteil hat. Wir werden dann positiv definite sesquilinearformen
(,1): C" x C" — C betrachten, mit zugehoriger (reeller) quadratischer Form

2
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r?: C" — R;v — (v,v). Das Ziel bleibt genau das gleiche wie oben: finde eine
entsprechende quadratische Form, so dass (D,7?) - Av > 0 fiir alle v # 0. Falls
A tatsichlich aus M (n,R) stammt, kann man durch einschrinken von 72 auf
R™ dann natiirlich auch eine geeignete Ellipse fiir das urspriingliche Problem
erhalten.

Nun benutzen wir ein weiteres Resultat aus der linearen Algebra, den Satz
iiber Hauptachsentransformationen. Das heisst, dass sich jede positiv definite
Sesquilinearform auf C™ auf folgende Weise ergibt: es gibt eine Basis (v1,...,v,),

so dass
O aivi, Y b)) = aibi,
rz(z a;v;) = Z |ai|2 .

Damit ist es nicht schwer, die Ableitung von 72 am Punkt v € C™ zu berech-
nen:

entsprechend

Dyr? - w = (v,w) + (w,v) = 2R (v, w) weC” (26.4)
26.5 Aufgabe. Beweise Gleichung (26.4)).

Wir suchen also jetzt eine an A angepasste Basis von C", so dass R(v, Av) >
0 fir alle v # 0 fiir das sich ergebende Skalarprodukt. Diese Basis wird aus
einer zur Jordan-Normalform gehorenden Basis konstruiert. Wir benotigen zur
Vorbereitung folgendes Lemma.

26.6 Lemma. Sei A: C" — C" linear und (v1,...,v,) Basis von C", so dass
A beziiglich dieser Basis obere Dreiecksgestalt hat, also Av, = ZKk aipvi, und
so dass |aix| < 1 fiir i <k (z.B. Jordan-Form, wo die Eintrige aufferhalb der
Diagonalen ja entweder 1 oder 0 sind).

Fiir 1 > € > 0 betrachte die Basis B, = (evy,€%va,...,e",). Beziglich
dieser Basis hat A weiterhin obere Dreiecksgestalt, und alle Eintrige ausserhalb
der Diagonalen haben Betrag < e.

Beweis. Es gilt A(e*vy) = FA(vy,) = €F Di<k QikVk = D _icp, e*~la.(¢'vy). Fiir
i < k hat man also den Matrixeintrag e —aq; mit Betrag < Tt <e dak >
und 0 < e < 1. O

Wir werden noch ein weiteres Lemma benétigen:

26.7 Lemma. Die symmetrischen Bilinearformen auf R™ sind (via der Gram-
schen Matriz) bijektiv zu den symmetrischen Matrizen also (wenn man nur den
oberen Dreiecksanteil einer symmetrischen Matriz betrachtet) zu R™™+D/2, In
diesem Sinn bilden die positiv definiten symmetrischen Bilinearformen eine of-
fene Teilmenge von R™("+1)/2,

Ausserdem gibt es fiir jede positiv definite symmetrische Blinearform (-,-)
0<a<p, sodass

alz]® < (z,z) < Blaf? Vo € R™\ {0}. (26.8)
Beweis. Die zu einer positiv definiten symmetrischen Biliearform (- - - , - --) gehoren-
de quadratische Form 72 hat die Form r%(zy,...,7,) = Zijgijxixj, wobei

gij = (€4, e;) die Eintrige der Gramschen Matrix. Da die Bilienarform nach Vor-
aussetzung positiv definit ist, hat die Einschriinkung von 72 auf S"~! = {v €
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R™ | [u]* = 1} Werte in (0, 00). Da S™! kompakt ist, nimmt die Funktion dort
ihr Minimum « > 0 und ihr Maximum 8 > « an; insbesondere o < 72 (v) <p
fiir v € S”~1. Durch Skalieren von v ergibt sich die gewiinschte Ungleichung fiir
alle v € R™\ {0}.

Fiir jede symmetrische Matrix h;; mit |g;; — hij| < a/2n? ergibt sich nun

fiir die zugehorige quadratische Form ri

a
(@, ) = Z hijeizy = Zgiﬂﬂfrzmij*gij)zi% > azxffﬁﬁ jz|* > 0.

In der durch die Bedingung |g;; — hi;| < «/2n? definierten Umgebung der ur-
spriinglichen positiv definiten Form (-, -) sind also alle Bilinearformen ebenfalls
positiv definit, wie behauptet. O

Nun kénnen wir die gewiinschte Ellipse mit den oben beschriebenen Eigen-
schaften konstruieren.

26.9 Lemma. Sei A € M(n,R™) C M(n,C™) so, dass die Realteile aller Figen-

werte positiv sind. Sei B = (v1,...,v,) eine Basis von C", beziiglich der A Jor-

danform (als obere Dreiecksmatrixz) hat. Falls e > 0 geniigend klein, wird mit der

2u Be = (evy, ... €"y,) gehdrenden quadratischen Form r? gelten: Dyr? - Av > 0

fiir allev # 0, d.h. die Integralkurven zum Vektorfeld v — Av schneiden die von

r2 gehdrende Ellipse E = {v € C" | r2(v) = 1} transversal nach aussen.
Auferdem gibt es dann 0 < a < f3, so dass

ar(v) < Dyr? - Av < Br2(v) v e C".

Beweis. Sei Avy, = ), ;. a;rv;, also ayy sind die Eigenwerte von A (mit positi-
vem Realteil). Dann gilt fiir v = > \;efv;

D,r?A(v) =2R(Av,v).
= 2%(2 EkiiaikAkx)

i<k
=2 Z %(akk)\ka) + 2%(2 ek_iaik)\k)\j).
i=k i<k

Nun ist (Ar,...,An) — S R(arr) |Ax]” eine positiv definite quadratische Form
(beschriinkt durch min{R(axx)} - 3 [Ae|> > 0). Fiir geniigend kleine € > 0
bleibt dann der gesamte Ausdruck positiv und ist von unten beschrinkt durch
a S [\k]? = ap?(v) fiir geeignetes @ > 0. Die Abschiitzung

D,r?Av < Bp%(v) veC”
ergibt sich entsprechend (3 ist bestimmt durch max{R(agx)}). O

Mit den Eigenschaften, die unsere in Lemma gefundene Ellipse hat, soll
nun gezeigt werden, dass die Flusslinien des Vektorfelds x — Ax tatséchlich die
Ellipse eindeutig und in guter Weise schneiden.

26.10 Lemma. Sei A € M(n,R) und E eine Ellipse wie in Lemma [26.9
Dann gilt: fir jedes w € R™\ {0} gibt es genau ein v, € E und ein t € R, so
dass ¢¢(v) = w, wobei t — ¢y(v) die Flusslinie zu ' = Ax mit Anfangswert

do(v) = v.
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Genauer: falls 0 < o < 3 so gewdhlt sind, dass ar?(v) < D,r?- Av < r2(v)
fiir alle v € R™, und p,(t) = In(r(¢:(v))), dann ist fir v #0 p,: R — R ein
Diffeomorphismus mit o < pl,(t) < f Vt € R.

Beweis. Wegen der Eindeutigkeit der Integralkurven, 1auft durch 0 nur die Kon-
stante Integralkurve. Da 72 positiv definit, ist also fiir v # 0 ¢;(v) # 0 fiir alle
t und damit auch r2(¢;(v)) # 0 fiir alle ¢ € R. Somit macht die Definition von
po(t) Sinn fiir alle t € R. Weiter berechnet man

dpy(t) _ Dy, w)re - ¢t(v)" _ Dy, e - Adr(v)
dt rZ(¢(t)) r2(¢(t))

Unsere Abschéitzung an D,r2Av impliziert also, dass 0 < a < pl,(t) < 3. Damit
ist p, streng monoton wachsend, und da die Steigung wie angegeben nach unten
und oben beschrénkt ist, tatséchlich surjektiv rho,: R — R. Fiir jedes w € R"
ist das gesuchte t,, nun das eindeutige t,, € R mit py(t,) = 0, und v, € E ist
b, (w). O

Nun konnen wir Lemma beweisen.

Wegen Lemma ist die Abbildung F x R — R™ \ {0}; (v,t) — ¢¢(v)
bijektiv. Differenzierbare Abhéngigkeit von den Anfangswerten impliziert, dass
diese Abbildung stetig differenzierbar ist. Wir werden gleich Vektorfelder und
Fliisse etwas genauer anschauen um zu schlielen, dass die Abbildung auch eine
differenzierbare Umkehrung hat, also differenzierbar ist.

Die Aussagen von Lemma gelten genauso auch, wenn man A durch
die Einheitsmatrix ersetzt es lauft nur darauf hinaus, dass (-,-) positiv defi-
nit ist. Wenn wir mit dem Fluss von ' = z arbeiten, erhalten wir also ganz
entsprechende Aussagen.

Verkniipft man die Inverse der gerade gewonnene Abbildung £ x R — R™\
{0} fiir A mit der entsprechenden Abbildung fiir id, erhélt man eine Bijektion

h: R"\ {0} — R™\ {0},

welche nach Konstruktion gerade die Flusslinien von ' = Az auf die Flusslinien
von =’ = x abbildet. Diese Abbildung ist ein C''-Diffeomorphismus.

Unsere Abschéitzungen zeigen weiterhin, dass fiir v nahe Null auch h(v) nahe
Null sein wird, und umgekehrt. Man kann die Abbildung A also stetig zu einem
Homoéomorphismus h: R™ — R”™ fortsetzen, mit h(0) = 0.

27 Vektorfelder und Fliisse 11

27.1 Beispiel. Sei A € M (n,R). Wir betrachten die Differenzialgleichung o’ =
Ax.

Thre Losungen konnen zusammengefasst werden zu einer Abbildung, Fluss
genannt,

d: R" X R — R™; (x,t) — ¢(x,t) = ¢(x) = exp(tA) - z.

t — ¢¢(xg) ist also die Losung des Anfangswertproblems ' = Az, x(0) = xg.
Beachte, dass wir aus der Funktionalgleichung (welche man benutzen kann,
da tA und sA kommutieren) fiir jedes ¢, s € R erhélt

¢1(¢s(z)) = exp(tA) - exp(sA)x = exp((s + t)A)x = Ps14(7).



44 Thomas Schick

Diese Eigenschaft nennt man Halbgruppeneigenschaft des Flusses.

27.2 Lemma. Sei X: U — R" ein C'-Vektorfeld, wobei U C R™ offen.

Sei V. C U x (—o0,00) = {(v,t) | t € (av,by)} wobei (ay,b,) das mazimale
Definitionsinterval fiir die Lisung t — ¢¢(v) des Anfangswertproblem x'(t) =
X(z(t)), z(0) = v.

Dann ist V eine offene Teilmenge von U x R, welche U x {0—} enthdlt. Die
Abbildung ¢: V — U x R™; (v,t) — (¢(v),t) ist Ct, und es gilt die Halbgrup-
peneigenschaft

¢1(9s(v)) = Pr4s(v)

soweit alle Ausdriicke links definiert sind (also (v,s) € V und (¢s(v),t) € V).
Insbesondere ist dann auch (v,t+s) € V.

¢ wird der (maximale) Fluss von X genannt (manchmal auch die Komposi-
tion mit der Projektion auf U ).

Ist fiir eint € R U x {t} € V, s0 ist ¢y: U — U ein C'-Diffeomorphismus
mit Umkehrabbildung ¢_.

Beweis. Wir wissen bereits aus einer Ubungsaufgabe dass V', die ,, Kombination“
der maximalen Definitionsbereiche, offen ist. Wegen Existenz und Eindeutigkeit
der Losungen der Anfangswertprobleme ist ¢ sinnvoll definiert. Aus der differen-
zierbaren Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen folgt, dass ¢ stetig partiell
differenzierbar ist.

Betrachtet man t — ¢:45(v), so handelt es sich um eine Losung von 2’ =
X (z) mit Anfangswert 2(0) = ¢,(v). Wegen der Eindeutigkeit der Losungen
folgt die Halbgruppeneigenschaft.

Daraus ergibt sich dann, dass ¢_;(é:(v)) = ¢o(v) = v, somit ist ¢y, soweit
auf ganz U definiert, ein C*-Diffeomorphismus mit inverser Abbildung ¢_;. O

27.3 Korollar. Betrachte in der Situation von Lemma eine Teilmenge
E C U so dass Ex(a,b) CV, so dass E = f~1(0) fiir eine stetig differenzierbare
Funktion f: U — R mit D,f # 0 fir alle v € E. Dann ist ker(D, f) der
Tangentialraum Ty, E an B am Punkt v € E.

Falls gilt, dass X (v) ¢ T,E, dann gilt X(¢i(v)) ¢ Do (v)(T,E) fiir alle
t € (a,b).

Beweis. ¢ ist Diffeomorphismus, und D,¢:(v) - X(v) = Dy¢de(v) - ¢4(v)
X(6¢(v))-

27.4 Aufgabe. Beweise fiir ein geniigend glattes Vektorfeld X: U — R™ (U C
R™ offen) mit Fluss ¢: E x (a,b) wie im Korollar dass tatséichlich D, )¢

X(v) = X(¢(v,1)).

0o

28 Stabilitatstheorie

28.1 Beispiel. Betrachte ein massives Pendel, welches an einem starren Stab
(masselos angenommen) aufgehéngt ist, und in einer Ebene rotieren kann. Das
Pendel unterliege der Schwerkraft, Reibung wird vernachléssigt.

Die Position ist dann durch den Winkel ¢ gegeniiber der senkrechten Position
unten festgelegt. Die Schwerkraft wirkt senkrecht nach unten, wegen des Stabs
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beschleunigt aber nur die Komponente dieses Vektors orthogonal zur Achse.
Sind die Einheiten passend gewéhlt, erhélt man die Differenzialgleichung

¢"(t) = —ksin(¢),
oder, wenn man in ein System erster Ordnung umwandelt
¢ =v, v =—ksin(¢).

Dieses System (mit ¢ € [0,27)) hat genau zwei Fixpunkte: (¢,v) = (0,0)
und (¢, v) = (m,0).

Diese haben qualitativ vollig verschiedenes Verhalten: der untere Fixpunkt
(0,0) ist stabil: beginnt man mit Anfangswerten in der Néhe dieses Anfangsorts-
und geschwindigkeit, erhélt man eine Pendelbewegung mit kleiner Amplitude
und kleinen Geschwindigkeiten; die Bahn bleibt also fiir alle Zeiten nahe bei
(0,0).

Betrachtete man statt dessen eine Bewegung mit Reibung, z.B. beschrieben
durch

¢ =v, v =—ksin(¢)—bv

mit b > 0, so erhélt man einen asymptotisch stabilen Fixpunkt: wenn die An-
fangswerte nahe bei (0,0) liegen, werden die Losungen fiir ¢ — oo sogar gegen
(0,0) konvergieren.

(Dieses System ist speziell dahingehend, dass dies sogar fiir beliebige An-
fangswerte gilt —es ist aber klar, dass man &dhnliche Systeme haben kénnte, wel-
che mehrere asymptotisch stabile Fixpunkte haben, man muss dann tatséchlich
in der Nihe eines Fixpunktes beginnen, um fiir ¢ — oo dorthin zu konvergieren.)

Der Fixpunkt (7, 0) ist dagegen von ganz anderem Charakter: er ist insta-
bil: bei Anfangswerten beliebig nahe an (m,0) wird man sich vom Fixpunkt
(zunéchst) wegbewegen —nur wenn das Pendel genau am Fixpunkt startet,
bleibt es auch dort (praktisch ist dies fast nicht moglich).

28.2 Definition. Sei X: U — R" ein C'-Vektorfeld (U C R" offen), und
¢: V — R" sein Fluss (mit maximalem Definitionsbereich). Fiir € U bezeichne
(az,b;) das maximale Definitionsinterval der Integralkurve durch v, also V N
{z} xR ={z} x (az, bs).

Ein Fixpunkt p € U von X wird stabil genannt, wenn es Ve > 0 ein § > 0
gibt, so dass fiir jedes z € U mit d(x,p) < ¢ gilt, dass

d(¢(z,t) —p) <e  Vte[0,by).
Ein Fixpunkt ist unstabil, wenn er nicht stabil ist.

Wenn ein Fixpunkt stabil ist, kénnen Integralkurven durch Punkte in der
Nihe des Fixpunkts beliebig weit in die “Zukunft” fortgesetzt werden:

28.3 Lemma. Seip € U ein stabiler Fizpunkt wie in Definition . [28.3 Dann
gibt es Ve > 0 ein 0 > 0, so dass fir alle x € U mit d(x,p) < 0 gilt:

by = 00 und d(¢(z,t),p) <e Vt>0.

28.4 Bemerkung. Die Aussage des Lemma impliziert natiirlich auch, dass p
stabiler Fixpunkt ist.
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Beweis. (Beweis von Lemma

Aus der priizisen Form (dem Beweis) des Existenzsatzes fiir Losungen von An-
fangswertproblemen wissen wir, dass wenn man ¢y > 0 geniigend klein vorgibt
ein K > 0 existiert, so dass fiir jedes x € R™ mit d(z,p) < € die Integralkurve
durch z auf dem Zeitinterval [— K, K] definiert ist.

Wihle nun, die Stabilitit benutzend, J so, dass die Integralkurven die min{eg,
Kurve um p nicht verlassen, wenn d(z,p) < J. Wére fiir ein solches = b, < oo,
so wihle t = b, — K /2. Dann ist d(¢:(z),p) < €, also s — ¢s(d¢(x)) definiert
auf [— K, K]. Wegen der Flusseigenschaft ist dann ¢ — ¢¢(z) noch definiert auf
(az,t + K] = (ay, by + K/2], im Widerspruch zur Maximalitidt von b,. O

™

28.5 Definition. Sei in der Situation von Definition 28:2] p € U ein stabiler
Fixpunkt. Er wird asymptotisch stabil genannt, wenn ein 6 > 0 existiert, so dass

tlgglo ¢t($) =p

fiir alle 2 € U mit d(x,p) < 6. Wir benutzen dabei Lemma um zunéchst
zu garantieren, dass fiir geniigend kleines ¢ ¢¢(x) fiir alle ¢ > 0 definiert ist.

Stabilitét ist eine lokale Eigenschaft des Fixpunkts in folgendem Sinn.

28.6 Lemma. Sei X: U — R" ein C'-Vektorfeld und V C U sei offen.

Sei p € V ein Fizpunkt von X (und damit auch von X|v). p ist stabi-
ler/instabiler/asymptotisch stabiler Fixpunkt von X genau dann, wenn er die-
selbe Figenschaft als Fizpunkt von X|y hat

28.7 Satz. Seien ¢’ = X(z) und &’ = Y (x) zwei topologisch dquivalente Vek-
torfelder vermdge des Homdéomorphismus h: U — V mit Fizpunkten p € U und
q €V so dass h(p) = q.

Dann gilt: p ist stabil/asymptotisch stabil/instabil genau dann wenn q die-
selbe Figenschaft hat.

Beweis. Sei p stabiler Fixpunkt. Sei ¢ > 0. Wir miissen zeigen, dass § > 0
existiert, so dass fiir jedes y € V mit d(y,q) < § auch gilt, dass d(¢:(y),q) < €
fiir alle t > 0.

Wiéhle dazu zunéchst (die Stetigkeit von h ausnutzend) e; > 0, so dass fiir
x € U mit d(z,p) < ¢ folgt, dass d(h(z),q) < €.

Nach Voraussetzung findet man dann §; > 0 so, dass fir x € U mit d(z, p) <
81 auch gilt, dass d(¢;X(z),p) < € fiir alle t > 0 (und dass die Flusskurve fiir
alle t > 0 existiert). Wihle nun 6 > 0 so, dass d(h~*(y),p) < 61 falls d(y,q) < 6
(dies geht, da h™! stetig). Sei nun y € V mit d(y,q) < . Da h die topologisch

Aquivalenz implementiert, gilt fiir die Integralkurven ¢} (y) = h(¢X (b= (y))).

Somit d(¢y (y),q) < e, da d(¢f (h™1(y),p)) < e1 (da d(h™"(y),p) < 0).
Die anderen Aussagen werden auf vollig entsprechende Weise bewiesen. [

28.1 Stabilitat in linearen Systemen

28.8 Theorem. Sei A € M(n,R) mit Vektorfeld X(x) = Az. Dann ist 0 der
einzige Fixpunkt von X. Falls alle Figenwerte von A negativen Realteil haben,
ist 0 asymptotisch stabiler Fizpunkt.
Sind die Figenwerte alle < 0, und taucht 0 nicht als Figenwert eines Jordan-
blocks von Griffe > 2 auf, so ist der Ursprung immer noch stabiler Fizpunkt.
Falls ein Figenwert positiven Realteil hat, ist 0 instabil.
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Beweis. Der Fluss des Vektorfelds ist gegeben durch ¢(z,t) = e!“z. Wir wissen
dass wir (ausgehend von der Jordan-Normalform) eine Basis v1, ..., v, von R"

finden konnen, so dass
nk

tJ
tA, ot
eV = Z 7 e Vk—j
j=0
fiir die v mit einem reellen Eigenwert A\ des zugehorigen Jordanblocks, und

tA Ant .
ey, = E 7§R(e Fok_g9j + 1U_2j41)
=07
Nk t
tA Aut .
e gy = g 7%(6 Fok_g9j + 1Up—2j41)
j=0""

wenn vy, +ivg1 Basisvektor (zerlegt in Real- und Imaginérteil) eines komplexen
Jordanblocks mit Eigenwert A\, = ay + 1ok

Wegen der Linearitét ist jede andere Integralkurve Linearkombination der
oben angegebenen Integralkurven.

Um Stabilitét oder asymptotische Stabilitédt oder Instabilitét nachzuweisen
reicht es also (wegen der Dreiecksungleichung) das entsprechende fiir die oben
angegebenen Integralkurven zu tun.

Dies ist nun recht iibersichtlich: wenn R(\) < 0 gilt lim; o, t/e* = 0, und
folglich konvergieren auch die Integralkurven gegen Null.

Ist jedoch R(Ax) > 0, so gilt lim; {eAkt| = o0, und folglich divergiert fiir
jedes € # 0 auch die Integralkurve ¢;(evy) gegen unendlich.

Ist schlieBlich R(\) = 0, so ist |e*+!| konstant, also |e*!6(vy, + ivpr1)| < €
fiir alle ¢, falls § geniigend nahe bei Null. O

28.2 Stabilitat Nichtlinearer Systeme

28.9 Satz. Sei X: U — R" ein C'-Vektorfeld, U C R™ offen und p € U ein
Fizpunkt von X.

Falls die Realteile alle Figenwerte von D, X negativ sind, ist p ein asym-
ptotisch stabiler Fizpunkt von X, falls ein Realteil positiv ist, ein instabiler
Fizpunkt.

Beweis. Wegen Lemma [28.6/ und Satz kommt es nur auf die lokale topolo-
gische Aquivalenzklasse von X nahe p an. Wegen Satz ist das Stabilitéts-
verhalten dasjenige des linearen Systems 2’ = D, X - z. Die Aussage folgt dann

mit Satz 28.8 O

28.10 Beispiel. Betrachte 2’ = (22 — 1)y, ¥’ = (x + 2)(y — 1)(y + 2). Das zu-
gehorige Vektorfeld hat 5 Fixpunkte: (1,1), (—=1,1), (1,-2), (—1,—2), (0,—2).
Plots des Richtungsfelds und von Integralkurven findet man in Betounes, S.
47,48. Auf der Gerade x = —1, z = 1 und auf den Geraden y = —2 und
y = 1 verlaufen Integralkurven, die asymptotisch in den Fixpunkten starten
bzw. enden; man “sieht” asymptotisch stabile” (anziehende) und “instabile”
(abstoflende) Fixpunkte, hierbei ist (—1,—2) z.B. abstofiend, obwohl Integral-
kurven (aber nur genau 2) hineinlaufen, némlich auf der Achse x = —1. (—2,0)
ist stabil, aber nicht asymptotisch stabil, in Umgebung gibt es lauter periodische
Integralkurven die drum herum laufen.
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29 Lyapunov Funktionen

Der Linearisierungssatz zeigt seine Niitzlichkeit darin, dass fiir viele Fixpunkte
die Stabilitat mit Hilfe der Linearisierung auf einfache Weise entschieden werden
kann. Das ganze funktioniert dann nicht, wenn Eigenwerte mit Realteil Null auf-
treten. Eine alternative (genaugenommen etwas allgemeinere) Methode benutzt
sogenannte Lyapunov Funktionen.

29.1 Definition. Sei X: U — R" ein C'-Vektorfeld, U C R™ offen. Sei p C U
ein Fixpunkt von X. Eine C!'-Funktion A: V — R, definiert auf einer offenen
Umgebung V' C U von p heiflt Lyapunov Funktion fur p, falls

(1) p ist striktes (lokales) Minimum von A, also A(p) < A(x) fiir alle p # = €
V.

(2) DyA-X(z) <OfiirallezeV.

Falls sogar D,A - X (z) < 0 fur alle x € V' \ {p}, dann heifit A strikte Lyapunov
Funktion von p.

Ist A eine Lyapunov Funktion fiir p, so gilt D,A = 0, da p MInimum. Weiter
ist (wegen der Kettenregel)

d

D,A-X(z) = DA —
¥ (2) dt

Bu(x) = EA(Bu(x)).

Die Bedingung sagt also, dass entlang von Flusslinien die Funktion A nicht
zunimmt (oder abnimmt, wenn A strikte Lyapunov Funktion ist). Damit das
moglich ist, miissen sich die Integralkurven auf das Minimum zu (oder zumin-
dest “nicht davon weg”) bewegen. Das erklirt, warum man den folgenden Satz
erwarten kann.

29.2 Satz. Sei X: U — R" ein C'-Vektorfeld, U C R™ offen, p € U ein
Fizpunkt von X.

Falls eine Lyapunov Funktion fir p existiert, ist p stabiler Fixpunkt. Falls
sogar eine strikte Lyapunov Funktion existiert, ist p asymptotisch stabiler Fix-
punkt.

29.3 Beispiel. Sei X: R? — R? (z,y,2) — (y(z—1),2(2+1), —2zy). Betrachte

0 -1 0
den (einzigen) Fixpunkt p = (0,0,0). Dann gilt DyX = |1 0 0. Diese
0 0 O

Matrix hat Eigenwerte 0,4, —i, folglich ist der Fixpunkt p nicht hyperbolisch.
Wir setzen nun an A(z,y, z) = 22 + y? + 22. Diese Funktion hat ein striktes
Minimum bei Null, und D, , A = (22, 2y, 22).
Damit ist Dy A - X(z,y,2) = 22y(z — 1) + 2yx(z + 1) — 22 - 22y = 0.
Somit ist A eine Lyapunov Funktion, und mit Satz ist (0,0,0) ein stabiler
Fixpunkt.

Beweis. Beweis von Satz [29.2]

Wir miissen zeigen, dass fiir jedes € > 0 ein 0 > 0 existiert, so dass falls d(z, p) <
d, dann auch d(¢¢(z),p) < efiir allet € [0, b, ), wobei b, das Ende des maximalen
Definitionsintervalls der Losungskurve ¢ — ¢¢(x) des AWP ¢g(x) =, ¢}(z) =

X(¢e())-
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Verkleinere € ggf so, dass B¢(p) C U. Der Rand S(p) dieses Balls ist dann
eine kompakte Teilmenge von U. Nach Voraussetzung ist A(x) > A(p) fiir jedes
x € Sc(p). Da Sc(x) kompakt, nimmt A dort sein Minimum an, also gibt es
¢ > A(p) mit A(x) > ¢ fiir alle x € S(0).

Nutze nun die Stetigkeit von A, um § > 0 zu wihlen, so dass A(y) < ¢
falls y € Bs(p). Fiir einen Anfangswert y € Bs(p) gilt dann fiir die zugehorige
Integralkurve ¢:(y) G A(¢¢(y)) = Dy, ()N $1(y) = Dy, () A X (d¢(y)) < 0 (nach
Definition der Lyapunov Funktion). Also gilt fiir ¢ > 0 A(¢:(y)) < A(do(y)) =
Aly) < e

Wiirde die (stetige) Kurve ¢ — ¢:(y) den Ball B.(p) verlassen, so wiirde
wegen des Zwischenwertsatzes fiir ein tg > 0 ¢y, (y) € Sc(p) gelten (die Kurve
kreuzt den Rand des Balles). Dort gilt aber A(z) > ¢, und A(¢:(y)) < c fiir alle
t > 0. Dieser Widerspruch zeigt, dass die Kurve fiir alle positiven Zeiten im Ball
vom Radius € bleibt. Aus Lemma [28.3] folgt, dass die Integralkurve auf sogar
auf [0, 00) definiert ist.

Ist A sogar eine strikte Lyapunov Funktion, dann sind die Funktionen A(¢:(y))
sogar streng monoton fallend (und falls d(y,p) < ¢, fiir alle ¢t > 0 definiert).

Sei fiir solch ein y z € B.(p) ein Haufungspunkt von {¢:(y) | t € N} (existiert,
da der Ball kompakt ist). Insbesondere gibt es ¢, — oo mit ¢, (y) = z, wegen
der Monotonie von ¢ — A(¢:(y)) ist somit A(z) < A(¢p:(y)) fiir alle ¢ > 0. Falls
z # p, wéhle s > 0, so dass A(¢s(2)) < A(z). Wegen der Stetigkeit des Flusses
gilt dann fiir w geniigend nahe bei z, dass auch A(¢s(w)) < A(2).

Andererseits finden wir ¢ty € N, so dass ¢y, (y) die “geniigend nahe bei z”
bedingung erfiillt (da z Hiéufungspunkt). Somit, wegen der Flusseigenschaft,
A(Dst1,(y)) = A(Ps(Pr,y)) < A(z). Dies steht im Widerspruch zur obigen Be-
obachtung, dass A(¢:(Y))/geA(z) fiir alle ¢ > 0. O

29.4 Beispiel. Falls X(z,y) = (—y+xy—2° —2y?/2, =3y +zy + 2y — xy?/2),
0 -1
0 —-3)°

Geeignete Lyapunov-Funktion ist 222 + (x — y)2. (Wihrend 22 + 32 nicht
funktioniert: beweise dies mit Hesse Matrix).

Problem: Es wird im allgemeinen sehr schwierig sein, eine geeigenete Lyapunov-
Funktion zu finden.

so ist p = (0,0) Fixpunkt, mit Dy X = <

30 Potenzreihenlésungen

In diesem Abschnitt wollen wir nochmal zuriickkehren zu den linearen Anfangs-
wertproblemen fiir reellwertige Funktionen, aber htherer Ordnung, ndmlich vom
Typ

n—1
() + Y ap(t)z®) (t) = b(2). (30.1)
k=0

Wir haben bereits gesehen, dass solche Differenzialgleichungen sich aus phy-
siklaischen Fragestellungen hiufig ergeben (meist zweiter Ordnung, wenn Be-
schleunigungen gegeben sind). Wir wollen nun ein klassisches, aber hiufig sehr
wirkungsvolles Verfahren kennen lernen, um mittels Potenzreihen diese DGI zu
16sen.
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30.2 Satz. Seien in Gleichung die Funktionen ar, (k=20,---n—1) und
b auf einem Intervall (tg — r,tg + ) in konvergente Potenzreihen entwickelbar
(insbesondere sind die Funktionen in diesem Fall dann C™ ). Dann gilt dasselbe
auch fiir die (eindeutige) Losung x: (to—r,to+7) — R des Anfangswertproblems
S oar®z® () = b(t), ¥ (t) = 1 (k = 0,...,n — 1) mit vorgegebenen
Konstanten xq,...,x,_1 € R.

Die Koeffizienten cj, der Potenzreihenentwicklung x(t) = > pe ci(t — to)*
lassen sich induktiv durch Koeffizientenvergleich aus denen von ayp und b bestim-
men.

30.3 Beispiel. Wir betrachten die sogenannte Airysche Differenzialgleichung
2" (t) — tz(t) = 0.

Da as(t) = 1, ag(t) = t und aq(t) = b(t) = 0 alle auf ganz R Potenzreihen
konvergente Potenzreihen sind, gilt dies nach Satz [30.2] auch fiir jede Losung
z(t) = > pe ckt® (wobei wir g = 0 wiihlen).
Setzt man dies in die Differenzialgleichung =" = tx ein, so erhélt man
oo oo
Z(k +1)(k+ 2)0k+2tk = Z cr_1t®.
k=0 k=0

Koeflizientenvergleich liefert also
(k + 1)(/€ + 2)Ck+2 = Ck—1, Vk € N.

Hierbei gilt ¢g = (0) und ¢; = 2’(0), diese beiden Koeffizienten werden also
durch die Anfangsbedingungen festgelegt (oder bleiben unbestimmt), ansonsten

erhélt man
1 1 1
co=0,c3 = ﬁco,al = ﬂcl,% = WCQ...
Man erhélt drei simple Rekursionsgleichungen, die liefern
1 1
Cabt2 = 0ok = o B = ) 3k L T 3T 6 7 3k 3k 1)

Die {iblichen Kriterien zeigen leicht, dass es sich um auf ganz R konvergente
Potenzreihen handelt (dies folgt aber auch bereits aus Satz .

Fiir |¢| klein, kann man auch recht verniinftig mit abgeschnittenen Potenz-
reihen als Approximation an die echte Losung arbeiten (wobei die iiblichen
Kriterien auch Fehlerabschitzungen liefern kénnen).

30.4 Beispiel. Die Differenzialgleichung
o
—=x
1+t
fiir « € R hat im Intervall (—1,1) die eindeutige Losung z(¢t) = (1 + z)* mit
z(0) = 1.
Andererseits folgt aus Satz dass diese Losung dort konvergente Potenz-
reihe ist (da die Neumann-Reihe %th =Y (=1)¥tk auf (-1, 1) konvergiert).
Mit dem entsprechenden Potenzreihenansatz und der Rekursionsmethode
kann man damit die Binomialentwicklung

(A+2)* =34 (e
k)xk

(1+t)2'(t) —az(t) =0 < 2'(t) — (t)=0

beweisen.

1-
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Beweis. (Beweis von Satz : Wir erinnern uns nochmals an den Beweis
fiir die Existenz der Losungen des Anfangswertproblems z/(t) = A(t)x(t) + b(t),
x(tg) = xo mit A: [a,b] — nM(n,R) stetig und b: [a,b] — R"™ stetig.

x: [a,b] — R™ stetig ist genau dann eine Losung dieses Anfangswertpro-
blems, wenn sie Losung der Integralgleichung

t

2(t) = w0 + / A()2(s) + b(s) ds
to

ist. Dies sind wir mit dem Banachschen Fixpunktsatz angegangen. Die Be-

sonderheit bei den linearen Differenzialgleichungen war nun, dass wir beim

Tterieren der zugehorigen Abbildung von Funktionenriumen 7' mit Tx(t) =

(o + f:o b(s)ds) + ftto A(s)x(s)ds =: g(t) + (Kx)(t) folgern konnten, dass

o0

T = K
> K",
k=0

wobei wir zeigen konnten, dass diese Reihe auf ganz [a, b] (in Supremumsnorm,
also im Banachraum der stetigen Funktionen mit sup-Norm) konvergierte.

Sei nun b und A auf [a,b] = [to — r,to + 7] in konvergente Potenzreihen
entwickelbar (d.h., eintragsweise). Dies ist z.B. fiir das sich aus ergebende
System der Fall. Dann ist dies auch fiir g(t) und K¥g(t) der Fall (im zweiten
Fall wendet man Induktion an, und benutzt natiirlich, dass Summen, Produkte,
Integrale von konvergenten Potenzreihen wieder konvergente Potenzreihen sind).

Man muss nun (nur) noch die Ableitungen von K*g(t) berechnen (induktiv
nicht so schwierig) und absolute Konvergenz auch aller Ableitungen der Reihe
Z?;O K*g nachweisen. Dann folgt mit weiteren Uberlegungen aus der Theorie
der konvergenten Potenzreihen, dass auch der Limes z(t) konvergente Potenz-
reihe ist.

O

31 Laplace Tranformation

Wir betrachten noch eine weitere (klassische) Methode, mit der Differenzialglei-
chungen (z.T. auch routineméiBig) gelost werden konnen:

mittels einer (ganz anderen als bisher betrachteten) Art von Transformati-
on werden geeignete Klassen von DGls in algebraische Probleme umgewandelt.
Hierzu dient die Laplace-Transformation.

31.1 Definition. Sei f: [0,00) — R lokal integrierbar und es gebe s € R, so

dass -
/ e Sf(t) dt

0
absolut konvergiere. Da fiir jedes t > 0 die Abbildung s +— e™*" streng monoton
wachsend ist, gibt es dann o € [—00,00), so dass [ e™* f(t) dt konvergiert,
falls s > o, und divergiert, falls s < o.
Der Konvergenzbereich Ky := (o, 00) ist die Menge aller s-Werte, auf denen
obiges Integral konvergiert. Die Laplacetranformierte ist dann die Funktion

st

F:=L(f): Kf—>R;s»—>/ooe*Stf(t)dt.
0
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31.2 Lemma. Die Laplacetransformation ist eine lineare Abbildung f mapstoL(f)
(wobei man natirlich mit den Definitionsbereichen etwas vorsichlig sein muss).

31.3 Beispiel. Fiir die Konstante Funktion 1: [0,00) — R, ¢+ 1 erhalt man

o0 T _sT

1 1

L(1) :/ e %tdt = lim =St dt — lim — — e _1
0

T—oo Jo T—oo 8 S S

fiir s > 0, wéhrend fiir s < 0 das Integral divergiert.
Ahnlich ergibt sich

1

)
sS—a

L(e™) = s € (a,00).

Linearitét impliziert fiir cosh(at) = (e* — e~ *)/2 L(cosh(at))(s) = ==
fiir s > |al.

Definiere die Heavisidefunktion H(t) := 1, falls ¢ > 0, H(t) = 0 falls ¢t < 0.
Damit ergibt sich

LOH)(t —a) =infe*'dt = e /s s> 0.

Rechteckfunktion als Linearkombination von Heaviside-Funktionen. Recht-
eckschwingung als unendliche Linearkombination: beachte Konvergenz fiir glied-
weise Berechnungen ist o0.K..

Um die Laplac-Transformation zur Lésung von Differenzialgleichungen ein-
setzen zu konnen, bendtigt man Informationen iiber ihr Verhalten beziiglich
Differenziation (und anderen elementaren Operationen, z.B. Multiplikation von
Funktionen).

31.4 Satz. Es gilt (fir geeignete Funktionen) fir s >0, s € Ky (oder andere
geeignete s € R)

Induktiv
L0 (s) = sFL(F)(s) = 5F7LF(0) = - = 5742 1(0) = F4 1 (0),

Beweis. Benutze partielle Differenziation fOT e St (t)dt = e=*T f/(T) — f(0) —
[ (—s)emstf£(¢) dt.

Wir erkennen also, dass unsere Formel Sinn macht fiir s > 0 und f’ so,
dass f'(T) durch ein Polynom in T beschrinkt. Erfiillt f’ dies nicht, aber ist es
beschriinkt durch Ce®, so gilt die Formel fiir s > a.

Fiir die hoheren Ableitungen muss man die partielle Integration induktiv
mehrfach durchfithren. Man erkennt, dass man Wachstumsbeschriankungen an
alle involvierten Ableitungen von f stellen muss. O

31.5 Satz. Seien f,g: [0,00) — R stetig mit L(f) = L(g). Dann gilt f = g.
Die Laplace-Transformation ist also invertierbar. Fiir die Inverse ergibt sich
folgende Regel:
Die Laplace-Transformation macht auch Sinn fir s € C, und konvergiert
(absolut) auf R(s) > a, falls Ky = (a,00).
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Fir die Umkehrfunktion ergibt sich dann (fir jedes ¢ > a)

1 o .
ft)=— / el P (e 4 is) ds.
—0o0

211

Wir bezeichnen die Umkehrung der Laplace- Transformation mit L1,

Beweis. Der Satz ergibt sich aus den entsprechenden Eigenschaften der (komple-
xen) Fouriertransformation, wenn man beachtet, dass die Laplace-Transformation
genau die Fouriertransformation, ausgewertet auf der imaginiren Achse, ist.

Die Satze iiber die Fouriertransformation sollen hier nicht bewiesen werden.
O

Weitere Formeln, um mit der Laplace-Transformation rechnen zu kénnen:
31.6 Satz. F = L(f), L(g9) =G.

(1) A}Iznl;'chkeitssatz L(f(at))(s) = LL(f)(s/a) fir a > 0. L71F(s/a) =
af(at).

(2) L(e®f(t))(s) = F(s —a), L7HF)(s —a) = e f(t).
(3) LUf(t=a)H(t —a))(s) = e F(s), A>0

(4) £(f *g)(s) = F(s)G ()
(t)

Hierbei ist fxg fo g(t — 1) dr die Faltung von f und g.

Da die analytischen Details zur Laplace-Transformation hier nicht sauber
ausgearbeitet wurden, wollen wir keinen festen Satz formulieren, sondern ein-
fach an Beispielen zeigen, wie man die Laplace-Transformation zur Losung
von Differenzialgleichungen hoherer fiir reellwertige Funktionen einsetzen kann.
Wir nehmen ab jezt also einfach immer an, dass alle gewiinschten Laplace-
Transformationen existieren und die Regeln wie getan angewendet werden kénnen.
Im Zweifel muss man durch ,,Probe“ tiberpriifen, dass die gefundenen Funktio-
nen Losungen bilden.

31.7 Beispiel. Betrachte AWP u” + au’ 4+ bu = f(t), u(0) = ug, v'(0) = uy,
a, b konstant.
Laplace-Transformation ergibt

(82U — sug — up) + a(sU — ug) + bU = F(s),
also

s+ a)ug + up + F(s)

(
Uls) = s2+as+b

31.8 Beispiel. v’ —9u = e*, u(0) = 1, «/(0) = 0. Die Laplacetransformation
liefert

1
2
U(s) =5 —9U = ——
SU(s) — s —,
also U(s) = (Sf‘fgg;% Man zerlegt nun die rechte Seite mittels Partial-
bruchzerlegung:
s2—s+1 —1/8  7/12  13/24

(s—1)(s—3)(s+3) s—1 s—3 s+3°
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Durch Riicktransformation erhalten wir die Losung u(t) des Anfangswertpro-
blems. Dies ist hier besonders einfach, Linearitét und die bekannte Regel £(e%)(s) =
1/(s — a) benutzend. Man erhlt
1 7 13 _.
= et g L3t 12 -8t
ul) = =gt g

Fiir kompliziertere Beispiele muss man natiirlich mehr Fouriertransformatio-
nen (und Riicktransformationen) kennen. Es zeigt sich, dass dies insbesondere
auch bei einigen unstetigen Funktionen (Heaviside-Funktion, Treppenfunktio-
nen) besonders gut funktioniert.

32 Randwertaufgaben

32.1 Beispiel. Gesucht ist die (stationéire) Temperaturverteilung in einem Stab
(der Lénge L), dessen linke Seite auf Temperatur 7;, rechte Seite auf Tempera-
tur 7). gehalten wird, bei ansonsten gegebener Umgebungstemperatur T,. Die
zugehorige Differenzialgleichung fiir die Temperatur 7' in Abhéngigkeit von der
Position x ist
d*T
dz?
mit den Randbedingungen T(0) = T; und T'(L) = T,..
Wir haben es also nicht mit einem klassischen Anfangswertproblem zu tun:
dann wiirden wir Anfangsbedingungen 7'(0) = T}, 77(0) = b erwarten!
Ahnliche Probleme treten in der Praxis hiufig auf: bei der Berechnung von
Eigenschwingungen einer schwingenden Saite sind die Enden fest eingespannt,

= a*(T(z) — Ty),

Allgemein betrachte man das lineare Differenzialgleichungssystem
a'(t) = A(t)x(t) + b(t),

mit I = [a,b] und A: I — M(n,R) und b: I — R" stetig. Weiter gegeben seinen
t1,...,ty € [a,b] und die “Randbedingungen”

Rpu := Rpu(ty) = pr,k=1,...,n

mit Ry,..., R, € Hom(R™ R) und p1,...,p, € R. Es handele sich also auch
um lineare Randbedingungen.

Das zugehorige Randwertproblem sucht eine Funktion z: I — R", welche
die Differenzialgleichung erfiillt, und so dass gleichzeitig die Randbedingungen
Ryx = pp k=1,...,n erfiillt sind.

Oft wird n = 2 sind, und t; = a, to = b. Dies erkléirt den Term “Randbedin-
gungen”.

32.2 Bemerkung. Das so gestellte Randwertproblem ist nicht immer losbar,
und wenn eine Losung existiert, ist diese im allgemeinen auch nicht eindeutig.
Dabei haben wir vorsichtig auch wieder genau n Bedingungen gestellt.

32.3 Beispiel. u”(¢) + u(t) = 0, u(0) = 1, u(w) = 0 ist unlésbar, denn wir
kennen die allgemeine Losung der Differenzialgleichung: es gilt immer u(t) =
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acos(t) + bsin(t) mit a,b € R geeignet. u(m) = 0 impliziert, dass a = 0, aber
dann ist u(0) = bsin(0) = 0.

Andert man die RAndbedingungen zu u(0) = 1, u(r) = —1, so ist jede
Funktion u(t) = cos(t) + bsin(t) mit b € R eine Losung.

Dagegen hat die entsprechende Randwertaufgabe mit u(0) = a, u(n/2) =b
genau die Losung u(t) = acos(t) + bsin(t).

32.4 Satz. Sei x1,...,x, ein Fundamentalsystem von Lésungen von x'(t) =
A(t)x(t).

Das Randwertproblem x'(t) — A(t)x(t) = b(t), Rex = pa, Ryx = pp ist genau
dann eindeutig losbar, wenn das zugehdrige homogene System

2'(t) — A{t)z(t) =0, Rex =0, Rz =0

nur die triviale Lisung x(t) = 0 besitzt. Aquivalent dazu ist, dass die Vektoren
(Riz1, ..., Roxn), ..., (Ri&n, ... Ryxy) linear unabhingig ist, die von thnen ge-
bildete Matriz also nicht-verschwindende Determinante hat.

Beweis. Sei g(t) eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung, also ¢'(t) =
A(t)g(t) = b(t). Wir wissen, dass jede Losung der inhomogenen Gleichung dann
die Form g(t) + >, Axax(t) mit A\x € R hat.

Gesucht sind nun solche Ay, dass zusitzlich R;(g(t;) + Y. Mexk(t;)) = p;
fir j =1,...,n, also (wegen der Linearitét von R;)

Z)\kijk(tj) =pj— Rjg(tj), j=1...,n.
k

Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir die Ax. Es hat genau dann eine eindeu-
tige Losung (fiir jede beliebige rechte Seite), wenn das entsprechende homogene
Gleichungssystem j >, AgR;jx(t;) = 0 nur die triviale Losung besitzt, oder
dquivalent, wenn die angegebenen Vektoren linear unabhiingig sind (also die
zugehorige Determinante nicht Null ist). O

32.5 Beispiel. Lose 2”(t)—t% = 0, z(0) = 0, (1) = 0. Ein Fundamentalsystem
ist 21(t) = 1, 22(t) = t, eine spezielle Losung erhiilt man mit g(t) = —t*/12. Die
zugehorigen “Testvektoren” sind also (x1(0),22(0)) = (1,0) und (z1(1),z2(1)) =
(1,1). Diese sind linear unabhingig, man erhilt also eine eindeutige Losung
xz(t) = g(t) + ax1(t) + bxa(t), wobei a,b das lineare Gleichungssystem

az1(0) + bx2(0) = —g(0) =0, axi(1) + bxa(1) = —g(1)
16st.

Wie vor, kann man auch bei den Anfangswertproblemen auf einfache Weise
das Prolem “vereinfachen”, hier ndmlich in ein dquivalentes Problem mit pr, = 0
itberfiihren.

32.6 Satz. sei a'(t) — A(t)z(t) = b(t), Rz = 0 eindeutig losbar.

Sei p1,...,pn €ER, und h: I — R™ stetig differenzierbar mit Rph(ty) = px
(fiir ibliche Ry, ty, z.B. wenn die ty alle verschieden sind, wird dies immer
maglich sein).

Dann ist auch die Randwertaufgabe

y'(t) = A()y(t) = b(t) — h'(t) + A(W)A(t),  Rey(te) =0
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eindeutig losbar (mit Lisung y(t)). Die Funktion w(t) := y(t)+ h(t) erfillt dann
w'(t) — A(t)w(t) = b(t), Ryw(ts) = px
ist also die eindeutige Lisung dieses eindeutigen Anfangswertproblems.

Wir betrachten nun speziell die Randwertaufgaben
a”(t) + ar(t)a’(t) + ao(t) = g(t)

mit ay,ap,g stetig. Da p(t) = exp(f:O a1(7) dr) nirgends Null ist, ist obige
Gleichung dquivalent zu

p(t)z" () + p'(O)a' () + p(t)ao(t) = p(t)g(t),

also zu
(p()2'(t))" + () (t) = f(2)
mit q(t), f(t) geeignet.

32.7 Definition. Sind p,q, f: I = [a,b] — R stetig, p sogar stetig diffbar und
positiv, und Ryju = aqu(l) + asu/(a), Rau = Bru(b) + B2u’(b), so nennt man
das Randwertproblem

La(t) = (p(t)2'(t))" + q(t)x(t) = f(t), Riz=0,Rex =0
eine Sturmsche Randwertaufgabe.

32.8 Beispiel. Wir haben bereits gesehen, wie wir vorgegebene Randwert-
probleme (linear der Ordnung zwei fiir reelwertige Funktionen) auf diese Form
bringen kénnen. Von besonderer Relevanz ist noch, beliebige rechte Seiten f
zuzulassen. Dies sind in der Praxis in der Regel duflere Bedingungen, die man
im Problem auferlegt.

Betrachtet man z.B. die Temperaturverteilung im Stab, so erhielten wir fiir
eine konstante Umgebungstemperatur 7, die rechte Seite —a?T),; ist die Aus-
sentemperatur nicht konstant, so muss T, durch die Funktion erstetzt werden,
welche die Aussentemperatur beschreibt. Ahnlich ist es in anderen Problemen
oft f, welches variiert werden muss. Wir wollen nun eine Methode bestimmen,
mit der die zugehorigen Losungen der Randwertaufgaben effizient in Termen
von f bestimmt werden kénnen.

Wir machen dazu generell folgende Voraussetzung: Das homogene Sturmsche
Randwertproblem besitze eine eindeutige Losung.

Sei v1, vy ein Fundamentalsystem von Lx = 0 mit Rjv; = 0, Rovs = 0.
Dazu wihlen wir zunéchst ein beliebiges Fundamentalsystem (u1, us) und setzen
vy = (Ryug)uy — (Ryuq)ug, va := (Rauy)u; — (Raup)us. Wir definieren die
Greensche Funktion

1 (t)va(T)
Glt,7) = {p(a)vwa) ) aStSTSb

NG NG
P(a)W (a) TSt<bH

S
IN

Wobei W (t) = v (t)vh(t) — vi(t)v2(t) die Wronski-Determinante ist. Beachte,
dass auf der Diagonalen die beiden Definitionen iibereinstimmen, G(¢, 7) ist also
eine stetige Funktion. Eingeschriankt auf die beiden Definitionsteildreiecke ist die
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Funktion natiirlich auch zweimal differenzierbar. Fiir die partiellen Ableitungen
nach t ergibt sich im Limes gegen die Diagonale

_ vi(t)va(t) _ ni(t)vs(t)
p(a)W(a) p(a)W(a)’
die Differenz erfiillt also die Sprungrelation 1/p(z), wenn man die folgende Be-
obachtung benutzt:
Fiir die Wronski-Determinante und die Differenzialgleichung Lu = 0 in der

Sturmschen Form Lu = (pu’)’4qu erhilt man folgende Variante der Lagransche-
Identitét.

32.9 Lemma. (p(t)W(t)) =0, also p(x)W (x) = p(a)W(a) fir alle x € [a,b].

Beweis. Man muss einfach mit Produktregel die Ableitung ausrechnen:

d d
—G(t+0,t —G(t—0,t

(pv1vy — puav})’ = v1(pvy)" + v (pva) — v2(pvy) — v5(pvy)
= —v1qua +v1qua =0
O

32.10 Satz. Unter den gemachten Voraussetzungen hat das halbinhomogene
AWP Lz = f, Rix =0, Rox = 0 die eindeutige Lisung

x(t) == /b G, 7)f(r)dr, a<t<hb.

Beweis. Wir wissen bereits, dass die Randwertaufgabe eine eindeutige Losung
besitzt. Wir miissen also nur iiberpriifen, dass x(t) die Randwertaufgabe lost.
Nun ist sicher

t b
m(t):/ G(t,r)f(ﬂdT—i—/ Gt 7)f(7) dr,
somit
t b b
%x(t):G(t,t)f(t)jL/a Gt(t,T)f(T)dT—G(t7t)f(t)+/t Gt(t,T)f(T)dT:/a Gi(t,7)f(7)dr.

Entsprechend erhélt man fiir die zweite Ableitung

2'(t) = Gt(t+07t)f(t)+/

a

t

b
Gur(t,7)F(7) dr—Ga(t—0, )£ (£)+ / Gt 7)f(r) dr.

Beachte, dass sich wegen der Unstetigkeit von Gy(t, 7) die Randterme nun nicht
wegheben. Stattdessen muss man die Sprungrelation anwenden, und erhélt so

b
2(t) = £(1)/p(t) + / Gu(t, ) () dr.
Nun ist
b
Lu=pu +p'el +qu=f(t) + / ()Gt 7) + P (Gt 7) + ()Gt 7) f(r) dr = (1),

da LG(t,7) =0 fiir ¢t # 7.

Weiter ist
b b
Ryvy(a)va(T)
= d = _—
Rix(a) /a RiG(a,7)f(r)dr /a @)W (a)
und entsprechende Rox(b) = 0. O
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33 Ausblick

Die Theorie gewshnlicher Differenzialgleichungen (dynamischer Systeme/autonomer
Systeme) ist mit unserer Einstiegsvorlesung natiirlich noch lange nicht abge-
schlossen. Im folgenden sollen ein paar wichtige weiterfiihrende Themengebiete
aufgezahlt und kurz erldutert werden.

(1) Eigenwertprobleme bei Randwertaufgaben; Entwicklung von Greenfunk-
tion und allgemeinenen Funktionen in Eigenfunktionen.

(2) Stabilitdtstheorie: Zykel, Stabilitit von Zykeln (auch hier wieder mit ge-
eigneten Linearisierungen)

(3) Existenz von Fixpunkten (oder Zykeln), insbesondere aus rein topologi-
schen Griinden

(4) hamiltonsche/symplektische Systeme: spezielle Typen von Differenzialglei-
chungen, die sich in der Physik (klassische Mechanik) ergeben, haben spe-
zielle Eigenschaften (z.B.: Fluss erhiilt das Volumen)

(5) nichtlineare Dynamik; Chaostheorie: Abhéingigkeit von Parametern

(6) Singularitiitentheorie: wie entwickeln sich die Losungen einer gewdhnli-
chen DGI am Ende des Definitionsintervalls (z.B.: Painleve-Problem: gibt
es Singularitidten fiir Newtonsche Mechanik, die nicht durch Kollissionen
entstehen?

(7) Integrable Systeme: Losungen durch Angabe von n Funktionen, die Losungs-
kurven verlaufen auf Niveau-Mengen (auch in unendlich vielen Dimensio-
nen): Eigenschaften untersuchen, Beispiele finden (relevant auch fiir par-
tielle Differenzialgleichungen)

(8) Diskrete dynamische Systeme: wie verhalten sich Abbildungen nach vielen
Interationen?

(9) partielle Differenzialgleichungen

34 Aufgaben

(1) Lose folgende Anfangswertproblem:
(a) =(t)a'(t) +1=0; 2(to) =0
(b) w(t)2/(t) = 3t; 2(0) = 7o
(c) 2'(t) + 2tx(t) = 0; z(to) = 1.

.T/
fL'l
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