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1 Grundlagen zur Topologie

1.1 Bemerkung. Wir werden uns der Einfachheit halber in dieser Vorlesung
meist auf komplexe Vektorriume beschréanken. Ein gut Teil der Theorie funk-
tioniert auch fiir reelle Vektorrdume, und insbesondere bei den Definitionen ist
die Anpassung der Begriffe offensichtlich.

Bei der Spektraltheorie muss man in der Regel aufpassen, da nicht alle Resul-
tate auch fiir reelle Vektorrdume gelten. Ein Beispiel aus der linearen Algebra:
jede komplexe Matrix hat (mindestens) einen komplexen Eigenwert, aber nicht
jede reelle Matrix hat einen reellen Eigenwert.

1.2 Bemerkung. Wer sich nicht mehr erinnert, sollte die Begriffe Metrik, me-
trischer Raum, Cauchyfolge, Vollstindigkeit in seinem Analysisskript oder in
der einschlégigen Literatur nachschlagen.

Ebenso die Begriffe Topologie und Stetigkeit.

1.3 Definition. Liste von wichtigen Begriffen.

(1) Ein metrischer Raum ist eine Menge X mit einer Funktion d: X x X —
[0, 00), welche folgende Eigenschaften hat:

(a) d(z,y) =d(y,s) Ve,y € X
(b) d(z,y) =0 <= z=y
(¢) d(z,y) +d(y,z) > d(x,z) Vo,y,z € X.

(2) Eine Folge (z,)nen in einem metrischen Raum X konvergiert gegen x € X

genau dann, wenn d(x, z,) — 0.

Es gilt: jede Folge hat hochstens einen Grenzwert.
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(3) Eine Folge (z,,) in einem metrischen Raum X heifit Cauchyfolge, falls
ATy, ) 2272250,
In jedem metrischen Raum gilt: jede konvergente Folge ist auch eine
Cauchyfolge.

(4) Ein metrischer Raum X heifit vollstdndig, wenn jede Cauchyfolge konver-
giert.

Beispiel: Q und R sind beides metrische Réume mit d(z,y) := |z —y|. R
ist vollstdndig, nicht aber Q.

(5) Jede Teilmenge eines metrischen Raums wird selbst metrischer Raum,
indem man die Metrik einschriankt. Jede abgeschlossene Teilmenge eines
vollstdndigen metrischen Raums ist selbst wieder vollstandig.

(6) Eine Funktion f: X — Y zwischen metrischen Réumen heifit stetig an
z, falls Ve > 0 36 > 0 so dass fiir alle y € X mit d(z,y) < § gilt

d(f(x), f(y)) <e.

(7) f: X — Y heifit isometrische Einbettung, falls d(f(z), f(v)) = d(x,y) fur
alle x,y € X. Falls f zusétzlich surjektiv, so heifit f Isometrie.

(8) Eine Teilmenge eines metrischen Raums heifit abgeschlossen, wenn ihr
Komplement offen ist. U C X ist offen, wenn zu jedem u € U ein offener
Ball B.(u) := {z € X | d(z,u) < €} existiert, welcher noch ganz in U
liegt.

Der Abschluf} einer Teilmenge A C X ist die kleinste abgeschlossene Men-
ge, welche A enthilt —also der Schnitt aller abgeschlossenen Obermengen
von A; beliebige Schnitte von abgeschlossenen Mengen sind wieder abge-
schlossen.

A heifit dicht in X, wenn der Abschluss von A ganz X ist.

(9) Ein Spezialfall eines metrischen Raums ist ein normierter Vektorraum V.
Ist ein normierter Vektorraum vollstindig, so heifit er Banachraum. Eine
Norm ist eine Abbildung |-|: V — R, so dass |v+ Aw| < |v] + |A] - |w|
Vo,w eV, X eC.

Die Dreiecksungleichung kann man auch umdrehen: in jedem normierten
Vektorraum V' gilt |jv| — |w|| < |[v — w| Yv,w € V.

(10) Seien V' und W normierte Vektorraume. B(V, W) bezeichnet den Vek-
torraum der stetigen linearen Abbildungen von V nach W. Fiir eine li-
neare Abbildung A: V — W definiert man die Operatornorm ||Al| :=
supy,|=1 |Av|. Es gilt [|A]| < oo genau dann, wenn A € B(V, W), und dann
gilt |Av| < ||A]| |v| fiir alle v € V.

1.4 Satz. Sei X ein metrischer Raum. Dann ¢ibt es einen metrischen Raum
X und eine isometrische Einbettung f: X — X so dass f(X) eine dichte Teil-
menge von X und X vollstindig ist. Bis auf Isometrie ist X eindeutig. X heifst
die Vervollstindigung von X.
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Beweis. Eine mogliche Konstruktion habe ich im ersten Semester (in einer Zu-
satzvorlesung) bei der Konstruktion von R mit ausgehend von den rationalen
Zahlen angedeutet: man definiert die Vervollstindigung X als Menge von Aqui-
valenzklassen von Cauchyfolgen aus X.

Eine alternative Konstruktion benutzt, dass R vollsténdig ist. Sie geht fol-
gendermaflen vonstatten:

(1) Fiir zwei Funktionen f, g: X — R definieren wir d(f, ) := sup,cx |f(x), g(x)|.
Beachte, dass d(f, g) = oo méglich ist. Da R vollsténdig ist, gibt es fiir jede
Cauchyfolge f,,: X — R beziiglich dieses Abstands eine Grenzfunktion f.

(2) Zu z € X definiere nun die Funktion d,: X — R mit d,(y) = d(z,y). Es
gilt
A(de,dy) = d(a,y) (15)

fiir alle z,y € X aus folgendem Grund: d,(z) = 0 und d.(y) = d(z,y),
also d(dy,dy) > d(z,y), andererseits gilt d,(z) = d(x, z) < d(z,y)+d(y, 2),
also |d(z,y) — d(z,y)| < d(z,y). Wéhle 2o € X. Setze Y :={f: X - R|
d(f,dy,) < oo}. Dies wird mittels der Supremumsnorm ein vollstindiger
metrischer Raum. Wegen der Dreiecksungleichung und Gleichung ist
die Menge Y unabhingig von der Wahl von zy. Die Abbildung i: X —
Y | z — d, ist eine isometrische Einbettung.

(3) Definiere zu guter Letzt X := i(X). Als abgeschlossene Teilmenge des
vollstdndigen metrischen Raums Y ist sie vollstdndig.

O

1.6 Satz. Die Vervollstindigung eines normierten Vektorraums kann zu einem
Banachraum gemacht werden. Dazu muss man nur die Norm fortsetzen:

1.7 Lemma. Sei f: X — R eine gleichmdipig stetige Funktion, X die Ver-
vollstindigung von X. Dann gibt es eine eindeutige stetige Fortsetzung f: X —

Beweis. Sei * € X. Da X dicht in X, konnen wir eine Folge z,, € X fin-
den, so dass z, ——» x. Wir miissen zeigen, dass f (z,,) eine Cauchyfolge in
R bildet, und dass der Grenzwert dieser Cauchyfolge nicht von der Wahl der
Folge x, mit Grenzwert z abhingt. Die zweite Aussage folgt aus der ersten:
falls ndmlich y,, eine weitere Folge mit lim,,_.., ¥y, = = ist, so kann man auch
die Reifiverschlussfolge (z,,) := (21, y1, T2, Y2, - - -) konstruieren, die ebenfalls ge-
gen x konvergiert. Ist auch f(z,) eine Cauchyfolge, so sind die Grenzwerte der
Teilfolgen f(z,) und f(y,) identisch.

Sei e > 0. Da f gleichmiBig stetig ist, gibt es § > 0, so dass | f(z,,) — f(@m)] <
e wennimmer d(z,,Z,) < . Da (x,) eine Cauchyfolge ist, gibt es N, so dass
fiir alle n,m > N gilt d(z,,, Tm) < 4. O

Um die Norm fortzusetzen, muss man nur noch beachten, dass sie wegen
der Dreiecksungleichung gleichmdfig stetig ist: |||v|| — |Jw|l| < |lv — w||. Wegen
Stetigkeit ist die Metrik auf X von der eben fortgesetzten Norm erzeugt: falls
x,y € X Grenzwerte von (x,) und (y,) in X sind, so

d(z,y) = 0y o d(n, yn) = M |y — yn| = |2 —y].
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1.8 Definition. Ein topologischer Vektorraum ist ein C-Vektorraum V mit
einer Topologie, so dass die Abbildungen

VxV-oVivw—v+w, CxV—oV;(\v)—
alle stetig sind.

1.9 Beispiel. Jeder normierte Vektorraum ist im Sinn von Definition ein
topologischer Vektorraum.

1.10 Definition. Der (topologische) Dualraum eines topologischen Vektor-
raums V ist der Vektorraum V' := {¢: V — C | ¢ linear und stetig}.

2 Hilbertraume

2.1 Definition. Ein Hilbertraum H ist ein C-Vektorraum H mit einem posi-
tiven konjugiert symmetrischen Skalarprodukt (-,-) welches im ersten Eintrag
konjugiert linear und im zweiten Eintrag linear ist, und so dass die induzierte
Norm vollsténdig ist.

Also

1) (v, w) = (w,v) (komplexe Konjugation)

2) (v,v) >0V e H, (v,v) =0 <= v=0.

(1)
(2)
(3) (lambdavy + vo,w) = vy, w) + (vo,w) Yvi,ve,w € H, A € C,
(4) Die induzierte Norm |v| := /{v,v) ist vollstindig.

Wenn nur die Vollstandigkeit nicht erfiillt ist, spricht man von einem Skalarpro-
duktraum oder Prahilbertraum.

2.2 Beispiel. (1) C™ mit Skalarprodukt {(z1,- - ,2zn), (w1, - ,w,)) =D Ziw;
ist ein Hilbertraum. Die zugehorige Norm ist die euklidische Norm.

(2) C.(R), die Menge der komplexwertigen Funktionen mit kompaktem Tréger,
wird Prahilbertraum mit dem L2-Skalarprodukt

- [ T@o(w) da

Dieselbe Formel funktioniert auch fiir Funktionen auf anderen Mengen
(z.B. [a,b], R™), solange sicher gestellt ist, dass die Integrale existieren.

Auf C.(R) hat man die Normen |f], = (Jx |f|p)1/p fir 1 <p < oo. Fiir p =2
erhilt man genau die zum L2-Skalarprodukt gehérende Norm.

Sei (Q ) ein Maﬁraum Dann ist L?(£2, dp) ein Hilbertraum mit Skalarprodukt
=Jof Q ) dp(z).

2.3 Definition. Zwei Vektoren u,v € H, H ein Hilbertraum, heiflen orthogonal
(oder senkrecht) wenn (v, w) = 0. Man schreibt v L w.

Sei U C H ein Unterraum eines Hilbertraums. Das orthogonale Komplement
vonuist Ut :={ve H|v Lu VYueU}.
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2.4 Lemma. FEs gilt der Satz von Pythagoras: falls v L w, so gilt |v+ w\Q =
o + [w]?.

2.5 Satz. Sei (e1,...,e,) ein Orthonormalsystem in H (d.h. (e;,e;) = d;;). Sei
v € H. Dann kdnnen wir versuchen, v beziiglich dieses Orthonormalsystems zu

zerlegen:
v= Z(ei,wei + (v - Z<6i7”>6i) .
i=1

Es gilt dann
2

o = D" e o)l + o = D dei, v)es

Insbesondere gilt die Bessel-Ungleichung

ol > [{ei o)

Beweis. Die erste Gleichung ist trivial, aulerdem gilt (D (e;,v)e;) L (v — > (es,v)e;).
Indem man (n 4+ 1)-mal den Satz von Pythagoras anwendet, folgt die Normglei-
chung und damit auch sofort die Ungleichung. O

2.6 Satz. In einem Skalarproduktraum H gilt die Cauchy-Schwarz Ungleichung:
(v, w)| < [o] - Jwl,
wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn die beiden Vektoren linear abhingig sind.

Beweis. Die Aussage gilt trivialerweise, wenn w = 0. Sonst sagt die Bessel-
Ungleichung

und die Cauchy-Schwarz Ungleichung folgt durch Umstellen.

Alternativer Beweis: wenn 0.B.d.A. v # 0 # w zeigen wir % < 1.Wegen
der Linearitdt konnen wir annehmen, dass |v| = |w| = 1. Indem v durch zv fur
geeignetes z € C mit |z| = 1 ersetzt wird, konnen wir annehmen, dass (v, w) > 0.

Betrachte fiir A € R das Polynom 0 < (v + Aw, v+ Aw) = (v, v) + 2A({v, w) +
A2 (w, w) = 142X (v, w)+ 2. Die Ungleichung ist nur dann richtig fiir alle A € R,
wenn (v,w) <1 (setze A = —(v,w) ein), und wenn (v, w) = 1, wird fiir A = —1
die Null angenommen (dann also v = w). O

2.7 Korollar. Das Skalarprodukt (-,-): Hx H — C ist fiir jeden Prihilbertraum
H stetig.

Beweis. Beachte, dass auch H x H ein metrischer Raum ist —mit Metrik

A((v1,w1), (v2,12)) =\ o1 — 02 + g — s,
und
[(v1, w1) — (va, w2)| < [{v1 — v — 2, w1)|+[(va, w1 — wa)| < [vy — vaf [wi|+]ve| [w1 — wal.

Es folgt, dass die Abbildung (v, w) — (v, w) stetig und auf beliebigen Mengen
der Form Br(0) x Br(0) C H x H gleichmiifig stetig ist. O
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2.8 Satz. Auf der Vervollstindigung eines Skalarproduktraums kann in eindeu-
tiger Weise das Skalarprodukt stetig fortgesetzt werden, auf diese Weise wird
die Vervollstindigung ein Hilbertraum.

Beweis. Hierzu verwenden wir wieder das Fortsetzungslemma [I.7] Wegen des
Beweises von Korollar 148t sich das Skalarprodukt auf den Abschluss der
Mengen Br(0) x Br(0) (eindeutig) fortsetzt. Nimmt man die Vereinigung iiber
alle R € R, so erhélt man die Fortsetzung auf die gesamte Vervollstindigung.

Dazu muss man noch beachten, dass jede konvergente Folge beschrinkt ist,
jeder Punkt in der Vervollstindigung (als Grenzwert einer konvergenten Folge)
fiir geeignetes R > 0 also schon im Abschluss von Br(0) liegt.

Stetigkeit zeigt, dass die erhaltene fortgesetzte Funktion wirklich ein Skalar-
produkt ist, mit welchem die Fortsetzung ein Hilbertraum ist. O

2.9 Lemma. Sei H ein Hilbertraum und U ein abgeschlossener Unterraum von
H. Dann gilt H=U & U*L.

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass U+ immer ein abgeschlossener Unter-
raum von H ist, und U N U+ = {0}. Wihle nun = € H. Dann gibt es ein
eindeutig bestimmtes Element zy € U, welches kleinstmoglichen Abstand zu x
hat.

Sei dazu 1, eine Folge von Elementen in U mit |z, — x| —— d := inf,ey [u — 2|.
Wir zeigen, dass z,, eine Cauchyfolge ist, deren Limes ist dann zy. Nun gilt we-
gen des Parallelogrammgesetzes 2 |ul® + 2 |v]* = |u + v|* + |u — v|?
2= |(zn — 2) — (Tm — x)‘z

=2zn — 2|? + 2|zm — 2? — |-22 + 2y + 20|

|T0 — T

=2z, — x| + 2|2 —2|* — 4|z — (Tn + 2m) /2
2 2 2 M,M—00 2 2 2
<2|zp —x]” + 2|y — x| —4d° —— 2d° +2d° — 4d° = 0.

Da die Folge (z,) beliebig (mit der Eigenschaft |z — x| i) gewiihlt werden
konnte, zeigt man mit einem Reifiverschlussfolgenargument, dass der Grenzwert
x¢ eindeutig ist.

Schreibe nun y := x — x9. Wir behaupten, dass y € U~+. Denn fiir v € U
(und ¢ € R) gilt d2 < |o — (2o + tu)]> = |y — tul® = d2 — 2tR((y, u)) + 2 |u)*.
Das ist nur dann fiir alle t € R moglich, wenn R({y, u)) = 0. Benutzt man /—1t
anstelle von ¢, sieht man, dass auch S((y,u)) = 0, also y L u. Da u € U beliebig,
folgt y € U*. O

2.10 Bemerkung. Die im Beweis des Lemmas behandelte Approximationsei-
genschaft ist natiirlich von grofler Bedeutung in der angewandten Mathematik,
wo es oft der Fall sein wird, dass Daten aus einem sehr groflen Moglichkeits-
raum durch Daten aus einem endlich-dimensionalen Raum approximiert werden
sollen.

Der folgende Satz wird Satz von Riesz genannt.

2.11 Satz. Sei H ein Hilbertraum. Dann liefert v — ¢, mit ¢, (w) := (v, w)
eine Bijektion V. — V'. Diese Abbildung ist komplez-konjugiert linear —also

Qb)\'u - XQS’U .
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Beweis. Jedes ¢, ist linear, und wegen der Cauchy-Schwarz Ungleichung | (v, w)| <
|v| - Jw| auch stetig mit Operatornorm < |v], da ¢, (v) = (v,v) = |v|?, gilt sogar
ldull = |v]. v — ¢, ist wegen der Sesquilinearitéit des Skalarprodukts komplex-
konjugiert linear. Da die Abbildung die Norm erhélt, ist sie injektiv.

Fiir die Surjektivitéit sei 0 # phi € H*. Dann ist ker(¢) # H. Wihle 0 #
r € ker(¢)t, dies geht wegen der Zerlegung H = ker(¢) @ ker(¢)*. Es gilt

ker(¢)t = H/ ker(¢) = im(¢) = C. Setze x4 = ¢@) v Dann gilt:

T =?

(1) Falls u € ker(¢), so ist T'(u) =0 = (x4, u).
(2) Falls A € C dann ¢(Az) = Ad(z) = ($(x) |z] >z, Az) = (g, ax).

(3) Wegen Linearitit stimmt ¢ auf dem von ker(¢) und z, also da ker(¢)+ =
Crx auf ganz H mit ¢, iiberein, somit ¢ = ¢y, .

2.1 Orthogonalbasen

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass fiir endlich dimensionale Hilbertraume
Orthonormalbasen existieren und sehr niitzlich sind. In beliebigen Hilbertrdume
liefert Satz einen ersten Ansatz fiir eine entsprechende Verallgemeinerung.
Wir werden allerdings den Begriff der Basis abwandeln: da wir die Topologie
verwenden konnen, macht es Sinn, nicht nur endliche, sondern auch unendliche
(dann aber konvergente) Linearkombinationen zu betrachten.

2.12 Definition. Eine Orthonormalbasis eines Hilbertraums H ist eine Menge
{ei}ier von Vektoren in H, indiziert durch eine Menge i, so dass

(1) (es,e;) = 0;; fur alle ¢, j € I (es handelt sich also um ein Orthonormalsy-
stem)

(2) Man kann {e;} nicht vergréfern, ohne die Bedingung ,,Orthonormalsy-
stem* zu verletzen.

2.13 Lemma. Die Vektoren in einem Orthonormalsystem sind immer linear
unabhdngig.

2.14 Satz. Ist {e;}icr eine Orthonormalbasis eines Hilbertraums H, dann gilt
fir jedes y € H

y:2<6i;y>€i, |y|2 :Z|<ei7y>|2'

i€l i€l

Dies bedeutet insbesondere, dass die Reihe auf der rechten Seite konvergiert,
falls unendlich viele der (e;,y) # 0. Auflerdem kinnen hichstens abzihlbar viele
der Terme von Null verschieden sein.

Seien umgekehrt \; € C mit ), ; IAil® < 0o. Dann konvergiert Y icr Ai€i in
H.

Es gilt ZM € = ) icr Mi€i genau dann wenn \; = ji;.
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Beweis. Die Besselsche Ungleichung zeigt, dass >, [()ei, y* < ly|? fiir jede
endliche Teilmenge I’ C I. Insbesondere sind nur abzéihlbar viele der Terme von
Null verschieden (diese irgendwie anordnend, kénnen wir von einer gewshnlichen
Reihe indiziert durch N ausgehen).

Auflerdem konvergiert die monoton wachsende beschrénkte Reihe D,/ [{es, y) .
Betrachte nur Y.~ (e;,y)e;, oder allgemeiner Y .o, Ae;.

Mittels Dreiecksungleichung (und Pythagoras) zeigt man

2

n,m— o0

0,

m n
E /\iei - E )\iei
i=1 i=1

also sind die Partialsummen eine Cauchyfolge, und die Reihe hat einen Grenz-
wert iy’ € H.

Es ist noch zu zeigen, dass y' = y. Beachte, dass wir bisher noch nicht
benutzt haben, dass {e;} eine Orthonormalbasis ist, das wird jetzt gebraucht.

Beachte zunichst, dass (e;,y — y') = lim,_oo(ei,y — D pi(Yser)er) =
<ei7y> - <€ia y> =0.

Wegen der Vollstéindigkeit des Orthonormalsystems {e;} gilt y —y’ = 0.

. . . n . n 2
Fiir die Normen beachte || = limy, o [>p_q Ai€i] =limp oo > p_q [N]" =
dier 1N |?, insbesondere erhilt man die richtige Gleichung wenn A; = (e;,y). O

Die Darstellung eines Hilbertraumelements als (unendliche) Linearkombina-
tion beziiglich einer Orthonormalbasis wird Fourierdarstellung, die Koeffizienten
Fourierkoeffizienten genannt.

2.15 Satz. Jeder Hilbertraum hat eine Orthogonalbasis.

Beweis. Wir benutzen (natiirlich, wie fast immer wenn Mengen beliebiger Kar-
dinalitét im Spiel sind) das Lemma von Zorn. Betrachte also die Menge V' aller
Orthonormalsysteme in H. Auf dieser Menge kénnen wir eine partielle Ordnung
durch Inklusion definieren. Falls H # {0}, gibt es auch Orthonormalsysteme,
also ist V # (.

Jede linear angeordnete Untermenge von V hat eine obere Schranke, ndmlich
die Vereinigung aller in ihr enthaltener Orthonormalsysteme.

Nach Lemma von Zorn hat V mindestens ein maximales Element, das ist
per Definition eine Orthonormalbasis. Wir haben die Definition so gewéhlt, dass
Existenz leicht zu zeigen ist, wichtig ist natiirlich dann vor allem Satz O

2.16 Satz. Wir klassifizieren jetzt die Hilbertriume bis auf Isomorphie (von
Hilbertriumen):

Seien Hy und Hs zwei Hilbertrdume mit Orthonormalbasen {e; € Hy}icr,
und {f; € Ha}jer,-

Falls die Mengen I und J die gleiche Mdchtigkeit haben, dann gibt es einen
isometrischen Isomorphismus ®: Hy — Hy (d.h. ® ist linear, bijektiv und ver-
traglich mit den Skalarprodukten).

Beweis. Sei ¢: I; — I5 eine Bijektion. Definiere ®: H; — Hy durch @(Zieh Aig;) =
Zieh eifo) = Zjelz eg—1(j)f5-

Diese Abbildung ist wegen der Parseval Gleichung isometrisch. Die Umkeh-
rung wird entsprechend definiert, also ist die Abbildung auch bijektiv.
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Um die Klassifikation zu Ende zu fithren, muss man noch zeigen, dass zwei
Hilbertrdume nicht isometrisch sind, wenn sie Orthonormalbasen verschiedener
Michtigkeit haben, oder dquivalent, dass jede ONB auf einem festen Hilber-
traum H dieselbe Kardinalitit hat. Man beachte, dass die Hilbertraume mit
endlicher ONB isomorph zu C” sind, und damit fiir verschiedene n nicht iso-
morph.

Fiir den allgemeinen Fall: falls {e;};c;r und {f;}jes zwei unendliche ONBs
eines Hilbertraums H sind, so gibt es fiir jedes i € I eine abzéhlbare Teilmen-
ge J; C J sodass e = >, (fj.€)fj. Umgekehrt gibt es fiir jedes j € J
mindestens ein ¢ so dass (f;, e;) # 0.

Also gilt {J,c; Ji = J. Da jedes der J; hochstens abzéhlbar ist, gilt |J] < [[]:
eine abzihlbare Vereinigung abzihlbarer Mengen ist abzihlbar, ebenso verdndert
sich die Kardinalitéit nicht, wenn man ,,mehr® abzihlbare Mengen vereinigt. Aus
Symmetriegriinden gilt auch |I| < |J], also sind beide Mengen gleichméichtig,.

O

2.17 Definition. Ein Hilbertraum mit einer endlichen oder abzéhlbaren ONB
heifit separabel. Fast alle Hilbertdume, die einem begegnen, sind separabel.

2.18 Bemerkung. Ein metrischer Raum X heifit separabel, wenn es eine
abzdhlbare dichte Teilmenge gibt. Fiir Hilbertriume stimmen die beiden Se-
parabilitdtsbegriffe iiberein.

2.19 Bemerkung. Mit Hilfe des Gram-Schmidt Verfahrens kann man abzéhl-
bare Orthonormalsysteme konstruieren. Insbesondere hat man fiir separable Hil-
bertrdume einen konstruktiven Beweis fiir die Existenz einer Orthonormalbasis.

2.20 Beispiel. (1) Definiere 1?(Z) := {(an)nez | an € CY, oy lan|” < oo}
Dies wird ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt ((a,), (bn)) = >, cz Gnbn.
12(Z) enthilt [2(N) in offensichtlicher Weise als abgeschlossenen Unter-
raum.

Man hat in offensichtlicher Weise die Orthonormalbasis (e, )ncz, wobei e,
die Folge ist, die nur an der n-ten Stelle den Eintrag 1, sonst iiberall Null,
hat.

Dies ist der Prototyp eines separablen Hilbertraums.
Natiirlich sind auch [2(Z) und ?(N) isomorph.

Wir betrachten trotzdem die verschiedenen Ridume, weil z.B. lineare Ab-
bildungen in den verschiedenen Bildern verschieden gut zu beschreiben
sind.

Sei T': 1?(Z) — 1*(Z) durch ,, Verschieben nach rechts“ gegeben, also T'(a,,) =
(b,) mit b, = a,—_1. Dies ist offenbar eine Isometrie. Durch Einschrinken
induziert T auch eine Abbildung T': [?(N) — [?(N). Diese hat aber ganz
andere Eigenschaften, insbesondere ist sie nicht surjektiv.

2.2 Fourierreihen

Hier soll nun ganz kurz ein weiteres Beispiel betrachtet werden:
Wir wollen jetzt 2m-periodische Funktionen auf R untersuchen.Es sei z.B. Cp,(R)
die Menge der 27-periodischen stetigen Funktionen. Es reicht natiirlich aus, eine
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solche Funktion auf dem Intervall [0, 27] zu kennen. Wir definieren das Skalar-

produkt
2m

| fg(t)dt  f,g € Cp(R).

Die Vervollstindigung beziiglich dieses Skalarprodukts ist dann (per Defini-
tion) L2(R), isomorph zu L?([0, 27]).

Besonders wichtige periodische Funktionen sind exp(int) € Cp°(R) fiir n €
Z, mit Real- und Imaginérteil gegeben durch cos(nt) bzw. sin(nt).

Man rechnet sofort nach, dass

(exp(int), exp(imt)) = /27T exp(—int+imt) dt = {i(ml_n)(exp(%'i(m —n) —exp(0) =0 m #n
0 5 m=mn

so dass wir also nach Normieren ein Orthonormalsystem erhalten, mit e, (t) :=
exp(int)/ V27, Behauptung, die gleich diskutiert werden soll: es handelt sich
sogar um eine Orthonormalbasis.

Gegeben eine periodische Funktion f, liegt es nun nahe, ihre sogenannte
Fourierzerlegung

1 .
5o S (ens f) explint).
™
neZ

Die Idee hierbei (zuriickgehend auf Fourier) ist, die ,schwierige* periodische
Funktion f durch die gut verstandenen Sinus- und Kosinusfunktionen auszu-
driicken.

Frage bleibt: fiir welche f und in welchem Sinn konvergiert die Fourierreihe?

Diese Frage ist im allgemeinen (wenn f z.B. eine beliebige periodische Funk-
tion ist) fiir den Begriff der punktweisen Konvergenz nur sehr schwer zu beant-
worten.

Wir haben allerdings folgende Antwort: Da die e,, eine Orthonormalbasis
von LZ(R) bilden, konvergiert die Fourierreihe fiir jede Funktion aus L2(R),
insbesondere fiir jede stetige Funktion, im Sinne der L2-Konvergenz. (Fiir eine
ganze Reihe von Fragen ist dies adidquat).

Noch zu beweisen bleibt:

2.21 Satz. {e,} bildet eine Orthonormalbasis von LZ(R).

Beweis. Da die e, ein Orthonormalsystem bilden, muss man nur noch zeigen,
dass dieses System nicht vergrofiert werden kann. Sei also u € Lf, (R) orthogonal
zu allen e,,. Wir miissen zeigen, dass u = 0.

Der Beweis soll aus Zeitgriinden hier nicht gefithrt werden. Ublicherweise
wird man so vorgehen, dass man zunéchst von einer grofien Klasse von Funk-
tionen zeigt, dass sie im von den {e,} erzeugten Unterhilbertraum liegen (also
im Abschluss des Vektorraum-Erzeugnisses).

,Gentigend* viele heifit dann, dass die Klasse von Funktionen bereits dicht
in L2(R) liegt.

Als Klassen von Funktionen bieten sich z.B. an: Cp°(R) oder C},(R) oder der
von den Treppenfunktionen erzeugte Vektorraum von Funktionen. O
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3 Banachriume

3.1 Beispiel. (1) Sei X metrischer Raum. Cp(X) := {f: X stevie, ¢ | 1fly =
sup{|f(z)|} ist ein Banachraum.
(2) Das gleiche gilt fiir die Teilmenge Co(X) := {f: X stetie, ¢ | 1f] ==

0}. Hierbei bedeutet |f| —— 0, dass fiir jedes € > 0 eine Kompakte
Teilmenge K C X existiert, so dass |f(x)| < € fiir alle x € X \ K.

Co(X) ist der Abschluss von C.(X) := {f € Cp(X) | supp(f) kompakt}.
(3) 1> := Cy(N) = {(ap, a1,...) | sup,, |an| < o0}, ¢o := Co(N) = {(a1,az,...) |

lim,,, a, = 0}.

3.1 Crashkurs durch LP-Riume

Sei Q) eine Menge, R(2) ein Vektorraum von (komplexwertigen) Funktionen auf
Q, auf welchem ein Integral [,: R(€2) — C definiert sei.
Folgende Eigenschaften sollen gelten:

(1) Das Integral ist linear.

(2) Das Integral ist positiv, also falls f € R(2) mit f(z) > 0 fiir alle x € €,
dann auch [, f > 0, und nur falls oben [ f =0, so f = 0.

(3) R() ist abgeschlossen unter komplexer Konjugation und unter punktwei-
ser Multiplikation.

Dann definiert (f,g) := [, f(z)g(z) ein ,,L*”*-Skalarprodukt auf R(9).

Wir definieren den Hilbertraum L?(€2) (beziiglich des gegebenen Integralbe-
griffs) als Vervollstandigung von R(2) beziiglich dieses Skalarprodukts.

Zusétzlich kann man die Positivitéit abschwéchen: falls es Funktionen gibt,
so dass [, |/I> = 0, so muss man statt R(€2) den Quotientenraum R(Q)/N
benutzen, wobei N := {f € R(Q) | [, /> = 0}. (Aufgabe: beweise mittels
Positivitdt, dass N ein Unterraum ist).

Beispiel: stetige Funktionen mit kompaktem Triager auf R und ein elementa-
res Integral wie das Riemann-Integral, dasselbe auf R™ oder geeigneten Teilréum-
en A.

Man erhiilt so recht einfach den Hilbertraum L?(A), nicht so schén ist, dass
man es mit dieser Konstruktion nicht mit Funktionen, sondern mit Elementen
der Vervollstéandigung zu tun hat.

Weitere Beispiele liefert die Mafitheorie: hier kann man fiir jeden Mafiraum
(Q, ) auf recht einfache Weise einen Raum R(£2) von elementar integrierba-
ren Funktionen zuordnen (z.B. Treppenfunktionen); wieder kann man abstrakt
L2(, u) als Vervollstindigung definieren.

(1) R(R) erfiille zusitzlich, dass |f|° € R(X) falls f € R(X) und 1 < s < cc.

Dann kann man fiir 1 < p < oo die LP-Norm auf R(X) als

7l = ( / |f|”>1/p; /€ R(®)
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definieren. Man zeigt, dass es sich um eine Norm handelt, durch Vervollstandigen
erhélt man dann den Banachraum LP(2).

Wir wollen hier die wichtigsten Eigenschaften der Rdume L?()) zusammen-
fassen.

3.2 Beispiel. Denken sollte man insbesondere an LP(R), oder LP([a,b]), oder
LP(R™) oder IP(N), alle als Vervollstiindigung der Menge der stetigen Funktionen
auf mit kompaktem Tréger (auf N auch als abbrechende Folgen bekannt).

(1) Es gilt |fgl, < [fl,lg], fir alle f,g € R(S). Insbesondere erhilt man
eine durch Fortsetzung eine stetige bilineare Abbildung LP(Q) x L1()) —
LY(Q).

(2) Es gilt tatsichlich |f + g|, <|fl, +1gl,-
(3) LP(Q) ist vollstindig.

3.3 Bemerkung. Die Sétze von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz und von
Fubini iiber Integration auf Produktridumen ergeben sich nicht so einfach fiir
unsere nur durch Vervollstindigung gewonnenen L'-Raume. Fiir deren Beweis
braucht man direkte Information iiber die Konstruktion des Integrals, statt
nur einige wenige abstrakte Eigenschaften: die Mafitheorie ist eben doch nicht
sinnlos.

Mit der Mafitheorie erhdlt man aufer dem echte Rdume von Funktionen,
statt der abstrakten Vervollstdndigung. Nachteil: die Vollstédndigkeit der kon-
struierten Rdume muss mithsam bewiesen werden (Satz von Riesz).

3.4 Beispiel. Spezielles Beispiel ist IP(N).

Hier gibt es aber eine besonders schéne konkrete Beschreibung: [P(N) =
{(a1,a2,...) | a; € C, (32, la;|")"/" < oo}. Man muss natiirlich dann bewei-
sen, dass mit dieser Beschreibung genau eine Vervollstéindigung des Raums der
abbrechenden Folgen ist.

3

3.2 Grundlegende Definitionen und Eigenschaften von Ba-
nachriumen

3.5 Definition. Seien X und Y normierte Vektorrdume. Setze B(X,Y) :=
{T: X - Y | T linear und stetig}. Definiere fiir T € B(X,Y") die Operatornorm

zeX\{0} || .

Dies macht B(X,Y’) zu einem normierten Vektorraum. Falls Y ein Banach-
raum ist, dann auch B(X,Y).

Der Dualraum X' ist ein spezielles Beispiel: X' = B(X, C). Da C vollstéindig
ist, ist X’ immer vollstéindig.

Falls T € B(X,Y)und S € B(Y,Z),s0 gilt SoT € B(X,Z) und ||SoT| <
11S) - 11T

Falls insbesondereY = X, so wird B(X,X) =: B(X) sogar zu einer C-
Algebra, wobei das Produkt durch die Verkniipfung gegeben wird.
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3.6 Definition. Eine lineare Abbildung 7': X — Y zwischen zwei normierten
Vektorraume heift Isomorphismus, wenn Sie bijektiv ist und sowohl T" als auch
T~ stetig sind. Isometrische Isomorphismen erhalten zusitzlich die Norm.

Zwei Normen ||z ||, und ||z||, auf demselben Vektorraum X heifien dquivalent,
wenn id: (X, ||-|[;) — (X, ||-2]]) ein Isomorphismus ist. Dies ist dquivalent dazu,
dass es 0 < C,C" gibt, so dass < |z|; < |z], < C|z|, fiir alle z € X.

3.7 Satz. Auf einem endlich dimensionalen Vektorraum sind alle Normen dqui-
valent.

3.8 Definition. Sei X normierter Vektorraum und U C X ein abgeschlossener
Unterraum. Dann wird der Quotientenraum X /U zu einem normierten Raum,
indem man

|z +U|:=inf{|lx+u||ueU}

definiert.
Falls X ein Banachraum war, dann gilt dies auch fiir X/U.

3.3 Der Satz von Hahn-Banach

Wir haben festgestellt, dass der Dualraum eines Hilbertraums H konjugiert
linear isometrisch zu H selbst ist. Fiir allgemeinere Rdume kénnte der Dualraum
dagegen a priori nur sehr wenige Elemente (gar nur das Nullelement) enthalten.
Dies geschieht nicht, und das wird hier bewiesen.

Leider kann man solche Funktionale in dieser Allgemeinheit nicht konstru-
ieren. Der reine Existenzbeweis benutzt statt dessen das Lemma von Zorn.

3.9 Satz. Sei X ein reeller Vektorraum und p: X — R eine konvexe Funktion,
d-h. p(Az + (1 = N)y) < Ap(x) + (1 = N)p(y)-

Sei Y C X ein Unterraum und ¢: Y — R eine lineare Abbildung mit ¢(y) <
p(y) fir alley €Y.

Dann gibt es eine lineare Abbildung A: X — R welche \ fortsetzt, und so
dass ebenfalls A < p.

Beweis. Idee: wir setzen A auf immer grofiere Unterrdume fort, und zeigen mit
Lemma von Zorn, dass man damit den ganzen Raum X erreichen kann.

Sei also z € X \' Y und Y’ der von Y und z erzeugte Unterraum. Wir
berechnen zunéchst fiir u,v € Y, a,b >0

a

ad(u) + bo(v) =¢(au + bv) = (a + b)¢(mu + mv)
S(a+b)p(aib(u— bz) + aib(v+az))

<ap(u — bz) + bp(v + az).

Umgestellt heifit dies

(=p(u = b2) + d(u)) < = (p(v + az) — ¢(v))

S| =
SHN

Wiihle nun r € R so, dass fiir alle a,b > 0, u,v € Y gilt

(-plu—b2) +9W) <7< (plo+az) ~6()),  (310)

S| =
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z.B. als Supremum der linken Seite. Setze ¢'(z) := r und setzte ¢ so linear zu
¢' auf Y’ fort. Ungleichung impliziert sofort, dass X' (z) < p(x) fiir alle
zeY'.

Wir definieren nur auf der Menge aller (A\,Y), ¥ Unterraum von X und
A:Y — R linear mit A < p die partielle Ordnung (A, Y) < (V,Y”) falls Y C Y’
und X |y = A. Jede linear geordnete Teilmenge (\;,Y;) hat eine obere Schranke,
mit YV 1= |J,.; Y und Mz) := A\(x) fiir x € Y, wobei ¢ so gewiihlt ist dass
r €Y.

Nach Lemma von Zorn gibt es mindestens ein maximales Element (A,Y).
Hierfiir muss Y = X sein, weil man sonst A noch vergréfiern konnte, im Wider-
spruch zur Maximalitét. O

icl

3.11 Satz. Sei nun X ein komplexer Vektorraum mit UnterraumY, ¢: Y — C
linear und p: X — R erfille p(ax + by) < |a|p(z) + |b| p(y) fir alle x,y € X,
a,b € C mit |a|+1b] = 1. Es gelte |A\| < p. Dann gibt es eine lineare Fortsetzung
A: X — C von A mit |A] < p.

Beweis. Der Fall wird auf den reellen Fall zuriickgespielt, mit der Beobachtung,
dass R(A) ein reelles Funktional ist, man umgekehrt aus einem reellen Funktional
¢: X — R in eindeutiger Weise durch A\(z) := ¢(z) — i¢(iz) ein komplexes
Funktional mit ®(\) = ¢ machen kann.

Hat man ¢(x) mit |phi(z)| < p(x) gefunden, so beweist man zu guter letzt
[A(2)|] < p(z), indem man z € C mit |z| = 1 wihlt so dass |A(z)| = 2zA(z) =
A(zz) = R(A(z22)) = ¢(22) < p(2z) = p(=). 0

3.12 Korollar. Sei X normierter Vektorraum und Y ein Unterraum, \ € Y.

Dann gibt eine Fortsetzung zu einem stetigen Funktional A € X' mit ||A|| = |||
Beweis. Definiere p: X — R durch p(z) := ||| - |z| und wende die obigen
Theoreme an. O

3.13 Korollar. Sei X normierter Vektorraum und v € X. Dann gibt es A € X'
mit ||A]] = 1 und A(z) = |z|.

Beweis. Sei Y der von z erzeugte 1-dimensionale Unterraum von X und das
lineare Funktional A\: Y — C durch A(z) := |z| festgelegt. Es folgt ||A]| = 1.
Wende nun Korollar B.12] an. O

Man kann also jeden Vektor z mit Hilfe eines geeigneten Elements von X’
vom Nullvektor unterscheiden. Es geht sogar noch etwas besser:

3.14 Korollar. Sei Z ein Unterraum eines normierten Vektorraums X und
y € X mitdy,Z) .= inf{ly—=z| | 2z € Z} = d. Dann gibt es ¢ € X' mit
ol <1, ¢(y) = d und ¢z = 0.

Beweis. Definiere zunéchst A auf dem von Z und y erzeugten Unterraum. Mit-
tels der Definition von d und Dreiecksungleichung folgt, dass A stetig ist. Benutze
dann Korollar B.12 O
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3.4 Bidualraum

Wir haben nun gesehen, dass es fiir jedem normierten Vektorraum X sehr viele
Element im Dualraum X' gibt.

3.15 Definition. Nun ist X’ selbst ein Banachraum , hat also solcher also auch
einen Dualraum. Dieser heifit Bidualraum X".

3.16 Satz. Sei X ein normierter Vektorraum. Dann definiert die Abbildung
ji X = X"z (¢ d(a))

eine isometrische Injektion von X in seinen Bidualraum..

Beweis. Es gilt [|j(z)| = supgexn (o} % < supy % < |z|. Andererseits

gibt es nach Hahn-Banach ein ¢ € X’ mit |¢(z)| = ||@]| - |x|, so dass [|j(x)| = |z|.
Also ist j eine isometrische Injektion. O

3.17 Definition. Falls die kanonische isometrische Injektion X — X’ ein Iso-
morphismus ist, dann heifit X reflexiv.

3.18 Beispiel. Jeder Hilbertraum ist reflexiv. Dies folgt sofort aus dem Satz
von Riesz iiber den konjugiert-linearen Isometrie H — H’. Die Komposition der
beiden konjugiert linearen Isometrien H — H’ — H" ist ein linearer isometri-
scher Isomorphismus.

3.5 Baire-Kategorietheorem und Folgerungen

3.19 Lemma. Sei X ein vollstindiger metrischer Raum. Seien fir n € N
B(xp, €,) a abgeschlossene Bille mit

(1) €, >0 aber ¢, =20
(2) B(xpi1,€nst1) C B(xp,€,) fiir allen € N.
Dann gibt es genau ein x € X mit © € By, (e,) fir alle n € N.

Beweis. Die Folge x,, ist eine Cauchyfolge, da fiir N < n < k d(zy, zx) < 2eny —
weil sowohl B, (ep) also auch By, (ex) C By, (eén), dann Dreiecksungleichung.
Wieder wegen der Dreiecksungleichung hat der Limes z die gewiinschte Eigen-
schaft.

Eindeutigkeit folgt, da jeder andere Punkt y positiven Abstand r von z hat,
und damit nicht in B, (z,) liegen kann, falls ¢, < r/4 (da z € B, (z,)). O

3.20 Satz. Satz von Baire

Sei X wollstindiger metrischer Raum. Falls Ay, As, - -+ abgeschlossene Teilmen-
gen von X und falls | J,, oy An einen offenen Ball enthilt, so muss schon eines
der A,, einen offenen Ball enthalten.

3.21 Beispiel. Versuche, in R" eine offene Teilmenge als abzéhlbare Vereini-
gung von abgeschlossenen nirgends dichten Teilmengen (die also keinen offenen
Ball enthalten) zu schreiben.
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Beweis des Satzes von Baire. Fiir einen Widerspruchsbeweis nimm an, es gibt
solch einen Ball By = B(xg,€) € |JA,. Nach Widerspruchsannahme ist By
nicht ganz in der abgeschlossenen Menge A( enthalten. Also gibt es einen ab-
geschlossenen Ball By C By, so dass By N Ag = (). Wir kénnen den Radius von
By kleiner €y/2 wéhlen.

B; ist nach Widerspruchsannahme nicht ganz in A; enthalten. Induktiv
konstruieren wir so By D By D - mit B, N A, = . Wegen Lemma gibt es
einen Punkt x € () By, also ¢ |J A,. Andererseits natiirlich auch z € By C
J A, Dies ist ein Widerspruch. O

3.22 Satz. (Satz von der gleichmdif$igen Beschrinktheit) Sei X ein Ba-
nachraum und 'Y normierter Raum. Sei F C B(X,Y). Fir jedes x € X gebe es
Cy mit |T(z)| < Cy fiir alle T € F.

Dann gibt es C > 0 so dass ||T|| < C fiir alle T € F.

Beweis. Setze B, := {x € X | |T(z)] < nfiir alle T € F}. Dann gilt nach
Voraussetzung X = J,,cy Bn. Wegen der Stetigkeit der T ist jedes B, abge-
schlossen. Nach dem Satz von Baire enthilt eines der B, einen offenen Ball
B, (zp). Dann gilt fir jedes x € X \ {0} und T € F

< 2 |z| (‘T( rT ~ 20)

r 2 |x|

rT
2 ||

_ 2k o)) < 25 (0 7))

r

T(x)]

T(5—)

O

3.23 Satz. (Satz von der offenen Abbildung) Secien X,Y Banachriume
und T € B(X,Y) sei surjektiv. Dann ist T(U) CY offen fiir jede offene Teil-
menge U C X.

Beweis. Fiir jedes € U muss man zeigen, dass T(U) einen offenen Ball um
T(x) enthélt. Dazu darf man U auch Verkleinern, also reicht es, U = B,(e)
zu betrachten. Da B, (e) = = + By(e) und wegen der Linearitét von T' genauso
T(By(e)) = T(x) +T(By(e€)), und da Translate von offenen Mengen offen sind,
geniigt es, U = By(e) zu betrachten. Wir miissen also zeigen, dass es r > 0
gibt mit By(r) C T(By(e)). Nun gilt aber (wieder wegen Linearitéit) T(By(e)) =
€T (By(1)).Enthilt also ein T(By(r)) einen offenen Ball um Null, so alle.

Noch besser: enthélt ein T'(By(r)) irgendeinen offenen Ball Brp(,,(s), so
enthilt T'(Bo(2r)) den Ball By(s).

Es geniigt also, zu zeigen, dass mindestens eines der T'(By(n)) einen offenen
Ball enthélt. Nun ist T surjektiv, also Y = |JT(By(n)). Damit enthilt wegen
des Satzes von Baire mindestens eines der T'(By(n)) eine offene Teilmenge. Wir
miissen nur noch den Abschluss durch die Menge selbst ersetzen.

Genau wie oben kénnen wir durch Skalieren und Translation annehmen, dass
B, C T(By(1)). Es reicht also, zu zeigen dass T(Bg(1)) C T(By(2)).

Sei also y € T(By(1)). Wihle 71 € Bo(1) mit |T(z1) —y| < ¢, also y —
T(x1) € Bo(e/2) C T(By(1/2)). Wéhle nun 25 € By(1/2) mit (y — Tay) —
Txy € Bejs. Induktiv finde 41 € Bo(1/2") mit (y — >0 Ta;) — Tanyr €
By(27""'€). Dann existiert x = Y 2 #, € Bound y = > oo Tz, = T €
T(Bs). O

3.24 Korollar. Seien X,Y Banachriume und T € B(X,Y) bijektiv. Dann ist
die inverse Abbildung ebenfalls stetig.
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Beweis. Sei S:Y — X die Inverse von T. Es ist zu zeigen, dass fiir jedes
U C X offen auch S~1(U) offen ist. Da S und T invers zueinander sind, ist
S—HU) =T(U). O

3.25 Definition. Sei f: X — Y eine Abbildung. Der Graph von f dies die
Teilmenge {(z, f(z)) e X xY |z € X} C X x Y.

3.26 Satz. Seien X,Y Banachriume und T: X — Y linear. Es gilt: T ist
stetig genau dann wenn der Graph I'(T) von T eine abgeschlossene Teilmenge
von X XY ist.

Beweis. Da T linear, ist I'(T) ein Unterraum des Vektorraums X xY = X @Y.
Nach Voraussetzung ist I'(T") abgeschlossen. Da X @Y selbst ein Banachraum
ist, ist auch I'(T") ein Banachraum (mit Norm |(z, Tx)| = |z| 4+ |Tx]).
Betrachte nun die Abbildung p;: I'(T) — X;(x,Tx) — z. Dies ist eine
bijektive stetige lineare Abbildung, also ist auch die Umkehrung stetig. Also
gilt T'=py o pl_1 ist stetig als Verkettung stetiger Abbildungen. O

3.27 Korollar. (Satz von Helliger-Toeplitz)
Sei H ein Hilbertraum und A: H — H linear mit (Az,y) = (z, Ay) fir alle
x,y € H. Dann ist A stetig.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

3.6 ,,Grofle* von Banachraumen

3.28 Theorem. Jeder endlich dimensionale normierte Vektorraum ist iso-
morph zu C™, und die Norm ist dquivalent zur Standard-Norm, insbesondere
ist jeder endlich dimensionale normierte Raum automatisch vollstindig.

Beweis. Dies ist ein Resultat aus Diff 2; es wird benutzt, dass der Einheitsball
kompakt ist. O

3.29 Satz. Ein normierter Vektorraum X hat genau dann einen kompakten
abgeschlossenen Finheitsball, wenn er endlich dimensional ist.

Beweis. Falls X endlich dimensional ist, wende Satz an und dann den Satz
von Heine-Borel ein C”.

Fiir die Umkehrung: Wir konstruieren eine Folge (x1,xs,...) ohne konver-
gente Teilfolge. Wihle 21 € X mit |z | beliebig. Sei U; der von {z1} erzeugte Un-
terraum. Wahle nun mit folgendem Lemma x5 mit |22 = 1 und d(x2,Ur) > 1/2.

Sei Uy der von 1 und x5 erzeugte Unterraum. Mit demselben Grund kann
x3 mit |z3| = 1 und d(z3,Usz) > 1/2 gefunden werden. Induktiv erhalten wir die
gewiinschte Folge (z1,xa,...). O

Wir benutzten folgendes Lemma (iiber den Platz, der in einem normierten
Vektorraum vorhanden ist):

3.30 Satz. Seien X normierter Vektorraum und vy,...,v, € X mit |v;] > ¢ >
0. Falls X nicht der von vy, ...,v, aufgespannte Raum U ist, gibt es x € X mit
|z] <1 und d(z,U) > 1/2.



Kurz-Skript zu Funktionalanalysis I 19

Beweis. Wihle dazu zunéichst 2 € X \ U. Da U endlich dimensional und somit
abgeschlossen, ist d := d(z,U) > 0 (sonst ldge x in Uy = Uy). Also ist d < 2d,
also gibt es u; € U mit |z — uq| < 2d. Setze x2 := (z — u1)/ | — uq|. Dann gilt

firueU
1

1 d
|z — uq 2d 2’
da uy — |z —uy|u € Uy. O

|xe —u| = |z —up — | — up|u| >

4 Beschrinkte Operatoren

Ab jetzt wird die Untersuchung von linearen Operatoren 7: X — Y zwischen
Banachrdumen im Vordergrund stehen.

Erinnerung: falls X und Y normierte Rdume sind, so ist BX,Y := {f: X —
Y | f linear und stetig}, mit der Operatornorm || f|| := sup,_; |f(2)].

Wichtig fiir uns wird oft sein, Gleichungen der Form Tx = 0 oder Tz = z
zu 16sen (letztere ist als Fixpunktgleichung oft leichter zu behandeln).

4.1 Definition. Sei X ein Banachraum und T' € B(X, X) =: B(X). Die Menge
o(T):={z € C|T - zid nicht invertierbar}

heifit Spektrum von T. R(T) := C\ o(T) heiit die Resolventenmenge von T.
z € C heifit Eigenwert, falls ker(T — z) # {0}. Jeder Eigenwert liegt also im
Spektrum.

Falls X unendlich dimensional ist, kann das Spektrum auch Werte enthalten,
die keine Eigenwerte sind.

4.2 Beispiel. T: [*(N) — [?(N); (z1,...) — (0,z1,...) ist injektiv, aber nicht
surjektiv. Daher gilt 0 € o(T"), obwohl 0 kein Eigenwert ist.

4.3 Satz. Seien X,Y Banachriume und T € B(X,Y) bijektiv. Es sei S €
B(X.Y) mit |T -S| < 1/||[T7||. Dann ist auch T — S invertierbar, mit
1T =)= < |7~ /O = IT = SII - | 77]])-

lso: wenn man einen invertierbaren Operator nur wenig (beziglich der
Norm) stort, erhdlt man immer noch einen invertierbaren Operator.

Beweis. Der Beweis beruht auf einem der grundlegenden Tricks in der Analysis:
der Neumann Reihe: Es gilt S = T(1 — T~YT — 9)). Setze S := T 1T — S).
Nach Voraussetzung gilt || S| < |77 - [T — S| < 1. Es geniigt natiirlich,
1 — S5 zu invertieren. Hierfiir beachte nun:

1=(1—-8)(1+S2+855+---),

und da [|So|| < 1, ist (1 — S2)~! := 372 ) S% konvergent.
Also S71 = (Y32, S5)T 1. Die Normabschétzung ergibt sich aus der abso-
luten Konvergenz der Reihe. O

4.4 Korollar. Die Resolventenmenge R(T') ist offen, also das Spektrum o(T)
abgeschlossen.

Beweis. A € R(T) <= (T —\) invertierbar. Dann ist fiir kleine € auch T'— A —e
invertierbar, da es sich um eine Norm-kleine Stérung handelt. O
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4.5 Satz. Seien X Banachraum und T € B(X,X). Dann ist die Resolven-
tenabbildung
R: R(T) — B(Y,X); A= (T —\)~!

analytisch, d.h. wird lokal durch eine konvergente Potenzreihe (mit Koeffizienten

in B(X)) beschrieben. Insbesondere ist fiir jedes ¢ € B(X)' die Verkniipfung
poR: R(T)—C
holomorph.

Beweis. Sei A\g € R(T'). Dann gilt wegen der Neumann Reihe aus dem Beweis
von Satz [£.3] fiir A nahe \g

RO = (T =X — (A= 20) 7" =D _(R(A)(A = X0))* - R(Xo).
k=0

O

4.6 Satz. Sei T € B(X). Dann ist o(T) kompakte nicht-leere Teilmenge von

Bo(|[T]) < C.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass (T abgeschlossen ist. Falls A > ||T||,
so ist nach Satz T — X invertierbar, da Aid invertierbar ist. Also ist (7)) C
Bo(JIT||), insbesondere beschrinkt und somit kompakt.

Wiére o(T) leer, so wire R: R(T) — B(X) eine auf ganz C definierte ho-
lomorphe Abbildung. Wegen Stetigkeit wire fiir |A\| < 2||T|| die Norm der
(T — A\)~* beschréinkt. Fiir [A| > 2||T|| hat man die Abschétzung |[T — A" <
% < ’}—;21 Somit wire R global beschrankte holomorphe Funktion, und
somit nach dem Satz von Liouville konstant. Dies ist nicht der Fall, man erh&lt
einen Widerspruch.

Will man den Satz von Liouville nur auf komplexwertige Funktionen an-
wenden, so beachte man, dass fiir jedes ¢ € B(X) ¢ o R holomorph, und somit
wegen Liouville konstant wire. Wegen der Hahn-Banach Sétze stimmten dann

aber auch alle (T — \)~! {iberein. O

5 Kompakte Operatoren und Fredholmtheorie

5.1 Definition
5.1 Definition. Seien X,Y Banachraume. T' € B(X,Y) heifit kompakt, wenn

T(Bo(1)) kompakte Teilmenge von Y ist.
Aquivalent dazu ist T kompakt, falls fiir jede beschr

X die Folge T'(z,,) eine konvergente Teilfolge hat.

299

ankte Folge (2, )nen C

5.2 Bemerkung. Wir wissen aus Diff, das je zwei Normen auf R™ #quiva-
lent sind. Also ist in jedem endlich dimensionalen normierten Vektorraum jede
abgeschlossene und beschrankte Menge kompakt.

5.3 Beispiel. Falls Y endlich dimensional, oder allgemeiner falls der Bildraum
T(X) endlich dimensional, so ist T' kompakt.

Dies folgt, da jede beschrinkte abgeschlossene Menge eines endlich dimen-
sionalen normierten Vektorraums kompakt ist.
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5.4 Satz. Ist X unendlich dimensionaler normierter Vektorraum, so ist der
FEinheitsball nicht kompakt (Ubungsaufgabe).

Beweis. Wir konstruieren eine Folge ohne konvergente Teilfolge. Wéhle z; €
X mit |z1] beliebig. Sei U; der von {z;} erzeugte Unterraum. Da er endlich
dimensional ist, ist er insbesondere vollstdndig und damit abgeschlossen.
Wiéhle nun xo mit |z2] = 1 und d(x2,Uy) > 1/2.
Wiihle dazu zunichst € X \ U;. Da U; abgeschlossen, ist d := d(z,U;) > 0
(sonst ldge x in U; = Uy). Also ist d < 2d, also gibt es u1 € Uy mit |z — uy| < 2d.
Setze xo = (x —u1)/ | — w1|. Dann gilt fir w € U

d 1
|t —up — |z —uplu| > — ==

w2 —ul = 2d 2

|z — uq]

dauy — |z —uy|u € Uy.
Sei Us der von x1 und zo erzeugte Unterraum. Auch dieser ist vollstdndig

und nicht ganz X, also kann mit demselben Verfahren zs mit |z3] = 1 und
d(x3,Us) > 1/2 gefunden werden. Induktiv erhalten wir die gewiinschte Folge
(z1,z9,...). O

Im Beweis wurde folgende elementare Tatsache benutzt:

5.5 Satz. Sei X ein metrischer Raum und V C X. Falls V' (mit der induzierten
Metrik) vollstandig ist, so ist V insbesondere abgeschlossene Teilmenge.

Beweis. Falls (z,,) C V eine Folge mit Grenzwert x € X, so ist x,, insbesondere
Cauchyfolge. Wegen der Vollstédndigkeit liegt der Grenzwert schon in V. O

5.6 Korollar. Falls X unendlich dimensionaler Banachraum, so ist idx nicht
kompakt.

5.7 Beispiel. Sei k(z,y) € C([0,1]x]0,1]). Dannist K: C([0,1]) — C([0,1]); K f(x) =
fol k(z,y)f(y) kompakt. Dieselbe Konstruktion liefert auch kompakte Operato-

ren auf LP([0,1]), auch kann das Intervall [0,1] durch andere Mengen ersetzt
werden.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

5.2 Dualraum als Funktor

Sei X Banachraum. Dann haben wir den Dualraum X’ eingefiihrt. Sei nun
T € B(X,Y). Wir definieren 77 € B(Y’, X’) durch T'(¢) := ¢ o T. Dann gilt
IT"|| < |IT||, wegen der Hahn-Banach sogar || 7| = ||T]].

Es gilt (SoT) =T’ 08" und id’ = id.

5.3 Eigenschaften kompakter Operatoren

5.8 Satz. (Satz von Schauder)
Falls T kompakt ist, dann ist auch T' kompakt.

Beweis. Sei ¢, € Y mit ||¢,] < 1. Wir miissen nun aus den 77(¢,,) = ¢, 0T €
X' eine konvergente Teilfolge auswéhlen.
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Nach Voraussetzung erfiillt das Bild von T eine gewisse Kompaktheitseigen-
schaft (genauer: T'(By(1)) ist kompakt), und die Einschrinkungen der ¢, auf
dieses Bild sind zu betrachten.

Um weiter zu schlieffen, benotigen wir einen weiteren grundlegenden Satz
der (Funktional)analysis, den Satz von Arzela-Ascoli. O

5.9 Satz. (Satz von Arzela-Ascoli)

Sei M ein kompakter metrischer Raum, F C C(M) eine Menge stetiger Funktio-
nen (mit der Supremumsnorm, da M kompakt ist jedes f € C(M) beschrinkt).
Es gelte

(1) es gibt C > 0 so dass |f|,, < CVfeF.

(2) F ist gleichgradig stetig, d.h. in der Definition von Stetigkeit sind die
Wahlen unabhingig vom jeweiligen Element in F mdglich, oder prdziser
Ve > 30 > 0 so dass Vf € F gilt: falls d(z,y) < d dann |f(z) — f(y)| <e.

Dann ist der Abschluss F eine kompakte Teilmenge von C(M) (d.h. jede Folge
aus F hat eine in Supremumsnorm in C(M) konvergente Teilfolge).

Fortsetzung des Beweises des Satzes von Schauder. Ehe wir Arzela-Ascoli be-
weisen, verwenden wir ihn, um Schauder zu beweisen.

Wir betrachten die Menge £ der Einschrinkung der ¢, auf K := T'(By(1)),
nach Voraussetzung eine kompakte Menge. Es gilt |¢,(T(v))| < ||¢n || 1T |v| <
1T - |v|, da T'(Bo(1)) dicht in K ist also £ beschrinkt. Dieselbe Abschétzung
zeigt, dass £ gleichgradig stetig ist.

Durch Ubergang zu einer Teilfolge kinnen wir also annehmen, dass die Ein-
schrankungen von ¢,, auf K beziiglich der Supremumsnorm konvergieren. Somit

n,m— 00

IT"(¢n) = T"(m)ll = sup [¢pn(T0) = ¢m(T)| = [$n — bl 0.
’L)EB()(l)
Da X'’ ein Banachraum, konvergiert also (T"(¢,)). O

Beweis des Satzes von Arzela-Ascoli. Da M kompakter metrischer Raum, ist
M separabel; wir konnen ja fiir jedes n > 0 endlich viele Bélle vom Radius 1/n
finden, welche M iiberdecken. Die Vereinigung der Mittelpunkte aller dieser
Bélle ist abzédhlbare dichte Teilmenge {x,}. Sei f,, € S eine Folge.

Wir konstruieren nun per Diagonalkonstruktion eine Teilfolge von f,, die
auf jedem der Punkte z; konvergiert.

Zunichst ist f,(z1) eine beschrénkte Teilfolge von C und hat daher eine
konvergente Teilfolge (fn, (1), fn, (1), --.).

Genauso ist die Folge (fn, (x2), fn, (z2), ... ) beschrinkte Folge in C, hat also
ihrerseits eine konvergente Teilfolge f,, (z2,...).

Induktiv erhalten wir durch ,,Ausdiinnen® fiir jedes k € N eine Teilfolge von
(fn), die auf der Menge {z1,. ..,z } konvergiert.

Diesen Prozess kann man so natiirlich nicht bis ins unendliche fortsetzen.
Wir definieren aber nun ,diagonal® eine weitere Teilfolge

(gl = fnqu = fanng = fnnnsa"')‘

Fiir jedes n ist dann bis auf endlich viele Glieder (gx(x,)) eine Teilfolge der
oben konstruierten n-ten Teilfolge von f,(z,), also konvergent.
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Als néchstes benutzen wir die gleichgradige Stetigkeit, um zu zeigen, dass die
Folge auch gleichmiBig konvergiert, bzw. dass wir eine Cauchyfolge (bzg. sup-
norm) konstruiert haben.

Wiéhle € > 0. Es gilt fir x € M

l9x(z) — gi1(z)| < gk () — gr(zn)| + |9k (zn) — gi(zn)| + |g1(20) — gi(2)] -

Zunichst kann man wegen der gleichgradigen Stetigkeit, da {z,, } dicht in M und
M kompakt, eine endliche Menge {x1,...,2x} unabhingig von k, [ und x so
wéhlen, dass der erste und dritte Summand fiir mindestens ein n € {1,..., N}
kleiner als € werden. Zuletzt wird der mittlere Term fiir jedes n < N kleiner als
€, falls k, [ geniigend gross, da die Folgen gy (z,,) konvergieren.

Damit ist (g5) Cauchyfolge in C(M). Da C(M) vollstindig, ist die Folge also
auch konvergent. O

5.4 Weitere Eigenschaften kompakter Operatoren

5.10 Satz. Seien X, Y,Z, W Banachriume. T1,Ts,--- € B(X,Y) kompakt,
ANeC, Ac B(W,X), BeB(Y,Z). Es sei T € B(X,Y) mit |T — T,| =—= 0.
Dann sind die folgenden Operatoren kompakt:

)\Tl +T2,T1 OA,BOTQ,T.

Setze K(X,Y) :={T € B(X,Y) | T kompakt}, K(X) := K(X,X). Dann ist
insbesondere K(X) ein abgeschlossenes Ideal in B(X).

Beweis. Direktes Nachrechnen. Fiir T seien v, € X mit |v,| < 1. Dann kann
man wie im Beweis des Satzes von Arzela-Ascoli iterativ Teilfolgen von Teil-
folgen bilden, so dass (T, (v, (x)))ren konvergiert. Eine Diagonalkonstruktion
liefert eine Teilfolge wy, so dass (T, (wg))ken fiir jedes n konvergiert.

Dann ist auch T(wy)ken eine Cauchyfolge, also konvergent. O

5.5 Fredholmtheorie und kompakte Operatoren

5.11 Satz. Sei X ein Banachraum und K € B(X) kompakt. Setze T :=id — K.
Dann gilt

(1) dimker(id —K) < oo.
(2) (id —K)(X) ist abgeschlossener Unterraum von X.
(8) dim(X/((id —K)(X))) < oo.

Beweis. Falls x,, € ker(T) mit |z,| < 1, gilt wegen T(x,) = 0, z, = K(z,),
also hat die Folge eine konvergente Teilfolge (K ist kompakt). Nach Satz ist
ker(T') endlich dimensional.

Da ker(T') abgeschlossen, wird X/ker(T) ein Banachraum und T induziert
eine stetige Abbildung T: X/ker(T) — im(T) C X. Wir zeigen, dass T ein
Isomorphismus ist, dann ist auch im(7T') vollstéindig. Dazu muss man nur zeigen,
dass die Tnverse T stetig ist.

Wire sie das nicht, giibe es eine Folge x,, € X/ker(T) mit |Tmn| =1 und

|2,| = oder, durch skalieren, eine Folge [y,] € X/ker(T) mit |[T[yy]| 2 und
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l[yn]| = 1. Wir wihlen Représentanten y, € X so, dass |y,| < 2, aber natiirlich

T(yn) % Dak kompakt, kénnen wir annehmen, dass Ky, konvergiert. Daraus

folgt, dass y, = Ty, + Ky, konvergiert ebenfalls, etwa gegen y € X. Aus
Stetigkeitsgriinden ist einerseits Ty = 0, also [y] = 0 € X/ ker(T), andererseits

[[y]| = lim |[y,]| = 1. Der Widerspruch zeigt, dass im(T") abgeschlossen ist.
Zum Schluss benutzen wir noch, dass X/im(T) == ker(T”) = ker(id —K).
Da K’ kompakt ist, ist dim(ker(id —K')) < oo, und der Beweis damit beendet.
O

Im Beweis wurde benutzt

5.12 Satz. Sei X ein Banachraum und U C X ein abgeschlossener Unterraum.
Dann ist X/U mit Norm |z + U| = inf,cv |z + v| ein Banachraum.

Beweis. Falls [x+U|=0¢gillt r €U =U, alsox+U =0¢€ X/U.

Um Vollstandigkeit nachzuweisen, sei z, + U € X/U so, dass Y_ |z, + U| <
oo. Wir miissen zeigen, dass Y (z, + U) in X/U konvergiert. Denn: wenn je-
de absolut konvergente Reihe konvergiert, dann ist ein normierter Vektorraum
vollsténdig.

Wiéhle nun (durch Addition von Elementen aus U) x,, so, dass |z, + U| <
|z, | + 27™. Dann ist auch > |z, | < oo, und somit Y z, = = konvergent in X.
Dann gilt aber auch z + U = > x, + U. O

Auflerdem wurde benutzt:

5.13 Lemma. Fulls T € B(X) und im(T') abgeschlossen, so gilt (X/im(T))" =
ker(T").

Beweis. Jedes ¢ € ker(T”) € X' induziert nach dem Homomorphiesatz ein
¢ € (X/im(T))’, und wenn ¢ # 0, so gibt es * € X mit ¢(z) # 0, dann
auch ¢([z]) # 0. Also ist die entsprechende Abbildung ker(7”) — (X/im(T))’
injektiv. Die Umkehrung ist dadurch gegeben, dass ¢ € (X/im(T))" mit der
Projektion X — X/im(T") komponiert wird. O

5.14 Satz. Sei X Banachraum. Die Abbildung K(X) — Z; K — ind(id - K) :=
dim(ker(id —K)) — dim(X/ im(id — K)) st stetig, also konstant auf den Zusam-
menhangskomponenten von K(X). Also ind(id —K) = 0 = ind(id) fiir jeden
kompakten Operator K (verwende den Pfad t — tK ).

Beweis. Sei K kompakt, T = id — K. Dann ist ker(T) endlich dimensional, au-
Berdem ist im(7") abgeschlossen und X/im(7') hat endliche Dimension.

Es folgt, dass es abgeschlossene Unterrdume Y, E C X gibt, so dass ker(T') ®
Y =X und im(T) @ E = X. Weiter E = X/im(T), insbesondere dim(F) < oc.

Anstelle von T betrachten wir nun 7: X =Y @ E — X;(y,e) — T(y) +
e. Entsprechend definieren wir fiir beliebiges S € B(X) den Operator S. Die
Abbildung B(X) — B(Y @ E, X); S +— S ist stetig.

Nach Konstruktion ist 7" ein Isomorphismus. Daher ist auch fiir jedes S in
einer Norm-kleine Umgebung U C B(X) von T der Operator S invertierbar.

Weiter gilt fir S € U: die Komposition pr: ker(S) — X =Y @ ker(T) —
ker(T') ist injektiv, denn sei S(y+v) = 0mit y € Y und v € ker(T). pr(y+v) =0
heift v = 0, aber dann S(y) = 0 = S(y), aber S ist bijektiv, also auch y = 0.

Wihle F C ker(T') so dass ker(T') = pr(ker(S)) & F.
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Es gilt im(S) = S(X) = S(Y) + S(F) + S(pr(ker(S))). Per Definition ist
S(orl(s)) < 5(1), o in(5) = 5(1) + S(£). )

Daraus erhélt man eine Projektion £ = (Y®E)/Y 2 X/S(Y) = X/S(Y) —
X/(S(Y) + S(F)) = X/im(8) mit Kemn (S(Y) + S(F))/S(Y).

Die offensichtliche Surjektion S — (S(Y) + S(F))/S(Y);v — S(v) + S(Y)
ist auch injektiv, denn wenn S(v) = S(y) firv € Fund y € Y, so S(v—y) =0,
also v — y € ker(S) also v € pr(ker(S)), und F' ist komplementér zu pr(ker(S))
gewdhlt.

Zusammenfassend haben wir dim(X/im(S)) = dim(E)—dim(F) = dim(X/im(7T))—
dim(F), und dim(ker(T")) = dim(ker(S))+dim(F), so dass ind(7) = ind(S). O

Wir haben die Existenz von Komplementéiren Raumen benutzt:

5.15 Lemma. Sei X ein Banachraum und E C X ein endlich dimensionaler
Unterraum. Dann gibt es einen abgeschlossenen Unterraum Y C X komple-
mentéir zu E, also mit E+Y =X und ENY = {0}.

Ist umgekehrt Y C X abgeschlossener Unterraum so dass dim(X/Y) < oo,
so gibt es ein (endlich dimensionales) abgeschlossenes Komplement E zu'Y .

Beweis. Wir beweisen zunéichst die zweite, leichtere Aussage. Seien dazu vy, - - - vy,
Vektoren in X so dass v1+Y,...v,+Y eine Basis von X/Y bilden und sei E der
von vy, ..., v, erzeugte Unterraum. Ist > A\jv; € Y,s0 Y v, +Y =0€ X/Y,
also ENY = {0}. Entsprechend sieht man Y + E = X.

Fiir den ersten Teil beachte dass F, da endlich dimensional und damit
vollstéindig, auch abgeschlossen. Sei dim(FE) = n. Wihle eine Basis ey, ..., e,
von E und ¢1,...,¢, € X’ so dass ¢;j(e;) = d;; fur ¢,j = 1,...,n.. Diese ¢;
erhilt man mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach, indem man die Elemente der
Dualbasis von (eq,...,e,) stetig auf X fortsetzt.

Definiere nun Y := {y € X | ¢;(y) =0Vj =1,...,n}. Dannist Y NE = {0},
Y als Schnitt von abgeschlossenen Unterrdumen abgeschlossen.

Umgekehrt kann man jedes z als z = (z — >_, ¢;(2)e;) + >, ¢;(x)e; schrei-
ben, wobei der erste Summand in Y und der zweite in E liegt. O

Das wichtigste Korollar aus dem vorhergehenden ist die Fredholm Alterna-
tive:

5.16 Korollar. Sei T € K(X) und A € C mit A # 0. Dann tritt genau einer
der folgenden zwei Fille ein:

(1) Die Gleichung Ax = Kz hat nur die triviale Lisung. In diesem Fall ist
die Gleichung \x — Kx = f fiir jedes f € X eindeutig losbar.

(2) dim(ker(A — K)) =n >0 (mit n € N). In diesem Fall ist \e —Tx =y
genau dann lésbar, wenn ¢(y) = 0 fir alle ¢ € ker(A —T").

Beweis. Dies folgt aus Satz und Satz wenn man beriicksichtigt, dass
A=K =X1-K/\).

Wir miissen nur noch das prézise Losbarkeitskriterium (welches allerdings
nicht sehr niitzlich ist) beweisen. Falls (A — K)x = y, so gilt fiir jedes ¢ € X’
mit ¢ o (A — K) =0 (also ¢ € ker(A — K')) auch ¢(y) =

Betrachte umgekehrt im(A — K). Dies ist ein abgeschlossener Unterraum
von X. Falls y ¢ im(\ — K) existiert wegen Hahn-Banach ein ¢ € X' mit
Alim(r—k) = 0, also ¢ € ker(A — K'), aber so das ¢(y) # 0. O
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5.17 Korollar. Sei X Banachraum und k € K(X). Dann gilt fiir das Spektrum
von k:

(1) 0 € o(k) falls dim(X) = 0.

(2) Falls A € o(k) \ {0}, so ist A Eigenwert von k, und der zugehérige Eigen-
raum ist endlich dimensional.

(3) Die Menge o(k) ist entweder endlich oder abzihlbar, und hat hichstens
den Hdufungspunkt 0.

Beweis. 0 ¢ o(K) heiit, dass K ein Isomorphismus ist. Da K kompakt geht
dies mit Satz[5.4] nur wenn dim(X) < oo.

Die zweite Eigenschaft ist gerade die Fredholmalternative: entweder ist A — &
invertierbar (benutze den Satz von der Inversen Abbildung, um aus Bijektivitét
die Stetigkeit der inversen zu folgern), oder hat einen Kern, also einen Eigen-
raum. Dieser ist aber immer endlich dimensional.

Wir zeigen, dass fiir jedes € > 0 die Menge M, := {\ € o(k) | |\| > €}
endlich ist. Dies impliziert, dass das Spektrum abzidhlbar und ho6chstens den
Haufungspunkt Null haben kann.

Wihle fiir jedes A € M, einen Eigenvektor vy € X mit |vy| =1 und k(vy) =
)\U)\.

Sei V' der Abschluss des von den vy erzeugten Unterraums von X. Die
Einschrankung von k auf V ist ebenfalls kompakt, insbesondere ist die Men-
ge { A € M.} prakompakt.

Da |A| > € > 0 VA € M, folgt genau wie im Beweis, dass jeder Vektorraum
mit kompakter Einheitskugel endlich dimensional ist, dass auch der von den A,
erzeugte Unterraum, also auch V', endlich dimensional ist.

Andererseits ist aus linearer Algebra bekannt, dass Eigenvektoren zu ver-
schiedenen Eigenwerten immer linear unabhéngig sind. Es gibt also nur endlich
viele verschiedene Eigenwerte in M,. O

Fiir endlich dimensionale Vektorrdume gibt es ja nicht nur die geometrischen,
sondern auch die ,algebraischen Eigenrdume“, also die Kerne von (K — \)™.
Dasselbe passiert bei kompakten Operatoren auch:

5.18 Satz. Sei k € K(X) und 0 # X € o(k). Dann gibt es abgeschlossene
Unterrdume N(X) und R(X\) von X mit X = N(A) @ R(N), so dass (A—k) einen
Isomorphismus von R(X) auf sich selbst definiert, wihrend N(X) = ker(A — k)™
fiir geniigend grofles n € N, und insbesondere N(X) endlich dimensional.

5.19 Definition. Seien X,Y Banachriume. Ein Fredholmoperator T € B(X,Y)
ist ein Operator mit folgenden Eigenschaften:

(1) dim(ker(T)) < oo
(2) dim(Y/im(T)) < oo

(3) im(T) abgeschlossen. Diese Eigenschaft folgt mit Hilfe des Satzes von der
offenen Abbildung aus der zweiten.

Fiir solch einen Operator definiere ind(7') := dim(ker(7")) — dim(X/im(7T)).
Beispiele fiir Fredholmoperatoren sind Operatoren der Form id — K, mit K
kompakt.
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5.20 Satz. Die Menge F(X,Y) der Fredholmoperatoren ist eine offene Teil-
menge von B(X,Y). Die Abbildung ind: F(X,Y) — 7Z ist stetig, also konstant
auf den Zusammenhangskomponente von F(X,Y).

Beweis. Mit einigen Zusatzargumenten so dhnlich wie der Beweis, dass ind stetig
auf der Teilmenge 1 4+ K(X) ist. O

5.6 Integralgleichungen

Wir kommen nun nochmal auf die Integraloperatoren und Integralgleichungen
zuriick.

5.21 Satz. Sei I =0,1]. Sei k(z,y) € C ,1)). Dann definiert
)

([0, 1] > [
feKf; Kf(z I’f(

0
—/ z,y)f(y) dy

eine lineare Abbildung K: C(I) — C(I) mit |(Kf)q| < |k, - |f],-, d-h. K setzt
sich zu einer stetigen Abbildung K : LY(I) — LP(I) fort (wobei 1/p+1/p =1,
1<p< o).

Dariiber hinaus ist die Zuordnung C(I xI) — B(L(I),LP(I)); k — K linear
und es gilt | K|l gpa(py,o(ry < [Kl, so dass sich diese Abbildung zu einer stetigen
Abbildung

LP(I x I) — B(LYUI), L’ (I)); k — K

fortsetzt.

Fiir jedes k € LP(I x I) ist der zugehdrige Operator K: L1(I) — LP(I)
kompakt.

Genauso ist fir k € C(I x I) der Operator K : C(I) — C(I) stetig beziiglich
der Supremumsnorm, es gilt |K f| < |kl 4, | flo und die Abbildung

CIxI)—B({C);k— K
1st stetig und kompakt.

5.22 Bemerkung. Derselbe Satz gilt, wenn I durch andere Integrationsberei-
che ersetzt wird. In unserem abstrakten Setting zu LP-R&umen braucht man
nur, dass R(Q2) = Cp(2), und dass es auch ein Integral auf Cp(2 x Q) gibt,
welches den Satz von Fubini erfiillt:

me(x,y) dx(@/g(/ﬂf(x,y) dy) dr  VfECyQx Q).

Fiir die Kompaktheit der Operatoren braucht man noch, dass die Funktionen
der Form f(x) - g(y) dicht in C'(Q2 x ) sind.

Beweis von Satz|5.21. Wegen der Lineraritédt des Integrals sind alle Zuordnun-

gen wie behauptet linear. Die Abschitzung
_/(/wwy |dy)

K= [ do | [ aas)
(e 8) fror o)

p p
S ‘f|q ‘k;|p N
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Der Fortsetzungssatz liefert die entsprechende Abbildung LP(IxI) — B(LY(I), LP(I)).
Sei nun speziell k(x,y) = u(z)v(y) mit u,v € C(I). Dann gilt

Kf(z) = u(x) / o(0)f(v),

das Bild von K ist in diesem Fall also 1-dimensional, insbesondere kompakt.
Das Bild der stetigen Fortsetzung ist im Abschluss des alten Bilds enthalten,
also immer noch eindimensional.

Wenn k(x,y) im Unterraum enthalten ist, der von Funktionen der Form
u(x)v(y) aufgespannt wird, ist der zugehorige Operator K immer noch kompakt,
da die kompakten Operatoren einen Vektorraum bilden.

Beachte nun, dass die Inklusion C(I x I') — LP(I x I) nicht nur dichtes Bild
hat (per Definition), sondern sogar zu B(C(I x I), LP(I x I)) ist, dazu berechne
nur, dass fur f € C(I x I)

1/p 1/p
= P p — Vi 1/p.
o= ([ wear) "< ([ 1) = vl <1

Auflerdem ist bekannt, dass die Funktionen der Form f(z)g(y) (mit f,g €
C(I)) einen dichten Unterraum von C(I x I) erzeugen.

Da die kompakten Operatoren einen abgeschlossenen Unterraum bilden, ist
also jeder Integraloperator wie oben kompakt.

Entsprechende Argumente gelten auch, wenn man C(I x I) — B(C(I)) be-
trachtet. Hier ist die Abschétzung noch einfacher:

K ()] = ] JEE dy\ < [ Wl 5] dy < 111 vol().

O

5.23 Bemerkung. Integraloperatoren tauchen in Anwendungen recht hiufig
auf; man kann zumindest viele Probleme (z.B. Differentialgleichungen) in Inte-
gralgleichungen umwandeln. Nicht immer verhalten sich die Integralkerne k(z, y)
so gut wie in Satz man wird oft k(z,y) mit gewissen Singularititen be-
trachten. Es gibt Erweiterungen des obigen Satzes auf k(x,y) mit ,kontrollier-
ten“ Singularidten.

5.24 Korollar. Auf die Integraloperatoren aus Satz ist die Fredholmalter-
native anwendbar. Insbesondere: ist k(x,y) stetig, so hat fir A # 0 die Gleichung

M-Kf=g

fiir jedes g genau eine Lisung, falls die homogene Gleichung K f = Af nur die
triviale Losung hat.

6 Der Spektralsatz fiir beschrinkte Operatoren

Sei H ein Hilbertraum und A € B(H). Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es,
fiir moglichst viele Funktionen f: C — C den Operator f(A) zu definieren (und
zwar so, dass man ,wie zu erwarten mit den Operatoren f(A) rechnen kann).
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Dabei werden gleichzeitig die Struktur des Operators A verstehen.
Vorsicht: dies werden wir allerdings nicht fiir beliebige Operatoren schaffen,
sondern uns auf spezielle Klassen beschranken miissen.

6.1 Definition. Sie A € B(Hy, Hs), Hy, Hs Hilbertrdume. A* € B(Hs, Hy)
heifit adjungiert zu A, falls (w, Av) = (A*w,v) fiir alle v € Hy, w € Hy.

(1) A € B(H) heiit selbstadjungiert, falls A = A*.
(2) A € BH heifit normal, falls AA* = A*A.
(3) U € B(Hy, Hz) heifit unitdr, falls UU* =1 = U*U.

6.2 Lemma. Zu jedem A € B(Hi, Hs) gibt es genau ein adjungiertes A* €
B(Hs, Hy).
Es gilt ||A*|| = ||A|| und (A*)* = A.

Beweis. Hierzu benutzen wir den Satz von Riesz: fixiere y € Hy. zu der Abbil-
dung ¢: = — (y, Ax) gibt es genau einen Vektor 2’ € Hy, so dass ¢(z) = (2, z),
setze AY = 2/, es gilt |2'] = |9 < |y| - ||A], also [|[A*]] < ||A]|, und A* ist
eindeutig bestimmt.

Da A die Gleichung von (A*)* erfiillt, gilt also A = (A*)*, insbesondere
IA[ = (A=) < [[A*]F < [|A]l- O

6.3 Definition. Ein selbstadjungierter Operator A € B(H) heifit nicht-negativ
(A >0), falls (Av,v) > 0 fiir alle v € H.

6.4 Lemma. Fir alle A € B(H) gilt A*A > 0.
Beweis. Nachrechnen. O

6.5 Lemma. Falls H komplexer Hilbertraum, A € B(H) mit (Av,v) > 0 fir
alle v € H, dann ist A automatisch selbstadjungiert.

Beweis. Ubungsaufgabe O
6.6 Lemma. Falls A € B(H) selbstadjungiert, dann ist o(A) C R.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

6.1 Stetiger Funktionalkalkiil

Wir werden unseren Spektralsatz zunéchst so formulieren, dass wir f(A) fiir
stetige Funktionen f definieren. Dies wird stetiger Funktionalkalkil genannt.

6.7 Satz. Sei A € B(H) ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum
H. Dann gibt es genau eine Abbildung C(o(A)) — B(H); f — f(A) welche
folgende FEigenschaften hat:

(1) (F +9)(A) = F(A) +g(4), A)(A) = A- f(A), (fg)(A) = [(A) o g(A),
c1(A) = idg, wobei ¢1(x) =1 fir jedes x € 0(A),

(2) F(A) = (f(A))".
(3) Es gibt C >0 so dass || f(A)|| < Csup,eq(ay | f(2)| fir alle f € C(a(A))..
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(4) idg(ay(A) = A, wobei idy(ay(x) = x fiir alle x € o(A).
Auflerdem hat diese Abbildung folgende Figenschaften:
(5) Falls Av = v, dann gilt f(A)v = f(A)v.

(6) o(f(A)) = f(a(A)).
(7) Falls f >0, dann auch f(A) > 0.

(8) lF (A = sup,eq(ay If ()] fir alle f € C(a(A)).

(9) Falls B € B(H) mit A kommutiert, also AB = BA, dann gilt fir alle
feC(a(A)), dass Bf(A) = f(A)B.

Ein Teil des Beweises ist recht einfach. Wegen der Linearitdt und Multipli-
kativitét hat f(A) die {ibliche Bedeutung, wenn f € Clz] ein Polynom ist. Da
A selbsadjungiert ist, gilt fiir Polynome auch f(A) = (f(A))*.

6.2 Satz von Weierstrass iiber Approximation durch Po-
lynome

Um von den Polynomen auf weitere stetige Funktionen schlieflen zu kénnen,
brauchen wir den Approximationssatz von Weierstrass:

6.8 Satz. Sei K C R kompakt. Dann ist die Menge der Polynomfunktionen
Clz] (also der Einschrinkungen von Polynomen mit komplexen Koeffizienten
auf K) dicht in C(K;C) mit Supremumsnorm.

Beweis. Beachte:
(1) es gibt R > 0so dass K C [-R, R].

(2) Da K C [—R, R] abgeschlossen, kann man jede stetige Funktion auf K zu
einer stetigen Funktion auf [—R, R] fortsetzen, z.B. in dem man in den
Definitionsliicken einfach linear verbindet. In Formeln ist

F(x) == f(sup{p € K | p <a})+(z—sup{p € K | p < z})(f(inf{p € K | p> z})—f(sup{p € K |
eine stetige Fortsetzung von f € C(K).

(3) Es geniigt also, dass C[x] dicht in C[—R, R], dann ist C|x] erst recht dicht
in C(K).

(4) Technische Vereinfachung: wir werden zu jedem f € C[—2R,2R] und € > 0
ein p € C[z] finden, so dass |f(z) — p(z)| < e fiir alle € [~ R, R]. Da man
ja auch jede stetige Funktion auf [—R, R] zu einer stetigen Funktion auf
[—2R, 2R)] fortsetzen kann, folgt daraus, dass Clz] dicht in C[—R, R] liegt.

Zum Beweis verwenden wir nun wieder geeignete Integraloperatoren.

Falls fiir f € C([-2R,2R]) die Funktion Ff durch Tf(z) = ffpr(sc -
y) f(y) dy definiert ist, und falls p ein Polynom, so ist auch T'f ein Polynom.

Unser Ziel ist jetzt, durch geeignete Wahl von p zu erreichen, dass T'f — f
kleine Supremumsnorm hat.

Wir benutzen folgendes Hilfslemma iiber gleichméflige Approximation bei
Faltung mit geeignet an der Null konzentrierten Funktionen.
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6.9 Lemma. Falls p,(x): [-3R,3R] — [0,00) stetig mit folgenden Figenschaf-
ten:

(1) [*5apn(@) =1

(2) Ve, 6 > 0 existiert n € N so dass |pg(z)| < € fir alle |x| > 6 und alle
k>n.
n—oo O

Dann gilt SUPc[—R,R] |(f = Tnf) ()]

Beweis. Zu vorgegebenen € > 0, da ‘fng pn(z —y)dy — 1‘ < ¢ fiir n geniigend
grof}, gilt

2R
‘/ pul(z —y)f(x)dy — f(z)] <el|f(2)].
—2R

Da [—2R,2R] kompakt und f stetig, gibt es C' > 0 so dass |f(z) — f(y)| < C
fir alle z,y € [-2R, 2R]. Also

2R

T f () — f(2)] < / Polz — ) |F(v) — f(z)] dy + eC

—2R

:/| S P9 = f@)l dy + [ =)l - £ do

|z—y|<d

Ausserdem gibt es, da f sogar gleichméfig stetig, zu vorgegebenen € > 0 ein
§ > 0sodass |f(z) — f(y)] < e wenn |z — y| < 4. Fiir dieses § > 0 somit

/ pul@ — ) |7 () — f(2)] dy < / pu(@ — y)edy < e
lz—y|<d

le—y|<d

Nach Voraussetzung kann man dann noch N € N finden, so dass fiir alle
n > N gilt |pr(z — y)| < ¢/4RC fiir | — y| > §. Somit

/|- @) = fw)l dy < e
O

Zum Beweis des Satzes von Weierstrass muss man jetzt also nur noch Poly-
nome p, finden, welche die Voraussetzungen unseres Hilfslemmas erfiillen. Als
Spezialfall betrachte zunichst 3R = 1.

Dann hat p,(z) = ¢,(1 — x)?" die gewiinschten Eigenschaften, wenn man
Cp 1= 1/f_11(1 — 1) dx setzt.

Klar ist, dass p, > 0, und f_llpn = 1. Da ¢, = n+1/2 und p, auf [0,1]
monoton fallend, gilt fiir 1 > |z| > 6 > 0, dass p,(z) < (n+1)(1—§)2+ 2=,
0.

Fiir beliebige R > 0 benutze %py(z/R). O
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6.3 Spektrum und Norm

Fortsetzung des Beweises von Satz[6.7, Wir haben bereits gesehen, dass fiir Po-
lynome f, g die Aussagen gelten.

Wir wollen als néchstes zeigen, dass fiir Polynome gilt. Hierzu werden
wir benétigen, dass A selbstadjungiert ist (was bisher noch nicht relevant war).
Da die Polynome nach Satz von Weierstrass dicht in allen Funktionen liegen,
folgt dann, dass es genau eine stetige Fortsetzung der Zuordnung f +— f(A) auf
ganz C(o(A)) gibt.

Stetigkeit aller relevanten Operationen impliziert dann gleichzeitig, dass wei-

terhin auch [(1)| und [(2)| fiir alle f € C(o(A)) gilt. O

Wir miissen also die Norm von p(A) fiir ein Polynom p bestimmen. Dies
wollen wir mit Hilfe des Spektrum durchfiihren.

6.10 Lemma. Seip € C[z]. Dann gilt

a(p(4)) = p(a(A)) = {p(A\) [ A € o(A)}.

Beweis. Hierzu zerlegen wir mit dem Hauptsatz der Algebra fiir 4 € C das Poly-
nom p(z) — p in Linearfaktoren: p(x) —pu = [[(x — p;). Wir miissen untersuchen,
fiir welche p der Ausdruck

p(A) —p=J(A~ )

nicht invertierbar ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn mindestens eines der
A — p; nicht invertierbar ist. Also p € o(p(A4)) genau dann, wenn mindestens
eine der Wurzeln p; von p(x) — p in o(A) liegt.

Die p; sind aber genau die komplexen Zahlen, so dass p(u;) = p. Also gilt
tatséchlich p(a(A)) = o(p(A)). O

Dies ist deshalb niitzlich, weil fiir beschrinkte Operatoren auf einem Hilber-
traum die folgende fundamentale Norm-Gleichung gilt.

6.11 Satz. Sei H Hilbertraum und A € B(H). Dann gilt
2 *
[A[I" = A" Al

6.12 Bemerkung. Diese Gleichung ist so wichtig, dass eine ganze eigene Klasse
von Algebren, die C*-Algebren, auf dieser Eigenschaft aufgebaut sind. Funda-
mentales Beispiel fiir C*-Algebren ist B(H) fiir einen Hilbertraum H.

Beweis von Satz[6.11. Weil die Norm submultiplikativ ist, gilt
* * 2
1Tl < 1T - Tl = 17" -
Andererseits gilt

||T||2 = sup ||Tx||2 = sup (Tz,Tx) = sup (T*Tx,x) < ||T*T||

|z|=1 |z|=1 |z|=1
O

Um dies richtig nutzen zu kénnen, brauchen wir noch einen zweiten funda-
mentalen Satz. Dieser verbindet das Spektrum mit der Norm.
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6.13 Satz. [Formel fiir den Spektralradius/
Sei X Banachraum und B € B(X). Dann gilt

r(B) :=sup{]\| | A € (B)} = lim ||B"||"/".

Hierbei heifst r(b) der Spektralradius von B. Ein Teil der Aussage ist, dass der
Limes auf der rechten Seite tatsdchlich existiert.

6.14 Korollar. Ist A € B(H) selbstadjungierter Operator auf einem Hilber-
traum, so gilt ||All = r(A).

Beweis. Hier gilt ja [|A%]| = [A*A|| = |A|]°, also induktiv [|A2"|| = [|A[*",
I T=lMl

somit limy_, oo HAk = lim, oo HAQn

Beweis von Satz[6.13. Wenn |z| > r(A) existiert (nach Definition) (A — 2z)~1.
Noch besser: fiir |1/z] > || A|| gilt ja

(A=1/2)7" = (-1 - Az)/2) ' = =2 A"2".
k=0

Aus der Funktionentheorie weifs man nun aber, dass diese Reihe auf dem gréfiten
Kreis, auf dem die dargestellte Funktion holomorph ist, konvergiert, hier also
fiir alle z so dass [1/z| > p(A) (nach Definition von p(A)). (Ohne banachraum-
wertige Funktionentheorie wiirde man dies folgern, nachdem man ein beliebiges
¢ € B(X)" angewendet hat). Andererseits wissen wir, dass die Reihe iiberall wo
sie konvergiert die Inverse von (A — 1/z) darstellt. Wegen der Definition von
p(A) kann sie also auf keinem grofleren Kreis konvergieren, also ist der Konver-
genzradius 1/p(A). Wende nun den (banachraumwertigen) Satz von Hadamard
iiber den Konvergenzradius von Potenzreihen an. Man erhilt

p(A) = limsup ||A”||1/n .

n—oo

Wir werden gleich sehen, dass p(A) < liminf,, HA"||1/”, und man erhilt das
gewiinschte Ergebnis.

Alternativ, ohne vektorwertige Funktionentheorie gilt fiir jedes ¢ € B(X)’
und |1/z| > p(A), dass sup,,cy |¢(A™)2"| < oo.

Wende nun fiir festes z den Satz [3.22] iiber gleichméBige Beschr”’anktheit
auf die Elemente aus B(B(X)’, C) an, die durch Einsetzen der A" /2™ (n € N) in
¢ gegeben sind —wir benutzen hier also die isometrische Einbettung von B(X)
in B(X)". Es folgt, dass es C, gibt mit ||[A"/z"| < C, fur alle n € N. Also
limsup,,_, ., HA”||1/” < 1/|z|. Da dies fiir alle z mit |1/z] > p(A) gilt, folgt
limsup, o0 | A"/ < p(A).

Andererseits gilt wegen Lemma dass p(A™) = p(A)", und wir wissen
bereits dass p(A™) < ||[A™||. Somit p(A) < liminf, ||A"||1/n, und es folgt
Konvergenz und Gleichheit

p(A) = lim [|A™]"/".

n—oo
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6.4 Stetiger Funktionalkalkiil 11

Fortsetzung des Beweises von Satz[6.7 Seialso p € C[z]. Wir wollen als néchstes
die Normgleichung fiir p(A) zeigen. Beachte dazu

lp(A)I* = Ip(A) (p(A)*]| = Ip - DA

= plp- 5(4)) = sup{[pVp(V| | A € o(A)} = sup Ip(V)[*.
A€o (A)

Da nach Satz von Weierstrass die Polynome dicht in C(o(A)) liegen, existiert
genau eine stetige Fortsetzung C(o(A)) — B(H); f — f(A).

Ubergang zu Grenzwerten und Stetigkeit der relevanten Operationen zeigt,
dass die Eigenschaften @ und fiir beliebige stetige Funktionen
f gelten.

Falls Av = v, folgt p(A)v = p(A)v fiir jedes p € Clz], und Stetigkeit
impliziert [(6)] fiir jedes f € C(o(A)).

Fiir die Positivitét in beachte, dass f > 0 impliziert, dass f = \/f2, und
auch /f € C(a(A)). Somit f(A) = VF(A)? = VF(A) - (Vf(A))* > 0, unter
Benutzung von Lemma

Zu guter Letzt, falls X ¢ f(o(A)), dann ist g := (f — X\)~! eine auf o(A4
definierte stetige Funktion. Somit wegen Multiplikativitédt g(A)(f(4A)—A) =1=
(F(4) = A\)g(A), also A ¢ o(f(A).

Falls umgekehrt p € o(A) mit f(u) = A, wilhle approximative Eigenvektoren
fiir p1, also v,, € H mit |v,| = 1 und (A — p)v, > 0. Sei py, € C[x] eine Folge
von Polynomen, welche in C(c(A)) gegen f konvergiert. Dann gilt (f(A4) —
ANvn = (f(A)=f())vn = (f(A) =pr(A))vn+ (pr(A) =pr (1)) vn + (pr = ) (1) vn-

Sei e > 0 Da |v,,| = 1 kénnen durch geeignete Wahl von & der erste und dritte
Summand unabhéngig von n in Norm kleiner als € gemacht werden. Fiir dieses k
gilt nun pg(A) — pr(p) = g (A4, 1) (A — p) fiir ein geeignetes Polynom ¢, (wende
die binomische Formel auf alle Monome von py an). Fiir dieses feste k ist also
fir alle gentigend grofien n |(px(A) — pi(1))un] < [lgs (A, p)]| |(A — )] < e

Somit kann (f(A) — A)v, —— 0 aber |v,| = 1, so dass f(A) — \ keine
beschrinkte Inverse haben kann, also A € o(A4). O

6.5 Spektralsatz im Fall von Eigenwerten

Sei A € B(H) selbstadjungiert und A € o(A) ein isolierter Punkt, also (A —
e, A+ ¢)No(A) = {\} fiir geniigend kleines ¢ > 0.

Dies ist z.B. automatisch dann der Fall, wenn dim(H) < oo, denn dann
besteht o(A) genau aus den endlich vielen Eigenwerten von A.

Dies ist auch automatisch der Fall wenn A kompakt und A # 0, aus unserer
Kenntnis des Spektrums von kompakten Operatoren.

In diesem Fall ist x()}, die charakteristische Funktion der Menge {\}, eine
stetige Funktion auf o(A). (Es handelt sich natiirlich nicht um eine stetige Funk-
tion auf R, aber bei der Definition von Stetigkeit geht der Definitionsbereich ja
entscheidend mit ein.)

Somit ist P := x{x}(A) definiert. Funktionalkalkiil impliziert dass P? =
P = P* (da x die entsprechenden Eigenschaften hat), P: H — H ist also die
orthogonale Projektion auf im(P).
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Aulerdem gilt zx (1 (2) = Axqay(2) fiir alle z € 0(A), also APv = APv,
d.h. im(P) besteht aus Eigenvektoren von A zum Eigenwert .

Ist umgekehrt Av = Av, so Pv = xyx;(A)v = v, also ist im(P) genau der
Eigenraum von A zum Eigenwert .

Falls dim(H) < oo und o(A) = {A < Ay < -+ < Ay}, wobei die \; die
verschiedenen Eigenwerte von A sind, setze x; := xqx,} und P; := x;(A4).

Dann kann man jedes f € C(o(A)) schreiben als f = Y a;x; mit geeigneten
a; € C,und f(A) = > «o;Pi. D.h. f(A) ist einfach dadurch gegeben, dass die
Eigenvektoren zum Eigenwert \; mit «; multipliziert werden.

Falls dim(H) = oo, kann man natiirlich nicht erwarten, dass das Spektrum
diskret ist. Im Gegenteil, o(A4) = [— || 4], ||A]|]] kommt ebenfalls oft vor.

Trotzdem wiirde man gerne die Eigenrdume oder einen Ersatz fiir sie mit
Hilfe des Funktionalkalkiils untersuchen.

Problem ist, dass nun Funktionen wie x} nicht mehr stetig auf o(A) sind.
Der Ausweg daraus ist, den Funktionalkalkiil auf weitere, auch unstetige, Funk-
tionen zu verallgemeinern.

6.6 Messbarer Funktionalkalkiil

Zunéchst muss man sich einigen, auf welchen Funktionenraum die Verallgemei-
nerung erfolgen soll. Wir legen uns folgendermaflen fest:

6.15 Definition. B(R) sei der Raum der Borel-messbaren und beschrinkten
(C-fertigen) Funktionen auf R. Dieser Vektorraum werde mit der Supremums-
norm versehen.

Achtung: Es handelt sich nicht um L (R); die Werte auch auf jeder Null-
menge spielen eine Rolle.

Fiir all diejenigen, die messbare Funktionen nicht kennen, und fiir den gleich
zu beweisenden Satz geben wir noch folgende dquivalente Charakterisierung an:

6.16 Lemma. B(R) ist die kleinste Menge von beschrinkten Funktionen f: R —
C, so dass folgendes gilt:

(1) jede stetige beschrinkte Funktion gehort zu B(R).

(2) Falls f, € B(R) und C > 0 so dass | f|, < C, und falls f(t) = lim, o fn(t)
fiir jedes t € R (f ist also punktweiser Limes der f, ), dann gilt f € B(R).

Es gilt dann: B(R) mit der Supremumsnorm ist ein Banachraum.

Beweis. Da wir uns nicht zu sehr mit den Feinheiten messbarer Mengen plagen
wollen, wird der erste Satz als Definition genommen, fiir einen Beweis vergleiche
Lemma VII.1.5 in Werner: Funktionalanalysis.

Da die Menge aller beschrankten Funktionen die beschriebene Eigenschaft
hat, gibt es auch den ,kleinsten“ Raum von Funktionen mit der oben beschrie-
benen Form: es ist einfach der Schnitt {iber alle Teilrdume U welche die stetigen
Funktionen enthalten, und welche abgeschlossenen unter dem beschriebenen Li-
mesprozess sind.

Hierbei handelt es sich um einen Banachraum: falls namlich f, € B(R)
eine Cauchyfolge beziiglich der Supremumsnorm bildet, so gibt es C' > 0 mit
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|frls < C fiir alle n. Aulerdem sind dann alle f;,(¢) Cauchyfolgen, die Folge f,,
konvergiert also Punktweise. Nach der Definition gehort dann auch der Limes
zu B(R). O

6.17 Bemerkung. Entsprechende Definitionen macht man fiir jeden kompak-
ten metrischen Raum M, erhilt so B(M.

6.18 Definition. X C R ist Borel-messbar genau dann, wenn die charakteri-
1, teX

0 1¢X zu B(R) gehort.

stische Funktion xx mit xx () = {

Nun kann man folgenden Satz beweisen, der den stetigen Funktionalkalkiil
entsprechend erweitert, und der Ziel dieses Abschnitts ist:

6.19 Satz. Sei A € B(H) ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilber-
traum H. Sei B(R) die Menge der (Borel)-messbaren beschr”ankten komplex-
wertigen Funktionen auf R. Auf dieser Menge benutzen wir die gewdhnlich Su-

premumsnorm (es werden also nicht Nullmengen ignoriert). Dann gibt es genau
eine Abbildung B(R) — B(H); f — f(A) welche folgende FEigenschaften hat:

(1) (f + 9)(A) = F(A) + 9(A), A)(A) = X- f(A), (f9)(A) = f(A) e g(A),
c1(A) = idgy, wobei c1(x) =1 fiir jedes x € o(A),

(2) F(A) = (f(A)
(3) Es gibt C >0 so dass ||[f(A)|| < Csup,e,(alf(@)] fir alle f € B(R))..
(4) ids(ay(A) = A, wobei idy(a)(x) = fiir alle x € o(A).

(5) Falls fn(z) 2= f(x) fir jedes + € R und es C > 0 gibt, so dass
|fnlo < C fiir alle n, dann gilt

fo(A)v =25 f(A)w Vv € H.

Auflerdem hat diese Abbildung folgende Figenschaften:
(6) Falls Av = Mo, dann gilt f(A)v = f(M)v.
(7) Falls f >0, dann auch f(A) > 0.

(8) I F (A < supeq(ay [ (@)] fir alle f € B(R).

(9) Falls B € B(H) mit A kommutiert, also AB = BA, dann gilt fir alle
f € B(R), dass Bf(A) = f(A)B.

Zu diesem Satz gibt es eine Reihe leicht verschiedener Losungsansitze. Wie
im stetigen Funktionalkalkiil stellen sich zwei Aufgaben: Einerseits Konstruktion
der Operatoren f(A) fiir f € B(R), und andererseits Beweis der Eigenschaften.
Es soll eine wichtige Konsequenz aufgezeigt werden:

6.20 Korollar. Sei X C R messbar. Dann ist die charakteristische Funktion
xx ein Element von B(R). xx(A) ist ein Ersatz fiir die Projektion auf die
Summe der Figenrdume zu Eigenwerten in X

Es gilt. Die Abbildung X — xx(A) ist eine Abbildung, die jeder messbaren
Teilmenge von R eine orthogonale Projektion
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Zum Beweis des Spektralsatzes bendtigen wir eine Konsequenz des Riesz-
schen Darstellungssatzes aus der Mafitheorie:

6.21 Proposition. Sei X kompakter metrischer Raum (in unserem Fall X C
R) und (¢: C(X) — C) € C(X)'. Dann gibt es eine eindeutige Fortsetzung
(¢: B(X) — C) € B(X)".
Die Abbildung C(X)" — B(X)'; ¢ +— ¢ ist linear und Normerhaltend, also
3l = .
H HDabei gilt sogar: falls f, € B(X) mit |fn|,, < C und falls f der punktweise
Grenzwert der f, ist, so gilt ¢(f,) —— ¢(f).

Beweis. Hierzu wird tatséchlich eine ganze Menge Mafitheorie benttigt: der Satz
von Riesz sagt, dass die Abbildung ¢ gegeben ist durch

o(f) = /X £() dpsg,

wobei 14 eindeutig durch ¢ festgelegtes Borelmafl auf X ist. Zusatzkomplikati-
on: dieses Maf ist im allgemeinen komplezwertig, d.h. fiir jedes Borel-messbare
Teilmenge A C X ist pg(A) € C.

pe hat endliche Variation, d.h. es gibt ||pue|| < oo, so dass Y |ug(E;)| < C
fiir jede endliche disjunkte Zerlegung X = F; U---U E, in messbare Mengen,
und im Satz von Riesz gilt ||¢]| = ||ue]|-

Wie dem auch sei, man kann mit diesen Maflen genauso integrieren wie
iiblich, und insbesondere gilt

3(f) = /X fdu

fiir jedes f € B(X), mit [6(£)] < ||, - |ns]]. Tsbesondere |[] = [lag]l = 6]
Der letzte Satz ist dann eine direkte Folge des Satzes von Lebesgue iiber
dominierte Konvergenz. O

Wir beweisen den messbaren Funktionalkalkiil jetzt in mehreren Schritten:

6.22 Lemma. Sei X C C kompakt. Sei a: C(X) — B(H) stetig, linear, und
erfille a(f) = a(f)* fir alle f € C(X) (dann heifst a ein x-Homomorphismus).
Dann gibt es eindeutige stetige Fortsetzung @: B(X) — B(H), welche eben-

falls x-Homomorphismus ist. Es gilt ||a| = ||«

Beweis. Fixiere v,w € H. Dann ist die Abbildung a,.: C(X) — C;f —
(v, a(f)w) linear und erfiillt

|w,w ()] < Jol [w] laf [ £l - (6.23)

Damit gibt es wegen Proposition stetige Fortsetzung @, .,: B(H) — C.

Die Abbildung (v, w) — oy, 4, ist konjugiert linear in v und linear in w, also ist
auch (v, w) +— @ konjugiert linear in v und linear in w; hier wird ausgenutzt,
dass der ,,Fortsetzungsoperator“ aus Proposition[6.21]linear ist. Insbesondere ist,
wenn man ein festes f € B(X) einsetzt, die Abbildung H x H — C; (v,w) —
@y o (f) konjugiert linear in v und linear in w.

Wegen der Abschéitzung ist diese Abbildung auflerdem linear. Fiir
festes w hat man also eine stetige lineare Abbildung H — C;v +— @4 (f). Nach
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dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es dann zy,, € H, so dass @ o(f) =
(0,270, und mit |70 < Jal][f]., .

Definiere @(f)(w) := xy,,. Man sicht dhnlich wie eben, dass die Abbildung
w +— @(f)(w) linear in w ist, somit hat man eine lineare Abbildung @(f) mit
lla|l < |l -|f],, definiert. Falls f € C'(X), gilt nach Konstruktion @(f) = a(f).

Da @y : B(H) — C linear ist, ergibt sich, dass @: B(H) — B(H) ebenfalls
linear ist, und obige Abschiitzung sagt ||a|| = ||«

Die Eindeutigkeitsaussage aus Proposition[6.21|impliziert und aus dem Riesz-
schen Darstellungssatz impliziert, dass @ eindeutig ist.

Betrachtet man nun 3: C(X) — B(H); f — a(f)*, so folgt da 3 = a auch

[ = @. Andererseits ist auch f +— @(f)* eine Fortsetzung von (3, wegen der
Eindeutigkeit also @(f) = a(f)*. O

Beweis von Satz[6.19. Wende Lemmal6.22]auf die Abbildung C'(c(A)) — B(H);
f(A) an. Damit erhélt man die eindeutige Fortsetzung B(o(A)) — B(H); f —
7(4).

Der Satz iiber dominierte Konvergenz, in Form der zweiten Aussage von
Proposition liefert fiir eine Folge (f,)nen welche gleichmiBig beschriankt
ist und welche Punktweise gegen f konvergiert:

(v, fa(A)w) = &y (fn) = Gy (f) = (v, f(A)w).

Daraus kann man schon folgern, dass f,(A4)v ER (A)v. Es gilt ndmlich

Fal A0, Fa(A)0) = (0, FulA) FulA)0) = (0, Ful? (A)w) ZLEA ) A)o)

Setze nun y,, = f,(A)v und y = f(A)v. Dann gilt

Un=1 Un—1) = lynl” = Wn, v) = yn) 1> === [y (. 0)— (. v)+ 1yl = 0.
Die verbleibenden Eigenschaften des Satzes ergeben sich nun durch Limes-
bildung. Eindeutigkeit folgt, da B(H) der ,, Abschluss“ der stetigen Funktionen
unter punktweisem (gleichméBig beschrinktem) Limes ist. Genauer: sei V die
Menge der Unterriume von B(H), auf denen die Fortsetzung mit den gewiinsch-
ten Eigenschaften eindeutig ist. Hierauf gibt es eine Anordnung durch Inklusion.
Jede linear geordnete Kette hat eine obere Schranke (nédmlich ihre Vereinigung).
Sei also nach Lemma von Zorn V' € V ein maximaler solcher Unterraum. Wére
V # B(H), so gibe es f, € V mit sup,, | f,|,, < oo und mit punktweisem Limes
f ¢ V:da B(H) der kleinste Funktionenraum, der abgeschlossen unter diesen
punktweisen Limiten ist. Dann wére aber nach der Formel fiir den Punktwei-
sen Limes auch f(A) eindeutig festgelegt, somit die Fortsetzung eindeutig auf

V+ < f >. Dies Widerspriiche der Maximalitét, also gilt V = B(H).
O

Der Spektralsatz hat eine dquivalente Umformulierung, die sagt, dass man
jeden selbstadjungierten Operator eigentlich als Multiplikationsoperator auffas-
sen kann.

6.24 Satz. Sei A € B(H) selbstadjungiert, H separabler Hibertraum.
Dann existiert ein Mafraum (Q,u), eine beschrinkte messbare Funktion
F: Q — R und ein unit”arer Operator U: L*(Q, ) — H, so dass

(U 'g(A)U)p=goF-¢ Vo€ L*(Q,p).



Kurz-Skript zu Funktionalanalysis I 39

Tatsdchlich kann Q als disjunkte Vereinigung von Kopien von R gewdhlt werden,
und F auf jeder dieser Kopien als die Identitdt.

Beweis. Fiir den Beweis zieche man die Lehrbuchliteratur heran. O

6.25 Bemerkung. Die Wahl einer Orthonormalbasis (ey, ..., e,) eines endlich
dimensionalen Hilbertraums H kann man auch als Isomorphismus U: C* — H
auffassen, welcher das Skalarprodukt erhiilt (also endlich dimensional ist), indem
man U(A1,...,An) i= > A\je; setzt.

Diese Version des Spektralsatzes aus Satz sagt folgendes: in einem ver-
allgemeinerten Sinn ist der unitédre Operator U eine Basis, er stellt einen isome-
trischen Isomorphismus zwischen H und einem Standard-Hilbertraum L?(2, )
dar.

Man muss dann die Werte ¢(x) der Funktion ¢ € L?(Q) als die , Koeffi-
zienten“ beziiglich der Darstellung auffassen (das darf man natiirlich nicht zu
erst nehmen, denn dann miissten die charakteristischen Funktion .} ja eine
Orthonormalbasis von L?(2) darstellen, was sie in der Regel nicht tun).

Nichtdestotrotz: in dieser Darstellung wird der Operator A dann zum ,,Dia-
gonaloperator”, indem er ndmlich den Koeffizienten ¢(z) mit der Zahl G(x)
multipliziert (und mit der Zusatzbemerkung, dass {2 aus vielen Kopien von R
besteht, ist sogar G(z) = z).

Es ist dann auch klar, wie in dieser Darstellung eine Funktion f(A) von
A aussehen miissen: statt mit G(z) zu multiplizieren, muss man mit f(G(x))
multipliziert werden; dies verallgemeinert in kanonischer Weise, wie sich der
Operator A" darstellt.

Man sieht natiirlich hauch, dass im allgemeinen keine Diagonaldarstellung
durch Eigenrdume moglich ist, das kanonische Beispiel ist vielleicht der Operator
A: L2(0,1]) — L2(0,1]); Af(2) = 2f(x).

Trotzdem kann man von ,,Spektralbereichen sprechen: zum Interval [a, b] C
R gehort der Unterraum x(q,4 (A)(L?([0,1])) (Bildraum des Spektralprojektors
X[a,b) (4)). Hierbei handelt es sich um {f € L?[0,1] | f(x) = 0 falls = ¢ [a, b]}.

7 Unbeschrinkte Operatoren

7.1 Beispiel. Sei H = L*(R), und D := {f € L*(R) | [, 2*|f(x)|* da < oo}.

Definiere T': D — L?(R) durch Tf(x) = zf(x).

Dies ist eine lineare, aber (beziiglich der L?-Norm) nicht stetige Abbildung,
da ’TX[n,nJrl]‘Lz > n, aber !X[n,n+1]|L2 =1

Falls Dy := C2°(R), so ist To: CL(R) — L2(R); f — f’ beziiglich der L*-
Norm unbeschrankt.

Bis auf Konstanten handelt es sich bei T und 75 um den Orts- und den
Impulsoperator aus der Quantenphysik.

Der Erfolg mit den selbstadjungierten Operatoren auf Hilbertraumen bringt
uns nun dazu, diese Operatoren doch als Operatoren auf L? aufzufassen, aber
als unbeschrinkte, die auch nicht auf ganz L? definiert sind.

7.2 Definition. Ein dicht definierter Operator (oft auch unbeschrinkter Ope-
rator oder einfach Operator genannt) auf einem Hilbertraum H ist eine lineare
Abbildung T: D — H, wobei D C H ein dichter Unterraum, der sogenannte
Definitionsbereich.
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Zu einem Operator gehort also sowohl der Definitionsbereich, als auch die
lineare Abbildung; wenn der Definitionsbereich geindert ist, erhilt man einen
anderen Operator.

Ty: Dy — H heiit Erweiterung vonT: D — H, falls D C Dy und To|p = D.
Man schreibt auch 7' C T5.

7.3 Beispiel. Der Ableitungsoperator kann zu einem unbeschrénkten Operator
mit Definitionsbereich C} erweitert werden.

7.4 Definition. Ein unbeschrankter Operator T: D — H auf einem Hilber-
traum H heifit abgeschlossen, wenn sein Graph

G(T):={(z,Tx)e Hx H |z € D}

eine abgeschlossene Teilmenge von H x H ist.
T: D — H heiit abschliefibar, falls der G(T') der Graph eines Operators ist.
Dieser wird dann Abschluss T': D(T') — H von T genannt.

7.5 Bemerkung. Falls T: H — H linear, so ist wegen des Satzes vom abge-
schlossenen Graphen 7' genau dann abgeschlossen, wenn 7" beschrankt ist.

7.6 Bemerkung. Das Problem mit dem Abschluss ist zunichst, dass G(T)
nicht Graph eines Operators sein muss, es kann ja passieren, dass (z,v) und
(z,w) beide in G(T) liegen, aber v # w. Falls das nicht der Fall ist, so setzt
man D(T) :={x € H | v € H : (z,v) € G(T)} und fiir (z,v) € G(T) setzt
man T (z) := v.

7.7 Definition. Sei T: D — H dicht definiert. Dann definiert man den Ad-
jungierten T*: D(T*) — H durch D(T*) := {v € H | 3w € H : (Tx,v) =
(z,w)¥x € D} und durch T*v := w fiir dieses w.

Da D C H dicht, ist T*v eindeutig definiert, falls v € D(T™).

7.8 Bemerkung. Esgilt T'C To = T3 C T™. Beachte, dass nicht immer T
dicht definiert ist.

Sei zB. D := [}(N) C I*(N) und T: D — [*(N) definiert durch Tf =
(X pen f(n))v fiir ein v € I>(N). Dann gilt, dass D(T*) L v, falls v # 0 also
sicher D(T*) nicht dicht in H. (Beweis: Ubungsaufgabe.)

7.9 Lemma. Der Graph von T* ist immer abgeschlossen.

Beweis. Es gilt (v,w) € G(T*) genau dann, wenn (T'z,v) — (x,w) = 0 fiir alle
x € D. Also G(T*) ist genau das orthogonale Komplement in H & H (mit der
Summe der Skalarprodukte) der Menge {(x, —Tx) € H x H | x € D}. Aber das
orthogonale Komplement einer beliebigen Menge ist abgeschlossen. O

7.10 Definition. Sei T: D — H abgeschlossener dicht definierter Opera-
tor. Dann definieren wir das Spektrum o(T) = {A € C | (T — \): D —
H nicht bijektiv mit beschrénkter Inverser}.

Da wir voraussetzen, dass T' abgeschlossener Operator ist, ist im Fall, dass
T: D — H bijektiv ist, die Inverse T-': H — D beschrinkt (der Graph von
T~ sieht genauso wie der von T aus, nur gespiegelt, bleibt also geschlossen. Da
jetzt der Definitionsbereich der ganze Hilbertraum H ist, kann man den Satz
vom geschlossenen Graphen anwenden. Dies ist genau der Grund, warum wir
das Spektrum hier nur fiir abgeschlossene Operatoren definieren.)
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7.11 Theorem. Wie bei beschrdankten Operatoren gilt auch bei abgeschlossenen
dicht definierten Operatoren T: D — H:
Die Menge C\ o(T) ist offen, die Abbildung

C\o(A) = B(H); X~ (T =)~

ist stetig, sogar lokal in durch eine konvergente Potenzreihe darstellbar (also
holomorph,).

Auperdem gilt (T — X))~ YT —pu)™t = (T — ) YT — X)L, da (u — M\)(T —
W) =N = (T = \) L = (T — )

Beweis. Der Beweis ist identisch dem Fall, in dem T beschrankt ist. O

7.12 Beispiel. Es ist im allgemeinen gar nicht so einfach, nachzupriifen, dass
ein Operator tatsdchlich abgeschlossen ist.

Hier sollen ein paar Definitionsbereiche fiir % (auf Teilmengen von L2[0, 1])
angegeben werden, die den jeweiligen Operator abgeschlossen machen. Die De-
finitionsbereiche C*°([0,1]) oder C*(]0,1]) erfiillen dies nicht.

Am einfachsten erinnere man sich, dass mittels Fouriertransformation U : L2[0, 1] =
1?(Z) mit der Orthonormalbasis e,(t) = exp(2mint). Da gilt, dass ;%-e,(t) =
2mne,(t), kann man -4 also verniinftig definieren auf D := {f € L?[0,1] | f =
S Anen, o n? |)\n\2 < 00}, indem man einfach % > Anen =Y 2mnApe, setzt.

Dies ist auf jeden Fall fiir alle ,,trrigonometrischen Polynome* 2227 N An€n
die iibliche Definition, und durch partielle Integration sieht man, dass dies auch
fiir alle periodischen Funktionen f € C}(R) (mit Periode 1) gilt.

Es zeigt sich, dass alle Funktionen in D stetig und periodisch sind.

Sei nun D, := {exp(iat)f(t) | f € D}. Diese Funktionen sind nicht mehr pe-
riodisch, sondern erfiillen f(1) = exp(ic) f(0). Man definiert natiirlich - exp(iat) f(t) =
(af(t) + 75 f (1)) exp(iat)

-4 D, — L*([0,1]) ist ein abgeschlossener Operator fiir jedes o € [0, 1].

Man sieht hier, dass man sich die Auswahl des Definitionsbereichs als Wahl
von Randbedingungen fiir den Operator vorstellen kann., und dass dies natiirlich
in der Regel nicht eindeutig (auch mit Zusatzvoraussetzungen wie ,,abgeschlos-
sen*) geleistet werden kann.

Die Eigenschaften (z.B. das Spektrum) kénnen vom Definitionsbereich abhéngen.
Hier sieht man z.B. | dass im dem Definitionsbereich D, die Funktionen forn4q :=
exp((2m+«)it) enthalten sind, mit d/i dt fornt+a = (2704 Q) forn+a- Tatsdchlich
besteht das Spektrum jeweils genau aus diesen Werten —- héngt aber insbeson-
dere von « ab.

7.13 Definition. Ein dicht definierter Operator T: D — H heif3t selbstadjun-
giert, falls T* =T.

Beachte, dass hier Gleichheit auch der Definitionsbereiche gefordert ist!

T: D — H heifit symmetrisch, falls T C T*, also (Tv,w) = (v, Tw) fiir alle
v,w € D.

Ein symmetrischer Operator heiflt essentiell selbstadjungiert, falls er ab-
schlieBbar ist, und falls sein Abschluss selbstadjungiert ist.

7.14 Lemma. Sei T: D — H essentiell selbstadjungiert. Dann gibt es genau
einen selbstadjungierten Abschluss von T
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Beweis. Sei S ein selbstadjungierter Abschluss von 7'. Es gilt TcS=S5"cC
T =T, und die Gleichheit folgt. O

7.15 Satz. SeiT: D — H symmetrisch und dicht definiert. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) T ist selbstadjungiert
(2) T ist abgeschlossen und ker(T* + i) = ker(T* — i) = {0}.
(3) im(T + i) = im(T — i) = H
Damit ergibt sich auch, dass folgendes dquivalent ist:
(1) T ist wesentlich selbstadjungiert
(2) ker(T}) = ker(T* — i) = {0}
(3) im(T + i) und im(T — i) sind dicht in H.

Beweis. Falls T = T*, so ist T nach Lemma [7.9] abgeschlossen. Falls T*v =
Tv = v, so —i(v,v) = (Tv,v) = (v,T*v) = i(v,v) = 0, also ker(T™* — i) = {0}
(genauso fir T + 7).

Ist unter der zweiten Voraussetzung v L im(T — 7), so gilt (T'z,v) = (z,v)
fiir alle € D, also nach Definition v € D(T*) und T*v — iv = 0, also ist v = 0
und im(7'—¢) dicht in H. Es bleibt also noch zu zeigen, dass im(7") abgeschlossen
ist.

Wegen der konjugierten Symmetrie des Skalarprodukts und da (T'v,v) € R
gilt

(T = iof> = |Taf + o],

Falls also (T — i)v,, konvergiert (gegen irgend ein w € H), dann sind (T, )nen
und (v, )nen Cauchyfolgen, also auch konvergent. Da T' abgeschlossen (dies ist
ein Teil der Bedingung von selbstadjungiert), ist dann der Limes v in D(T") und
Tv = limTv,, also w = Um(T — i)v, = Tv —iv = (T — i)v. Also ist im(T — 7)
abgeschlossen. Entsprechend fiir T + .

Sie zuletzt im(T — i) = im(T +¢) = H. Sei v € D(T*). Dann ist (T* —i)v €
H, also gibt es w € D(T) mit (T* — i)v = (T — i)w. Da T symmetrisch, ist
D(T) c D(T*), also v —w € D(T*) und (T* —i)(v — w) = 0. Aber da auch
im(T +14) = H, ist ker(T* — i) = im(T + 1)+ = {0}, also v = w € D(T). Damit
T C T*, und die beiden Operatoren stimmen iiberein.

Die Aussagen iiber essentielle Selbstadjungiertheit folgt, indem man jeweils
von T zum Abschluss iibergeht. Man braucht allerdings noch, dass T = (T*)*.
Gilt dies, so folgt (mit Lemma [7.9) T* = T* = ((T*)*)* = (T)*.

Um T = (T*)* zu beweisen, beachte, dass G(T) = G(T) = (G(T)*)*, und
dass (bis auf eine Reflexion), auch G(T*) durch G(T)* gegeben ist. O

7.16 Beispiel. Sei (M, ) ein Mafiraum und H = L?(M,u) (also z.B. H =
L?(R) mit der iiblichen Definition mittels Lebesguemas). Sei f: M — R messbar
(z.B. f: R — R stetig).
Definiere D := {¢p € L? | f-¢ € L?}, und A: D — H durch ¢ — f - ¢.
Dann ist A selbstadjungiert.
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Beweis. Falls ¢,¢ € D, so (Ap,¢p) = [fb-g = [¢' - f = (¢, AY), da f
reellwertig. Also ist A symmetrisch.

Ausserdem ist fiir u € L? u/(f +i) € L?, da 1/(f +1) beschriinkte Funktion
ist: [1/(f 4+ 1) <1 (wieder weil f reellwertig).

Da (A+d)(u/(f +19) = (f +9)u/(f +1i) = u, also ist A + i surjektiv. O

7.17 Beispiel. H = L?[0,1] (aufgefasst als periodische Funktionen), mit Or-
thonormalbasis f,(t) = exp(2mwint).

Sei A € R. Dann liefert auch f)(t) := f,.(t)e** eine ONB von L2[0, 1].

Definiere Dy := {f € L* | f =3, c anfr, > Ina,|” < co}. Und definiere
T: Dy — H durch Df =idf /0t =3, . — S nay f +iAf.

Es gilt: f € Dy == f stetig und f(1) = ¢ £(0).

8 Der Spektralsatz fiir unbeschrinkte Operato-
ren

Im folgenden wollen wir als Anwendung des Spektralsatzes fiir beschrinkte Ope-
ratoren eine Zerlegung eines beliebigen Operators in ,Betrag® und ,,Phase* an-
geben:

8.1 Satz. Sei T € B(H). Dann gibt es einen eindeutigen positiven Operator A
und eine partielle Isometrie U so dass T = AU, wobei ker(U) = ker(T), und
U: ker(U)*+ — im(U) ist Isometrie.

Falls T invertierbar, ist A und U invertierbar (insbesondere ist U dann
unitdr).

Beweis. Definiere mittels Spektralsatz A := /TT*. Dies geht, da T*T positiv
ist, das Spektrum also in [0, ||T]|*) enthalten ist, und |/ Ist stetige beschréinkte
Funktion auf dieser Menge.

Falls T invertierbar, ist auch TT™ invertierbar, also auch vTT*. Setze dann
einfach U := A~'T. Dann gilt U*U = T*A~1AT = T*(TT*)"'T = 1, also
ist U tatséchlich unitdr. Umgekehrt, falls U unitér, A positiv mit T = AU, so
TT* = AUU*A* = A2, also muss A = /TT* gelten, und dann ergibt sich auch
U

Allgemein gilt [T*v|* = ’\/ TT*v

U: T*v — /TT*v definieren, welche sich zu Isometrie auf im(7*) = ker(T)*
fortsetzt. Wenn T*v = T*x, so T*(v — z) = 0, also TT*(v — z) = 0, also
VTIT*(v—x) =0, also ist die Abbildung wohldefiniert.

Klar ist: fir w = T*v gilt VTT*Uw = VvTT*VTT*v = TT*v = Tw. Defi-
niere U auf ganz H, indem es auf ker(T) als Nullabbildung definiert wird. Dann
gilt T = AU O

2
, wir kénnen also auf im(7™*) eine Isometrie

8.1 Operatorhalbgruppen

8.2 Satz. Sei A: D — H selbstadjungiert und dicht definiert. Setze U(t) :=
exp(itA) firt e R Zeige:

(1) U(t) unitir, U(s +1t) =U(s)U(t), U(0) =idg, U@)* =U(-t).
(2) Fiir allev € H, tg € R gilt limy_,;, U(t)v = Ul(to)v.



44 Thomas Schick

(8) Fir alle v e D gilt limy_,o(U(t)v —v)/t = iAv.
(4) Falls limy_.o(U(t)v — v)/t existiert, so gilt v € D.
Beweis. Dies ist eine direkte Folgerung aus dem Spektralsatz. O

8.3 Satz. Auch die Umkehrung dieses Satzes gilt: falls eine sogenannte ,start
stetige unitire Operatorhalbgruppe U(t) gegeben ist, welche die Eigenschaften
und erfullt, dann gibt es genau einen selbstadjungierten dicht definierten
Operator A: D — H, so dass U(t) = exp(itA).

Beweis. Es gilt D := {v € H | lim;_o(U(t)v —v)/t existiert}. Auf dieser Menge
ist dann D gegeben durch iDv = im;_,o(U(t)v — v)/t.

Es bleibt natiirlich noch zu zeigen, dass A selbstadjungiert und dicht definiert
ist, und dass tatséichlich U(t) = exp(itA). O

9 Distributionen

Distributionen wurden dazu eingefiihrt, ein paar Probleme zu losen, die sich
dadurch ergeben, dass es sehr verniinftige Funktionen gibt, die man nicht be-
liebig oft ableiten kann. Eine mogliche Losung, die man von der Entwicklung
des Zahlsystems her kennt: Man vergréfiere die Menge (in diesem Fall z.B. die
Menge aller stetigen Funktionen) zur Menge der Distributionen (auch ,verall-
gemeinerte Funktionen“ genannt), so dass man in der neuen Menge tun darf,
was in der alten nicht notwendig erlaubt war.
Folgende Eigenschaften sollten dabei erfiillt sein:

(1) Jede stetige Funktion (mit kompaktem Tréiger) sollte eine Distribution
sein.

ede Distribution sollte beliebig oft ableitbar sein (au : mit beliebigen

2) Jede Distributi lite beliebig oft ableitb i f R™: mit beliebi
partiellen Ableitungen), all diese Ableitungen sollten wieder Distributio-
nen sein.

(3) Dabei sollten méglichst viele Rechenregeln aus Analysis weiter gelten.

(4) Fiir differenzierbare Funktionen sollte die Ableitung im neuen Sinn gleich
der iiblichen Ableitung sein.

Der Ansatz, wie bei den Zahlsystemen einfach neue ,,verallgemeinerte Funk-
tionen“ hinzuzunehmen, ist zwar a priori moglich (und so wurde in der Anfang-
zeit durchaus vorgegangen), wird aber schnell sehr uniibersichtlich. Wir wollen
daher Funktionen ,uminterpretieren, indem wir sie in eine gréflere Menge ein-
betten, und dann aus dieser groflieren Menge die verallgemeinerten Funktionen
ausw” ahlen.

Die entscheidende Beobachtung ist folgende: falls f € C'(R™), so erhiilt man
eine lineare Abbildung

Up: CPR™) - C; ¢ — . f(z)p(x) du. (9.1)

Falls ¥y = ¥, so folgt f =g.
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Man kann also statt der Funktionen f oder g die linearen Abbildungen W ¢
und ¥, betrachten. Man kann dann andere solche linearen Abbildungen als
verallgemeinerte Funktionen definieren.

Aus technischen Griinden wollen wir als Raum der Funktionen, auf denen die
lineare Abbildung definiert ist, zunéchst nicht C°(R™), den Raum der glatten
Funktionen mit kompaktem Tréger, sondern einen anderen Raum von ,, Test-
funktionen“ betrachten.

9.2 Definition. Die Menge S(R™) der schnell fallenden Funktionen ist definiert
als

S(R™) = {f € C®(R"™) | D" f beschrinkt Yo, § € Nj'}
Hierbei ist a = (a1, ...,an), 8= (01,...,0n) € N* und 2% = 2" - - - 28, sowie
DO f = (=i 2o (—i) 2 f.

1
Definiere |a| :== a1 + -+ - + .

9.3 Definition. Auf S(R) definieren wir eine Metrik indem zunéchst hilfsweise

pr(u) == > sup{(1+[z])* [D*u(z)|; x € R"}
lor| <k

und dann

fir u,v € S(R™).
9.4 Lemma. Alle py, aus Definition[9.3 sind Halbnormen, erfillen also
pr(u+v) <pr(u) +pr(v),  pr(Av) =X pr(v), Yu,v € S(R"), A € C.

Auferdem ist d(u,v) wirklich eine Metrik, und S(R™) ist vollstindig beziiglich
dieser Metrik.

Beweis. Dass die py Halbnormen sind, rechnet man sofort nach (tatsichlich
handelt es sich sogar um Normen). Aus dieser Tatsache folgt dann, dass d eine
Metrik ist. Vollstandigkeit folgt wie die Vollstédndigkeit des Raum der stetigen
und beschrénkten Funktionen. O

9.5 Definition. Der Raum S’(R™) der temperierte Distribution ist der Dual-

raum des metrischen Raums S(R"™), also die Menge aller stetigen linearen Abbil-

dungen ¥: S(R™) — C. Offensichtlich handelt es sich hier um einen Vektorraum.
Wir definieren fiir « = (o, ..., ;) die partiellen Ableitungen

D*: §'(R") — S'(R"); ¥ — D*W¥

durch D*VU(¢) := (—1)!*1¥(D>¢). Fiir eine Funktion u € S(R™) definiere u¥
durch u¥(¢) := ¥(ug).
Dies sind lineare Abbildungen.

Wir miissen natiirlich noch zeigen, dass DaW¥ und uV¥ wirklich stetig sind.
AuBlerdem muss erklirt werden, inwiefern gewohnliche Funktionen als Distribu-
tionen aufgefasst werden koénnen (vergleiche (9.1))).
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9.6 Definition. Fiir p € [1, 0o] erhalten wir eine Inklusion LP(R™) — S’ (R"); f +—
U ¢ durch
Vi(o):= [ ox)f(x)de; Vo e SR
R”'L
Auch hier muss man nachpriifen, dass W, stetig ist (und dass das Integral
konvergiert).
Wir bendtigen ein paar Lemmas iiber den Raum S(R™).

9.7 Lemma. FEine lineare Abbildung ¥: S(R™) — C ist stetig genau dann,
wenn es eine Halbnorm py und C' > 0 gibt, so dass

(W(9)| <C-pe(¢) Vo e SR).

Fine lineare Abbildung T: S(R™) — S(R™) ist stetig (genau dann), wenn fir
jede Halbnorm py eine andere Halbnorm p; und C > 0 existiert, so dass

pe(T(¢)) < Cpi(d) Vo € S(R™).

Beweis. Nach Konstruktion ist d(u,v) = d(u —v,0). Da die Halbnormen py, die
Metrik d definieren, ergibt sich die erste und die zweite Bedingung genau wie
bei den entsprechenden Séitzen fiir Normierte Rdume. O

9.8 Bemerkung. Wir kénnten die Aussagen aus Lemmal9.7 auch als Definition
fiir die Stetigkeit der entsprechenden Abbildungen benutzen. Es folgt jedenfalls
sofort: falls W stetig und T stetig, so auch die Verkniipfung W o T

9.9 Lemma. Fualls u € S(R™), so gilt fiir jedes Polynom p(x) und jedes o € N™
auch p(z)Du € S(R™), auferdem u € L*(R™) N L>®(R") C N L? und
fiir jedes p € [1,00] existiert Cp p, so dass |u|;, < Cpnpn(u).

Genauer gilt sogar, dass die Abbildungen u — D%u und u +— p(x)u(z);
S(R™) — S(R™) stetig sind.

Falls v € S(R™), so definiert u — vu eine weitere stetige Abbildung S(R™) —
S(R™).

pE[1,00]

Beweis. Klar ist p(x)D%u glatt. AuBerdem gilt z7D?(p(z)D%u) ist (mittels
hiufiger Anwendung der Produktregel) eine endliche Summe von Termen der
Gestalt cx] DJu mit konstanten c. Nach voraussetzung ist jeder dieser Summan-
den beschriankt (da u € S(R™)), also auch p(z)D%u € S(R™).

Wir haben eben schon beobachtet, dass u beschr”’ankt. Da u glatt, folgt
u € L®(R™). Weiterhin gilt u = (1 + |2*)"u - (1 + |z[*)~". Dabei ist, wie
gerade gesehen, (1 + |z|°)"u beschrinkt. Andererseits ist bekannt, dass (1 +
lz|’)" e (Mpef1,00] LY (R™) (die Integral berechnet man durch Transformation
auf Polarkoordinaten, es konvergiert fiir jedes p > 1 und jeden Exponenten >
n/2). Also ist auch das Produkt u aus beschriankter und integrierbarer Funktion
integrierbar.

Unser Beweis von oben liefert mit Lemma [9.7] dass alle angegebenen Abbil-
dungen S(R"™) — S(R™) stetig sind. Z.B. fiir einen Ableitungsoperator D% von
Ordnung |a| = d:

(1 + |z|)*DP(D%u) = (1 + |z|)*D*+Pu
< (1 + |z Dty vu € S(R™),
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somit
pr(u) < pra(u) Vu € S(R™).
O

9.10 Korollar. Falls ¥ € S’'(R™), so ist auch D*W definiert durch (D*)¥(U) :=
(=)W (DY) und sU fir s € S(R™), sowie fir jedes Polynom p(z) p¥ mit
(pP)(u) = U(pu) (u jeweils aus S(R™)) ein Element aus S'(R™), da es sich
einfach um eine Komposition stetiger Abbildungen handelt.

Klar ist, dass die Abbildungen ¥ — D*WU ... lineare Abbildungen S'(R™) —
S’ (R™) sind, wobei die ibliche Vektorraumstruktur auf dem Dualraum S'(R™) C
Hom(S(R™),C) benutzt wird.

9.11 Korollar. Falls f € LP(R™) fiir ein p € [1,00], 2.B. falls f stetig und
beschrankt (also f € L), so definiert
U — f@u(z)dx; SR") —C
Rn

eine stetige lineare Abbildung und folglich ein Element U, € S'(R™), da fir
jedes u € S(R™) gilt w e LYR™) (1/p+1/q=1) und |u|,, < Cp qpn(u)somit

I _

9.12 Lemma. Falls f € C*(R™) und sowohl f als auch f' beschrinkt sind, so
gilt DjWy = Vp ¢, wobei Dj = —i0/0x;.

Beweis. Nach Definition fiir u € S(R™)

< ‘f|LP ’ |u|Lq < Cn,qpn(u)'

DjWy(u) = ¥p(Dju) = A f(@)Dju(r) = — A Djf(z)u(x) = (D;¥5)(u).
Hierbei benutzen wir Fubini und partielle Integration, wobei das Integral zunéchst
auf z; € [—R, R] eingeschrankt wird, und dann der Limes R — oo gebildet
wird. In diesem Limes konvergieren die Randterme gegen 0, da f beschrinkt

und u(z)(1 + |z|) beschrinkt, also u(z) 2, falls |x| — oc. O

9.13 Beispiel. Nicht nur jede LP-Funktion definiert ein Element aus S’(R),
sondern auch jedes endliche Borelmafl auf R™. Insbesondere definiert man § €
S'(R™) durch 6(u) := u(0) Somit ist die §-,Funktion“ also verallgemeinerte
Funktion definiert —entsprechend definiert man fiir y € R™ ¢, durch d,(u) =
u(y).

Betrachte andererseits die Heaviside-Funktion H mit H(x) = 1 fiir # > 0 und
H(z) =0 fiir z < 0. Dann ist H € L*(R), also insbesondere eine temperierte
Distribution. Es gilt %H =4, da

S HW) = H(——=u) = — H(z)—y = — Su= — 5(u).
dx () ( d:r:u) /,oo (z)dxu /0 dz " u(0) ()
Fiir die Delta-Distribution (auf R) gilt -L§(u) = —u’(0).

9.14 Definition. Sei ¥ € S'(R™). Der Triger von ¥ (supp(¥)) ist die kleinste
abgeschlossene Teilmenge A C R”, so dass ¥(u) = 0 fiir alle v € S(R™) mit
supp(u) C R™\ A.
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9.15 Lemma. Falls ¥ € S'(R™) mit supp(¥) kompakt, so kann U eindeutig zu
einer stetigen lineare Abbildung U: C°(R™) — C ausgedehnt werden (also auf
alle C>°-Funktionen ohne Wachstumsbedingung).

Dazu wihlt man : R™ — [0,1] glatt und mit kompaktem Trdger, so dass
Y(x) =1 fir alle x € supp(¥), und setzt

U(f):=¥@f) VfeCR")

Hierbei ist C*°(R™) selbst ein vollstindiger metrischer Raum, mit Halbnor-
men P (f) = o)<k sup{I D f(@)] | |2] < K}

Definiere £'(R™) als den Dualraum von C*°(R™). Jede temperierte Distribu-
tion mit kompaktem Triger liegt also in E'(R™).

Umgekehrt wird durch Finschrinken jedes U € E'(R™) zu einem Element
von S"(R™), und falls gilt U(u) < Cpi(u) fir u € C*(R™), so folgt supp(¥) C
By(0).

9.16 Satz. Sei U € S'(R™) mit supp(¥) C {0}. Dann gibt es k € N und ¢, € C,
so dass
U= caD.
lal<k

Dies werden wir etwas spéter beweisen. Eines der wichtigsten Hilfsmittel
beim Arbeiten mit Funktionen, Distributionen, Lésen von Differentialgleichun-
gen etc. ist die Fouriertransformation. Daher schauen wir uns diese als néchstes
an.

9.1 Fouriertransformation
Die Fouriertransformierte einer Funktion f: R™ — C ist definiert als
F©) =2m) ™2 [ fla)e" ) da,
R'ﬁ,

fiir alle Funktionen f, fiir welche dieses Integral Sinn macht, insbesondere fiir
fe LY (R™) (da |exp(i(z, €))| = 1 Va, & € R™). In diesem Fall ist f € L°°(R™).

Falls f € S(R™), sieht man leicht durch partielle Integration (die Randterme
verschwinden jeweils, da f so schnell fillt), dass

€ DP(f)(&) = ()P Daai (¢

Daraus folgt dann wiederum, dass f € S(R") falls f € S(R") und dass
F: S(R™) — S(R™); f — f stetig ist.
Definiere die inverse Fouriertransformierte

F*(f)(€) == 2m)2 | fa)e!®8 d

R

Dann gilt fir u,v € S(R™), indem man einfach Fubini anwendet

/ uv—/ e 1 @8y (€) da dE = ud
n R"XR” Rn

/av:/ uF*v.

(9.17)
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Definiere also fiir ¥ € §’(R"™) die Fouriertransformierte Distribution ¥ durch
U (u) := U(a). Wegen Gleichung stimmt dies fiir Funktionen mit der alten
Definition der Fouriertransformierten iiberein: ¥, = ¥ 7

Definiere entsprechend F*U(u) := U(F*u).

9.18 Satz. Es gilt die Fourierinversionsformel:
F*(f)=f=Ff VfecSR".
AujfSerdem gilt ‘f’LZ =|fl, 2 = |F*f|, fir alle f € S(R™).

Beweis. Fiir f € S(R™) wihle Hilfsfunktion ¢ € S(R™) Dann gilt fiir A # 0.
[ s@nioayds= [ g\ o) exsp(-idw,y) dady
n R xR"™
= [ a@)olo/N) exp(=iGe.)) dody
R7 xR"™

= [ atwotuy
/n x)dr = /(b ) (y

Fiir A\ — oo gilt g(z/A) L (0) und ¢(y/N) 2, (0). Da ¢,g € S(R™), sind ¢, g
beschrinkt, daher ¢(y/\) universell beschréinkt (unabhéngig von y und A) und
#,9 € L*(R™). Man kann also Integral und Grenzwert vertauschen (dominierte

Konvergenz) und erhélt
0 [6=060) [ 4.
Wiéhle nun ¢(z) =

exp(—|z|” /2) = [Jexp(—22/2). Es gilt (27 ”/Qfexp |z /2) = 1, wegen

Fubini und einer Rechnung aus Diff 1. Auﬁerdem ist ¢>( ) = exp(—[€ |2 /2).
Wegen Fubini reicht es, dies fiir n = 1 zu zeigen, da ¢(£) = J T1exp(—22/2) exp(—iz;&;) dxy - - - dy,.
Nun erfiillt ¢ die Differentialgleichung ¢'(z) + z¢(x) = 0, mit ¢(0) =

Damit mit den Regeln fiir die Fouriertransformation qu(é) + qAb’ =0, QAS(O) =

(2m)71/2 [ ¢(z) = 1. Die Voraussetzungen fiir Existenz und Eindeutigkeit von

Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen (Lipschitz-Bedingung) werden

von f'(x) + zf(x) = 0 erfillt, also ist die Losung eindeutig, also gilt gﬁ(f) =

oder dquivalent

\ 8

exp(— [¢[* /2).
Es folgt, dass g(0) = fg d§ Also g(mo) = g(zg +0) = ffg(xo +
x) exp(—i(z, dwdé J9(@)exp(—ile — z0,8)) = [9(£) exp(i(wo,§)) d§ =

F* f (o). Genaubo die Umkehrung.
Also sind F* und die Fouriertransformation invers zueinander.
Zuletzt gilt
(u,v) = (F*4,v) = (@, D)

und
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Die letzte Gleichung ist die Plancherel Formel. Sie erlaubt insbesondere, die
Fouriertransformation und ihre Inverse zu unit”’aren Operatoren L?(R") —
L?*(R™) auszudehnen. Beachte, dass diese Ausdehnung nicht direkt durch das
iibliche Integral fiir die Fouriertransformation definiert ist. Letztere ist nicht fiir
jede L2-Funktion konvergent.

9.19 Satz. Fiir jedes U € S'(R") gilt F*¥ = ¥ = F*U.
Beweis. F*U(u) = U(F*u) — W(ﬂ) = U(u) Vu € S(R™) etc. O

9.20 Beispiel. Fiir die Delta-Distribution gilt sofort (u) = §(a) = [(27)~"/?u(z) dz.
Also § = W, wobei f(z) = (2m)~"/2.

Wegen der Inversionsformel folgt 1 = (27r)”/ 2§, wobei 1 die konstante Funk-
tion mit Wert 1 bezeichnet.

9.21 Satz. Falls U € S'(R™) mit kompaktem Triger, so ist ist die Fouriertrans-
formierte eine glatte Funktion (die sich sogar zu einer holomorphen Funktion
auf ganz C fortsetzt).

Beweis. Es gilt einfach W(€) = w(€) := (27) /20 (exp(—i{z,£))). Da ¥ kom-
pakten Tréger hat, kann man auch die nicht kompakt getragene Funktion z +—
exp(—i{x,&)) einsetzen (sogar fiir jedes £ € C), und was herauskommt, ist be-
liebig oft (sogar komplex) ableitbar.

Falls u € S(R"), so a(x) = (2m)~" [u(€) exp(—i(z,£)) d€, somit wegen der
Stetigkeit von ¥ (die erlaubt, ¥ und Integral zu vertauschen)

B(w) = (@) = (20) 7 [ u(e)V(exp(~ife. ) de.

Also tatséichlich U = W,,. O
Wir beweisen nun: supp(¥) C {0}, so W =37, o} caD6.

Beweis. Wihle k, so dass ¥U(u) < Cp(u) fiir jedes v € S(R™). Dann setzt sich
U stetig fort auf die Menge aller C*-Funktionen f, so dass py(f) < oc.

¥ ist Null auf der Menge aller Funktionen mit Trager duflerhalb von 0. Es
folgt, dass ¥ alle C*-Funktionen f mit py(f) < oo und D*f(0) = 0 fiir alle
|| < k auf Null abbildet (da diese beziiglich der pi-Norm Grenzwerte von
Funktionen mit Triger auerhalb von Null sind).

Eine beliebige C*-Funktion f mit py(f) < oo kann nun geschrieben werden
als f = f1+ fz2, wobei f1 = (324 <) D*u(0)2®/al)x(2), x(x) eine glatte Funk-
tion mit kompaktem Triiger, aber mit Wert 1 in einer Umgebung von 0 (dies ist
eine ,abgeschnittene Taylorentwicklung von u“, per def ist a! = [] o;!). Dann
folgt wegen Taylorregel D® f5(0) = 0 fiir |a| < k.

Es ergibt sich nun W(u) = >, <, (V(x(2)z*)/a!) D*u(0), man hat also die
gewiinschte Gestalt. O

9.22 Satz. Sei ¥ € S'(R™) mit AV =0, wobei A = —>"" | 8%/0z%. Dann ist
U ein Polynom in (z1,...,%y,).

Beweis. Fouriertransformation liefert — |¢|> & = 0, insbesondere supp() € {0}.
Man wende nun die Klassifikation der Distributionen mit Triger in {0} an,
Fourierriicktransformiere, und das Resultat ergibt sich. O
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9.23 Korollar. Jede beschrinkte C%-Funktion f mit Af = 0 ist konstant.

Beweis. Es handelt sich um ein beschrénktes Polynom, solche sind konstant. [

9.2 Differentialgleichungen und Fundamentall6sungen

Wir werden im folgenden des 6fteren Funktionen als Distributionen auffassen,
ohne dies in der Notation gesondert zu bemerken.

9.24 Definition. Seid = Z|a\§d aqo D ein Differentialoperator mit konstanten
Koeffizienten a, € C auf R". Dazu gehort das Polynom P(§) = Z|a\§d aa .

Eine (temperierte) Fundametallésung von d ist eine Distribution G € S’(R™),
so dass

d(G) = 6.

9.25 Beispiel. Wenn temperierte Fundamentallosungen existieren, kann man
sie im Prinzip recht einfach ausrechnen: Es gilt ja d(G) = ¢ genau dann, wenn
d(G) = 6, also

~ — (27 —n/2 A — (27T)_n/2
P(&)G = (2m) = G e

Indem man zuriicktransformiert, folgt also

1

).
Das geht natiirlich nur, wenn die Funktion auf der rechten Seite eine temperierte
Distribution darstellt.
Besonders interessant ist z.B. der Laplaceoperator A = — 37", 9%/9x7 =
>y D3, mit zugehérigem Polynom P(§) = [¢ .
Die Fundamentallosung von A ist also die Fourierriicktransformierte von
1
R ) ) ) )
Eine miihsame Rechnung zeigt, dass dies fiir n > 3 durch die Funktion
G(z) = ¢, || gegeben ist (wobei ¢, = —(n — 2) vol(57~1)).
Es ist elementar zu berechnen, dass AG(z) = 0 fiir  # 0. Fiir n = 2 gilt
entsprechend mit G(x) = 2w log(|z|): A(G) = 6.

Fundamentallosungen heiflen Fundamentallésungen, weil man aus ihnen alle
anderen Losungen gewinnen kann. Dazu brauchen wir noch die Faltung (Kon-
volution).

9.26 Definition. Seien f,¢g € S(R™). Dann definiert man die Faltung f * g
durch

frg(x) = A f)g@ —y)dy.
Es gilt wieder f x g € S(R™). Fiir festes f € S(R™) ist die Abbildung
g— fxg; S(R") — S(R")

stetig und linear.
Fiir f € S(R") und ¥ € S'(R") definiert man f#(x) = f(—z) und

F*0(g) = V(7 x9).
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9.27 Satz. Die Aussagen aus Deﬁnition sind wahr. Falls V = ¥, fir eine
Funktion g, so f* Wy =Wy,

Fiir jedes f € S(R™) gilt f+x6 = f.

Es gilt m = (27r)"/zf - g, wobet auf der rechten Seite das punktweise
Produkt benutzt wird.

Falls d ein Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten wie oben ist,
dann gilt

A(f «U) = (df) « T = f = (d¥)  Vfe SR"), T e (R

Beweis. Hier sind natiirlich eine grofie Zahl von Integralen abzuschitzen und
zu berechnen. Wir wollen das nur exemplarisch durchfiihren.
Beachte zuerst, dass immer wenn g beschriinkt und f € L'(R"™), dann

£96e) < sup{lg@)]- [ 170 dt=lgl.o - 1f]s-
teR™

Rn

Insbesondere falls f,g € S(R"), existiert das Integral fiir des z € R™. Noch
besser, der Satz {ibe dominierte Konvergenz impliziert, dass f * g stetig ist, und
dass man Ableitungen von f * g unter das Integral ziehen kann.

Feaa) = [ fwate -y = [ fa-0g0dt =g f(2),
indem man die Transformation ¢(t) = z — y benutzt. Es gilt
D f xg(x) = - fW)(D%g)(x —y)dy = [+ (D%)(x),

und wegen der Symmetrie dann auch D¥(f x g) = (D*f) x g
Es gilt

>

/// Fw)ate — ) exp(~ife.©) dy dr

%ﬁm L] y) exp(—i(x — y.)) exp(~ily. &) dy

Qﬂin/z Rn/ (t) exp(—i{t, §)) exp((y, €)) dy dt
9(8)-

= (2m)"2f(©)-
Hierbei benutze man im vorletzten Schritt die Transformation (y,t) = (y,z —
y) mit Funktionaldeterminante 1, sowie den Satz von Fubini gleich mehrfach.
Beachte dass das letzte Integral sicherlich existiert, nach Fubini daher auch alle
anderen Integrale in der Gleichungskette.

Da das Produkt zweier Funktionen aus S(R™) wieder in S(R™) liegt, und
da wir wissen, dass Fouriertransformation auf diesem Raum eine Bijektion ist,
folgt, dass f x g selbst auch zu S(R™) gehort.

Auflerdem ist Fouriertransformation und inverse Fouriertransformation eine
stetige Abbildung von S(R™) nach S(R™), so dass man fiir festes f € S(R")

o
i
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folgende Zerlegung von g — f * g in stetige Abbildungen (jeweils von S(R™)
nach S(R™) hat:

g g fg=0n) " frge fxg.
Es gilt fur f,¢ € S(R") und ¥ = ¥, € §'(R") fiir geeignete g (z.B. g €
S(R™))

n

(F40)(6) = Wy(fH2) = /

R

9(2) f(~(2—1))d(y) dy dx = / G F (1) By) = Vgus (),

wobei f#(z) = f(—x) definiert war. O

9.28 Korollar. Falls d Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten und
G Fundamentallésung von d, so gilt also

A(f*G) = f+dG=f*6=Ff.

Damit kann man also die inhomogene Gleichung du = f fiir jedes vorgege-
benes f € S(R™) lésen, wenn man die Fundamentallésung G kennt; man setzt
einfach u = f = G.

10 Beschrinkte Operatoren 11

10.1 Integraloperatoren II

Wir wollen noch etwas allgemeine Theorie betrachten. Sei k(x,y) € L?(I x I).
AuBerdem soll gelten, dass k(z,y) = k(y, x). Dies impliziert, dass der zugehorige
Operator K selbstadjungiert ist, also(K f,g) = (f, Kg) Vf,g € L*(I).

10.2 Weitere Topologien auf B(X,Y)

Es kommt nun h#ufig vor, dass man nicht nur einen Operator, sondern eine
ganze Menge von ihnen betrachtet, z.B. wenn ein Operator durch einfachere
approximiert werden soll.

Dazu wollen wir nun noch weitere Topologien auf der Menge B(X,Y) als
nur die Norm-Topologie einfiihren.

10.1 Definition. (1) Eine Folge f,, € B(X,Y") konvergiert in Norm gegen f,
falls ||fn, — f|]| == 0. Die zugehérige Topologie ist die Normtopologie,
mit der B(X,Y") ein normierter Vektorraum wird, sogar ein Banachraum,

falls Y ein Banachraum ist.

(2) Eine Folge f, € B(X,Y) konvergiert stark gegen f, falls fiir jedes z € X
fn(z) 2=2% f(x). Die zugehorige Topologie ist die starke Topologie auf
B(X,Y). Eine Menge U C B(X,Y) ist offen in der starken Topologie,
genau dann wenn fiir jedes f € U einr > 0, n € N und zy,...,2,
existieren, so dass {g € BX,Y | |f(z;) —g(z;))| <r, i=1,...,n} CU. Es
gibt im allgemeinen keine Metrik, die zu dieser Topologie gehort.
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(3) Eine Folge f,, € B(X,Y) konvergiert schwach gegen f, falls fiir jedes z € X
und ¢ € Y gilt, dass ¢(fn(x)) ——= ¢(f(x)). Die zugehorige Topologie
ist die schwache Topologie, sie ist analog zur starken Topologie definiert,

unter Verwendung endlich vieler z; und ¢;.
10.2 Beispiel. Betrachte [2(N).
(1) Sei Ty,(21,22,...) := 2(21,...). Dann konvergiert 7}, in Norm gegen 0.

(2) Definiere Sy (z1,...) := (0,...,0, 2zp41,...). Dann konvergiert S,, stark
gegen Null, aber nicht in Norm.

(3) Sei Wy (z1,...):=(0,...,0,21,...). Dann konvergiert W,, schwach gegen
Null, aber nicht stark oder gar in Norm.
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