Proseminar iiber Homotopiegruppen: Ubersicht der Vortrige

Allgemeine Hinweise:

e Die angegebenen Quellen behandeln manchmal mehr oder weniger als in der Beschreibung des
Vortrags steht. Die Beschreibung hier gilt aber trotzdem — iiberspringen sie alles, was die Quellen
sonst noch machen, und ergéinzen sie selbst, was in den Quellen fehlt. (Ich helfe gerne dabei.)

e Wenn die Zeit nicht reicht, iiberspringen Sie einen Beweis oder skizzieren ihn nur.

e Wenn noch Zeit iibrig bleibt, diskutieren Sie ein oder mehrere Beispiele.

1. Topologische Grundlagen

Definition: Stetige Abbildungen & Homoomorphismen
Definition: Zusammenhang und Wegzusammenhang

Lemma: Wenn f: X — Y stetig ist und X [weg-|]zusammenhingend, dann ist auch f(X)
[weg-]zusammenhéngend.

Definition: Quotiententopologie auf X/A

Lemma: Stetige Abbildungen X/A — Y entsprechen genau den stetigen Abbildungen X —
Y, die auf A konstant sind
Definition: Homotopie von Abbildungen, Homotopie-Aquivalenz von Riumen

Quellen: [Jdhnich 1622, 40f, 50, 54, 73-76], zu Wegzusammenhang auch [Laures-Szymik
41-46]

2. Definition von Homotopiegruppen

Lemma: Es gibt einen Homéomorphismus [0, 1]"/9[0, 1] = S™.

Definition von 7, (X, zo) als Homotopieklassen von Abbildungen (S™,eq) — (X, xo) oder
([0,1]™,0[0,1]™) — (X,z0). (Das ist dasselbe, und wir brauchen beide Definitionen.)

Definition der Verkniipfung auf 7, (X, xq).
Satz: 7, (X, xg) ist eine Gruppe fiir n > 1 und kommutativ fiir n > 2.

Quellen: Fiir m1: [tom Dieck 1f, 13f] oder [Ossa 71-74] oder [Hatcher 25-27]
Fiir m,, n > 2: [tom Dieck 91-93] oder Hatcher [340-342]

3. Mehr Eigenschaften von Homotopiegruppen

7o (X, o) z8hlt die Wegzusammenhangs-Komponenten, ist aber keine Gruppe.

Lemma: Wenn X wegzusammenhingend ist, ist 7, (X, o) unabhingig vom Basispunkt .
Lemma: mp(X XY) = 7,(X) x m,(Y)

Jede stetige Abbildung f: (X, zo) — (Y, yo) ergibt einen Homomorphismus m, (f): mp (X, zo) —
T (Y, 90)-

Lemma: 7,(f 0 g) = mn(f) o mu(g), und 7, (f 1) = m,(f) 7! falls f~! existiert.

Satz: X ~Y = m(X,20) 27 (Y, 40)
Insbesondere: Fiir zusammenziehbare Raume wie R™ ist m, = {e} fiir alle n.

Bemerkung, ohne Beweis: Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch (Gegenbeispiel Warschauer
Kreis), aber korrekt fiir CW-Komplexe (vgl. Hatcher S. 348.)

Quellen: [Ossa 74-76] oder [Hatcher 28, 34-37] behandeln das fiir ;. Ubertragen Sie es auf

!



4. Uberlagerungen und die Homotopie-Hochhebungs-Eigenschaft

e Definition von Uberlagerung
e Beispiele fiir Uberlagerungen
e Satz: Existenz & Eindeutigkeit der Hochhebung von Homotopien

e Quellen: Empfehlung: [Ossa 94-99].
Alternativ: [Janich 156-167] oder [Laures-Szymik 153-163] oder [Hatcher 29-31, 60]

5. Der Kreis, Teil 1 / Der Brouwer’sche Fixpunktsatz

L ’/Tl(Sl) =7
e Brouwer’scher Fizpunktsatz: Jede stetige Abbildung f: D? — D? hat einen Fixpunkt.

e Quellen zu 7 (S'): Empfehlung: [Laures-Szymik 114-119]
Alternativ: [tom Dieck 17-18] oder [Ossa 23-25, 74] oder Hatcher [29-30]
(Die angegebenen Stellen enthalten auch Beweise fiir die Homotopie-Hochhebungs-Eigenschaft;
diese wird aber schon in Vortrag 4 behandelt.)

e Quellen zum BFPS: [tom Dieck 134-135] oder [Hatcher 31-32]
6. Der Kreis, Teil 2 / Uberlagerungen und héhere Homotopiegruppen

e Satz: Uberlagerungen induzieren Isomorphismen in m,, fiir alle n > 2.
e Korollar: m,(S') = {e} fiir alle n > 2.
e Quellen: [TBD]

7. Gruppenwirkungen und Deck-Transformationen

e Definition/Erkldrung: Gruppenwirkungen (group actions)

e Lemma: Wenn Y — X eine Uberlagerung ist, dann wirkt 71 (X) auf Y.
e Lemma: Wenn Y — X eine Uberlagerung ist, dann ist 71 (V) < my(X).
e [Hatcher 68-76, enthilt viele Beispiele]

8. Die Klassifizierung von Uberlagerungen durch 7

e Definition & Beweis der Existenz der universellen Uberlagerung X

e Satz: Jede Uberlagerung Y — X ist isomorph zu X/m(Y) — X.
Insbesondere gibt es genauso viele Uberlagerungen von X (bis auf Isomorphie) wie Unter-
gruppen von 1 (X).

e Quellen: [Ossa 100-103] (zu kurz) oder [Janich 172-196] (zu lang) oder [Hatcher 63-68].
9. Wie man neue Gruppen konstruiert

e Gruppenprisentationen

e Endlich erzeugte und endlich prisentierte Gruppen

Freies Produkt von Gruppen

Quotientengruppen
Quelle: TBD



10. Der Satz von Seifert und van Kampen, Teil 1

Satz, Beweis der Surjektivitat

m1(S™) = {e} fiir alle n > 2
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Quelle: [Hatcher 43-44] oder [tom Dieck, 27-30] (sehr anspruchsvoll)

11. Der Satz von Seifert und van Kampen, Teil 2

e Beweis der Injektivitit
e m fiir Torus, Klein’sche Flasche, RP?

e Quellen: [Hatcher 45-46] oder [tom Dieck, 27-30] (sehr anspruchsvoll)
12. Relative Homotopiegruppen und die lange exakte Sequenz

e Definition von 7;(X, A) (mit Wiirfeln und/oder Sphéren)

¢ Definition/Erklarung: Lange exakte Sequenzen

e Satz: Die lange exakte Sequenz von relativen Homotopiegruppen
e Quellen: [tom Dieck 93ff] oder [Hatcher 343-345]

13. Die ersten n+1 Homotopiegruppen von S™

Satz (ohne Beweis): Ausschueidung (ezcision) fir relative Homotopiegruppen
{e}, i<n-—1,
Z, i=n

Satz (mit Beweis): m;(S™) & {

Quelle: [tom Dieck 106-111] oder [Hatcher, 3601f]

14. Die Hopf-Faserung / m3(S?) &~ Z

Definition: Faserungen

Satz (ohne Beweis): Lange exakte Sequenz fiir Faserungen
Die Hopf-Faserung S* — S3 — §2

Satz (mit Beweis): m3(S?) 2 7Z

Quellen: [tom Dieck 96-99]

Quellen

Biicher auf Deutsch, die in der M.I.-Bibliothek zu finden sind:

Tammo tom Dieck, Topologie. de Gruyter, 2. Auflage

Klaus Janich, Topologie. Springer, 8. Auflage.
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Erich Ossa, Topologie. Vieweg, 1. Auflage

Buch auf Englisch, kostenlos im Internet erh&ltlich:
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