SEMINAR UBER KNOTENTHEORIE AM MATHEMATISCHEN INSTITUT
Handout zum Thema:,, Das Jones-Polynom IF von Justus Ferdinand Liicke

Kauffman Polynom

Definition 1 Man nenne 92,02_1,93 und 93_1 regulire Bewegungen.Kann man ein requlires Diagramm D’
durch endlich viele regulire Bewegungen angewendet auf ein reguldres Diagramm D erhalten, so nennt man D
und D’ regulir dquivalent

Kauffman’s Prinzip

Angenommen eine Funktion f in einer Unbekannten t sei invariant unter den reguldren Bewegungen. Fir
ein passendes m, das von dem entsprechendem reguldren Diagramm abhdangt, ist t™ f eine Knoteninvariante
(Verschlingungsinvariante)

Das Kauffman-Klammer-Polynom:

Satz 1 Sei D eine unorientierte reguldre Projektion eines Knotens oder einer Verschlingung K. Dann exisitert
ein eindeutiges, ganzzahliges Polynom (D) in einer Unbekannten A, dass folgende 4 Bedingungen erfillt:

(1) (D) ist invariant unter requlirer Aquivalenz

(2) Ist D die triviale Projektion O, dann gilt:

(0)=1 (1)

(3)Sei D eine beliebige requlire Projektion und O die triviale Projektion. Dann gilt fir die unzusammenhdngende
Summe beider:

(DUO) = (-4*-A7*)(D) 2)

(4)Seien D,D und D' die eben gezeigten Flechtdiagramme (1). Dann gilt folgende Gleichung:

(D)= A(D)+a7 (D) (3)

................

Abbildung 1: Flechtrelationen des Kauffman-Klammer-Polynoms

Definition 2 Sei D eine requlire Knotenprojektion. Dann ist die Tait-Zahl oder Verdrillungszahl w(D) definiert

als die Differenz der Anzahl von Kreuzungen mit positivem Vorzeichen c, (D) und negativem Vorzeichen c_ (D),
d.h. w(D) = cy (D) —c_(D)

Das Kauffman-Polynom:

Satz 2 Sei D eine orientierte regulire Projektion eines orientierten Knotens K. Falls (D) das Kauffman-
Klammer-Polynom der ,unorientierten Projektion D und w(D) die Tait Zahl (Verdrillungszahl) von D ist,
dann ist

Pp(A) = (=A7%)""P) (D) (4)

eine Invariante des orientierten Knotens K, geschrieben als P (A).



Das Kauffman-Polynom steht in folgender Beziehung zum Jones-Polynom:

(—t5) P s (D)o (t7%) = Py(t7) = Vi (t) ®)

Polynomiale (Flecht-) Invarianten

Das Jones-Polynom:

Definition 3 Sei K ein orientierter Knoten (oder Verschlingung) und D eine regulire Projektion von K. Dann
wird das Jones-Polynom Vi (t) eindeutig durch die beiden folgenden Aziome bestimmi:

Axiom 1: Ist K der triviale Knoten, dann sei Vi (t) = 1.

Axiom 2: Seien D ,D_ und Dy Flechtdiagramme, dann gilt die folgende Flechtrelation

1

TV, ()= Vo (1) = (Vi= )V, ©)
PSSt
D, D D,

Abbildung 2: Flechtdiagramme

Das Alexander-Polynom:

Wurde 1928 von J.W. Alexander entdeckt und war die erste bekannte Polynomiale Invariante von Knoten. Es
ist ein symmetrisches Knotenpolynom, dass aus sogenannten ,Seifert-Matrizen“ von Knoten gewonnen wird.
Eine Seifert Matrix M eines Knotens K ist eine [m x m|-Matrix mit m = 2¢(F) + p(K) — 1 wobei g(f) das
Geschlecht der Seifert-Fliche F' des Knotens K und p(K) die Anzahl der Komponenten der Verschlingung K
(ist K ein Knoten, so ist pu(K) = 1) bezeichnet. Diese Matrix enthélt nur Eintragee —1,0, 1.

Das Alexander Polynom A (t) berechnet sich nun als eine spezielle Form der Determinanten der symmetrischen
Matrix (M + M7T) und zwar:

Ak(t) = t~2det(M — tMT)

Wobei k den Rang der Seifert Matrix von K bezeichnet.
Das Alexander-Polynom hat die Form:

Ag(t) = a_,t™" + a,(n,l)tf("fl) + o d a1t apt"mit a_,, = a,, A_(n—1) = Q_(n—1), -, 01 = a1

Das Alexander-Conway-Polynom:

Definition 4 Seien K ,K_ und Ky definiert wie fir das Jones-Polynom. So gilt:
Vi, (2) = VE_(2) = 2 VK, (2) (7)

HOMFLY-Polynom: Knotenpolynom mit 2 Unbekannten:

Definition 5 Sei K ein orientierter Knoten (oder Verschlingung) und D eine reguldre Projektion von K. Dann
definieren die folgenden zwei Aziome ein invariantes Polynom Pk (v, z) von K in zwei Unbekannten:

Axiom 1: Ist K der triviale Knoten O (Unknoten), so ist Po(v,z) =1

Axiom 2: In Bezug auf die Flechtdiagramme D, ,D_ und Dy, gilt folgende Gleichung:

%PDJr (v,2) —vPp_(v,2z) = zPp,(v,2) (8)



Nun drei Sétze, die bei der Berechnung des HOMFLY-Polynoms von zusammengesetzten Knoten sehr hilfreich
sein konnen:

Definition 6 Sei Li#Ly eine beliebige Zusammensetzung (oder zusammenhiingende Summe) zweier
Verschlingungen.

Definition 7 Sei Ly [] Lo eine beliebige unzusammenhingende Summe zweier Verschlingungen.

Satz 3 Sei K = L] O die unzusammenhingende Summe einer Verschlingung L und des Unknoten O. Dann
gilt:

PL][0) = l—v)fP(L) ©)

z

Satz 4 Sei K = Ly [ Lo eine zusammengesetzte Verschlingung/Knoten. Dann gilt:
1
P(L Ly) = (-- P(L1)P(L 10
1H2 U)Z(1)(2) (10)

Satz 5 Sei K = L1#Lo eine zusammengesetzte Verschlingung/Knoten. Dann gilt:

P(K) = P(Li#Ls) = P(Ly)P(Ls) (11)

Da man das HOMFLY-Polynom auf dem Weg fand, ein moglichst allgemeines Knoten-Polynom zu definieren,
besteht offentsichtlich ein Zusammenhang zwischen dem HOMFLY- sowie dem Alexander- und Jones-Polynom,
und zwar:

Behauptung 1 Sei K ein orientierter Knoten (oder Verschlingung). Dann gilt:

(1) Vi) :&wﬁ—%>
@) Ax() :PK(L\/%*%)

Leider stellt das Homfly-Polynom, auch wenn es mehr Knoten unterscheiden kann als das Jones-Polynom, immer
noch keine vollstindige Knoteninvariante dar.

So haben folgende , Mutanten“ zwar das gleiche Homfly-Polynom, sind jedoch voneinander verschieden, was man
auf anderem Wege, z.B. durch das bestimmen des hyperbolischen Volumens eines Knotens zeigen kann.

r """" f@)

Abbildung 3: Verschiedene Knoten mit demselben Homfly-Polynom

Ein weiteres Beispiel dafiir, dass es sich beim Homfly auch um keine vollstindige Knoteninvariante, d.h. dass es
sich nicht um eine bidirektionale Beziehung handelt, folgt direkt aus der Gleichung: P(Li#Ls) = P(L1)P(L2)
Das Polynom eines zusammengesetzten Knotens ist gleich dem Produkt der Polynome, aus denen er zusam-
mengesetzt wurde, egal wie sie zusammengesetzt wurden!

Abbildung 4: Verschiedene Verkniipfungen mit demselben Homfly-Polynom



Flecht-Polynome und klassische Knoteninvarianten

Definition 8 FEin reduziertes alternierendes Diagramm ist ein reguldres alternierendes Diagramm eines Kno-
tens, in dem die Anzahl der Kreuzungen nicht reduziert werden kann.

Satz 6 Sei D ein reduziertes, alternierendes Diagramm eines alternierenden Knotens K. Falls K kein Prim-
Knoten ist, so existiert ein Kreis C in der Ebene, so dass D diesen Kreis in genau 2 Punkten schneidet. Der
Kreis C unterteilt D in zwei nicht triviale (1,1)-“Gewirre®.
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Abbildung 5: Ist dieser Knoten Prim?

Beispiel:

Beim weiteren Beweis der Tait’schen Vermutungen spielt das Grad des Jones-Polynoms eines Knotens K ein
wichtige Rolle. Dazu fithren wir folgende Definitionen ein:

Definition 9 (1) mazdegVk (t) ist der grofite, mindegVk (t) der kleinste Exponent des Jones-Polynoms
(2) ¢4 (D) sei die Anzahl der positiven, c_(D) die Anzahl der negativen Kreuzungspunkte von D.
(3) o(K) sei die Signatur eines Knotens.

Fir den Grad des Jones-Polynoms gilt nun folgender Satz, dessen Beweis einen Grofiteil des Beweises der
Tait’schen Vermutungen ausmacht.

Satz 7 Fiir ein beliebiges Diagramm D eines Knotens K gelten folgende Ungleichungen:

mindegVic(t) > —c_(D) — %U(K) (12)
mazdegVic(t) < cs (D) — %U(K) (13)

Fiir spanVi (t) = mazdegVi (1) — mindegVic (1) gilt:
spanVic(t) < c+(D) + c_ (D) = ¢(D) (14)

Ist K ein alternierender Knoten und D ein reguldres, reduziertes, alternierendes Diagramm von K, dann wird
aus den obigen Ungleichungen Gleichungen und somit gilt:

spanVi(t) = cp(D)+c_(D)=c
mazxdegVi (t) + mindegVi (t) cr(D) —c_ (D) —o(K) =w(D) — o(K) (16)

Tait’s erste Vermutung

Satz 8 Fin reduziertes alternierendes Diagramm ist das minimale Diagramm seines alternierenden Knotens.
Auflerdem kann das minimale Diagramm eines alternierenden Prim-Knotens nur ein alternierendes Diagramm
sein. Andersherum, ein nicht alternierendes Diagramm kann niemals das minimale Diagramm eines alternie-
renden Prim-Knotens sein.



Tait’s zweite Vermutung

Satz 9 Seien D1 und Do zwei reduzierte alternierende Projektionen eines alternierenden Knotens K, dann gilt
w(D1) = w(D3).

Aus diesem Satz kdnnen wir eine sehr schone Anwendung folgern:

Satz 10 FEin alternierender Knoten, dessen minimale Nummer von Kreuzungen ungerade ist, kann nie amphi-
chiral sein.

Definition 10 Man lege einen Kreis um ein (2,2)-Gewirr, so dass dieser Kreis in genau 4 Punkten geschnitten
wird. Man Bezeichne diese Punkte mit a,b,c,d und fiziere sie. Dreht man das Gewirr nun um 180° nach vorn
oder hinten, so bezeichnet man diese Bewegung als ,,Flype“

Abbildung 6: Flype oder Conway-Flype

Tait’s dritte Vermutung
Seien D; und D, zwei reduzierte alternierende Diagramme eines alternierenden Knotens K. Dann kénnen wir
Dy in Dy iiberfiihren durch die Ausfiihrung von endlich vielen ,,Flypes“




