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Kapitel 1
Einleitung

Im ersten Teil des Vortrages wurde das Jones Polynom eingefiihrt und einige seiner Eigenschaften dargestellt. Im
zweiten Teil des Vortrages iiber das Jones-Polynom méchte ich nun auf weitere, noch allgemeinere polynomiale
Invarianten von Knoten eingehen und die Verbindung zwischen diesen und dem Jones-Polynom herstellen.
Am Ende meines Vortrags mochte dann noch auf die Tait’schen Vermutungen eingehen, die Matthias in seinem
Vortrag schon angesprochen hatte.

Im letzten Vortrag wurde das Jones-Polynom anhand von Flecht-Relationen definiert. Dies ist jedoch in
engeren Sinne kein Beweis, dass ein solches Polynom iiberhaupt exisitiert und wird diesem Meilenstein in der
Knotentheorie nicht ganz gerecht. Im Hintergrund dieser Entdeckung stehen Gedanken iiber Operatoralgebren,
bei dessen Untersuchung Vaughan Jones eher zufillig auf dieses Knotenpolynom stieff. Um die Giiltigkeit dieses
Polynoms etwas anschaulicher zu machen, werde ich als erstes das Kauffman-Klammer-Polynom einfiihren,
welches sehr grundlegend konstruiert wird.

Der eigentliche Beweis des Jones-Polynoms, so wie Vaughan Jones ihn durchgefiihrt hat, stiitzt sich auf
Algebren und ist sehr kompliziert. Ein einfacher Beweis ist immer noch ein offenes Problem der Knotentheorie.
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Kauffman Polynom

Zuerst mochte ich, wie angekiindigt, mich auf dem Weg polynomialen Invarianten nihern, wie es Louis
Kauffman getan hat, und zwar von den Reidemeisterbewegungen Q1,0 und Q3 aus. Wie wir im vorletzten
Vortrag gelernt haben, gelten zwei Knotenprojektionen als dquivalent, wenn sie durch die Ausfiihrung von
endlich vielen Reidemeisterbewegungen auseinander hervorgehen. Kann man also eine Funktion definieren, die
sich unter Q1,25 und €3 nicht verdndert, so ist sie unabhingig von der jeweiligen Projektion eines Knotens
und somit eine Invariante dieses Knotens.
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Abbildung 2.1: Diagramme der drei Reidemeisterbewegungen 21,025 und Q3

Dabei ging Kauffman nach einem von ihm definierten grundlegenden Prinzip vor, dass ich nun angeben mochte:

Definition 1 Man nenne 92,951,93 und le regulire Bewegungen.Kann man ein requlires Diagramm D’
durch endlich viele regulire Bewegungen angewendet auf ein reguldres Diagramm D erhalten, so nennt man D
und D’ regulir dquivalent

Kauffman’s Prinzip

Angenommen eine Funktion f in einer Unbekannten t sei invariant unter den reguldren Bewegungen. Fir
ein passendes m, das von dem entsprechendem reguldren Diagramm abhdingt, ist t™ f eine Knoteninvariante
(Verschlingungsinvariante)

Nach diesem Prinzip und der vorher angegeben Grundidee mochte ich zuerst das Kauffman-Klammer-Polynom
und daraus das Kauffman-Polynom konstruieren. Dieses Kauffman-Polynom ist grundsitzlich dasselbe wie
das Jones-Polynom, jedoch mit einigen speziellen Eigenschaften fiir spezielle Klassen von Knoten, wie z.B.
alternierende Knoten.

Bei seiner Definition werde ich vorgehen wie ein Mathematiker, der eine Invariante von Verschlingungen finden
will.
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Zuallererst soll die triviale Projektion des trivialen Knotens ebenfalls trivial sein, d.h. 1.Daraus folgt
Begingung 1:

) =1 (2.1)

Desweiteren betrachten wir nun die einzelnen Kreuzungspunkte der Knotenprojektion. Ahnlich wie beim Jones-
Polynom wollen wir diese auftrennen, jedoch auf eine andere Art und Weise: Jede Kreuzung einer unorientier-

................

Abbildung 2.2: Flechtrelationen des Kauffman-Klammer-Polynoms

ten reguliren Verschlingungsprojektion spalten wir einmal horizontal und einmal vertikal auf, so dass wir zwei
dhnlich Knotenprojektionen, jedoch mit jeweils einer Kreuzung weniger erhalten. Die vorherige Kreuzung soll
in diesem Fall eine Linearkombination der beiden Aufspaltungen sein, deren Koeffizienten wir vorldufig mit A
und B bezeichnen. Daraus ergibt sich

Begingung 2:

Il

A Q0+8 (X)
A (X+8 Q0

I

{60

Bemerkung 1 Es ist wichtig, dass die Projektion unorientiert ist, da ansonsten bei einer der beiden Aufspal-
tungen Konflikte bei der Orientierung entstehen wirden.

Wenn man diese Regeln genau betrachtet, sind sie eigentlich identisch. Schaut man sich die untere Linearkombi-
nation an, indem man den Kopf um 90° nach rechts neigt, so stimmt sie mit der oberen iiberein. Daher werden
sie auch als eine Bedingung angesehen.

So kénnen wir die Projektionen immer weiter vereinfachen, bis wir am Ende des Flechtbaumdiagramms Projek-
tionen ohne Kreuzungen erhalten, also Projektionen eines Unknotens oder der unzusammenhéngenden Summe
von mehreren Unknoten. Diese Projektionen am Ende des Baumes werden Zustinde genannt.

Daher ergibt sich die Notwendigkeit einer Bedingung, wie die Polynome dieser Zusammensetzungen von Unkno-
ten zu berechnen sind. Daher definiert man sich eine Bedingung, wie mit der Zusammensetzung einer Verschlin-
gung mit einer trivialen Komponente umgegangen werden soll. Diese Zusammensetzung ist immer zerlegbar,
da die Komponente nicht mit der Verschlingung verknotet ist. So definieren wir vorerst mit einer beliebigen
Variable C die

Bedingung 3:

(LUO) = C(IL) (2.2)
Nun haben wir die Vorschriften unseres Polynoms festgeschrieben. Das Ziel war, eine Invariante von Verschlin-
gungen zu finden. Dazu sollte das Polynom invariant unter allen Reidemeisterbewegungen sein.

Betrachte man zuerst die Reidemeisterbewegung vom Typ (2;. Damit das Polynom invariant unter dieser ist
muss gelten:

<>=0Q0

Dazu spalten wir die erste Knotenprojektion nach der oben definierten Bedingung 2 auf und erhalte so folgende
Gleichung;:
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Q0 = AC0 +B(X)
- = AAGD +B(X) +B(ARY +B(3D))
ACX) +BC(X)) +B (A0 () +B(‘-’>)

= (A +ABC + BY) () + BAO) O = 00

Il

Damit die geforderte Aquivalenz der Polynome der Kreuzungsprojektionen gilt, miissen folgende Bedingungen
gelten:

BA =1
= B =A!
(A24+ ABC+B*) = (A*4+C+A?%) =0
= C =A% - A?
Bedingung 3:
(LUO) = (=A% —A"H(L) (2.3)

Als néchstes soll untersucht werden, ob dies so definierte Polynom auch unter Reidemeisterbewegungen vom
Typ III invariant ist. Dabei verwenden wir die Invarianz unter 2o und es ergibt sich folgende Gleichung:

IJ

ACK) +470F)
(=0 + 471 0L = (X0)

(X

D

Bevor nun dieses Polynom auf Invarianz unter 2y, was, wie sich zeigen wird, nicht gilt,untersucht wird, die
endgiiltige Definition des Kauffman-Klammer-Polynoms:

Satz 1 Sei D eine unorientierte regulire Projektion eines Knotens oder einer Verschlingung K. Dann ezisitert
ein eindeutiges, ganzzahliges Polynom (D) in einer Unbekannten A, dass folgende 4 Bedingungen erfillt:

(1) (D) ist invariant unter regulirer Aquivalenz

(2) Ist D die triviale Projektion O, dann gilt:

(0) =1 (2.4)

(3)Sei D eine beliebige requlire Projektion und O die triviale Projektion. Dann gilt fiir die unzusammenhdngende
Summe beider:

(DUO) = (—A%—A~2)(D) (2.5)

(4)Seien D,D und D' die eben gezeigten Flechtdiagramme (2.2). Dann gilt folgende Gleichung:
(D) = A <b> e <f7'> (2.6)

Dieses Polynom heifst das Kauffman-Klammer-Polynom einer regularen Knotenprojektion. Man beachte hierbei
besonders die Bedingung (2.4). Hierbei wird nicht wie bei der Definition des Jones-Polynoms vom trivialen
Knoten sondern nur von der trivialen Projektion gesprochen. So zeigt sich, dass das Kauffman-Klammer Polynom
eines Diagramms D = (Dp,) des trivialen Knotens mit einer Drehung (D) = —A~3 ist. Daraus folgt, dass das

<O

Kauffman-Klammer-Polynom zwar invariant unter den reguliren Bewegungen ist, jedoch nicht unter der ersten
Redemeisterbewegung 2;. Eine Berechnung dieser ergibt den selben Wert wie bei dem gedrehten Unknoten. Um
das Kauffman-Klammer-Polynom nun invariant zu 2; zu machen verwenden wir oben definiertes Kauffman’s-
Prinzip:
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Definition 2 Sei D eine regulire Knotenprojektion. Dann ist die Tait-Zahl oder Verdrillungszahl w(D) definiert
als die Differenz der Anzahl von Kreuzungen mit positivem Vorzeichen c4 (D) und negativem Vorzeichen c_ (D),

d.h. w(D) =cy (D) —c_(D)
+1 =1
NS
1 1/\\/\7)— 1
A e

Satz 2 Sei D eine orientierte regulire Projektion eines orientierten Knotens K. Falls (D) das Kauffman-
Klammer-Polynom der ,unorientierten Projektion D und w(D) die Tait Zahl (Verdrillungszahl) von D ist,
dann ist

Pp(A) = (~A7%)®P) (D) (2.7)

eine Invariante des orientierten Knotens K, geschrieben als P (A).
Beweis:
Sei D’ eine reguliare Projektion eines Knotens K, dass durch die Anwendung einer einzelnen Reidemeisterbe-

wegung vom Typ 21,5 oder Q3 bzw. ihrem Inversen aus einem Diagramm D hervorgeht. So bleibt zu zeigen,
dass

Pp(A) = Pp/(A)
Betrachtet man zuerst nur Qs und Q3, so sind D und D’ regulér dquivalent und somit gilt wegen Satz 1, dass
(D) = (D')

Desweiteren gilt bei regulirer Aquivalenz w(D) = w(D’), was ich nicht vorrechnen méchte, was aber direkt aus
der Anwendung von 2,023 auf Strénge verschiedener Orientierung folgt. Somit gilt:

Pp(A) = Ppi(A)

fiir diesen Fall. So bleibt nur noch der Fall von Q;,Q;" zu untersuchen. Noch einmal zur Erinnerung, eine
solche Bewegung hat die Form:

Abbildung 2.3: Reidemeisterbewegung vom Typ 1

Um die Auswirkung einer solchen Bewegung auf (D), also (D’) zu berechnen, verwenden wir folgendes
Flechtbaumdiagram:

Damit ergibt sich:
(D') = A(D) + A~ (D) (~(4> + A7) = —A* (D)

Betrachtet man w(D’), so ergibt sich, dass w(D’) = w(D) —1 da, egal wie man die Orientierung wihlt, die neue
Kreuzung das Zeichen —1 erhilt. So ergibt sich trivialerweise:

Pi(A) = (~A73)" ) (D) = (~A-3)" (D)=t = A3 (D) = (~A~%)"(P) (D) = Pp(A)
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Abbildung 2.4: Flechtbaum-Diagramm einer Reidemeisterbewegung vom Typ 1
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Abbildung 2.5: Flechtbaum-Diagramm der Hopf-Verschlingung

Als Ubung und anschauliches Beispiel mochte ich sie nun bitten, das Kauffman-Polynom der einfachen
Hopf-Verschlingung bestimmen:

Es gilt w(D) = 2 und somit folgt:

Pp(A) = A*(—(A%+ A*2)) P11+ A2 (—(A2 4 A7) = —A* -4
wD)=2= Pp(A)= (4732 (-4A Ay _q2_ g0
Pr(t=i)= —t3 —t3 =Vp (t)

Das Kauffman-Polynom steht in folgender Beziehung zum Jones-Polynom:

1 A~

(=t s (DYoo (t77) = P (t77) = Vi (t) (2.8)

So zeigt sich wiederum, dass sowohl das Kauffman-Polynom als auch das Kauffman-Klammer-Polynom Erwei-
terungen des Jones-Polynoms sind. Wir sollten jedoch nicht vergessen, dass es damit auch keine vollstidndigen
Knoteninvarianten sind, da es viele unterschiedliche Knoten gibt, die das selbe Kauffman- und Kauffman-
Klammer-Polynom haben.



Kapitel 3

Polynomiale (Flecht-) Invarianten

3.1 Wiederholung Jones-Polynom

Zur Wiederholung hier noch einmal die Definition des Jones-Polynom:

Definition 3 Sei K ein orientierter Knoten (oder Verschlingung) und D eine regulire Projektion von K. Dann
wird das Jones-Polynom Vi (t) eindeutig durch die beiden folgenden Aziome bestimmi:

Axiom 1: Ist K der triviale Knoten, dann sei Vi (t) = 1.

Axiom 2: Seien D ,D_ und Dy Flechtdiagramme, dann gilt die folgende Flechtrelation

1

V. (0= 1V (1) = (Vi= )V, (3.1
AW W
D, D_ D,

Abbildung 3.1: Flechtdiagramme

3.2 Alexander-Polynom

Wurde 1928 von J.W. Alexander entdeckt und war die erste bekannte Polynomiale Invariante von Knoten. Es
ist ein symmetrisches Knotenpolynom, dass aus sogenannten ,Seifert-Matrizen“ von Knoten gewonnen wird.
Die Abhandlung iiber Seifert-Matrizen konnte ohne Probleme einen weiteren Vortrag fiillen. Daher m&chte ich
hier nur eine Kurze Definition geben:

Eine Seifert Matrix M eines Knotens K ist eine [m x m]-Matrix mit m = 2¢g(F) + u(K) — 1 wobei g(f) das
Geschlecht der Seifert-Fliche F' des Knotens K und p(K) die Anzahl der Komponenten der Verschlingung K
(ist K ein Knoten, so ist u(K) = 1) bezeichnet. Diese Matrix enthélt nur Eintragee —1,0, 1.

Das Alexander Polynom A (t) berechnet sich nun als eine spezielle Form der Determinanten der symmetrischen
Matrix (M + M7T) und zwar:

Ax(t) = t~2det(M — tM7T)

Wobei k den Rang der Seifert Matrix von K bezeichnet.
Das Alexander-Polynom hat die Form:

A(®) = acpt "+ a ot "D 4+ a1t H @t mit a_n = G, G (1) = G (n1)s s A1 = Q1
(n-1) (n-1) (n—1)
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Im Jahre 1969 entdeckte J.H. Conway eine einfache Methode das Alexander Polynom zu berechnen und zwar
durch des Aufschneiden von Kreuzungen einer regularen Knotenprojektion eines Knotens, so wie wir es auch
bei der Definition des Jones-Polynoms getan haben.

Seien K| ,K_ und K| definiert wie fiir das Jones-Polynom. So gilt:

Vi (2) = VK _(2) = 2 VK, (2) (3.2)

Wie zu erwarten besteht eine Beziehung zwischen dem Alexander- und dem Alexander-Conway-Polynom und
zZwar:

Ak(t) = vrk(VE— %)

3.3 HOMFLY-Polynom: Knotenpolynom mit 2 Unbekannten

Vergleicht man nun (3.1) und (3.2)(Definition des Jones-Polynoms und des Alexander-Conway Polynomauf der
Folie)

Vi () - VK () = 29k ()
Vo ()= tVp (1) = (Ve Vo,

so erkennt man, dass sich die Koeffizienten nicht unbedingt auf ¢ und % beschrinken miissen. Es miisste moglich
sein, eine beliebige Funktion von t zu verwenden. So kénnte man in einem Polynom das Alexander- und das
Jones-Polynom verbinden.

Dieses Polynom wiirde dann mehr ,Information® iiber einen Knoten enthalten als beide Polynome fiir sich und
so mehr Knoten unterscheiden kénnen.

Auf diesem Wege erhielt man das sogenannte HOMFLY-Polynom, benannt nach den Anfangsbuchstaben
der Namen der Personen, die es alle ungefdhr zur gleichen Zeit entdeckten, wobei sie in vollig verschiedenen
Arbeitsgruppen forschten: Hoste, Ocneanu, Millet, Freyd, Lickorish und Yetter.

Definition 4 Sei K ein orientierter Knoten (oder Verschlingung) und D eine regulire Projektion von K. Dann
definieren die folgenden zwei Axiome ein invariantes Polynom Pk (v, z) von K in zwei Unbekannten:

Axiom 1: Ist K der triviale Knoten O (Unknoten), so ist Po(v,z) =1

Axiom 2: In Bezug auf die Flechtdiagramme D, ,D_ und Dy, gilt folgende Gleichung:

%PDJr (v,2) —vPp_(v,2) = zPp,(v, z) (3.3)

Wie leicht zu erkennen, hnelt diese Beziehung sehr denen des Alexander- und des Jones-Polynoms. Ahnlich wie
Matthias im letzten Vortrag gezeigt hat gelten die Sdtze iiber das Homfly-Polynom von zusammenhingenden
und unzusammenhingenden Summen von Knoten.

Man geht dabei sehr dhnlich vor wie beim Beweis fiir das Jones-Polynom, indem man in die Projektion eines
Knotens durch eine Reidemeisterbewegung vom Typ 2 ein zudtzliche Schlinge einfiigt und diese dann als D_
bzw. Dy ansieht.

Nun drei Sétze, die bei der Berechnung des HOMFLY-Polynoms von zusammengesetzten Knoten sehr hilfreich
sein konnen:

Definition 5 Sei Li#Ly eine beliebige Zusammensetzung (oder zusammenhingende Summe) zweier
Verschlingungen.

Definition 6 Sei L; [] Lo eine beliebige unzusammenhingende Summe zweier Verschlingungen.
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Satz 3 Sei K = L[] O die unzusammenhdngende Summe einer Verschlingung L und des Unknoten O. Dann
gilt:
1 1
P(K)=P(L]]O) = (=-v)=P(L) (3.4)

v z

Beweis:

Ahnlich wie in Abbildung 3.2 ,ziehen“ wir eine Schlaufe aus der Verschlingung L und ,yerdrillen“ sie einmal
linksherum und einmal rechtsherum. So ergeben sich zwei Projektionen des selben Knotens, jedoch einmal mit
einer zusédtzlich ,,+1“Kreuzung und einmal mit einer zusétzlichen ,,—1“-Kreuzung.

= Pr(v,z) =Pp, (v,z) = Pp_(v,2)
Trennen wir diese Kreuzung nun komplett auf, so ergibt sich:
= Pk(v,2):=Pryyo(v,2) = Pp,(v,2)
Nun gilt nach der Definition des Homfly-Polynoms:

%PD+ (v,2) —vPp_(v,2) = zPp,(v,2)

& LIP(v,z) —vPp(v,z) = zPp110(v, 2)
Aad 2(3 —v)Pr(v, 2) = Prijo(v,2)
a
Satz 4 Sei K = Ly [[ Lo eine zusammengesetzte Verschlingung/Knoten. Dann gilt:
1 1
P(L L — —v)=P(L1)P(L 3.5
(L1 [ L2) (5 —v) P(L1)P(L2) (3.5)

Beweis:
Ahnlich zu dem Beweis, der fiir das Jones-Polynom gefiihrt wurde. Wird ausgelassen, da er recht rechenintensiv
ist und keine weitere Erkenntnisse fiir das Versténdnis bringt.

Satz 5 Sei K = L1#Ly eine zusammengesetzte Verschlingung/Knoten. Dann gilt:
P(K) = P(L1#L2) = P(L1)P(L2) (3.6)

O:00:00,0

Abbildung 3.2: Ausgangsflechtbaumdiagramme von Li# Lo

Beweis:

Wie in Abbildung 3.2 kippen* wir die Projektion von Ly einmal nach vorne und einmal nach hinten. So erhalten
wir Dy und D_, was aber immer noch Projektionen von L;#L, sind. Dy ist damit die unzusammenhingende
Summe der Knoten, Ly U Lo.

= 1Pp. (v,2) —vPp_(v,2) = zPp,(v,z)
& 3 Pripr,(v,2) —vPLigr,(v,2) = 2Pr11,(v,2)

Nach dem vorhergehenden Satz gilt:

P []12) = (0~ ) PL)P(L)
= LPLL,(0,2) —0PL L, (v,2) = 2Pp [ 1,(v,2)
& (-0Pupne) = s -0 PL)P(L)

& Pry1,(v,2) = P(L1)P(L2)
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a

Da man das HOMFLY-Polynom auf dem Weg fand, ein moglichst allgemeines Knoten-Polynom zu definieren,
besteht offentsichtlich ein Zusammenhang zwischen dem HOMFLY - sowie dem Alexander- und Jones-Polynom,
und zwar:

Behauptung 1 Sei K ein orientierter Knoten (oder Verschlingung). Dann gilt:

1) Vi) =PK<t,ﬁ—%>
1
(2) Ag(t) :PK(L\/E_%)

Diese Beziehung ist trivial einzusehen.

L.

L L
-/2VZ\\0|_

AV
O"QD L L
] /\?2 V\z‘ 0 )
0o-{D -0

Abbildung 3.3: Flecht-Baum-Diagramm des Kleeblattknotens

Beispiel 1 Man zeige, anhand eines Flecht-Baum-Diagramms, dass das HOMFLY-Polynom des Kleebatt-
Knotens Py (v,2) = 20 — v + 0222 ist.

Beweis:

Pr(v,z) = Pr,
= P, + vz Pr,
= v?*Po+vz(v?P,_ +vzPL,)
= v? 4 vz(v?Pouo +v2Pp)

1 1
= v+ vz(v*(= —v)=Po +vzPp)
v z

1.1
= v* v’ (= —v) +vzvz
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Bemerkung 2 Das Jones-Polynom des Kleeblatt-Knotens ist Vi (t) =t + 13 — 4

Leider stellt das Homfly-Polynom, auch wenn es mehr Knoten unterscheiden kann als das Jones-Polynom, immer
noch keine vollstindige Knoteninvariante dar.

So haben folgende ,Mutanten“ zwar das gleiche Homfly-Polynom, sind jedoch voneinander verschieden, was man
auf anderem Wege, z.B. durch das bestimmen des hyperbolischen Volumens eines Knotens zeigen kann.

Abbildung 3.4: Verschiedene Knoten mit demselben Homfly-Polynom

Ein weiteres Beispiel dafiir, dass es sich beim Homfly auch um keine vollstindige Knoteninvariante, d.h. dass es
sich nicht um eine Bidirektionale Beziehung handelt, folgt direkt aus der Gleichung: P(L1#Ly) = P(L1)P(Ls)

Das Polynom eines zusammengesetzten Knotens ist gleich dem Produkt der Polynom, aus denen er zusammen-
gesetzt wurde, egal wie sie zusammengesetzt wurden!

S8 &0 &8
a b c o d
Abbildung 3.5: Verschiedene Verkniipfungen mit demselben Homfly-Polynom

Egal wie wir die Flecht-Polynome konstruieren, wird es immer einen Knoten geben, der nicht anhand seines

Polynoms abgeleitet werden kann. Daher ist es unmdglich ein Flecht-Polynom zu finden, dass eine vollstandige
Knoteninvariante darstellt.
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Flecht-Polynome und klassische
Knoteninvarianten

Ein Gebiet von besonderem Interesse innerhalb der Knotentheorie ist die Gruppe der alternierenden Knoten.
Auch wenn sie von der Definition her sehr einfach erscheinen, wie Matthias im letzten Vortrag schon gezeigt
hat, so gelten sie doch bis heute als nicht trivial. Es wurden verschiedene Behauptungen iiber sie aufgestellt und
bewiesen. Drei Behauptungen, welche sich als sehr hartnéckig erwiesen, waren die drei sogenannten ,, Tait’schen-
Vermutungen®, welche von Tait im 19.Jahrhundert aufgestellt wurden. Ausgehend von diesen Vermutungen
entwickelte sich die moderne Knotentheorie. Es dauerte bis ins spdte 20.Jhd, bis zur Entdeckung der Flecht-
Polynome wie dem Jones-Polynom, um diese zu beweisen. Wie ich zeigen werde, spielt das Jones-Polynom eine
entscheidende Rolle beim Beweis dieser Vermutungen. Zuvor eine kurze Definition:

Definition 7 FEin reduziertes alternierendes Diagramm ist ein regulires alternierendes Diagramm eines Kno-
tens, in dem die Anzahl der Kreuzungen nicht reduziert werden kann.

Eine schone Eigenschaften eines reguliren alternierenden reduzierten Diagramms zeigt sich bei der Bestimmung,
ob ein Knoten Prim (d.h. nicht aus anderen Knoten zusammengesetzt) ist oder nicht:

Satz 6 Sei D ein reduziertes, alternierendes Diagramm eines alternierenden Knotens K. Fualls K kein Prim-
Knoten ist, so existiert ein Kreis C in der Ebene, so dass D diesen Kreis in genau 2 Punkten schneidet. Der
Kreis C unterteilt D in zwei nicht triviale (1,1)-“Gewirre®.

D3

Abbildung 4.1: Ist dieser Knoten alternierend?

Beispiel:

Beim weiteren Beweis der Vermutungen spielt das Grad des Jones-Polynoms eines Knotens K ein wichtige Rolle.
Dazu fithren wir folgende Definitionen ein:

Definition 8 (1) mazdegVk (t) ist der grofite, mindegVk (t) der kleinste Exponent des Jones-Polynoms
(2) ¢4 (D) sei die Anzahl der positiven, c_ (D) die Anzahl der negativen Kreuzungspunkte von D.
(3) o(K) sei die Signatur eines Knotens.

Die Signatur eines Knotens ist dhnlich wie die Verschlingungszahl eines Knotens eine Zahl die einem Knoten
zugeordnet werden kann. Es handelt sich dabei jedoch um eine Invariante von Knoten, da sie direkt aus

14
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der Seifert-Matrix eines Knotens folgt. Diese ist auch die Grundlage des Alexander-Polynoms. Daraus folgt,
dass die Signatur eines Knotens direkt von seinem Alexander-Polynom abhéngt. Da ich die Konstruktion dieses
aus Zeitgriinden weggelassen, werde ich dies fiir die Signatur auch tun. Fiir den Grad des Jones-Polynoms gilt
nun folgender Satz, dessen Beweis den Hauptteil des Beweises der Tait’schen Vermutungen ausmacht, jedoch
daher auch so umfangreich ist, dass wir ihn an dieser Stelle nicht durchfiihren kénnen. Daher werde ich ihn nur
angeben und spiter anwenden:

Satz 7 Fiir ein beliebiges Diagramm D eines Knotens K gelten folgende Ungleichungen:
1

mindegVk (t) > —c_(D) — EO'(K) (4.1)
maxdegVi (t) < cy(D) — %O’(K) (4.2)

Fir spanVi (t) = mazdegVk (t) — mindegVk (t) gilt:
spanVk (t) < c4(D) + c—(D) = ¢(D) (4.3)

Ist K ein alternierender Knoten und D ein reguldres, reduziertes, alternierendes Diagramm von K, dann wird
aus den obigen Ungleichungen Gleichungen und somit gilt:

spanVi(t) = co(D)+c_(D)=¢(D) (4.4)
maxdegVi (t) + mindegVk (t) = c¢4(D)—c—(D)—0o(K)=w(D)—0o(K) (4.5)

Diesen Satz werde ich nun anwenden bei dem Beweis von Tait’s erster und zweiter Vermutung.
Tait’s erste Vermutung

Satz 8 Fin reduziertes alternierendes Diagramm ist das minimale Diagramm seines alternierenden Knotens.
Auflerdem kann das minimale Diagramm eines alternierenden Prim-Knotens nur ein alternierendes Diagramm
sein. Andersherum, ein nicht alternierendes Diagramm kann niemals das minimale Diagramm eines alternie-
renden Prim-Knotens sein.

Beweis:

Halten wir uns an reduzierte, alternierende Knotenprojektionen. Dann gelten die Gleichungen(4.4) und (4.5)
immer und die Anzahl von Kreuzungen von D, ¢(D) = ¢4 (D) + ¢_(D) bleibt fest.

= spanVi (t) ist eine Invariante des Knotens K, die unabhéngig vom Diagramm D ist.

= ¢(D) ist in diesem Fall ebenfalls eine Invariante des Knotens K

Desweiteren folgt aus Gleichung (4.3), dass die Anzahl der Kreuzungspunkte von D nicht kleiner werden kann
als der span von Vi (¢).

= D muss ein minimales Diagramm von K sein.

Q

Nun kann (4.4) nie fiir eine nicht alternierende Projektion eines alternierenden Prim-Knotens gelten. Daher
kann so einen nicht alternierende Projektion nie eine minimale Projektion sein.

Nun betrachten wir noch einmal die Tait-Zahl w(D). Sie fiir sich genommen ist keine Knoteninvariante,
wie wir wissen. Betrachten wir aber nun w(D) fiir eine reduzierte alternierende Projektion D eines Knotens K,
so wird w(D) zu einer Knoteninvariante.

Tait’s zweite Vermutung

Satz 9 Seien D1 und Do zwei reduzierte alternierende Projektionen eines alternierenden Knotens K, dann gilt
w(Dl) = w(Dg).

Beweis:

Betrachten wir (4.5), d.h. mazdegVk (t) + mindegVk (t) = w(D) — o(K). Diese gilt, da wir uns auf reduzierte
alternierende Projektionen beschrinken. Nun sind Seifert-Matrizen und das Jones-Polynom Invarianten von
Knoten.

=maxdegVk (t),mindegVi (t) und o(K) sind Invarianten des Knotens K unabhingig von D.

=w(D) = maxdegVk (t) + mindegVk (t) + o(K) ist eine Knoteninvariante.
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Aus diesem Satz kdnnen wir eine sehr schone Anwendung folgern:

Sei D ein reduziertes alternierendes Diagramm eines alternierenden Knotens K. Dann kénnen wir sehr leicht
D* erzeugen, die reduzierte alternierende Projektion des Spiegelbildes K* von K,in dem wir an jedem Kreu-
zungspunkt die Uber- in Unterkreuzungen uméndern und umgekehrt. Durch dieses Uméndern verindert sich
das Zeichen an jeder Kreuzung in sein Gegenteil, d.h. —1 in +1 und umgekehrt.

= w(D*) = —w(D)

Ist K amphichiral, dann gilt da K = K*: D = D*. Daher muss gelten w(D) = w(D*) = —w(D) gelten.

= w(D)=0

= |c¢(D)| = 2 * n, d.h. die Anzahl der Kreuzungen von D ist gerade

Daraus ergibt sich folgender Satz:

Satz 10 Ein alternierender Knoten, dessen minimale Nummer von Kreuzungen ungerade ist, kann nie amphi-
chiral sein.

Fiir beliebige, nicht alternierende Knoten wurde nicht nicht bewisen, ob dieser Satz gilt. Bisher wurde jedoch
noch kein amphichiraler, nicht alternierender Knoten gefunden, dessen minimale Anzahl an Kreuzungen gerade
ist.

Bevor ich nun zu Taits dritter Vermutung komme,muss ich eine kurze Definition angeben:

Definition 9 Man lege einen Kreis um ein (2,2)-Gewirr, so dass dieser Kreis in genau 4 Punkten geschnitten
wird. Man Bezeichne diese Punkte mit a,b,c,d und fiziere sie. Dreht man das Gewirr nun um 180° nach vorn
oder hinten, so bezeichnet man diese Bewegung als ,,Flype“

Abbildung 4.2: Flype oder Conway-Flype

Tait’s dritte Vermutung
Seien D; und D zwei reduzierte alternierende Diagramme eines alternierenden Knotens K. Dann kénnen wir
Dy in Dy iiberfiihren durch die Ausfiihrung von endlich vielen ,,Flypes“

Diese Vermutung wurde erst kiirzlich bewiesen, genauer im Jahre 1993. Wer sich fiir einen Beweis dieser Ver-
mutung interessiert, den muss ich hier auf ,W.Menasco und M.Thistlethwaite: The classification of alternating
links, in Ann. of Mathematics 138 (1993), S.113-171“ verweisen.



