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1 Retrakte und Deformationen

1.1 Retrakte

Definition 1.1. Ein Retrakt von einem topologischen Raum X auf einen
Unterraum Y ist eine stetige Abbildung p: X — Y mit p(y) =y firalley € Y.
Ein Raum Y heifit Retrakt von X, wenn es einen Retrakt p: X — Y gibt.

Beispiel 1.2. Sei Q := I x I C R? das Einheits-Quadrat. Bezeichne K :=
I x {0} die Kante mit y = 0. Dann wird durch p(z,y) = (z,0) ein Retrakt von
Q@ auf K definiert.

Schrinkt man diese Funktion auf den Rand Q = {(z, y)|zy(z —1)(y—1) = 0}
ein, so erhélt man einen Retrakt vom Rand auf eine Kante.

AuBerdem ist der Punkt (0,0) ein Retrakt des Quadrates, des Randes sowie
der Kante durch die Funktion p(x,y) = (0,0).

Mit der konstanten Abbildung p : X — p folgt also die

Notiz 1.3. Jeder Punkt ist ein Retrakt des thn enthaltenden Raumes.



Lemma 1.4. Sei X wegzusammenhdingend und p : X — Y ein Retrakt. Dann
ist fir jeden Basispunkt x € X der induzierte Homomorphismus

pr (X, 2) = (Y, p(x))
surjektiv.

Beweis. O.B.d.A reicht es, die Behauptung fiir einen Basispunkt p € Y zu
zeigen, da X wegzusammenhéngend ist.
Sei i :Y — X die Inklusion, dann betrachtet man

m(Y,p) = 7(X,p) & 7(Y,p).

Weil p Retrakt ist, ist die Komposition pi die Identitét, also ist auch (pi). = pyix
die Identitéat. Dann aber muss p, surjektiv sein. O

Notiz 1.5. Es gibt keinen Retrakt von D? nach S*.

Beweis. Die Fundamentalgruppe von D? ist trivial, da es eine konvexer Raum
ist, und 7(S') = Z. Es kann keine surjektive Abbildung von einer Gruppe mit
einem Element auf eine Gruppe unendlicher Ordnung geben. O

1.2 Deformationen

Definition 1.6. Eine Deformation eines topologischen Raumes ist eine Ho-
motopie h : X x [0,1] — X, so dass hg = idx. Eine Deformation eines
Raumes X in (oder auf) einen Teilraum Y C X ist eine Deformation mit
hi(X) CY (oder hi(X)=Y).

Ein Raum X heifit deformierbar in, bzw. auf einen Teilraum Y, wenn eine
entsprechende Deformation existiert.

Beispiel 1.7. Sei die Scheibe in Polarkoordinaten definiert durch
D={(r0)]0<r<1,0<6<2r}.

Dann ist
0<rs<1

hs(r,0) = (r(1 - s),0) fiir { 0<6<2r

eine Deformation der Scheibe auf ihren Mittelpunkt.
Ahnlich kann dann im R3 der Volltorus auf einen Kreis deformiert werden.

Beispiel 1.8. Bezeichnp p den Mittelpunkt der Scheibe D. Dann kann D — p
deformiert werden auf D durch

O0<r<i1
hs(r,0) = (r(1 —s)+s,0) fiir ¢ 0<s<1
0<60<2mr



Beispiel 1.9. Es gibt eine Deformation der Scheibe auf ihren Rand. Sei dazu
die Scheibe die Menge aller Punkte (7, ¢) mit 0 < r < sin ¢ in Polarkoordinaten.
Dann ist der Rand der Scheibe beschrieben durch r = sin ¢. Dann ist

he(r, ¢) = { (r(1 = 2s),9) fiir 0 < s

(sinmr(2s — 1), 7r(2s — 1)) fiir & <s

die gesuchte Deformation. Nach Notiz 1.5 aber gibt es keinen Retrakt von der
Scheibe auf ihren Rand.

Es gibt also topologische Rdume X, die auf einen Teilraum Y deformiert
werden konnen, der kein Retrakt von X ist. Natiirlich stellt sich die Frage, ob
es andersherum auch Retrakte gibt, die keine Deformation sind. Dazu zunéchst
das folgende

Lemma 1.10. Sei h(x,t) eine Deformation von X. Sei p ein beliebiger Basis-
punkt in X. Dann ist der von hy induzierte Homomorphismus

(h1)« : 7(X, p) = (X, ha(p))
ein Isomorphismus.

Beweis. Es werde ein Weg a : I — X durch a(t) = h¢(p) definiert. Dann ist a
ein Weg von p nach ¢ := hi(p) und es sei [a] =: a.
Es wird gezeigt werden, dass dann fiir ein 5 € 7(X, p) gilt

(h1)«(B)=a"'-B-a

Damit folgt dann die Aussage, denn diese Abbildung ist schon beim Beweis der
Unabhiingigkeit vom Basispunkt als Isomorphismus nachgewiesen worden.!

Sei also § € 7(X,p). Sei b ein Reprisentant von (3. Definieren nun einige
Homotopien?:

e Eine Homotopie von b nach h1b ist gegeben durch

1

e Eine Homotopie von a™* zum konstanten Weg in ¢ wird definiert durch

(1) = a(l—(t—s)) ,0<s<t<1
=1 0<t<s<l

e Und schliellich eine Homotopie von a zum konstanten Weg in ¢:

() = a(s+t) ,s+t<1 ,0<s,t<1
R N ,s+t>1 ,0<s,t<1

!Crowell & Fox, p.21, (3.1)
2Es handelt sich nur um Homotopien, nicht um Homotopien von Wegen, da keine festen
Anfangs- und Endpunkte existieren.



Diese Homotopien passen zusammen, und das Produkt {js - ks - [} ist nun
wirklich eine Homotopie von Wegen, daher gilt dann

alb-a~c hb-c,
wobei ¢ den konstanten Weg in ¢ bezeichnet. Daraus folgt die Aussage, denn
al-B-a=[a"t b-a] =[hib] = (h1).5.
O]

Definition 1.11. Eine stetige Abbildung f : X — Y C X heifit durch eine
Deformation realisierbar, wenn es eine Deformation {hs;} von X gibt, so
dass h1 = if, wobei 7 : Y — X die Inklusion bezeichnet.

Lemma 1.12. Fulls eine Abbildung f : X — Y durch eine Deformation reali-
sierbar ist, dann st fir jeden Basispunkt p € X der induzierte Homomorphis-
mus fi : ©(X,p) — 7 (Y, f(p)) injektiv.

Beweis. Mit Bezeichnungen wie oben gilt h; = if, also (h1)« = ixfs. Da (h1)s
nach Lemma 1.10 injektiv ist, muss auch f, injektiv sein. O

Ein Raum X ist nun offenbar genau dann deformierbar in einen Teilraum Y,
wenn es eine Abbildung f : X — Y gibt, die durch eine Deformation realisierbar
ist.

Damit nun lassen sich Beispiele fiir Teilrdume finden, die Retrakte sind, fiir
die es aber keine Deformation von X auf Y gibt.

Beispiel 1.13. Eine Kante K ist Retrakt von @ (vgl. Beispiel 1.2), aber Q
kann nicht zu K deformiert werden, da m(K) trivial ist und m(Q)) = Z. Es kann

also keine injektive Abbildung von 7(Q) nach 7(K) geben.

1.3 Deformationsretrakte

Definition 1.14. Ein Teilraum Y C X heiffit Deformationsretrakt von X,
wenn es einen Retrakt p: X — Y gibt, der durch eine Deformation realisierbar
ist.

Beispiel 1.15. In der Deformation der Scheibe auf ihren Mittelpunkt aus Bei-
spiel 1.7 ist die Abbildung hy ein Retrakt, also ist der Mittelpunkt Deformati-
onsretrakt der Scheibe und der Kreis Deformationsretrakt des Volltorus.

Ebenso ist h; aus Beispiel 1.8 ein Retrakt, also der Rand der Scheibe Defor-
mationsretrakt von D — p.

Satz 1.16. Sei X wegweise zusammenhdngender topologischer Raum, sei Y C
X mit Inklusionsabbildung i : Y — X. Es sei p: X — Y ein Retrakt, der durch
eine Deformation realisierbar ist. Dann sind fir alle Punkte t € X und y € Y
die induzierten Homomorphismen

b w(X,x) — (Y, pla))
iv  w(Y,y)—7(X,y)

Isomorphismen.



Beweis. Fiir p, folgt die Aussage aus Lemma 1.12 und Lemma 1.4. Um die
Aussage fiir i, zu zeigen, betrachte

(X, y) B x(Y,y) B w(X,y).

Es gibt eine Deformation {hs}, so dass h; = ip und nach Lemma 1.10 ist
(h1)x = ixps« ein Isomorphismus. Da aber auch p, ein Isomorphismus ist, muss
auch 7, ein solcher sein. O

Satz 1.17. Wenn X inY C X deformierbar ist und es einen Retraktp: X — Y
gibt, dann ist Y Deformationsretrakt von X und p kann durch eine Deformation
realisiert werden.

Beweis. Sei{hs} eine Deformation von X in Y. Fiir jeden Punkt p € X definiert

man ) )
has b 0<s<5
ks(p) := ’ 2
() { pha_2s(p), 3 <s<1
Dann ist kg = hg = Id. Der Retrakt p wird durch die Deformation realisiert,
weil k1(p) = pho(p) = p(p) = (ip)(p)- O

2 Homotopie-Typ

Definition 2.1. Stetige Abbildungen f,g: X — Y heiflen homotop (f ~ g),
wenn es eine Homotopie h : X x I — Y gibt, mit hg = f und hy = g.

Lemma 2.2. Die Relation ,homotop* ist eine Aquivalenzrelation.

Definition 2.3. Die topologischen Rdume zusammen mit den Homotopieklas-
sen stetiger Abbildungen bilden die Kategorie h-TOP.

Definition 2.4. Topologische Rdume X und Y sind vom selben Homotopie-
Typ, wenn sie in der Kategorie h-TOP isomorph sind, d.h. wenn es stetige
Abbildungen f: X —Y,g:Y — X gibt, so dass gf ~ Idx und fg ~ Idy.

f und g heiflen dann zueinander inverse Homotopieédquivalenzen.

Satz 2.5. Wenn X und Y wegweise zusammenhdngend und vom selben Homo-
topie-Typ sind, dann ist 7(X) isomorph zu w(Y).

f
- . . . . _— . .
Beweis. Prinzip des Beweises: Seien X <g—Y zueinander inverse Homo-

topie-Aquivalenzen. Es reicht zu zeigen, dass der Funktor m; : TOP — GRP
homotope Abbildungen auf denselben Homomorphismus abbildet, dass also aus
f ~ g folgt m(f) = m1(g), denn nach Voraussetzung ist g o f ~ Idx.

Es wire also m1(f) o m1(g9) = mi(f o g) = m(Idx) = Ids (x). Damit wére
m1(f) injektiv. Analog wére m(g) o m1(f) = Idy, also 71 (f) surjektiv, damit
also m(f) : m(X) — 71 (Y) ein Isomorphismus.

Seien also f,g: X — Y homotop. Betrachtet man die Inklusionen

ip: X =X xI, =z (z,k), k=01



reicht es sogar zu zeigen, dass m(ig) = m1(41), denn bezeichne h: X x I — Y
eine Homotopie von f nach g, dann ist hoig = f und h o iy = g, falls also
7T1(i0) = 7T1(i1) gﬂt, SO gllt

7r1(f) = Wl(hoio) = 7T1(h) O7T1(i0) = 7T1(h) OTFl(il) = Wl(hoil) = 7'['1(g)

und die Aussage wire gezeigt.

Das Problem ist nun, dass diese gesuchte Gleichheit fiir den Funktor 71 nicht
gilt, da die Fundamentalgruppe vom Basispunkt abhéngig ist. Sei also x¢p € X
der Basispunkt und iz, k = 0,1 wie oben.

Seia: I — X xI,t+— (x9,t) und bezeichne ¢ den zugehorigen Basispunkt-
wechsel-Isomorphismus, d.h.

v: m(X xI,(x9,1) — m(X x1I,(xg,0))
B — [a] " Bla]

Dann gilt fiir die induzierten Abbildungen immerhin noch m(ig) = ¢ o m1(i1),
sie sind also gleich bis auf Isomorphie.

Nachweis. Es sei ¢ : I — X Schleife um zy. Dann ist

m1(io)[c] = [io(c)] = [t — (c(t),0)].
Andererseits ist
pom(in)ld = e([ir(e)]) = o] [ir(c)][a]
= [t (2o, 1 = 0)][t = (c(t), V][t = (z0,1)].
Eine Homotopie, die die Gleichheit dieser Homotopieklassen zeigt, ist

(o, ts) ,t€[0,1]
he(t) = 4 (c(t — 1), ) te 1,2
(.’IJ(), 8(1 - (t - 2))) te [273]

Damit ist nun also
m(f) = m(hoig) = mi(h) o m(io) = mi(h) o pom (i)
Seid:I —Y,t— h(xg,t) ein Wegin Y (von f(zo) nach g(xp)) und ¢ wieder

der zugehorige Basispunktwechsel-Isomorphismus:

(L 7T1(Y,g(l'0)) - 7T1(Y,f(.%'0))
3 = [d7'8ld]

Dann gilt 71(h) 0 p o m(i1) = ¢ om(g) : m(X,2z0) — m(Y, f(zo)), denn sei
c¢: I — X eine Schleife um xg, dann ist

(mi(h)opom(in))le] = (m(h)o@)li(c)]
= mi(h) ([t = (xo, 1 = B)][t = (c(t), V][t = (z0,1)])
= [t h(xo, 1 = 1)][t = g(c(t)][t — h(zo, )]

= Yt —g(e(t))] =y om(g)[d]



Zusammen gilt also
m(f) =¥ om(g)

wobei v ein Isomorphismus ist.

Dies reicht gliicklicherweise immer noch aus, um die Aussage zu beweisen,
denn wenn f und g wieder zueinander inverse Homotopie-Aquivalenzen sind,
dann ist also 71 (g) omi(f) = 1poldx und weil ¢ ein Isomorphismus ist, ist w1 (f)
immer noch injektiv. Surjektivitit zeigt sich ganz analog. O

Lemma 2.6. Sei Y C X Deformationsretrakt von X . Dann sind Y und X vom
selben Homotopie-Typ.

Beweis. Sei p: X — Y die Retraktionsabbildung und ¢ : ¥ — X die Inklusion.
Dann gilt p o ¢ = Idy, weil p Retrakt ist. Andererseits gilt aber auch i o p =
hy ~ Idx, weil es eine Deformation {hs} von X nach Y gibt. Also sind p und i
zueinander inverse Homotopiedquivalenzen. O

Beispiel 2.7. Ein Punkt einer konvexen Menge C' ist Deformationsretrakt von
C, dass heif3t, dass jede konvexe Menge vom Homotopie-Typ eines Punktes ist.

Insbesondere sind die Scheibe und ihr Mittelpunkt vom selben Homotopie-
Typ, woraus folgt, dass auch Volltorus und Kreis denselben Homotopie-Typ
darstellen. Dies gilt ebenfalls fiir den Torus und den Volltorus ohne den ,,zen-
tralen Kreis®.

3 Beispiele

Bislang kennen wir also die Fundamentalgruppe von Réumen der Homotopie-
Typen Punkt, Kreis, Sphire und Einpunkt-Vereinigung zweier Kreise.

3.1 Die n-bldttrige Rose

Definition 3.1. Die n-bléttrige Rose (/) ist die Vereinigung von n Kreisen
X1,...,X, in einem Punkt p.

Satz 3.2. Die Fundamentalgruppe von Cy, ist die freie Gruppe vom Rang n.

Beweis. Induktion nach n. C(y) ist ein Kreis, dessen Fundamentalgruppe schon
als freie Gruppe vom Rang 1 nachgewiesen wurde. Also betrachtet man

Cint1)y = CmyUXntr
{r} = Cu N Xntr.

Bis darauf, dass diese Mengen keine offenen Teilmengen von C',,1), konnte
man hierauf Van-Kampen anwenden und wére fertig.

Sei N eine offene Umgebung von p in C(;,41), bestehend aus p und 2(n + 1)
disjunkten, offenen Bogen, die allesamt p als einen ihrer Endpunkte haben.
Dann ist C,) ein Deformationsretrakt von C(,) UN, X;, 41 einer von X1 UN
und {p} einer von {p} U N. Diese sind offene Teilmengen von C(,, ;) und man
kann Van-Kampen anwenden. O



3.2 Die Sphare mit n > 1 Léchern

Indem man eines der Locher geniigend aufweitet und dann alles auf die Ebene
projeziert, sieht man, dass die Sphére mit n > 1 Lochern vom selben Homotopie-
Typ ist wie die Scheibe mit n — 1 Léchern. Wenn n > 1 ist, enthélt diese eine
n — 1-blattrige Rose als Deformationsretrakt, daher ist die Fundamentalgruppe
der Sphére mit n Lochern isomorph zur freien Gruppe vom Rang n — 1.

4 Van Kampen und Gruppen-Prasentationen

Nun soll noch eine Formulierung des Satzes von van Kampen mit présentierten
Gruppen gegeben werden. Sei dazu wie frither X = X; U X, die Vereinigung
zweier offener Teilmengen, so dass X1, Xo und Xg = X7 N X» alle wegweise
zusammenhéngend und nichtleer sind. Sei p € Xo und G = 7(X,p) und G; =
(X, p). Weiterhin gebe es Préisentationen der Gruppen

G1 = [X : Rg,
G2 = ’Y : S|¢2
Go = |Z : T|g,.

Die von den Inklusionen induzierten Homomorphismen bilden ein kommutatives
Diagramm:
Go
N

G1 wo G2

N4

G wo = w1t = wabhs

Es bezeichnen nun weiterhin Fy = F[X|,Fy, = F[Y],Fy = F[Z] und F =
F[X UY]. Dann sind Fj, F» C F Untergruppen. Nun existiert ein eindeutiger
Homomorphismus ¢ : F' — G, so dass ¢p, = w;¢; fir i = 1,2, weil F freie
Gruppe ist und ¢ auf den Erzeugern gegeben ist. Fiir ¢ gilt dann offenbar
6(R) = 6(S) = 1.

Fiir z € Z findet man ein Urbild von 6;¢gz in F; unter ¢;, da ¢; surjektiv ist,
i = 1,2. Diese Mengenabbildungen kénnen also, da Fy frei ist, zu Homomor-
phismen 6; fortgesetzt werden, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

o %
Fl<F —>F

L, b

Gl <~—— Gy —> Gy



Sei nun Z = {z, z9, ... }. Betrachte die Menge {Ezkgzgl}k:1727_.. C F. Da

O(Orze022, ) = d(Or21) (027 )
= w11 (Or2zk)wad2 (022 ")
= w11 (Pozk)w2b2(doz;, )
= wo(ozr)wo(doz; ')
= wo(dozkgozy ') =1,
ist N(RU S U {012,022, '}) C ker(g). o
Hiervon gilt sogar die Umkehrung ker(¢) C N(RUS U {012,022, '}), was im
folgenden gezeigt werden soll.

_Sei dazu H eine Gruppe und ¢ : F' — H ein Homomorphismus, der Y(RUSU
{012k022,'}) = 1 erfiillt. Dann existieren Homomorphismen v; : G; — H,i =
1,2, so dass das Diagramm

Y,

¢il 4
G;
kommutiert. Da auBerdem 10z, = 102, gilt, weil w(ﬁzk@zk_l) =1 ist, ist
Y1010z = V161012 = YO 2 = Y221, = Yadabaz = Yabadozy,

was man schon in dem Diagramm

/itﬁl ¢0J/ ¢2J{\
G1 <;91 GO 492 > G2 |

\ /
(4 &) (y (]
H
verfolgen kann, und damit ¥g = 1601 = 1202 wohldefiniert, da die ¢gzi Go

erzeugen.
Damit ist man in einer Situation, in der man van Kampen anwenden kann,

Goi>G2

AN
i91 i“&\

w1

G ——G

/

Y1601 = Yol

es existiert also ein eindeutiger Homomorphismus A : G — H, so dass ¢; =
Awi,t =1,2. Sei nun u; € F;,1 = 1,2 ein beliebiges Element. Dann gilt

Yu; = Yidiu; = Awidiu; = Apu;



und also
b=\,
Damit ist ker(¢) C ker(y). Damit gilt also der

Satz 4.1. Unter den Voraussetzungen dieses Kapitels gilt
G=|X,Y:R,S, {azk%z;1}|¢.

Beispiel 4.2 (Fundamentalgruppe des Torus 7?). Sei der Torus 72 =: X
zerlegt in X7 und X5, so dass X; der Torus mit einem Loch ist und X5 eine
offene Scheibe. Der Schnitt Xy = X; N X5 ist dann ein offener Ring. Man kann
nun sehen?, dass X; vom selben Homotopie-Typ ist wie eine 2-blittrige Rose,
d.h. (X)) ist die freie Gruppe vom Rang 2. X3 ist vom Homotopie-Typ eines
Punktes, hat also eine triviale Fundamentalgruppe. Xy enthilt einen Kreis als
Deformationsretrakt, also ist 7(Xg) = Z.
In Termen von prisentierten Gruppen gilt also

Go = (t1)
Gl = (x,y )
Gy = (v

und man kann van Kampen anwenden. Dieser sagt nun, dass
G = (z,y:01tOyt™ )

ist. In diesem Fall sind die Prisentationshomomorphismen alles Isomorphismen,
es gilt (mit Bezeichnungen wie oben) #; = 6; (bis auf Isomorphie). §; waren die
von den Inklusionen induzierten Abbildungen. Da Gs trivial ist, kann 6s nur
die triviale Abbildung sein. Man muss sich also ansehen, was mit dem Erzeuger
von G unter §; passiert. Dieser wird gerade auf zyz~'y~! abgebildet. Fiir die
Fundamentalgruppe des Torus gilt also

m(T%) = (z,y s wya 'y ).

Dies ist die freie abelsche Gruppe vom Rang 2.

3Dies sieht man, indem man das Loch vergréBert. Bilder dazu im Crowell und Fox, p.68.
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