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Ziel: Wir wollen die Langel einer KurveC' durch die Menge M der sie schneidenen
Geraden und die Anzahl dieser Schnitte bestimmen.

Vorgehen: Zunéchst definieren wir ein Ma8auf solchen Mengen. Dann zeigen wir,
dassu die notigen Eigenschaften hat.

Das MalR i, auf M:  Sei g eine Gerade. Dann ist g eindeutig durch einen Wiékel
ihre “Richtung” - und ihren Abstangd vom Ursprung bestimmt. Es gilt:

9 =A(z,y) | p=xcost +ysin b}

(Hessesche Normalform).
Die Menge aller Geraden iR? ist also isomorph zi = {(p,6) | p > 0;0 < 0 < 27} C
R?. Es liegt nun nahg als Integral ibet zu definieren:

,u:://dpde (1)

Diese Definition macht nur Sinn, fallg( M) unveréndert bleibt, wenn ioff drehe
und verschiebe. Sei also

g:{F;RuR%w(Cow ‘Sln¢>x+<Z>|0§¢<2w;a,beR}

sing cos¢

die Menge der Dreh- Verschiebungen, dann sollte gejief/) = N(J\AJ) fur alle F
G, wobeiM die Menge dei’(C') schneidenen Geraden ist.

Die Invarianz von p unter Dreh- Verschiebungen: Zu zeigeny ist invariant unter
den vong erzeugten Transformationen.

Sei F' € G. Nach Transformation der Koordinaten durEhhat eine Gerade =
{(z,y) | p =z cos + ysin b} die Form

9=1{(@,9) | p—acosf —bsinfd =p==ocos (0 —¢)+ysin(d —¢)}.

Esist also
w(p,0) = (p—acosf —bsinb, 6 — ¢)



die vonF' erzeugte Transformation.
SeinunS C LundS = {w (p,d) | (p,#) € S} . Mit dem Transformationssatz ist

[dn= [ et 0,00 die = [
S g s
womit wir schon fertig sind.

Die Herleitung der Formel: Zunéachst wollen wir mit unserem Maf3die Langel
einer Strecke messen. Dazu finden wir eifi € G, so dass mittig im Ursprung Iiegt
Die Menge deg schneidenen Geraden entspricht iNig= { (p,0)]0<p<|cosh| L 5,0<0< 27r}:>
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Wir kdnnen nun die Lange von Strecken messen.

Die Kurve C sei gegeben durch eine stetige Funktion [0,1] — R?2. SeiZ =
(to,t1, ..., t,) Mittg = 0 undt,, = 1 ein Zerlegungsvektor vof, 1], so kénnen wir
einen Polygonzud’ (Z) definieren, der die Kurv€’ annéahrt: Sei

pii={a(tiz1) + Aa(t) —a(ti-1)) [ A €[0,1]}

die i-te Strecke vorP (Z), so defineren wir:

i=1

Wir missen hier noch voraussetzen, dass die Langg;derdlich fir jedesZ, alsoC
rektifizierbar ist.
SeienN; die Mengen der Geraden, dige schneiden, und; die Langen dep;, so

gilt
iz <U Ni> > ZM(Ni) = 2'le‘-

Um aus der ob|gen Ungleichung eine Gleichung zu machen, missen wir unser Mal3
[t SO verandern, das@ N; einer disjunkten Vereinigung entspricht. Dazu gewichten

wir schneidenen Gerad@mach der Anzahl dermit g € N;. Also:

I :=//n(p,0) dpd®,
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wobein : £ —N die erwdhnte Gewichtung ist. Wir erhalten:

i=1 i=1

Sei|Z| :="Menge der'Zerlegungspunkte™, so gilt fifZ| — oc: P = C.
Setzen wir noch, = oo fir nicht rektifizierbare Kurven, so kdnnen wir die Lange
aller Kurven mity bestimmen:

M(UNi> :Zﬂ(Ni):2'Zli:2'lv
=1 =1 i=1
wobeil die Lange vorC ist.
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