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Ziel: Wir wollen die Längel einer KurveC durch die Menge M der sie schneidenen
Geraden und die Anzahl dieser Schnitte bestimmen.

Vorgehen: Zunächst definieren wir ein Maßµ auf solchen Mengen. Dann zeigen wir,
dassµ die nötigen Eigenschaften hat.

Das Maßµ auf M: Sei g eine Gerade. Dann ist g eindeutig durch einen Winkelθ -
ihre “Richtung” - und ihren Abstandp vom Ursprung bestimmt. Es gilt:

g = {(x, y) | p = x cos θ + y sin θ}

(Hessesche Normalform).
Die Menge aller Geraden imR2 ist also isomorph zuL = {(p, θ) | p ≥ 0; 0 ≤ θ < 2π} ⊂

R2. Es liegt nun naheµ als Integral überL zu definieren:

µ :=
∫ ∫

dpdθ (1)

Diese Definition macht nur Sinn, fallsµ(M) unverändert bleibt, wenn ichC drehe
und verschiebe. Sei also

G :=
{

F : R2 → R2;x 7→
(

cos φ − sinφ
sinφ cos φ

)
x +

(
a
b

)
| 0 ≤ φ < 2π; a, b ∈ R

}
die Menge der Dreh- Verschiebungen, dann sollte gelten:µ(M) = µ(M̃) für alleF ∈
G, wobeiM̃ die Menge derF (C) schneidenen Geraden ist.

Die Invarianz von µ unter Dreh- Verschiebungen: Zu zeigen:µ ist invariant unter
den vonG erzeugten Transformationen.

SeiF ∈ G. Nach Transformation der Koordinaten durchF hat eine Geradeg =
{(x, y) | p = x cos θ + y sin θ} die Form

g̃ = {(x̃, ỹ) | p− a cos θ − b sin θ = p̃ = x̃ cos (θ − φ) + ỹ sin (θ − φ)} .

Es ist also
ω (p, θ) = (p− a cos θ − b sin θ, θ − φ)
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die vonF erzeugte Transformation.
Sei nunS ⊂ L undS̃ = {ω (p, θ) | (p, θ) ∈ S} . Mit dem Transformationssatz ist∫

S

dµ =
∫
eS
|det (Dω (p, θ))| dµ =

∫
eS

dµ,

womit wir schon fertig sind.

Die Herleitung der Formel: Zunächst wollen wir mit unserem Maßµ die Längel
einer Streckes messen. Dazu finden wir einF ∈ G, so dasss mittig im Ursprung liegt.
Die Menge ders schneidenen Geraden entspricht nunN =

{
(p, θ) | 0 ≤ p < |cos θ| l

2 , 0 ≤ θ ≤ 2π
}
⇒

µ(N) =

2π∫
0

|cosθ| l
2∫

0

dpdθ =

2π∫
0

|cosθ| l
2
dθ =

l

2

2π∫
0

|cosθ|dθ =

l

2


π
2∫

0

cosθdθ −
π∫

π
2

cosθdθ −

3
2 π∫

π

cosθdθ +

2π∫
3
2 π

cosθdθ

 = 2l (2)

Wir können nun die Länge von Strecken messen.
Die KurveC sei gegeben durch eine stetige Funktionα : [0, 1] → R2. SeiZ =

(t0, t1, ..., tn) mit t0 = 0 und tn = 1 ein Zerlegungsvektor von[0, 1], so können wir
einen PolygonzugP (Z) definieren, der die KurveC annährt: Sei

pi := {α (ti−1) + λ (α (ti)− α (ti−1)) | λ ∈ [0, 1]}

die i-te Strecke vonP (Z), so defineren wir:

P :=
n⋃

i=1

pi.

Wir müssen hier noch voraussetzen, dass die Länge derpi endlich für jedesZ, alsoC
rektifizierbar ist.

SeienNi die Mengen der Geraden, diepi schneiden, undli die Längen derpi, so
gilt

µ

(
n⋃

i=1

Ni

)
≥

n∑
i=1

µ (Ni) = 2 ·
n∑

i=1

li.

Um aus der obigen Ungleichung eine Gleichung zu machen, müssen wir unser Maß

µ so verändern, dass
n⋃

i=1

Ni einer disjunkten Vereinigung entspricht. Dazu gewichten

wir schneidenen Geradeng nach der Anzahl deri mit g ∈ Ni. Also:

µ :=
∫ ∫

n (p, θ) dpdθ,
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wobein : L →N die erwähnte Gewichtung ist. Wir erhalten:

µ

(
n⋃

i=1

Ni

)
= 2 ·

n∑
i=1

li.

Sei|Z| :=”Menge der’Zerlegungspunkte”’, so gilt für|Z| −→ ∞: P = C.
Setzen wir nochµ = ∞ für nicht rektifizierbare Kurven, so können wir die Länge

aller Kurven mitµ bestimmen:

µ

( ∞⋃
i=1

Ni

)
=

∞∑
i=1

µ (Ni) = 2 ·
∞∑

i=1

li = 2 · l,

wobeil die Länge vonC ist.
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